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Resumo

Dois dos principais invariantes discretos de uma variedade projetiva sao a dimensao e
o grau. Os espagos de folheagoes holomorfas de codimensao um e grau d no espaco pro-
jetivo complexo CP", n > 3 sao subesquemas do espago projetivo CP (H°(P", Q'(d + 1)))
definidos pelas equagoes da condicao de integrabilidade, w A dw = 0.

Nesta tese determinamos os graus de certas componentes dos espacos de folheacoes
holomorfas de codimensao um em CP", n > 3. Para cada inteiro r > 1, seja R(2,2r + 1)
o conjunto das folheagoes induzidas por 1-formas do tipo 2FdG — (2r + 1)GdF, onde
F,G denotam polinomios homogéneos de graus 2,2r + 1. X. Gomez-Mont e A. Lins
Neto mostraram em [2] que R(2,2r + 1) é uma componente irredutivel do espago das
folheagoes holomorfas de grau 2r 4+ 1. Mais tarde, J. V. Pereira, F. Cukierman e I.
Vainsencher mostraram em [5] que essa componente é racional e genericamente reduzida.
Estes calcularam o grau dessa componente para r = 1, n < 5 e conjecturaram alguns
valores em dimensoes maiores.

Nosso resultado principal é a obtencao de uma férmula para o grau da componente
R(2,2r 4+ 1) para r > 1 em dimensao arbitraria n > 2, a saber,

No—1
N
( ) (r+1) Z M, (Z r+ 1) 2r + 1)F (Z Miyp2 ) k) (2r + 3)N2= (D)

=0

onde

Nopy1+k+1

Mg = (."Jrl )(—1)t(N2+t) e My = (—1)F (szfk_i)

{Ni:(n:i)—17N:N2+N27‘+17M7"k::( N )79:N2—7’L—1,
k—i

i—0—t t

O célculo do grau de R(2,2r + 1) nos casos tratados em [5], lemma 5.2, pag. 23| exigiu
a resolugao das indeterminagoes do mapa racional p : (F,G) — 2FdG — (2r + 1)GdF.
Trilhamos aqui uma abordagem distinta. Ao invés de fazer um estudo local do lugar
de indeterminagao do mapa p, efetuamos uma explosao preliminar apenas no espaco das
quddricas. Isto nos permitiu descrever, em coordenadas adequadas, o lugar de indeter-
minag¢ao do novo mapa racional induzido, notadamente nos habilitando a lidar com r,n
arbitrarios. Para facilidade da leitura, apresentamos separadamente os casosr = 1l er = 2
antes de fazer o caso geral.
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Abstract

Two of the main discrete invariants of a projective variety are its dimension and degree.
The spaces of holomorphic foliations of codimension one and degree d in CP", n > 3 are
subschemes of the projective space CP (H°(P",Q!(d+ 1))) defined by the equations of
conditon of integrability, w A dw = 0.

We determine in this thesis the degrees of certain components of the spaces of ho-
lomorphic foliations of codimension one in CP", n > 3. For each integer r > 1, let
R(2,2r+ 1) denote the set of foliations induced by 1-forms of type 2FdG — (2r + 1)GdF,
where F,G denote homogeneous polinomials of degrees 2,2r + 1. X. Gomez-Mont e A.
Lins Neto proved in [2] that R(2,2r + 1) is an irreducible component of the space of
holomorphic foliations of degree 2r 4+ 1. After, J. V. Pereira, F. Cukierman and I. Vain-
sencher proved in [5] that it is a rational and generically reduced component. They found
the degree of that component for r = 1, n < 5 and conjectured a few more in higher
dimensions.

Our main result gives a closed formula for the degree of the component R(2,2r + 1)
for » > 1 in arbitrary dimension n > 2, to wit,

No—1
N
(N> (r+1) § Mk<§ (r+1)(2r + 1) (§ M2t92> k) (2r + 3)N2 (kD)
2
=0

where

Ni = (TL:Z) - 17N = N2 + N27”+1a Mrk = (N2T+11V+k+1)79 = N2 —n — 1,
Mo = ("5 ) (1) (2 H) @ My = (—1)F=3 (Morpth)

The calculation of the degree of R(2,2r+1) in the cases treated in [, lemma 5.2, p. 23]
required the resolution of the indeterminacies of the rational map p : (F,G) — 2FdG —
(2r + 1)GdF. We pursue here a different track. Instead of the local study of the in-
determinacy locus of that map p, we perform a preliminary blow up solely in the space
of quadrics. This has allowed us to describe, in suitable coordinates, the indeterminacy
locus of the rational map induced on the blownup varity, thus enabling us to deal with
arbitrary r,n. For conveniency of the reader, we explain separately the cases r = 1 and
r = 2 before tackling the general case.
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Introducao

E sabido que uma folheacao holomorfa de codimensao 1 e grau d no espaco proje-
tivo complexo CP", ou simplesmente P", é induzida por uma 1-forma polinomial w =
Yoo Aidr; tal que

1. A; é um polinébmio homogéneo de grau d + 1 para todo i =0,--- ,n;
2. A 1-forma é projetiva: Y. A;x; = 0;
3. A 1-forma é integravel: w A dw = 0.

O conjunto singular da folheacao induzida por w é a intersecao das hipersuperficies
{A; = 0} para i = 0,---,n. O conjunto das folheacoes de codimensao um e grau d
que tem o conjunto singular de codimensao pelo menos igual a dois é um subconjunto
algébrico do espaco projetivo das segoes globais do fibrado Q3. (d + 2),

P (H°(P", Qp.(d +2))),

e é denotado por F(n,d).

Um importante problema no estudo das folheagoes holomorfas é a classificacao das
componentes irredutiveis de F(n, d).

Quando d = 0 ou d = 1, todas as componentes sao conhecidas para dimensao n
arbitraria (cf. [10]).

Para d = 2, A. Lins Neto e D. Cerveau em [3] descreveram todas as componentes para
n > 3. Ha seis: uma do tipo pull-back linear, uma excepcional, duas logaritmicas e duas
racionais. Este ultimo tipo serda abordado com mais detalhes porque ¢é dele que trata este
trabalho.

Outras componentes tipo pull-back nao linear foram descritas por A. Lins Neto, D.
Cerveau e S. J. Edixhoven [4] e, recentemente, generalizadas por W. Costa e Silva em [13].

Desde que dois dos principais invariantes discretos de uma variedade algébrica irre-
dutivel sao a sua dimensao e o seu grau, surge naturalmente o seguinte problema de
interesse da geometria enumerativa.

Problema: Calcular o grau das componentes irredutiveis de F(n,d) que sdo conhecidas.

Sejam F' e G polinomios homogéneos em n + 1 variaveis, xg, x1,--- ,x,, de graus a
. . a _ P . ~ . ra .
e b, respectivamente, e tais que § = ot onde mdc(p,q) = 1. A funcao racional & ¢é

uma integral primeira para a folheacao induzida pela 1-forma w = ¢GdF — pFdG. Essa
folheagao possui grau igual a a+b—2 e portanto pertence a F(n,a+b—2). Paran > 3, foi



provado em [2] que esse conjunto é uma componente irredutivel do espago de folheagoes;
o membro genérico é uma folheacao tangente as fibras do mapa racional

cpn --» CP!
r= (2o, ,x,) — (Fi(z):GP(x))

Vamos denotar essa componente por R(a,b).

Em [2] X. Gomez-Mont e A. Lins Neto mostraram que R(a,b) é uma componente
irredutivel do espago das folheagoes holomorfas F(n,a + b — 2). Mais tarde, Em [5] J.
V. Pereira, F. Cukerman e I. Vainsencher mostraram que para n > 3, R(a,b) é uma
componente racional e genericamente reduzida, cf. theorem 2.1. Estes trataram também
do célculo do grau dessas componentes nos casos a seguir descritos.

Quando a divide b eles mostraram que o grau da variedade R(a,b) é igual a

N,+ N, —1 b( N,+N,—1
() ()
onde Ny é a dimensao do espago projetivo P(Sy) com Sy = H° (P", O(d)), isto é, o espago
dos polinémios homogéneos de grau d nas coordenadas homogéneas de P".
Além desses casos, apenas o grau da componente R(2,3) foi calculada para dimensao
n < 5. Eles conjecturaram o grau de algumas componentes de R(2,2r + 1) em dimensoes
maiores, onde r é um inteiro positivo.

Neste trabalho, obtivemos o grau da componente R(2,3) em dimensao n arbitréria.
Conseguimos provar que o seu grau ¢ dado pela formula

(NQ) —2Ni1 M, (Z igh-i (Z leg) >5N2 )

onde .
Ni= (") =1,N = Na+ N3, Mg = (y, 5,1), 0 = Na—n—1,
M, = (iﬁ;‘it)(_ly(Nzt-&-t) e M, — (_1)kz—i (Nsk-‘:]i—z)

Esse é o contetddo do teorema[l.2.12] Alids, os valores nao coincidem com aqueles conjec-
turados em [5], exceto quando r = 1. Um erro na construcao do algoritmo provavelmente
interferiu nos valores quando r > 1.

Em seguida, conseguimos estender os resultados para a componente R(2,5) também
em dimensao arbitraria, cf. teoremall.3.6] Esses dois resultados compreendem o primeiro
capitulo.

A extensao dos resultados para a componente R(2,5) permitiu-nos generalizar para
as componentes R(2,2r + 1). Mais especificamente, nés provamos no teorema que
para cada par de nimeros inteiros positivos (n,r), o grau da componente R(2,2r + 1) é
dado pela férmula

(N> szl My, (Z +1)i(2r + 1) (Z Mlt92> k) (2r + 3)Ne (kD)



onde

Nory1+k+1

{Ni(n:i)_LNNQ‘{'NQT-Hv MTk:( N )’HZNQ_n_l’

Mo = (ifzit)(—l)t(mt“) e My = (_1)kfi(N2r.£1::kfi)'



Capitulo 1

O grau das componentes R(2,3) e
R(2,5) em dimensao arbitraria

1.1 Preliminares

Comecaremos o capitulo introduzindo notagoes e resumindo alguns resultados sobre as
componentes racionais R(a,b), enfatizando o célculo do grau nos casos conhecidos. Os
detalhes podem ser encontrados nas referéncias [5] e [3].

Sejam d um ndmero inteiro positivo e Sy 0 espago das segdes globais do feixe Opn(d),
ou seja, o espaco de polinomios homogéneos de grau d em n + 1 indeterminadas. Denote
por R(a,b) o fecho da imagem do mapa racional

Pap : X =P(S,) xP(Sy) --» P(H°(Qpa(a+0)))
(F,G) —  pFdG — qGdF

onde a/b = p/q com p, q inteiros positivos sem fator comum. O leitor verificara facilmente
que o lugar de indeterminagao é formado pelos pares ' = L G = L° L € P(S)).
Entretanto, o esquema de indeterminac¢ao é nao reduzido. Voltaremos a esse ponto mais
adiante.

Mostra-se em ([5], thm.2.1) que, para n > 2, a variedade R(a,b) é uma componente
irredutivel e genericamente reduzida do espago de folheagoes F(n,a + b — 2).

Considere também o mapa racional

2
Pap * X - P (Sa+b2® A Sy
(F,G) +— dF N dG
e a contragao pelo campo radial

in: P(V) — P(HQh(a+D)))

2
onde V C Sgp-2® A Si € o subespago vetorial das 2-formas fechadas. Entao, p,;, =
iR © Pab; OS MAPAs P, € Pap t€m esquematicamente o mesmo lugar de indeterminagao; o
grau da componente R(a, b) é o grau da sua imagem inversa i R(a,b), (cf. [5, prop. 4.1]).

4



Adotaremos as seguintes notagoes que aparecerao com bastante frequéncia no restante
do texto

R(a,b) : a imagem inversa i, R(a,b) (1.1)
Pap : O mapa racional (F,G) — dF N dG (1.2)
B : o esquema de indeterminac¢ao do mapa pgp. (1.3)

Para obter o grau da componente R(2,3) em dimensao n < 5, em [5] os autores
descreveram o fibrado tangente do esquema de indeterminacao B como sendo igual a

3
T(L27L3)B - {(F,,G,) < T(L2,L3)X | G/ - §LF/} .

Eles explodiram a bi-Veronese L + (L?, L3) em X para obterem o mapa racional
2
p’273 X -5 P (S3® A 51) ,

cujo lugar de indeterminacao B’ é igual ao subfibrado do divisor excepcional E’
B' =P (Nyp) CP(Nyx) = E. (1.4)

Essa igualdade permitiu-lhes calcularem o grau dessa componente para dimensoes baixas,
cf. [5], lemma 5.1 e lemma 5.2.

A seguir, mostraremos como contornamos a dificuldade de resolver o mapa ps3 de
modo que o grau da componente R(2,3) fosse calculado em dimensao arbitraria. Em
poucas palavras, trocamos a explosao da bi-Veronese pela explosao da Veronese sé no
primeiro fator, P (Ss).

1.2 O grau da componente 7R(2,3) em dimensao
arbitraria

Nesta se¢ao descreveremos as explosoes para resolver o mapa racional p; 3 em dimensao
arbitraria. Diferentemente do feito em [5], aqui comegaremos explodindo o produto

(B2 =V) xP(S5) CP(Sy) x P(S5) = X.

Isto ¢é, ao invés de explodirmos a variedade X ao longo da subvariedade V' pelo mergulho
bi-Veronese

Vo X =P(Ss) x P(Ss) (1.5)
L — (1317



explodiremos X ao longo da subvariedade V' x P (S3) pelo mergulho Veronese apenas no
primeiro fator

VxP(S;) — X =P(S;)xP(S;) (1.6)
(L,G) — (L% G)

Vamos usar repetidas vezes a seguinte notagao
/. . . ~ /
B": o esquema de indeterminacao do mapa py 5 (1.7)

onde p 5 é o mapa racional induzido por py3 na explosao da variedade X com o novo
centro de explosao acima.

Mostraremos que B’ (cf. o diagrama abaixo ) é um esquema que é uma interse¢ao
completa local. Mais especificamente, mostraremos que o ideal do esquema B’ é
localmente da forma J' = {2y, 29, -+ , 2,€2), onde 21, 29, - - , 2, €2 é uma sequéncia regular
no anel de coordenadas locais da variedade X', e € denota uma equacao local do divisor
excepcional E'. Além disso, a redugao By, localmente definida por J, = (21, 29, -+ , 21, €),
¢ um fibrado projetivo sobre V. Sendo X” a explosao da variedade X’ ao longo do
esquema de indeterminacao B’, segue ([8, 7.17.3, pdg. 168]) que uma resolucao do mapa
p2.3 terminard se encaixando num diagrama da forma

B X" (1.8)

B« 2F' ™

Sy

I

=
—~C

Nvip(sy)) = E' = P (Nvip(s,)) x P(S5)—= X"

2
Ve V x P(S5) = X 2% p (53 ® N\ Slv>

em que o segundo divisor excepcional £E” é um fibrado projetivo sobre a base B’ (cf. [6],
appendix B.7.1, p.437]).
A observagao elementar abaixo é fundamental para o restante do texto.

Observacao 1.2.1. Fixados polinomios homogéneos nao nulos, Fi,...,F,, de graus
di,...,d,, existe uma mudanca de coordenadas

g = Xo

T; $i+>\i$07’i:1,"',n ’

de modo que

Foo ol

dm
Fm H mo +"'



a menos de multiplicagao por constante.
De fato, existem escalares Ay, - -+, A, tais que Fi (1, Ay, -+, \,) #0, k=1, -+, m,
porque o conjunto das suas raizes é o complementar de um aberto denso. Com isso,

Fk'—>Fk(l’0; xl—i_}\lx()a ) xn—i_)\n'TO) :Fk<17 )‘17 T /\n)xgk+ ) /{521, e, M.
Entao, a acao do grupo linear geral G = GL,,;1 (C) sobre X = P(S,) x P(Sy)

GxX — X (1.9)
(0,F,G) — (oF,0G)

deixa uma tnica 6rbita fechada {(z¢,2%);i = 0,--- ,n} e as vizinhancas transladadas
{(z¢+-- 2%+ ---);i=0,--- ,n} cobrem X.

O mapa p,p ¢ equivariante pela agao. Consequentemente, o mapa induzido o,
também o é. Sabe-se que o lugar de indeterminacao de uma mapa racional equivariante
sob a acao de um grupo linear é fechado, invariante e portanto contém érbita fechada.

Sendo assim, as nossas contas locais poderao ser feitas na vizinhanca de um represen-
tante da tinica drbita fechada da variedade X, a saber, o par (z2, x8).

1.2.1 A resolucao do mapa ps 3

No sentido de obter os resultados que justificam o diagrama (|1.8)) acima, podemos usar a
observacao|l.2.1| e tomar os polinomios

F = T3+ Z ao;Tox; + Z QT
j= j>i=1
G = .’EO + E bOkaoajk + Z bZ]kl’ T Tk (110)
k=1 k>j>i=0
7>0

na vizinhanca agg = bggg = 1 da variedade X.
Vamos explicitar as equagoes locais do centro de explosdo mencionado em (|1.6)). Sejam

LZiL’Q‘FZC,’I,‘

z:l

F=a}+ Z a0 ToTj + >Z1 Wi T2
Jj= Jj=>i

nas vizinhangas em tela das variedades V' e P(S,), respectivamente. Temos

L2:x(2)+zn:c +220]x0:17]+220109x%
i=1

j>i=1
Entao,
2 _ L
c; = @, para t=1,---,n
F = L? se, e somente se, 2¢c; = apj, para j=1,--- n
2¢ic; = a;;, para j>i=1,--- n.



. ~ _ 1,2 .
Das duas primeiras relagoes seguem que a;; = ;ag,; para j = 1,--- ,n. Por outro lado, da

segunda e terceira relagoes seguem que a;; = 3agao; para j > i = 1,--- n. Portanto, as
equagoes locais que definem o mergulho (1.6 sao

Ly

Gi =y %o para i=1--n (1.11)
1
%ij = GHloitto; para J>i=1--n (1.12)

Essas equagoes geram o ideal do centro de explosao na vizinhanga em tela. Sendo
assim, temos apenas dois “tipos” de escolhas possiveis para a equagao local do primeiro
divisor excepcional E':

{ E = Q4 — iagi, ou
€ =0y — %CZOZ'OJQJ‘.
Vamos mostrar adiante (prop., que em qualquer dessas vizinhancgas o esquema de
indeterminacao B’ definido em é uma intersecao completa local. Agora, precisamos
entender o comportamento das equagoes locais do esquema de indeterminacao B definido

2
em ‘) Para isso, lembramos que um elemento da variedade P (Sg® A Sl) que esta na

imagem do mapa p 3 é uma 2-forma do tipo i (O F) (0mG) — (0 F) (0,G)] day Nd

m>1=0
onde J; denota a derivada parcial com relacao a x; para 0 <t < n.
Defina
A = (OF) (0mG) — (00 F) (0,G) ,param >1=10,--- ,n. (1.13)

Entao, cada coeficiente A;,, da 2-forma acima sao polinomios homogéneos de grau 3, cujos
coeficientes por sua vez sao geradores locais do ideal do esquema B (ver def.[1.3)).
Vamos denotar por

J : o ideal dos geradores locais do esquema B. (1.14)

Observacao 1.2.2. Os coeficientes do polinémio A, sao polinomios quadraticos com
termos do tipo aqbijk, onde ay e by, sao os coeficientes dos polindmios (1.10) em que
ago = bgoop = 1. Destes polinomios quadraticos, os tinicos com termos lineares sao aqueles
que comparecem como coeficientes dos monomios zgz;x; do polinémio Ag,,. De fato,

temos que
dF = <2$0 + Z a0i$i> dl‘o + e

=1

dG = <3$g + 2 Z booﬂ]o]?i + Z b()ijl‘il‘j) dl’o -+ ..
i=1

j>i=1
Os tnicos polinémios que sao coeficientes das 1-formas dF' e dG que possui algum co-
eficiente constante sao esses explicitados acima. Eles sao exatamente os coeficientes de

dxg. Por isso, apenas no polinomio Ay, teremos monomios com coeficientes com termos
lineares. Além disso, apenas os monomios do tipo zgx;x; de Ay, terdo coeficientes com

8



termos lineares porque eles serao formados a partir do termo 2z que aparece na escrita
do primeiro coeficiente de dF acima.

O mesmo argumento se aplica para o caso em que G possui grau maior, uma vez que
dF continua o mesmo. Sendo assim, os inicos monomios de Ay, que possuem coeficientes
com algum termo linear (# 0) sao aqueles do tipo xox;, @i, - - - T4, -

De acordo com a observacgao (|1.2.2)), fixando [ = 0, podemos obter o seguinte subcon-
junto do ideal J

Ji : coeficiente dos monomios zyx;z; do polinomio Ay, j >¢=0,--- ,n. (1.15)

Isto é, J; ¢ o ideal gerado pelos coeficientes do tipo b, + ---. Obteremos um conjunto
gerador para J; que formara uma sequéncia regular no anel de coordenadas locais de X
(1.6). Esse conjunto serd de extrema importancia para identificarmos o esquema B’ (ver

definicaol[1.7).

Temos o seguinte lema

Lema 1.2.3. O ideal J; definido acima é gerado por dimP (S3) elementos que formam
uma sequéncia reqular no anel de coordenadas locais de X. Além disso, J; € um ideal
primo.

Demonstracao. De fato, vamos comegar explicitando um conjunto gerador do ideal .J;
satisfazendo a primeira parte do enunciado. Para isso, escrevemos o par (F,G) € X como
em [7, pag. 287,

sz%—i—onquFg e G:x3+x%G1+xoGg+G3,

onde F; ¢ um polinomio homogeéneo de grau 7 e G; ¢ um polinomio homogéneo de grau 7,
nao dependentes da variavel xy. Entao,

dF NdG =
QISdZEQ A dGl + 22L‘3dl’0 /\dGQ + 21’0d$0 N ng - 3[L‘gdl'0 AN dFl - 21'(2)G1dl‘0 /\dF1 —|—{23'ng1 VAN dGl
+l’3dF1/\dG2—l’0G2dl’0/\dF1 +ZL’0dF1 /\ng +$§F1d$0/\dG1 +I0F1d$0/\dG2+F1dl‘o/\dG3
— 333'3(1330/\ng —2:L’0G1dx0/\dF2—|—:l:ng2/\dG1 +$0dF2/\dG2 —ngxo /\dF2+dF2 /\ng

Podemos agrupar os termos da seguinte forma que nos é conveniente

dE'NdG =
x5 [2dzg A dGy — 3dxg A dFY] + 2§ [Fidag A dGy — 2G1dwg A dFy — 3dxg A dFy+
2dxg A dGs] + xg [2dzg N dG3 — Gadxg A dFy 4+ Fidaxg A dGy — 2G1dxg A dFs] +
zodFy A dGy + 2§ [dFy A dGy + dFy A dGY) + 2 [dFy A dGs + dFy A dGa) +
Fidxg N dGs — Godxg N dFs + dF5 N dG3
(1.16)

Agora, note que os geradores do ideal J; (cf.|[1.15)) sdo aqueles que comparecem como
coeficientes dos monomios zox;z; do polinomio Ay, (cf.[1.13] pég no desenvolvimento da
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2-forma (|1.16)) acima. Entao, de acordo com a observacao|l.2.2{e conforme o agrupamento
acima escolhido, devemos impor que

Fldl'() N dGl - QGleL'() N dF1 - 3d{L‘0 N dF2 + QdIO VAN dG2 =0 (118)
2d$0 VAN ng — Gle’Q N dFl + Fldl’g VAN dG2 - 2G1d$0 VAN dF2 =0 (].].9)

A equagao (|1.17)) é equivalente a
dl‘o Ad (2G1 — 3F1) =0.

Entao, o lema da divisao ([5, lemma 2.2, pdg. 6]) implica na existéncia de um escalar A € C

tal que
d(2G1 — 3F1) = )\d.ﬁlﬁo

Como F; e G nao dependem de xg, devemos ter A = 0. Ou seja, 2G; —3F; = 0. Portanto,
temos

G, = gFl (1.20)
? <~

os coef. S0 (boor) s, - ... Y .
2 os coef. sao polinémios lineares nas variaveis agy,

Substituindo a equacao ([1.20) na equacao (|1.18)), obtemos
3 o
d.Z'o/\d —ZFl —3F2+2G2 =0.
Como antes, o lema da divisao implica que
3 o
_ZFI - 3F2 + 2G2 = O,

ou seja,

3 3
N ——’

os coef. 820 (by; - A L .
( 07k)k2j21 os coef. sao polindmios quadraticos nas variaveis ag;

Finalmente, substituindo as equagoes ((1.20)) e (1.21]) na equagao (1.19)), obtemos

1 3

Outra vez, o lema da divisao implica que
1
8

F13 — §F1F2 - O,

2G5 + 5

ou ainda,

10



1 ., 3
= —_— - F 1.22
G 16 L+ 2 (1.22)

os coef. 830 (bik),_ . - NN e
k2j>i>1 08 coef. sdo polindomios cibicos nas varidveis ag;

Portanto, as equagoes ((1.20]), (1.21)) e (1.22)) mostram que G é obtido em fungao de F.
Especificamente,

= < (Book = 81) 1<z (bosi = ¢§k)1szs1c§n s (bt ?jk)lgis1§k§n> (1.23)

é o ideal do gréafico do mapa

CdimP(S2) CdimP(S2) 5 CdimP(S3)

(asr)  — ((ast), (01), (8%) . (¢351))

onde ¢, gb?k e gbf}k sao polinomios de graus um, dois e trés respectivamente, ambos de-
pendentes apenas das variaveis a;.

Portanto, dim V' (J;) = dimP(S;) e a ordem dos geradores em formam uma
sequéncia regular no anel de coordenadas locais de X. Em particular, a segunda parte
segue imediatamente. Isso encerra a demonstracao do lema. O]

Posto isso, podemos enunciar e provar a seguinte proposicao.

Proposigcao 1.2.4. O ideal J' do local de indeterminacio B’, € igual ao transformado
total (pull-back) do ideal J , ¢ gerado por uma sequéncia reqular de comprimento
dimP (S3) + 1 e vale a igualdade J' = J| + (€?), onde J;| representa o transformado total
do ideal J; e ¢ denota uma equacao local para o divisor excepcional E'.

Demonstra¢ao. Vamos dividir em duas afirmagoes.

Afirmacao 1.2.5. Seja J o ideal gerado pelos coeficientes de
dF NdG  mod J. (1.24)

Entao temos

3 1 1 1
dF NdG = 5 (F2 — 4_1 12) (§F1d1‘0 A dFl — d$0 A ng + EdFQ VAN dFl) mod J1 (125)

eJ' =J,+J, onde J éo transformado total de J.

No lema acima, obtivemos a escrita da 2-forma ([1.16)). Além disso, os geradores
locais do ideal J; sdo obtidos pelas relagoes ((1.20)), (1.21) e (1.22). Agora, lembramos
que essas relacoes originaram da condi¢ao do anulamento das primeiras trés parcelas da
2-forma , conforme o agrupamento de termos apresentado la. Entao,

dF NdG mod J; = 3F (Fy — 1FE) duog NdFy, — 3 (Fy — 1F}) dao A dFy+
+3 (Fy— 1FE) dFy NdFy

11



Agora, por um lado, temos que J = J; + J. Por outro lado, as equacdes locais do centro
de explosdo, V' x P (53), ndo envolvem a parte linear b;;;, dos geradores de J;. Somente os
coeficientes a;; sao substituidos pelas relacoes da explosao dadas pelas equagoes e
. Isso significa que o transformado total do ideal J; é um ideal J| gerado por uma
sequéncia regular no anel de coordenadas locais da variedade X', que sdo exatamente
os transformados totais dos geradores exibidos do ideal .J;. Portanto, J; e J; possuem
a mesma quantidade de geradores, todas do tipo b;j; + ---. Entdo, J' = J| + 7. TIsso
encerra nossa primeira afirmacao.
Para terminarmos a demonstracao, basta provarmos a segunda afirmacao abaixo.

Afirmagéo 1.2.6. J = (c2).

Para isso, precisamos mostrar primeiro que os dois fatores de dF' A dG mod J; con-
forme , sao tais que os transformados totais dos seus coeficientes possuem & como
fator. Vamos mostrar, primeiramente, que os transformados totais dos coeficientes de
- %lFf possuem & como fator, para qualquer escolha da equacao local . Para isso,
lembre que para F' € P (S3) como escolhido no inicio desta segao, temos

n n
F1 = E Qg T; [§ F2 = E Qi X725
i=1

j>i=1

Sendo assim, a expressao Fy — }LFIQ torna-se

1 - 1 - 1
FQ — Z 12 = Z (aii — Zagl) 33'12 + Z (ai]’ — anl'aoj) .Til'j
i=1 j>i=1

Ora, Se € = a;; — %agi, entao Q5 — ia%j = gdjj paraj 7é 1e Q5 — %agiaoj = gdij- EIltENiJO, (OS]
transformados totais dos coeficientes de F? — %F 2 admitem € como fator. Analogamente,
se e =a; — %aol-aij, entao a;; — iagi =ed;; e ap — %aOlaOk = edy, paral #i ek # j. Logo,
também nesse caso os transformados totais dos coeficientes de Fy — 1 F£ admitem e como
fator. Portanto, em qualquer caso, os transformados totais dos coeficientes de Fy — %lFf
admitem e como fator.

Resta mostrarmos que os transformados totais dos coeficientes do segundo fator de

(1.25), , ,
§F1d130 VAN dFl — dx(] A dF2 + §dF2 A dF1

também admitem e como fator. Para isso, observe que

1 1 1 1 1
Pelo que acabamos de mostrar, fica evidente que novamente e é fator dos transforma-
dos totais dos coeficientes dessa 1-forma. Para terminarmos a afirmacao, observe que
obtivemos a seguinte igualdade

dF NdG = 3 (F—1F2)d(Fy — 1F}) A (dxo + 3dFy)  mod Ji.

2 4
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Basta concluir que o transformado total do ideal gerado pelos coeficientes dos fatores

1 1 1
FQ—ZFf, d(F’Q—ZFf) (§ d$0+§dF1

é igual ao ideal (). Temos que

n 1 n 1
12 L 2 2 L . . O
F2 - ZFI - Z <a1111 4a0i1) L5, + Z (a’um a021a012> Ly Ligs

’i1:1\ , 7;2>7;1:1\ 2 ,
TV TV
Edilil 5di1i2
1 - 1.2 v 1
2y — S ) ) I 1 ) ) . )
d <F2 - ZFI) - Z (a”ull 4a0i1) 2x21d'x%1 + Z <a1112 anllaolz) (x11dm12 + I'L2dxll)

ii=1 i9>i1=1

" 1, 1
= > |2 @i - 1% | Tin  { @iiy — 5000, G0y | iy dxiy;
190>11=1
- - - g
~ ~

8di1i1 ed.

1192
1 1 ¢
dSL’() + §dF1 = dl’g + 3 z agilddiil.
i1=1

Para qualquer escolha da equacao local para o divisor excepcional, €, temos que

e O ideal gerado pelos transformados totais dos coeficientes de F» — 1 F7 é (e).
e O ideal gerado pelos transformados totais dos coeficientes de d (Fy — 1F?) ¢ (e).
e O ideal gerado pelos transformados totais dos coeficientes de dxg + 3dFy é (1).

Portanto, o ideal gerado pelos transformados totais dos coeficientes da 2-forma (|1.25|)
é igual a (?). Isso prova a nossa segunda afirmacdo. Essas duas afirmagoes encerram a
demonstracao da proposicao. O]

Isso prova o que afirmamos no inicio desta segao em ((1.8): uma unica explosao da vari-

—~—

edade X’ = P(S3) xIP(S3), ao longo do esquema de indeterminagao B’, induz um morfismo

2
pag » X" — PS50 A S; |, onde o divisor excepcional E” é um fibrado projetivo sobre a

base B’.

Seja EY, a restrigao do primeiro divisor excepcional a variedade V' (mergulhada em
V x P (S3) como gréfico da Veronese de cubicas, cf. (1.8])). Entao, temos que

E{, =P (Nyp(s,)) - (1.26)

Isto é, E{, é o divisor excepcional da explosao da variedade P(S2) ao longo da Veronese
V.

O lema seguinte mostra que EY, se identifica com a variedade, cuja fibra sobre uma
forma linear L € V, é a projetivizacao do espaco das formas quadraticas moédulo L,
Sym, (S1/(L)). Assim, se L = zg, entdo um elemento na fibra de Ej, sobre L é uma

n
forma quadrética do tipo F' = > d;;x;z;.
Jj>i=1
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Lema 1.2.7. E{, =P (50 ® Oy(2)), onde Q € o quociente na sequéncia tautoldgica
Oy(-1)— 5 —=0Q
Demonstragao. [11I, prop. 4.4, pag. 208]. ]
Seja
B! : a redugao do esquema B'. (1.27)

Pela proposicaoll.2.4] o ideal de B! é igual a J! = J; + (¢). Segue dos tultimos dois
resultados o seguinte

Corolario 1.2.8. Vale a igualdade B, = EY,.

Demonstracao. Vamos comecar mostrando que as fibras sobre zy de ambos os esquemas
coincidem. Para isso, vamos explicitar o transformado total de J; (lema[l.2.3) na mesma
vizinhanga estudada anteriormente. Lembre que o ideal que define B! é J;+(¢) (cf. -
enquanto o ideal de B’ é J| + (2). Os geradores do ideal J] sao exatamente os transfor-
mados totais dos geradores do ideal J;, cujas relacoes sao dadas pelas equacoes ,
e , mais a equagao do divisor excepcional €. Vamos supor que a vizinhanca
da fibra seja dada pela escolha ¢ = ay; — ia%l, ou seja, {d;; = 1}. Neste caso, temos

§a0ia0j para j >i1=1,--- . n.

Substituindo essas relagdes nas equagoes (1.20)), (1.21) e (1.22)), temos

1 :
a;; = edj; + Zagj para j #1 e a;; =ed;; +

G1 = %Fl
G, = 3F243 12 2 - d~-12 2 - dl
2 = gi1 ‘|’2 €+4a01 $1+Z € ]J+4a0j Ij+ Z £ z]+2a01a0] T;X
i j=2 j>i=1
P
= 3F2+3 %(Z ag;rs + 2 Z aolaoja:lx]> +e (xl—l—Zd”:c + Z dijx; x]>
j>i=l1 Jj=2 7>i=1
- F
= SFP+3[3FE+eF]
= 2?4 deF
Gy = —1FP+3F [JFE+eF]

— 173, 37173, 3
= _EFI =+ EFl + ZgF,
= I+ jeF

onde F/ = 2% + > djz;z; é um polindmio quadrético na vizinhanga em tela do
i>i=1
A0
fibrado P(Nyps,)) (cf. (1.26) e lema|l.2.7). Entao, o ideal J| estd definido pelas trés

14



novas relacoes acima e pela equacao e do divisor excepcional E’. Mas, essas relacoes sao
equivalentes a

3 3 1
G1 = §F1, GQ = ZFE € Gg = gFlg (128)
Isto é, as equagoes que definem J| nao dependem das varidveis da fibra d;;. Substituindo-

as em G = 23 + 223G + 10G> + G5 e restringindo & origem, obtemos
3
G =
que representa a imagem da reta L = zy € V pelo mergulho

L — L3

Portanto, temos a igualdade em cada vizinhanga {d;; = 1} da fibra. Neste caso, temos
explicitamente a vizinhanca sendo representada pelo polinomio

n
F' =27+ Z dij;x;.
j>i=1
(AL
A escolha das outras vizinhancas é desnecessaria. Isso porque a vizinhanca escolhida
acima contém um representante da tunica érbita fechada de E’, a saber, pares do tipo
(L2, L3) onde L’ é uma forma linear médulo L. Agora, usamos o resultado geral de que a
acao do grupo linear G = G L¢(n + 1) sobre X induzida na explosao X' deixa invariante
tanto B!, quanto P (Nv|p(52)). Portanto, ambas as variedades contém a érbita fechada.
Sendo assim, a igualdade das fibras numa vizinhanca de um ponto dessa 6rbita, implica
na igualdade em qualquer outra hipotese.

Com isso, denotando por (B,), e por Ej as fibras de B e Ej, sobre x(, as contas
mostraram que ambas as fibras coincidem localmente. Para obtermos a igualdade dos
fechos, basta mostrarmos que B, ¢ irredutivel. Entao, suponha por absurdo que (B,.), seja
redutivel. Sendo assim, como G é conexo, as hipotéticas componentes irredutiveis também
sdo invariantes pela acdo ([12, prop.8.2(d),pédg.59]). Sendo assim, cada componente
contém a unica orbita fechada. Isso implica que na vizinhanca explicitada acima, o ideal
do esquema B definido pelas trés relagoes nao ¢ primo, uma contradi¢ao. Portanto,
temos a igualdade (B).), = Ej.

Para finalizarmos, usamos o fato de que a agdo de G na fibra E| reproduz todas as
outras fibras porque a a¢do é transitiva na base V, ou seja, G - Ej = Ef,. Isso implica
que By, =G - Ej =G (B)), C B,. Em seguida, como as fibras de B sobre V sao todas
irredutiveis e de mesma dimensao, entao B, é uma variedade irredutivel. Portanto, a
inclusdo E{, C B, é uma igualdade. Isso encerra nossa demonstragao. ]

Com esse resultado, justificamos o esboco da resolugao do mapa p, 3 apresentado em
nosso diagrama (1.8)) no inicio desta segao.

15



1.2.2 O célculo do grau da componente R(2,3)

Nesta se¢ao vamos descrever todos os passos para calcular o grau da componente R(2, 3)
conforme as informagoes acima. No final, obteremos nosso principal resultado que é o
teoremall.2.12] Nesse sentido, vamos comecar com a seguinte proposicao

Proposicao 1.2.9. O grau da componente R(2,3) é dado pela integral
[ (b
X//

onde hy = ¢; (Op(s,)(1)), ha = c1 (Op(sy) (1)) € [E"] = c1O0xn(E").
2
Demonstracao. Denotando por h a classe hiperplana de P (Sg® A Sl), temos que

(plzl,s)* h = myihy + mahg + m3[E'] + my[E"]

onde my, mg, m3 e my sdo numeros inteiros e [E'] = ¢; (Oxr»(E')). Esses coeficientes
sdo determinados usando ([5, remark 5.1,pdg. 17]) e (J6, prop. 1.8, pag. 21]). No
aberto U = X — (V x IP(S3)) apenas as classes h; e hy sobrevivem. Entao, (p’2’3)2h =
(p2,3);; h = mihy +mahy. Mas, como o mapa ps 3 é bihomogéneo de bigrau (1,1), devemos
ter my = mo = 1. Agora, as equagoes locais que definem B’ (prop.|1.2.4)) mostram que a
imagem do mapa

Vv
2
(53® A 51) ® Op(s,)(—1) ® Op(sy)(—1) = Ox

é igual a Z(B'), o ideal da indeterminagao B’. Isto é,
9 \Y%
(53® A 51) ® Op(s,) (—1) ® Op(sy) (—1) = Z(B')
Entao, ms = 0. Agora, explodindo o esquema B’, obtemos
9 \%
(53® A 51> ® Op(s,) (—1) ® Op(s;)(—1) = Oxn(—E")

Portanto, my = —1. Com isso, obtemos
(Ph3)" h=hi+hy —[E"].
]

Embora essa proposigao nos diga como calcular o grau da componente, o calculo efetivo
é feito passando para os ciclos do esquema B, onde os ciclos de B’ estao suportados. Mas,
isso trataremos mais adiante. No momento, notamos que essa integral pode ser separada
em duas somas

(ﬁim)ewmﬂm+mﬁm“ﬁ (1.29)

dim(X)
1

k=
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onde a primeira integral acima é sobre os ciclos que estao fora de E” e a segunda é a
integral sobre os ciclos que estdao em E”, ou seja, sobre V' (cf. [1.8). Vamos simplificar as
notagoes escrevendo N; = dim P(S;) para i = 1,2,3 e dim(X) = N. Com isso, temos que

2 3
len,NF(”:; )-1,]\@,:("; )—1eN:N2+N3. (1.30)

Para a primeira integral temos o valor

/” (hy + ho)™ = / (]]\Z)hivlh% - (]]\Z) (1.31)

Para calcular a segunda integral em ([1.29)), precisamos entender a soma

S (N) (= [E")* (a4 h)™ - (1.32)

k
k=1

Para isso, vamos usar a férmula de projecao ([6, th.3.2(c),pdg.50]) para a inclusdo

Bk xr para obter
[E//]k — CIOX”(E//)kfl ﬂj*[E”]
= J (Oxn(E")! N [E")
= j (e (Ox(=E"p)* )

= je (@ (Op ) 0 [E7)
— (_Dk—lj* (CloE”(l)k—l N [E”])

e a definigao ([0, def. 1.4, pag. 13]) para obter na integral (1.32])

/x,é (ZID (= [B")" (ha + h2)" ™ =
= L3 () [0 (e 0 s

= /é (JZ) (=) ey (Opr (1)) (ha + ho)™ "

Além disso, como a restrigao 7, : E” — B’ é um PM:-fibrado sobre a base B, entdo da
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definigao de classe de Segre ([6l, sec. 3.1, pag. 47]), temos

N

£ 3 ()t 0t sy =
- /B i:: (]/:;[) (—1)s=1)—n; (Npxr) (ha + ho)™ 7

N /N
- / N Z (k)s(kl)Ns (Npx:) (hy + ho)V
" k=1

Note que na soma da tltima linha acima, podemos tomar k > N3 porque classes de Segre
de indices negativos sdo nulas ([0, prop.3.1(a), pdg. 48]). Entao,

// _é (Z) St—1)—-a (Npx7) (h1 + ho)VF =
) / . i (JDS(’“”NS (Nppxr) (b + ho) "

k=N3+1
No—1

:/,_;

Agora, na integral acima as classes h; e hy estao ambas restritas a V. Entao, hy =
¢ (OP(&)(U)B; = 2h, hy = 4 (Op(&)(l))B; = 3h , onde h = ¢; (Oy(1)). Pela pro-
posi¢ao[l.2.4] e definicdo (1.27)), temos [B'] = 2[B.] porque J’ ¢ o ideal do esquema B’ e B!,
é a sua redugao. Além disso, como sao iguais os grupos de Chow de um esquema e o de
sua reducao, precisamos apenas saber calcular s; (NB/|X/) g, Dara k < dim(B’') = Ny — 1.

N —
(N3 + k+ 1) Sk (NB’\X’) (hy + h2)N2 (k+1)

Com isso, temos

J, ,-fij( g )SMNBw) (hy + ho)™> =40 1 [B] =

N3+ k+1
No—1 N .
- Npixr) o (2h 4 30) V2= ¢+D A orpr
/B;,;(Ngn%ntl)s’“( #1x7) iy ) [B/]
No—1 N
= —2 Ngiixr 2h 3h NQ*(k+1)m B/
\/B;kz% (N3+k—|—1>8k( B|X)|B;( + ) [ 7‘]7

onde as omissoes de N[E”] e N[B’] nas integrais anteriores, tornaram-se explicitas agora
para uma maior clareza no surgimento da multiplicacao da integral pelo nimero 2. Além
disso, como h! = 0 para [ > dimV = N;, a soma que realmente contribui na integral
acima ¢é

R N
E : —(k+1)
Sk (NB’|X’) B (5h>N2 .
k=N2—N;—1 (N3+k+1) B,

18



Portanto, temos que

No—1 N
No—(k+1
_2/’ > 1(N3+k:+1>8’“ (Npx0) g, (G 7E(1.33)

Resta apenas dizer como calcular s, (N B X/) Isso é feito a partir da seguinte

|B;."
proposicao, utilizada também para tratar o caso geral R(2,2r + 1).

Proposicao 1.2.10. Sejam Z, D subvariedades fechadas nao singulares de uma variedade
nao singular Y. Suponha Z C D C Y e que D seja um divisor de Y. Suponha que,
localmente, o ideal de Z seja gerado pela sequéncia reqular zg, z1,--- , 2. onde zy € a
equagdo que define o divisor D. Se Z; .=V (2b,21,-++ ,2,) C tD é um “engordamento”
de Z, entao temos a relacao entre os modulos conormais,

(NZ”tD)‘Z - NZ‘D

Demonstracao. Denotaremos por A o anel de coordenadas de uma vizinhanca afim da
variedade Y. Seja z] a imagem de z; no anel de coordenadas A} := A/ (z}) do divisor D,
e seja

I'y = (z1, -+ ,2) C A

Seja I, a imagem de I; no anel de coordenadas A} = A}/ (%)) do divisor D. Os
quocientes
o Al o Al
_ 2t 1
At - I’ ) Al - T
t 1
sao os anéis de coordenadas dos esquemas Z; e da sua reducao Z, respectivamente.
Tudo o que precisamos mostrar é que existe um isomorfismo natural

I - = =
ﬁ@’zﬁfh:h/h,
t

onde o membro esquerdo representa a restricao do conormal, (N Zult D) =z Pelas descrigoes

das equacoes locais, ambos os A;-médulos sdo localmente livres de posto 7 em virtude da
regularidade da sequéncia dos geradores (cf. [9, cor.5.11, pag. 153]).
A sobrejecio de Ai-médulos I} —=1I; induz I//(I})> —1,/(I1)? e daf segue a
sobrejecao
1

7 ®a, A — T/ ()2

Tendo em vista que sao A;-modulos localmente livres de mesmo posto, temos o isomor-
fismo desejado. m

Por defini¢cao e pela proposi¢ao imediatamente acima temos que

N = (N2E’\X/> = OE’(—Q)IB; = OBL(_Q)

1B
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(NB’I2E’)|B; = Npyjp
Como
B, =P (Nvpesy) e B =P (Nvpsy) x P(Ss),
a sequéncia exata

nos permite concluir que Np 7 = TP(S3) (a0 menos para fins de célculos de classes de
Chern). Além disso, temos a seguinte

Afirmagao 1.2.11. A sequéncia de fibrados

NBHE’ > (NB’\X/) —>>./\/: OB;(—Q) (134)

1B,
é exata.

Demonstragao. De fato, sejam A o anel de coordenadas locais de X', I o ideal do divisor
2F" e J' o ideal do esquema B’ em X’'. Sendo assim, A = A/J’ é o anel de coordenadas

locais de B’. Se denotarmos J' = J'- (A/I), ou seja, J' como sendo o ideal do esquema
B’ em 2F', entao A’ = A/I é o anel de coordenadas locais de 2E".

Com isso, J'/J"? e 7/72 possuem estruturas de A-médulo. Além disso, ambos sdo

localmente livres (cf. prop.|1.2.4). Com isso, o mapa quociente J’/J’Q—»T/T2 da

lugar & seguinte sequéncia de A-mdédulos localmente livres
K J' ) J? — T[T (1.35)

onde o nucleo K tem posto um.
Por outro lado, a sequéncia ([1.35)) também ¢é exata como A-mddulos. Portanto, temos
um mapa sobrejetivo a esquerda na sequéncia de A-moédulos seguinte

I/ K J' ) J? — T [T (1.36)

Sendo assim, temos também o mapa sobrejetivo de A-médulos A ®A/1 I/I? — K . Mas,

ambos sao localmente livres de posto um. Portanto, sao isomorfos. Com isso, podemos
reescrever a sequéncia exata ([1.35)) assim:

A@u) I/ PP ) J? —= T[T (1.37)

onde todos os A-moédulos sao localmente livres. Isso mostra que temos uma sequéncia
exata de fibrados conormais

(Noprx7) g Nprjxr — Nprjxr.
Tomando a restricao dessa sequéncia a B’ (1.27)), temos a sequéncia exata de fibrados
r )
(NQEllxl) ‘B; > (NB"X’)|B; —_— NBHX"

A sequéncia (|1.34) do enunciado é dual desta tultima sequéncia. Isso encerra nossa
afirmacao. O
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Com isso, deduzimos da sequéncia (|1.34]) que

S (NB’\X’)|B;' = S (THD(SP,)) S (OB;(—Q))

porque s; (TP(S3)) = 0 para k > N3 e s; (Op,(—2)) = 0 para k > dim B, = N, — 1,

([6, prop. 3.1, pag. 48]). Portanto, podemos escrever a equagao

Sk (NB/|X’)|B¢ = Z Si (OB;(—Z)) sk—i (TPP(S3))

para0 < k< N — 1.
A seguir, vamos precisar da relagao

S; = —C; — S1C;—1 — S92C;_9 — - — Si_1, para i > 0 ([67 pég 50])

Além disso, ¢; (Op,(—2)) = —2¢1 (O (1)) e ¢; (Op,(—2)) = 0 para i > 1. Entdo,

5 (O8(~2) = (~1)'¢} (05,(-2)) = 2} (05, ().
Substituindo no somatorio , ficamos com

NB’\X’ B! 221 4 OB/ Skf'i (TP(S;;))

para 0 < k < N — 1. Como B’ é um P®™2=M=1_fibrado sobre V (1.8)) , entdo

¢ (05, (1) = si-va-ni-1) (Nvipesa)) -
Isso implica que
0?[:0, para 0<t1<Ny—N;—1 e 1> Ny—1.

Levando essas informagoes para ((1.39), temos que

k
sk (Np/x) 5, = > 2siu-nim) (Nvipsy) sk—i (TP(S3))

1=N2—Ni—1

para 0 < k < N — 1.

A seguir, vamos explicitar sy (NVUP(SQ)) e s (TP(S3)), para 0 < k < Nj.
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Torcendo a sequéncia exata
Oy (—1) ® Si=— S5 —= 5,Q
por Oy (2), obtemos outra sequéncia exata
Oy(1) ® S;=—= 5 ® Oy (2) —= 520 ® Oy (2).

Entao, temos

¢(Ov(1) ® 51)

s (NV”P(SQ)) =5(59® 0p(2) = s Op(1) ®51) 5 (S ® Op(2) = ¢ (S ® Oy (2))

por ([I1, prop. 4.4, pag. 208]) e ([0, thm.3.2(e), pdg. 50]). Mas,

Ni+1

C (OV(l) & Sl) = Z [1 + Clov(l)]i CNy+1—i (Sl) — [1 + CIOV<1>]N1+1 _ (1 + h)NlJrl;

=0

No+1

c(S2®0p(2)) = Y [1+a0v(2)) cny1-i (S2) = [1+ 10y (2)] T = (1+2n) ¥+

i=0
por ([6, Remark 3.2.3]) e porque ¢ (S2) = ¢(S1) = 1.
Entao,

_c(Oy()®Sy) (14 h)Mt!
s(Wes) = 5 @ 0p@) ~ (15 20)7h

(zf; (Nlj— 1) hi) (é <—(N;+ 1))2jhj> _ é (é (A/il _+Z1> (_(Ni + 1))21,) "

Isso implica que

= (14 h)M (1 + 20) () =

)

k (Nviecsy) <i <N1_+Zl> (_(NZZ, " 1>> 2i> hF (1.41)

para 0 < k < Ny, onde (7(Ni2+1)) = (—1)i(N2.+i).

Por outro lado, lembrando da sequéncia de Euler

O]p(33) —_ O]p(33) (1)@N3+1 —> T]P(Sg)

vem c (OP(SB)<1)@N3+1) Nat1
¢ (TP(S3)) = = (L+hg)™"
(TP(S3)) ¢ (Ors) (14 ho)
Logo,
1 B 1 (N3+1) _ ~ (N5 +1)
s(TP(58) = CTpsy) ~ T h)™r = (L+hg)™%"0 = 3 ( k )hz'

k=0
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Restringindo a base V', temos

s (TP(S3)v) = Nil <_(N3k+ 1)) (3h)F = i (_(N3k+ 1))3khk.
Portanto,
sk (TP(S3)) = (_ B )3’%’“ (1.42)

para 0 < k < Ny, onde (~ (NEH)) = (- 1)k<N3+k)
Agora, substituindo as equacoes e na equagao (({1.40]), obtemos

e (Norpxr) i <Z ( Nl;_ll) (_(Nj " 1)) 2l> h”(_(iv?’_t 1>>3kihki
e (S (O

para0 < k< Ny—1lef=Ny— Ny — 1.
Finalmente, substituindo essa equacgao ((1.43)) na integral ((1.33)), obtemos

XN:( ) [E")Y* (hy + ho)N "

23 (i o) (2 (S (0 OO0 ) ()]

(5h) N~ * D A 1],

i (Zkv) [E") (hy + ho)V7F =

= () (B (B2 ) (07)

5N2 k}-i—l hk QhNQ k}+1 m [V

B E EECT)C)

5N2 k—l—l) hdlm 1% ﬂ

&
|

Portanto, esta equacao, juntamente com as equagoes e , determina a seguinte
férmula para o grau da componente R(2,3) em dlmensao arbltrarla n > 2:
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/(m +hy — [E")Y = ( ) — 2Ni1 My (Z gigh—i (Z Mzt92> ) 5N2—(k+1)

Xl/

onde
M, = 1.44
kT (A@'+-k%—1) ( )

o= (5L ) = (e ()
Ma= (T3 ) = e (M )

7
0 =Ny —n—1e Ny, N3, N conforme 1

Com isso, temos demonstrado o seguinte teorema.

Teorema 1.2.12. O grau da componente R(2,3) em dimensio n > 2 ¢é igual a

(N2> - 2%:1 M, (Z i3k~ <Z Mne2) ) 5 N2—(k+1)

onde No, N3, N, My, Mg, My € 0 sao dados conforme (1.31)) e (1.44)).
0

Denotando a sequéncia numérica acima por (a,),>2, entdo o n-ésimo termo dessa
sequéncia é o grau da componente R(2,3) em dimensao n. Os primeiros termos estao
apresentados na tabela abaixo e foram obtidos usando o Sistema de Computagao Algébrica
Maple. Um procedimento para explicitar o calculo pode ser encontrado no apéndice (A)).

n | Grau da componente R(2, 3)
2 | 770

3 | 6254612

4 | 481152797320

5 | 803161672838504856

1.3 O grau da componente R(2,5) em dimensao
arbitraria
1.3.1 A resolucao do mapa ps;

O propdsito aqui é obter resultados analogos aos da segao anterior para a componente
R(2,5), servindo de uma ponte para as generalizagoes do capitulo seguinte. Para isso,
assim como antes, explodiremos a variedade X = P (S;) x P (S5) ao longo da subvariedade
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V xP(S5), onde o mergulho no primeiro fator é o mergulho Veronese V'3 L +— L? € P(S,).
Pela observacaol|l.2.1, podemos tomar

;

n n
o . -
F= 22+ apjwox; + Y. ayaiz;
i=1 isie1
5 &= 4 = 3
G = x5+ > boooos; ToTj + D b000jijnToT s Tjyt
71>0 Jj2>3j1>0
n
SEREEI > Djrjngsgads Ti Tin T s Ty T
\ J5>7J4>J32>522>71>0

polinomios homogéneos nas vizinhancas agy = bggooo = 1 da variedade X.

Observacao 1.3.1. Sejam B o esquema de indeterminacao do mapa

p25: (F,G) — dF N dG
e J o ideal correspondente na vizinhanca escolhida. Pela observacaol|l.2.1, podemos rea-
lizar nossas contas no aberto agg = bggoop = 1 da variedade X. Como na segao anterior,
vamos denotar por J; o ideal gerado por todos os coeficientes dos monomios do tipo

ToTj, Tj,Ti5%5, do polinémio Agy, (cf.eq.[l.13] e obs.|1.2.2). A observacao|l.2.2] permite

concluir que o ideal J; C J possui, pelo menos, dimP(S5) geradores locais com termos

J5 > Ja > J3 > J2 = 71 = 0 e sao nao nulos simultaneamente.

O lema adiante mostra que o ideal J; é gerado exatamente por dimP(S5) equagoes
locais, uma para cada coeficiente do polinomio G' = x§ + boooo1 a1 + booooaZaTa + - - -
escrito logo acima.

Lema 1.3.2. O ideal J, determina a subvariedade V(J;) C X dos pares (F,G) tais que

G = IR

Gy = 2F+3F

Gy = 2F+2RE

Gy = —3Fl+ LFF, + B F}
Gs = 2F)— 2SFF+ 2R F3,

onde
F= l’g +$L’0F1 + FQ,
G = Ig + .Z‘éGl + JI%GQ + IgGg + x0G4 + G5

em que os F; (resp. G;) sdo independentes da varidvel xy e homogéneos de grau i (resp. j)
para 1 <1 <2 el < j <b5. Portanto, os geradores do ideal J; formam uma sequéncia
reqular no anel de coordenadas locais de X .

Demonstragao. Sejam (F,G) € X como estipulado acima. Entao, o ideal J é gerado
por todos os coeficientes dos polinomios homogéneos no desenvolvimento da 2-forma
dF A dG, enquanto que a ideal J; é gerado apenas pelos coeficientes dos monémios do
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tipo xoxj, 2,2 5,7, %, dxo A dxj (cf. obs.|1.3.1):

dF A dG = x§ [2dzo A dGy — bdxg A dFY] + 3 [2dwo A dGy + Fidzo A dGy
—5dxg A dFy — 4G dxg A dFY] + x5 [2dzg A dG3 + Fidxg A dGy
—4Gdxg A dFy — 3Godxg A dFY] + 3 [2dwg A dGy + Fidzg A dGs
—3Gadxg N dFy — 2G3dxg A dFL] + xo [2dzg A dG5 + Fidzg A dGy
—2G3drg A\ dFy — Gudrg A dFy] + 23dFy A dGy + x5 [dFy A dG
+dFy A dGy] + x5 [dFy A dGs + dFy A dGy) + 22 [dFy A dGy
+dFy N dG3] + xo [dFy N dGs 4 dFy A\ dGy)
+ Fidzg N dGs — Gydxg N dFy + dFy NdGs.  (1.45)

De acordo com a observacao|l.3.1, o ideal .J; corresponde ao anulamento das cinco
primeiras parcelas da 2-forma ((1.45)) conforme o agrupamento acima, a saber

2dxg N dGi — bdxg NdFy, = 0 (1.46)

2dxg N dGy + Fidxg A dGy — 5dxg A dFy — 4Grdag ANdE; = 0 (1.47)
2dzo A dGy + Fydzg A dGy — AGydzg A dFy — 3Gadzg AdF; = 0 (1.48)
2dxg A dG4 + Fidzg A dG3 — 3Godxg N\ dFy — 2G3dxg NdFy, = 0 (1.49)
2dxg N\ dGs + Fidaxg A dGy — 2G3dxg N dFy — Gydxg NdE; = 0 (1.50)

A equagao (|1.46) implica, pelo lema da divisao (cf. [B, lemma 2.2, pag. 6]), que existe um
escalar A tal que
d(2G1 — 5F1) = )\d$0

Mas, isso é possivel somente quando A = 0, porque F; e G sao polinomios que nao
dependem da variavel zy. Com isso, temos a igualdade 2G'; — 5F; = 0, ou seja,

G, = gFl (1.51)

Substituindo esta equagao (1.51]) na equagao (1.47)) acima, obtemos

) 5
le'() N dG2 + Fldl'() Ad (§F1) - 5d$0 VAN dF2 —4 <§F1) dCL’O VAN dF1 = O,
5
2d$‘0 VAN dGQ + §F1d:c0 A dFl — 5d.§CQ A ng — 10F1d$0 VAN dF1 = O,
15
le'o A dGQ — ?Fﬂlﬁo VAN dFl — 5d$0 VAN ng = 0;
dZL‘Q/\d QGQ—ZFl —5F2 = 0.
Outra vez pelo lema da divisao, a ultima igualdade implica em

15
2G, — ZFf —5F, =0,
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ou ainda,

15 5
Gy = §F12+§F2 (1.52)

Em seguida, substituindo as equacoes (1.51]) e (1.52)) na equacao (|1.48)), obtemos

15 5 5

15 )

que implica em

15 ) 45
2dl’0 VAN ng + ZFdeO A dF1 + §F1dl'0 VAN dF2 — 10F1d£170 A dF2 — gFEdeo VAN dFl

15
— 7F2d£€0 VAN dFl = 0,

15 15 15
2dI0 A ng - gFEdl’o VAN dF1 - ?FldIO VAN dF2 - 7F2dx0 AN dF1 = 0,

5 15
dxo A d <2G3 - gFf’ - ?FlFZ) = 0.

Segue, mais uma vez, pelo lema da divisao que

5 15

Agora, a substituicao das equagoes ((1.51)), (1.52)) e (1.53)) na equacao ((1.49), implica em

5 15 15 5
2dxg A dGy + Fidwg A d (1—6F13 + ZF1Fz> -3 (gFf + §F2) dxo A dF,

) 15

15 15 15 5 .
2dxo A dGy + EFf”d:co A dFy + ZFfoz:zso N dF; + - FiFydao N dFy — gFfdxo A dFy

15 45 15
- ?FlFQdZL‘O N dF1 - §F12dl'0 VAN dFQ - ?ngl‘o N dF2 = 0,

5 15 15 15
2d1’0 VAN dG4 + 1—6F13dl’0 AN dF1 — §F12d$0 VAN dF2 - ZFIFZdIO VAN dF1 - ?del'o VAN dF2 = 07

5 15 15
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Novamente a tltima linha implica que

B 5 4 15 15 ,
pelo lema da divisao.
Finalmente, substituindo as equagoes (1.51)), (1.52), (1.53) e (1.54) na equacao (|1.50)),
obtemos

d 15 15 ) 15
2dl’0/\dG5+F1d$o/\d<—@ 14+E 12F2+§ 22)—2(E f""zFlFQ) dl’o/\ng
5 15 15
- (—ﬁFf—Fl—GFEFQ-Fg 22> dxg N dF; = 0;

) 15 15 15
le‘o A dG5 — 3—2F14d270 VAN dFl + gFlegdﬂf() N dFl + 1—6F13dl‘0 A dF2 + ZFlFdeQ A dF2

) 15 5 15
- §F13d£(30 N dF2 - ?FlFde(] A dF2 + @Fﬁdl’o N dF1 - 1—6F12F2dl’0 VAN dF1

15
— §F22d1‘0 A dF1 = O;

15 15 15 15
2d$0 N dG5 - E8F14d1‘0 A dF1 + 1—6F12F2d370 A dF1 — §F22d.§lf0 N dF1 — ZFIFdeO N dF2

)
+ EFE’CZZL‘Q A dEFydxg N\ dFy = 0;

3 5.5 5. 15 .\
d[L‘O Ad (2G5 128F1 + 16F1 FQ 3 F1F2) = 0.

Mais uma vez o lema da divisao, aplicado nesta ultima linha, implica que

1
5 3W&+31@. (1.55)

Gs = —F5_
> 256" 1 3271 16

Essa tultima equacao completa a demonstracao. O
Com esse lema podemos demonstrar a seguinte proposicao

Proposicao 1.3.3. O esquema de indeterminag¢iao B’ (cf.obs.[1.3.1) € uma intersecao
completa local.

Demonstracao. Como na proposi(;éo vamos denotar por J' e J| os transformados
totais dos ideais J e Jy, respectivamente. Iremos mostrar que J' = J| +(g3), ou seja, que o
ideal do esquema de indeterminacao B’ é igual ao ideal J’. Como antes, observamos que as
relacoes de explosao apresentadas nas equagoes e , nao alteram os coeficientes
b1 jajsiajs dO polinomio G que sao os termos lineares das equacoes geradoras do ideal J,
conforme a observac;éo. Como antes, J = J; + J, onde J é o ideal gerado pelos
coeficientes da 2-forma dF' A dG mod J;. Sendo assim, basta tomarmos o transformado
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total do ideal J. Entao, vamos calcular dF' A dG mod J;. Substituindo as relacdes do

lema|l.3.2| acima em ([1.45]), obtemos

dF ANdG mod J; =

15 1 1 15 1
—~“F F* — —F2F, + F? F— — | —F'~ -F2F, + F? )a
~ 16 1<16 Lot 2)‘1”30/\61 177 (16 1~ iR A By ) deo N dF,

+]_6 <16F1 2F1F2+F2)dF2/\dF1

15 1 1 1
=3 ( 5FEF2 + F22> <2F1d:c0 NPy = dzo A dFy + SdFy A dF1>
15
8

2
1 1
= (F2 4F12> <d:c0/\d< F2>+2d(F24F12>/\dF1)
15 1.\ 1 1 1
F F? d|F,— ~F?) Ad —d | Fy— ~F?) AdF
=5 (i) (a(m- ) nan o (R g nar)
15 2 1 1
T <F2— Ff) d<F2—4F12>/\<daco+2dF1).

Novamente precisamos do ideal gerado pelos coeficientes dos fatores

1 1 1
Fy — ZFf, d (F2 - ZFE) e drg+ 5dﬂ.

Mas, pela proposicaoll.2.4] temos que

O ideal gerado pelos transformados dos coeficientes de (Fy — $F7) é (£%);

O ideal gerado pelos transformados dos coeficientes de d (Fg — %;Ff) é (e);

O ideal gerado pelos transformados dos coeficientes de dxg + 3dFy ¢ (1).

Portanto, o ideal gerado pelos transformados dos coeficientes da 2-forma dF A dG
mod J; é igual a (%). Isso completa nossa demonstragao. O

Para o que segue, denotaremos também
B! : aredugao do esquema B'. (1.56)
Entao, segue da proposicao acima e do lema ([1.2.7)) o seguinte

Corolario 1.3.4. O esquema Bl (1.56|) € igual a restri¢io do divisor excepcional E' a
subvariedade V- C V x P (Ss), ou seja, vale a igualdade B = E{, =P (Nyp(sy))-

Demonstracao. Como na demonstracao do corolariofl.2.8, vamos mostrar que as fibras
sobre xg de ambos os esquemas coincidem. Para isso, vamos explicitar o transformado
total de J; (lema na vizinhanca em questdo. Lembre que o ideal que define B! é
Ji + (). Os geradores do ideal J{ sdo exatamente os transformados totais dos geradores
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do ideal .J;, cujas relagoes sao dadas pelas equacoes do lemall.3.2] mais a equagao do
divisor excepcional €. Vamos supor que a vizinhanca da fibra seja dada pela escolha

_ 1,2 _ 1.2 ~ _ 1
€ = a1 — zag;- Neste caso, temos a;; = edj; + a5, para j # 1 e a;; = ed;; + 5a0;a9; para

1
j>i=1,---,n. Substituindo essas relagdes nas equagoes do lema (|1.3.2)), temos

G1 == gFl

Gy = RFP4+3(3FL+¢cF)
= SF+43eF

Gs = LFP+2F (FFF+<F)
= JF + YeF

Gy = —DF 4+ BR2(1p2 4 of) + 1B (1F2 4 o)
Gs = 2 FP— SF3(AF2 4 eF) + B8R (1F2 4 cF)’

= %FP-F&‘(...)

onde F = 2%+ Y djz;r; é um polindmio quadratico na vizinhanga {dy; = 1} do
Jzi=1
(4,7)#(1,1)
fibrado P(Nyp(s,)) (cf.lemal|l.2.7). Entao, o ideal que define Ji é obtido exatamente das

equagoes acima juntamente com a equacao do divisor excepcional €. Ou seja, esse ideal
esta definido pela equacao € e pelas relagoes

5 5 5 5 1
G, ==-F Go=—-F2 G3==-F) Gy=—F! Gy = —F?.
Substituindo em G = ) + 3Gy + 3Gy + 2G5 + 29G4 + G5 e retringindo & origem,
obtemos

_ .5

G =z
Novamente, isso corresponde ao mergulho L +— L5 de V em P(S;5). A partir daqui, segue
a mesma conclusao como no corolario[l.2.8] Isso encerra nossa demonstracao. O

1.3.2 O célculo do grau da componente R(2,5)

Os resultados obtidos acima nos fornecem uma resolu¢ao do mapa ps5 esquematizado
pelo diagrama seguinte
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E'c X (1.57)

B/( 3El \ ﬂ-

Nyip(s)) —E' =P (Nvip(sy)) x P(S5)—= X'

%
I
s

—C

Ve V x P(S5) > X 0P (55 @ A Sl)

onde
X' =P(Sy) x P(S5) ——= X = P(S,) x P(S5)

¢ a explosao da variedade X ao longo da subvariedade V' x P(S5) pelo mergulho Veronese
no primeiro fator: (L, G) — (L, G).

Fica como exercicio para o eleitor, verificar que usando argumentos inteiramente
analogos aqueles da demonstracao da proposicao(l.2.9] podemos mostrar que

Proposicao 1.3.5. O grau da componente R(2,5) é dado pela integral

/ (hn + by — [B"])"

X//
onde hy = ¢1O0p(s,)(1), ha = c10p(s;)(1) € [E"] = c;Oxn(E").
[l

Além disso, também seguindo os argumentos apresentados na demonstragao do teo-
remall.2.12] fazendo as devidas substituicoes abaixo apresentadas

hl = 2h, hg = 5]’L7 [B/] = 3[37/4] e
s (Nprjxr) p, = s (TP(S5)) s (Op,(=3)) .
conseguimos demonstrar o seguinte teorema

Teorema 1.3.6. O grau da componente R(2,5) em dimensdo n > 2 ¢é igual a

N No—1 k 1—0
( N) -3 Z M, ( 3igh—i (Z Miwzt) Mik> 7N2—(k+1)
2 =0 i—0 =0

onde , N
Ni = (n;:z) — LN =Ny + N5, My = (N5+k+1)7
Mik: — (—1)k_2 (Nsktk;_i), 9 - N2 —n — 1
Mig = (,%32) (=)' ("31),
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Novamente, os primeiros nimeros da sequéncia dada pelo teorema acima estao na
tabela abaixo e foram obtidos usando o Sistema de Computacao Algébrica Maple. Um
procedimento que calcula a férmula acima pode ser encontrado no apéndice .

Grau da componente R(2,5)

35067

27389258692

0858642997232446492

914527193579654202584864190666
170674183975852666371782648512918003360467780
57913654141367746960536005347794751951050640428533657750491488

oo x| w3
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Capitulo 2

O grau da componente R(2,2r + 1) em
dimensao arbitraria

2.1 A resolucao do mapa p22,41

Neste capitulo iremos descrever uma maneira de calcular o grau da componente
R(2,2r + 1) em dimensao arbitraria. Pelo que foi visto no capitulo anterior, tudo o que
precisamos ¢ dar uma generalizagao para a proposicao|l.2.4] ou, equivalentemente, para a
proposicao[l.3.3] Para isso, vamos nos manter fiéis as notagoes dos capitulos anteriores,
ou seja,

B é o esquema de indeterminacao do mapa pog.4+1 1 (F,G) — dF A dG, (2.1)
cujo ideal continua denotado por J. Sejam

F:$(2)+$0F1+F2

G = l‘(Q)r—H + $(2)TG1 + ZL‘(Q)T_lGQ + -+ ZL‘QGQT + G2r+1 (2.2)

o par de polinémios homogéneos da variedade X = P(S55) x P(S3,41) escritos em coorde-
nadas locais na vizinhanca agy = 1 e bgy...o = 1. Entao, uma inducao sobre r nos da a
igualdade

2r
dF NdG = 22 2dwg A dGryq + Fydog A dGy — (2r +2 — k)Gj_1dxo A dF,

k=0
2r

—(2r +2 — (k+1))Grdxg A dFy] + Z 2R AE A dGrpq + dFy A dGY
k=0
+F1d£l?0 A\ dG2T+1 — GQrdSCO N dF2 -+ dF2 A dG27»+1 (23)

onde entendemos Gog=1e G_; = 0.
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De fato, para r = 1 a igualdade vale pela equacgao (|1.16|) (ver também a equagao (|1.45))
para o caso r = 2). Suponha que vale a igualdade para r — 1. Escreva

G==x \( o+ 2 TG+ -+ 20Gara + Gorlt) +30Gay + Gopr.
E
Com isso,
dG = deG + ZxOdeo + 20dGoy + Gopdxg + dGaoyyq
dF = 2xodzrg + xodFy + Fidxg + dFy
Entao,

dF N dG = deF A dG + 21’0GdF A dxo + l'odF N dGQT -+ GQTdF A dili'o -+ dF N dG2r+1

2r—2
= 22 (Z 2" 2dzg A dGhsy + Fidao A dGy, — (2r — k)Gr_1dazg A dFy — (2r — (k

k=0
2r—2
+1))Grdao AdF] + Y xg "V AR A dGrpy + dFy A dGy) + Fidag A dGoy—y — Gar—s
k=0

dzg N dFy + dFy A dGar_y) — 222Gdag A dF) — 220Gdag A dFy + 2a2dxg A dGa, + 22
dFy A dGo, + xoFidrg A dGoy + xodFy A dGoy — 20Gardrg A dFy — Gopdrg A dFy
+ 2x0dxo A dGapiy + TodFy A dGopyy + Fidzg A dGopyy 4+ dFy A dGopyy
2r—2
= (Z x?f“_k [2dxg A dGjyq + Fidzg A dGy — (2r — k)Gr_1dxg A dFy — (2r — (k
k=0

+1))de$0 N dFl] + 2$0d$0 VAN dGQq« + onld.To AN dGQT 1 — l’gGQT,le’O A dF2 — 2(170G
dx'(] A dF1 + Ql’odﬂfo A dG2r+1 -+ .CIZ'UFld.CL’Q N dGQT — Ql'oédl’o A dF2 — .l’QGQTd.CIZ'U N dFl)

2r—2
+ ( ZE(Z)T—H_k [dFl VAN de_H + dF2 A de] + ZEOdFl A dGQT‘ + {L‘OdFQ A dGQT 1+ i
k=0

dFl VAN dGQrJrl + I’OdFQ A dGQT) + Fldl'o VAN dGQrJr]_ — Ggrdl'o VAN dF2 + dF2 A dG2r+1

Mas,

2r—1

—222Gdxy A dF, = Z 221k (—2dxg A dFY)

—2l'oédl‘0 VAN dF2 = Z ZL’%T—H_k (—2d$0 VAN ng)
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Sendo assim,
dF NdG =

2r—2
(Z 1‘3T+1_k [2d$0 A de»-H 4+ Fld:L‘O A\ de — (2’/" — ]{)Gk_lda?o VAN dFQ - (27" — (k? + 1))Gk

k=0

dZEO VAN dFl] + 2I§dl’0 VAN dGQT + l‘gFlde'() N dGQr_l — [E(Q)GQT_QCZZEO VAN dF2 - 2Igéd![‘0 VAN dFl

eleva a soma anterior para 0 < k < 2r — 1

+ 2[E0d$0 VAN dG2r+1 + l’oFleL‘() A dGQT — 2&70@(11’0 VAN dF2 — ZL‘()GQrdZBO A dF1 +

eleva a soma anterior para 0 < k < 2r

2r

Z x%?’+1—k [dFl NdGriq + dFs N de] + Fidzg A\ dGorp1 — Gopdzg A dFs + dFy N\ dGopiq
k=0

2r
= > _ag MM 2dwg A dGry + Fidag A dGy, — (2r +2 — k)Groadag AdFy — (2r +2 — (k
k=0

2r
+1)>de.’170 A dF1]+Z 1’3T+17k [dFl A\ de+1 + dF2 A de]+F1d.fC(]/\dG2T+1—G27ndl’(]/\dF2
k=0

+ dFy A dGayyr.

Portanto, a igualdade também vale para r.

Como antes, denotaremos por J; C J o ideal dos geradores locais distinguidos com
algum termo linear # 0, ou seja, os coeficientes dos monomios do tipo zox;, - - - x4, do
polinémio A, que é coeficiente da 2-forma dzy A dzy, (cf.eq.[1.13] e obs.[1.2.2). Estes
geradores existem, embora implicitamente, na expansao (2.3)).

Vamos comegar provando uma generaliza¢ao do lemall.2.3]

Lema 2.1.1. O ideal J; definido acima € o ideal da subvariedade V (J;) C X de todos os
pares (F,G) tais que

k—a

b [T (2r+1-2i)
G _ i=0 Fk+172aFa
E+1 — oFFT=a(k+1—2a)lal 1 2
a=0
onde b = g se k € par eb = % se k € impar. Portanto, o ideal Jy; € gerado por uma

sequéncia regular de comprimento dimP(S3) no anel de coordenadas locais de X .

Demonstracao. Vamos comecar fixando r. Entao, o ideal .J; corresponde aos coeficientes
da equacao

2dI0/\de+1 +F1d$0/\de - <2T+2 - k)Gk_ld.To/\dFQ - (27""2 — (l{?+ 1))del’0/\dF1 =0
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no desenvolvimento (2.3), para k > 0. Pela equagao acima com k=0 e k = 1, temos

2d.’£0 A dGl - (27’ -+ 1)(1.270 VAN dFl =0

e
2d33'0 VAN dG2 + Fldl'o AN dG1 — (27’ + 1)d$0 VAN dF2 — (QT)GldiCO N dF1 =0.
Dai vem ot 1
Gl = ! F1
2
(&

2r +1)(2r — 1 2r+1
@re e =1y |

que esta de acordo com nosso enunciado. Usando indugao em k, vamos provar o caso em
que k é par. O outro caso se faz de modo semelhante.
Suponha que k é par. Nesse caso, temos

GQ - F1F2

k k—1—a
9 [T (2r+1-29)

2d£L‘0 A de+1 + Fldl'o Ad Z mF{C—QaF‘; —

B2 T (2r+1-20)

2 s
(2r+2—k) ) gL Fs | deo A dFy—
p k—1l-a
3 T (@2r+1-27) o
(27’"‘2—(]{7—'—1)) %W}qiapg dl'o/\dFl =0
Como
k k—1—a . k k—1—a .
3 ]:[ (2r4+1-2¢) % 5—1 'l:lo (2r4+1-2i) 194
d %Wﬂ = > Foai T zayal L1 Fy | dii+
k—l-a

£ I @rei-2) )
> wagsa it FT | dEy

=1

)

k—2 k—1—a
- I (@r+1-29) 19
- = 2’“1 g(k 1— 2a)'a'F ‘IFUL dF1+
k-2 PET .
5 1:[ (2r+1722) —
Z a(k—2— 2a)la|F aFa dF27
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a equacao acima implica em

b2 kfv]lfa(zrﬂ—zi) o
le’o VAN dG}H_l + mFl - aF2a dIL‘O VAN dF1+

a=0

k_o k—2-a
= IT (2r+1-2q)
1=0

2F-T=a(k—2-2a)la! FY~172Fy | dwo A dFy—

k—2—a
B2 (2r+1-2i)

(2r +2 — k) > gL Fs | dro A dFy—
r k—l-a
3 I:[ (2r+1-21) o
(27’+2—<k+1)> ;m}q CLF2a d.To/\dFl =
ou ainda
k k—1l—a .
2 (2r+1-2(k—a)) I (2r+1-23) o
2d[E0 VAN de+1 - ZO 2’“*“(k—12:a0)!a! Fl B aF2a dl’o A dFl—
k=2 k—2-a )
5 (2r+1-2(k—1—a)) 1:[ (2r+1—21) _—
—~ 2k—1—a(k—lf20a)!a! By “Fy | dxo N dEy

Segue daqui que

 k=a
5 II (2r+1-29)

2dl’0 A de+1 — E mF{cimlF; dl’o A dFl—
a=0

—a
52T (2r+1-2i)
=0

Qkflfa(k_l_Qa)!a!F{C_I_ZQF; dIQ /\ dF2

a=0

Essa tultima igualdade é equivalente a

k—a
5 (2r +1 — 2i)
2dag A dGyy — dro A d = BT
xg k+1 — AT ; 2k=a(f 41 — 2a)la! ! ?

ou seja,

k—a
T +1—20)
dro Nd | 2Ge — Y ==

a=0

k+1—2a
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Essa equacgao implica, pelo lema da divisao (cf. [3, lemma 2.2, pag. 6]), que

k—a
s Iere1-2)
Gk+1 _ Z i= k+1—2a

F F
£t oh+i=a(f 41 — 2a)lal " ! 2

Para o resultado que desejamos, precisamos do lema a seguir.
Lema 2.1.2.

T

[1(2r +1 — 2i) .
dF A dG = =2 (

" 1 1
o™ Fy — ZFE) d (F2 — ZFE) A (dxg + 5dﬂ) mod J;.

Demonstracao. Vamos comecar provando que na decomposicao de dF A dG, o segundo
2r
somatério S x2rti-k

0
k=0

[dFy A\ dGryq1 + dF;y A dGy| é identicamente nulo médulo o ideal J;
(2.1.1). De Eato, suponha que k seja impar. Temos

(dFy A dGiiy + dFy A dGy,)

mod Ji::
k—a
B TT(2r 41— 20)
1=0 k+1—2a ra
A A d z; oF+l-a(f 41 — 2a)!a!F1 by

k—1—a
LT (2r+1—2i)
+dFy Ad Z 1220

}7k72alya
k=a(k — 2a)lal "' 2
a=0

%ﬁa@r +1-2i)
2{: =0

k+1—2a a—1
B ey ey I R R

k41
2

k—1—a
ST (2r 41— 20)

+ Z 1=0 Fk7172a

L= 2ok — 1 —2a)la!" !

Fo | dFy A dF,
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k—1—a
B (2r+1—29)

[y

. =0 k—1—2a 17a
B ZO 2ok —1— 2a)!a!F1 By | iy A dE
k—1—a
L] (2r+1—24)
=0 k—1—2a rpa
F FJ | dFy A dF)
* ; 2h=a(k — 1 —2a)lal" o
=0.
O caso em que k é par se faz de modo analogo. Com isso, temos que
dF N dG = (Fldl'o A dG2r+1 — Ggrdxo A dF2 + ng N dG2T+1> mod Jl.
Desenvolvendo o membro direito da equagao, temos
dF N dG =
2r—a
, IT (2r+1—29)
Fodra A d 1=0 F2r+l—2aFa
1o Z; 92r+1=a(2r 41— 2a)lal” ! 2
2r—1—a
I @2r+1-—2)
1=0 2r—2a rpa
— F FY | dzg N dF:
;0 22r-a(2r — 2a)la! ! 2 | 4o 2
2r—a
r [T (2r+1—29)
dFy A d = Frri-2apg d Ji.
Tk z; 92r+1-a(2r + 1 — 2a)lal” ! 2| meda
Isto é,
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dF NdG =
2r—a
o 1 (2r+1—2i)

=0 2r—2a 17a
4 Z 22r+l-a(2p — 2a)!a!F1 Fy | deo AN dFy+

a=0

2r—1—a
r—1 H (27’ +1-— 22)
F i=0 F2r7172aFa dra A dFo—
' Z 22r=a(2r — 1 — 2a)la!" ! 2 | ¢ro 2

a=0

2r—1—a
r H (27” +1-— Qi)
Z o FEr—2Fg | dag A dFy+

= 22r7%(2r — 2a)lal

2r—a
r H (27" +1-— 22')
Z - Fr=2*Fy | dFy ANdFy mod Jj.

£ 22r+1=e(2r — 2a)lal

Somando as duas parcelas centrais, fica assim

dF NdG =
2r—a
o T2 41— 2i)
i=0 2r—2a roa
ZQ2T+1—a(2T_2a)!a!F1 F2 Fidxg A dF;—
a=0
2r—1—a
r (2r+1-22r—a)) [[ 2r+1-20)
Z 22r—a(2r _ 22:;)'01' F12T72aF2a d.’ll'o A dFQ—l—
a=0 oA
2r—a
w1 (2r+1-2)
2 2;01—“(27« — 2a)|avF12T_2aF5 dfy NdFy mod Jy,
a=0 U
ou seja,
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dF N dG =
2r—a
o 1 (2r+1—2i)

i=0 2r—2a 1ha
Z 22r+1=a(2r — 2a)la! F By | Fadao A dFy—

a=0

2r—a
> FP=2Fy | dag A dFy+

22r=a(2r — 2a)la!” !

a=0

2r—a
- IT (2r +1—2i)
P Fr=2ape | dFy AdF; mod Jj.

2r+1—a _ 1,171
o (2r — 2a)la!

Podemos agrupar essa soma para obter o equivalente

2r—a

dFAIG = =0 Fr=2apa  ZFydxg A dFy — dxg A dFy + =dFy A dF
; a2y —2a)lal’ 2 |\ g A A T dro Ady T odk Adh
2r—a
- II@2r+1—2) . .
=) QZ;{ o 2@)'(1'}7127“‘2“}72“ d<F2 - ZFf’) A (dwo + 5dﬂ) mod J; (2.4)
a=0 o
Pela 1ltima linha, resta mostrar que
2r—a T
- I (2r+1—2i) [T1(2r +1 — 24) .
Z i=0 F2r—2apa | _ =0 Fy — le
22r=a(2r — 2a)la!” ! 2 rl2r 41

a=0

Para isso, devemos observar que

(2r —2a)! =2""%r — a)! ( ﬁ (2r+1-— 21)) :

i=a+1

Além disso,
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ﬁa(Qr +1—2) = (ﬁ(zr +1- 2¢)> ( 1:[ (2r+1— 2@')) =

i=0 i=0 i=r+1
= (H(Zr +1-— 2@)) (=1) (H (20 — (2r + 1)))
- (ﬁ(Zr +1-— 2@')) (1) ( H (2r+1-— 2@')) :

Substituindo estas duas igualdades em ({2.4]), obtemos

2r—a

I (2r+1—29)
1=0 2r—2a 1ra
F Fy |l =
Z 22r=a(2r — 2a)la!” ! 2

a=0

. (ﬁ(2r+ 1 —2i)> (—1)—= ( 1@ +1- 2@))

=0 =a+1 _
_ Fl2r 2aF2a

a=0 22r—a2r=a(y — q)! ( IT 2r+1- 2@)) al

i=a+1

r (H(Qr +1— 22)) (—=1)r—@
1=0 2r—2a a
= F F.
22r=2a2r(r — a)lal ! 2

a=0
[T2r+1- 2@)) r B
~\i=0 T'(_l)r ¢ 2r—2a 1pa
B ri2r (Z 22r=2a(y — a)lal B
a=0
[12r+1—2:) ,
== oy
rior 2ot
Isso encerra nossa demonstracao. O

Agora, seja B' o esquema de indeterminagao do mapa pf 5, induzido por pyz.41 na
explosdo X’ (cf.[2.5). Podemos provar o caso geral da proposi¢ao[l.2.4]

Proposicao 2.1.3. O local de indeterminacao B’ definido acima é uma interse¢cdo com-
pleta local.

Demonstracao. Segue do lema acima que

r

[1(2r +1—2i)

- 1 " 1 1
dF A dG = =0 I (F2 — ZFE) d (F2 - ZFf) A (dxo + §dF1) mod J;
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Repetindo os argumentos na demonstragao da proposicao|l.2.4] o transformado total do
ideal gerado pelas equagoes locais que sao os coeficientes do membro direito da equagao
acima ¢ igual ao produto

() (e) = ()

e temos a igualdade de ideais J = J; + J. Além disso, o transformado total do ideal J;
¢ um ideal Ji, cujos geradores formam uma sequéncia regular no anel de coordena-
das locais da variedade X', inclusive com o mesmo nimero de geradores. O que acabamos
de obter no inicio desta demonstracao é que o transformado total do ideal J é igual ao
ideal (¢"™). Portanto, o ideal J’ é o transformado total do ideal J e é igual a Jj + (e"*1).
Com isso, terminamos a demonstracao. O

Seja B! o esquema que ¢é a redugao do esquema de indeterminacao B’. Como corolario
dessa proposi¢ao e do lema[l.2.7] temos o caso geral do corolério[l.2.§]

Corolério 2.1.4. B, = E{, =P (Nyp(s,))-

Demonstracao. Como na demonstracao do lemall.2.8, suponha que a equacao do divisor
excepcional é € = ay; — %agl. Entao, facamos os transformados totais das equagoes do
lemaf2.1.1 Vamos supor o caso onde k é par,

H(2r+1—2i)

= k+1—2a ra
G = Z 2k+1 a(/f +1-— 2a)‘a'F B

k—a
s T2 41— 2)

= 1 ¢
=0 k+1—-2a 2 !
= Fy —-F F
Z2k+1 o(k+1—2a)lal” ! (4 rte )

a=0

s TMer+1-2) 1
_ k+1—2a 2a !
ZQkJrl a(k+1_2a)la|F (22aF el ( ))

k-
& H(2r+1—2z)
— FF e F ()

- Z e a(k +1—2a)lal 22!

k—a
soIM@r+1-20) |

_ i= Bl (o
- Z ekt 1= 2a)ial | it FEL)
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De modo analogo, se k for impar, conseguimos mostrar que

k—a
s T (2r 41— 24)

L 1 a
o =0 k+1-2a [ — 2 /
G = 2_% ok+l-a(f 41 — 2a)!a!F1 <4F1 * €F>

]:[(2r+1—2i)
(

k+1 !
k+1—2a)lal 2k+1F FeF ().

E+1
2
a=

onde em ambos os casos F' = 2%+ > djz;z; (cf. lemafl.2.7). Deste modo, o ideal
j>i=1

(i J)#(l 1)
de B! é gerado pelas equagbes acima juntamente com a equagao do divisor excepcional e.

Entao, substituindo em ({2.2)) e restringindo a origem, ficamos com

_ _2r+1
G =1
O restante segue andlogo a demonstracao do corolario(l.2.8| O

2.2 O calculo do grau da componente R(2,2r + 1)

Como no capitulo anterior, os resultados da se¢ao precedente determinam o diagrama,

fols X" (2.5)

B (r+1)E

1
P2 2041

B/

red —

=P (Nyjp(sy)) = E' =P (Nyp(sy) % P(Sar1)—= X'

""'~.__.p/2,2'r+1

!
.

Ve V X B(Shy 1) X ZUE P (52r+1 @A 53)

em que E” é um fibrado projetivo sobre a base B’ (cf. [0, appendix B.7.1, pag. 437]).

Para calcularmos o grau da componente R(2,2r + 1), precisamos da generalizagao
da proposicao|l.2.9, Em seguida, usamo-la para obter um resultado generalizado do teo-
remall.2.12] Nesse sentido temos

Proposicao 2.2.1. O grau da componente R(2,2r + 1) é dado pela integral

/ (hn + by — (B

X//

onde hl = 01(9]?(32 ( ) hg = Clo[p 52r+1 (]_) e [E”] = CloX”(EII)-

44



O

A demonstracao segue naturalmente usando as mesmas argumentacoes como no §[1.2.9|
Por isso, nao ha necessidade de repeti-la aqui e pode ser deixado como exercicio. Com
essa proposi¢ao podemos enunciar e provar o seguinte teorema

Teorema 2.2.2. O grau da componente R(2,2r + 1) em dimensao n > 2 € igual a

(N> i M, <Z 1)(2r + 1)k (Z Mlt92> k) (2r 4 3) N2 (k)

onde

Ni = (HIZ) =1, N =Ny + Nopy1, My = (N2T+JIV+,€+1), =Ny —n—1,

Mio = ("5 ) (D' () e Mgy = (=DM (")

i—0—t t k—i

Demonstracao. Vamos seguir os mesmos passos utilizados na demonstragao do teorema
Separando a integral da proposicao[2.2.1] em duas integrais, sendo a primeira no
complementar do segundo divisor excepcional E” e a segunda sobre a base V (cf.,
temos que a primeira vale

N _ N Naj Nory1 _ N
/N (h1 + h2) —/” (N2 hi?h, =) (2.6)

enquanto que a segunda integral sobre a base V', vale

N N

/Xu ,; (jlj) (B (n+ho)™ ™ = /E ) k; <]Z ) 10 (1)F (hy + hy) V"

onde hy = 2h, hy = (2r + 1)h e h = ¢;Oy(1). Entao,

/X;Nl (];Z) (= [B")" (b + ko)™ =
B [E i (]/j) 1O (1)F1 ((2r +3)) " =

/ Z ( )S(k 1)—Narj1 (NB’|X’) (27" + S)N_k hN_k.

Mas, [B'] = (r + 1)[B;] pela proposi¢ao2.1.3{ e (Npynyerixr), = Op(—(r +1)). Com
isso, (NB/|(T+1)E/)B, = (NB“E/)B, = TP(S241) segue da proposic¢ao|l.2.10| e da afirmagao

abaixo.

Afirmagao 2.2.3. A sequéncia de fibrados
TP(S2r41) = (NB’\X’)B; —= N =0pg(=(r+1))
é exata.
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Demonstracao. Anédloga a demonstracao da afirmacao|l.34] n

Sendo assim, a ultima integral acima restrita a B, fica

/XZ( ) (BN (hy + hy)¥*
(r41) / Z ( ) Naris (Norix) 2+ )N TR RN

re
red k=1

N - —
’I" +1 /, Z (k)s(kl)Nzr-H (NB/|XI)B;ed (QT + 3)N F PNk =

red k=Na, +1+1

Na—1
N No—(k+1) § No—(k+1
—7’—i—1/ §:< ) Naiixr 2r +3)"? N2 (k+1)
D 2 W 1) 2 Vo), Gred

(2.7)

porque classes de Segre de indices negativos ou maiores do que a dimensao de B! sdo
nulas. Resta calcular sy, (N Bl X/) B Para isso, concluimos da afirmacao|2.2.3| que
T

k
NB’|X’ / 81 OB’ (r+ ))) Sk—i (TP(S2r41))
B,
1=0

para 0 < k < N — 1. Ainda seguindo os argumentos na demonstragao do teorema|l.2.12]
obtemos que

5i (O (=(r+ 1)) = (r+ 1)'si_vy-nvi—1) (Nviesy))

e assim, ficamos com a equagao

k
Sk (NB’\X/)|B; = Z (r+ 1) si—(ny—n—1) (Nvip(sy)) Sk—i (TP(S2r41))

i=Na—N1—1
para 0 < k < N — 1.

A partir daqui, basta substituirmos o ‘3’ por ‘2r + 1’ em ({1.43) para chegarmos a
relacao

sk (Nprjxr) 5, =
g(r + 1)i(2r + 1)k <;§ (ifilgr_lt) (_<Ni+ 1)) Qt) (—(Nzril;r 1)) s

para0 <k < Ny—1lef=Ny— Ny — 1.
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Para finalizar, voltamos com essa expressao na tultima integral (2.7) para obtermos

/Xé (J;j) (— [E")* (hy + o)V =

—(r+1)/B NQZ_I <N2r+1]—\£k+1> (iﬂ(wrl) (2r + 1) < 3 <N1+1>(_(N2t+1)>

T k=0 t=0
2t) —(Nori1+1) pE—0 (2r + 3)Nr(k+1) pN2=(k+1) _
k—1
No—1 k i—0
N » i Ni+1 —(N2+1)
—(r+1 D2r + 1)k ot
<T+);<N2r+l+k'+l> (;(TJF Jerty <;<i_9_t>( t > >

(_<N:;T+1.+ 1))) (27,, + 3)N2—(k;+1)

—1

A soma desta segunda integral com a primeira (2.6]), nos fornece a férmula que querfamos.
O

2.2.1 Alguns exemplos numéricos

Seja a(n,r) a féormula do teorema anterior. Entao, temos duas sequéncias a considerar.
Uma ¢ aquela que fixa a dimensao e varia as componentes

T = an(r)

Ela determina o grau de todas as componentes na mesma dimensao n. A outra é aquela
que fixa a componente e varia a dimensao

n— a.(n).

Esta, por sua vez, determina o grau da mesma componente em qualquer dimensao.

Em cada tabela abaixo, usamos a primeira sequéncia com 3 < r < 7. Os valores para
r = 2 er = 3 foram calculados no capitulo anterior. Para a segunda sequéncia, que é a
sequéncia das tabelas, usamos 2 < n < 5. Os nimeros foram obtidos usando o Sistema
de Computagao Algébrica Maple. Um procedimento pode ser encontrado no apéndice (A)).

Grau da componente R(2,2r + 1) em dimensao n = 2
r | Grau da componente R(2,2r + 1)
528600

4398761

25119720

110465964

400758680

| O O | W
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Grau da componente R(2,2r + 1) em dimensao n = 3
r | Grau da componente R(2,2r + 1)
19054211679360
3910090433878100
341010343377134120
15911357417132528372
461893755644080667024

| O O | W

Grau da componente R(2,2r + 1) em dimensao n = 4
r | Grau da componente R(2,2r + 1)
2734930347184142269264030
118796991385956077843843374900
955667356931603707846671060203400
2229682965320523559202701378116167220
2028377910163668180007196736403300709592

| O O =] W

Grau da componente R(2,2r + 1) em dimensao n =5

Grau da componente R(2,2r + 1)

4917236771717625644146267688056837056876

483326304613043321167572188067087793943363386896

2744043188937994404679260780091595970479184106071293496

1910240088538187181531197677067249910598528513800419228261274

| O O | W[ =

267960379151135043895276899726241270775882352458616255450622643736
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Apeéendice A

Algoritmo para o Calculo do grau da
componente R(2,2r + 1)

Usamos o sistema de computagao algébrica Maple para escrever o algoritmo.

grau2impar := proc (n::integer,d::odd)

local i, r, t, N1, N2, Nd, N:

r:= iquo(d-1, 2):

N1 := n:

N2 := binomial(N1+2, N1)-1:

Nd := binomial (N1+d, N1)-1:

N := N2+Nd:

-(r+1)* add(binomial (N2+Nd, Nd+j+1)*(d+2)~ (N2-j-1)*
add ((r+1)"i*d~(j-i)*add (binomial (N1+1,i-N2+N1+1-t)*
binomial (-N2-1,t)*27t, t = 0..1i-N2+N1+1)=*

binomial (-Nd-1,j-i),i =N2-Ni-1..3j),j=N2-N1-1..N2-1)
+binomial (N2+Nd, N2);
end proc:
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