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Resumo

A k-elipse é a curva plana algébrica que consiste em todos os pontos cuja soma das

distancias a k& pontos dados é um numero fixo. A equacao polinomial que define a k-elipse
k s s k k s ~ . .

tem grau 2" se k é fmpar e grau 2°-(, /2), se k é par. Expressamos esta equagao polinomial

como o determinante de uma matriz simétrica de polinomios lineares. Tal representacao

estende-se a k-elipses ponderados e k-elipsoides em dimensoes arbitrarias.



Abstract

The k-ellipse is the plane algebraic curve consisting of all points whose sum of distances
from £ given points is a fixed number. The polynomial equation defining the k-ellipse has
degree 2% if k is odd and degree 2*-( k%) if k is even. We express this polynomial equation as
the determinant of a symmetric matrix of linear polynomials. Such representation extends

to wetghted k-ellipses and k-ellipsoids in arbitrary dimensions.
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Introducao

Como motivagao consideraremos as seguintes curvas: o circulo e a elipse.
O circulo é uma curva plana consistindo em todos os pontos (z,y) cuja distancia a um

ponto dado (u1,v;) é um numero fixo d, isto é,

Vi —u) +(y—v)? =d (1)

Eliminando radicais em (1)) se pode obsevar que os pontos do circulo sao os zeros do polinomio
quadratico

d—+x—u; Yy —vq

pi(z,y) = det (2)

Y — Uy d— x4+ uy
A elipse é uma curva plana que consiste em todos os pontos (z,y) cuja soma das distancias

a dois pontos do plano (ug,v1) e (ug,vs), é um nimero fixo d, isto é:

Ve —w)? 4+ (y =) + V(@ —u)? + (y — w)? = d. (3)

Depois de uma eliminacao de radicais, observamos que a elipse sao os zeros do polinomio

_d+2m—u1—uQ Yy — U1 Yy — V2 0 1
Yy — vy d+up — ug 0 Yy — V2
pQ(x7y) = det (4)
Y — Vg 0 d— u1 + us Yy — U1
i 0 Yy — V2 Yy — U1 d—2x + uy + ug|

Neste trabalho generalizaremos estas férmulas determinadas para o circulo e a elipse. Fixados um
nimero real positivo d e k pontos distintos (u1,v1), (ug,v2), ..., (ug, vr) em R? define-se a k-elipse

com focos (u;,v;)¥_, e raio d por:

k
{($7Z/)€R2ZZ\/(ﬂﬁ—ui)QﬂL(y—Uz’)Q:d}- (5)
=1

13

A k-elipse é a fronteira do conjunto convexo & no plano definido substituindo “=" por <, ou

seja, o conjunto dos pontos cuja soma das distancias aos k pontos dados é no maximo d. Estamos
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interessados no estudo do polinémio irredutivel pg(z,y) que se anula sobre a k-elipse. Este é o
unico polinémio (salvo sinal) com coeficientes inteiros coprimos nas varidveis x e y, com parametros
d,uy,v1,u2,ve, ..., ug, V. Pelo grau da k-elipse nés entenderemos o grau do polindémio pg(x,y) em
Tewy.

O resultado principal deste trabalho é o seguinte: A k-elipse tem grau 2F se k é fmpar e grau
2’“—( k%) se k é par. Além disso, este polindmio tem uma representacao por um determinante da
seguinte forma:

pr(z,y) = det(z - Ay +y - By + Cy) (6)

onde Ay, By, e C}, sdo matrizes simétricas de ordem 2F x 2F descritas mais adiante.

Em resumo, o trabalho estd organizado como segue: No capitulo 1 faremos uma pequena lem-
branca do que é o produto tensorial e produto tensorial de espagos vetoriais com suas respectivas
propriedades, as quais servirao como ferramentas para o desenvolvimento do capitulo 2; neste
capitulo usaremos a teoria de Galois e inteiros algébricos para mostrar que o polinémio que define
a k-elipse é irredutivel de grau no méaximo 2*. Este polinémio pode ser expresso pelo determi-
nante@ de uma matriz simétrica de ordem 2* x 2F cujas entradas sdo formas lineares. O grau
deste polinomio depende de k ser par ou impar. Enquanto a prépria k-elipse seja uma curva
convexa, seu fecho Zariski {pi(x,y) = 0} tem muitos ramos extras fora do conjunto convexo &,
como veremos no capitulo 3. Neste capitulo consideraremos o caso particular kK = 3 da k-elipse,
calcularemos os pontos singulares e o género da mesma. No capitulo 4 generalizaremos a k-elipse.
Primeiramente, consideraremos a inclusao de pesos positivos wi,...,wr € R para as distancias para
logo obtermos k-elipses ponderadas. Por tltimo, generalizamos a k-elipse a dimensoes maiores e,
nestas dimensoes as k-elipses serao chamadas k-elipsoides. Os graus dos polindmios que definem
as k-elipses ponderadas e as k-elipsdides possuem o mesmo grau do polinémio da k-elipse.

Este trabalho esta baseado no artigo Semidefinite representation of the k-ellipse feito por Ji-

awang Nie, Pablo A. Parrilo, e Bernd Sturmfels(ver[2]).



Chapter 1

Preliminares

Neste capitulos relembraremos alguns tépicos do dlgebra multilinear(,@,), que serao utilizadas

no decorrer da dissertacao.

1.1 Produto tensorial de espacos vetoriais

Seja k um corpo e sejam F, F' e G k-espagos vetoriais. Consideremos ® uma aplicagao bilinear de

ExFaT.

Definigao 1.1 O par (T,®) é chamado produto tensorial de F e F' se ® possui a propriedade

universal, isto é, se ® satisfaz as seguintes condicoes:

®1 : Os vetores ®(z,y), (r € E,y € F) geram G, ou equivalentemente im® = (®(E x F)) = G.
®9 : Se ¢ é uma aplicacao bilinear de E X F' sobre qualquer espaco vetorial H, entao existe uma
aplicacao linear f : T'— H tal que o diagrama

ExF—2-1.

| A7

G

comuta(propriedade de fatoragao).

(im® = (®(FE x F)) denota o espaco gerado pelos elementos da forma ®(x,y), © € E,y € F).

As condicoes acima sao equivalentes a seguinte condicao

() : Para cada aplicacao bilinear ¢ : ' x F' — H existe uma tnica aplicacao linear f : G — H

tal que o diagrama acima comuta.

Ne}



Notagao 1.1 Se o par (G,®) é o produto tensorial de E e F', escrevemos T como E ® F e
®(z,y) = ¢ ®y. Logo, a bilinearidade sé expressa na seguinte forma:

(AT1+22) @y =A11 Q@Y+ 720y 11,22 € B,y €F
QA1+ ) =A@ty x€FEy,peF, ek

Exemplo 1.2 Considere a aplicagao bilinear ® : kx F' — F dado por AQy = Ay. Como 1®y =y,
esta aplicagdo satisfaz ®1. Para verificar ®s, seja ¢ : k x F' — H qualquer aplicagao bilinear, e

defina a aplicacao linear f : F' — H por f(y) = ¢(1,y). Entao para A € k e y € F temos:

oA\ y) =Ao(L,y) = Af(y) = f(y) = f(A@y),

assim ®g esta provado. Concluimos que o par (F,®) é o produto tensorial de k e F. Isto é:

k® F = F. Em particular k @ k =k com A® y = y.
Exemplo 1.3 Seja 5 : k™ x k' — M, «xn (k) definida por

T1iyr - T1Yn

ImYr - TmlYn]

Mostraremos que (M, x,(k), 3) é o produto tensorial de k" e k™, (logo, k™ @ k™ = M, xn(k)). Com
efeito, vejamos ®1 : (B(K"™ X k™)) = My, xn(k). Seja A € M,xn(k) tal que
aip vt Qi
A=
Am1 - Qmn

Entao

ﬁ((au, 21,5, Ozml), (1, 0, O, .. )) + 5((@12, 99, ..., amg), (0, 1,0, .. ))

+...+ B((a1n, a2y - -y amn), (0,0,...,1))

app 0 -+ 0 0 a2 0 --- 0 0O --- 0 aipn

a, 0 -+ 0 0 ax 0 --- 0 0 --- 0 amn
— + +...+

amr 0 -+ 0 0 ame 0 --- 0 0 -+ 0 amn

a1 A1n

_aml amn_
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Ou seja; dado A € My, xn(k), existem z; € k™, y; € k™ tais que

A= Zﬁ(%’,yi)-

Portanto A € (B(k™ x k™)). Nao ¢é dificil a verificacdo de ®9. Logo (M, xn(k),5) é o produto

tensorial de k™ e k™.
Lema 1.4 O produto tensorial é comutativo no sentido M @ N = N ® M.

Demonstragao. Consideremos as aplicacoes bilineares
YV MXN-—NIM e ¢:MxN—MxN

dados por
Y(z,y) =y@r , oy =r0y.
Desde ®9 temos que ¥ e ¢ induz aplicagoes lineares f : MQON — NQMeg: NQM — M®N
tais que
yor=fr®y) ¢ xy=gly®x),
para todo x € M e y € N. Entao:

gofop=gop=¢ e fogop=togp=1.

Pela propriedade ®9 temos que im¢ = M ® N e imy = N ® M, o que implicam que go f =id e
fog=1id. Portanto M @ NZNQM. m

Proposicao 1.5 (Redugao de transformagoes bilineares a lineares)[5,p 11] Sejam M e N espagos

vetoriais e M ® N o produto tensorial. Entado,
L(M ® N;P) — B(M,N;P)

para cada espago vetorial P. Aqui L(M ® N;P) e B(M,N;P) denotam o espago vetorial de

transformacoes lineares e bilineares respectivamente.
Demonstragao. Basta definir ¢ : L(M ® N; P) — B(M, N; P) como:
o(f):=fo® VfeL(M®N,;P)

isto é, o(f) : M x N — P tal que ¢o(f)(z,y) = f(z ® y). E claro que ¢ ¢ linear. Nao ¢ dificil

mostrar que @ é injetiva e sobrejetiva. m

11



1.1.1 Produto tensorial de subespacos vetoriais

Suponha que temos uma aplicagao bilinear f : M x N — P com a propriedade universal, e
consideremos dois subespacos M; C M e N; C N. Denotemos por ® a restricio de ® para
My xNyeTy =Im® .

Afirmacao: (T1,®’) é o produto tensorial de M; e Nj.

De fato, ®; é imediato da definicao. Para verificar ®q, seja ¢1 : M7 x Ny — H uma aplicagao
bilinear. FEstendemos ¢ para ¢ : M x N — H aplicacao bilinear. Desde que ® possui a

propriedade universal, existe uma aplicagao linear
f:T—H
tal que
flx®y) =¢(x,y) x€ M,ye N.
A relagao acima implica que
fla1 @ 1) = p(@1,51) = e1(z1,51) @1 € My, g1 € Ny,

e assim ¢ se fatora por ®.

1.1.2 Produto tensorial de transformacoes lineares

. / / .« . . ~ . ~
Sejam U,U ,V e V espacos vetoriais de dimensoes m,n,p e q. Consideremos as transformacoes
lineares

T:U—U ; F:V—V.
Desejamos definir uma transformagao linear

TQF: UV — UV
u@v — T(u)® F(v) 7

Para isto, lembremos o desenho do diagrama da comutatividade do produto tensorial

UxV—2~H.

|| A

UV
Dados U e V, existe o produto tensorial U ® V. Por defini¢ao, sabemos que dada qualquer aplicagao
bilinear ¢ : U x V. — H, onde H qualquer espaco vetorial, existe uma unica f : U ® V — H tal

que f o ® = ¢(propriedade de fatoracao unica). Definamos
p:UxV —UxV

12



por ¢(z,y) = T(zr) ® F(y). Claramente ¢ é bilinear. Logo, existe uma tunica aplicagao linear
X:UQV —U @V’ tal que x(z®@y) = ¢p(z Q@ y).
Denotemos y =T ® F. Por defini¢ao segue que:

(TeF)(x®y)=T(x)® F(y)

e chama-se o produto tensorial das transformacoes lienares 7' e F. A correspondéncia (T, F') — x

define uma aplicacao bilinear
B:LU;U)x L(V; V") — LU V;U @V').

Entédo o par (L(U ® V;U' ® V'), 3) é o produto tensorial de L(U;U’) e L(V; V') (ver [6],p 35)

A transformagao y =T ® F' é chamado de produto tensorial de T" e F'.

Temos a seguinte propriedade:

Considere A = (aj;);,; a matriz de T nas bases {e1,...,epm} deUe{f1,..., fn} de U’, eseja B =
(bk,1)k, & matriz da transformagao linear F' nas bases {g1,...,9,} de Ve {h1,...,hq} de V'. Entao
a transformacao T'® F' tem matriz (aijbkl)i,j,k,l com respeito as bases {1 ® g1,e1®g2,...,em @ gp}

deU®V e fi®hi, i @hy,...,[fn®hgt de U @ V'. Mais precisamente, se

n q
e) = aiif; F(gr) =Y bul
j=1 =1

entao n g
T® F(e® gr) = Zzaijbm fi @y
Jj=11=1
Assim temos
anB R alnB
A®B=Mygy ey =
amB - rynB

Notemos que A ® B ¢é de ordem pq X nm.
Exemplo 1.6 Sejam 7 :R3 — R? e F : R? - R? as transformacdes lineares definidas por
T(z,y,2) = (22 + 3y, 3z + 4z)

F(z,y) = (z,v 4+ y,y,y — x).

Entao

TR F:RPoR? - R?>@R.

13



Calculemos a matriz T'® F' nas bases canonicas. Para isto, basta calcular as matrizes A e B das

transformagoes T e F' nas bases canodnicas:

0
2 3 0 11
A= M(T) = . B=M(F) =
30 4 0 1
9B 3B 0B
M(T®F)=A@B=
3B 0B 4B
(2 0 3 0 0 o0
2 2 3 3 0 0
0 2 0 3 0 0
22 233 0 0
M(T @ F) =
30 0 0 4 0
33 0 0 4 4
0 3 0 0 0 4
33 0 0 —4 4

Agora mencionaremos algumas propriedades do produto tensorial de transformagoes e matrizes.

Doravante consideraremos os espagos vetoriais de dimensao finita.
(i) Sejam T : U — U e F : V — V' transformacdes lineares sobrejetivas. Entdo T ® F é
sobrejetiva.
Com efeito, se v/ @ v' € U' @ V', entédo existe u € U e v € V tais que T'(u) = v’ e F(v) ="
Portanto, (T ® F)(u®v) =T(u) @ F(v) =u' ®@'.
(ii) Sejam T:U — U’ e F : V — V' transformacoes lineares, entéo,

ker(T®@ F) =ker(T)®V 4+ U ® ker(F).

Em particular T'® F' € injetivo se, somente se, T e F' sdo injetivas. Vejamos a demonstragao:
denotemos por W := ker(T) @ V + U @ ker(F), este é um subespaco de U ® V. E claro
que W C ker(T ® F'), mostremos entao a outra inclusdo. Consideremos o espaco quociente

(U®V)/W e a transformacao linear canénica
J: UV +— UV)/W
z — z '

14



(iii)

Para o produto tensorial U’ ® V' consideremos o seguinte diagrama:

U x V' LU V!,
hl/
UQV)/W

onde h(T(u), F(v)) := J(u ® v). Vejamos que h estd bem definida. Sejam T'(u1) = T'(u) e
F(v1) = F(v), entao u; —u :=ug € ker(T) e v1 — v := vg € ker(F), logo
up vy = (u+u2)® (v+ ve)
= UVt uUu®v2+us ®V+ us Qv

= uRv+ (U®uvy + ux ® v+ uy ®vy),
onde u @ vy +u2 @V + ug @v2 € U @ ker(F) + ker(T) ® V = W, isto mostra que
U QU —uuv e W,

logo J(u®v) = J(u; ® v1). Notemos que h é bilinear, portanto induz a transformacao linear
H dada por

H(T(u) & F(0)) = h(T(w), F(v)) = J(u @),
donde H(T ® F) = J. Seja z € ker(T ® F), entao H(T ® F)(z) = H0)=0= J(z2) =%, 0
qual indica que z € W.
Sejam 11 : Uy — Us, 15 : Us — Us e Fy : Vi — Vo, Fy @ Vo — V3 transformagoes lineares,

entao,

(Tg o Tl) X (Fg o Fl) = (T2 X FQ) o (T1 &® Fl)

Em forma matricial,
(A2 A1) @ (B2 - B1) = (A2 ® Ba) - (A1 ® By).

Com efeito,
(T @ Fy)o(Th @ F1)(u®v) = (Th® F)(Th @ F1)(u®v))

(T> ® F2)(Ti(u) ® F1(v))

= (T(T1i(u) @ (F2(F1(v)))
(To 0o Th)u) @ ((F2 0 F1)v)
( ) ®

(TQOTl (FgoFl))(u@)v)

15



(iv) Sejam T :U — U e F: V — V' transformacoes lineares bijetivas, entéo,
(ToF)t=T"teoF

Matricialmente,

(AoB) ' =A@ B!
(v) Sejam T e Fi, F, transformacoes lineares compativeis para as operagoes indicadas, entao,
T +F)=ToMN+TeF.

Em forma matricial,

A® (B1+ B2) =A® B+ A® Bs.
De forma, similar se tem distributividade pelo lado esquerdo.

(vi) T:U = U e F:V — V' transformacoes lineares e seja \ € k, entéo,

AT @ F=T® (AF)=AT®F).

(vii) Sejam A € M, (k) e B € M,,(k), entao,
tr(A ® B) = tr(A)tr(B),

det(A ® B) = det(A)™det(B)".

Lembremos que duas matrizes A,C € M, (k) sao semelhantes se existir uma matriz P €
M, (k) tal que
pPlAP =C.

E dizemos que matrizes A, C' € M, (k) sao ortogonalmente semlhantes se existir uma matriz

ortogonal(ie. P! = P~!, P! denota a transposta de P) P € M, (K) tal que

P'AP = C.

(viii) Sejam A,C € M, (k) e B, D € M,,(k), tais que A é similar a C' e B é similar a D, entéo,

A® B é similar a C ® D.

(ix) Sejam A € My (k) e B € Mp,(k), @ um autovalor de A com autovetor u e f um autovalor de

B com autovetor v. Entao, u ® v é um autovetor de A ® B com autovalor af.

16



Exemplo 1.7 Consideremos A e B da observacao (1.8) e sejam o = 1 e § = 2 autovalores
de A e B, com u = (1,0) e v = (1,—1) seus respectivos autovetores. Entao - f = 2 é um

autovalor de A ® B com autovetor u ® v = (1,—1,0,0)
(x) Sejam A € M, (k) e B € M,,(k), entao,

(A® B) = A" ® B'.
(xi) Sejam A € M, (k) e B € M,,(k) matrizes diagonalizaveis, entdo A ® B é diagonalizdvel.

Observagao 1.8 Em geral o produto tensorial de transformacoes lineares nao é comutativo, por

exemplo: sejam

11
A: eB:
0 2 13

Fazendo o produto tensorial de A ® B e B ® A obtemos

(2 0 2 0]
1B 1B 1 3 1 3
AR B = =

0B 2B 0 0 40

0 0 2 6]

e — —-—
2 2 00

2A 0A 04 00
B®A: _= s
1A 34 1 1 3 3

0 2 0 6

onde podemos observamos que A® B # B ® A.

1.2 Soma tensorial de matrizes

Nesta secao definiremos o que é a soma tensorial de matrizes, pois ela é uma das ferramentas

principais para a expressao da matriz cujo determinante é o polinémio que define a k-elipse.

Definicao 1.9 Sejam A € M, (k) e B € M,,(k). A soma tensorial de A e B é a matriz de ordem
nm x nm definida por

AGB:=A® I, +1,® B.

17



A soma tensorial de matrizes quadradas é uma operagao associativa mas nao é comutativo dado
que o produto tensorial ndo é comutativo. Vejamos a soma tensorial para tres matrizes A, B,C €
M (p, k)
ADBHC =A@ 1,0, + 1,9 B I, + I, ® I, ® C.
Produto tensorial e soma tensorial sao conhecidos como produto e soma de Kronecker.
Um resultado de muita importancia para o desenvolvimento de nosso trabalho é que a soma
tensorial de matrizes simétricas pode ser diagonalizado tratando os somandos separadamente, como

afirma o seguinte lema:

Lema 1.10 Sejam My, ..., M} matrizes simétricas e Uy, . .., U matrizes ortogonais tais que M; =
U - A; - U, onde A1, ..., A, sdo matrizes diagonais. Entdo

(Ul ®...®Uk)t- (Ml@@Mk) . (U1®...®Uk) :Al@@l\k (1.1)
Em  particular, os autovalores da soma tensorial MiSMs®...EM;, sdo somas

AL+ A2+ ... 4+ Ag onde A1 € qualquer autovalor de My, o € qualquer autovalor de Ma, etc.

Demonstragao. Mostremos a igualdade (|1.1)) pela definicao de soma tensorial e as propriedades
de produto tensorial.

(1 ®...0U,) - (Mi®...&M,) - (U1 ®...0Uy,)
= (h®..0U0) (Mi®@Ipna+...4+La1@M,) (U1 ®...0U,)

= (hU®...0U,)" (M1 ®@Im1) (U10U:®...0U,) +...

HU1®...0Up_1 @Uy)" - (Ign1 @ My) - (U1 & ... @ Uy) propr. (v)
= W@ U®...0U)" 1 M @) U1®Us®...0 Uy)] +...

H(U1 @ ... @Un 1) @Up) - (Ignr @ My) - [(U1 ® ... Q0 Up_1) @ U,]  propr. (x)
= (" M) @ U2®...0U)"T - U1 @ U®...0 Up) +...

(U1 ®...0Up 1)@ (Ut - M) - (U1 ® ... 0 Up_1) @ Uy] propr. (iii)
= (U' M- U)@[(U®...0U0)1 ] (Ua®...0 U] +...

HU1®...0U,—1) (h @ (U2 ®...0 Up_1)] @ (Ut - My, - Uy,)
= (UM - UD) @ Igne1 + ..o+ Iyn1 @ (Ut - M, - Up)
= MOLn1+4...+Ihn1®A, por hip. U;'-M; - U; = 4
= AMd...BA,.

|

Observagao 1.11 Observe que se k = R, as matrizes ortogonais U; sempre existem, porém, o

lema é valido para outros corpos, como veremos mais adiante.
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Chapter 2

k-Elipse

2.1 Representacao matricial

Nesta secao, representaremos nossa equacao da k-elipse como o determinante de uma matriz
simétrica.

Iniciamos com uma discussao com respeito ao grau da k-elipse fazendo uso da Teoria de Galois
e extensoes inteiras([4],[3]).

Consideremos R = Qlz,y,u1,v1,...,u,vg] o anel de  polindbmios e

K = Q(x,y,u1,v1,...,u, vg) seu corpo de fracoes de fungoes racionais. Sejam
g(t) =t — (x—w)® = (y—v)® i=1,....k

polinémios em K[t]. Pela teoria de Galois existe uma cadeia de extensoes quadréticas(neste caso
extensoes normais)

LOIK‘—>L1L>...L>L]€_1L>L]€:L

onde L1 = K()\l),LQ = Ll()\g), e 7Lk—l = Lk—2()\k—1) (§] Lk = Lk—l()\k) com

A= V(@ —wi)? + (y — v;)? (2.1)
e & Li_1(i=1,...,k). O grau da extensdo de L sobre K é 2¥ com base

B={Ba= [ M 1C A},

N €T

onde A ={\,Aa,..., \x}. Se I = & entao 4 = 1.
Como L ¢é wuma extensdao algébrica normal e separdavel de K, temos que

| L: K |=| Gal(L,K) |= 2*.
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Agora vejamos quem é o grupo de Galois Gal(L/K).

Note que para os elementos Ay, ..., A\x_1 temos os seguintes corpos intermediarios entre K e L,

Lo=K— Ly 1 — Lpy=1L
0 k—1 , Lk
2

existe um Lj,_i-automorfismo de L o qual troca as duas raizes +\; de t2 — (z — ug)? — (y — vp)?,
chamamos este automorfismo de ay,.

Desde que este é a identidade sobre Li_1, o é também sobre K, assim, este ¢ um K-automorfismo
também.

Similarmente, para os elementos Ay, ..., Ai—1, Ai+1,-- ., Ax temos o corpo intermedidrio Li;—1 =
KA,y N1, Nit1, -« -5 Ag), logo existe um L};_l—automorﬁsmo «; de L que permuta as raizes £;
paracadai=1,...,k — 1, e o; é também um K-automorfismo.

Os automorfismos achados agem sobre as raizes Aq, ..., A\ como segue:
it N =\
)‘j — )‘j ] 75 J

k . ,
Compondo estes automorfismos temos por exemplo que [[; ; a; troca o sinal das raizes A; e os
2 1715 s TTF - dei : i S 30 iouais
automorfismos a;”, [[,2; o Hj:1 a; deixam fixos os );, aasim estes automorfismos sao iguais a

identidade id. Portanto o grupo de Galois Gal(L/K) é

Gal(L/K) = {ya = [ i, 7' € A},

a; eI’

onde A’ = {aq,a9,...,a;}, com | Gal(L, K) |= 2*.

Observagao 2.1 Por abuso de notacao consideraremos por agora os u;,v;,d variaveis, ja depois

0s consideraremos como numeros.

Agora considere a seguinte expressao

k
pr(z,y) = H <d — Z oi -V (x—u)?+ (y— vi)2> , (2.2)
i=1

(J’ie{—l,l}k

como uma equagao px(z,y) = g(d) € Ld].

Observacao 2.2 Note que o lado direito de (2.2]) se anula sobre a k-elipse, o que significa que a

k-elipse esté contida no conjunto de zeros de pg(x,y).

O seguinte lema nos diz que a expressao (2.2)) é de fato um polinémio irredutivel de grau 2* em d.

Antes de entrar ao nosso lema, precisamos enunciar o seguinte resultado da teoria de Galois.
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Proposicao 2.3 (,pmp4.4 pdg. 553) Seja G um grupo finito de automorfismos de um corpo
H, e seja F seu corpo fizo. Seja {f1,...,0r} a drbita de um elemento 5 = /1 € H sobre a a¢do

de G. FEntao B € algébrico sobre F, seu grau sobre ' € r, e seu polinémio irredutivel sobre F €

9(z)=(z—=PB1)...(2 = Br).

Lema 2.4 A expressdo descrita em ¢ um polinémio monico irredutivel de grau 28 na varidvel

d.

Demonstracao. Pelo exposto anteriormente, podemos aplicar a proposicao aH=L F=K
,G = Gal(L/K) e tomar o elemento = Zle Ai(A; como em 1) em L. A 6rbita de 8 pela acao
do grupo de Galois G é

k
Orb(p) = {Z 0 * )\i} , 0 € {1, 1}k’

neste caso r = 2F. Portanto, temos que § é algébrico sobre K, com polinémio irredutivel

k
Bi€Orb(B) oe{-1,1}F i=1
de grau 2¥. Observe que este é um polinémio moénico na varidvel d, cujos coeficientes sio funcdes

simétricas elementares dos 3; € Orb(3),

2k
s1=> Bi
i=1
s2=B1B2+ B1Bs+ ...+ Bor_1Bor = > Bib
i<j

ss= Y BiBibBn

i<j<k

Sok = 182 .. Box.

Por outro lado, temos que R é um DFU com corpo de fragoes K, entao os elementos de K inteiros
sobre R sao precisamente os elementos de R. Segue que os coefiecientes s; de g(d) sao inteiros sobre
R(pois os \; sao inteiros sobre R, logo a soma e o produto deles é inteiro sobre R) e além disso
pertencem a R. Assim, temos que g(d) pertence a R[d].

Portanto, concluimos que g(d) é um polinémio moénico irredutivel na varidvel d em R[d], de

grau 2¢. m

21



Observagao 2.5 Note que o grau do polinémio pg(x,y) é no méximo 2F nas varidveis x, y, de fato,

podemos tomar o limite a

k
. pr(2,y . 1
Limy xg—kl) = lm 11 (d—ZGr\/(x—uz-)M(y—m)?)
T—>00 ce{—1,1}k =1

) d k T —u;)? — ;)2
= lm ] (x_l Ji'\/( x2)+(yx2)>

Mais adiante explicitaremos os graus efetivos deste polindmio, e veremos que ela vai depender de

k ser par ou impar.

O seguinte teorema mostra que nosso polinomio px(x,y) pode ser representado pelo determi-

nante de uma matriz simétrica.

Teorema 2.6 Sejam (uy,v1),..., (ug, vp) € R?, definimos a sequinte matriz 28 x 2%
T — U Yy — v . .| T — ug Y — Vg
Ly(z,y) :=d- Iy + d.. (2.3)
y—v1 —TH+u Y=V —T+ug
Entao a k-elipse tem a sequinte representacdo como determinante

Demonstragao. Seja L o corpo como na demonstragao do lema|2.4] e consideremos a matriz 2 x 2
que aparece na soma tensorial de ([2.3])
T—U Y=

M; =
Yy—v —T+u

2

Podemos observar que os autovalores de M; sdo £+/(z — u;)2 + (y — v;)2 e que a matriz M; é

ortogonalmente similar a uma matriz da forma

A \/(SE - ui)2 + (y - Uz)Q 0
Z 0 Vo= )+ (g = )
com matriz ortogonal
U = 1 (. —w) +c Y=
V@ w et ok | oy—v (@ —w)te)|



onde ¢; = \/ (x —u;)? + (y — v;)%. Como o lema ¢é valido para qualquer corpo, em particular
para L, o que implica que a matriz Ly (z,y) seja ortogonalmente similar a uma matriz diagonal de

ordem 2% x 2% com entradas na diagonal da forma

k
d—i-ZO'i‘ Vi —u)?+ (y—v)2, o;€{-1,1} (2.5)
i=1
Com efeito, temos que U; é matriz ortogonal tal que M; = U; - A; - U;T parai=1,...,k, logo pelo

lema [I.10l

(U1®...0U)T - (Mid...6M) - (U1 ®...0U) = AMid... &M

além disso, se denotamos por V =U1®...QU,, N = M®...OMp e Z = Ai& ... DAy, temos que

VI d Iy +N)- V=V (d-Ipw) - V+VT .N.V=d Iy + Z = Dy,

onde Dj é uma matriz diagonal com entradas na diagonal da forma (2.5). Logo o polinomio que

representa a k-elipse é dado por
detLy(z,y) = det(VT-(d- Ly +N)- V)
= det(d- Iy + Z2)

k
- H (d_zai'\/@—ui)2+(y—vz’)2>
i=1

oe{-1,1}k

= pr(z,y).

2.2 Grau da k-Elipse

Agora com nossos resutados anteriores, podemos demonstrar nosso teorema principal:

Teorema 2.7 A k-elipse tem grau 2% se k é impar e grau 2k-(k];2) se k € par. Este polinomio tem
a sequinte representagao

pe(x,y) = det(x - Ay +y - By + Cy) (2.6)

onde Ay, By, e C), sGo matrizes simétricas de ordem 2% x2F. As entradas de Ay, e By, sdo nimeros in-
teiros, e as entradas de Cy sa0 formas lineares nas varidvers

d, U1, V1, ...y U, Vg
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Demonstracgao.
Para mostrar a afirmacdo que concerne ao grau de pg(z,y) como polinémio em (z,y), vamos
considerar o seguinte polinémio
g(t) := pg(tcos B, tsinh)
em Q(cosf,sinf).

Devemos mostrar que

2k se k é impar,
deg,(g(t)) =
2k (kljz) se k é par.

Primeiramente mostremos o seguinte: seja f(x,y) um polinémio de grau r, entao g(t) = f(t cos6,tsinf))
ten grau r na variavel t.
Como todo polindmio pode ser expresso como a soma de polindmios homogéneos, podemos

supor que f(z,y) é homogéneo:
flz,y) =apx” + ar1z" y+ . arzy" 4 agy”
Substituindo (z,y) = (tcosd,tsinf) em f(x,y) temos

g(t) = f(tcosh, tsinh)
= t"(apcos” O + a,_1cos” ! Osinf) + ...+ ajcosfsin” ! O + agsin” 0)
= t"cos” 0 (a, + a,_1tanf + ... + ajtan” 0 + aptan” 6)
(*)

como tan @ é trascendente sobre Q, temos que a expressao em (*) nao é nula. Portanto, o grau do

polinémio g(t) é r.
Do teorema [2.6] temos que

pk(x7y) = det Lk(x7y)7

com
T — Ul Yy — v . .| — Uk Y — Vg

Li(z,y) =d- Iy + D..
y—v1 —r+tup Y=V —TFug

Desenvolvendo a soma tensorial acima, podemos escrever Ly(z,y) como

r oy | . ey
Li(z,y) = D...0 + C
y —x y -

= zAp+yBr + Cy,
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onde

1 0. 1 0
Ay = &...b :
0 —1 0 —1
01 . [0 1
By = ®...P
1 0 10
€
—U —v . . —Uu —v
Cyp = ! ! D...® F F +d- L.
—V1 Ul —Vr  Ug

Substituindo (x,y) por (tcosf,tsinf) obtemos

) cosf sinf | . . |cosf sinf
Li(tcosf,tsinf) =t - D...d + Cy
sinf —cosf sinf —cosf

e Cj nao depende de t. Denotemos por

cosf sinf

sinf —cosd
E facil ver que a matriz A é ortogonalmente similar a

1 0
0 -1

F =
com matriz ortogonal

cos(0/2)  sin(6/2)
sin(6/2) —cos(6/2)

Seja
U=B®...0B8
————
k vezes
e multipliquemos antes e depois em 1' por UT e U. Daqui obtemos

UT-Lk(tCOSH,tsiDH)-U:t-Ek+UT-Ck-U,

onde

(2.7)

(2.8)



Observe que a matriz F} é uma matiz diagonal cujas entradas sao somas de k cépias de —1 ou 1
em todas as 2F possibilidades.

Agora, vejamos que

vT.Cc,-U = UT-(d-Iy) - U+UT- || &...d U
—U1 Ul —V Uk
uy —v . . —up —v
= d-Ip+ BT | YeBlé...alBT-| " *|.B (2.9)
—vU1 U —Vr  Ug
além disso, note que

BT- —U; —U; B— —a; bz
—U; Uj bz Q;

onde a; = u;cos@+v;sinf e b; = u; sinf —v; cos§. A matriz UL - Cy,-U é uma matriz cujas entradas

na diagonal sao da forma

k
d+Y oi-a;, o0p€{-1,1}. (2.10)
i=1
Como d,u;,vi(i = 1,...,k) sao algebricamente independentes sobre Q(cosf,sinf), a expressao

(2.10]) é diferente de zero. Entao

k
UT - Li(tcos,tsin®) - U = M(by,... .bg,d+ > 0i-(t+a;), o;€{-1,1}
i=1
onde M = M(by,...,bg,d+ Zle oi - (t + a;)) denota uma matriz com entradas na diagonal da
forma d + % oy (t+a;), 0y € {—1,1}.
Lembremos que a matriz Fj, em (2.8) é uma matriz diagonal cujas entradas que sdo somas de
k cépias de —1 ou 1 em todos os 2F possibilidades. Em conseqiiéncia temos que nenhuma destas
somas ¢é zero se k é impar, e exatamente ( k;];2) destas somas sao zeros quando k é par, o que mostra
que o posto de Fj é 2% quando k é fmpar e 2F-( k’;Z) quando k é par. Isto quer dizer que a matriz
M possui a varidvel ¢ 2F-vezes em sua diagonal, quando k é fmpar, e 2F-( k:];2) vezes quando k é par.
Portanto
k 2k

deg(g(t)) = deg(det(M (by,...,d + Zai (t+ ) =
i=1 2k — (,!;2) se k é par.

se k é impar,

Exemplo 2.8 Vejamos quem sao as matrizes Ay, By e C do teorema para os casos k = 2, 3.
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Para o caso k = 2 as matrizes Asy, By e (9 sao dadas por:

[2 0 0 0]
1 0 1 0 000 O
A2 — = - E2a
0 -1 0 -1 000 O
0 0 0 —2
(0 1 1 0]
0 1. 1]0 1 1 0 01
10 10 1 0 01
01 1 0f
e
-d — Ul — U2 —U1 —V2 0 |
Cy— —up —U1 & —Ug —U2 Ly — - d+u; — u2 —v9
—U1 (75} —V2 u9 —V2 0 d— Ul + U2 —U1
L 0 —V9 —Uq d+u + U2 |
Assim a matriz Lo(z,y) é dado por
_d+2x—u1—u2 Yy — U1 Y — v 0 |
—v d+u; —u 0 —
Li(w,y) = - Ay +y-By+Cy = o L ?
Yy — v2 0 d—uy + uz y—u1
i 0 T Yy — U1 d — 2z + uy + ug |
Podemos ver que a matriz Fo tem posto 2, logo, o grau do polinémio
p2(w,y) = det La(z,y)
é 2.
Para o caso k = 3 temos
300 0 00 0 0]
010 0 0 O 0 0
001 0 0 O 0 0
1 0.1 o . |1 o0 000 -1 0 O 0 0
Az = & ) = = L3,
0 -1 0 -1 0 -1 000 O 1 O 0 0
000 O O -1 o0 0
000 O O O -1 o0
000 O 0 O 0 -3
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01101000
10010100
100100010
By — 0 1 6 0 1 G 0 1 _ 01 100001
10 10 10 10000110
01 001001
00101001
0001011 0]
Oy = —u; —U & —Uz —V2 & —u3z —v3 td- Iy
—U1 U1 —vV2 U2 —U3 Uz
_d—ul—u2—u;; Y — U1 Y — Vg 0
—vy d+uy —us — us 0 —Uy
—U9 0 d—ui 4+ us — us -
0 —U9 - d+ up + ug — us
—v3 0 0 0
0 —v3 0 0
0 0 —v3 0
i 0 0 0 —v3
g 0 0 0 ]
0 —v3 0 0
0 0 —v3 0
0 0 0 —v3
d—uy — ug + us —v1 —v9 0
-1 d—+ u; — us + us 0 —U9
—9 0 d—u1 + us + usg -1
0 —v9 —v1 d+ u1 + ug + ug |
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Assim a matriz L3(z,y) é dado por

_d+3$—U1—U2—U3 Yy — U1 Y — Vg 0
y—u1 d+2x+up —u —us 0 Y — V2
Yy — V2 0 d+x —uy +u — ug y—v
0 Y — v Yy — U1 d— o+ u; +uy — us
Y — U3 0 0 0
0 Y — U3 0 0
0 0 Yy — U3 0
i 0 0 0 Y — U3
y— 3 0 0 0 ]
0 Yy — U3 0 0
0 0 Y — U3 0
0 0 0 y—us
d+x —u; —uy +us Yy — U1 Y — Vg 0
T d— x4+ u — us + ug 0 Y — Vg
Yy — v 0 d—x—uy +us +u3 y—ul
0 Y — Vg Yy — U1 d—3x+u1+u2+U3_

Repare que a matriz F3 acima tem posto 8, portanto o polinémio p3(z,y) tem grau 8.
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Chapter 3

Geénero da k-elipse

Neste capitulo, consideramos o caso particular k = 3 da k-elipse com focos {(u;,v;)}5_; especificos.
Explicitaremos o polindémio p3(z,y) e estudaremos as singulares e seu género. Para estudar as
singularidades de um polinémio, primeiro relembraremos um pouco do que é um ponto singular,

sua multiplicidade, a reta tangente que passa por ele e o tipo de ponto que ele é (ver 7], p 32,53).

3.1 Pontos singulares

Seja C' C k? uma curva definida pelo conjunto de zeros do polinémio F(z,y) € K|x,y] de grau n,
e seja P = (a,b) € C.

O ponto P é chamado ponto simples de F' se a derivada
F.(P)#0 ou Fy(P)#0.

Neste caso a reta

Fo(P)(x —a) + Fy(P)(y —b) =

¢é chamado a reta tangente a curva C' em P.

Um ponto que nao é simples, é chamado ponto singular.
Definigao 3.1 Suponha que P = (0,0) e escreva
F=F,+Fnp1+...+F,,

com F; polindmio homogéneo de grau i para m < i < n e F,, # 0. Definimos m como a multiplici-

dade de F' em P, e escrevemos m = mp(F).
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Sep ¢ C, mp(F) =0

Agora suponha que P = (a,b) # 0, escrevemos
F(x+a,y+0b) = Fy(z,y) + (termos de grau > m).
O polindémio homogéneo F,(x,y) pode ser decomposto como:
Fr = [J(iz + Biy)™,
onde os fatores lineares «o;x + B;y sao retas distintas. As retas
li = ai(x —a) + Bi(y — b)

sao as retas tangentes de F' em P. O expoente r; é a multiplicidade da tangente I;

Usando regras de derivacao se pode verificar que P é um ponto simples se, somente se, m =
mp(F) = 1 e neste caso F] é exatamente a reta tangente de C' em P. Se mp(F) = 2,3,...,m,
P é dito um ponto duplo, triplo, ..., m-uplo. Um ponto m-uplo P € C é ordinério se F' admitir m
tangentes distintas no ponto P. Um ponto duplo ordinario é chamado um no. Uma cuspide é um

ponto duplo com tangentes coincidentes.

3.2 3-elipse

Definicao 3.2 A k-elipse algébrica é definida como o fecho Zariski da k-elipse, ou, equivalente-

mente, o conjunto de zeros do polinémio px(x,y).
Agora consideremos a equagao que da 3-elipse

p3(x,y) = det L3(z,y)

onde L3(x,y) é dado no exemplo Pelo teorema temos que o grau deste polinémio é 8.
Podemos ver que o conjunto de pontos reais na 3-elipse algébrica consiste em 4 ovais, corre-

spondentes para as equagoes

V(@ —w)2+ (y—v)2 £V (@ —u)? + (y —v2)2 £/ (x —us)? + (y — v3)2 = d.

Se consideramos o raio d como uma varidvel, em adigao as variaveis x e y, entao pelo teorema

temos uma superficie irredutivel {py(z,y,d) = 0} de grau 2.
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®

Figure 3.1: O fecho Zariski da 3-elipse é uma curva algébrica de grau 8(ver [2] pag. 8 )

Figure 3.2: superficie irredutivel {ps(z,y,d) = 0}(ver [2] pag. 9)

Substituindo os pontos (u1,v1), (ug, v2), (us,v3) por (—1,0),(1,0),(0,1) e tomando d = 1 em
p3(x,y), obtemos o seguinte polindémio:
p3(z,y) = 92° 4+ 362%)° + 54zy? + 362%y° + 9y8 — 2420y — 722493 — T22%5 — 2497
—88x8 — 17621y — 8822yt + 1122y + 12822y + 16y° + 1282 — 322%y?
—16y* — 25622y + 64y°

Agora analisemos o tipo de singularidade que ps(z,y) possui, para isso calculemos o gradiente de
b3\x, y)

p3(x,y)e = 7227 +2162°y% + 21623y* + 722y — 1442y — 28823y — 144xy° — 5282°
—70423y? — 1762y* + 448x3y + 2562y> + 5122° — 64xy? — 512zy,

p3(z,y)y, = T722% +2162%y® + 2162%° + 72y7 — 242° — 21621y — 3602%y* — 168y°
—352z%y — 3522297 + 1122 + 38422y? + 80y* — 6422y — 64y> — 25622
+192¢°.
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Os pontos singulares sao calculados fazendo

p3(z,y) = p3(x,y)e = p3(x,y)y = 0.

Resolvendo as equacoes acima podemos obter os seguintes pontos de intersecao
(1,-1),(—=1,-1), (0,0) e (0,2), cujas multiplicidades em p3(z,y) sdo 2,2,3 e 2 respectivamente.
Existem outros pontos chamados pontos no infinito([7] p 44), tais pontos sao calculados homo-

geneizando o polindémio p3(z,y), isto é,

ps(x,y,2) = 928 + 3625y% + 54aty? + 3622y° 4+ 9y® — 24a0yz — 722132 — 722752
—24y" 2 — 882522 — 17624y 2% — 88x%y*2? 4 1122ty 23 + 12822323

+16°23 + 12824 2% — 3202922 — 16y 2% — 25622%y2° + 64425,

logo calcular os zeros do polindmio
p3(z,y,0).
Note que
p3(x,y,0) = 9(a? + y*)*,
logo os pontos no infinito sao (1,7) e (1, —i) de multiplicidades 4.
Repare que o ponto (0,0) é um ponto triplo ordindrio pois nesse ponto o polinémio p3(z,y) tem
3 tangentes distintas, isto é:
fa(z,y) = —2562%y2" + 64y°2°
= 64y(—1622 + %)

= 64y(y — 4z)(y + 4z).

Agora vejamos que tipo de ponto é (0, 2). Para isto vamos substituir (z,y) por (z,y+2) em p3(x,y)
para logo obter

fle,y+2) = 928 + 3626y2 + Sdxdyd + 362:2y6 + 9y8 + 12026y + 360x4y3 + 3602:2y5 + 120y7
= 4826 + 688x4y2 + 1352z22y4 + 672y6 + 27224y + 2304x2y3 + 2032y5 — 6424 + 1504x2y2
= +3504y4 — 51222y + 3264y3 — 102422 + 1280y2,

daqui temos que

fa(x,y) = —102422 + 1280y2
= —256(2z — V5y)(2z + V5y),

assim vemos que as retas tangentes distintas de ps(z,y) em (0,2) sdo
Lh=2c—V51y—2) e
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Iy =2z +V5(y — 2),

logo o ponto (0,2) é ponto duplo ordindrio. De maneira similar se pode verificar que os pontos
(1,—1) e (—1,—1) s@o pontos duplos ordinarios.
Agora vamos a calcular o género([7] pdg. 102]) de nossa curva. Lembremos que o género é dado

pela seguinte equacao:
_(n—=1)(n—2) np(np — 1)
g - 2 Z 2 9

onde n é o grau do polindmio e np é a multiplicidade de P. Substituindo as multiplicidades dos

pontos singulares em (3.1]), obtemos
8§—1)(8—-2 2(2-1 3(3—-1 44 -1
PELERTLE N PR L S

(3.1)

2 2 2 2

Portanto a 3-elipse é uma curva com género 3. Do jeito similar pode-se ver que o circulo e a elipse

Figure 3.3: Fecho Zariski da 3 elipse com raio d = 1

sao curvas de género zero. Existe um programa chamado SINGULAR que facilita o calculo do
género da k-elipse para os casos k = 1,...,4. Por exemplo, para o célculo do género da 3-elipse,

prosseguimos da seguinte maneira:

ring r=0, (x,y),dp;

LIB "normal.lib";

matrix M[2] [2]=x+1,y,y,-x-1; //matriz M_1=M no ponto (-1,0)
matrix N[2] [2]=x-1,y,y,-x+1; //matriz M_2=N no ponto (1,0)

matrix 0[2] [2]=x,y-1,y-1,-x; //matriz M_3=0 no ponto (0,1)

matrix I[2][2]=1,0,0,1; // matriz identidade

matrix I3[8][8]=tensor(I,tensor(I,I)); matriz identidade I_8
matrix M3[8] [8]=tensor (M,tensor(I,I)); matriz M\otimes I\otimes I

matrix N3[8] [8]=tensor(I,tensor(N,I)); matriz I\otimes N\otimes I
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matrix 03[8] [8]=tensor(I,tensor(I,0)); matriz I\otimes I\otimes O
matrix D3=I3+M3+N3+03; //matriz da 3-elipse com raio d=1
det(D3); // polindmio p_3(x,y)

ideal j=det(D3);

genus(j); // género da 3-elipse

//g=3

ideal J=j,jacob(j);

minAssGTZ(J); //pontos singulares

LIB "surfex.1lib"; // desenho da 3-elipse

ring r1+0,(x,y,2z),dp;

poly f=det(D3);

plotRot (£);

parak=1,...,4, sao 0,0, 3,6 respectivamente.

No caso d = 8 temos o seguinte polinémio

gz, y) = 92° + 36257 4 5daty? + 362290 + 9y°® — 2420y — 72247 — 72220
—24y" — 18522% — 54682%y? — 5380x%y* — 1764y° + 3640xry + 718422y3
+35441° + 121718z + 23810822 + 116534y* — 18119222y — 1546643>
—277023622 — 2808036y + 1936872y + 13752585

Figure 3.4: Fecho Zariski da 3 elipse com raio d = 8
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Chapter 4

Generalizacoes

A representacao semidefinida da k-elipse do teorema pode ser generalizado em muitas diregoes.
Nossa primeira generalizacao corresponde a inclusao de pesos positivos arbitrarios para as distancias,
enquanto a segunda generalizacao é estender nossos resultados de curvas planas a dimensoes

maiores.

4.1 k-Elipses ponderadas

Consideremos k pontos (u1,v1), ..., (u1,v1) no plano real R?, um raio positivo d, e pesos wi, . . ., Wy

Definimos a k-elipse ponderada como a seguinte curva plana:

k
{(9079) eR?: Zwi'\/(x_ui)2+(y_vi)2 Zd},
i—1

onde w; indica o peso relativo da distancia desde (z,y) ao i-ésimo foco (u;,v;). O interior da

k-elipse ponderada é a regiao convexa

k
Ek(w) := {(az,y) cR?: Zwi V(r—u)2+ (y— )2 < d} :
i=1

O fecho Zariski da k-elipse ponderada é a k-elipse ponderada algébrica, dada pelos zeros da seguinte

expressao:
k
@y =[] (d > owi V(@ —w)+ (y - vi)2> : (4.1)
oe{—1,1}k i=1
Observagao 4.1 Assim como no capitulo 2, d,u;,v;(i = i,...,k) foram consideradas varidveis,

neste capitulo também os consideraremos variaveis, além disso, adicionaremos outras novas variaveis

Wiy ooy Wk
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Podemos considerar pf(z,y) € L'[d], onde L’ é a extensao k-quadratica de K'(com grau de extensao
2F), isto é

L/ = K/(Mla" : 7Mk)7

onde p; = wiv/(x —u;)2+ (y—v;)2 (i = 1,...,k). Cada y; satisfaz um seguinte polinémio da

forma

gi(t) =t* —w?((x — w)* + (y — v;)?) i=1,...,k
qi(t) € K't], com K' = Q(z,y,u1,v1,wi,...,u, vk, wg) o corpo de fragoes de fungoes de
R = Qlx,y,u1, v1, w1, - - - , Uk, Vg, Wi|-

O grupo de Galois Gal(L'/K') é dado por:
Gal(L'/K') = (o1, 0, ..., o)),
onde os o sdo automorfismos de L’ fixando K', com
QL —
A ordem de Gal(L'/K') é 2.
Lema 4.2 A expressao ¢ um polinémio ménico irredutivel de grau 2% na varidvel d.

Demonstragao. A demonstragao deste lema é similar ao lema ]

Este polinémio (4.1) pode ser construido da mesma forma como em , ou seja, como o
determinante de uma matriz simétrica de ordem 2% x 2.

A construgao desta matriz é similar ao do teorema [2.6] neste caso a matriz generalizada é dada

Ccomo segue:

Tr — Uy Yy — v . . T — Uk Y — Vg
D...Dwg

y—v1 —r+up Y— v —T+ ug

LY (x,y) :=d - Ik + w1

O seguinte teorema é uma generalizacao do teorema [2.6

Teorema 4.3 O polinémio que define a k-elipse ponderada tem uma representagdo como o deter-

minante de uma matriz simétrica L (x,y), isto é:
pi(2,y) = det L (z, y). (4.3)

O grau deste polinomio é:
deg(p (z,y)) = 2" — [P(w)],

onde P(w) = {o € {-1,1}*: Zle ow; = 0}.
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Demonstragao. Seja L = K(wi/(z —u1)2 + (y —v1)?),...,we/(x —ur)? + (y — vg)?), e con-

sidere a matriz

T—up YU
M,-:w,--
Y—v; —T+U

Tal matriz é ortogonalmente similar a uma matriz da forma

A= - V(@ —ui)? + (y — ;) 0 |
0 V= u P+ =)
com matriz ortogonal
U —. 1 (x —w;) + ¢ Y — v
l V(& —wi) + ) + (y —vi)? Y — —((x —w) + )

onde ¢; = v/(x — u;)% + (y — v;)2. Logo pelo lema m temos que
(N1®...0U)T - (Mi®...6M) - (U1 ®...0U) = Md... HA.

onde A1®...HAy é uma matriz diagonal com entradas da forma

k
ZUZ‘ CWj e \/(JU — ui)2 + (y — UZ‘)Q, o; € {-1,1}
=1

(4.4)

Denotando por V =U1 ® ... @ Uy, N = M1& ... &My, Z = A\iD ... DAy, e multiplicando antes e

depois em L (x,y) = d - Iox + N temos

VId Iy +N)-V=VT(d-Ip)- V+ VT .N.V=d- I+ Z = Dy

onde Dj é uma matriz diagonal com entradas da forma

k
d+ZUi'wi . \/(:c—ui)Q—i— (y—v)?, o;,€{-1,1}
i=1

Assim, o polinémio da k-elipse ponderada é dada por:
detLy(z,y) = det(VT .- (d-Iyn +N)-V)
= det(d- Iox + Z)

k
= ]I (d_zgi'wi'\/($_ui)2+(y_vi)2)
=1

oce{-1,1}F

= pi(z,y).
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Agora para ver o grau do polinémio pf(z,y), consideremos o seguinte polinémio
g(t) == pg(tcosb,tsind).
Devemos mostrar que

degy(g(t)) = 2° — |P(w)],

assim, substituindo (¢cos#,tsinf) em L{ (x,y) obtemos

w ) cosf sinf | . . cosf) sinf
Li(tcosO,tsinf) =t |wr- | ©...0wg- | + Ck(w), (4.7)
sinf —cos6 sinf —cos6
onde
—UuU] —v . . —Uup —U
Cr(w) =wy - ! ! ©®...Owy - g g +d- Iy,
—Uvr W —Vr Uk

o qual nao depende de t. Como

1
BT . A.B= ,
0 —1

onde A e B sao como na demonstracao do teorema

Seja

U=B®...®B.
—_—
k vezes

Multipliquemos antes e depois por UT e U a equacdo
UT . L¥(tcosh,tsinf) - U
= UTlt- (w1 - Ad... 0wy - A) + Cr(w)|U
twr - (
= tlw (BT A-B)®@Ip-1)+...+wp (Ip-1 @ (BT -A-B)|+UT - C(w) - U
tws - (

[
= t-Ek(w)—l—UT-Ck(w)-U

Ul AL -U)+ ..o wp- (U I @ A-U)| 4+ UT - Cp(w) - U

BT . A-B)d...dw, - (BT-A-B)]+U"-Cp(w)-U

onde



Observe que a matriz Fy(w) é uma matiz diagonal cujas entradas sdo somas de k cépias de —w; ou

w; em todos os 2F possibilidades, isto é

k
Zoiwi , 0; € {—1, 1}.
=1

Veja que
—up —vi| . : —up  —v
U Chlw) U = UL o(d-Ip)-U+UT |- |+ é. éw-| = "|-U
v wm —Vp Uk
—u; —v . . —Up —v
= d-Iyp+w - | BT . B|é. dw- (BT " *| B
—v1 U —UVg Uk
além disso,
BT, —u; —; B —a; b; 7
—V; U; bz a;

onde a; = u; cos + v;sinf e b; = u; sinf — v; cos .
Note que a matriz UL - C(w) - U acima é uma matriz cujas entradas na diagonal sao da forma

k

d—i—ZUi-wi-ai, o; € {—1,1}. (4.9)
=1

Como d,w;,u;,vi(i = 1,...,k) sao algébricamente independentes sobre Q(cosf,sinf), a expressao
(4.9) é diferente de zero.
Logo,

k
U L{(tcosh,tsing) - U = M(bl,...,bk,d—i-Zai cwi - (t+aq)), o€ {-1,1},
i=1

onde M (by,..., bk, d + Zle o; - (t + a;)) denota uma matriz com entradas na diagonal da forma

d+ Y% o wi- (t+a;), 0; € {—1,1}. Daqui, segue que

k
deg(g(t)) = deg(det(M (by,...,d+ Zai cwi s (t+a;)) = ok _ |P(w)],
i=1

onde P(w) = {o € {~1,1}* : 2% oy = 0}.

4.2 k-Elipséides

Tendo ja estudado a k-elipse no plano é natural estendé-la a dimensoes maiores para assim obter

k-elipsdide. Para isso consideremos k pontos fixos uj,...,ur em R" com w; = (u1,...,up). O
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k-elipsoide em R™ com estes focos é a hipersuperficie definida por:

k k
{XER”:Z”UZ‘—X”:d}: XGR”:Z

i=1 =1

i(uw — .%'j)2 =d,. (4.10)

Essa hipersuperficie delimita a regido convexa

k
en = {x eR": Y luy—x| < d} (4.11)

i=1
do k-elipsoide. O fecho do k-elipsdide é o k-elipsoide algébrico definida pela seguinte expressao

n

Z(ui]’ — SUj)Q , 05 € {—1, 1}

J=1

P e = ]

oe{-1,1}*

Assim como no lema se pode mostrar que py(x) é um polinémio irredutivel de grau 2" nas
varidveis x1, ..., &, € 6 monico de grau 2F na varidvel d.

Por um raciocinio similar do capitulo 3 podemos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.4 O polinomio irredutivel pj(x) que define o k-elipsdide algébrico é monico de grau

28 no parametro d, e tem grau 28 em x se k ¢ impar, e grau 2F-( k%) se k € par.

A ideia da demonstracao é apresentar o polinémio como um fator do determinante de uma matriz
simétrica de formas lineares. A construcao de uma tal matriz semidefinida positiva do k-elipsdide
é proceder da seguinte maneira. Fixemos um inteiro m > 2 y seja M;(x) qualquer matriz simétrica
de ordem m x m de posto 2 cujas entradas sao formas lineares em X, e cujos dois atovalores nao
nulos sao da forma £||x — u;||. Com isso em maos, formamos a soma tensorial destas matrizes como

na demonstracao do teorema para logo observar que p}(x) é um fator de
detLy"™ = det(d - I,k + My (x)OMa(x)D ... DM (x)) = pp " (%), (4.12)

onde os M;(x)’s podem ter uma forma estandar de tamanho m x m, com m =n + 1

0 T1— Ul T2 — U2 ... Ty — Un
T1 — Us1 0 0 0
MZ(X) = | T2 — U2 0 0 0 5

tal matriz tem posto 2 com autovalores nao nulos
£fJu; —x||
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Por exemplo, para n = 2 temos a seguinte matriz

0 T—uj Y—uv;
M;(x) = |2 — u; 0 0
Y — v 0 0

Estas matrizes M;’s possuem autovalores zero e

£/ (@ —u)? + (y — v:)?

de multiplicidade 1 cada. Neste caso temos que pi(x,y) divide pi’:}(m,y), de fato, cada M; é

ortogonalmente similar a uma matriz da forma

V(@ —u)? + (y — ) 0 0
A= 0 V(@ —u)2+ @y —v)? 0,
0 0 0
com matriz ortogonal
c? c? 0
1

U; = NG —(z—w)e (x—u)e V2y—wv) |,

onde ¢ = /(z — u;)2 + (y — v;)2. Pelo lemam temos
(U1 ®...0U)T - (M1©...6M) - (U1 ®...0 Uy) = Ajd ... BA,

onde A6 ... HA, é uma matriz diagonal de ordem 3* x 3¥ com entradas na diagonal da forma

k
D ok oie{-1,1} (4.13)
=1

onde \; toma valores 4=+/(x — u;)2 + (y — v;)2 ou 0. Logo
VILAV = A @ A ® ... ® Ay + dIgx = Dy,

onde V=U;®...Q U e D; é uma matriz 3* x 3% com entradas da forma

k
d+ ) oiki.
=1

Segue que
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2.3

Dy, detLi’?)(x, Y)

11 (d - Z: mz)

k k
H (d — g; - )\z> H (d + Ui)\i> 5
i=1 ;=0 i=1

oe{—1,1}FX\#0
daqui, temos que pg(x,y) é um fator pz’?’(:r, ).

(z,9)

Ideia da demonstracao do teorema 4.4.
Afirmacao: py(z,y) é um fator p,"" (z,y).
Com efeito: Observe que a M; possui autovalores +||x — u;|| e 0, com multiplicidade 1 e m — 2

respectivamente, de fato, basta mostrar que a seguinte matriz é singular

HZH 21 z2 Zn
z1 |lz] O 0
M; —lzl[l = | 22 0 [z 0
znw 0 0 |z|
onde ||z|| = ||x —w| e zj = xj —uw, ( =1,...,k).

Fazendo operacoes fila, podemos multplicar a primeira fila por ||z||, e multiplicar por z; a

j-ésima fila, ou seja:

Note que a primeira fila é a soma das outras filas, logo a matriz M; — ||z||I é singular. Da mesma

- -
z]”  z1llzl| 22|z zn||2]]
212 z1||z]| 0 0
220zl 0
2n2 0 0 zn ||z ]|

maneira se pode verificar para —||x — u;||. Assim M; tem autovalores £||x — u;||.

As matrizes M; sao ortogonalmente similares a uma matriz diagonal da forma

l|x — u| 0 0 0
0 —|x—wl| O 0
Ai(x) = 0 0 0 0
0 0 0 0
entao existem matrizes ortogonais U; tais que
U,"M,U; = A,;.
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Pelo lema [L.10 obtemos
(U1®...0U0)T - (Mid...6M,) - (U, ®...0 U) = Aid ... BA.
Logo, denotando por V =U; ® ... ® Uy, temos
VILAV =AM @A ®@...Q Ay +dVTI 'V =Dy

k k

onde Dy é uma matriz m” x m” com entradas da forma

k
d-f—ZO'i)\i o; € {—1,1}.
=1

Segue que
detL}™ = detUTL}™U
k
= H (d + Z O'i)\i>
oe{-1,1}k =1
k k
= H (d — o+ )\z> H <d+ Ui)\i> .
oe{—1,1}* A;#0 i=1 =0 i=1
O fator ng{_l’l}k?)\#o (d — Zle o; - )\i> tem grau 2F em x1,x9,...,x, se k é impar, e grau 2"-

(k%) se k é par. m
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