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José Luis Vilca Rodŕıguez
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Resumo

Os 2-grupos de Suzuki formam uma interessante classe de 2-grupos finitos. Eles foram

introduzidos por Higman em 1961 e foram estudados por vários autores. Por definição, se

G é um 2-grupo de Suzuki, então um subgrupo solúvel de Aut(G) permuta transitivamente

as involuções de G. Higman identificou quatro famı́lias infinitas de 2-grupos de Suzuki e

demonstrou que salvo isomorfismo todo 2-grupo de Suzuki pertence a uma destas famı́lias.

Esta dissertação é dedicada ao estudo dos automorfismos dos 2-grupos de Suzuki. Os

principais teoremas descrevem os grupos de automorfismos dos grupos A (n, θ) e B(n) (o

último isomorfo a um 2-subgrupo de Sylow de SU (3, 22n)). O resultado principal afirma

que nestes casos o grupo de automorfismos é isomorfo ao produto semidireto de um 2-

grupo abeliano elementar e um grupo isomorfo a ΓL(1, 2m), onde m = n no caso A (n, θ)

e m = 2n no caso B(n).

A descrição dos grupos de automorfismos é obtida usando métodos baseados em teoria

de grupos de permutações e grupos lineares. A ideia nova na prova apresentada para os

grupos A (n, θ), é usar a caracterização dada por Kantor dos grupos lineares que contém

um ciclo de Singer. No caso de B(n), seguimos a prova dada por Landrock em 1974, a

qual está também baseada em teoria de ciclos de Singer e num resultado devido a Hawkes,

que descreve uma parte do grupo de automorfismos de um 2-grupo.

Obtemos, como consequência, um resultado que afirma que os 2-grupos de Suzuki

que estudamos aqui, têm precisamente 3 subgrupos caracteŕısticos, e assim verificamos

parcialmente uma conjetura feita por Glasby, Pálfy and Schneider em 2011.
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Abstract

Suzuki 2-groups form an interesting class of finite 2-groups. They were introduced by

Higman in 1961 and further studied by various authors. By definition, if G is a Suzuki

2-group, then a solvable subgroup of Aut(G) permutes transitively the involutions of G.

Higman identified four infinite families of Suzuki 2-groups and proved that each Suzuki

2-group belongs, up to isomorphism, to one of these families.

This dissertation is devoted to the study of the automorphisms of Suzuki 2-groups.

The main theorems describes the automorphism groups of the groups A(n, θ) and B(n)

(the latter is isomorphic to a Sylow 2-subgroup of SU(3, 22n)). The main result states

that in these cases the automorphism groups are isomorphic to the semidirect product of

an elementary abelian 2-group and a group isomorphic to ΓL(1, 2m) where m = n in the

case of A(n, θ) and m = 2n in the case of B(n).

The description of the automorphism groups is obtained using a methodology based on

the theory of permutation groups and linear groups. The novel idea in the proof presented

here for the groups A(n, θ) is the use of the characterization by Kantor of the linear groups

that contain a Singer cycle. In the case of B(n), we adopt the proof presented by Landrock

in 1974, which is also based on the theory of Singer cycles and on a result by Hawkes that

describe a certain part of the automorphism group of a 2-group.

We obtain, as a by-product, a result that states that the Suzuki 2-groups that we

study have precisely 3 characteristic subgroups, and thus we partially verify a conjecture

made by Glasby, Pálfy and Schneider in 2011.
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Lista de Notações

Sym(Ω) Grupo simétrico de Ω

αf Imagem de α via o homomorfismo f

αG Órbita de α sob a ação de G

Gα Estabilizador de α sob a ação de G

G{S} Estabilizador pontual de S em G

|X| Número de elementos no conjunto X

CG(H) Centralizador de H em G

NG(H) Normalizador de H em G

Z(G) Centro de G

Φ(G) Subgrupo de Frattini de G

G Grupo quociente G/Z(G)

|G : H| Número de classes laterais de H em G

H oN Produto semidireto dos grupos H e N

Aut(G) Grupo de automorfismos do grupo G

D2q Grupo diedral de ordem 2q

kerµ Núcleo da aplicação µ

Imµ Imagem da aplicação µ

Fq Corpo com q elementos

Aut(Fq) Grupo de automorfismos do corpo Fq
GL(n, q) Grupo linear geral de ordem n sobre Fq
PGL(n, q) Grupo linear geral grojetivo de ordem n sobre Fq
SL(n, q) Grupo linear especial de ordem n sobre Fq
PSL(n, q) Grupo linear especial projetivo de ordem n sobre Fq
ΓL(n, q) Grupo semilinear geral de ordem n sobre Fq
PΓL(n, q) Grupo semilinear projetivo de ordem n sobre Fq
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V × Conjunto de elementos não nulos do espaço vetorial V

IG Conjunto de elementos de ordem menor ou igual a 2 no grupo G

aθ Imagem de a via o automorfismo θ

A Grupo de automorfismos de um 2-grupo de Suzuki G

K Núcleo da aplicação natural de A em Aut(G)

A Grupo quociente A/K

L Núcleo da aplicação natural de A em Aut(IG)

L Grupo quociente L/K
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Introdução

É um fato indiscut́ıvel que o estudo dos p-grupos é uma parte muito importante da teoria

de grupos. Devemos também dizer que p-grupos formam uma classe muito grande de gru-

pos. Sendo assim, para um estudo mais detalhado, frequentemente estudamos uma classe

menor de p-grupos. Por exemplo, podemos considerar a classe de p-grupos G satisfazendo

a seguinte condição: O grupo Aut(G), de automorfismos de G, permuta transitivamente

o conjunto de subgrupos de ordem p de G. Agora, no estudo de p-grupos, o primo

p = 2 frequentemente comporta-se de maneira diferente dos outros primos, no sentido

que muitos dos teoremas para p-grupos, com p ı́mpar, não são válidos para 2-grupos. Por

exemplo, Shult [1] mostrou que, se G é um p-grupo com p ı́mpar, satisfazendo a condição

anterior, este deve ser abeliano. Isso não acontece se p = 2. Temos, por exemplo, o

grupo A(n, θ), com θ 6= 1, apresentado em [2, p. 294]. Sendo assim, consideremos os

2-grupos que satisfazem a condição anterior. Em 2-grupos, esta condição é equivalente a

dizer que o grupo Aut(G) permuta transitivamente o conjunto das involuções de G. Se

temos um 2-grupo não abeliano com uma única involução, este é isomorfo ao grupo dos

quatérnios generalizados (veja [3, p. 14]). Os 2-grupos G não abelianos com mais de uma

involução, nos quais um subgrupo solúvel de Aut(G) permuta o conjunto das involuções

transitivamente, são chamados 2-grupos de Suzuki. Estes grupos foram estudados por

Higman em [4]. Neste artigo Higman classifica os 2-grupos de Suzuki em quatro classes:

A(n, θ), B(n, θ, ε), C(n, θ) e D(n, θ, ε) (veja as definições na seção 2.1).

Este trabalho é dedicado ao estudo de grupos de automorfismos dos 2-grupos de Suzuki

A(n, θ) e B(n), definidos na seção 2.4. Nosso teorema principal, teorema 3.1.1, é o seguinte:

Teorema. Seja G um 2-grupo de Suzuki isomorfo a A(n, θ) ou a B(n). Então

Aut(G) ∼=

 (C2)n
2 o Γ L(1, 2n), se G ∼= A (n, θ)

(C2)2n2 o Γ L(1, 22n), se G ∼= B (n) .

Em particular, Aut(G) é solúvel.

7



A demonstração do teorema será apresentada no caṕıtulo 3.

Os primeiros resultados sobre automorfismos de 2-grupos de Suzuki dos quais temos

referência são os dados por Landrock [5] e por Bryukhanova [6]. Landrock no seu artigo dá

a estrutura do grupo de automorfismos de uma classe de 2-grupos de Suzuki em termos do

seu maior 2-subgrupo normal. O enfoque do Landrock é via grupos de Singer e o teorema

de Hawkes [7]. No entanto, um resultado que é válido para todo 2-grupo de Suzuki é o

dado por Bryukhanova, o qual afirma que o grupo de automorfismos de um 2-grupo de

Suzuki é solúvel. Depois de Landrock e Bryukhanova, Kazarin e Sidel’nikov [8] deram

uma determinação expĺıcita do grupo de automorfismos de uma p-álgebra de Suzuki. No

ano 2014 Lewis [9], inspirado pelas ideias de Bryukhanova e de Kazarin e Sidel’nikov, dá

uma determinação expĺıcita do grupo de automorfismos de A(n, θ). Lewis no seu artigo,

usa fortemente o fato da solubilidade mostrado por Bryukhanova.

Nosso aporte neste trabalho será dar a mesma determinação do que Lewis para A(n, θ),

porém nosso enfoque será muito diferente. Nós usaremos a teoria de grupos de Singer,

teoria de grupos lineares e semilineares e o teorema de Kantor [10], e combinaremos

estes com ideias de Kazarin e Sidel’nikov, e de Lewis. Nós não encontramos um enfoque

parecido na literatura, se ele existir, não é fácil de encontrar. Embora Lewis, no seu

artigo [9, Teorema 8.5], obteve a mesma determinação que obtemos para A(n, θ), ele

usou o fato da solubilidade mostrado por Bryukhanova. Da maneira que vamos obter

o grupo de automorfismos para A(n, θ), o fato da solubilidade é um corolário direto.

Para a determinação do grupo de automorfismos de B(n) seguiremos a demonstração de

Landrock, porém apresentamos a prova de maneira reorganizada e ampliada. Também,

cremos que um fato relevante de nosso trabalho é escrever num mesmo contexto (até certo

lugar) as demonstrações das afirmações para os automorfismos destes dois grupos.

No presente trabalho, apresentaremos no caṕıtulo 1 os conceitos básicos para auxiliar

um desenvolvimento posterior. Trataremos de ações de grupos e grupos de permutações,

mencionando os resultados que precisaremos, grupos lineares e semilineares, e daremos

uma demonstração do fato que o normalizador de GL(n, q) em Sym(F×qn) é o grupo se-

milinear ΓL(n, q), teorema 1.3.1. Este será um resultado importante na determinação

do grupo de automorfismos de A(n, θ). Também, estudaremos os grupos de Singer, os

quais são fundamentais para este trabalho. Por último, neste mesmo caṕıtulo, citaremos

o teorema de Hawkes [7] e resultados relacionados com o subgrupo comutador e subgrupo
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de Frattini. No caṕıtulo 2, apresentaremos os 2-grupos de Suzuki formalmente. Diferente-

mente de Higman [4], nós apresentamos estes como grupos de matrizes. Optamos por esta

apresentação já que oferece pequenas vantagens. Mostraremos propriedades da estrutura

destes grupos, e provaremos uns isomorfismos mencionados no artigo de Higman [4] sem

prova. Finalmente, neste caṕıtulo, introduziremos o grupo B(n). O caṕıtulo 3, que será

o último, é dedicado ao estudo dos grupos de automorfismos dos 2-grupos de Suzuki.

Neste caṕıtulo, primeiro discutiremos de maneira uniforme os automorfismos dos gru-

pos A(n, θ) e B(n), depois, para a determinação do grupo de automorfismos, trataremos

separadamente os grupos A(n, θ) e B(n), e com isto terminaremos este trabalho.

Uma motivação para este trabalho surgiu de um comentário feito no artigo [11]: “Os

2-grupos de Suzuki A(n, θ) são UCS”, ou seja, eles têm somente três subgrupos carac-

teŕısticos. Foi conjeturado que isso é valido para todos os 2-grupos de Suzuki. Os nossos

resultados implicam que a conjetura é válida para os grupos A(n, θ) e B(n). A conjetura

permanece aberta para os outros 2-grupos de Suzuki.

Consideramos que uma explicação da notação é necessária aqui. No decorrer deste

trabalho usaremos sempre a ação de um grupo num conjunto à direita. Também ho-

momorfismos serão aplicados à direita, ou seja, af representará a imagem de a via o

homomorfismo f . No caso de corpos, aθ representará a imagem de a via o automor-

fismo θ, nós optamos por esta notação já que os corpos tratados aqui serão finitos, e os

automorfismo em corpos finitos comportam-se como expoentes.

O t́ıtulo deste trabalho não é inteiramente correto, um melhor t́ıtulo seria: “Uma

Introdução aos elementos em Automorfismos de 2-grupos de Suzuki”. A palavra elementos

advertiria que nem tudo está tratado aqui, e a palavra introdução advertiria que o tratado

aqui precisa ser completado.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

Este primeiro caṕıtulo é destinado a dar as bases do presente trabalho. Nós precisaremos

destas ferramentas para uma melhor compreensão dos caṕıtulos posteriores. Na seção 1.1

trataremos de ações de grupos e grupos de permutações. Na seção 1.2 vamos apresentar

os grupos lineares e semilineares para logo, na seção 1.3, combinar isto com o tratado na

primeira seção e obter resultados sobre normalizadores e centralizadores do grupo linear

geral. Finalmente, na seção 1.4 trataremos os grupos ćıclicos agindo irredutivelmente em

um espaço vetorial de dimensão finita e também os grupos de Singer dos grupos lineares.

1.1 Ações de grupos e grupos de permutações

O objetivo desta seção é introduzir os conceitos elementares de grupos de permutações,

ações de grupos, grupos transitivos e alguns resultados básicos envolvendo os mesmos.

Definição 1.1.1. Uma permutação de um conjunto Ω é uma bijeção de Ω em Ω.

O conjunto de todas as permutações em Ω tem a estrutura de grupo com a composição

de funções, este grupo é chamado grupo simétrico de Ω, e é denotado por Sym(Ω). Se

Ω = {1, ..., n}, nós representaremos o conjunto de todas as permutações de Ω por Sn.

Se g ∈ Sym(Ω) e α ∈ Ω denotaremos por αg a imagem de α via a permutação g. Sendo

assim, a composição gh, das permutações g e h, significa aplicar primeiro a permutação

g e depois a permutação h.

Definição 1.1.2. Dado um grupo G, uma ação de G em Ω é uma função de Ω×G em

Ω, (α, g) 7→ αg, a qual satisfaz as seguintes condições:
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a) α1 = α, para todo α ∈ Ω.

b) (αg)h = α (gh) para todo α ∈ Ω e para todo g, h ∈ G.

Dada uma ação de G em Ω, dizemos que G age em Ω.

Para exemplificar, consideremos a aplicação Ω×Sym(Ω) → Ω dada por (α, g) 7→ αg,

esta define uma ação de Sym(Ω) em Ω. Quando considerarmos uma ação de Sym(Ω) em

Ω esta será sempre como a definida acima, exceto menção contrária.

A ação da definição 1.1.2 é chamada ação à direita, e de forma similar podemos definir

ação à esquerda. Neste trabalho usaremos apenas ações à direita. Sendo assim, sempre

que uma ação esteja impĺıcita nós assumiremos que esta é uma ação à direita.

Nós também vamos usar a notação à direita no caso do homomorfismo de grupos. Se

f : G → H é um homomorfismo de grupos, xf representará a imagem de x via f , e a

composição (caso que seja posśıvel) de homomorfismos fg, significará aplicar primeiro f

e depois g. Além disso, se A ⊂ G então (A)f representará a imagem de A via f , isto é,

(A)f = {af | a ∈ A}.

Dada uma ação de G em Ω e um elemento α ∈ Ω o conjunto

αG = {αg | g ∈ G}

é chamado órbita de α; e o conjunto

Gα = {g ∈ G | αg = α}

é chamado estabilizador de α.

Veja que o estabilizador de α é um subgrupo de G, e que dados α e β em Ω, com

αG 6= βG, se tem αG ∩ βG = ∅.

A definição de estabilizador, dada acima, não está isenta de generalização. Pois, dado

um subconjunto S de Ω definimos o estabilizador pontual de S por:

G{S} = {g ∈ G | sg = s para todo s ∈ S}.

O seguinte resultado é um teorema clássico no estudo das ações de grupos. Uma

demostração do mesmo pode ser encontrado em qualquer referência que trate deste tema.

Sugerimos por exemplo [12, Teorema 1.4 A].
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Teorema 1.1.1. Seja G um grupo agindo em Ω. Então se verificam:

i) Dados α, β ∈ Ω e g ∈ G tais que β = αg, então Gβ = g−1Gαg.

ii) (Teorema da Órbita-Estabilizador). Para qualquer α ∈ Ω temos |αG| = |G : Gα|.

Em particular, se G for finito, temos |G| = |αG| |Gα|.

Definição 1.1.3. Seja G um grupo agindo em Ω.

a) Dizemos que G é transitivo, ou que a ação de G em Ω é transitiva, se só existir uma

única órbita.

b) O grupo G é chamado semiregular, ou a ação de G em Ω é semiregular, se Gα = 1

para toda α ∈ Ω

c) O grupo G é chamado regular, ou a ação de G em Ω. é regular, se G é transitivo e

semiregular.

Segue diretamente da definição que G é transitivo se, e somente se, dados α, β ∈ Ω

existe g ∈ G que verifica α = βg se, e somente se, αG = Ω, para qualquer α ∈ Ω. Além

disso, se G for finito e transitivo o item ii) do teorema 1.1.1 implica que |Ω| = |G : Gα|

para qualquer α ∈ Ω.

Por outro lado, se G é regular o mesmo teorema 1.1.1 implicará |Ω| = |G|. O grupo

G é semiregular se, e somente se, a identidade de G é o único elemento que fixa pontos

de Ω.

Dado um grupo G fixemos um subgrupo H e denotamos por ΓH o conjunto de todas as

classes laterais direitas. Então podemos fazer agir G no conjunto ΓH definindo a aplicação

ρH : ΓH×G→ ΓH por (Ha, g) 7→ Hag. Esta é de fato uma ação de G em ΓH e é chamada

multiplicação à direita.

Por outro lado, seja K = NG(H), então desde que H ≤ K ≤ G, K também age em ΓH

por multiplicação à direita. Embora esta ação possa dar-nos alguma informação temos

interesse em definir uma outra ação de K em ΓH . Sendo assim, definamos a aplicação

λH : ΓH × K → ΓH por (Ha, x) 7→ x−1(Ha) = Hx−1a. Tal aplicação é uma ação e é

chamada multiplicação à esquerda.

Toda ação de G em Ω pode pensar-se como um homomorfismo µ : G → Sym(Ω).

De fato, dada uma ação de G em Ω, (α, g) 7→ αg, podemos definir µ : G → Sym(Ω)
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por g 7→ gµ, onde α(gµ) = αg. Do fato que (α, g) 7→ αg é uma ação segue que µ é um

homomorfismo. Reciprocamente, dado um homomorfismo µ : G → Sym(Ω) podemos

definir a aplicação (α, g) 7→ α(gµ); que é uma ação desde que µ é um homomorfismo.

Nesta linguagem podemos ver as ações de G e K em ΓH , do parágrafo anterior, como

homomorfismos ρH : G→ Sym(ΓH) e λH : K → Sym(ΓH).

Antes de continuar nossa digressão vamos lembrar umas definições de teoria de grupos.

Definição 1.1.4. Seja G um grupo e H um subgrupo de G.

i) O centro de G é o subgrupo

Z(G) = {g ∈ G | gx = xg para todo x ∈ G}.

ii) O centralizador de H em G é o subgrupo

CG(H) = {g ∈ G | gh = hg para todo h ∈ H}.

iii) O normalizador de H em G é o subgrupo

NG(H) = {g ∈ G | gH = Hg}.

Com as definições dadas acima vamos enunciar alguns resultados. Uma demonstração

destes fatos e também um estudo mais completo sobre grupos permutações podem ser

encontrados em [12].

O seguinte lema nos dá as principais propriedades dos homomorfismos ρH e λH .

Lema 1.1.2 ([12], Lema 4.2 A). Com a linguagem acima se verifica:

i) kerλH = H e (K)λH é semiregular.

ii) O centralizador C de (G)ρH em Sym(ΓH) é (K)λH .

iii) O elemento H ∈ ΓH tem a propriedade que as órbitas dele em (K)λH e (K)ρH são

iguais.

iv) Se o grupo (K)λH é transitivo então K = G. Neste caso (G)λH e (G)ρH são

conjugados em Sym(ΓH).

O corolário que segue é uma aplicação do lema anterior para normalizadores e centra-

lizadores em Sym(Ω).
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Corolário 1.1.3 ([12], Teorema 4.2). Seja G um grupo transitivo em Sym(Ω) e C o

centralizador de G em Sym(Ω). Então, para α ∈ Ω temos:

i) O grupo C é semiregular, e além disso se tem o isomorfismo C ∼= NG(Gα)/Gα.

ii) O grupo C é transitivo se, e somente se, G é regular.

iii) Se C é transitivo, então este é conjugado a G em Sym(Ω).

iv) Se G é abeliano, então C = G.

Consideremos agora um grupo transitivo G de Sym(Ω), e seja N o normalizador de G

em Sym(Ω). Podemos definir o homomorfismo Ψ : N → Aut(G), onde (n)Ψ : g 7→ n−1gn.

O núcleo de Ψ é o centralizador de G em Sym(G). Logo, o item i) do lema anterior diz

que Ψ é injetiva quando N(Gα) = Gα para α ∈ Ω.

O seguinte lema caracteriza os elementos de ImΨ em termos dos estabilizadores de G.

Na próxima seção determinaremos ImΨ para um grupo G espećıfico, e com isso vamos

refletir a importância do próximo lema, já que vamos nos referir ao mesmo várias vezes

em tal determinação.

Lema 1.1.4 ([12], Teorema 4.2 B). Seja G um grupo transitivo de Sym(Ω) e Ψ o homo-

morfismo definido acima. Dado α ∈ Ω e σ ∈ Aut(G) temos que σ ∈ Im Ψ se, e somente

se, (Gα)σ é um estabilizador de G.

1.2 Grupos Lineares e Semilineares

Dado um espaço vetorial V de dimensão n sobre o corpo Fq, se define o grupo linear geral

GL (V ), como sendo o grupo de todas as transformações lineares g : V → V invert́ıveis.

Fixando uma base, este grupo é isomorfo ao grupo GL (n, q) de todas as matrizes

invert́ıveis n× n com entradas em Fq. Nós usaremos indistintamente estes dois grupos.

O grupo GL(n, q) age naturalmente no espaço vetorial V : (v, g) 7→ vg. Sempre que

tratemos alguma ação de GL(n, q) em V será esta.

Dado um espaço vetorial V , sobre algum corpo, denotamos por V × o conjunto de

elementos não nulos em V , isto é V × = {v ∈ V | v 6= 0}.

A aplicação determinante det : GL (n, q)→ F×q define um homomorfismo de GL (n, q)

sobre F×q . O núcleo desta aplicação é o grupo

SL (n, q) = {g ∈ GL (n, q) | det g = 1},
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chamado grupo linear especial. Se tem que GL (n, q) /SL (n, q) ∼= F×q , e logo

|GL (n, q) /SL (n, q)| = q − 1.

Para cada w ∈ F×q seja δw a matriz
w 0 ... 0

0 1 ... 0
...

...
. . .

...

0 0 ... 1

 . (1.1)

O conjunto M = {δw : w ∈ F×q } é um grupo ćıclico isomorfo a F×q , e além disso se tem

M∩ SL(n, q) = {1}. Desde que M normaliza SL(n, q), o produto SL(n, q)M é semidireto,

e como |GL(n, q)| = |SL(n, q)||M |, teremos que

GL(n, q) = SL(n, q)oM. (1.2)

Um hiperplano em V é um subespaço W de dimensão dimV −1. Se W é um hiperplano

de V e τ ∈ GL(n, q) é tal que τ |W = 1W e vτ − v ∈ W , para todo v ∈ V , então dizemos

que τ é uma transvecção, e que W é o espaço fixo de τ . Segue diretamente da definição

que se τ é uma transvecção então vτ = v + (vf)w, onde w ∈ W e f : V → Fq é um

funcional linear tal que (W )f = 0.

As transvecções são importantes para o estudo dos grupos clássicos, o que segue é um

lema que reflete esta importância, mas só no caso de SL(n, q). Uma demonstração para

este lema pode ser encontrada, por exemplo, em [13].

Lema 1.2.1 ([13], Teorema 1.4). O conjunto de transvecções gera SL(n, q).

Definimos o grupo linear geral projetivo PGL(n, q), como:

PGL(n, q) = GL(n, q)/Z(GL(n, q)),

temos que PGL(n, q) é isomorfo ao grupo de automorfismos internos de GL(n, q).

Da mesma forma definimos o grupo linear especial projetivo por

PSL(n, q) = SL(n, q)/Z(SL(n, q)),

aqui também se tem que PSL(n, q) é isomorfo ao grupo de automorfismos internos de

SL(n, q).
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Dado outro espaço vetorial V ′ dizemos que a aplicação g : V → V ′ é semilinear se

existe um σ ∈ Aut(Fq) tal que:

(x+ y)g = xg + yg

(λx)g = λσ(xg),

para quaisquer x, y ∈ V e λ ∈ Fq. Se g 6= 0, o automorfismo σ está unicamente determi-

nado por g. Se g é semilinear e σ é o automorfismo determinado por g, então dizemos que

g é semilinear relativamente a σ. Se g, h : V → V são aplicações semilineares relativas a

σ, θ respectivamente, então gh é uma aplicação semilinear relativa a σθ. Além disso, se g

é semilinear relativamente a σ e é invert́ıvel, então g−1 é semilinear relativamente σ−1. Do

anterior temos que o conjunto de todas as aplicações semilineares de V em V invert́ıveis

formam um grupo ΓL(n, q) chamado grupo geral semilinear.

A aplicação ΓL(n, q)→ Aut(Fq), que faz corresponder a cada transformação semilinear

g o automorfismo σ, com respeito do qual g é semilinear, é um homomorfismo sobre

Aut(Fq) com núcleo GL(n, q). Logo, se tem que GL(n, q) é um subgrupo normal de

ΓL(n, q), e além disso ΓL(n, q)/GL(n, q) ∼= Aut(Fq). Seja {b1, ..., bn} uma base do espaço

V e σ ∈ Aut(Fq). A aplicação gσ, que asocia a v = α1b1+· · ·+αnbn o vetor ασ1b1+· · ·+ασnbn,

é semilinear. Seja Σ = {gσ | σ ∈ Aut(Fq)}, dado um gσ ∈ Σ este é linear se, e somente se,

σ = 1, e isto implica que Σ ∩ GL(n, q) = {1}. Desde que GL(n, q) é normal em ΓL(n, q)

segue que produto GL(n, q)Σ é semidireto, e desde que |ΓL(n, q)| = |GL(n, q)||Σ| teremos

ΓL(n, q) = GL(n, q)o Σ. (1.3)

Dada uma base {b1, ..., bn} de V e g ∈ ΓL(n, q) se tem que existem únicos λij ∈ Fq tais

que

big =
n∑
j=1

λijbj.

A matriz Ag = (λij) é chamada matriz da transformação semilinear g com respeito a

base {b1, ..., bn}. Esta noção é uma generalização à noção de matriz de uma transformação

linear.

Para σ ∈ Aut(Fq) e uma matriz A = (aij) se define Aσ =
(
aσij
)
.

Lema 1.2.2. Sejam f, g ∈ Γ L (n, q), onde g é semilinear relativamente a σ ∈ Aut(Fq).

Então Afg = AσfAg. Como consequência Aσg−1 = A−1
g .
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Demonstração. Se Af = (λij) e Ag = (µij) então temos

bifg =

(
n∑
j=1

λijbj

)
g

=
n∑
j=1

λσij(bjg)

=
n∑
j=1

(
n∑
k=1

λσijµjk

)
bk

=
n∑
k=1

(
n∑
j=1

λσijµjk

)
bk.

Logo, (Afg)ik =
(
AσfAg

)
ik

. Assim Afg = AσfAg.

Agora,

In = A1 = Ag−1g = Aσg−1Ag.

Logo, Aσg−1 = A−1
g .

Precisamos lembrar, da teoria de grupos, a definição de subgrupo caracteŕıstico. Seja

G um grupo e Aut(G) o seu grupo de automorfismos. Um subgrupo H de G é carac-

teŕıstico se este é um subgrupo invariante pelo grupo Aut(G). Por exemplo, o centro e o

subgrupo derivado de um grupo são subgrupos caracteŕısticos. Com isso em mente vamos

mostrar o seguinte lema.

Lema 1.2.3. O grupo SL(n, q) é um subgrupo caracteŕıstico de GL(n, q). Consequente-

mente SL(n, q) E Γ L(n, q).

Demonstração. Seja G = GL(n, q). No caso (n, q) = (2, 2) temos SL(2, 2) = G. Logo,

SL(2, 2) é um subgrupo caracteŕıstico de G. Sendo assim, suponhamos que (n, q) 6= (2, 2).

Desde que SL(n, q) ≤ G se tem SL(n, q)′ ≤ G′. E como G/ SL(n, q) ∼= F×q , temos

que G′ ≤ SL(n, q). Assumamos primeiro que (n, q) 6= (2, 3). Por [13, Teorema 1.7] e

[13, Corolário 1.8], temos que SL(n, q)′ = SL(n, q). De onde SL(n, q) = SL(n, q)′ ≤ G′ ≤

SL(n, q), é dizer, G′ = SL(n, q). Assim, neste caso, SL(n, q) é um subgrupo caracteŕıstico

de G. Para o caso (n, q) = (2, 3) mostramos também, que SL(2, 3) = G′. Para isso,

somente resta mostrar que SL(2, 3) ≤ G′. Pelo lema 1.2.1 as transvecções geram SL(2, 3),

e por [13, proposição 1.6], toda transvecção é conjugada a uma na forma 1 0

a 1

 ,
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com a ∈ F3. Então, desde que 1 0

0 −1

 1 0

−a/2 1

 1 0

0 −1

 1 0

a/2 1

 =

 1 0

a 1

 ,

toda transveção está em G′, de onde segue que SL(2, 3) ≤ G′. Logo, G′ = SL(2, 3). Assim,

SL(2, 3) é um subgrupo caracteŕıstico de G.

Agora, desde que GL(n, q) E Γ L(n, q), para cada f ∈ Γ L(n, q) se tem que a aplicação

ψf : GL(n, q) → GL(n, q), definida por g 7→ f−1gf , é um automorfismo de GL(n, q).

Como SL(n, q) é um subgrupo caracteŕıstico de GL(n, q), ele é invariante, em particular,

pelo grupo {ψf | f ∈ Γ L(n, q)}. Assim, temos que f−1 SL(n, q)f ≤ SL(n, q), para cada

f ∈ Γ L(n, q). Logo, SL(n, q) E Γ L(n, q).

O seguinte lema determina explicitamente o centro e o centralizador de alguns gru-

pos descritos anteriormente. Nós precisaremos posteriormente desta determinação. A

demonstração que reproduzimos aqui pode ser encontrada em muitos textos que tratam

de grupos clássicos. Sugerimos, por exemplo, [14, 3.2.6 p. 73].

Lema 1.2.4.

i) CΓ L(n,q) (SL(n, q)) = {λIn | λ ∈ F×q } = CGL(n,q)(SL(n, q)) = Z(GL(n, q)).

ii) Z(SL(n, q)) = {λIn | λ ∈ Fq e λn = 1}.

Demonstração.

i) É claro que {λIn | λ ∈ F×q } ⊆ CΓL(n,q) (SL(n, q)). Para a outra inclusão, seja g uma

aplicação semilinear relativa a σ que está em CΓL(n,q) (SL(n, q)), então gf = fg para

toda f ∈ SL(n, q). Logo, Agf = Afg, e aplicando o lema 1.2.2 temos AgAf = AσfAg.

O que devemos mostrar é, primeiro que Ag é um múltiplo da identidade e segundo,

que g é linear, isto é, σ = 1.

Para todo i 6= j, a matriz In+Eij está em SL(n, q) , donde Eij = (ekl) é a (i, j)-ésima

matriz elementar, isto é, a matriz com 1 na entrada (i, j) e zero em qualquer outra.

Além disso (In + Eij)
σ = In + Eij, o que implica (In + Eij)Ag = Ag (In + Eij), e

assim EijAg = AgEij. Se Ag = (gij), temos

ekjgjl =
n∑
s=1

eksgsl = (EijAg)kl = (AgEij)kl =
n∑
s=1

gksesl = gkieil,
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Assim, se k = i e l = j, então gii = gjj, para i 6= j; e se l = i = k se tem gji = 0 para

j 6= i. Se λ = gii, então Ag = λIn. Resta mostrar que σ = 1. Desde que Ag = λIn e

AgAf = AσfAg temos que Af = Aσf , para toda matriz Af ∈ SL(n, q). Logo, σ = 1.

Assim, CΓL(n,q) (SL(n, q)) ⊆ {λIn | λ ∈ F×q }.

A próxima igualdade é clara, desde que {λIn | λ ∈ F×q } ⊆ GL(n, q).

Para a última igualdade notemos que {λIn | λ ∈ F×q } está claramente contido em

Z(GL(n, q)). Para a inclusão rećıproca observamos que

Z(GL(n, q)) ⊆ CGL(n,q)(SL(n, q)) = CΓL(n,q) (SL(n, q)) .

iii) Temos que

Z (SL (n, q)) = CSL(n,q) (SL (n, q))

= CΓL(n,q) (SL (n, q)) ∩ SL (n, q)

= {λIn | λ ∈ F×q } ∩ SL (n, q)

= {λIn | λn = 1}.

O grupo PΓL(n, q) = ΓL(n, q)/Z(GL(n, q)) é chamado grupo semilinear projetivo.

Notemos a sutil diferença com o grupo linear projetivo: PΓL(n, q) não foi definido por

ΓL(n, q)/Z(ΓL(n, q)), como no caso linear, a razão está fora do contexto deste trabalho.

Para nossos fins vamos só aceitar sem explicação esta definição.

Como, pelo lema 1.2.3, SL(n, q) E ΓL(n, q) , podemos definir o homomorfismo

z : ΓL (n, q)→ Aut (SL (n, q)) ,

dado por (f)z : g 7→ f−1gf . O núcleo de z é CΓL(n,q) (SL (n, q)) = Z (GL (n, q)) . Desta

forma podemos considerar a PΓL(n, q) = ΓL(n, q) /Z (GL (n, q)) como um subgrupo de

Aut(SL (n, q)). A seguinte proposição descreve Aut(SL (n, q)) em termos de PΓL(n, q) .

Proposição 1.2.5 ([15], Lema 1.5). Seja n um inteiro positivo e q uma potência de primo.

Então:

i) Se n = 2, Aut (SL (n, q)) = P Γ L (n, q) .

ii) Se n ≥ 3, Aut (SL (n, q)) = P Γ L (n, q)o 〈φ〉.

Onde φ : SL (n, q)→ SL (n, q) é o automorfismo def inido por xφ = (x−1)
t
.
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1.3 O normalizador de GL(n, q) em Sym(V ×)

Vamos agora focar no grupo de automorfismos de GL (n, q). Não pretendemos fazer

um estudo completo deste grupo, nem dar uma determinação dele. Nos só precisamos

entender o normalizador de GL(n, q) em Sym(V ×), onde V = Fnq . Para isto é preciso

observar que tanto ΓL(n, q), como GL(n, q), permutam os elementos de V ×, e assim

podem ser considerados como subgrupos de Sym(V ×).

O nosso principal objetivo, nessa seção, será demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 1.3.1. Para n ≥ 2 se tem que NSym(V ×)(GL(n, q)) = Γ L(n, q).

Para isso precisamos de alguns resultados, que são aplicações da seção 1.1 e que mos-

traremos ao longo da seção.

Antes de continuar com esta seção vamos introduzir a notação a ser usada na mesma.

Vamos fixar um inteiro n ≥ 2, e uma potência q de algum primo p. Com isso, V denotará

o espaço vetorial Fnq sobre F, e vamos assumir que {b1, ..., bn} é uma base de V . Além

disso, vamos denotar por G o grupo GL(n, q) e por N o normalizador de G em Sym(V ×).

O nosso plano espećıfico é determinar primeiro o centralizador de G em Sym(V ×), e

depois mostrar que ImΨ = PΓL(n, q), onde Ψ : N → Aut(G) é o homomorfismo que está

dado pela conjugação por elementos de N , isto é, (n)Ψ : g 7→ n−1gn. O teorema 1.3.1 vai

ser uma consequência destes resultados.

Consideremos o grupo G como um subgrupo de Sym(V ×). Com a ação natural este

grupo é transitivo. Para ver isto dados u, v ∈ V × quaisquer, encontramos uma trans-

formação linear invert́ıvel g : V → V tal que ug = v.

Da álgebra linear temos que existem {u = u1, u2, · · · , un} e {v = v1, v2, · · · , vn} bases

de V e uma única transformação linear invert́ıvel g : V → V tal que uig = vi para todo

i, em particular ug = v. Logo, G é transitivo.

O estabilizador Gb1 , de b1, é o conjunto Gb1 = {g ∈ G | b1g = b1}, ou seja, o conjunto

de todas as matrizes invert́ıveis da forma

g =


1 0 · · · 0

∗ ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...

∗ ∗ · · · ∗

 .
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Vamos focar a nossa atenção, só por pouco tempo, no normalizador NG (Gb1), de Gb1

em G.

Lema 1.3.2. Se tem que

NG (Gb1) =


g =


a11 0 · · · 0

∗ ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...

∗ ∗ · · · ∗

 ∈ G | a11 ∈ F×q


.

Como consequência, NG (Gb1) /Gb1
∼= F×q .

Demonstração. Seja

K =


g =


a11 0 · · · 0

∗ ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...

∗ ∗ · · · ∗

 ∈ G | a11 ∈ F×q


.

A aplicação K → F×q , definida por (aij) 7→ a11, é um homomorfismo sobrejetivo, cujo

núcleo é Gb1 . Assim temos que Gb1 é normal em K, o que implica K ≤ NG (Gb1) . Além

disso K/Gb1
∼= F×q .

Basta mostrar NG (Gb1) ≤ K. Seja Fix(Gb1) = {v ∈ V | v = vg para todo g ∈ Gb1}.

Vamos mostrar que Fix(Gb1) = {αb1 | α ∈ Fq} = 〈b1〉. Seja hi1 = In + Ei1, onde

Ei1 = (ekl) é a (i, 1)-ésima matriz elementar. Para todo i ≥ 2 se tem que hi1 ∈ Gb1 . Se

v = (v1, ..., vn) ∈ Fix(Gb1) então v (In + Ei1) = v para todo i ≥ 2. Logo, multiplicando

temos

(v1 + vi, v2, ..., vn) = v (In + Ei1) = v = (v1, v2, ..., vn)

para todo i ≥ 2. Assim, v1 + vi = v1, o que implica que vi = 0 para todo i ≥ 2.

Então, v = (v1, 0, ..., 0), e Fix(Gb1) ⊆ {αb1 | α ∈ Fq} = 〈b1〉. Por outro lado, é claro que

〈b1〉 ⊆ Fix(Gb1), assim Fix(Gb1) = 〈b1〉. Agora, Fix(Gb1) é NG (Gb1)-invariante. De fato,

se n ∈ NG (Gb1) e g ∈ G, gn
−1 ∈ Gb1 , e se v ∈ Fix(Gb1) então teremos vng =

(
vgn

−1
)
n =

vn. Assim temos que NG (Gb1) preserva o subespaço 〈b1〉, o que por sua vez diz que
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NG (Gb1) ≤ K. As duas anteriores incluções dizem que

NG (Gb1) = K =


g =


a11 0 · · · 0

∗ ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...

∗ ∗ · · · ∗

 ∈ G | a11 ∈ F×q


.

Logo, NG (Gb1) /Gb1 = K/Gb1
∼= F×q .

Lema 1.3.3. Se verifica que CSym(V ×)(G) = Z(G).

Demonstração. Pelo corolário 1.1.3 (i) temos que

CSym(V ×) (G) ∼= NG (Gb1) /Gb1 ,

então, pelo lema 1.3.2, CSym(V ×) (G) ∼= F×q , o que implica que |CSym(V ×) (G) | = q − 1.

Agora, pelo lema 1.2.4, Z (G) = {λI : λ ∈ F×q }, o que implica |Z (G)| = q − 1. É claro

que CSym(V ×) (G) ≥ Z (G), isto implicará CSym(V ×) (G) = Z (G).

Consideremos o homomorfismo Ψ : N → Aut(G), onde (n)Ψ : g 7→ n−1gn. Dado σ ∈

Aut(G) o lema 1.1.4 diz que σ ∈ ImΨ se, e somente se, (Gv)σ é um estabilizador para

qualquer v ∈ V ×, ou seja, ImΨ permuta os estabilizadores de G.

Neste ponto vamos definir um homomorfismo Φ : ImΨ → Aut(SL (n, q)), por σΦ =

σ|SL(n,q). Este homomorfismo está bem definido, já que pelo lema 1.2.3 temos que SL(n, q)

é um subgrupo caracteŕıstico de G. Agora surge uma pergunta natural: Qual é o núcleo

deste homomorfismo? O resultado que segue vai responder esta pergunta, a demonstração

dele é longa e está cheia de detalhes técnicos, mas é uma aplicação muito boa da teoria

de permutações e grupos lineares até agora exposta.

Proposição 1.3.4. Seja Φ : Im Ψ → Aut (SL (n, q)) o homomorfismo definido acima,

então ker Φ = {1}. Isto é, Φ é injetiva.

Demonstração. Consideremos σ ∈ ker Φ arbitrário, e lembremos da igualdade (1.2) que

GL (n, q) = SL (n, q) oM , onde M = {δw : w ∈ F×q } e δw é dada por (1.1). Então, se

x ∈ SL (n, q) temos que xσ = x. Seja δw em M , w 6= 1, e suponhamos que δwσ = δ′, onde

δ′ ∈ GL (n, q). Para que Φ seja injetiva a nossa obrigação é mostrar que δwσ = δw.

Desde que M normaliza SL (n, q) segue que xδw = δ−1
w xδw ∈ SL (n, q), para todo

x ∈ SL(n, q), e então xδw =
(
xδw
)
σ = xδwσ, isto diz que δ−1

w (δwσ) ∈ CGL(n,q) (SL (n, q)).
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O lema 1.2.4 diz que CGL(n,q) (SL (n, q)) = Z (GL (n, q)), e então δ−1
w (δwσ) ∈ Z (GL (n, q)).

Logo,

δwσ = δwz,

e se z = αIn, então

δwσ =


wα 0 ... 0

0 α ... 0
...

...
. . .

...

0 0 ... α

 .

Seja U = 〈b2, ..., bn〉 − {0}, temos que |U | = qn−1 − 1. Consideremos o estabilizador

pontual de U , G{U} =
⋂
u∈U Gu. Desde que

δw =


w 0 ... 0

0 1 ... 0
...

...
. . .

...

0 0 ... 1

 ,

temos que δw ∈ G{U}. Como G é transitivo vale o lema 1.1.4, e assim σ permuta estabili-

zadores; e dai existe um subconjunto W ⊆ V ×, |W | = qn−1 − 1 (W não necessariamente

é um subespaço de V ), tal que δwσ ∈ G{W} =
⋂
w∈W Gw. Aqui temos dois casos:

i) Existe um subespaço W de V de dimensão n− 1, tal que W ⊆ W .

ii) W  W para todo subespaço W de V de dimensão n− 1.

Se acontece ii) então teremos que 〈W 〉 = V , o que implicará δwσ ∈
⋂
v∈V Gv = {1}. Logo,

vamos ter δwσ = 1, o que é uma contradição aos fatos de σ ser um automorfismo e δw 6= 1.

Então, temos que aceitar i). Assim W = W
×

, e δwσ ∈ G{W×} =
⋂
w∈W× Gw. Isto diz

que na matriz

δwσ =


wα 0 ... 0

0 α ... 0
...

...
. . .

...

0 0 ... α

 ,

existem pelo menos n− 1 elementos da diagonal que são 1. Aqui vamos ter dois casos:

i) Se n ≥ 3. Então pelo menos dois elementos da diagonal são 1, assim α = 1, e

δwσ = δw. Isto, junto com xσ = x para todo x ∈ SL (n, q), diz que σ = 1.
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ii) Se n = 2. Neste caso temos que pelo menos um elemento na diagonal é 1. Se

Fq = F2, se tem que δw = 1, e neste caso δwσ = δw. Suponhamos então que

|Fq| ≥ 3. Sendo assim, a matriz em questão fica

δwσ =

 wα 0

0 α

 .

Vejamos, se wα = 1 então a α = w−1 e assim

δwσ =

 1 0

0 w−1

 ,

Logo, como  w−1 0

0 w

 w 0

0 1

 =

 1 0

0 w

 ,

temos  1 0

0 w

σ =

 w−1 0

0 1

 ,

isto desde que σ|SL(n,q) = 1. Agora, σ ∈ ImΨ e pelo lema 1.1.4, σ permuta estabili-

zadores. Suponhamos que V tem como base {b1, b2}, e consideremos

Gb1 =


 1 0

x y

 | x ∈ F e y ∈ F×


=

〈 1 0

x 1

 ,

 1 0

0 y

 | x ∈ F e y ∈ F×
〉
.

Logo,

(Gb1)σ =

〈 1 0

x 1

 ,

 y−1 0

0 1

 | x ∈ F e y ∈ F×
〉

=


 y−1 0

xy−1 1

 | x ∈ F e y ∈ F×


=


 y 0

x 1

 | x ∈ F e y ∈ F×
 ,

que não é um estabilizador. De fato, seja v = (v1, v2) tal que vg = v para todo

g ∈ (Gb1)σ. Então, em particular
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(v1, v2)

 1 0

1 1

 = (v1, v2) .

Logo, v2 = 0. Assim, v = (v1, 0). Agora, desde que |Fq| ≥ 3 podemos escolher

y ∈ F×q com y 6= 1 e com isso considerar a matriz

h =

 y 0

1 1

 .

Temos que h ∈ (Gb1)σ, então (v1, 0)h = (v1, 0). Multiplicando temos v1y = v1, o

que implica v1 (y − 1) = 0, e desde que y 6= 1 segue v1 = 0. Logo v = (0, 0) , o que

diz que não existe vetor v ∈ V × tal que (Gb1)σ = Gv. O que é uma contradição ao

lema 1.1.4, que surgiu de supor que wα = 1. Assim, temos que ter α = 1 e então

δwσ = δw.

Em qualquer caso δwσ = δw. Isto junto com σ|SL(n,q) = 1 nos dá ker Φ = {1}. Assim, Φ é

injetiva.

A seguinte proposição será o último resultado antes de demonstrar o teorema principal,

o qual enunciamos na introdução desta seção. Este teorema será uma consequêcia quase

direta ao aplicar os resultados anteriores. A prova desta proposição ilustra bem como

usar a proposição 1.2.5 para obter Im Ψ.

Proposição 1.3.5. Temos que Im Ψ = P Γ L (n, q).

Demonstração. Pela proposição 1.3.4 a aplicação Φ : ImΨ → Aut(SL(n, q)) é injetiva,

logo ImΨ ≤ Aut(SL (n, q)).

Como G E ΓL (n, q) , segue que ΓL (n, q) ≤ N . O lema 1.3.3 diz que ker Ψ =

CSym(V ×)(G) = Z (G), e segue

P Γ L (n, q) =
Γ L (n, q)

Z (G)
≤ N

ker Ψ
= ImΨ ≤ Aut(SL(n, q)). (1.4)

Agora, vamos usar a proposição 1.2.5. Sendo assim, temos dois casos:

i) Se n = 2, Aut(SL (n, q)) = PΓL (n, q). Logo, a desigualdade anterior implica

PΓL (n, q) = ImΨ.
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ii) Se n ≥ 3, Aut(SL (n, q)) = PΓL (n, q) o 〈φ〉, onde φ : x 7→ x−t. Pretendemos

mostrar que neste caso também temos PΓL (n, q) = ImΨ. Como por (1.4) tenemos

que PΓL (n, q) ≤ Im Ψ, basta mostrar que φ /∈ ImΨ para ter ImΨ ≤ PΓL (n, q), e

isto junto com PΓL (n, q) ≤ ImΨ dará ImΨ = PΓL (n, q) . Então, para terminar a

demonstração só resta verificar que φ /∈ ImΨ.

O estabilizador

Gb1 =




1 0 · · · 0

∗ ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...

∗ ∗ · · · ∗

 ∈ G

,

é um grupo. Logo ele é fechado para inversos. Se assumirmos que φ ∈ ImΨ, então

pelo lema 1.1.4, φ permuta estabilizadores, isto é,

(Gb1)φ =
(
G−1
b1

)t
= (Gb1)

t

= {gt | g ∈ Gb1}

=




1 ∗ · · · ∗

0 ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...

0 ∗ · · · ∗

 ∈ G

,

é estabilizador de algum v ∈ V ×. Mostremos que isso não é posśıvel. Para isso é

suficiente mostrar que não existe v ∈ V × tal que Gv = Gt
b1

. Seja

Fix
(
Gt
b1

)
= {v ∈ V | vg = v para todo g ∈ Gt

b1
}.

Se

g =



1 1 0 · · · 0 0

0 1 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 1 1

0 0 0 · · · 0 1


,
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temos que g ∈ Gt
b1
. Então, se v = (v1, v2, ..., vn) ∈ Fix

(
Gt
b1

)
, devemos ter vg = v.

Multiplicando temos

(v1, v1 + v2, v2 + v3, ..., vn−1 + vn) = (v1, v2, ..., vn) ,

o que implica 0 = v1 = v2 = · · · = vn−1, é dizer, se v ∈ Fix
(
Gt
b1

)
, então v =

(0, 0, ..., 0, vn). Agora, desde que n ≥ 3, podemos considerar a matriz h = In +En2,

onde En2 é a (n, 2)-ésima matriz elementar. Se tem que h está em Gt
b1
. Então,

(0, vn, 0, ..., 0, vn) = (0, 0, ..., 0, vn)h = (0, 0, ..., 0, vn) ,

de onde temos vn = 0. Então v = 0, e temos mostrado assim que Fix
(
Gt
b1

)
= {0}.

Logo, não existe v ∈ V × tal que vg = v para todo g ∈ Gt
b1

, o que vai implicar que

não existe v ∈ V × tal que Gv = Gt
b1

.

Em qualquer caso temos ImΨ = PΓL (n, q).

Demonstração do Teorema 1.3.1 Da definição do homomorfismo Ψ segue que kerΨ =

CSym(V ×)(G). O lema 1.3.3 diz que CSym(V ×) (G) = Z(G), e da proposição 1.3.5 temos

ImΨ =PΓL(n, q). Com isso temos as seguintes igualdades:

N

Z (G)
=

N

CSym(V ×) (G)
=

N

kerΨ
∼= ImΨ = PΓL (n, q) =

ΓL (n, q)

Z (G)
.

Como ΓL(n, q) ≤ N , podemos deduzir N = ΓL(n, q).

Assim, temos demostrado o teorema 1.3.1 e com isto nós terminamos esta seção.

1.4 Grupos de Singer

Nesta seção o foco principal será estudar os grupos ćıclicos de maior ordem que agem

irredutivelmente num espaço vetorial.

Dado um espaço vetorial V e um grupo G agindo em V , via a ação V × G → V ,

(v, g) 7→ vg, dizemos que um subespaço W de V é G-invariante se (W )g ⊆ W para todo

g ∈ G. Se os únicos subespaços G-invariantes são {0} e o próprio V então diremos que

G age irredutivelmente em V . No que segue V denotará um espaço vetorial de dimensão

n sobre Fq e G um subgrupo de GL (n, q). Além disso a ação que consideraremos será a

ação natural V ×G→ V , dada por (v, g) 7→ vg.

Com a definição acima podemos provar o seguinte lema, o qual dá condiciones sufici-

entes para um grupo não agir irredutivelmente num espaço vetorial.
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Lema 1.4.1. Seja G um subgrupo de GL(n, q), que possui um p-subgrupo normal não

trivial N , onde q = pr com p primo. Então G não é irredut́ıvel em V = Fqn.

Demonstração. Suponhamos que a ação de G em V seja irredut́ıvel. Consideremos

Fix (N) = {v ∈ V | vn = v para todo n ∈ N}.

O conjunto Fix(N) é claramente um subespaço de V . Além disso, Fix(N) é G-invariante.

De fato, dado v ∈ Fix(N) e g ∈ G temos que ng
−1

= gng−1 ∈ N para todo n ∈ N pois N

é normal, isto implica que

(vg)n = (vng
−1

)g = vg,

para todo n ∈ N . Como G age irredutivelmente em V e N é não trivial temos que

Fix(N) = {0}. Agora, temos que V é união disjunta de suas órbitas, e pelo teorema 1.1.1

ii), se tem que o tamanho de cada órbita é 1 ou é diviśıvel por p. As órbitas de tamanho

1 são justamente os pontos fixos de N . Então |V | = |Fix(N)|+ pm = 1 + pm. Desde que

p | |V | segue que p | |Fix(N)| = 1, o que é uma contradição.

Vamos precisar do seguinte lema, o qual dá a estrutura de um subgrupo abeliano

irredut́ıvel de GL (n, q). Para uma demonstração do mesmo sugerimos [16, Satz 3.10 p.

165].

Lema 1.4.2. Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre Fq. Se A é um subgrupo

abeliano de GL (n, q) que age irredutivelmente em V , então A é um grupo ćıclico e além

disso |A| ≡ 0 (mod qn − 1). Identificando adequadamente V com o espaço vetorial Fqn

temos que A age da seguinte forma:

xa = λax,

onde x ∈ Fqn, a ∈ A e λa ∈ F×qn . Se A = 〈a0〉 então teremos que Fqn = Fq(λa0). Além

disso, o número n é o menor número natural tal que |A| ≡ 0 (mod qn − 1).

Vamos identificar o espaço vetorial V com Fqn como no lema, e para cada α seja

µα : Fqn → Fqn o homomorfismo definido por x 7→ αx. Temos que µα ∈ End(V ), e que as

aplicações µα comutam com todos os elementos de A. De fato, isto é uma consequência

do lema anterior, já que a ação de cada elemento de A é a multiplicação por um escalar.

Vamos chamar de centralizador de A em End(V ) ao conjunto de todos os endomorfismos

de V que comutam com A. Note que End(V ) não necessariamente é um grupo.
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Corolário 1.4.3. Se A é como no lema anterior e C é o centralizador de A em EndFq(V, V ),

então C = {µα | α ∈ Fqn}. Consequentemente C ∼= Fqn .

Demonstração. Pelo lema de Schur, ver [16, Lema 10.5, p. 56] temos que C ≤ EndFq(V )

é um anel de divisão, que é finito. Logo, C é um corpo. Com a ação natural teremos

que V é um C-espaço vetorial, daqui temos qn = |V | ≥ |C|. Agora, vamos identificar o

espaço vetorial V com Fqn como no lema anterior. Seja

B = {µα | α ∈ Fqn}.

Temos que B ≤ C, para ver isto seja x ∈ Fqn e a ∈ A, então xµαa = (αx)a = λaαx =

αλax = xaµα, assim µαa = aµα. Logo, qn = |B| ≤ |C|, e isto junto com a desigualdade

anterior dá |C| = qn e C = B. O fato C ∼= Fnq é imediato desde que a aplicação α 7→ µα

é um isomorfismo.

Outro corolário do lema anterior é o seguinte.

Corolário 1.4.4. Seja A um subgrupo ćıclico de GL(n, q) com ordem r, onde r é primo.

Então A age irredutivelmente em V se, e somente se, r | qn − 1 e r - qd − 1 para todo

inteiro positivo d < n.

Demonstração. Uma direção é parte do lema anterior.

Para rećıproca, assumimos que r | qn − 1 e r - qd − 1 para todo inteiro positivo d < n.

Seja

Fix (A) = {v ∈ V | va = v, para todo a ∈ A}.

Temos que Fix(A) é um subespaço de V , o que implica |Fix (A)| = qi, para algum i, com

1 ≤ i ≤ n. Agora, V é a união disjunta de A-órbitas, e pelo teorema 1.1.1, toda órbita

tem tamanho 1 ou r. As órbitas de tamanho 1 são justamente os pontos fixos de A. Então

|V | = |Fix(A)| + rk, e segue que r | |V | − |Fix (A)| = qn − qi = qi (qn−i − 1). A hipótese

r | qn − 1 = |V | implica que r - qi, então devemos ter r | qn−i − 1. Assim, desde que

r - qd − 1 para todo d < n, temos que i = 0. O que implica Fix (A) = {0}.

Agora, suponhamos que U 6= {0} é um subespaço A-invariante, de dimensão m, de V .

Como a única órbita de tamanho 1 é {0}, e U é união disjunta de suas órbitas segue que

qm = |U | = 1 + rs, o que implica r | qm − 1. Pela hipótese em r, isto obriga a ter m = n.

Logo, U = V . Assim, A age irredutivelmente em V .
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Existe um teorema da teoria de números devido a Zsigmondy, que é muito útil para

demonstrar, usando o corolário anterior, que um grupo de um ordem dado é irredut́ıvel.

Como nós teremos oportunidade de usá-lo enunciaremos este agora. Não daremos uma

demonstração deste teorema, já que não está no contexto deste trabalho. Para ver uma

prova deste sugerimos por exemplo [2, Teorema 8.3 p. 508].

Teorema 1.4.5 (Teorema de Zsigmondy). Sejam a e m inteiros maiores do que 1. Então,

exceto para os casos m = 2, a = 2b−1 e m = 6, a = 2, existe um primo r com as seguintes

propriedades:

i) r divide am − 1.

ii) r não divide ai − 1 para i < m.

iii) r não divide m.

Combinando o corolário 1.4.4 com teorema de Zsigmondy, podemos garantir a existência

de grupos ćıclicos irredut́ıveis em GL(n, q), com exceção de alguns casos.

Definição 1.4.1. Um grupo ćıclico de ordem qn − 1 em GL(n, q) é chamado grupo de

Singer de GL(n, q), e um gerador dele é chamado ciclo de Singer.

Um exemplo de um grupo de Singer que nós podemos dar é o seguinte:

Exemplo 1.4.6. Se consideramos um subgrupo A de GL(n, q) como no lema 1.4.2, quer

dizer, abeliano e agindo irredutivelmente em V , então

CGL(n,q)(A) = CEnd(V )(A) ∩GL(n, q) = {µα | α ∈ Fqn} ∩GL(n, q) = {µα | α ∈ F×qn},

é um grupo de Singer.

Corolário 1.4.7. Se G é um subgrupo de um grupo de Singer S de GL (n, q) que age

irredutivelmente em V , então CGL(n,q) (G) = S.

Demonstração. Pelo corolário 1.4.3 |CGL(n,q) (G) | = qn − 1, e como S é abeliano temos

S ≤ CGL(n,q) (G) . Logo, CGL(n,q) (G) = S.

O corolário anterior diz que identificando adequadamente V com o espaço vetorial Fqn ,

um grupo de Singer pode se considerar como o grupo {µα | α ∈ F×qn}, dado no exemplo

1.4.6. Sendo assim, se tem que todo grupo de Singer é isomorfo a F×qn .
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Identifiquemos o espaço vetorial V , de dimensão n sobre Fq, com o corpo Fqn . Vamos

considerar em Fqn o automorfismo de Frobenius σ : x 7→ xq. A aplicação σ é Fq-linear,

e logo segue que σ ∈ GL (n, q). Com isto enunciamos o seguinte lema o qual faz parte de

[16, Satz 7.3 p. 187].

Lema 1.4.8. Se G é um subgrupo de um grupo de Singer S de GL (n, q) que age irredu-

tivelmente em V , então NGL(n,q) (G) = S o 〈σ〉.

Vamos usar os resultados anteriores para dar algumas propriedades dos grupos de

Singer, as quais podem ser encontradas em [17].

Antes de continuar vamos introduzir uma notação, que será usada na demonstração da

seguinte proposição. Se G é um grupo e p é um primo então |G|p é a ordem do p-subgrupo

de Sylow de G.

Proposição 1.4.9. Seja H um subgrupo abeliano de GL (n, q) e S um grupo de Singer de

GL (n, q). Assumamos que a ordem de H divide qn−1 e que mcd (|H| , |GL (n, q) : S|) = 1.

Então algum conjugado de H está contido em S.

Demonstração. Seja r um primo dividindo |H| = m, e seja T o r-subgrupo de Sylow de

H. Como T é um r-grupo em GL (n, q) temos que existe R ∈ Sylr (GL (n, q)) tal que

T ≤ R. Consideremos agora um elemento x de ordem r em T . Seja L o centralizador de

〈x〉 em HomFq (V, V ). Desde que

|GL (n, q)| = q(
n
2) (qn − 1)

(
qn−1 − 1

)
· · · (q − 1) ,

|GL (n, q) : S| = q(
n
2) (qn−1 − 1) · · · (q − 1). Por hipótese mcd(m, |GL (n, q) : S|) = 1, isto

implicará que r - qi − 1 para todo inteiro positivo i < n. Logo, pelo corolário 1.4.4, 〈x〉

age irredutivelmente em V , e assim também R age irredutivelmente em V. Logo, pelo

corolário 1.4.3, segue que L ∼= Fqn , e

L× = CGL(n,q) (〈x〉) ,

tem ordem qn − 1. Agora, x ∈ T ≤ L×, e desde que o grupo H é abeliano teremos

H ≤ CGL(n,q)(〈x〉) = L×.

Afirmamos que R é ćıclico. De fato, como |〈x〉| = r e 〈x〉 age irredutivelmente em

V temos que r | qn − 1 e r - qi − 1 para todo inteiro positivo i < n. De r | qn − 1

se tem que r - q, já que em caso contrario r = 1. Logo, o único fator de |GL (n, q)| =
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q(
n
2) (qn − 1) (qn−1 − 1) · · · (q − 1) que tem como divisor r é qn − 1 = |S|. Logo, segue

imediatamente que |GL (n, q)|r = |S|r. O anterior implica que todo r-subgrupo de Sylow

de S é um r-subgrupo de Sylow de GL(n, q). Como S é ćıclico, todo r-subgrupo de Sylow

de S é ćıclico, então todo r-subgrupo de Sylow de GL(n, q) é ćıclico. Assim, R é ćıclico.

Logo teremos

L× = CGL(n,q) (〈x〉) = CGL(n,q) (R) .

Agora, R é conjugado a algum r-subgrupo de Sylow, que chamaremos de R1, de S por um

elemento de y ∈ GL (n, q), isto é, Ry = R1. Pelo lema 1.4.7 temos que CGL(n,q) (R1) = S.

Logo, (
L×
)y

= CGL(n,q) (R)y = CGL(n,q) (Ry) = CGL(n,q) (R1) = S,

e assim Hy ≤ S como queŕıamos provar.

Sejam S1, S2 dois grupos de Singer, afirmamos que |S1 ∩ S2| = qm−1. De fato, sejam

S1 = S1∪{0} e S2 = S2∪{0}, então S1 e S2 são corpos Fqn . Logo, S1∩S2 é um subcorpo

de Fqn , e segue que |S1 ∩S2| = qm para algum divisor m de n. Assim, |S1 ∩ S2| = qm− 1,

para algum divisor m de n.

Proposição 1.4.10. Seja S um grupo de Singer de GL(n, q). Então, S é o único subgrupo

de Singer de seu normalizador N em GL(n, q).

Demonstração. Seja S1 outro subgrupo de Singer de N . Como S1 normaliza S temos que

SS1 ≤ N . Pelo lema 1.4.8, N = S o 〈σ〉, onde σ : x 7→ xq é o automorfismo de Frobenius

de Fqn . Logo, |N | = n (qn − 1). Segue que

n (qn − 1) ≥ |SS1| =
|S| |S1|
|S ∩ S|

=
(qn − 1)2

|S ∩ S1|
,

o que implica |S ∩ S1| ≥ (qn − 1) /n. Assumamos primeiro que n é primo. Afirmamos que

neste caso a desigualdade é estrita. Suponhamos, por absurdo, que |S ∩S1| = (qn− 1)/n.

Pela observação antes desta proposição, temos que |S ∩ S1| = qn − 1 ou |S ∩ S1| = q − 1.

No primeiro caso, se qn − 1 = |S ∩ S1| = (qn − 1) /n, e segue que n = 1, o que contradiz

a hipótese em n. No segundo caso, se q − 1 = |S ∩ S1| = (qn − 1) /n, então

qn−1 + qn−2 + · · ·+ q + 1 =
qn − 1

q − 1
= n,

isto obriga a ter q = 1, o que contradiz ao fato que q é uma potência de primo.
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Logo, temos que |S ∩ S1| > (qn − 1)/n. Como n é primo, se tem |S ∩ S1| = qn − 1. O

que implica

S1 = S ∩ S1 = S.

Agora suponhamos que n é arbitrário. Se mostramos que |S ∩ S1| ≥ (qn − 1) /n >

qm − 1 para todo divisor próprio m de n isto implicará que |S ∩ S1| = qn − 1 o que dará

S = S1. Provemos então que (qn − 1) /n > qm − 1 para todo divisor próprio m de n,

e concluamos assim a demonstração. Seja n = mh onde h ≥ 2 e definamos m′ = n/2.

Então temos que ter m′ = n/2 ≥ m > 1. Por indução podemos mostrar que 2m
′
+1 > 2m′

para m′ > 1, o que implica qm
′
+ 1 > 2m′, desde que q ≥ 2, e multiplicando ambos lados

desta desigualdade por (qm
′ − 1)/n teremos

(qn − 1) /n = (q2m′ − 1)/n = (qm
′
+ 1)(qm

′ − 1)/n > 2m′(qm
′ − 1)/n > qm

′ − 1 ≥ qm − 1.

Seja V um espaço vetorial de dimensão n/s sobre o corpo Fqs . Logo, V pode ser

identificado com (Fqs)n/s ∼= Fqn . Assim, V tem dimensão n sobre Fq.

Consideremos o grupo GL(n/s, qs), de todas as transformações invert́ıveis de V em

V as quais são Fqs-lineares. Considerando Fq como um subcorpo de Fqs , temos que toda

transformação de V em V que seja Fqs-linear é Fq-linear. Logo, podemos considerar o

grupo GL(n/s, qs) como um subgrupo de GL(n, q). Com isso em mente vamos enunciar o

seguinte teorema devido a Kantor [10], e vamos terminar a seção. A prova deste teorema

não será reproduzida, pois precisa de conceitos sobre grupos de permutações e ações de

grupos que nós não introduzimos aqui. Para ver a prova deste teorema sugerimos o mesmo

artigo de Kantor.

Teorema 1.4.11. Se G é um subgrupo de GL(n, q) que contém um grupo de Singer, então

existe um divisor s de n tal que GL(n/s, qs) E G.

Vamos chamar de Y o grupo GL(d, qn/d), e com isso enunciamos o seguinte lema.

Lema 1.4.12. Temos que Y = CGL(n,q)(Z(Y )).

Demonstração. Desde que Y ≤ GL(n, q) e Y comuta com todos os elementos de Z(Y )

se tem que Y ≤ CGL(n,q)(Z(Y )). Por outro lado, seja g ∈ CGL(n,q)(Z(Y )), nós devemos

mostrar que g é uma aplicação Fqn/d-linear. Desde que g ∈ CGL(n,q)(Z(Y )) temos gz = zg
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para todo z ∈ Z(Y ). Pelo lema 1.2.4 i) se tem Z(Y ) = {λIn | λ ∈ F×qn/d}. Assim, dado

λ ∈ Fqn/d existe z ∈ Z(Y ) tal que vz = λv, para todo v ∈ (Fqn/d)d ∼= Fqn . Portanto, dado

λ ∈ F×
qn/d

temos que (λv)g = vzg = vgz = λ(vg), para todo v ∈ Fqn . Assim, g é uma

aplicação Fqn/d-linear, e temos CGL(n,q)(Z(Y )) ≤ Y. Logo, Y = CGL(n,q)(Z(Y )).

1.5 Sobre p-grupos finitos

Esta seção está dedicada somente a dar resultados que serão usados posteriormente. Al-

guns destes são resultados conhecidos na teoria de grupos finitos, outros são resultados

espećıficos num determinado assunto. Sendo assim, não daremos a prova da maioria

destes, mas remitiremos para cada resultado uma referência.

Dado um grupo G e x, y ∈ G se define o comutador de x e y como [x, y] = x−1y−1xy.

O grupo derivado G′ de G é definido como

G′ = 〈[x, y] | x, y ∈ G〉.

O grupo G′ é o menor subgrupo normal tal que G/G′ é abeliano. Assim, G é abeliano

se, e somente se, G′ = {1}.

Lema 1.5.1. Seja G é um grupo com expoente 2, então G é abeliano elementar.

Demonstração. Dados quaisquer x, y em G temos que x2 = y2 = 1, então x = x−1 e

y = y−1. Logo [x, y] = x−1y−1xy = xyxy = (xy)2 = 1. Assim, G é abeliano, e assim,

abeliano elementar.

Um subgrupo H de G é dito subgrupo maximal se H 6= G e dado um subgrupo L de

G, tal que H ≤ L ≤ G se tem H = L ou L = G. O subgrupo de Frattini Φ (G) de G,

se define como a interseção de todos os subgrupos maximais de G, se G tiver subgrupos

maximais não triviais, e por G se G não tiver subgrupos maximais não triviais.

Os seguintes resultados são fatos conhecidos do subgrupo de Frattini, para uma prova

destes sugerimos [16, Satz 3.14 p. 272].

Lema 1.5.2. Se G é um p-grupo finito então:

i) Φ (G) = G′Gp, onde Gp = 〈gp | g ∈ G〉.

ii) G/Φ (G) é um grupo abeliano elementar, e Φ (G) é o menor subgrupo normal de G

com grupo fator abeliano elementar.
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iii) Se G é um 2-grupo então Φ(G) = G2.

O seguinte é o último resultado desta seção. Este é um teorema devido a T. O. Hawkes,

que trata da estrutura do grupo dos automorfismos de um 2-grupo. Nós precisaremos

deste resultado posteriormente, já que no terceiro caṕıtulo vamos estudar automorfismos

de uma classe especial de 2-grupos.

Teorema 1.5.3 ([7]). Seja G um 2-grupo e seja A o grupo de automorfismos de G que

fixam as involuções de G, e seja B o maior 2-subgrupo normal de A. Então A/B é

isomorfo a um subgrupo de D2q1 × · · · ×D2qk , onde D2qi é um subgrupo diedral de ordem

2qi, com qi potência de primo ı́mpar.
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Caṕıtulo 2

2-Grupos de Suzuki

Os p-grupos G, com p ı́mpar, tais que Aut(G) permuta transitivamente o conjunto de

subgrupos de ordem p foram estudados por Shult, em [1]. Shult mostrou que neste caso

G é abeliano. Já no caso p = 2, isto não é verdade. Nós vamos estudar este caso.

Por [3, teorema 1.2.6] temos que um 2-grupo não abeliano que tem uma única involução é

isomorfo ao grupo dos quatérnios generalizados. Sendo assim, vamos dedicar este caṕıtulo

a um breve estudo dos 2-grupos G não abelianos com mais de uma involução para os quais

Aut(G) permuta transitivamente o conjunto de subgrupos de ordem 2, ou seja, o conjunto

de involuções. Na seção 2.1 vamos estudar quatro famı́lias de 2-grupos, e na seção 2.2

veremos que estes grupos são os únicos 2-grupos não abelianos para os quais Aut(G)

permuta transitivamente o conjunto de involuções.

2.1 Quatro famı́lias de 2-Grupos

Antes de começar, vamos introduzir a notação que será usada ao longo da seção. Dado

um grupo G, denotaremos por IG o conjunto de todos os elementos de ordem menor ou

igual a dois, e por I×G o conjunto das involuções de G, é dizer, I×G = IG − {1}. O śımbolo

F2n , onde n é um inteiro positivo, denotará sempre o corpo com 2n elementos. Dado

θ ∈ Aut(F2n) e a ∈ F2n denotaremos por aθ a imagem de a via o automorfismo θ. Assim

por exemplo, se α ∈ Q, então aαθ
n

= (aα)θ
n

é a imagem de a via a composição de a 7→ aα e

θn. Similarmente aαθ
n1+βθn2 significa aαθ

n1aβθ
n2 . Sendo assim, se p(θ), q(θ) são polinômios

em Q[θ], então

ap(θ)+q(θ) = ap(θ)aq(θ) e ap(θ)q(θ) = (ap(θ))q(θ).
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Por exemplo, 2θ significa a composição de a 7→ a2 e θ, e não a aplicação θ + θ.

No que segue vamos introduzir quatro famı́lias de grupos de matrizes triangulares

superiores e mostraremos, sob algumas condições, que esses grupos tem um subgrupo de

automorfismos que permuta transitivamente seu conjunto de involuções. Estes grupos são

isomorfos aos grupos definidos por Higman em [4]. Ele define estes grupos como F2n×F2n

e F2n×F2n×F2n , com multiplicações adequadas que são definidas usando as operações em

F2n . A nossa definição tem a seguinte vantagem: Ao considerar estes grupos como grupos

de matrizes, não necessitamos verificar a associatividade. Além disso, definiremos por

conjugação de matrizes diagonais grupos de automorfismos destes grupos, os quais irão

satisfazer uma propriedade especial. No entanto, se consideramos a definição em [4], nós

teŕıamos que verificar associatividade, e também teŕıamos que verificar que as aplicações

definidas em [4] são de fato automorfismos.

Definição 2.1.1. Vamos definir as seguintes famı́lias de matrizes triangulares superiores,

as quais formam um grupo não abeliano com a multiplicação usual de matrizes.

1. Seja θ ∈ Aut (F2n), não trivial. Definimos

A (n, θ) =




1 a b

0 1 aθ

0 0 1

 | a, b ∈ F2n

 .

Se representamos por (a, b) o elemento
1 a b

0 1 aθ

0 0 1


de A (n, θ), a multiplicação de dois elementos (a1, b1), (a2, b2) ∈ A (n, θ) é dada por:

(a1, b1)(a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2 + a1a
θ
2). (2.1)

2. Seja θ ∈ Aut (F2n), e seja ε um elemento de F2n , tal que ε 6= ρ−1 + ρθ, para todo

ρ ∈ F2n . Definamos

B (n, θ, ε) =




1 a b c

0 1 0 εbθ + aθ

0 0 1 bθ

0 0 0 1

 | a, b, c,∈ F2n


.
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Se representamos por (a, b, c) o elemento
1 a b c

0 1 0 εbθ + aθ

0 0 1 bθ

0 0 0 1


de B (n, θ, ε), a multiplicação de (a1, b1, c1), (a2, b2, c2) ∈ B (n, θ, ε) é dada por:

(a1, b1, c1)(a2, b2, c2) = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2 + a1a
θ
2 + εa1b

θ
2 + b1b

θ
2). (2.2)

3. Seja θ ∈ Aut (F2n) tal que 2θ2 = 1 e seja ε um elemento de F2n tal que ε 6= ρ2θ+1+ρ−1

para todo ρ ∈ F2n . Então definimos:

C (n, ε) =





1 a a1/2 b c

0 1 0 0 aθ

0 0 1 0 εb2θ

0 0 0 1 b

0 0 0 0 1


| a, b, c ∈ F2n


.

A propriedade 2θ2 = 1 determina θ unicamente, veja o observação depois desta

definição. Por isso, θ não aparece na notação C(n, ε).

Se representamos por (a, b, c) o elemento

1 a a1/2 b c

0 1 0 0 aθ

0 0 1 0 εb2θ

0 0 0 1 b

0 0 0 0 1


de C (n, ε) , a multiplicação de (a1, b1, c1), (a2, b2, c2) ∈ C (n, ε) é dada por

(a1, b1, c1)(a2, b2, c2) = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2 + a1a
θ
2 + εa

1/2
1 b2θ

2 + b1b2). (2.3)

4. Seja θ ∈ Aut (F2n) não trivial tal que θ5 = 1 e seja ε um elemento de F2n tal que
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ε 6= ρ−1 + ρθ
4+θ−1 para todo ρ ∈ F2n . Então definimos:

D (n, θ, ε) =





1 a aθ
3
b c

0 1 0 0 aθ

0 0 1 0 εbθ

0 0 0 1 bθ
2

0 0 0 0 1


| a, b, c ∈ F2n


.

Se representamos por (a, b, c) o elemento



1 a aθ
3
b c

0 1 0 0 aθ

0 0 1 0 εbθ

0 0 0 1 bθ
2

0 0 0 0 1


de D (n, θ, ε), a multiplicação de (a1, b1, c1), (a2, b2, c2) ∈ D (n, θ, ε) é dada por

(a1, b1, c1)(a2, b2, c2) = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2 + a1a
θ
2 + εaθ

3

1 b
θ
2 + b1b

θ2

2 ). (2.4)

Não é dif ı́cil verificar que com as operações acima os conjuntos A (n, θ), B (n, θ, ε),

C (n, ε) e D (n, θ, ε) são de fato grupos, de ordem 22n, 23n, 23n e 23n, respectivamente.

O fato de que os conjuntos B (n, θ, ε), C (n, ε) e D (n, θ, ε) sejam grupos não depende da

condição em ε, se pode observar que estes conjuntos são grupos para todo ε ∈ F2n , porém

a condição em ε será importante ao determinar as involuções dos respectivos grupos. Com

a condição em ε o conjunto de involuções pode ser calculado facilmente, e além disso este

será adequado para nosso fins.

Notemos que grupos A(n, θ) são definidos para qualquer automorfismo θ com θ 6= 1.

Na verdade, se θ = 1 , então A(n, θ) seria um grupo abeliano, mas nós não estamos

interessados nesse caso. Grupos B(n, θ, ε) existem desde que exista ε 6= ρ−1+ρθ. Por outro

lado, a existência de grupos C(n, ε) está condicionada à existência de um automorfismo θ

satisfazendo 2θ2 = 1. Tal automorfismo θ existe somente quando n é ı́mpar. De fato, nós

temos Aut(F2n) = 〈σ〉, onde σ : a 7→ a2 é o automorfismo de Frobenius, e |Aut(F2n)| = n.

Então, a condição 2θ2 = 1 pode ser escrita, equivalentemente, como θ2 = σ−1. Agora, a

aplicação

α 7→ α2,
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é um endomorfismo de Aut(F2n) que é um automorfismo se e somente se n é ı́mpar. Logo,

se n for par, θ2 não pode ser um gerador de Aut(F2n), em particular, θ2 6= σ−1. por

outro lado, se n é ı́mpar existe um único θ tal que θ2 = σ−1. Assim, θ está unicamente

determinado e temos que |σ| = |σ−1| = |θ2| que é ı́mpar. Por último, grupos D(n, θ, ε)

existem somente quando 5 | n, já que neste caso existe θ ∈ Aut(F2n) tal que θ 6= 1 e

θ5 = 1, é dizer, |θ| = 5.

A seguinte proposição nos diz qual é o conjunto IG para os grupos A (n, θ), B (n, θ, ε),

C (n, ε) e D (n, θ, ε) . Antes de enunciar a proposição notemos que (0, 0) é o elemento

identidade para A (n, θ), e que (0, 0, 0) é o elemento identidade para os grupos B (n, θ, ε),

C (n, ε) e D (n, θ, ε).

Proposição 2.1.1.

1. Se G é um grupo A (n, θ), então IG = {(0, b) | b ∈ F2n} .

2. Se G é algum grupo B (n, θ, ε), C (n, ε) e D (n, θ, ε), então IG = {(0, 0, c) | c ∈ F2n} .

Além disso, em qualquer caso IG E G.

Demonstração.

1. Seja G um grupo A(n, θ) e (a, b) ∈ G. Desde que (a, b)2 =
(
0, aθ+1

)
temos que

(a, b) ∈ IG se, e somente se, aθ+1 = aθa = 0 o que equivale a dizer que a = 0, desde

que θ ∈ Aut(F2n). Logo, IG = {(0, b) | b ∈ F2n} . A definição da multiplicação de

G, dada por (2.1), implica que a aplicação (a, b) 7→ a é um homomorfismo de G no

grupo aditivo de F2n com núcleo IG. Logo, IG E G.

2. Aqui temos três casos:

- Seja G um grupo B (n, θ, ε) e (a, b, c) ∈ G. Desde que

(a, b, c)2 =
(
0, 0, aθ+1 + εabθ + bθ+1

)
,

temos que (a, b, c) ∈ IG se, e somente se aθ+1 +εabθ + bθ+1 = 0. Nós afirmamos

que isso é equivalente a a = b = 0. Seja (a, b, c) ∈ IG, é fácil ver que se um

dos a ou b é zero o outro também o é. Por isso, assumamos que a 6= 0 e b 6= 0,

isto implica ε = aθb−θ + (a−1b) = (ab−1)−1 + (ab−1)
θ
, contradizendo a hipótese

sobre ε. Logo, IG = {(0, 0, c) | c ∈ F2n} .
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- Seja G um grupo C (n, ε) e (a, b, c) ∈ G. Desde que

(a, b, c)2 =
(
0, 0, aθ+1 + εa1/2b2θ + b2

)
,

temos que (a, b, c) ∈ IG se, e somente se, aθ+1 + εa1/2b2θ + b2 = 0. Afirmamos

que isso é equivalente a a = b = 0. Seja (a, b, c) ∈ IG, é fácil ver que se um

dos a ou b é zero o outro também o é. Por isso, assumamos que a 6= 0 e b 6= 0,

isto vai implicar que ε = aθ+1/2b−2θ + b2−2θa−1/2 = aθ+1/2b−2θ +
(
b2θ−2a1/2

)−1
.

Desde que 2θ2 = 1, temos
(
b2θ−2a1/2

)2θ+1
= b4θ2−4θ+2θ−2aθ+1/2 = b−2θaθ+1/2

e então ε = ρ2θ+1 + ρ−1, onde ρ = b2θ−2a1/2, contradizendo a hipótese em ε.

Logo, IG = {(0, 0, c) | c ∈ F2n} .

- Seja G um grupo D (n, θ, ε) e (a, b, c) ∈ G. Desde que

(a, b, c)2 =
(

0, 0, aθ+1 + εaθ
3

bθ + bθ
2+1
)
,

temos que (a, b, c) ∈ IG se, e somente se, aθ+1 + εaθ
3
bθ + bθ

2+1 = 0. Afirmamos

que isso é equivalente a a = b = 0. Seja (a, b, c) ∈ IG, é fácil ver que se um

dos a ou b é zero o outro também o é. Por isso, assumamos que a 6= 0 e b 6= 0,

isto implica que ε = aθ+1−θ3b−θ + a−θ
3
bθ

2−θ+1. Desde que θ5 = 1 temos que(
aθ

3−θ−1bθ
)θ4+θ−1

= a−θ
3
bθ

2−θ+1, e assim ε = (aθ
3−θ−1bθ)−1 +(aθ

3−θ−1bθ)θ
4+θ−1,

contradizendo a hipótese sobre ε. Logo, IG = {(0, 0, c) | c ∈ F2n} .

Pelas formas das multiplicações dadas em (2.2), (2.3) e (2.4) temos que a aplicação

(a, b, c) 7→ (a, b, 0) é um homomorfismo de G em F2n ⊕ F2n , com núcleo IG. Assim,

IG E G.

Assim, a proposição está demonstrada.

O que faremos agora, será construir um subgrupo de automorfismos para os grupos

A (n, θ), B (n, θ, ε), C (n, ε) e D (n, θ, ε).

Dado λ ∈ F×2n , chamemos de Hλ a seguinte matriz diagonal:
1 0 0

0 λ 0

0 0 λθ+1

 .
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Consideremos o elemento (a, b) ∈ A(n, θ). Desde que

H−1
λ (a, b)Hλ =


1 0 0

0 λ−1 0

0 0 λ−θ−1




1 a b

0 1 aθ

0 0 1




1 0 0

0 λ 0

0 0 λθ+1



=


1 λa λθ+1b

0 1 (λa)θ

0 0 1



=
(
λa, λθ+1b

)
,

se tem que Hλ ∈ NGL(3,2n)(A (n, θ)). Logo, a aplicação

(a, b) 7→ H−1
λ (a, b)Hλ =

(
λa, λθ+1b

)
,

é um automorfismo de A (n, θ).

Da mesma forma, se λ ∈ F×2n chamaremos Pλ a matriz diagonal:
1 0 0 0

0 λ 0 0

0 0 λ 0

0 0 0 λθ+1

 .

Consideremos um (a, b, c) ∈ B(n, θ, ε), então

P−1
λ (a, b, c)Pλ =


1 λa λb λθ+1c

0 1 0 ε (λb)θ + (λa)θ

0 0 1 (λb)θ

0 0 0 1


=

(
λa, λb, λθ+1c

)
.

Então temos que Pλ ∈ NGL(4,2n) (B (n, θ, ε)) e, a aplicação

(a, b, c) 7→
(
λa, λb, λθ+1c

)
,

é um automorfismos de B(n, θ, ε).
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Agora, dado λ ∈ F×2n e θ ∈ Aut(F2n), tal que 2θ2 = 1; chamemos Nλ a matriz diagonal

1 0 0 0 0

0 λ 0 0 0

0 0 λ1/2 0 0

0 0 0 λ(θ+1)/2 0

0 0 0 0 λθ+1


.

Consideremos (a, b, c) ∈ C(n, θ), então temos

N−1
λ (a, b, c)Nλ =



1 λa (λa)1/2 λ(θ+1)/2b λθ+1c

0 1 0 0 (λa)θ

0 0 1 0 ελθ+1/2b2θ

0 0 0 1 λ(θ+1)/2b

0 0 0 0 1


,

e desde que 2θ2 = 1, se tem ε
(
λ(θ+1)/2b

)2θ
= ελθ

2+θb2θ = ελ1/2+θb2θ, e segue que

N−1
λ (a, b, c)Nλ =



1 λa (λa)1/2 λ(θ+1)/2b λθ+1c

0 1 0 0 (λa)θ

0 0 1 0 ε(λ(θ+1)/2b)2θ

0 0 0 1 λ(θ+1)/2b

0 0 0 0 1


=

(
λa, λ(θ+1)/2b, λθ+1c

)
.

Isto implica que Nλ ∈ NGL(5,2n) (C (n, θ)). Logo, a aplicação

(a, b, c) 7→
(
λa, λ(θ+1)/2b, λθ+1c

)
,

é um automorfismo de C(n, θ).

Por último, dado λ ∈ F×2n e θ ∈ Aut(F2n), tal que θ5 = 1; chamemos Eλ a seguinte

matriz diagonal 

1 0 0 0 0

0 λ 0 0 0

0 0 λθ
3

0 0

0 0 0 λθ
4−θ2+1 0

0 0 0 0 λθ+1


.
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Consideremos (a, b, c) ∈ D(n, θ, ε), então

E−1
λ (a, b, c)Eλ =



1 λa (λa)θ
3

λθ
4−θ2+1b λθ+1c

0 1 0 0 (λa)θ

0 0 1 0 ελ−θ
3+θ+1bθ

0 0 0 1 λ−θ
4+θ2+θbθ

2

0 0 0 0 1


.

Tendo em conta que θ5 = 1, segue que
(
λθ

4−θ2+1b
)θ2

= λθ
6−θ4+θ2bθ

2
= λθ−θ

4+θ2bθ
2

e

ε
(
λθ

4−θ2+1b
)θ

= ελθ
5−θ3+θbθ = ελ1−θ3+θbθ. Logo

E−1
λ (a, b, c)Eλ =



1 λa (λa)θ
3

λθ
4−θ2+1b λθ+1c

0 1 0 0 (λa)θ

0 0 1 0 ε
(
λθ

4−θ2+1b
)θ

0 0 0 1
(
λθ

4−θ2+1b
)θ2

0 0 0 0 1


=

(
λa, λθ

4−θ2+1b, λθ+1c
)
.

Logo, a aplicação

(a, b, c) 7→
(
λa, λθ

4−θ2+1b, λθ+1c
)
,

é um automorfismo de D(n, θ, ε).

Assim, para cada λ ∈ F×2n temos definido um automorfismo ξλ para os grupos A (n, θ),

B (n, θ, ε), C (n, ε) e D (n, θ, ε).

Vamos resumir toda a informação relevante que temos sobre grupos A (n, θ), B (n, θ, ε),

C (n, ε) e D (n, θ, ε) na seguinte tabela:

θ ξλ

A (n, θ) θ 6= 1 (a, b) 7→
(
λa, λθ+1b

)
B (n, θ, ε) − (a, b, c) 7→

(
λa, λb, λθ+1c

)
C (n, ε) 2θ2 = 1 (a, b, c) 7→

(
λa, λ(θ+1)/2b, λθ+1c

)
D (n, θ, ε) θ5 = 1, θ 6= 1 (a, b, c) 7→

(
λa, λθ

4−θ2+1b, λθ+1c
)

Tabela 2.1: θ e ξλ para os 2-grupos de Suzuki
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ε (a, b)2 ou (a, b, c)2

A(n, θ) −
(
0, aθ+1

)
B(n, θ, ε) ε 6= ρ−1 + ρθ

(
0, 0, aθ+1 + εabθ + bθ+1

)
C(n, ε) ε 6= ρ−1 + ρ2θ+1

(
0, 0, aθ+1 + εa1/2b2θ + b2

)
D(n, θ, ε) ε 6= ρ−1 + ρθ

4+θ−1 (0, 0, aθ+1 + εaθ
3
bθ + bθ

2+1)

Tabela 2.2: ε e o quadrado de um elemento para os 2-grupos de Suzuki

Esta tabela contém o nome do grupo na primeira coluna. Na segunda coluna encontra-

mos as condições requeridas para θ, a terceira nos dá para cada λ ∈ F×2n um automorfismo

ξλ, do grupo respectivo. Na quarta coluna estão as condições que ε satisfaz; por exemplo,

ε 6= ρ−1 + ρθ significa que não existe ρ ∈ F2n tal que ε = ρ−1 + ρθ. Por último, a quinta

coluna contém os quadrados dos elementos do respectivo grupo.

Seja X = {ξλ | λ ∈ F×2n}. O conjunto X é fechado por composição. De fato, dados

ξλ, ξµ ∈ X, pelas definições dadas na tabela 2.1 se verifica que ξλξµ = ξλµ. Além disso

ξλ−1 = ξλ
−1. Logo, X é um grupo.

Definamos a aplicação λ 7→ ξλ do grupo F×2n no grupo X = {ξλ | λ ∈ F×2n}. Desde que

ξλξµ = ξλµ, a aplicação assim definida é um homomorfismo, o qual é sobrejetivo. Agora,

como em todos os casos ξλ age na primeira coordenada por multiplicação por λ; se tem

que ξλ = 1 se, e somente se, λ = 1. Assim esta aplicação é injetiva. Logo, F×2n e X são

isomorfos, e segue que X é ćıclico. Provamos assim a seguinte proposição.

Proposição 2.1.2. Seja G um grupo A(n, θ), B(n, θ, ε), C(n, θ), D(n, θ, ε). Então temos

que X = {ξλ | λ ∈ F×2n} é um subgrupo ćıclico de Aut(G).

Embora os automorfismos ξλ sejam os automorfismos que estamos procurando neste

momento, é necessário dizer que existem mais automorfismo que podem se encontrar

somente por observação. Por exemplo, dado um automorfismo σ de F2n , podemos definir

a aplicação ϕσ : A (n, θ)→ A (n, θ) por (a, b) 7→ (aσ, bσ). Sejam (a1, b1) , (a2, b2) ∈ A (n, θ),

então

((a1, b1) (a2, b2))ϕσ =
(
a1 + a2, b1 + b2 + a1a

θ
2

)
ϕσ

=
(
(a1 + a2)σ ,

(
b1 + b2 + a1a

θ
2

)σ)
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=
(
aσ1 + aσ2 , b

σ
1 + bσ2 + aσ1a

θσ
2

)
= (aσ1 , b

σ
1 ) (aσ2 , b

σ
2 )

= (a1, b1)ϕσ (a2, b2)ϕσ,

o que diz que ϕσ é um homomorfismo, e desde que σ é um automorfismo de F2n segue

que ϕσ é um automorfismo de A(n, θ). Assim, obtemos o subgrupo de automorfismos de

A(n, θ) :

Σ = {ϕσ | σ ∈ Aut (F2n)}.

Temos que Σ normaliza X. De fato, dado (a, b) ∈ G observamos que

(a, b)ϕ−1
σ ξλϕσ = (a−σ, b−σ)ξλϕσ

= (λa−σ, λθ+1b−σ)ϕσ

= (λσa, λσ(θ+1)b)

= (a, b)ξλσ ,

ou seja, ϕ−1
σ ξλϕσ = ξλσ ∈ X. Todo elemento não trivial de X tem somente (0, 0) como

ponto fixo, mas (1, 1) é ponto fixo de todo elemento de Σ, e assim X ∩ Σ = {1}. Logo

X o Σ é um subgrupo do grupo de automorfismos de A(n, θ).

Da mesma forma, se G é algum dos grupos B (n, θ, ε), C (n, ε) e D (n, θ, ε) podemos

mostrar a aplicação ϕσ : G→ G, definida por (a, b, c)ϕσ = (aσ, bσ, cσ), é um automorfismo

de G. Obtendo o subgrupo do grupo de automorfismos de G

Σ = {ϕσ | σ ∈ Aut (F2n)}.

Também se pode mostrar da mesma maneira que X o Σ é um subgrupo do grupo de

automorfismos de G. Nós não pretendemos tratar mais sobre automorfismos neste mo-

mento. No caṕıtulo 3 nós estudaremos com um pouco mais de detalhe os automorfismos

de alguns destes grupos.

O nosso objetivo é mostrar que sob algumas condições os grupos dados na definição

2.1.1 são 2-grupos que tem um subgrupo de automorfismos permutando transitivamente

o conjunto de involuções. Para isso vamos precisar de um lema sobre corpos finitos. A

demonstração deste, que será reproduzida aqui, é a mesma que a dada em [2, Teorema 6.9

p. 296]. Antes de enunciar o lema lembremos que dado um corpo F e θ ∈ Aut(F) o corpo

fixo de θ e o conjunto Fix(θ) = {a ∈ F | aθ = a}. Notemos que Fix(θ) é um subcorpo de

F.
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Lema 2.1.3. Seja F um corpo finito de caracteŕıstica 2 e θ um automorfismo de F. Então,

a aplicação χ : F× → F× dada por a 7→ aθ+1 é bijetiva se, e somente se, θ é de ordem

ı́mpar.

Demonstração. A aplicação χ é claramente um endomorfismo de F×. Se kerχ 6= {1},

existe um a 6= 1 tal que aθ = a−1. Como a ordem de F× é ı́mpar a 6= a−1. Logo, aθ
i

= a

se i é par, e aθ
i

= a−1 se i é ı́mpar. Assim, a ordem de θ é par.

Reciprocamente, se a ordem de θ é par, então temos que 〈θ〉 > 〈θ2〉 e pelo Teorema

Fundamental da Teoria de Galois, ver [18, Teorema 1.2 p. 262], Fix(θ) ⊂ Fix(θ2). Deno-

temos por K1 = Fix(θ). Assim, existe um a ∈ F\K1 tal que aθ 6= a e aθ
2

= a. Desde que(
aθ+1

)θ
= aθ

2+θ = aθ+1 temos que aθ+1 ∈ K×1 , e do fato que |K×1 | é ı́mpar, tem que existir

b ∈ K×1 tal que b2 = aθ+1. Seja c = ab−1; c 6= 1 desde que a /∈ K1 e b ∈ K1. Da definição

de b temos que ba−1 = aθb−1. Assim, cθ = (ab−1)θ =
(
aθ
) (
bθ
)−1

= aθb−1 = ba−1 = c−1.

Obtemos então cθ+1 = 1, e c ∈ kerχ\{1}. De onde χ não é injetiva.

A seguinte proposição diz em quais condições o grupo X permuta transitivamente o

conjunto I×G , das involuções dos grupos definidos em 2.2.1.

Proposição 2.1.4. Se G é um grupo A(n, θ), B (n, θ, ε), C (n, ε) ou D (n, θ, ε) e θ é um

automorfismo de ordem ı́mpar de F2n, então X permuta transitivamente o conjunto I×G .

Demonstração. Seja θ de ordem ı́mpar. Pelo lema 2.1.3, {λθ+1 | λ ∈ F2n} = F2n . Logo,

pela terceira coluna da tabela 2.1 temos que a órbita em X de (0, 1) , no caso de A(n, θ),

e de (0, 0, 1) nos outros casos, é igual a I×G . Assim, a ação de X em I×G é transitiva.

Notemos que pela observação feita depois da definição 2.1.1 que os grupos C(n, ε)

satisfazem as hipóteses do lema, já que neste caso θ tem ordem ı́mpar. Assim, sempre

que existam, os grupos C(n, ε) tem um subgrupo de automorfismos que permuta transi-

tivamente seu conjunto de involuções. O mesmo é verdade para os grupos D(n, θ, ε), no

caso existam, já que θ, neste caso, tem ordem 5.

2.2 2-grupos de Suzuki

Nesta seção vamos definir uma classe especial de 2-grupos: os 2-grupos de Suzuki. Na

verdade, na seção anterior, ao definir as quatro famı́lias de grupos, nós já tivemos contato

com eles. O que será feito nesta seção é definir os 2-grupos de Suzuki formalmente, para
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depois disso usar um teorema dado por Higman [4], o qual classifica estes grupos. Com

o teorema em mãos nós daremos algumas propriedades da estrutura destes grupos, para

assim dar exemplos de 2-grupos de Suzuki isomorfos.

Definição 2.2.1. Um 2-grupo de Suzuki é um grupo G com as seguintes propriedades:

1. G é um 2-grupo finito não abeliano.

2. G tem mais de uma involução.

3. Existe um grupo solúvel de automorfismos de G que permuta transitivamente o

conjunto das involuções.

O próximo resultado vai caracterizar os 2-grupos de Suzuki. Uma direção deste é o

teorema de Higman, do qual falamos na introdução desta seção. A outra direção será

consequência da seção anterior. Uma prova do teorema de Higman, na verdade a única

que temos referência, pode ser encontrada em [4, Teorema 1].

Teorema 2.2.1. Se θ ∈ Aut(F2n) e ε ∈ F2n satisfazem as condições das tabelas 2.1 e

2.2 e θ tem ordem ı́mpar, então A (n, θ), B (n, θ, ε), C (n, θ) e D (n, θ, ε) são 2-grupos de

Suzuki. Reciprocamente, todo 2-grupo de Suzuki é isomorfo a algum dos grupos A (n, θ),

B (n, θ, ε), C (n, θ) e D (n, θ, ε) com θ, ε satisfazendo as condições das tabelas 2.1 e 2.2,

e θ de ordem ı́mpar.

Demonstração. Suponhamos primeiro que θ, ε satisfazem as condições das tabelas 2.1 e

2.2 e θ tem ordem ı́mpar. Se G é algum grupo A (n, θ), B (n, θ, ε), C (n, θ) ou D (n, θ, ε),

então G tem mais de uma involução e, pelas regras de multiplicação, dadas por (2.1),

(2.2), (2.3) e (2.4), ele não é abeliano. Pela proposição 2.1.4, o grupo X, que é ćıclico e

por isso solúvel, permuta transitivamente o conjunto de involuções de G. Logo, G é um

2-grupo de Suzuki.

Reciprocamente, se G é um 2-grupo de Suzuki, então pelo teorema de Higman, [4,

Teorema 1], G é isomorfo a algum dos grupos A (n, θ), B (n, θ, ε), C (n, θ) ou D (n, θ, ε),

com θ, ε satisfazendo as condições das tabelas 2.1 e 2.2 e θ de ordem ı́mpar.

Muitas das propriedades dos 2-grupos de Suzuki podem ser provadas da definição

formal, sem usar a classificação dada por Higman, ver por exemplo [2] e [4]. O teorema

anterior nos permite dar propriedades dos 2-grupos de Suzuki analisando somente os
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grupos A (n, θ), B (n, θ, ε), C (n, θ) e D (n, θ, ε). Uns dos principais resultados desta

seção será mostrar que em todo 2-grupo de Suzuki se tem G′ = Φ (G) = Z (G) = IG. Este

resultado não será dif ı́cil de provar, mas é importante na determinação de isomorfismos

entre 2-grupos de Suzuki. Para a prova dele vamos precisar de um lema auxiliar de corpos

finitos.

Lema 2.2.2. Seja F um corpo finito e θ ∈ Aut(F) não trivial. Então,

{a ∈ F | abθ = aθb para todo b ∈ F} = {0}.

Demonstração. Pelo absurdo, suponhamos que existe a 6= 0 em F tal que abθ = aθb para

todo b ∈ F. Em particular, abθ = aθb para todo b 6= 0. Logo, bθ−1 = aθ−1 para todo b 6= 0,

o que diz que o endomorfismo ζ : F× → F×, definido por b 7→ bθ−1, é constante. Logo,

desde 1ζ = 1, temos Im ζ = {1}. Assim, bθ−1 = 1 para todo b 6= 0 em F, o que implica

que bθ = b para todo b 6= 0. De onde, o automorfismo θ é trivial. Mas isso contradiz a

hipótese em θ. Assim, temos que ter {a ∈ F | abθ = aθb para todo b ∈ F} = {0}.

Proposição 2.2.3. Se G é um 2-grupo de Suzuki, então G′ = Φ (G) = G2 = Z (G) = IG.

Demonstração. Seja G algum dos grupos A (n, θ), B (n, θ, ε), C (n, θ) ou D (n, θ, ε).

Primeiro notemos que se N é um subgrupo caracteŕıstico de G tal que N ≤ IG, então

N = IG. De fato, se N < IG então existem involuções dentro e fora de N , o que não é

posśıvel, pois Aut(G) permuta transitivamente IG e deixa invariante N . Assim, N = IG.

Mostremos agora que G′ = Φ(G) = IG. Dado x ∈ G, pela tabela 2.2, temos que

x2 ∈ IG. Agora, desde que G é um 2-grupo o lema 1.5.2 iii) diz que

Φ(G) = G2 = 〈x2 | x ∈ G〉.

Logo, Φ(G) ≤ IG, e como pelo lema 1.5.2 i) temos que G′ ≤ Φ(G), segue que

G′ ≤ Φ(G) ≤ IG,

e desde que G′ e Φ(G) são subgrupos caracteŕısticos de G temos que G′ = Φ(G) = IG.

Falta mostrar que Z(G) = IG. Da definição de multiplicação para os quatro grupos se

tem que IG ≤ Z(G). Resta mostrar que Z(G) ≤ IG. Aqui vamos analisar os quatro casos

separadamente.
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i) Seja G um grupo A(n, θ) e (a1, b1) ∈ Z (G), mostremos que (a1, b1) ∈ IG, isto é, mos-

tremos que a1 = 0. Como (a1, b1) ∈ Z (G) , então (a1, b1) (a2, b2) = (a2, b2) (a1, b1)

para todo (a2, b2) ∈ G, e assim, pela regra de multiplicação (2.1), temos(
a1 + a2, b1 + b2 + a1a

θ
2

)
=
(
a2 + a1, b2 + b1 + a2a

θ
1

)
,

isto implica que a1a
θ
2 = a2a

θ
1, para todo a2 ∈ F2n , mas desde que θ não é trivial, o

lema 2.2.2 implica que a1 = 0. Assim, Z (G) ≤ IG. Concluindo assim esta parte da

demonstração.

ii) Seja G algum B (n, θ, ε). Dado (a1, b1, c1) ∈ Z (G), este comuta, em particular, com

todo elemento da forma (0, b1, c2). Logo,

(0, b1, c2)(a1, b1, c1) = (a1, b1, c1)(0, b1, c2),

e pela regra de multiplicação, dada em (2.2), temos(
a1, 0, c1 + c2 + bθ+1

1

)
=
(
a1, 0, c1 + c2 + εa1b

θ
1 + bθ+1

1

)
,

o que vai implicar εa1b
θ
1 = 0. Pela hipótese em ε se tem ε 6= 0, e assim devemos ter

a1 = 0 ou b1 = 0. Se a1 = 0, então (0, b1, c1) ∈ Z (G), e este comuta em particular

com todo elemento da forma (a2, 0, c2), ou seja,

(0, b1, c1) (a2, 0, c2) = (a2, 0, c2) (0, b1, c1) .

Logo, pela regra de multiplicação, dada em (2.2), devemos ter

(a2, b1, c1 + c2) =
(
a2, b1, c1 + c2 + εa2b

θ
1

)
,

e isto implica que εa2b
θ
1 = 0 para todo a2 ∈ F2n . Desde que ε 6= 0, vamos ter

a2b
θ
1 = 0 para todo a2 ∈ F2n , e isto implica que b1 = 0. Da mesma forma se prova

que se b1 = 0, então a1 = 0. Logo (a1, b1, c1) = (0, 0, c1), e Z (G) ≤ IG.

iii) Seja G algum C (n, ε). Dado (a1, b1, c1) ∈ Z (G), este comuta, em particular, com

elementos da forma (0, b2, c2). Logo,

(a1, b1, c1)(0, b2, c2) = (0, b2, c2)(a1, b1, c1),

e pela regra de multiplicação, dada em (2.3), temos(
a1, b1 + b2, c1 + c2 + εa

1/2
1 b2θ

2 + b1b2

)
= (a1, b2 + b1, c2 + c1 + b1b2) ,
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o que vai implicar εa
1/2
1 b2θ

2 = 0 para todo b2 ∈ F2n . Pela hipótese em ε, se tem ε 6= 0,

de onde segue a1 = 0. Assim, (0, b1, c1) ∈ Z (G). Dado (a2, b2, c2) se tem

(0, b1, c1)(a2, b2, c2) = (a2, b2, c2)(0, b1, c1),

e pela regra de multiplição, dada por (2.3), segue que

(a2, b1 + b2, c1 + c2 + b1b2) =
(
a2, b2 + b1, c2 + c1 + εa

1/2
2 b2θ

1 + b2b1

)
,

de onde εa
1/2
2 b2θ

1 = 0 para todo a2 ∈ F2n . Como ε 6= 0, temos b1 = 0. Logo,

(a1, b1, c1) = (0, 0, c1), ou seja, Z (G) ≤ IG.

iv) Seja G algum D (n, θ, ε). Dado (a1, b1, c1) ∈ Z (G), este comuta em particular com

elementos em G da forma (0, b1, c2). Então,

(a1, b1, c1)(0, b1, c2) = (0, b1, c2)(a1, b1, c1),

e pela regra de multiplicação, dada por (2.4), temos(
a1, 0, c1 + c2 + εaθ

3

1 b
θ
1 + bθ

2+1
1

)
=
(
a1, 0, c2 + c1 + bθ

2+1

1

)
,

de onde temos εaθ
3

1 b
θ
1 = 0. Como nos casos anteriores, a hipótese em ε implica ε 6= 0,

o que a sua vez diz que a1 = 0 ou b1 = 0. Se a1 = 0, então (0, b1, c1) ∈ Z (G), e

assim este comuta com todo elemento da forma (a2, b1, c2) em G, ou seja,

(0, b1, c1)(a2, b1, c2) = (a2, b1, c2)(0, b1, c1),

e pela regra de multiplicação, dada por (2.4), temos(
a2, 0, c1 + c2 + bθ

2+1
1

)
=
(
a2, 0, c2 + c1 + εaθ

3

2 b
θ2

1 + bθ
2+1

1

)
,

o que implica que εaθ
3

2 b
θ2

1 = 0 para todo a2 ∈ F2n . Como ε 6= 0, temos b1 = 0. Da

mesma forma se mostra que b1 = 0 implica a1 = 0. Assim (a1, b1, c1) = (0, 0, c1) , é

dizer, Z (G) ≤ IG.

Assim, em todos os casos se tem Z(G) = IG. Concluindo assim a prova da proposição.

Como uma consequência da proposição anterior temos o seguinte corolário.

Corolário 2.2.4. Se e G é um 2-grupo de Suzuki, então Z (G) e G = G/Z (G) são

2-grupos abelianos elementares.
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Demonstração. Seja G algum grupo A(n, θ), B (n, θ, ε), C (n, ε) ou D (n, θ, ε). Pela pro-

posição 2.2.3, Z (G) = IG, de onde temos que Z(G) tem expoente 2. Assim, Z(G) é

abeliano elementar. Por outro lado, a tabela 2.2 mostra que x2 ∈ IG para todo x ∈ G.

Sendo assim, (xZ(G))2 = Z(G), de onde se tem que o expoente de G = G/Z (G) é 2.

Assim, como G é abeliano, G é abeliano elementar.

Se temos que G é um grupo A(n, θ), então dado (a, b) ∈ G podemos escrever este

como (a, b) = (a, 0)(0, b). Assim, (a, b)Z(G) = (a, 0)Z(G) para todo b ∈ F2n . Consequen-

temente

G = G/Z(G) = {(a, 0)Z(G) | a ∈ F2n}, (2.5)

e como |G| = 2n, segue que a representação de um elemento de G na forma (a, 0)Z(G) é

única.

Da mesma forma, se G é algum dos grupos B (n, θ, ε), C (n, ε) ou D (n, θ, ε), e (a, b, c),

é um elemento de G, então pelas regras de multiplicação, dadas por (2.2), (2.3) e (2.4), se

tem que (a, b, c) = (a, b, 0)(0, 0, c). Assim, (a, b, c)Z(G) = (a, b, 0)Z(G) para todo c ∈ F2n .

Consequentemente

G = G/Z(G) = {(a, b, 0)Z(G) | a, b ∈ F2n}, (2.6)

e desde que, neste caso, |G| = 22n, segue que a representação de un elemento de G na

forma (a, b, 0)Z(G) é única.

2.3 Isomorfismo entre 2-grupos de Suzuki

No que segue vamos focar-nos em saber quando os 2-grupos de Suzuki de tipo 1 e tipo 2

podem ser isomorfos. Para isso vamos precisar de um lema auxiliar em 2-grupos, o qual

pode ser encontrado em [2, Teorema 6.6, p. 294]. Este lema vai nos dar condições que

irão implicar que dois 2-grupos são isomorfos.

Lema 2.3.1. Sejam G1, G2 2-grupos. Suponhamos que:

i) Existe Hi um subgrupo abeliano elementar do centro de Gi tal que Gi/Hi é abeliano

elementar, i = 1, 2.

ii) Existem isomorf ismos ρ : G1/H1 → G2/H2 e σ : H1 → H2 tais que se (xH1) ρ =

yH2, então se tem (x2)σ = y2.
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Então existe um isomorf ismo de G1 em G2 o qual leva H1 em H2 e induz ρ, σ em G1/H1,

H1 respectivamente.

A seguinte proposição nos dá alguns exemplos de 2-grupos de Suzuki isomorfos. A

demostração deste será uma aplicação do lema anterior para os grupos A(n, θ), B (n, θ, ε),

e D (n, θ, ε) . No caso de C(n, ε) não temos um resultado parecido, já que o automorfismo

θ está unicamente determinado. Esses isomorfismos são enunciados por Higman em [4]

sem demonstração.

Proposição 2.3.2. Temos os seguintes isomorfismos entre 2-grupos de Suzuki.

i) A (n, θ) ∼= A (n, θ−1) .

ii) B (n, θ, ε) ∼= B(n, θ−1, εθ
−1

).

iii) D (n, θ, ε) ∼= D(n, θ−1, εθ
−1

).

Demonstração. Primeiro, notemos que se A(n, θ) existe, também vai existir A(n, θ−1),

desde que se |θ| = |θ−1|. Agora, se B(n, ε, θ) existe então ε satisfaz a hipótese da tabela

2.2. Para mostrar que B(n, θ−1, εθ
−1

) existe devemos de mostrar que εθ
−1

também satisfaz

a hipótese da tabela 2.2, é dizer εθ
−1 6= ρ−1 +ρθ para todo ρ ∈ F2n . Suponhamos que existe

ρ ∈ F2n tal que εθ
−1 6= ρ−1 + ρθ, então ε = (ρθ)−1 + (ρθ)θ. Contradizendo a hipótese de ε.

Assim, sempre que B (n, θ, ε) existe, B(n, θ−1, εθ
−1

) também vai existir. Por último para

mostrar que se D (n, θ, ε) existe, então D(n, θ−1, εθ
−1

) também existe, devemos mostrar

que θ−1, εθ
−1

satisfazem as hipóteses das tabelas 2.1 e 2.2. Desde que θ 6= 1 e θ5 = 1,

se tem que θ−1 6= 1 e (θ−1)5 = 1, ou seja, θ−1 satisfaz as hipóteses da tabela 2.1. Para

o caso de εθ
−1

, suponhamos que exista ρ ∈ F2n tal que εθ
−1

= ρ−1 + ρθ
4+θ−1. Logo,

ε = (ρθ)−1 + (ρθ)θ
4+θ−1. Contradizendo a hipótese de ε. Então, εθ

−1 6= ρ−1 + ρθ
4+θ−1 para

todo ρ ∈ F2n , uo seja, εθ
−1

satisfaz a hipótese da tabela 2.2. Mostramos assim, que sempre

que D (n, θ, ε) exista, D(n, θ−1, εθ
−1

) também existirá.

Pelo corolário 2.2.4, se G é um 2-grupo de Suzuki, então Z(G) e G = G/Z(G) são

2-grupos abelianos elementares. Assim, G verifica i) do lema 2.3.1. Nosso seguinte passo

será definir para cada caso isomorfismos σ e ρ que verifiquem o lema 2.3.1. Logo, como

consequência desse lema, teremos os isomorfismos requeridos.

Sejam G e H os grupos nos lados de um dos isomorfismos i), ii) ou iii). Nos conside-

ramos G e H iguais como conjuntos, mas com multiplicações diferentes. Denotaremos a

multiplicação em G por · e multiplicações de H por ◦.

53



Definamos as seguintes aplicações:

1. Se G = A(n, θ) e H = A(n, θ−1), definamos

σ1 : Z (G)→ Z (H) por (0, b) 7→ (0, bθ
−1

); e

ρ1 : G→ H por (a, 0)Z (G) 7→ (a, 0)Z (H) .

2. Se G = B(n, θ, ε) e H = B(n, θ−1, εθ
−1

), definamos

σ2 : Z (G)→ Z (H) por (0, 0, c) 7→ (0, 0, cθ
−1

); e

ρ2 : G→ H (a, b, 0) por Z(G) 7→ (b, a, 0)Z(H).

3. Se G = D(n, θ, ε) e H = D(n, θ−1, εθ
−1

), definamos

σ3 : Z (G)→ Z (H) por (0, 0, c) 7→ (0, 0, cθ
−1

); e

ρ3 : G→ H por (a, b, 0)Z (G) 7→ (a, bθ, 0)Z (H) .

Desde que θ é um automorfismo se tem que σi e ρi são isomorfismos, para i = 1, 2, 3.

Mostremos que σi, ρi verificam a parte ii) do lema 2.3.1. Assim, teremos os isomorfismos

desejados.

1. Se ((a, 0)Z(G)) ρ1 = (a, 0)Z(H), então

((a, 0) · (a, 0))σ1 =
(
0, aθ+1

)
σ1

= (0, aθ
−1+1)

= (a, 0) ◦ (a, 0).

Assim, pelo lema 2.3.1 se tem que A(n, θ) ∼= A(n, θ−1), provando assim i).

2. Se ((a, b, 0)Z(G)) ρ2 = (b, a, 0)Z(H), então

((a, b, 0) · (a, b, 0))σ2 =
(
0, 0, aθ+1 + εabθ + bθ+1

)
σ2

= (0, 0, aθ
−1+1 + εθ

−1

aθ
−1

b+ bθ
−1+1)

= (b, a, 0) ◦ (b, a, 0) .

Assim, pelo lema 2.3.1 se tem que B (n, θ, ε) ∼= B(n, θ−1, εθ
−1

), mostrando ii).
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3. Se ((a, b, 0)Z(G)) ρ3 =
(
a, bθ, 0

)
Z(H), então

((a, b, 0) · (a, b, 0))σ3 = (0, 0, aθ+1 + εaθ
3

bθ + bθ
2+1)σ3

= (0, 0, aθ
4+1 + εθ

4

aθ
2

b+ bθ+θ
4

)

=
(
a, bθ, 0

)
◦
(
a, bθ, 0

)
.

Assim, pelo lema 2.3.1 se tem que D (n, θ, ε) ∼= D(n, θ−1, εθ
−1

), mostrando assim

iii).

Conclúımos desta maneira a prova da proposição.

2.4 Um 2-subgrupo de Sylow do grupo SU(3, q2)

Nesta seção vamos introduzir um grupo de matrizes 3 × 3, e mostraremos sob algumas

condições, que esse grupo é isomorfo ao grupo B(n, 1, ε), para um ε adequado.

Seja q = 2n, consideremos o grupo

B(n) =

(a, b) =


1 a b

0 1 aq

0 0 1

 | a, b ∈ Fq2 e bq + b+ aq+1 = 0

 .

Temos que B(n) é um grupo com a multiplicação usual de matrizes. De fato,

(a1, b1)(a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2 + a1a
q
2).

É interessante notar que se V é um espaço vetorial de dimensão 3 sobre Fq2 , com base

{e1, w, f1} e B : V × V → Fq2 é forma bilinear hermitiana definida por 1 = B(w,w) =

B(e1, f1) e B(e1, e1) = B(f1, f1) = B(e1, w) = B(w, f1) = 0 e estendida linearmente,

então B(n) é um subgrupo do grupo:

SU(3, q2) = {g ∈ GL(3, q2) | det g = 1 e B(vg, wg) = B(v, w) para todo v, w ∈ V },

chamado grupo especial unitário. De fato B(n) é um 2-subgrupo de Sylow de SU(3, q2)

Para continuar com o estudo deste grupo, nós precisamos do seguinte lema, o qual vai

nos dar algumas propriedades do corpo Fq2 .

Lema 2.4.1. Seja Fq2 o corpo com q2 elementos, onde q = 2n. Então
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i) {λq+1 | λ ∈ Fq2} = Fq.

ii) A aplicação µ : Fq2 → Fq2, definida por λ 7→ λ + λq, é Fq-linear. Além disso,

dimFq(kerµ) = 1. Consequentemente kerµ = Fq.

iii) Para todo a ∈ Fq temos que

|{λ ∈ Fq2 | λµ = a}| = q.

Demonstração.

i) Observemos que F×q2 é ćıclico de ordem q2−1 = (q+1)(q−1). Consideremos Fq como um

subcorpo de Fq2 , então F×q é o único subgrupo ćıclico de ordem q−1 de Fq2 . Agora, desde

que o grupo {λq+1 | λ ∈ Fq2} é ćıclico e tem ordem q−1 se tem que {λq+1 | λ ∈ F×q2} = F×q2 .

Logo, {λq+1 | λ ∈ Fq2} = Fq.

ii) Dados a, b ∈ Fq2 e α ∈ Fq se tem

(a+ b)µ = (a+ b) + (a+ b)q = a+ aq + b+ bq = aµ+ bµ e

(αa)µ = αa+ αqaq = αa+ αaq = α(a+ aq) = α(aµ).

Logo, µ é Fq-linear. Notemos que para todo a ∈ Fq se tem que a + aq = a + a = 0,

isto é, Fq ⊆ kerµ e desde que a aplicação não é nula segue que dimFq kerµ = 1. Assim,

kerµ = Fq.

iii) Desde que o conjunto {λ ∈ Fq2 | λµ = a} é uma classe lateral de kerµ, se tem que

{λ ∈ Fq2 | λµ = a} = | kerµ| = q.

Lema 2.4.2. O grupo B(n) tem ordem q3.

Demonstração. Vamos contar o número de possibilidades para a, b ∈ F satisfazendo a

definição de B(n). Seja (a, b) ∈ B(n), então b + bq + aq+1 = 0. Pelo lema 2.4.1 i), dado

a ∈ Fq2 se tem que aq+1 ∈ Fq, e pela parte iii) do mesmo lema, dado a ∈ Fq2 existem q

escolhas para b satisfazendo b+ bq + aq+1 = 0. Assim, como temos q2 escolhas para a e q

escolhas para b, temos que |B(n)| = q3.

O próximo lema vai nos dizer porque é tão importante estudar o grupo B(n). O lema

mostrará que o grupo B(n) é um 2-grupo de Suzuki.
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Lema 2.4.3. Dado η ∈ Fq2 de ordem q + 1, se tem que B(n) é isomorfo ao 2-grupo de

Suzuki B(n, 1, η + ηq).

Demonstração. Dado (a, b) ∈ B(n) se tem que (a, b)2 = (0, aq+1). Logo, (a, b) é uma

involução se, e somente se, aq+1 = 0, isto implica que b + bq = 0, é dizer, b ∈ Fq. Assim,

IB(n) ≤ {(0, b) | b ∈ Fq}, e pela regra de multiplicação {(0, b) | b ∈ Fq} ≤ IB(n). Logo,

IB(n) = {(0, b) | b ∈ Fq}.

Se tem que IB(n) é um subgrupo de B(n) de expoente 2. Logo, pelo lema 1.5.1, IB(n)

é abeliano elementar. Pela regra de multiplicação se tem que IB(n) ≤ Z(B(n)). Assim,

IB(n) E B(n). Desde que |B(n)| = q3 e |IB(n)| = q, segue que |B(n)/IB(n)| = q2. Como

(a, 0)IB(n) ∈ B(n)/IB(n) para todo a ∈ Fq2 , se tem que

B(n)/IB(n) = {(a, 0)IB(n) | a ∈ Fq2},

e como (a, 0)2 ∈ IB(n), se tem que o expoente de B(n)/IB(n) é 2. Assim, pelo lema 1.5.1,

B(n)/IB(n) é abeliano elementar. Assim, os grupos B(n) e B(n, 1, η+ ηq) satisfazem i) do

lema 2.3.1.

O que faremos agora será definir aplicações que satisfazem a parte ii) do lema 2.3.1.

Consequentemente teremos o isomorfismo desejado. Desde que η tem ordem q+ 1 se tem

que {1, η} é uma base de Fq2 sobre Fq. Seja G = B(n, 1, η + ηq), definamos as aplicações

σ : IB(n) → IG, por (0, c) 7→ (0, 0, c) e

ρ : B(n)/IB(n) → G/IG, por (a+ bη)IB(n) 7→ (a, b, 0)IG.

É imediato ver que σ e ρ são isomorfismos. Vamos verificar que estas aplicações satisfazem

ii) do lema 2.3.1. Vejamos, se ((a+ bη, 0)IB(n))ρ = (a, b, 0)IG, então

((a+ bη)2, 0)σ = (0, (a+ bη)(a+ bη)q)σ

= (0, a2 + ab(η + ηq) + b2ηq+1)σ

= (0, a2 + ab(η + ηq) + b2)σ

= (0, 0, a2 + ab(η + ηq) + b2)

= (a, b, 0)2,

é dizer, σ, ρ satisfazem o lema 2.3.1. Assim, se tem B(n) ∼= B(n, 1, η + ηq).
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Agora, desde que B(n) ∼= B(n, 1, η + ηq) temos que |IB(n)| = |IB(n,1,η+ηq)| e desde

que |IB(n)| = q, devemos ter |IB(n,1,η+ηq)| = q. Isto implica que η + ηq 6= x + x−1 para

todo x ∈ Fq. De fato, se η + ηq = x + x−1 para algum x ∈ Fq, então o elemento

(x, 1, 0) ∈ B(n, 1, η+ ηq) está em IB(n,1,η+ηq), mas também os elementos da forma (0, 0, c)

para c ∈ Fq, estão em IB(n,1,η+ηq), o que implicará que |IB(n,1,η+ηq)| > q. O que é uma

contradição ao fato |IB(n,1,η+ηq)| = q, que surgiu ao supor que η+ηq = x+x−1 para algum

x ∈ Fq. Sendo assim, devemos ter que η + ηq 6= x+ x−1 para todo x ∈ F2n . Assim, η + ηq

satisfaz a condição da tabela 2.2. Logo, B(n, 1, η + ηq) é um 2-grupo de Suzuki, e B(n)

também o é.

É importante notar que os grupos B(n, θ, ε) foram definidos como matrizes 4 × 4,

porém existe a classe de grupos B(n, 1, η + ηq) que tem uma representação matricial de

ordem 3×3. Também notemos que o grupo B(n) pode ser considerado como um subgrupo

de A(2n, α), onde α : a 7→ aq. Embora A(2n, α) não seja um 2-grupo de Suzuki, existe o

subgrupo B(n, 1, η+ηq) dele, que é um 2-grupo de Suzuki, e que não é da forma A(n′, θ′).

Isto último, também diz que subgrupos de A(n, θ) não necessariamente são da forma

A(n′, θ′).

Como B(n) ∼= B(n, 1, η+ ηq) temos que existe um subgrupo de automorfismo de B(n)

isomorfo ao grupo X, definido na seção 2.1. que permuta transitivamente o conjunto

IB(n), das involuções de B(n). No entanto, nós estamos interssados em outro subgrupo de

automorfismo de B(n) que será usado no caṕıtulo 3.

Já foi observado que o grupo B(n) é um subgrupo de A(2n, α), onde α : a 7→ aq, e

nós já conhecemos um subgrupo X de automorfismos de A(2n, α). Se queremos descobrir

algum subgrupo de automorfismos de B(n), o que mais natural que considerar o grupo

induzido por X? Sendo assim, consideremos para cada λ ∈ F×q2 o automorfismo ξλ definido

por (a, b) 7→ (λa, λq+1b). Mostremos que estes automorfismos deixam invariante B(n). De

fato, desde que λq+1b+ (λq+1b)q + (λa)q+1 = λq+1(bq + b+ aq+1) = 0 se tem que ξλ deixa

invariante B(n). Assim o grupo

X = {ξλ | λ ∈ F×q2}

é um subgrupo ćıclico, e por isso solúvel, de automorfismos de B(n) que permuta transi-

tivamente o conjunto de involuções IB(n).

Agora, ao considerar automorfismos de A(2n, α) também vimos que dado σ ∈ Aut(Fq2)
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existe o automorfismo ϕσ de A(2n, α), definido por (a, b) 7→ (aσ, bσ). Desde que bqσ + bσ +

a(q+1)σ = (bq + b+ aq+1)σ = 0, se tem que ϕσ é um automorfismo de B(n). Assim, vamos

ter que

Σ = {ϕσ | σ ∈ Aut(Fq2)}

é outro subgrupo de automorfismos de B(n).

Notemos também, da seção 2.1, que Σ normaliza X. Logo, o produto X o Σ é um

subgrupo do grupo de automorfismos de B(n).
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Caṕıtulo 3

Automorfismos de 2-Grupos de

Suzuki

O primeiro trabalho, do qual temos referência, que trata sobre este assunto é o artigo

Landrock [5], o qual dá uma descrição da estrutura do grupo de automorfismos e de

seu 2-grupo normal maximal para grupos A(n, θ) e para os grupos B(n). Um resultado

que vale para todo 2-grupo de Suzuki é o dado por Bryukhanova [6], o qual mostra que

o grupo de automorfismos de 2-grupos de Suzuki é solúvel. Depois de Bryukhanova,

Kazarin e Sidel’nikov [8] obtiveram explicitamente o grupo de automorfismos de uma

p-álgebra de Suzuki, p > 2. Nós não necessitamos explicar aqui que é uma p-álgebra

de Suzuki, só vamos dizer que esse artigo e o anterior inspiraram Mark Lewis [9] a dar

uma determinação expĺıcita do grupo de automorfismos de grupos A(n, θ). Lewis, no seu

resultado, usa fortemente o fato da solubilidade mostrado por Bryukhanova. O que nós

faremos neste caṕıtulo será determinar o grupo de automorfismo de grupos A(n, θ), porém

não usaremos o fato da solubilidade. Em troca disso vamos combinar algumas ideias de

Kazarin e Sidel’nikov e de Lewis com a teoria até agora estudada, para determinar o

grupo de automorfismos de grupos A(n, θ), e reproduzimos a prova de Landrock para

determinar o grupo de automorfismos de B(n).

3.1 Automorfismos de A(n, θ) e B(n)

Nesta seção vamos fazer um estudo geral da estrutura dos grupos de automorfismos dos

2-grupos de Suzuki A(n, θ) e B(n). Esta será una preparação para as próximas seções,
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onde nós determinaremos os grupos de automorfismos destes grupos.

Nesta seção, vamos assumir que G denotará indistintamente o grupo A(n, θ) ou B(n).

Lembrando que IG é o conjunto de elementos com ordem menor ou igual do que 2, G

denotará o grupo G/IG. A classe lateral de um elemento x de G em G será denotada por

x. O grupo de automorfismos de G será denotado por A.

Nós mostramos, na proposição 2.2.3, que IG = Z(G) = G2 = G′; e no corolário 2.2.4,

que IG e G são 2-grupos abelianos elementares. Também mostramos que se G = A(n, θ),

então

G = {(a, 0) | a ∈ F2n} e IG = {(0, b) | b ∈ F2n},

e se G = B(n), então

G = {(a, 0) | a ∈ F22n} e IG = {(0, b) | b ∈ F2n}.

Como G e IG são abelianos elementares, eles podem ser considerados como espaços

vetoriais sobre F2, onde a soma é a operação de grupo e o produto por um escalar é

definido naturalmente. Vamos denotar por m = mG a dimensão de G sobre F2. Assim,

m = mG =

 n, se G = A (n, θ)

2n, se G = B (n)
.

A aplicação (a, 0) 7→ a de G em F2m é um isomorfismo F2-linear. Sendo assim, vamos

identificar G com F2m . Da mesma forma a aplicação IG → F2n , definida por (0, b) 7→ b, é

um isomorfismo F2-linear, e assim podemos identificar IG com F2n .

Dado um ϕ ∈ A denotaremos por ϕ o automorfismo de G induzido por ϕ, isto é,

ϕ : x 7→ xϕ. Agora, desde que G é abeliano elementar de dimensão m, se tem que

Aut(G) = GL(m, 2). Assim, ϕ pode ser considerado como um elemento de GL(m, 2).

Similarmente desde que IG é abeliano elementar de dimensão n, se tem que Aut(IG) =

GL(n, 2). Como IG é caracteŕıstico, dado ϕ ∈ A temos que ϕ|IG pode ser considerado

como um elemento de GL(n, 2).

Vamos denotar por K o núcleo da aplicação ϕ 7→ ϕ de A em Aut(G) = GL(m, 2).

Sendo assim, o grupo A = A/K pode ser considerado como um subgrupo de GL(m, 2).

Vamos ter assim a seguinte sequência exata curta

1 −→ K
i−→ A π−→ A −→ 1.

O objetivo neste caṕıtulo será mostrar o seguinte teorema
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Teorema 3.1.1. Temos K é abeliano elementar de ordem 2nm e A é isomorfo a Γ L(1, 2m).

Este teorema dará a estrutura completa do grupo de automorfismos dos grupos A(n, θ)

e B(n). Demonstraremos parcialmente este teorema na primeira seção, onde somente

mostraremos a primeira afirmação. A demonstração deste fato é essencialmente a mesma

para os dois grupos, e não precisamos introduzir mais conceitos para demonstrar este. A

demonstração do teorema será completada nas duas próximas seções. Embora a segunda

afirmação feita no teorema seja a mesma para os dois grupos, a demonstração em cada

caso será muito diferente. Porém, nos dois casos usaremos a teoria do caṕıtulo 1.

Notemos que dado ϕ ∈ A, o mesmo está em K se, e somente se, para cada x ∈ G

existe zx ∈ IG tal que xϕ = xzx.

Lembremos que IG é caracteŕıstico. Assim, podemos definir a aplicação ϕ 7→ ϕ|IG de

A em Aut(IG) = GL(n, 2). Denotemos por L o núcleo desta aplicação.

Lema 3.1.2. Temos que K ≤ L.

Demonstração. Dado ϕ ∈ K temos que xϕ = xzx, onde zx ∈ IG, e segue que x2ϕ = (xzx)
2.

Agora, pela proposição 2.2.3 temos que Z(G) = IG = G2; é dizer, toda involução é central;

isto vai implicar que

x2ϕ = (xzx)
2 = x2z2

x = x2.

Assim, x2ϕ = x2 para todo x ∈ G. Logo, desde que toda involução é um quadrado, segue

que ϕ|IG = 1. Portanto K ≤ L como foi afirmado.

Nós vimos que dado ϕ ∈ K, temos que para cada x ∈ G existe zx ∈ IG tal que

xϕ = xzx. Mostremos que a escolha de zx é independente da classe de x em G, isto é, se

x = y então zx = zy. Vejamos, sejam x, y ∈ G tais que x = y, então existe z′ ∈ IG tal que

x = yz′. Desde que K ≤ L e toda involução é central, vamos ter

yz′zx = xzx = xϕ = (yz′)ϕ = (yϕ) (z′ϕ) = yzyz
′ = yz′zy.

De onde podemos concluir zx = zy, e assim a escolha de zx não depende da classe de x.

Agora, desde que toda involução é central, dados x, y ∈ G temos que

xyzxy = (xy)ϕ = (xϕ)(yϕ) = (xzx)(yzy) = xy(zxzy),

o que implica zxy = zxzy. Logo, a aplicação ζϕ : G → IG, definida por xζϕ = zx, é um

elemento de HomF2(G, IG), e podemos escrever xϕ = x(xζϕ).
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O seguinte lema vai dar como consequência a primeira afirmação do teorema 3.1.1.

Este mostrará que K é isomorfo a HomF2(G, IG).

Lema 3.1.3. Se tem que K ∼= HomF2(G, IG). Consequentemente, K é abeliano elementar

e |K| = 2nm.

Demonstração. Definamos a aplicação Λ : K → Hom(G, IG) por ϕ 7→ ζϕ, e mostremos

que Λ é um isomorfismo.

i) Λ é um homomorfismo: Se ϕ, ψ ∈ K são tais que xϕ = xzx e xψ = xz′x, ou seja

xζϕ = zx e xζψ = z′x. Então

x(xζϕψ) = xϕψ = (xzx)ψ = (xψ) (zxψ) = xz′xzx = xzxz
′
x = x(xζϕ)(xζψ).

Por tanto (xζϕψ) = (xζϕ)(xζψ), o que implica ζϕψ = ζϕζψ. Assim, Λ é um homo-

morfismo.

ii) Λ é injetiva: Seja ϕ ∈ K tal que xζϕ = 1, para todo x ∈ G. Então xϕ = x(xζϕ) = x

para todo x ∈ G. Logo, ϕ é a aplicação identidade e o núcleo de Λ é trivial. Assim,

Λ é injetiva.

iii) Λ é sobrejetivo: Dada ζ ∈ Hom
(
G, IG

)
podemos definir ϕ : G→ G por xϕ = x(xζ).

Este ϕ é um homomorfismo:

(xy)ϕ = xy(xyζ) = xy(xζ)(yζ) = (x(xζ)) (y(yζ)) = (xϕ) (yϕ) .

Para mostrar que ϕ é um automorfismo resta só mostrar que ϕ é injetiva. Seja

x ∈ G tal que xϕ = 1, então x(xζ) = 1, o que implica que x = (xζ)−1 ∈ IG. Logo

xζ = 1 = 1, o que por sua vez diz que x = 1. Assim, ϕ é injetiva.

Assim, Λ é um isomorfismo.

Como K ∼= HomF2(G, IG), K é abeliano elementar, e |K| = |HomF2(G, IG)| = 2nm.

Culminando assim a prova do lema e da primeira afirmação do teorema 3.1.1.

Vamos lembrar do capitulo 2, na seção 2.1 para G = A(n, θ) e na seção 2.4 para

G = B(n), que temos os seguintes subgrupos de A

X = {ξλ | λ ∈ F×2m}, onde (a, b)ξλ = (λa, λθ+1b)
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Σ = {ϕσ | σ ∈ Aut(F2m)}, onde (a, b)ϕσ = (aσ, bσ).

No caso de G = B(n) temos que θ é o automorfismo a 7→ a2n .

Também mostramos, nessas mesmas seções, que

X o Σ ≤ A.

Vamos chamar de X e Σ os grupos induzidos em A por X e Σ, respectivamente, isto

é, X = {ξλ | λ ∈ F×2m} e Σ = {ϕσ | σ ∈ Aut(F2n)}, onde ξλ : (a, 0) 7→ (λa, 0) e

ϕσ : (a, 0) 7→ (aσ, 0). Temos que (X o Σ) ∩K = {1}. De fato, dado ξλϕσ ∈ X o Σ, este

está em K se, e somente se, λσaσ = a para todo a ∈ F2n . Se a = 1 temos λσ = 1, o que

implica λ = 1, substituindo isto temos aσ = a para todo a ∈ F2n , o que dá σ = 1. Logo,

(X o Σ) ∩K = {1}. Assim

X o Σ ∼=
X o Σ

(X o Σ) ∩K
∼=

(X o Σ)K

K
= X o Σ ≤ A, (3.1)

ou seja, X o Σ é uma copia isomorfa em A de X o Σ.

Com a identificação (a, 0) 7→ a, de G com F2m , as aplicações ξλ e ϕσ podem ser

consideradas como aplicações lineares de F2m em F2m dadas por µλ : a 7→ λa e o próprio

σ, respectivamente. Sendo assim, X pode ser considerado como sendo {µλ | λ ∈ F×2m}, e

Σ pode ser considerado como Aut(F2m). É importante notar que, desde que X é ćıclico de

ordem 2m − 1, temos que X é um grupo de Singer em GL(m, 2), e que, pelo lema 1.4.8,

XoΣ é o seu normalizador em GL(m, 2), e assim XoΣ é isomorfo a ΓL(1, 2m). O grupo

X o Σ será denotado por D. Com isto temos mostrado o seguinte lema.

Lema 3.1.4. O grupo A contém um subgrupo isomorfo a Γ L(1, 2m).

Este lema contém uma afirmação que sugere que estamos pelo caminho certo, este já

é um primeiro passo para mostrar a segunda afirmação do teorema 3.1.1.

Vamos terminar esta seção mostrando um corolário do teorema 3.1.1, que vale tanto

para A(n, θ) como para B(n), e cuja demonstração é a mesma para os dois casos. Evi-

dentemente vamos assumir o teorema 3.1.1.

Corolário 3.1.5. Seja G é algum grupo A(n, θ) ou B(n) e A = Aut(G), então A é

solúvel. Além disso, A = K o (X o Σ).

Demonstração. Do teorema 3.1.1 temos que A = A/K é isomorfo a ΓL(1, 2n) e que K é

abeliano. Logo, A e K são solúveis, de onde se tem que A é solúvel.
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Nós já mostramos que (XoΣ)∩K = {1} e como K E A, segue que Ko(XoΣ) ≤ A.

Pelo teorema 3.1.1 temos que |A| = |K||Γ L(1, 2n)| = 2n
2
(2n−1)n = |Ko(XoΣ)|. Logo,

A = K o (X o Σ).

Uma observação importante que podemos fazer é que determinando o grupo A da

maneira que nós fizemos o teorema enunciado por Bryukhanova, ver [6, Teorema 2] (o

qual afirma que o grupos de automorfismos dos 2-grupos de Suzuki são solúveis) é um

corólario direto, como já mostramos, de nossa determinação. Embora Lewis, no seu artigo

[9, Teorema 8.5], tenha obtido a mesma determinação que obtemos para o caso A(n, θ),

ele usou o fato da solubilidade e nós usamos a teoria de grupos de Singer, e demos como

corolário o fato da solubilidade mostrado por Bryukhanova.

Como uma aplicação do teorema 3.1.1 damos o seguinte corolário. Este corolário

verfica parcialmente a conjetura feita por Glasby, Pálfy e Schneider em [11].

Corolário 3.1.6. Se G é um 2-grupo de Suzuki isomorfo a A(n, θ) ou a B(n), então G

tem somente três subgrupos caracteŕısticos.

Demonstração. Por [11, teorema 4] é suficiente mostrar que Aut(G) age irredutivelmente

em IG e em G. Como A(n, θ) e B(n) são 2-grupos de Suzuki a ação de Aut(G) age

transitivamente, logo irredutivelmente, em IG. Agora, como o grupo X = {ξλ | λ ∈ F×2m},

age em ambos casos em G por multiplicação por λ, se tem que X age transitivamente,

logo irredutivelmente, em G.

3.2 Demonstração do teorema 3.1.1 para G = A(n, θ)

Nesta seção vamos demonstrar a segunda afirmação do teorema 3.1.1 para o caso que G

é o 2-grupo de Suzuki A(n, θ). Neste caso vamos ter que m = dimF2 G = n. Lembremos,

do caṕıtulo 2, que o automorfismo θ é de ordem ı́mpar, e que

G =

(a, b) =


1 a b

0 1 aθ

0 0 1

 | a, b ∈ F2n

 ,

com a multiplicação definida por

(a1, b1)(a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2 + a1a
θ
2).
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Vamos agora analisar um automorfismo de G usando as ideias Kazarin e Sidel’nikov

[8], e de Lewis [9]. Seja ϕ ∈ A, da proposição 2.2.3 temos que IG = {(0, b) | b ∈ F2n}.

Desde que IG é um subgrupo caracteŕıstico de G se tem que (IG)ϕ = IG. Logo, existe

hϕ : F2n → F2n tal que (0, b)ϕ = (0, bhϕ). Desde que ϕ|IG é um automorfismo de IG se tem

que hϕ é linear e bijetiva. Agora, sejam fϕ e gϕ as aplicações tais que (a, 0)ϕ = (afϕ, agϕ).

Por (2.5), se tem que G = G/IG = {(a, 0) | a ∈ F2n}. O automorfismo ϕ induz um

automorfismo em G dado por (a, 0) 7→ (a, 0)ϕ = (afϕ, agϕ) = (afϕ, 0), isto implica que

a aplicação fϕ é uma tranformação linear bijectiva. Desde que (a, b) = (a, 0)(0, b) se tem

que (a, b)ϕ = (afϕ, agϕ + bhϕ). Agora, dado (a, 0) ∈ G se tem que

((a, 0)2)ϕ = ((a, 0)ϕ)2

= (afϕ, agϕ)2

=
(

0, (afϕ)θ+1
)
.

Por outro lado

((a, 0)2)ϕ =
(
0, aθ+1

)
ϕ

=
(
0,
(
aθ+1

)
hϕ
)
.

Assim, fϕ, hϕ satisfazem
(
aθ+1

)
hϕ = (afϕ)θ+1 .

Temos mostrado assim as partes i) e ii) do seguinte lema.

Lema 3.2.1 ([9], Lema 8.1). Seja ϕ um automorf ismo de G. Então existem bijeções

F2-lineares fϕ, hϕ de F2n e uma aplicação gϕ : F2n → F2n tais que

i) (a, b)ϕ = (afϕ, agϕ + bhϕ).

ii)
(
aθ+1

)
hϕ = (afϕ)θ+1 , para todo a ∈ F2n.

iii) (0) g = 0.

iv) Se (aθ1a2)hϕ = (a1fϕ)θ (a2fϕ) para todo a1, a2 ∈ F2n, então a aplicação gλ é linear.

A demonstração dos itens iii) e iv) não é tão importante para nossos fins, já queA pode

se obter sem usar estes itens. Sendo assim, nós não provaremos estes. Uma demonstração

completa deste lema pode ser encontrada em [9].

Chamemos de χ : F2n → F2n a aplicação definida por a 7→ aθ+1. Notemos que, desde

que θ tem ordem ı́mpar, o lema 2.1.3 diz que χ é uma bijeção. Sendo assim, a condição
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em fϕ, hϕ pode ser escrita como (aχ)h = (af)χ para todo a ∈ F2n , ou seja χhϕ = fϕχ;

equivalentemente (fϕ)χ = χ−1fϕχ = hϕ.

Lema 3.2.2. A aplicação χ : F2n → F2n, definida por a 7→ aθ+1, não é aditiva.

Demonstração. Suponhamos que χ seja aditiva, então para todo a, b ∈ F devemos ter

aχ+ bχ = (a+ b)χ, e desde

aχ+ bχ = aθ+1 + bθ+1,

e

(a+ b)χ = (a+ b)θ+1 = (a+ b)θ(a+ b) = aθ+1 + bθ+1 + aθb+ abθ,

segue que aθb = abθ para todo a, b ∈ F2n , mas isso é uma contradição ao lema 2.1.3.

Assim, χ não é aditiva.

Na seção anterior vimos que um dado um ϕ ∈ A podemos considerar ϕ ∈ A como

um elemento de GL(n, 2). Com o lema anterior em mãos vamos dar uma descrição mais

exata disso. Dado um ϕ ∈ A, pelo lema 3.2.1, existe fϕ, hϕ e gϕ tais que (a, b)ϕ =

(afϕ, agϕ + bhϕ). Sendo assim, (a, 0)ϕ = (afϕ, 0). Com a identificação (a, 0) 7→ a de G

com F2n , podemos considerar ϕ como sendo a transformação linear fϕ. Notemos que no

caso que ϕ ∈ X se tem fϕ = µλ : a 7→ λa, e no caso de ϕ ∈ Σ se tem fϕ = σ, como já foi

visto na seção anterior.

Desde que X ≤ A ≤ GL(n, 2), é dizer, A contém o grupo de Singer X de GL(n, 2),

segue do teorema 1.4.11, que existe um divisor d de n tal que GL(d, 2n/d) E A, onde nós

consideramos o espaço F2n como sendo (F2n/d)
d e F2n/d como um subcorpo de F2n . Para

abreviar um pouco a notação vamos chamar de Y o grupo GL(d, 2n/d).

Notemos que Z (Y ) ≤ X. De fato, pelo lema 1.2.4, Z (Y ) = {λIn | λ ∈ F×2n/d}, então

dado z ∈ Z (Y ) existe um λ ∈ F×
2n/d

, tal que vz = λv para todo v ∈ (F2n/d)
d ∼= F2n .

Assim, z = µλ, e segue que z ∈ X.

O seguinte lema vai mostrar que a aplicação χ normaliza Y . Este será o último passo

antes de demonstrar que A é isomorfo a ΓL(1, 2n).

Lema 3.2.3. A aplicação χ normaliza Y.
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Demonstração. Primeiro mostremos que χ normaliza X. De fato, dado µλ ∈ X temos

que

aχ−1µλχ = (λ(aχ−1))χ = (λχ)a = aµλχ.

Logo, χ−1µλχ = µλχ ∈ X, e χ normaliza X. Agora, desde que Z (Y ) ≤ X, vamos

ter Z (Y )χ ≤ X
χ

= X. Desde que X é ćıclico, ele têm um único subgrupo de ordem

|Z (Y ) | = |Z (Y )χ |. Logo, Z (Y )χ = Z (Y ), e pelo lema 1.4.12 vamos ter

Y = CGL(n,2) (Z (Y )) = CGL(n,2) (Z (Y )χ) = Y χ.

Assim, χ normaliza Y .

O que segue é a demonstração da segunda parte do teorema 3.1.1. Com os resultados

anteriores em mãos este não será dif ı́cil de demonstrar. Antes disso, é necessário lembrar

que desde que os elementos de GL(d, 2n/d) permutam os elementos de F2n = (F2n/d)
d e

fixam {0}, ele pode ser considerado como subgrupo de Sym(F×2n).

Demonstração do teorema para o caso G = A(n, θ)

Do lema 3.2.3, temos que χ normaliza Y . Assumamos que d ≥ 2, então o teorema

1.3.1 diz que ΓL
(
d, 2n/d

)
é o normalizador de Y em Sym

(
F×2n
)
, assim χ ∈ ΓL

(
d, 2n/d

)
.

Logo, teremos que (u+ v)χ = uχ + vχ para todo u, v ∈ Fq, é dizer, χ é aditiva, o que é

uma contradição ao lema 3.2.2. Assim, devemos ter d = 1. Logo, Y = GL(1, 2n) ≤ A ≤

GL(n, 2), mas desde que |Y | = 2n − 1, se tem que Y é um ciclo de Singer em GL(2, n).

Como Y /A se tem que A ≤ NGL(n,2)(Y ), e desde que NGL(n,2)(Y ) é isomorfo a ΓL(1, 2n)

temos que A é isomorfo a um subgrupo de ΓL(1, 2n). Agora, pelo lema 3.1.4, A contém

um subgrupo isomorfo a ΓL(1, 2n). Logo, podemos concluir que A é isomorfo a ΓL(1, 2n).

Culminando assim a demonstração do teorema 3.1.1.

3.3 Demonstração do teorema 3.1.1 para G = B(n)

Nesta seção vamos demonstrar a segunda afirmação do teorema 3.1.1 para o caso G =

B(n). Observemos que neste caso vamos ter m = 2n. Como já foi dito, o que faremos

nesta seção será seguir a prova dada por Landrock [5, Teorema 1.1].

Lembremos do caṕıtulo 2 que
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G =

(a, b) =


1 a b

0 1 a2n

0 0 1

 | a, b ∈ F22n e b2n + b+ a2n+1 = 0

 ,

com multiplicação dada por

(a1, b1)(a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2 + a1a
2n

2 ).

Da seção 3.1 temos que D = X o Σ ≤ A ≤ GL(2n, 2), onde

X = {µλ | λ ∈ F×22n} e Σ = Aut(F22n),

são cópias isomorfas a

X = {ξλ | λ ∈ F22n} e Σ = {ϕσ | σ ∈ Aut(F22n)},

no grupo A.

É importante, neste momento, notar que o grupo X que temos acima não é o mesmo

que o considerado por Landrock, [5, p. 202]. Ele considera o grupo X = {φλ | λ ∈ F×22n},

onde φλ : (a, b) 7→ (λ2n+1−1a, λ2n+1b). Embora este grupo tenha ordem 22n − 1 ele não

tem uma cópia isomorfa em A, e não pode ser considerado como um grupo de Singer em

GL(2n, 2).

Seja C o subgrupo ćıclico de ordem 2n + 1 do grupo de Singer X. Vamos mostrar

que o grupo C age irredutivelmente no F2-espaço vetorial G. Aplicando o teorema de

Zsigmondy temos que existe um primo r tal que r | 22n − 1 e r - 2i − 1 para i < 2n,

exceto no caso 2n = 6. Sendo assim, se n 6= 3 temos que C age irredutivelmente em G.

Analisamos o caso n = 3 separadamente. Como X = {µλ | λ ∈ F×22n}, onde µλ : a 7→ λa,

se tem que X é semiregular no conjunto de vetores não nulos (ver seção 1.1), e segue que

Fix(C) = {0}. Suponhamos que exista um subespaço U de G não nulo de G, que seja

C-invariante, com |U | = 2r e r > 0. Então, como |C| = 23 + 1 = 9, pelo teorema 1.1.1 se

tem que o tamanho de cada órbita de U é 1 ou 9, e a única órbita de tamanho 1 é {0}.

Assim, temos que

|U | − 1 = 9k,

ou seja, 9 | 2r − 1, mas isso é posśıvel somente se r = 6. Logo, U = G. Assim C age

irredutivelmente em G. Assim, sempre temos que C age irredutivelmente em G.
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Como C age irredutivelmente em G, o corolário 1.4.7 implica que

CA(C) = CGL(2n,2)(C) ∩ A = X ∩ A = X, (3.2)

e o lema 1.4.8 implica que

NA(C) = NGL(2n,2)(C) ∩ A = D ∩ A = D. (3.3)

Vamos dar o primeiro passo na demonstração da segunda parte do teorema 3.1.1. O

lema que segue dará informação sobre a estrutura de D, que precisaremos para provar o

resultado principal.

Lema 3.3.1. Não existe subgrupo H de D, e subgrupo normal N de H satisfazendo

H/N ∼= (C2)k com k ≥ 2.

Demonstração. Suponhamos que existem H e N tais que H ≤ D e N EH, com H/N ∼=

(C2)k. Primeiro vejamos que todo 2-subgrupo de Sylow de D = X o Σ tem que ser

ćıclico. Seja S um 2-subgrupo de Sylow de D. Como 22n − 1 é ı́mpar, S é conjugado a

um subgrupo de Σ, e assim S é ćıclico. Agora, seja S1 um 2-subgrupo de Sylow de H.

Temos que S1 é ćıclico, já que ele está contido em algum 2-subgrupo de Sylow de D. Se

tem que S1N/N é 2-subgrupo de Sylow de H/N , logo (C2)k = S1N/N ∼= S1/(N ∩ S1).

Como S1 é ćıclico e todo quociente de S1 é ćıclico, isso implica que k = 1.

Lembremos, da seção 3.1, que L é o núcleo da aplicação A → Aut(IG), definida por

ϕ 7→ ϕ|IG ; e também que K ≤ L. Desde que K E A segue que K E L. Logo, o grupo

L = L/K é um subgrupo normal de A. Mostremos que X ∩ L = C. Dado µλ ∈ X, ele

está em L se, e somente se, seu respectivo ξλ está em L, ou seja, dado (0, b) ∈ IG se tem

(0, λ2n+1)(0, b)ξλ = (0, b). Isto dá b = λ2n+1b, de onde λ2n+1 = 1. Assim, ξλ ∈ C, onde

C é o subgrupo de X que corresponde a C. Assim, X ∩ L ≤ C. Claramente, dado um

ξλ ∈ C se tem que o mesmo fixa as involuções de G. Logo, devemos ter X ∩ L = C. De

onde segue X ∩ L = C. Aplicando o corolário 1.4.7 temos que

CL(C) = CGL(2n,2)(C) ∩ L = X ∩ L = C. (3.4)

Neste ponto precisamos da estrutura do grupo L. A diferença com o método da seção

anterior começa aqui. O lema que segue vai nos dar a estrutura do maior 2-subgrupo

normal em A, este lema é indispensável para a demonstração que seguiremos. Nós não

70



precisamos de um resultado deste tipo na seção anterior para a determinação de A. Este

mesmo resultado no caso G = A(n, θ) pode ser obtido como corolário da nossa deter-

minação.

Lema 3.3.2. O maior 2-subgrupo normal de A é K.

Demonstração. Vamos mostrar que o maior 2-subgrupo normal de A = A/K é {1}. Isto

implicará imediatamente que o maior 2-subgrupo normal de A é K. Lembremos que a

ação de X = {µλ | λ ∈ F×q2} em G está dada por aµλ = λa. Assim, o subgrupo X age

transitivamente, logo irredutivelmente, em G. De onde segue que A age irredutivelmente

em G. Assim, pelo lema 1.4.1 segue que o único 2-subgrupo normal de A é {1}, de onde

segue o afirmado no lema.

Pelo lema 3.3.2 o maior 2-subgrupo normal de A é K, e como L E A e o maior

2-subgrupo normal de L é caracteŕıstico, segue que, o maior 2-subgrupo normal de L é

K. Para continuar com a nossa digressão vamos precisar do teorema de Hawkes, teorema

1.5.3. Aplicando este teorema para nosso caso, temos que L = L/K pode ser considerado

como um subgrupo de D2q1 × · · · ×D2qk , onde D2qi é um subgrupo diedral de ordem 2qi,

com qi potência de primo ı́mpar.

Lema 3.3.3. Se tem CEL e L/C ∼= C2. Em particular |L| = 2(q+1) e C é carateŕıstico

em L.

Demonstração. Pelo teorema 1.5.3 podemos considerar L como contido no grupo R =

D2q1 × · · · × D2qk , onde D2qi = Cqi o C2 é um subgrupo diedral de ordem 2qi, com qi

potência de primo ı́mpar. Seja R1 = Cq1 × · · · ×Cqk . Então, desde que Cq1 E D2qi , temos

que R1 é subgrupo abeliano e normal de R, com quociente R/R1 isomorfo a (C2)k. Logo,

C/(C ∩ R1) ∼= CR1/R1 ≤ R/R1. Como C tem ordem ı́mpar e |R/R1| = 2k, temos que

C/(C ∩ R1) = 1, o que implica C ≤ R1, e desde que C ≤ L se tem C ≤ R1 ∩ L. Por

outro lado, desde que R1 é abeliano L ∩R1 ≤ CL(C) = C (ver 3.4), e assim C = L ∩R1,

e desde que R1 é normal em R, e L ≤ R, vamos ter C E L. Agora, L/C = L/(R1 ∩ L) ∼=

LR1/R1 ≤ R/R1 e assim L/C é isomorfo a um produto direto (C2)k
′
. Por outro lado,

desde que C E L, segue que L ≤ NA(C) = D(ver 3.3) . Pelo lema 3.3.1, D não contém

nenhuma seção na forma C2×C2. Assim, temos que ter k′ = 1. Desde que L/C é isomorfo

a Ck′
2 = C2, se tem |L| = 2(q + 1).
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Como C tem ordem ı́mpar e ı́ndice 2 em L, C é o único subgrupo normal com ı́ndice

2. Logo, C é carateŕıstico em L.

Agora estamos em condições de mostrar a segunda afirmação do teorema 3.1.1, esta

vai ser uma consequência dos resultados mostrados anteriormente.

Demonstração do teorema para o caso G = B(n)

Desde que L é um subgrupo normal em A e C é um subgrupo caracteŕıstico de L,

segue que C é um subgrupo normal de A. Como D = NGL(2n,2)(X) = NGL(2n,2)(C), se

tem A ≤ D, e desde que D ≤ A temos que A = D. Como Γ L(1, 22n) é isomorfo ao

normalizador do grupo de Singer X temos que A é isomorfo a Γ L(1, 22n). Culminando

assim a demonstração.

Consideramos que a prova deste teorema é uma boa maneira de terminar esta seção,

e assim também este trabalho.
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