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Carlos Alberto Cjanahuiri Aroquipa

Orientador: Ezequiel Rodrigues Barbosa

Classificação das Superf́ıcies Mı́nimas de Índice de Morse pequeno
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Resumo

O objetivo deste trabalho é discutir uma conjectura de classificação relativa ao ı́ndice de

hipersuperfıcies mı́nimas não totalmente geodésicas da esfera de n-dimensional de raio

um Sn. Discuta-se resumidamente a teoria básica de subvariedades mı́nimas antes de

focar nossa atenção para as subvariedades mı́nimas e hipersuperfices em Sn. Apresenta-se

alguns resultados de Simons, os quais mostram que qualquer subvariedade mı́nima de Sn é

inestável, e como as totalmente geodésicas Sk ⊂ Sn são caracterizadas por seu ı́ndice. Em

seguida, mostra-se a conjectura que afirma que as hipersuperficies de Clifford são também

caracterizadas por seu ı́ndice de forma semelhante, os mais recentes desenvolvimentos

relacionados à conjectura, e a prova de Urbano da conjectura para o caso especial quando

n=3. Por último, apresenta-se o estudo da classificação das superf́ıcies mı́nimas de ı́ndice

de Morse pequeno na variedade produto S2 × S1(r).



Abstract

The purpose of this thesis is to discuss a conjecture classification concerning the index

of non-totally geodesic minimal hypersurfaces of the n-dimensional standard sphere of

radius one Sn. Briefly discuss the basic theory of minimal submanifolds before focusing

our attention to the minimal submanifolds and hypersurfaces of Sn. We present some

results of Simons which show that any minimal submanifolds of Sn is unstable, and how

the totally geodesic Sk ⊂ Sn are characterized by their index. We then present a related

conjecture which claims that the Clifford hypersurfaces are also characterized by their

index in a similar way, discuss the most recent developments related to the conjecture,

and give Urbano’s proof of the conjecture for the special case when n=3. Finally, we have

the ultimate goal of studying the classification of minimal surfaces of Morse small index

in product varieties S2 × S1(r).
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Introdução

Este trabalho se concentra no estudo de subvariedades mı́nimas, um tema central na

análise geométrica. As subvariedades mı́nimas são pontos cŕıticos de funcional volume. O

estudo das superf́ıcies mı́nimas, subvariedades mı́nimas 2-dimensional, envolve matemá-

ticos proĺıficos como Lagrange e Euler, bem como o f́ısico Plateau. Foi Plateau quem

questionou a existência de uma superf́ıcie de área mı́nima cuja fronteira seja composta

pela união de curvas fechadas Γ ∈ Rn previamente determinada. Este problema foi assim

nomeado devido aos inúmeros trabalhos experimentais feitos pelo fisico durante o século

19 e tais superf́ıcies de área mı́nima são chamadas de Superf́ıcies Mı́nimas.

Os experimentos de Plateau eram obtidos a partir da imersão de um arame modelado

a fronteira de uma suposta superf́ıcie em uma mistura de água e sabão. Plateau, por

meio destes experimentos, percebeu que ao retirar o arame da mistura, uma peĺıcula da

água e sabão se forma de modo a minimizar a sua energia em decorrência da tensão

superficial. Consequentemente, Plateau observou que tal peĺıcula de água e sabão definia

uma supef́ıcie que possui a menor área dentre todas as superf́ıcies com aquela mesma

fronteira (arame).

O conceito de Superf́ıcie Mı́nima no trablho seminal de Lagrange sobre cálculo das

variações na década de 1760 e durante muitos anos somente soluções particulares deste

problem foram obtidas mesmo sendo pesquisado por brilhantes matemáticos, tais como

Riemann e Schwarz.

Outros grandes matemáticos tentaram, sem sucesso, demonstrar a existência deste

tipo de superf́ıcie minimizando o funcional da Área

A(f) =

∫
Ω

Jacobiano(f)

usando as fórmulas de representaçao de Weierstrass sobre a classe de funções paramétricas

f : Ω ⊂ R2 → R3 tais que f(∂Ω) = Γ. Porém, a existência da solução para o Problema de

Plateau só foi demonstrada no ińıcio da década de 1930 por Rado e Douglas e reformulada
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por Courant em 1950 como um problema de minimização da integral da Energia de

Dirichlet

ED(f) =
1

2

∫
Ω

|∇f |2

no lugar do funcional da área, também sobre a mesma classe de aplicações paramétricas

f : Ω ⊂ R2 → R3 com f(∂Ω) = Γ.

Além das definições acima, pode-se determinar que uma Superf́ıcie Mı́nima é aquela

que possui curvatura média nula, ou que uma Superf́ıcie Mı́nima é aquela que é parametrizada

por uma aplicação harmônica. Do ponto de vista numérico, existem vários métodos para

calcular superf́ıcies mı́nimas, incluindo métodos que determinam superf́ıcies mnimizando

outras formas de Energia.

Alguns outros exemplos notáveis de superf́ıcies mı́nimas são helicoides (a forma geométrica

de DNA e escadas em espiral duplo) e catenoides (superf́ıcies mı́nimas obtidas por catenárias

girando sobre suas directrices). O estudo das superf́ıcies mı́nimas, além de ser importantes

em seu própio direito, tem aplicações f́ısicas em problemas de interface de fluido e prob-

lemas de navegação, conexões profundas às perguntas fundamentais na relatividade geral

e, de fato, desempenhou um papel crucial na prova da conjectura de Poincaré.

O caso clássico de subvariedades mı́nimas em Rn é um assunto que também foi estu-

dado por séculos. Outro cenário natural para o estudo de superf́ıcies mı́nimas está em

variedades de Riemann, e um caso interessante é a esfera n-dimensional Sn. Aqui, há

uma diferença fundamental a partir do caso de Rn: cada subvariedade mı́nima em Rn

é necessariamente não compacta, mas em Sn existem subvariedades mı́nimas fechadas.

Em particular, as superf́ıcies mı́nimas em S3 são abundantes: em 1979, Lawson provou

que uma superf́ıcie fechada orientável de qualquer género pode ser entendido com uma

superfice mı́nima mergulhada em S3.

Neste trabalho, lida-se com hipersuperficies mı́nimas de Sn, ou seja, subvariedades

mı́nimas de Sn, de dimensão n − 1. Mais especificamente, pretende-se estudar prob-

lemas relacionados com subvariedades mı́nimas e hipersuperficies de Sn e seu ı́ndice.

Subvariedades mı́nimas são pontos cŕıticos do funcional volume que , em geral, não nec-

essariamente minimizam localmente o volume. O ı́ndice de uma subvariedade mı́nima

corresponde ao ı́ndice do hessiano do funcional volume, e, intuitivamente falando, é o

número de direcções independentes em que se pode deformar a subvariedade mı́nima para
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diminuir o seu volume. Assim, uma subvariedade mı́nima é localmente um minimizador do

funcional volume se, e somente se, seu ı́ndice é 0. Mostra-se que existe uma caracterização

das subvariedades mı́nimas de Sn que minimizem o ı́ndice, e apresenta-se uma conjectura

relacionada que afirma que há também uma caracterização das hipersuperficies mı́nimas

não totalmente geodésicas de Sn que minimizem o ı́ndice.

Descrevendo de maneira bem sucinta cada caṕıtulo, a dissertação esta dividida da

seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 pretende-se dar uma breve introdução aos tópicos relacionados à

teoria de subvariedades mı́nimas, trabalhando com operadores diferenciáveis definidos

em subvariedades Riemannianas, finalmente serão apresentados as superf́ıcies 1-sided e

2-sided, nas quais trabalhamos com formas harmônicas.

Mostra-se no Caṕıtulo 2 a classificação das hipersuperficies mı́nimas de ı́ndice de

Morse pequeno e imersas na esfera Euclideana S3. Mais precisamente, seja Σ uma su-

perf́ıcie mı́nima compacta imersa na esfera unitária 3-dimensional S3. O operador de

Jacobi da segunda variação de Σ é dado por LΣ = ∆Σ + |σ|2 + 2, onde |σ|2 é o quadrado

da norma da segunda forma fundamental de Σ e ∆Σ é o Laplaciano da métrica induzida

sobre Σ. Dito isto, apresenta-se a conjectura que afirma que entre as hipersurperficies

mı́nimas não totalmente geodésicas, as hipersuperficies de Clifford são as que minimizam

o ı́ndice, finalmente, exibe-se a prova feita por Urbano para o caso n=3.

O Caṕıtulo 3 tem como objetivo estudar a classificação das superf́ıcies mı́nimas

de ı́ndice de Morse pequeno imersas nas variedades produto S2 × S1(r). Em particular,

estuda-se os seguintes resultados provados por F. Torralbo e F. Urbano: Os slices S2×{p},

p ∈ S1(r), são as únicas superf́ıcies mı́nimas compactas estáveis em S2 × S1(r) e por

último, quando r > 1, não há superf́ıcie mı́nima compacta de ı́ndice de Morse igual a um

em S2 × S1(r).



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Alguns Preliminares

A finalidade deste caṕıtulo é desenvolver de forma sucinta o estudo das subvariedades

mı́nimas e definir a geometria envolvida. Vamos começar com definições, notações e

convenções da teoria básica de subvariedades Riemannianas. Conclui-se com a primeira

e segunda fórmula de variação de volume e a definição de uma subvariedade mı́nima.

1.1.1 Notações e convenções

Seja (M, g), (M ′, g′) variedades Riemannianas com conexões de Levi-Civita ∇,∇′ respec-

tivamente. Entende-se por C∞(M,M ′) o conjunto de funções diferenciáveis f : M →M ′,

e Ck(M,M ′), o conjunto de funções f : M →M ′ as quais são k vezes continuamente difer-

enciáveis. No caso especial que M = R, o dito anteriormente será C∞(M) ou Ck(M).

Seja E
π→ M o fibrado vetorial em M . Denota-se o conjunto de seções diferenciáveis de

E por Γ(E), isto é,

Γ(E) = {X ∈ C∞(M,E)|π ◦X = idM} .

Considere-se a definição da convenção do endomorfismo da curvatura Riemanniana em

M , RM : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM) por

RM(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

e o tensor curvatura Riemanniana, RM : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM)→ R será

definido por

RM(X, Y, Z,W ) = g(RM(X, Y )Z,W ).
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Salvo indicação em contrário, Sn denotará a esfera n-dimensional de raio um com a métrica

induzida de Rn+1.

1.1.2 Subvariedades Riemannianas

Se Mk ⊂M
n

é uma subvariedade imersa, então para qualquer p ∈M , temos as projeções

tangencial e normal (·)T : TpM → TpM , (·)N : TpM → NpM que naturalmente decompõe

o espaço tangente de M :

TpM = TpM ⊕NpM para p ∈M.

Uma variedade imersa Φ : M → M em uma variedade Riemanniana M naturalmente

herda uma estrutura de variedade Riemanniana do espaço ambiente: se M tem uma

métrica Riemanniana g e uma conexão de Levi-Civita ∇, então g = Φ∗g é a métrica

Riemanniana com conexão de Levi-Civita dada por

∇XY = dΦ−1
((
∇dΦ(X)dΦ(Y )

)T)
.

Se M ⊂M , simplesmente pode-se escrever g = g|M e ∇ = (∇)T . Então

∇ = (∇)T + (∇)N = ∇+∇N ,

com ∇N := (∇)N .

Definição 1.1.2.1. A segunda forma fundamental de M induzida por∇ é a forma bilinear

A definida por

A(X, Y ) = (∇XY )N X, Y ∈ TpM,

É fácil ver que A é simétrica, isto é, A(X, Y ) = A(Y,X), ja que

A(X, Y ) = (∇XY )N = (∇YX + [X, Y ])N

= A(Y,X) + 0 ([X, Y ] ∈ TpM).

Seja p ∈M e seja também {Ei}ki=1 uma base ortonormal para TpM .

Definição 1.1.2.2. O vetor de curvatura média H em p ∈M é dado por

H =
k∑
i=1

A(Ei, Ei).
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Definição 1.1.2.3. A norma quadrada da segunda forma fundamental em p ∈M é

‖A‖2 =
k∑
i,j

‖A(Ei, Ej)‖2 .

Definição 1.1.2.4. Uma subvariedade RiemannianaM ⊂M diz-se ser totalmente geodésica

se tem uma das seguintes condições equivalentes:

i Qualquer g-geodésica em M é também uma g−geodésica em M .

ii A segunda forma fundamental de M desaparece de forma idêntica, isto é, A ≡ 0.

As seguintes duas proposições relacionam a segunda forma fundamental de M para

as curvaturas de M e M . A primeira refere-se a como diferença da curvatura de uma

subvariedade e a curvatura de uma variedade ambiente mostra informação da segunda

forma fundamental. A segunda faz referência da derivada covariante da segunda forma

fundamental, a qual fornece informações sobre o endomorfismo curvatura de M .

Proposição 1.1.2.1 (Equação de Gauss). Para qualquer X, Y, Z,W ∈ TpM

RM(X, Y, Z,W ) = RM(X, Y, Z,W )

−〈A(X,W ), A(Y, Z)〉+ 〈A(X,Z), A(Y,W )〉 ,

onde 〈·, ·〉 denota a métrica em M .

Proposição 1.1.2.2 (Equação de Codazzi). Para qualquer X, Y, Z ∈ Γ(TM),

(RM(X, Y )Z)N = (∇XA)(Y, Z)− (∇YA)(X,Z),

onde (∇XA)(Y, Z) = ∇N
XA(Y, Z)− A(∇XY, Z)− A(Y,∇XZ).

1.1.3 Subvariedades Mı́nimas

Seja M uma n-variedade Riemanniana e Φ : M → M uma imersão, onde M é uma k-

variedade compacta e orientável com bordo (possivelmente vazio) ∂M . Seja F : I×M →

M , I = (−1, 1), uma variação diferenciável de Φ, isto é, F é uma aplicação diferenciável

tal que

i Para cada t ∈ I, a aplicação Φt := F (t, ·) : M →M é uma imersão.
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ii Φ0 := F (0, ·) = Φ.

iii Para cada t ∈ I, Φt|∂M = Φ|∂M .

Seja t a coordenada em I e seja E a seção de T (M)⊕N(M) dada por E = dF ( ∂
∂t
|t=0).

Exclui-se a dependência do tempo e seja dV o elemento de volume da métrica induzida

por Φt assim que o volume de M no tempo t, Área(t), é dado por

Área(t) =

∫
M

dV.

Então temos

Teorema 1.1.3.1 (A primeira fórmula de variação).

dÁrea

dt
|t=0 =

∫
M

divME dV = −
∫
M

〈H,E〉 dV. (1.1)

Teorema 1.1.3.2 (A segunda fórmula de variação).

d2Área

dt2
|t=0 = −

∫
M

|〈A(·, ·), E〉|2 dV

+

∫
M

∣∣∇N
ME
∣∣2 dV − ∫

M

TrM 〈RM(·, E)·, E〉 dV. (1.2)

Definição 1.1.3.1. Seja Φ : M →M uma imersão. Tem-se que uma variedade M é uma

subvariedade mı́nima de M se dÁrea
dt
|t=0 = 0 para qualquer variação diferenciável de Φ.

Definição 1.1.3.2 (funçaõ bump). Uma função bump é uma função f : Rn → R no

espaço euclideano Rn a qual é simultaneamente diferenciável (no sentido de ter derivadas

continuas de todas as ordens) e de ter suporte compacto.

Lema 1.1.3.3. M é uma subvariedade mı́nima de M se, e somente se, o vetor de cur-

vatura média desaparece.

Demonstração. Isto é claro a partir da primeira fórmula de variação (1.1) uma vez que

H ≡ 0, então M é uma subvariedade mı́nima de M.

Agora, suponha que M é uma subvariedade mı́nima de M e que H(p) 6= 0 para algum

p ∈ M . Então, pela continuidade, ‖H‖ > 1
2
‖H(p)‖ em alguma vizinhança U ⊂ M de

p. Seja φ : M → R uma função de colisão diferenciável tal que φ|U ≡ 1, e seja F uma

variação diferenciável de Φ com o campo de variação φH (F (t, q) =expq(tφ(q)H(q))).

Então temos que

0 =
dÁrea

dt
|t=0 = −

∫
M

〈H,φH〉 dV0 ≤ −
1

2
‖H(p)‖2

∫
U

dV0.

Desde que
∫
U
dV0 > 0, isto dá-nos de que ‖H(p)‖ ≤ 0, o qual é uma contradição.
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1.2 Operadores em variedades Riemannianas

Neste caṕıtulo vai se exibir alguns operadores espećıficos em variedades Riemannianas.

Inicia-se com as definições de alguns operadores diferenciais ordinárias e de alguns resul-

tados que vamos fazer uso mais tarde no caṕıtulo 2.1.

Defina-se um operador eĺıptico espećıfico sobre subvariedades mı́nimas que vem da

segunda fórmula de variação: o operador de Jacobi. Mostra-se os resultados do ı́ndice e

estabilidade das subvariedades mı́nimas e delina-se a teoria espectral global dos operadores

eĺıpticas sobre variedades Riemannianas compactas.

1.2.1 Operadores diferenciais básicos em variedades Riemanni-

anas

Definição 1.2.1.1. Seja f ∈ C∞(M). Vamos definir:

(i) O gradiente de f , grad f ∈ Γ(TM) é o campo de vetores caracterizado pel equação

df(X) = 〈grad f,X〉 .

(ii) O Hessiano de f ,Hess f , é o tensor (0,2) simétrico tal que, para X, Y ∈ Γ(TM)

Hess f(X, Y ) = 〈∇Xgrad f, Y 〉 = XY f − (∇XY )f.

(iii) O Laplaciano de f , ∆f ∈ C∞(M) é a função dada por

∆f = Tr(Hess f) =
k∑
i=1

∇Ei
(∇Ei

f)− (∇Ei
Ei)f,

onde {Ei}ki=1 é uma base ortonormal para TM .

Um simples cálculo mostra que o Laplaciano satisfaz um tipo de regra de product:

∆(fg) = f∆g + g∆f + 2 〈grad f, grad g〉 . (1.3)

Lema 1.2.1.1 ([3],pag.6). Seja f ∈ C2(M), g ∈ C1(M) são funções tal que h(grad f)

tem suporte compacto. Então∫
M

(h∆f + 〈grad h, grad f〉) dV = 0.
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Note que (1.3) e junto ao lema 1.2.1.1 mostram que, se o grad f tem suportes compacto,

então

0 =

∫
M

1 ·∆f + 〈grad f, grad 1〉 dV =

∫
M

∆f dV. (1.4)

Em particular, se M é compacta, então (1.4) verifica-se para qualquer f ∈ C2(M).

1.2.2 O operador de Jacobi e o Índice de Morse

Pode-se escrever que a segunda fórmula de variação (1.2) da seguinte forma

d2Área

dt2
|t=0 = −

∫
M

〈E,LE〉 dV. (1.5)

onde L é o operador autoadjunto de Jacobi da segunda variação, a qual age em campos

de vetores normais X em M , assim

LX = ∆N
MX −<(X) + Ã(X). (1.6)

Aqui, se {Ei}ki=1 é uma base ortonormal para TM , Ã é o operador de Simons definido por

Ã(X) =
k∑

i,j=1

g(A(Ei,Ej), X)A(Ei,Ej), (1.7)

∆N
M é o Laplaciano no fibrado normal

∆N
MX =

k∑
i=1

∇N
Ei
∇N
Ei
X −

k∑
i=1

∇N
(∇Ei

Ei)T
X, (1.8)

e

<(X) := Tr[RM(·, X)·] =
k∑
i=1

RM(Ei, X)Ei.

Se M é uma hipersuperficie orientável de M , então M tem um fibrado normal (o fibrado

normal tem uma base ortonormal global) e o operador de Jacobi se simplifica como um

operador em funções: pode-se então escrever qualquer campo vetorial normal, como um

produto de uma função e um campo vetorial normal unitário, então pode-se identificar os

campos de vetores normais com funções, isto é, se X = fN , então identifica-se X com f ,

assim

Lf = ∆Mf + ‖A‖2 f + RicM(N,N)f. (1.9)

Dizemos que λ é um autovalor(Dirichlet) para L em Ω ⊂M se existe um campo de vetores

normal não trivial X ∈ Γ(NM) tal que X|∂Ω = 0 e

LX + λX = 0. (1.10)
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Definição 1.2.2.1. O ı́ndice de Morse (ou somente ı́ndice) de uma subvariedade mı́nima

compacta M , denotada por ind(M), é o número negativo de autovalores do operador de

Jacobi L agindo no espaço das seções diferenciáveis no fibrado normal o qual desaparece

no bordo (contando com multiplicidades).

Existe uma forma quadrática, Q, associado ao operador de Jacobi que é dado por

Q(X,X) = −
∫
M

〈X,LX〉 dV = −
∫
M

〈
X,∆N

MX −<(X) + Ã(X)
〉
dV, (1.11)

e o ind(M) é o ı́ndice de Q. No caso que M é um hipersuperficie, isso pode ser simplificado

Q(f, f) =

∫
M

|∇f |2 − (‖A‖2 + Ric(N,N))f 2 dV. (1.12)

Às vezes é útil para trabalhar com esta forma quadrática em vez do operador Jacobi.

Segue-se a partir da segunda fórmula variação (1.2) que alternativamente pode-se

haver definido o ı́ndice de morse de M , ı́ndice de M , como um ponto cŕıtico para o

funcional volume, e por isso que o ı́ndice de Morse, em algum sentido, descreve como

é estável uma subvariedade mı́nima, isso fornece o número de direções independentes

em que a subvariedade mı́nima pode ser deformada para tornar a sua diminuição do

volume. Assim, uma subvariedade mı́nima estável, que realmente minimiza (localmente)

o funcional volume, tem ı́ndice zero. Se o ı́ndice é positivo, então M é dito não estável.

Vê-se logo que não há subvariedades mı́nimas estáveis na esfera Sn.

1.2.3 Teoria Espectral de Operadores fortemente eĺıpticos

Apresenta-se alguns resultados sobre a teoria geral dos operadores fortemente eĺıpticos.

Lembre-se que um operador diferencial eĺıptico de ordemm em uma variedadem-dimensional

M é um operador P que em coordenadas locais tem a forma

P (x,D)u =
∑
|α|≤m

aα(x)Dαu,

cujo śımbolo principal

Pm(x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξα

é inverśıvel para ξ ∈ Rn diferente de zero. Aqui D = (D1, ..., Dn), Dj = 1
i
∂
∂xj

e α =

(α1, ..., αn) é um muli-́ındece assim que Dα = Dα1
1 ...Dαn

1 . Um operador fortemente

eĺıptico é um operador diferencial eĺıptico com

1

2
(Pm(x, ξ) + Pm(x, ξ)∗) ≥ C ‖ξ‖m ,
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onde Pm(x, ξ)∗ = Pm(x, ξ)T .

O operador de Jacobi é conhecido por ser fortemente eĺıptico (veja Simons [17] pag.65)

e por isso vai-se aplicar posteriormente alguns desses resultados para o operador de Jacobi

quando seja feita a prova do caso especial da conjectura principal.

Se L é um operador fortemente eĺıptico e M é compacto, então o espectro de L é

composto inteiramente de autovalores {λi}∞i=1. Organiza-se os autovalores de acordo ao

tamanho

λ1 < λ2 < ... < λk < ...

então {λi}∞i=1 é um conjunto discreto e λk → ∞. Além disso, a multiplicidade de cada

autovalor é finito. De fato, o primeiro autovalor tem multiplicidade um e existe uma

autofunção associada ao primeiro autovalor que é estritamente positivo.

Os autoespaços Ei correspondentes a λi são mutuamente ortogonais com respeito ao

produto interno em L2(M), e ⊕∞i=1Ei é denso em L2(M) e a completação de C∞(M) em

L2(M).

Se fi é uma autofunção correspondente a λi, então para qualquer função u ∈ W 1,2(M,R)

com ‖u‖L2 = 1 e 〈u, fi〉L2 = 0 para i = 1, 2, 3, ..., j − 1, temos que

Q(u, u) ≥ λj, (1.13)

tendo a igualdade se, e somente se, Lu+ λju = 0.

Às vezes a delimitação sobre o ı́ndice de uma subvariedade mı́nima pode ser obtido

diretamente a partir de obtenção de limites para o número de valores próprios negativos

de L, embora isto seja mais fact́ıvel em certas situações do que em outros. Se a curvatura

de Ricci e o quadrado da segunda forma fundamental são constantes, então em seguida,

encontrar os valores próprios do operador de Jacobi se transforma no problema de encon-

trar os valores próprios do Laplaciano em M , um operador mais estudado. Em alguns

casos especiais, como quando temos (M, g) = (Sk, g0) com g0 a métrica induzida por Rk+1,

os valores próprios do Laplaciano e suas multiplicidades são conhecidos e o ı́ndice pode

ser calculado.

Teorema 1.2.3.1 ([16],pag.272). Os autovalores do Laplaciano em (Sk, g0) são dados por

λj := (j − 1)(k + j − 2),

com multiplicidade

dim Pj−1 − dim Pj−3 =

(
k + j − 1

j − 1

)
−
(
k + j − 3

j − 3

)
,
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onde Pj é o espaço dos polinômios homogêneos de grau j em Rk+1.

O seguinte teorema mostra que o espectro do Laplaciano sobre uma variedade pro-

duto (dotado com a métrica produto) é completamente determinado por o espectro do

Laplaciano em cada um das variedades componentes.

Spec(M, g) denota o espectro do Laplaciano em uma variedade Riemanniana (M, g).

Teorema 1.2.3.2 ([2],pag.143). Seja (M, g) e (N, h) duas variedades Riemannianas. Na

variedade produto tem-se

Spec(M ×N, g × h) = {λ+ µ|λ ∈ Spec(M, g), µ ∈ Spec(N, h)}.

1.3 Superf́ıcies Mı́nimas 1-sided e 2-sided

Seja Σ uma superf́ıcie conexa imersa em uma 3-variedade Riemanniana M . Se o campo

vetorial normal unitário N é definido globalmente em Σ ; diz-se que a imersão é 2−sided.

Caso contrario a imersão é dita de 1− sided.

Quando a variedade ambiente M é orientável, dizer que é 2 − sided é equivalente à

orientabilidade de Σ.

Se Σ é uma superf́ıcie mı́nima 2−sided, então qualquer função com suporte compacto

u ∈ C1 (Σ) determina uma deformação normal da superf́ıcie com variação infinitesimal

uN .

A segunda fórmula de variação de área para esta deformação é dada por

Q(u, u) =

∫
Σ

|∇u|2 − (Ric(N) + |σ|2)u2,

onde σ é a segunda forma fundamental da imersão, Ric(v) é a curvatura de Ricci de M

na direçaõ do vetor v e N é o vetor normal unitário ao longo de Σ.

O operador linear associado ∆ +Ric(N) + |σ|2, onde ∆ bem a ser o laplaciano de Σ,

é chamado o operador de Jacobi que satisfaz

−
∫

Σ

u(∆v + (Ric(N) + |σ|2)v) = Q(u, v).

Usando a equação de Gauss, obtêm-se:

Ric(N) + |σ|2 = Ric(e1) +Ric(e2)− 2K,
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onde e1, e2 é uma base ortonormal no plano tangente da superf́ıcie e K é a curvatura de

Gauss. Diz-se que a superf́ıcie Σ é estável se

0 ≤ Q(u, u), para todo u ∈ C1(Σ) com suporte compacto.

Se Σ é estável, compacta e Ric≥ 0, então a imersão é totalmente geodésica. Isto segue de

Fischer-Colbrie e Schoen [6] que as superf́ıcies mı́nimas completas 2 − sided estáveis em

3-variedades planas são planos.

Se as superf́ıcies mı́nima Σ é estável, então o fibrado normal é não trivial e a condição

de estabilidade é expressada em forma diferencial. É habitual trabalhar em um cobrimento

2− sided 2− sheeted Σ̃→ Σ. Se τ denota a mudança de folhas involução e N é o vetor

normal unitário em Σ̃, então N ◦ τ = −N e a deformação normal infinitesimal de Σ

correspondem às funções u em Σ̃ satisfazendo u ◦ τ = −u. Portanto, se Q é a segunda

fórmula de variação de área em Σ̃, então a imersão de Σ é estável se e só se

0 ≤ Q(u, u), ∀ u ∈ C1(Σ) com suporte compacto e u ◦ τ = −u.

1.3.1 Formas Harmônicas

Seja Σ uma superf́ıcie Riemanniana orientável eH1(Σ,R) é o espaço das 1-formas harmônicas.

Relembrando que uma 1-forma ω em Σ é harmônica se e só se é fechada, isto é

(∇ω) (x, y) = (∇ω) (y, x) ∀x, y vetores tangentes.

e cofechada

(∇ω) (e1, e1) + (∇ω) (e2, e2) = 0

onde e1, e2 é uma base ortonormal no plano tangente de Σ. Denota-se por K e ∆ a

curvatura de Gauss e o Laplaciano respectivamente. Em particular, ∆ atua nas 1-formas

como

∆ω(x) = ∇2ω(e1, e1, x) +∇2ω(e2, e2, x).

Sabe-se que se ω é harmônico, então

∆ω −Kω = 0. (1.14)

Portanto, dado ω, ω′ ∈ H1(Σ,R) obtêm-se:

∆ 〈ω, ω′〉 − 2K 〈ω, ω′〉 = 2 〈ω, ω′〉 .
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Lembrando ainda que, no caso que Σ fosse compacto, então ω é harmônico se e só se

satisfaz a equação (1.15). Além disso, se Σ tem género g, então o espaço das 1-formas

será 2g-dimensional.



Caṕıtulo 2

Resultado da classificação para

subvariedades mı́nimas de Sn

Este caṕıtulo aborda especificamente as subvariedades mı́nimas de Sn. No começo vai-se

derivar uma condição para que uma imersão isométrica Φ : M → Sn seja uma imersão

mı́nima. Segundo a exposição original de Simons[17] prova-se que de todas as subvar-

iedades mı́nimas k-dimensional de Sn, mergulhadas de forma estândar, Sk ⊂ Sn, são as

únicas que minimizam o ı́ndice.

Discuta-se uma conjectura que afirma que entres as hipersuperficies mı́nimas não to-

talmente geodésicas, as hipersuperficies de Clifford são as que minimizam o ı́ndice. Final-

mente, apresenta-se a prova de Urbano desta conjectura no caso especial n=3.

2.1 Subvariedades mı́nimas de Sn

Mostra-se algumas propriedades das subvariedades de Sn.

2.1.1 Imersões isométricas e mı́nimas em Sn.

Lema 2.1.1.1. Se ψ : Mm → Sn ⊂ Rn+1 é uma imersão isométrica, então

∆Mψ = H = H −mψ,

onde H,H são os vetores de curvatura média de M em Sn,Rn+1 respectivamente. Por-

tanto, ψ é uma imersão mı́nima se, e somente se,

∆Mψ = −mψ.
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Demonstração. Seja D,∇ e ∇ denotam os operadores de diferenciação covariante sobre

Rn+1, Sn e M respectivamente, e seja {Ei}mi=1 uma base ortonormal tangente a M. Então,

se {y1, ..., ym} e {x1, ..., xn+1} são coordenadas locais de M e Rn+1 respectivamente, então

nota-se que, para f ∈ C∞(Rn+1),

dψ(Ek)(f) = Ek(f ◦ ψ) = Ei
k

∂

∂yi
(f ◦ ψ) = Ei

k

∂f

∂xj
∂ψj
∂yi

onde Ek = Ei
k
∂
∂xi
, e assim têm-se que dψ(Ek) = Ek(ψj)

∂
∂xj
. A partir disto, pode-se ver

que

Ek(ψi) = dψi(Ek)
∂

∂xi
= dψ(Ek) = Ek

assim Ek(ψi) = Ei
k. Portanto

EkEk(ψi)
∂

∂xi
= Ek(E

i
k)

∂

∂xi
= dEi

k(Ek)
∂

∂xi
= dEk(Ek) = DEk

Ek.

Também

(∇Ek
Ek)(ψi)

∂

∂xi
= dψi(∇Ek

Ek)
∂

∂xi
= dψ(∇Ek

Ek) = ∇Ek
Ek.

Portanto,

∆Mψ =
m∑
k=1

EkEk(ψ)− (∇Ek
Ek)ψ =

m∑
k=1

DEk
Ek −∇Ek

Ek

=
m∑
k=1

(DEk
Ek)

⊥ = H (2.1)

onde (·)⊥ denota a projeção sobre o espaço normal a TpM em TpRn+1.

Por conseguinte

H =
m∑
k=1

(∇Ek
Ek)

N =
m∑
k=1

((DEk
Ek)

T )N =
m∑
k=1

((DEk
Ek)

N)T = (H)T

onde (·)N denota a projeção sobre o espaço normal a TpM em TpS
n, e (·)T denota a

projeção tangencial sobre TpM. A partir disto e (2.1) obtêm-se que

∆Mψ = H = (H)T + (H)⊥ = H + λψ

para alguma função λ. A partir de ‖ψ‖ ≡ 1 e (1.3) têm-se que

0 =
1

2
∆M ‖ψ‖2 = 〈ψ,∆Mψ〉+ ‖gradMψ‖

2 = λ+ ‖gradMψ‖
2 .

Assim λ = −‖gradMψ‖
2 . Agora

‖gradMψ‖
2 =

n+1∑
i=1

‖gradMψi‖
2 =

∑
i=1,...,n+1

j=1,...,m

〈gradMψi, Ej〉
2

=
∑

i=1,...,n+1

j=1,...,m

(dψi(Ej))
2.
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Escolhe-se coordenadas locais{xi} tal que os vetores
{

∂
∂xi
pp
}

são ortonormais, então (em

p) têm-se que

‖gradMψ‖
2 =

∑
i=1,...,n+1

j=1,...,m

(dψi(Ej))
2 =

∑
i=1,...,n+1

j=1,...,m

〈
dψi(Ej)

∂

∂xi
, dψi(Ej)

∂

∂xi

〉

=
m∑
i=1

‖dψ(Ej)‖2

=
m∑
i=1

1 = m,

e assim Obtêm-se que ∆Mψ = H = H −mψ.

2.1.2 Resultado de classificação de Simons

O exemplo mais simples de uma subvariedade mı́nima fechada de Sn é o mergulho to-

talmente geodésica Sk ⊂ Sn, mas estes são os únicos: em 1970, Lawson [9] mostrou que

cada superf́ıcie compacta, orientável pode ser mergulhada minimamente em S3. Porém,

é bem conhecido que o mergulho, totalmente geodésico Sk são os únicos subvariedades

mı́nimas imersas totalmente geodésicas de Sn. Em 1968, Simons[17] provou que qualquer

subvariedade mı́nima imerso Mk de Sn é inestável (ind (M) ≥ 1), e que ind (M) = 1, se,

e somente se, M é difeomorfo a Sn−1 mergulhado na forma canônica como uma subvar-

iedade totalmente geodésica. Ou seja, ele provou que, se Mk é uma subvariedade mı́nima

k-dimensional de Sn, então ind (M) ≥ n− k com igualdade se, e somente se, M é difeo-

morfo a Sk (mergulhada em Sn na forma canônica, totalmente geodésica), classificando as

esferas totalmente geodésicas como aqueles que minimizam o ı́ndice. Uma vez que têm-se

por objecto a caracterização das subvariedades mı́nimas M de Sn que minimizam o ı́ndice,

note-se que, de agora em diante, suponha-se que M é conexo. Se M não é conexo, então a

cada um dos seus componentes conexas é em si uma subvariedade mı́nima de Sn e o ı́ndice

de M é a soma dos ı́ndices dos cada um de seus componentes conexas. Uma vez que,

como se verá, cada subvariedade mı́nima conexa de Sn é instável, segue-se que o ı́ndice

de M é estritamente maior do que o ı́ndice de qualquer dos seus componentes conexas, e

assim caracterizar as subvariedades mı́nimas de Snque minimizem o ı́ndice será o mesmo

que caracterizam as subvariedades mı́nimas conexas de Sn que minimizem o ı́ndice.

Lema 2.1.2.1. Seja Mk uma subvariedade imersa fechada totalmente geodésica de Sn.

Então M é isométrica a Sk.
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Demonstração. Seja p ∈M e v ∈ TpM. Como M é totalmente geodésica, para t suficien-

temente pequeno, expMp (tv) é uma geodésica em Sn e, portanto, uma parte de um grande

circulo. Desde que M for fechada, ele é compacto e, portanto, completa e ∂M = φ. Daqui

expMp (vt) é definida para todo t e deve varrer toda a grande ćırculo. Assim, deixando v

variando ao longo de TpM e t ∈ R, expMp (vt) varre a esfera k−dimensional. Desde que M

é conexo, por obtêm-se que M ∼= Sk.

Apresenta-se a prova do principal resultado da classificação.

Teorema 2.1.2.2 (Simons,1968). Seja M uma subvariedade mı́nima, compacta, fechada

k−dimensional imersa em Sn. Então ind(M) ≥ n − k, com a igualdade se, e somente

se, M é difeomorfo a Sk mergulhada em Sn na forma estândar como uma subvariedade

totalmente geodésica.

Demonstração. Suponha Sk como subvariedade mı́nima totalmente geodésica mergulhada

Sk ↪→ Sn.

Mostra-se primeiro que ind(Sk) = n − k. Lembre-se que para qualquer subvariedade

mı́nima k−dimensional têm-se que para qualquer V ∈ Γ(NSk),

<(V ) := Tr [RSn(·, V )·] = −kV. (2.2)

Para mostrar isso, lembre-se que Sn tem curvatura seccional constante K ≡ 1, então

RSn(X, Y, Y,X) = 1 · (〈X,X〉 〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2)

para todo X, Y ∈ Γ(TM). Além disso,

〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈X, Y 〉 〈W,Z〉

é um 4-tensor covariante em TpS
n com as mesmas simetrias como o tensor curvatura. Por

um resultado em geometria Riemanniana isto será igual ao tensor curvatura, isto é

RSn(X, Y, Z,W ) = 〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈X, Y 〉 〈W,Z〉

para todo X, Y, Z,W ∈ Γ(TSn). Portanto

RSn(X, Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y

para todo X, Y, Z ∈ Γ(TSn). Logo, se {Ei}ki=1 é um referencial ortonormal para TSk,

então

<(V ) =
k∑
i=1

(RSn(Ei, V )Ei)
N =

k∑
i=1

(〈V,Ei〉Ei − 〈Ei, Ei〉V )N = −kV.
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Desde que A ≡ 0 no caso de Sk (Sk é totalmente geodesica),isto significa que (1.6) se

torna

L = ∆Sk + k,

e por isso é evidente que o autoespaços de ∆Sk com autovalor λ corresponde aos au-

toespaços de L com autovalor λ− k. Note que o fibrado normal de Sk é trivial: pode-se

rodar, se fosse necessário, de modo que

Sk = {(x1, ..., xn+1) ∈ Sn ⊂ Rn+1|xk+2 = ... = xn+1 = 0}.

Então os vetores { ∂
∂xk+2 , ...,

∂
∂xn+1} formam um marco global para o fibrado normal de Sk

em Sn. Portanto, pode-se escolher um marco paralelo global {V1, ..., Vn−k} para NSk.

Então, para qualquer V ∈ Γ(NSk), pode-se escrever V = viVi para alguma função vi ∈

C∞(Sk), e, desde {Vi} é um marco paralelo,

∆Sk
V = ∆Sk

(viVi) = ∆Sk
(vi)Vi.

Portanto, ∆Sk(V ) + λV = 0 se, e somente se,

(∆Sk(v1), ...,∆Sk(vn−k)) + λ(v1, ..., vn−k) =
−→
0 . (2.3)

Segue-se do teorema 1.2.3.1 que ∆Sk tem um espaço nulo 1−dimensional e um autoespaço

(k + 1)−dimensional correspondente ao autovalor k. Além disso, do teorema 1.2.3.1

é evidente que todos os outros valores próprios são estritamente maior que k. Assim,

ind(Sk) = n− k.

Prova-se a segunda parte do teorema mediante uma sequencia de lemas que em con-

junto fornecem a forma do ı́ndice Q assume uma forma especial quando é restrito a um

sub espaço espećıfico de Γ(NM). Em particular, mostra-se que para qualquer u neste

subespaço especifico de Γ(NM), vai-se obter que

Q(u, u) = −k
∫
M

‖u‖2 dV.

Portanto a forma do ı́ndice é definida negativa neste subespaço particular, e assim o

resultado vai se obter em seguida, uma vez que mostram que a dimensão deste subespaço

é maior ou igual a n− k, tendo a igualdade se, e somente se, A ≡ 0.

Como acima, denota-se D,∇,∇ como as conexões de Levi-Civita para Rn+1, Sn e M

respectivamente, e ∇N ,∇N
denota as conexões no fibrado normal de M em Sn e de Sn em
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Rn+1 respectivamente. Dado um campo vetorial paralelo em Rn+1, toma-se a projeção

tangencial sobre Sn para obter um campo vetorial sobre Sn. A coleção de todos esses

campos de vetores, ξ, forma um subespaço (n+ 1)−dimensional de Γ(TSn).

Lema 2.1.2.3. Seja Z ∈ ξ, p ∈ Sn. Então existe λ ∈ C∞(Sn) tal que, para qualquer

X ∈ TpSn

∇XZ = λX

Demonstração. Seja Z = W T , onde W é um campo vetorial paralelo em Rn+1 tal que

∇XZ = (DXZ)T = (DXW
T )T = (DX(W −WN))T = −(DXW

N)T , (2.4)

onde WN é o componente normal de W para Sn. Se N fosse um campo normal unitário

a Sn, então WN = −λN para alguma função λ, portanto,usando (2.4) obtêm-se

∇XZ = (DXλN)T = (X(λ)N + λDXN)T = λX,

onde, como consequência dos campos de vetores coordenados em Rn+1,
{
∂i := ∂

∂xi

}n+1

i=1
,

são paralelos, assim temos que

DXN = X iD∂i(x
j∂j) = X i∂i = X.

Desde que Z ∈ ξ é um campo vetorial em Sn, restringindo a M e tomando projeções

normal e tangencial obtêm-se campos de vetores ZN ∈ Γ(NM) e ZT ∈ Γ(TM) respecti-

vamente.

Lema 2.1.2.4. Para Z ∈ ξ, os campos de vetores ZN ∈ Γ(NM) e ZT ∈ Γ(TM) satis-

fazem

∇N
XZ

N = −A(X,ZT ),

∇XZ
T = −(∇XZ

N)T + λX,

onde X ∈ TpM e λ é independente de X.

Demonstração. Tendo em conta o lema 2.1.2.3 têm-se

∇N
XZ

N = (∇XZ
N)N = (∇X(Z − ZT ))N = (λX −∇XZ

T )N

= −A(X,ZT ).
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Novamente, usando o lema 2.1.2.3 obtêm-se

∇XZ
T = (∇XZ

T )T = (∇X(Z − ZN))T = λX − (∇XZ
N)T

Seja {Ei}ki=1 um marco referencial para TM para os quais ∇Ei
Ei |p= 0 para i, j =

1, ..., k. Embora não vai-se escrever explicitamente, note-se que para os seguintes cálculos

todos serão em p.

Lema 2.1.2.5. Seja Z ∈ ξ e considere-se ZN ∈ Γ(NM). Então

∥∥∇NZN
∥∥2

=
k∑
i=1

〈
ZN , A(Ei,∇Ei

ZT )
〉

+ Ei
〈
ZN ,∇N

Ei
ZN
〉
.

Demonstração. Usando o lema 2.1.2.4 têm-se

∥∥∇NZN
∥∥2

=
k∑
i=1

〈
∇N
Ei
ZN ,∇N

Ei
ZN
〉

=
k∑
i=1

Ei
〈
ZN ,∇N

Ei
ZN
〉
−
〈
ZN ,∇Ei

∇N
Ei
ZN
〉

=
k∑
i=1

Ei
〈
ZN ,∇N

Ei
ZN
〉

+
〈
ZN ,∇N

Ei
(A(Ei, Z

T ))
〉

Logo

∇N

Ei
(A(Ei, Z

T )) = (∇Ei
A)(Ei, Z

T ) + A(∇Ei
Ei, Z

T ) + A(Ei,∇Ei
ZT )

= (∇Ei
A)(Ei, Z

T ) + A(Ei,∇Ei
ZT ). (2.5)

A partir da equação de Codazzi(proposição 1.1.2.2) obtêm-se

(∇Ei
A)(ZT , Ei) = (∇ZTA)(Ei, Ei) + (RSn(Ei, Z

T )Ei)
N ,

e, usando novamente que Sn tem curvatura constante,

(RSn(Ei, Z
T )Ei)

N = (
〈
ZT , Ei

〉
Ei − 〈Ei, Ei〉ZT )N = 0.

Além disso,

(∇ZTA)(Ei, Ei) = ∇N
ZT (A(Ei, Ei))− A(Ei,∇ZTEi)− A(∇ZTEi, Ei)

= ∇N
ZT (A(Ei, Ei)),
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desde que ∇ZTEi =
∑k

j=1

〈
ZT , Ej

〉
· ∇Ei

Ei = 0. Por conseguinte

k∑
i=1

(∇ZTA)(Ei, Ei) =
k∑
i=1

∇N
ZT (A(Ei, Ei))

= ∇N
ZT

k∑
i=1

A(Ei, Ei) = ∇N
ZTH = 0,

e então têm-se (∇Ei
A)(ZT , Ei) = 0. Portanto (2.5) torna-se

∇N

Ei
(A(Ei, Z

T )) = A(Ei,∇Ei
ZT ).

Daqui, ∥∥∇NZN
∥∥2

=
k∑
i=1

Ei
〈
ZN ,∇N

Ei
ZN
〉

+
〈
ZN ,∇N

Ei
(A(Ei, Z

T ))
〉

=
k∑
i=1

〈
ZN , A(Ei,∇Ei

ZT )
〉

+ Ei
〈
ZN ,∇N

Ei
ZN
〉

Lema 2.1.2.6. Seja Z ∈ ξ e ZN ∈ Γ(NM). Então〈
∆N
MZ

N , ZN
〉

= −
〈
Ã(ZN), ZN

〉
.

Demonstração. Primeiro, têm-se∥∥∇NZN
∥∥2

=
k∑
i=1

〈
(∇Ei

ZN)N , (∇EiZN)N
〉

=
k∑
i=1

Ei
〈
∇Ei

ZN
〉N − 〈ZN ,∇Ei

∇N
Ei
ZN
〉

= −
〈
ZN ,∆N

MZ
N
〉

+
k∑
i=1

Ei
〈
∇Ei

ZN , ZN
〉
.

Portanto, do lema 2.1.2.5 obtêm-se〈
∆N
MZ

N , ZN
〉

=
k∑
i=1

−
〈
ZN , A(Ei,∇Ei

ZT )
〉
. (2.6)

Usando o lema 2.1.2.4 consegue-se

∇Ei
ZT =

k∑
i=1

〈
Ej,∇Ei

ZT
〉
Ej =

k∑
i=1

−
〈
Ej, (∇Ei

ZN)T
〉
Ei + λδi,jEj

=
k∑
i=1

〈
∇Ei

Ej,Z
N
〉
Ej+λδi,jEj

=
k∑
i=1

〈
A(Ei,Ej), Z

N
〉
Ej + λδi,jEj.
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Assim, desde que A é bilinear,

A(Ei,∇Ei
ZT ) =

k∑
i=1

〈
A(Ei, Ej), Z

N
〉
A(Ei, Ej) + λδi,jA(Ei, Ej),

e portanto

k∑
i=1

〈
ZN , A(Ei,∇Ei

ZT )
〉

=
k∑
i=1

〈
A(Ei, Ej), Z

N
〉2

+ λδi,j
〈
A(Ei, Ej), Z

N
〉

=
〈
Ã(ZN), ZN

〉
+

k∑
i=1

λ
〈
A(Ei, Ei), Z

N
〉

=
〈
Ã(ZN), ZN

〉
+ λ

〈
H,ZN

〉
=

〈
Ã(ZN), ZN

〉
.

Por isso,(2.6) torna-se 〈
∆N
MZ

N , ZN
〉

= −
〈
Ã(ZN), ZN

〉
.

Lema 2.1.2.7. Para Z ∈ ξ e ZN ∈ Γ(NM) têm-se

Q(ZN , ZN) = −k
∫
M

∥∥ZN
∥∥2
dV.

Demonstração. Uma vez que (2.2) é valido para qualquer subvariedade minima k-dimensional

de Sn, (1.6) torna-se

LZN = ∆M(ZN) + kZN + Ã(ZN).

Portanto, o resultado desejado segue-se da aplicação do lema X

Lema 2.1.2.8. Têm-se que dim ξN ≥ n − k com a igualdade se, e somente se, M

é isométrico a Sk(mergulhada na forma estândar como uma subvariedade totalmente

geodésica).

Demonstração. Mostra-se primeiro que dimξN ≥ n− k, istoé evidente para cada p ∈ M,

ξ(p) := {X(p) | X ∈ ξ} gera TpS
n,portanto para cada p ∈ M, ξN gera NpM ⊂ TpS

n.

Logo, dimξN ≥dimNpM = n− k.

Suponha-se que dimξN = n−k, e seja η o núcleo do homeomorfismo ξ → ξN de modo a

que se X ∈ η, então XT = X em cada p ∈M , portanto defina-se η(p) := {X(p) | X ∈ η}.

Seja ηp o núcleo do homeomorfismo ξ → NpM definido por Z → ZN(p) (p ∈M), então é

claro que η(p) ⊆ ηp. Desde que dim ηp = (n+1)−(n−k), e a nossa suposição dimξN = n−k
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implica que dim η = (n+ 1)− (n−k), obtêm-se que η = ηp. Isto significa que a aplicação

Z → ZT (p), que claramente aplica ηp sobre TpM, deve aplicar η sobre TpM. Portanto,

para qualquer Z ∈ TpM, existe Z̃ ∈ ξ tal que Z̃(p) = Z, e Z̃ es tangente em toda parte a

M. A partir disto e do lema 2.1.2.4, segue-se que, para qualquer X,Z ∈ TpM,

A(X,Z) = −∇N
XZ̃

N = 0,

logo, conclui-se que A ≡ 0. Assim M é totalmente geodésica e, por conseguinte isométrica

a Sk pelo lema 2.1.2.1

2.2 Hipersuperficies mı́nimas não totalmente geodésicas

de Sn

Delimita-se a nossa atenção para hipersuperfıcies mı́nimas não totalmente geodésicas de

Sn, em seguida, conjectura-se que o ı́ndice caracteriza as hipersuperfıcies de Clifford

de uma forma semelhante ao resultado da classificação de Simons para hipersuperfıcies

mı́nimas de ı́ndice um: as hipersuperfıcies de Clifford são consideradas para minimizar o

ı́ndice entre hipersuperfıcies mı́nimas não totalmente geodésicas. De fato, prova-se que

este é o caso quando n = 3.

2.2.1 Uma classificação da conjectura

Aqúı apresentamos as hipersuperficies de Clifford de Sn e algumas de suas propriedades,

para logo mostrar a conjectura da classificação.

Definição 2.2.1.1. Defina-se uma hipersuperficie de Clifford de Sn como o produto

Sk(
√

k
n−1

)× Sl(
√

l
n−1

); onde k + l = n− 1.

Para mostrar que as hipersuperficies de Clifford são mı́nimas, segue-se a exposição de

Lawson [9]

Lema 2.2.1.1 ([9],pag.23). As hipersuperfices de Clifford são subvariedades mı́nimas de

Sn.
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O próximo teorema dá uma caracterização das hipersuperfıcies de Clifford em termos

da norma ao quadrado da sua segunda forma fundamental. A partir deste resultado

obtêm-se uma ferramenta para o cálculo do ı́ndice, e para a prova da conjectura no caso

n=3 (teorema 2.2.25).

Teorema 2.2.1.2 (Chern, Do Carmo, Kobayashi (1970),Lawson (1969)([4],pag.60)). As

hipersuperficies de Clifford são as únicas hipersuperficies mı́nimas de Sn com ‖A‖2 ≡ n−1.

Como acima mencionado, pensa-se que as hipersuperfıcies Clifford também são carac-

terizados pelo seu ı́ndice.

Conjectura 1. Seja M uma hipersuperficie mı́nima fechada, orientável, não totalmente

geodésica de Sn. Então ind(M) ≥ n + 2 com igualdade se, e somente se, M é uma

hipersuperficies de Clifford.

Mostra-se que um sentido da conjectura é verdade: A hipersuperficie de Clifford tem

ı́ndice n+ 2.

Lema 2.2.1.3. Se M = Sk(
√

k
n−1

) × Sl(
√

l
n−1

) é uma hipersuperficie de Clifford, onde

k + l = n− 1, então ind (M) = n+ 2.

Demonstração. Segue-se do teorema 2.2.1.2 que L = ∆M +2(n−1), e assim os autovalores

de L são um a um correspondentes com os autovalores de ∆M : ∆Mf+µf = 0 se, e somente

se, Lf + λf = 0 onde λ = µ− 2(n− 1). Agora, desde que M é um produto de variedades

(com a métrica produto), utiliza-se o teorema 1.2.3.2 para calcular os autovalores do

Laplaciano em M se conhecemos os autovalores do laplaciano em Sk(
√

k
n−1

) e Sl(
√

l
n−1

).

Do teorema 1.2.3.1 , têm-se que os autovalores do Laplaciano em Sk(1) são

σj = (j − 1)(k + j − 2), j = 1, 2, 3, ...

= 0, k, 2(k + 1), ... (2.7)

com multiplicidade

dim℘j−1 − dim℘j−3 =

(
k + j − 1

j − 1

)
−
(
k + j − 3

j − 3

)
= 1, k + 1,

(
k + 2

2

)
− 1, ... (2.8)

onde ℘j é o espaço dos polinômios homogêneos de grau j em Rk+1.
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Seja f : (Sk(1), h)→ (Sk(r), g) definida por x 7→ rx, onde g é a métrica induzida de

Rk+1 e h é a métrica pullback h = f ∗g. Claramente h = r2g é um dimensionamento da

métrica em Sk(1) induzida de Rk+1, portanto,encontra-se os autovalores do Laplaciano

em Sk(r) como os autovalores do Laplaciano em Sk(1) quando dimensionamos a métrica.

Usando a forma local do Laplaciano com a métrica respectiva h, ∆h, obtêm-se

∆hf =
1√
H

∂

∂xi

(
hij
√
H

∂

∂xj
f

)
=

1

rk
√
G

∂

∂xi

(
r−2gijrk

√
G

∂

∂xj
f

)
=

1

r2
∆gf,

onde
√
H =

√
|det(hij)|. Isto mostra que

∆gf + λf = 0⇐⇒ ∆hf +
λ

r2
f = 0,

e assim dimensionando a métrica pelo fator r2 têm-se o efeito de dimensionar os autoval-

ores pelo fator 1
r2
. Portanto, de (2.7) e (2.8) os primeiros três autovalores do Laplaciano

em Sk(
√

k
n−1

) e Sl(
√

l
n−1

) são ηk,1 = 0 (com multiplicidade 1),ηk,2 = k(n−1)
k

= n − 1

(com multiplicidade k + 1), ηk,3 = 2(k+1)(n−1)
k

(
com multiplicidade

(
k+2

2

)
− 1
)

e ηl,1 = 0

(com multiplicidade 1), ηl,2 = l(n−1)
l

= n− 1 (com multiplicidade l + 1), ηl,3 = 2(l+1)(n−1)
l(

com multiplicidade
(
l+2
2

)
− 1
)

respectivamente. Portanto, o lema 1.2.3.2 implica que os

três primeiros autovalores do Laplaciano em M são µ1 = 0 (com multiplicidade 1), µ2 =

n−1 (com multiplicidade (k+1)+(l+1) = n+1) e µ3 =min
{

2(n− 1), 2(k+1)(n−1)
k

, 2(l+1)(n−1)
l

}
=

2(n − 1). A partir disto segue-se que os primeiros dois autovalores de L em M são

λ1 = −2(n − 1) (com multiplicidade 1) e λ2 = −(n − 1) (como multiplicidade n + 1), e

assim os outros autovalores são não negativos. Portanto ind (M) = n+ 2.

O outro sentido da conjectura é muito menos clara. Embora ele é conhecido por ser

verdadeiro no caso n = 3(seção 2.2.2), tem várias coisas usadas na prova deste caso espe-

cial, que não estão mais dispońıveis quando se move para dimensões maiores, impedindo

a prova de generalizar. Perdomo[13] mostrou que a conjectura é verdadeira sob uma su-

posição de simetria adicional que todas as hipersuperfıcies mı́nimas conhecidas das esferas

satisfazem. Ou seja, ele provou o seguinte teorema:

Teorema 2.2.1.4 (Perdomo, 2001 ([13])). Seja M uma hipersuperficie mı́nima compacta,

orientavel, não totalmente geodesica de Sn, e seja OM(n+1) o subgrupo do grupo ortogonal

O(n+ 1) consistente das transformações ortogonais qe fixam M , isto é

OM(n+ 1) = {γ ∈ O(n+ 1) | γ(M) = M} .
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Se OM(n+ 1) fixa unicamente o origem de Rn+1, então ind (M) ≥ n+ 2 com a igualdade

se, e somente se, M é uma hipersuperficie de Clifford.

2.2.2 Resultado de Urbano: Prova da conjectura quando n = 3

Em 1990, Urbano provou que a conjectura é verdadeira no caso especial de n = 3.

Vamos mencionar os resultados que serão utilizados na prova de que ainda não tenham

sido apresentados.

Lema 2.2.2.1 (Almgrem,1996 [[1],pag.279]). Seja f : S2 → S3 ⊂ R4 uma imersão

mı́nima anaĺıtica real. Então f mergulha S2 em S3, e f(S2) = S3 ∩ {x ∈ S3 | x · v = 0}

para algum v ∈ S3.

Lema 2.2.2.2 (Obata,1962 [[12],pag.334]). Uma variedade Riemanniana completa Mn

com n ≥ 2 admite uma função não constante φ tal que Hess φ(·, ·) = −c2φ 〈·, ·〉 se, e

somente se, M é isométrico com a esfera Sn(1
c
) em Rn+1.

Teorema 2.2.2.3 (Gauss-Bonnet). Suponha M uma variedade compacta 2−dimensional.

Então ∫
M

KdA = 2π · χ(M),

onde χ(M) é a caracteŕıstica de Euler de M .

Lema 2.2.2.4. Seja M uma variedade Riemannniana 2-dimensional com parâmetro con-

formal local z = x+ iy e seja f : M →M uma aplicação conformal, então

Área(f(M)) =
1

2
E(f),

onde Área(f(M)) é a área de f(M) ⊂M e E(f) é a energia de f ,

E(f) =

∫
M

〈df, df〉 .

Demonstração. Seja g a métrica em M que pode-se escrever como 〈·, ·〉 , portanto f ∗g é

a métrica em M. Seja uma base ortonormal local para TM, e seja {ω1, ω2} um coframe

para T ∗M dual a {E1,E2} . Então, desde que f é conformal, portanto, preserva ângulos,

logo a energia de f é simplesmente

E(f) =

∫
M

(〈df(E1), df(E1)〉+ 〈df(E2), df(E2)〉) dω1 ∧ dω2. (2.9)



2.2 Hipersuperficies mı́nimas não totalmente geodésicas de Sn 33

Alem disso, desde que E1 e E2 cada um tem comprimento unitário e f é conformal,

〈df(E1), df(E1)〉 = 〈df(E2), df(E2)〉 =: Λ.

Por isso, (2.9) simplifica-se a

E(f) = 2

∫
M

Λ dω1 ∧ dω2. (2.10)

Por outro lado, a área é dada por

Área(f(M)) =

∫
M

dV =

∫
M

√
det(f ∗g)dω1 ∧ dω2,

(f ∗g)ij = 〈df(Ei), df(Ej)〉. Então desde que det(f ∗g) = Λ2, usando (2.10) é fácil ver

que

Área(f(M)) =

∫
M

Λ dω1 ∧ dω2 =
1

2
E(f).

Entre as várias ferramentas que usou Urbano, alguns só estão dispońıveis no caso es-

pećıfico quando M é uma superf́ıcie; a fórmula de Gauss-Bonnet e o resultado de Almgrem

estão dispońıveis apenas em dimensão dois e não permitem que a prova seja diretamente

generalizada para dimensões mais elevadas.

Teorema 2.2.2.5 (Urbano,1990). Seja M uma superf́ıcie mı́nima compacta, orientável

e não totalmente geodésica em S3. Então ind (M) ≥ 5, têm-se a igualdade se, e somente

se, M é o Toro de Clifford.

A prova vai ser divida em três partes. Primeiro, argumentamos que o ind(M) ≥ 5

por mostrar que −2 é um autovalor de L e construir um autoespaço correspondente ao

autovalor −2. Usando o fato que M é assumido como não totalmente geodésico, mostra-se

que este autoespaço tem dimensão 4. Desde que o primeiro autovalor de L é simples, isso

nos dá o resultado desejado. Logo, assuma-se que ind (M) = 5. Os cálculos anteriores

ainda se mantem, portanto o segundo autovalor é −2 e todos os demais são não negativos.

Usamos o Hersch trick, para construir a transformação conformal Fg de M para os quais

as funções dos componentes de Fg ◦ Φ são ortogonais para a primeira autofunção, onde

Φ : M → S3 é uma imersão mı́nima. Mostra-se o fato que a igualdade se tem em (1.13), e

usando o lema 2.1.1.1 obtêm-se que ‖A‖2 ≡ 2. Segue-se então a partir do teorema 2.2.1.2
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que M deve ser o toro de Clifford. O passo final nesta prova é mostrar que o toro de

Clifford tem ı́ndice 5, mas isso segue do lema 2.2.1.3.

Tal como acontece com o resultado da classificação de Simons, os detalhes da prova

será estabelecida através de uma seqüência de lemas.

Demonstração. Seja Φ : M → S3 uma imersão mı́nima, N denota o campo de vetores

normal a M , e seja ∇,∇ e D denota os operadores de diferenciação covariante em M,S3

e R4 respectivamente
(
∇XY = (∇XY

)TM
), ∇XY = (DXY )TS3 ).

Lema 2.2.2.6. Para qualquer vetor a ∈ R4, a função fa = 〈a,N〉 é uma autofunção de

L com autovalor −2.

Demonstração. Seja p ∈ M e {E1, E2} uma base ortonormal em TM (definido em uma

vizinhança de p) tal que ∇Ei
Ej(p) = 0 para i, j = 1, 2. Então {E1, E2,N,Φ} é uma base

ortonormal para R4, e

∆Mfa =
2∑
i=1

EiEi(fa)−∇Ei
Eifa =

2∑
i=1

EiEi 〈a,N〉

note que este cálculo é avaliada em p, o qual vai ser suprimido por conveniência. Desde

que a ∈ R4, 〈·, ·〉 denota a métrica em R4, assim por compatibilidade da métrica de R4

com D têm-se

∆Mfa =
2∑
i=1

Ei 〈(DEi
N, a) + 〈N,DEi

a〉〉 =
2∑
i=1

Ei 〈DEi
N, a〉 ,

e

DEi
N = 〈DEi

N,E1〉E1 + 〈DEi
N,E2〉E2 + 〈DEi

N,N〉N + 〈DEi
N,Φ〉Φ.

Desde que N é um vetor unitário, 〈DEi
N,N〉 = 1

2
Ei 〈N,N〉 = 0. Também, se X e Y

são campos de vetores ortogonais em R4, então pela compatibilidade da conexão com o

produto interno obtêm-se que para qualquer campo de vetores Z em R4.

〈DZX, Y 〉 = Z 〈X, Y 〉 − 〈X,DZY 〉 = −〈X,DZY 〉 . (2.11)

Portanto 〈DEi
N,Φ〉 = −〈N,DEi

Φ〉 = −〈N,Ei〉 = 0, assim

DEi
N =

2∑
j=1

〈DEi
N,Ej〉Ej = −

2∑
j=1

〈DEi
N,Ej〉Ej

= −
2∑
j=1

hijEj, (2.12)
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onde hij =
〈
N,∇Ei

Ej
〉

= 〈N,DEi
Ej〉 é a segunda forma fundamental de M em S3. Então,

∆Mfa = −
2∑

i,j=1

Ei (hij 〈Ej, a〉)

=
2∑

i,j=1

Ei(hij) 〈Ej, a〉+ hij 〈DEi
Ej, a〉+ 0. (2.13)

Logo, da equação de Codazzi (proposição 1.1.2.2), têm se RR4 = 0,

0 = 〈RR4(Ei,Ej)Ek, N〉 =
〈
(DEj

A)(Ei, Ek), N
〉
−
〈
(DEi

A)(Ej, Ek), N
〉
, (2.14)

onde A é a segunda forma fundamental em M como uma subvariedade de R4 e

〈
(DEi

A)(Ej, Ek), N
〉

= Ei
〈
A(Ej, Ek), N

〉
−
〈
A(∇Ei

Ej, Ek), N
〉

−
〈
A(Ej,∇Ei

Ek, N
〉
−
〈
A(Ej, Ek), A(Ei, N)

〉
.

De (2.12) mostra-se que DEi
N é tangente a M , assim

〈
A(Ej, Ek), A(Ei, N)

〉
=
〈
(DEj

Ek)
⊥, (DEi

N)⊥
〉

=
〈
(DEj

Ek)
⊥, 0
〉

= 0.

Além disso, ∇Ei
Ej = 0 (em p) para todo i, j, e

Ei(hjk) = Ei
〈
DEj

Ek, N
〉

= Ei

〈(
DEj

Ek
)⊥
, N
〉

=
〈
(DEi

A)(Ej, Ek), N
〉
,

logo (2.14) torna-se

Ei(hjk) =
〈(
DEi

A
)

(Ej, Ek), N
〉

=
〈(
DEj

A
)

(Ei, Ek), N
〉

= Ej(hik).

A equação de Codazzi e a propriedade simétrica da segunda forma fundamental implica

que

Ei(hij) = Ei(hji) = Ej(hii). (2.15)

Portanto,

2∑
i,j=1

Ei(hij) 〈Ej, a〉 =
2∑

i,j=1

Ej(hji) 〈Ej, a〉 =
2∑
j=1

Ej(h11 + h22) 〈Ej, a〉 = 0,

desde que M é mı́nima e portanto tem curvatura media zero pelo lema 1.1.3.3. Assim, de

(2.13) obtêm-se

∆Mfa = −
2∑
i,j

hij 〈DEi
Ej, a〉 . (2.16)
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Então,

DEi
Ej = 〈DEi

Ej, E1〉E1 + 〈DEi
Ej, E2〉E2 + 〈DEi

Ej, N〉N + 〈DEi
Ej,Φ〉Φ

= 〈DEi
Ej, N〉N + 〈DEi

Ej,Φ〉Φ, (2.17)

desde que 〈DEi
Ej, Ek〉 = 〈∇Ei

Ej, Ek〉 = 0. Usando (2.11) mostra-se que

〈DEi
Ej,Φ〉 = −〈Ej, DEi

Φ〉 = −〈Ej, Ei〉 = −δji, (2.18)

e assim (2.16) torna-se

∆Mfa = −
2∑
ij

hij(hij 〈N, a〉 − δjiΦ)

= −‖A‖2 fa +

(
2∑
i=1

hii

)
〈Φ, a〉

= −‖A‖2 fa,

novamente utilizando a minimalidade de M e o lema 1.1.3.3. Consequentemente,

Lfa − 2fa = (∆Mfa + ‖A‖2 fa + 2fa)− 2fa = (−‖A‖2 + ‖A‖+ 2− 2)fa = 0.

O lema 2.2.2.6 e a bilinearidade da métrica implica que V = {fa | a ∈ R4} forma um

subespaço do autoespaço de L associado ao autovalor −2, e claramente dim V ≤ 4.

Se dim V ≤ 3, então o núcleo da transformação linear R4 −→ V, definida a → fa é

não vazio, e assim existe a ∈ R4 não nulo para o qual fa ≡ 0.

Lema 2.2.2.7. Se a ∈ R4, a 6= −→0 , tal que fa ≡ 0, então g = 〈Φ, a〉 satisfaz HessMg(·, ·) =

−g 〈·, ·〉 .

Demonstração. Seja {E1, E2} uma base ortonormal em TM. Então

HessMg(Ei, Ej) = EiEj(g)− (∇Ei
Ej)(g)

= EiEj 〈Φ, a〉

= Ei(〈DEi
Φ, a〉+ 0)

= Ei 〈Ei, a〉

=
〈
DEj

Ei, a
〉
.
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De (2.17) e (2.18) lembre-se que

DEi
Ej = hijN − δijΦ,

e assim

HessMg(Ei, Ej) = hij 〈N, a〉 − δij 〈Φ, a〉 = −δijg

desde que fa = 〈N, a〉 = 0 pela escolha de a. O resultado desejado segue da bilinearidade

do HessM e do produto interno.

A partir do lema 2.2.2.2, têm-se que o M é isométrica a uma esfera unitária o

g=0. Desde que Almgrem mostrou que todas as esferas mı́nimas em S3 são totalmente

geodésicas (lema 2.2.2.1), ou seja g=0. Fazendo uma rotação em M (no caso que seja

necessário) através de uma isometria r : S3 → S3 de modo que a coincide com a base

vetorial e4 ∈ R4, assim

0 = g =
〈

Φ̃, a
〉

=
〈

Φ̃, e4

〉
= Φ̃4,

onde Φ̃ = r ◦ Φ e Φ̃ = (r ◦ Φ)4 é a quarta componente da função Φ. Portanto,

1 = Φ̃2
1 + Φ̃2

2 + Φ̃2
3 + Φ̃2

4 = Φ̃2
1 + Φ̃2

2 + Φ̃2
3,

logo Φ(M) esta no equador de S3, então é totalmente geodésica. Daqui, dim V � 3 e

portanto dim V = 4.

Desde que o primeiro autovalor de L é simples, conclui-se que não pode ser −2 e que

ind (M) ≥ 5.

Agora, se ind (M) = 5, então o segundo autovalor de L é −2. Seja ρ > 0 será uma

autofunção para el primeiro autovalor λ1.

Lema 2.2.2.8. Existe uma transformação Fg de S3 tal que∫
M

ρ · (Fg ◦ Φ)idA = 0, i = 1, 2, 3, 4.

Demonstração. A prova é feita a partir da exposição de Montiel e Ross encontrada em

[11](pag.154). Considera-se as transformações conformes de S3 da forma

Fg(p) =
p+ (µ 〈p, g〉+ λ)g

λ(1 + 〈p, g〉)
, (2.19)

onde λ = (1− ‖g‖2)
1
2 , µ = (λ− 1) ‖g‖−2 e g ∈ B4 é fixo.
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A coleção desses transformações conformes podem ser estendidas para

B
4

= {x ∈ R4 | ‖x‖ ≤ 1} deixando g ∈ B4
. Note que se p é tal que 〈p, g〉 6= −1, então

Fg(p) =
p+ λ(‖g‖−2 〈p, g〉+ 1)g − 〈p, g〉 ‖g‖−2 g

λ(1 + 〈p, g〉)

= g +

√
1− ‖g‖2

(
p− 〈p, g〉 g
1 + 〈p, g〉

)
= g. (2.20)

Considere a aplicação H : B4 → B4 cujas funções componente são dadas por

Hi(g) =
1∫

M
ρ dA

∫
M

ρ · (Fg ◦ Φ)i dA,

para i = 1, 2, 3, 4. A partir de

‖H(g)‖ =
1∣∣∫

M
ρ dA

∣∣
∥∥∥∥∫

M

ρ · (Fg ◦ Φ) dA

∥∥∥∥
≤ 1∫

M
ρ dA

∫
M

|ρ| · ‖Fg ◦ Φ‖ dA

=
1∫

M
ρ dA

∫
M

ρ dA = 1 (ja que ρ ≥ 0, ‖Fg ◦ Φ‖ = 1,

e se g ∈ S3, (2.20) mostra que Fg = g exceto em um conjunto de medida zero, assim

H(g) =
1∫

M
ρ dA

∫
M

ρ · g dA = g.

Assim H aplica B4 em se mesmo e é a aplicação identidade no bordo ∂B4 = S3, então por

um argumento topológico H será sobrejetiva. Portanto existe g ∈ B4 tal que H(g) = 0 e

assim ∫
M

ρ · (Fg ◦ Φ) dA = 0.

Junto o lema 2.2.2.8 e (1.13) implicam que

Q((Fg ◦ Φ)i, (Fg ◦ Φ)i) ≥ 2 ·
∫
M

(Fg ◦ Φ)2
i dA (2.21)

para i = 1, 2, 3, 4, com a igualdade se, e somente se, (Fg ◦ Φ)i seja um autovalor de L

associado ao autovalor −2.

Note que (Fg ◦Φ)i 6= 0; se para algum i temos (Fg ◦Φ)i ≡ 0, então como argumentamos

antes Fg ◦Φ(M) pertence a um equador de S3. Portanto, existe um vetor não nulo v ∈ R4

tal que Fg ◦Φ(M) encontra-se na hipersuperficie ortogonal a v, e assim M encontra-se na

hipersuperficie ortogonal a F−1
g (v) (desde que Fg preserva ángulos) e portanto pertence
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no equador de S3 e é totalmente geodésica. Isto significa que, se a igualdade (2.21)se con-

segue, então pode-se dividir ambos lados da igualdade por ‖(Fg ◦ Φ)i‖2
L2 6= 0 e aplicando

(1.13) para ter as funções componentes L2-normalizados, e portanto a desnormalização

de funções componentes, são autofunções com autovalor −2.

Portanto,∫
M

‖∇(Fg ◦ Φ)i‖2 − (‖A‖2 + 2)(Fg ◦ Φ)2
i dA ≥ −2

∫
M

(Fg ◦ Φ)2
i dA

e assim ∫
M

‖∇(Fg ◦ Φ)i‖2 dA ≥
∫
M

‖A‖2 (Fg ◦ Φ)2
i dA,

que dá ∫
M

‖∇(Fg ◦ Φ)i‖2 dA =
4∑
i=1

∫
M

‖∇(Fg ◦ Φ)i‖2 dA

≥
4∑
i=1

∫
M

‖A‖2 (Fg ◦ Φ)2
i dA =

∫
M

‖A‖2 dA,

desde que
4∑
i=1

(Fg ◦ Φ)2
i ≡ 1.

Lema 2.2.2.9.

2A(f(M)) =

∫
M

‖∇(Fg ◦ Φ)‖2 dA+ 2

∫
M

(
〈N, g〉

1 + 〈Φ, g〉

)2

dA,

onde A(f(M)) é a área de M.

Demonstração. Para g ∈ B4, seja Fg uma transformação conforme de S3 como em (2.19).

Então, refere-se a Fg como uma aplicação R4 → R4, portanto obtêm-se que a jth compo-

nente de dFg(
∂
∂xi

) é(
dFg

(
∂

∂xi

))
j

=
1

λ

[(δij + µgigj)(〈p, g〉+ 1)− (pj + (µ 〈p, g〉+ λ)gj)gi]

(〈p, g〉+ 1)2

= (〈p, g〉+ 1)−2λ−1[δij 〈p, g〉+ δij + gigj(µ− λ)− pjgi]

= (〈p, g〉+ 1)−2λ−2[λδij 〈p, g〉+ λδij + gigj(1− λ) ‖g‖−2 − λpjgi],

logo,

dFg(v) = vidFg

(
∂

∂xi

)
=

4∑
i,j=1

vi(〈p, g〉+ 1)−2λ−2[λδij 〈p, g〉+ λδij + gigj(1− λ) |g|−2 − λpjgi]
∂

∂xj

= (〈p, g〉+ 1)−2λ−2[λv 〈p, g〉+ λv + 〈v, g〉 g(1− λ) ‖g‖−2 − λp 〈v, g〉].
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A partir disto, obtêm-se para v, w ∈ TpS3,

〈dFg(v), dFg(w)〉 = (〈p, g〉+ 1)−4λ−4[λ(〈p.g〉+ 1)λ(〈λp.g〉+ 1) 〈v, w〉

+ 〈w, g〉 (1− λ) ‖g‖−2 〈v, g〉 − λ 〈w, g〉 〈p, v〉}

+ 〈v, g〉 (1− λ) ‖g‖−2 {λ(〈p, g〉+ 1) 〈g, w〉

+ 〈w, g〉 (1− λ) ‖g‖−2 〈g, g〉λ 〈w, g〉 〈p, g〉}

−λ 〈v, g〉 {λ(〈p, g〉+ 1) 〈p, w〉

+ 〈w, g〉 (1− λ) ‖g‖−2 〈p, g〉 − λ 〈w, g〉 〈p, p〉}]

= (〈p, g〉+ 1)−4λ−4[〈v, w〉λ2(〈p, g〉+ 1)2

+ 〈v, g〉 〈w, g〉 {λ(〈p, g〉+ 1)(1− λ) ‖g‖−2

+(1− λ) ‖g‖−2 − λ(1− λ) ‖g‖−2 〈p, g〉+ λ2 ‖p‖2}]

=
1− ‖g‖2

(〈p, g〉+ 1)2
〈v, w〉 .

Assim, para uma imersão isométrica ψ : M → S3, a área de Fg ◦ ψ, Área(g), é dada

por

Área(g) =

∫
M

1− ‖g‖2

(〈ψ, g〉+ 1)2
dA. (2.22)

Para g ∈ B4 fixo, defina-se f : M → R por f = 〈ψ, g〉+ 1. Então, se {E1, E2} é uma base

ortonormal para TM tal que ∇Ei
Ej|p = 0, em p têm-se

∆M log f =
2∑
i=1

EiEi(log f) =
2∑
i=1

Ei

[
1

f
Ei(f)

]
= − 1

f 2
[E1(f)2 + E2(f)2] +

1

f
∆M(f)

=
1

f 2
[−E1(f)2 − E2(f)2 + f∆M(f)]. (2.23)

Contudo,

Ei(f) = Ei(〈ψ, g〉+ 1) = 〈DEi
ψ, g〉+ 0 + 0 = 〈Ei, g〉 . (2.24)

Agora g = gN + gT , onde gN é a componente normal de g para M ( e tangente a S3) e

gT é a componente tangente a M , e gT = 〈g, E1〉E1 + 〈g, E2〉E2. Portanto

∥∥gT∥∥2
= 〈g, E1〉2 + 〈g, E2〉2 . (2.25)

Portanto,

∆Mf =
2∑
i=1

EiEi 〈ψ, g〉 =
2∑
i=1

〈DEi
DEi

ψ, g〉 = 〈∆Mψ, g〉 . (2.26)
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Tendo em conta isto e usando o lema 2.1.1.1 obtêm-se

f∆M(f) = (〈ψ, g〉+ 1) 〈∆Mψ, g〉

= (〈ψ, g〉+ 1) 〈−2ψ +H, g〉

= −2 〈ψ, g〉2 − 2 〈ψ, g〉+ f 〈H, g〉 , (2.27)

onde H é o vetor de curvatura media de M em S3. Logo, a partir de (2.23),(2.24), (2.25)

e (2.27)conclui-se

∆M log f = f−2[−2 〈ψ, g〉2 − 2 〈ψ, g〉+ f 〈H, g〉 −
∥∥gT∥∥2

]. (2.28)

Desde que
∥∥gT∥∥2

= ‖g‖2 −
∥∥gN∥∥2 − 〈g, ψ〉2 simplifica-se (2.28)

∆M log f = f−2[−〈ψ, g〉2 − 2 〈ψ, g〉+ f 〈H, g〉 − ‖g‖2 −
∥∥gN∥∥2

]

= f−2[−(1 + 〈ψ, g〉)2 + f 〈H, g〉+
∥∥gN∥∥2

+ (1− ‖g‖2)]

= −1 +
1− ‖g‖2

f 2
+
f 〈H, g〉+

∥∥gN∥∥2

f 2
(2.29)

Portanto, usando (1.14) e (2.22) obtêm-se

0 =

∫
M

∆M log f dA =

∫
M

−1 +
1− ‖g‖2

f 2
+
f 〈H, g〉+

∥∥gN∥∥2

f 2
dA

= −Área(f(M)) + Área(g) +

∫
M

f 〈H, g〉+
∥∥gN∥∥2

f 2
dA.

Se ψ é também uma imersão mı́nima, então H ≡ 0 e a equação se simplifica a

Área(f(M)) = Área(g) +

∫
M

∥∥gN∥∥2

f 2
dA. (2.30)

Assim, para nossa imersão mı́nima Φ : M → S3, mantem-se (2.30). Logo, desde que Fg é

conformal, do lema 2.2.2.4. têm-se que a área, Área(g), é igual a metade da energia de

Fg ◦ Φ e assim

2Área(f(M)) =

∫
M

‖∇(Fg ◦ Φ)‖2 dA+ 2

∫
M

∥∥gN∥∥2

f 2
dA.

A partir do lema 2.2.2.9 é fácil ver que

2Área(f(M)) ≥
∫
M

‖∇(Fg ◦ Φ)‖2 dA ≥
∫
M

‖A‖2 dA, (2.31)

tendo a igualdade se, e somente se, 〈N, g〉 ≡ 0 e consegue-se a igualdade em (2.21)
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Lema 2.2.2.10. Se K é o vetor curvatura de Gauss de M , então

‖A‖2 = 2− 2K.

Demonstração. Seja {E1, E2} como acima, então

‖A‖2 =
2∑

i,j=1

〈A(Ei, Ej), A(Ei, Ej)〉 =
2∑

i,j=1

〈(
∇Ei

Ej
)N

, N
〉2

= h2
11 + h2

12 + h2
21 + h2

22,

onde hij =
〈
∇Ei

Ej, N
〉
. Ja que M é mı́nima e A é simétrica simplifica-se a

‖A‖2 = 2(h2
12 − h11h22). (2.32)

Além disso, usando a equação do lema de Gauss, obtêm-se

h11h22 = 〈A(E1, E1), N〉 〈A(E2, E2), N〉

= 〈A(E1, E1), 〈A(E2, E2), N〉N〉

= 〈A(E1, E1), A(E2, E2)〉

=
〈
R(E1, E2)E1, E2

〉
− 〈R(E1, E2)E1, E2〉+ 〈A(E1, E2), A(E1, E2)〉

=
〈
R(E1, E2)E1, E2

〉
− 〈R(E1, E2)E1, E2〉+ h2

12.

Portanto, usando isto junto a (2.32) conclui-se

2(h2
12 − h11h22) = 2

( 〈
R(E1, E2)E2, E2

〉
‖E1‖2 ‖E2‖2 − 〈E1, E2〉2

− 〈R(E1, E2)E2, E2〉
‖E1‖2 ‖E2‖2 − 〈E1, E2〉2

)
= 2− 2K.

A partir da formula de Gauss-Bonnet (Lema 2.2.2.3) têm-se∫
M

K dA = 2π · χ(M) = 2π(2− 2γ),

onde γ é o género de M . Portanto, a partir de (2.31) e do lema 2.2.2.10 obtêm-se

2Área(f(M)) ≥
∫
M

‖A‖2 dA =

∫
M

2− 2K dA

= 2Área(f(M))− 2

∫
M

K dA

= 2Área(f(M))− 4π(2− 2γ),
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e portanto γ ≤ 1. Novamente, pelo resultado de Almgren (Lema 2.2.2.1) mostra-se que

se γ = 0, então M é totalmente geodésica, por isto se deve ter γ = 1 e a igualdade nas

desigualdades de acima. Isto é, 〈N, g〉 ≡ 0 e mantendo a igualdade em (2.21).

Se f = 〈Φ, g〉, então segue-se do lema 2.2.2.7 que Hessf(·, ·) = −f 〈·, ·〉. Usando o

mesmo argumento, conclui-se que g = 0 e assim Fg ◦Φ = Φ. Portanto, tendo a igualdade

em (2.21) implica que as funções componentes Φi, i = 1, 2, 3, 4, são autofunções de L com

autovalor −2. Daqui

LΦi − 2Φi = 0 para i = 1, 2, 3, 4,

assim

∆MΦi = −‖A‖2 Φi para i = 1, 2, 3, 4.

No entanto, a partir do Lema 2.1.1.1 conhecemos que Φ : M2 → S3 é uma imersão mı́nima

se, e somente se, ∆MΦ = −2Φ(∆MΦi = −2Φi para i = 1, 2, 3, 4).

Portanto

Φi(‖A‖2 − 2) = 0 para algum i = 1, 2, 3, 4,

e desde que para qualquer p ∈ M existe então um i tal que Φi(p) 6= 0, temos de ter que

‖A‖2 ≡ 2. Pelo teorema 2.2.1.2. isto significa que M seré o toro de Clifford.

Segue-se a partir do lema 2.2.1.3. que o ı́ndice do toro de Clifford é 5.



Caṕıtulo 3

Hipersuperficies mı́nimas em S2×S1

Neste caṕıtuo, estuda-se a estabilidade e o ı́ndice de superf́ıcies mı́nimas completas de S3

e seu quociente S2×S1. Os principais resultados deste caṕıtulo podem ser resumidos nos

seguintes:

O ı́ndice para qualquer superf́ıcie mı́nima completa e não compacta de S3e S2 × S1 é

infinito.

O mergulho totalmente geodésico S1 × S1 ⊂ S2 × S1 é a única superf́ıcie mı́nima

compacta orientável de S2 × S1 com ı́ndice um.

3.1 Campos de vetores harmônicos em superf́ıcies

Seja Σ uma superf́ıcie Riemanniana orientável, um campo de vetores X em Σ é harmônico

se a 1-forma associada ωX é harmônica. Isto significa que div (X) = 0 e ∇X é um tensor

simétrico.

Se ∆Σ é o laplaciano em Σ agindo em campos de vetores e X é um campo de vetores

harmônico, verifica-se

∆ΣX = KX,

onde K é a curvatura de Gauss de Σ. Também, se J é uma estrutura complexa na su-

perf́ıcie de Riemann Σ, então X é harmônica se, e somente se, JX é harmônica. Seja

H(Σ) o espaço dos campos de vetores harmônicos quadrado integráveis sobre Σ. Então,

se Σ é compacto de gênero g, temos que dim H(Σ) = 2g. Se Σ é não compacto, então

dim H(Σ) ≥ 2 genêro(Σ), incluindo o caso onde o gênero de Σ é infinito.

Se Σ é uma superf́ıcies Riemanniana não orientável e (Σ̃, τ) é a sua cobertura orientada
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2-fold, onde τ é a mudança de folha, então qualquer campo de vetores harmônico X em

Σ̃ decompõe-se como X = X+ + X−,onde X+ e X− são campos de vetores harmônicos

que satisfazendo τ∗X
+ = X+, τ∗X

− = −X− e JX− = X+. Neste caso, H(Σ̃) = H+(Σ̃)

⊕H−(Σ̃), onde H±(Σ̃) = {X ∈ H(Σ̃)|τ∗X = ±X} e J : H+(Σ̃) → H−(Σ̃) é um isomor-

fismo.

3.2 O operador de Jacobi

Como mencionado no caṕıtulo 1, a imersão Φ é chamada 2-sided se T⊥Σ é trivial, isto é,

existe um campo vetorial normal unitário global N , caso contrario, quando T⊥Σ é não

trivial, a imersão é chamada 1-sided. Quando a variedade ambiente M é orientável, Φ é

2-sided se, e somente se, Σ é orientável. Esta propriedade não é verdade quando M é não

orientável.

Se Φ é 2-sided, as seções do fibrado normal pode ser identificados com funções na

superf́ıcie na seguinte maneira:

Γ
(
T⊥Σ

)
≡ C∞(Σ)

η ≡ f, se η = fN,

onde N é uma seção normal unitária global para Φ. Neste caso, ’e claro que ∆⊥η =

(∆f)N , portanto, o operador de Jacobi torna-se um operador Schrodinger agindo em

funções L : C∞(Σ)→ C∞(Σ), dado por

L = ∆ + |σ|2 +Ric(N) = ∆−K + (|σ|2 + ρ)/2,

onde K é a curvatura de Gauss de Σ, ρ é a curvatura escalar de M e utiliza-se a equação

de Gauss de Φ para obter a segunda expressão de L.

Onde M é uma esfera 3-dimensional S3, o operador de Jacobi é dado por

L = ∆⊥ + |σ|2 + 2,

enquanto se M é o quociente S2 × S1(r), operador de Jacobi é

L = ∆⊥ + |σ|2 + |ξᵀ|2 ,

onde S1(r) é o ćırculo de raio r, ξ é um campo de vetores unitário paralelo na variedade

ambiente e ᵀ representa a componente tangencial.
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Mostra-se algumas informações sobre superf́ıcies mı́nimas, as quais serão utilizados

depois. Seja Φ = (φ, ψ) : Σ → S2 × S1(r) é uma imersão mı́nima de uma superf́ıcie Σ e

denota-se 〈 , 〉 a métrica induzida. Se R denota o operador curvatura de uma 3-variedade,

obtêm-se R(e1, e2, e2, e1) = 1− |ξᵀ|2, onde {e1, e2} é uma base ortonormal em Σ. Assim,

a equação de Gauss de Φ pode ser escrita como

K = 1− |ξᵀ|2 − |σ|
2

2
.

Se φ : Σ→ S2 é uma isometria local. Neste caso, Σ é um slices. A equação de Gauss diz

que os slices são superf́ıcies totalmente geodésicas.

Lema 3.2.1. Seja Φ : Σ→ (M3, 〈 , 〉) é uma imersão mı́nima de uma superf́ıcie orientável

Σ e X é um campo de vetores harmônico em Σ. Se M = S2 × S1(r), então

〈LX,X〉 =

(
2− (1 +

1

r2
) |ξᵀ|2

)
〈X, ξ〉2 ,

onde L é o operador de Jacobi da imersão mı́nima 2-sided Φ e X será considerado como

uma função em R5.

Demonstração. Considera-se S2×S1(r) ⊂ R5 e σ a segunda forma fundamental de M em

R5, então

∇0
vX = ∇vX + σ(v,X) + σ(v,X),

e assim, usando (2.1)

∆0X = (K − |σ|2 /2)X + 〈σ,∇X〉N +
2

Σ
i=1
{−Aσ(ei,X)ei + 2σ(ei,∇eiX + σ(ei, X))}

i=1

onde {e1, e2} é um referencial ortonormal em Σ e A é o endomorfismo Weingarten de M

em R5. Portanto,

LX = (ρ/2)X + 2 〈σ,∇X〉N +
2

Σ
i=1
{−Aσ(ei,X)ei + 2σ(ei,∇eiX + σ(ei, X))}.

Utiliza-se as expressões da segunda forma fundamental de M = S2 × S1(r), para provar

o lema.

3.3 Resultados principais

Nesta seção apresenta-se alguns resultados que aparecem explicitamente no [6],[7]e [10]

ou seguir a partir deles. Para completar, vamos próximo a descrevê-los.
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Proposição 3.3.1 ([7]). Seja Σ uma superf́ıcie Riemanniana orientável completa e τ

uma isometria de Σ sem pontos fixos e com τ 2 = Id. Seja L = ∆ + q o operador de

Schrödinger em Σ com q ◦ τ = q e consideremos o operador

L− = L|C∞− (Σ) : C∞− (Σ)→ C∞− (Σ),

onde C∞− (Σ) = {f ∈ C∞(Σ)|f ◦ τ = −f}. Então L− tem ı́ndice finito k se, e somente se,

existe um subespaço k-dimensional W de L2
−(Σ) tendo uma base ortonormal {v1, ..., vk}

com Lvi + λivi = 0, λi < 0 e Q(f) ≥ 0 para qualquer função f ∈ C∞0 (Σ) ∩ W⊥ com

f ◦ τ = −f.

Teorema 3.3.2 ([6],[7],[10]). Seja Σ uma superf́ıcie Riemanniana completa, L = ∆−K+q

um operador de Schrödinger em Σ, onde K é a curvatura de Gauss de Σ e q ≥ 0.

1. Se Σ é orientável e Índice(L) = 0, então: ou Σ é conformalmente equivalente à

esfera S2 ou ao plano complexo C, ou q = 0 e Σ é um toro plano ou um cilindro

plano.

2. Se q ≥ c > 0 para alguma constante c, e existe um conjunto compacto C ⊂ Σ tal

que Índice(L) = 0 em Σ− C, então Σ é compacto.

A partir daqui, que obtemos:

Corolário 3.3.3 ([7],[10]). Se Φ : Σ → M3 é uma imersão mı́nima 2-sided de uma

superf́ıce não compacta e completa em uma variedade Riemanniana M com curvatura

escalar p ≥ c > 0, então Índice(Φ) =∞.

Demonstração. Como Φ é 2-sided, o operador de Jacobi é o operador de Schrödinger

L = ∆−K + (ρ + |σ|2)/2. Se o ind(Φ) <∞, a partir da proposição 1 em [7], existe um

conjunto compacto C ⊂ Σ tal que Σ−C é estável. Logo, o resultado segue-se do teorema

3.3.2(2).

Corolário 3.3.4. Seja Φ : Σ → M3 uma imersão mı́nima 1-sided de uma superf́ıcie

completa e não compacta Σ em uma variedade Riemanniana orientável M com curvatura

escalar ρ ≥ c > 0. Se o gênero da cobertura orientada 2-fold de Σ é finito, então o

ind(Φ) =∞.
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Demonstração. Seja (Σ̃, τ) uma cobertura orientável 2-fold de Σ com τ a mudança de

folha em Σ̃. Como o gênero de Σ̃ é finito, o lema 9 em [14] implica que existe um

subconjunto compacto C ⊂ Σ, tal que Σ−C é orientável. Portanto, como M é orientável,

Φ : Σ− C → M é uma imersão 2-sided mı́nima, portanto operador de Jacobi em Σ− C

é L = ∆−K + (ρ+ |σ|2)/2.

Se o ind(Σ) é finito, então o ind(Σ−C) é finito também. Logo, a partir da proposição

1 em [7], existe um subconjunto compacto K ⊂ Σ − C, tal que Σ − (C ∪ K) é estável.

Portanto, Σ é uma superf́ıcie completa e o operador de Schrodinger L = ∆−K+(ρ+|σ|2)/2

em Σ satisfaz que o ind(L) = 0 em Σ − (C ∪K). O teorema 3.3.2,(2) diz que Σ deverá

ser compacto. Isto prova o corolário.

Portanto, para variedades 3-dimensionais com curvatura escalar ρ ≥ c > 0, o caso

restante para o estudo é quando a cobertura orientável 2-fold de uma superf́ıcie mı́nima

1-sided completa e não compacta tem gênero finito.

Teorema 3.3.5 ([20],teorema 2). Seja Φ : Σ → M uma imersão mı́nima de uma su-

perf́ıcie completa Σ em uma variedade Riemanniana M 3-dimensional. Se M = S2 ×

S1(r), r ≥ 1 e Σ é não compacta, então Ind(Φ) =∞.

Observação. Subvariedades diferenciáveis são modelados localmente no mergulho canônico

Rk em Rn, identificando Rk com o subespaço

{(x1, ..., xk, xk+1, ..., xn) : xk+1 = ... = xn = 0}

de Rn. Em geral, se U é um subconjunto aberto de Rn, um k − slice de U é qualquer

subconjunto da forma

S = {(x1, ..., xk, xk+1, ..., xn) ∈ U : xk+1 = ck+1, ..., xn = cn}

para algumas constantes ck+1, ..., cn. Claramente um k − slice é homeomorfico a um

subconjunto aberto de Rk. (Às vezes, é conveniente considerar slices definido algum outro

subconjunto das coordenadas iguais a constantes em vez de os últimos. O significado deve

ser claro a partir do contexto.)

Seja M uma n-variedade diferenciável, e seja (U,ϕ) uma carta em M . Um subconjunto

S ⊂ U é um k − slice de U se ϕ(S) é um k − slice de ϕ(U). Um subconjunto N ⊂

M é chamado uma subvariedade mergulhada de dimensão k (ou uma k-subvariedade
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mergulhada o uma subvariedade regular) de M se para cada ponto p ∈ N existe uma

carta (U,ϕ) para M tal que p ∈ U e U ∩N é um k− slice de U . Nesta situação, podemos

chamar a carta (U,ϕ) uma carta slice para N em M , e as coordenadas correspondentes

(x1, ..., xn) são chamadas coordenadas slice.

Em Torralbo e Urbano classificaram as subvariedades mı́nimas compactas, estáveis

do produto de duas esferas. No caso particular desta classificação, os autores obtenham

que os slices S2 × {p}, p ∈ S1(r) são as únicas superf́ıcies mı́nimas compactas, estáveis

em S2 × S1(r). No seguinte resultado estuda-se o ı́ndice de uma superf́ıcie compacta de

S2 × S1(r). Veamos

Teorema 3.3.6. Seja M qualquer variedade Riemanniana e Φ = (φ, ψ) : Σ→ Sm(r)×M

uma imersão mı́nima de uma n-variedade compacta Σ, com n ≥ 2, satisfazendo ou m ≥ 3

ou m = 2 e Φ é um hipersuperficie. Então, Φ é estável se, e somente se,

1. Σ = Sm(r) e Φ(Σ) é um slice Sm(r)× {q} com q um ponto de M.

2. Σ é uma cobertura de M e Φ(Σ) é um slice {p} ×M com p um ponto de Sm(r).

3. ψ : Σ → M é uma subvariedade mı́nima estável e Φ(Σ) é {p} × ψ(M) com p um

ponto de Sm(r).

4. Σ = Sm(r)× Σ̂, Φ = Id× ψ, e ψ : Σ̂→M é uma subvariedade mı́nima estável.

Observação. Se T = S1(1)×S1(1) e Φ : T → S1(r)×T um mergulho totalmente geodésico

dado por Φ(x, y) = (rxy, x, y), onde xy denota o produto de números complexos unitários

x e y, então Φ é estável e Φ(T ) não é o produto de subvariedades mı́nimas estáveis. Logo,

se Φ : S2(r)→ S2(r)× S2(r) é a aplicação diagonal Φ(x) = (x, x), então é um mergulho

totalmente geodésico estável (ver[] para mais detalhes) e Φ(S2(r)) não é o produto de

subvariedades estáveis mı́nimas.

Teorema 3.3.7. Seja Φ : Σ → S2 × S1, r ≥ 1, uma imersão mı́nima de uma superf́ıcie

compacta Σ.

1. Se Σ é orientável de gênero g, então o ind(Φ) ≥ 2g−1
5

. Além disso Ind(Φ) = 1 se,

e somente se, r = 1 e Φ é um mergulho totalmente geodésico S1 × S1 ⊂ S2 × S1.

2. Se Σ é não orientável, então ind(Φ) ≥ g−1
5

, onde g é o gênero do cobrimento

orientado 2-fold de Σ.
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Observação. Note que quando r > 1, não existem superf́ıcies mı́nimas, compactas e

orientáveis de ı́ndice um em S2 × S1(r). Além disso, a ideia utilizada na prova não

funciona para r < 1. Neste caso, quando r < 1, os mergulhos totalmente geodésicos

S1 × S1 ⊂ S2 × S1(r) tem ı́ndice um, e qualquer cobrimento de m-folhas S1 × S1(mr)→

S1 × S1(r) com m ≤ 1/r.

Demonstração. Prova-se inicialmente que Ind(Φ) ≥ 2g−1
5

. Quando g = 0 a desigualdade

acima é irrelevante e quando g = 1 é já conhecida, porque a única superf́ıcie mı́nima,

compacta e estável de S2 × S1(r) tem gênero zero. Suponha-se que g ≥ 2. Seja m =

Ind(Φ). Como neste caso a immersão é 2-sided, o operador de Jacobi L atua em funções.

Seja {ϕ1, ..., ϕm} as autofunções de L correspondentes aos autovalores negativos λ1, ..., λm.

Consideremos S2 × S1(r) ⊂ R5 e {a1, ..., a5} é um marco ortonormal em R5, defina-se o

funcional linear F : H(Σ)→ R5m dado por

F (X) =

(∫
Σ

ϕ1X, ...,

∫
Σ

ϕmX

)
,

onde X é considerada como uma função em R5.

Suponha que X ∈ ker F . Então X é L2-ortogonal para cada ϕi, 1 ≤ i ≤ m e portanto

Q(X) ≥ 0. Do lema 1, obtêm-se

0 ≤ Q(X) = −
∫

Σ

〈X, ξ〉2
[
2− (1 +

1

r2
) |ξᵀ|2

]
≤ 0,

onde a última desigualdade segue da suposição que r2 ≥ 1. Isto implica que ou r = 1 e

|ξᵀ|2 = 1 ou 〈X, ξ〉 = 0. No primeiro caso, Σ é um cobrimento finito do toro totalmente

geodésico S1 × S1, e por isso tem gênero um, que não é o caso. Portanto, segue-se

〈X, ξ〉 = 0, e do lema 2, X = λJξᵀ, com λ ∈ R, isto é, dim ker F ≤ 1. Como 2g =dim

H(Σ) = dim ker F+ dim Im F ≤ 1 + 5m, portanto conclui-se o resultado.

Se Σ é compacto e não orientável, seja Σ̃ um cobrimento 2-folha orientado de Σ e τ

é a mudança de folha em Σ̃. Logo, têm-se que o ı́ndice de Φ é o ı́ndice do operador de

Schrödinger L̃ = ∆̃− K̃ + 1 + |σ̃|2 /2 agindo em C∞− (Σ) = {f ∈ C∞(Σ)|f ◦ τ = −f}. Da

proposição 1, seja {ϕ1, ..., ϕm} as autofunções de L̃, com ϕi ◦ τ = −ϕi, correspondente aos

autovalores negativos λ1, ..., λm, onde m é o ı́ndice de Φ. Neste caso, defina-se a aplicação

linear F : H−(Σ̃)→ R5m dado por

F (X) =

(∫
Σ̃

ϕ1X, ...,

∫
Σ̃

ϕmX

)
,
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onde X esta sendo considerada como uma função em R5. Seguindo a mesma ideia como

acima e tendo em conta que dim H−(Σ̃) = g, prova-se (2).

Finalmente, é fácil verificar que o mergulho totalmente geodésico S1 × S1(r) ⊂ S2 ×

S1(r), r ≥ 1, tem ı́ndice um se, e somente se, r = 1.

Reciprocamente, seja Φ : Σ → S2 × S1(r), r ≥ 1, uma imersão mı́nima de uma

superf́ıcia orientável e compacta Σ com ı́ndice um. Se Φ = (φ, ψ), para cada a ∈ R2 a

função 〈ψ, a〉 : Σ→ R satisfaz

v(〈ψ, a〉) = 〈ψ∗(v), a〉 = 〈v, ξ〉 〈ξ, a〉 .

Logo

∇〈ψ, a〉 = 〈ξ, a〉 ξᵀ.

Por isso, o Laplaciano de 〈ψ, a〉 é dado por

∆ 〈ψ, a〉 = 〈σ(ξᵀ, ξ), a〉+ 〈ξ, a〉 divξᵀ = − 1

r2
〈ξᵀ, ξ〉 〈ψ, a〉 = −|ξ

ᵀ|2

r2
〈ψ, a〉 .

Portanto, o operador de Jacobi de uma superf́ıcie Σ agindo em 〈ψ, a〉 é dado por

L 〈ψ, a〉 = ((1− 1/r2) |ξᵀ|2 + |σ|2) 〈ψ, a〉 ,

e

Q(〈ψ, a〉) = −
∫

Σ

((1− 1/r2) |ξᵀ|2 + |σ|2) 〈ψ, a〉2 dA ≤ 0.

Se V = {〈ψ, a〉 , a ∈ R2} e dim V ≤ 1, então existe um vetor não nulo a em R2 tal que

〈ψ, a〉 = 0 e ψ é constante. Portanto, Φ(Σ) é um slices de S2 × S1(r), o qual é estável.

Por conseguinte dim V = 2. Logo, como o ı́ndice de Σ é um e ξᵀ tem unicamente zeros

isolados, se obtem que σ = 0 e r = 1. Então, Φ(Σ) é um cobrimento finito da superf́ıcie

totalmente geodésica S1 × S1. Como o ı́ndice é um, a superf́ıcie deve ser S1 × S1 e assim

completa-se a prova de (1).
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