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Resumo

Neste trabalho estudaremos o resultado obtido por João Lucas Barbosa e

Manfredo Perdigão do Carmo que afirma que a única hipersuperf́ıcie estável

compacta de curvatura média constante é a n-esfera redonda. Mais precisa-

mente, estudaremos a prova proposta por Henry Wente do seguinte Teorema

de Barbosa e do Carmo:

Seja M uma n-variedade compacta orientada e x : M → Rn+1 uma

imersão com curvatura média constante não nula H. Então x é estável se e

somente se x(M) ⊂ Rn+1 é uma esfera redonda Sn em Rn+1.
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Abstract

In this work we will study the results obtained by João Lucas Barbosa and

Manfredo Perdigão do Carmo which states that the only stable compact hy-

persurface of constant mean curvature is the round n-sphere. More precisely,

we will study the proof proposed by Henry Wente of the following theorem

Barbosa and do Carmo:

Let M be a compact oriented n-manifold and let x : M → Rn+1 be an

immersion with non-zero constant mean curvature H. Then x is stable if

and only if x(M) ⊂ Rn+1 is a (round) sphere Sn em Rn+1.
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veira de Monte Azul - MG. Aos amigos de Montes Claros - MG, em especial

Luciana e Lucas. Aos colegas da UFMG. Em especial Renato, Leandro Gon-

zaga e Leandro da Luz, por fazerem parte desta conquista. Renato por não

iv



v
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Introdução

Um conhecido resultado anterior a 1900 diz que se S é uma superf́ıcie

em R3, com menor area entre todas superficies que limitam o mesmo volume,

então a curvatura média de S deve ser constante. Nessa época já se conhecia

o seguine fato: A esfera é a superf́ıcie, dentre todas que limitam o mesmo

volume, a de menor area, e que sua curvatura media é constante diferente de

zero (H.A Schwarz, 1890). Surge, então a seguinte questão: É uma superf́ıcie

em R3 de curvatura média constante, diferente de zero, necessariamente uma

esfera? Uma contrapartida f́ısica, munida das propriedades da peĺıcula de

sabão, que diz que uma bolha de sabão deve ter uma curvatura média cons-

tante (equação de Laplace-Young), diria: Pode uma bolha de sabão ter outra

forma se não a esfera redonda?

Respostas foram surgindo. Em 1900: Se uma superf́ıcie, estritamente

convexa, compacta em R3 tem curvatura média constante, então ela deve ser

uma esfera redonda (Liebmann). Em 1951: Uma superf́ıcie compacta sim-

plesmente conexa com curvatura media constante imersa em R3 é uma esfera

redonda mergulhada (Heinz Hopf). Em 1958: As únicas hipersuperf́ıcies fe-

chadas de curvatura média constante e mergulhadas nos espaços euclidianos

são as esferas redondas (Aleksandrov).

Desde Hopf pensava-se ser verdade o teorema de Aleksandrov para super-

ficies imersas, ao invés de mergulhada. Isso ficou conhecido por conjectura

de Hopf. O Teorema de Aleksandrov acentuou, ainda mais, a idéia de que

essa conjectura fosse válida. Somente 35 anos após o teorema de Hopf essa

1



conjectura foi solucionada, e dada como falsa, pelo matemático americano

Henry Wente (autor da demonstração alternativa que apresentaremos para

o teorema de Manfredo P. do Carmo e João L. Barbosa).

Seguindo a cronologia, em 1979, do Carmo e Peng provaram que o plano é

a única superf́ıcie completa minima e estável em R3. Intrigado em saber o que

aconteceria, ao tentar estender à superf́ıcies de curvatura media constante,

resultados envolvendo superf́ıcies mı́nimas, do Carmo, em 1981, propôs a J.

L. Barbosa estudar o problema (Revista Matemática Universitária. Nº 16,

julho de 1994. 1-18). João Lucas Barbosa se interessou pelo assunto e então

em 1984 eles provaram o seguinte teorema, foco dessa dissertação:

Seja M uma n-variedade compacta orientada e x : M → Rn+1 uma

imersão com curvatura média constante não nula H. Então x é estável se e

somente se x(M) ⊂ Rn+1 é uma esfera redonda Sn em Rn+1.

O conceito de estabilidade está relacionado ao funcional area, isto é, uma

imersão é dita estável quando ela é ponto cŕıtico do funcional area e possui

segunda variação da area maior do que ou igual a zero para variações que

preservam bordo e volume (veremos mais detalhes na seção 2.2). Levou

algum tempo para J. Lucas e Manfredo estabelecerem definições apropriadas

de estabilidade. Não havia na literatura uma definição adequada. Com a

definição adotada por eles, conforme veremos no capitulo 3, a esfera Sn ⊂
Rn+1 é estável. Para tanto faremos uso da desigualdade isoperimétrica para

domı́nios em Rn.

O problema isoperimétrico em Rn quer responder qual superf́ıcie, dentre

todas contendo determinado volume, tem a mesma area, ou, encontrar den-

tre todos os domı́nios, cuja superf́ıcie fronteira tem area fixada, aquela que

maximiza o volume. A solução em ambos os casos é o domı́nio limitado pela

esfera (caṕıtulo 3).

Para a outra direção do teorema de Barbosa e do Carmo, Henry Wente

considera uma adequada famı́lia de imersões, que preservam volume. Para

tal famı́lia, calcula a primeira e segunda variação da area e, usando o fato da
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hipersuperf́ıcie ser estável, obtém que ela deve ser umb́ılica, da compacidade

conclui que esta deve ser a esfera redonda em Rn+1.

Para n = 2 o teorema acima está relacionado a questão levantada por

Hopf, se a esfera é a única superf́ıcie fechada imersa em Rn+1 que tem curva-

tura media constante. Com o resultado acima sabemos que uma superf́ıcie

imersa, compacta, não esférica de R3, com curvatura média constante não é

estável.

Em 1983, Hsiang, Teng e Yu, veja [13], apresentaram exemplos de hiper-

superf́ıcies não esféricas x : Mn → Rn+1, n > 2, que tem curvatura média

constante. Pelo resultado principal, estas imersões são exemplos de hiper-

superf́ıcies não-estáveis. Os exemplos de Hsiang também mostram que a

questão de Hopf é essencialmente um problema 2-dimensional.

Em 1988, João Lucas Barbosa, Manfredo do Carmo e Jost Eschenburg,

veja [8], generalizaram o Teorema de Barbosa e do Carmo, a saber consegui-

ram o seguinte ressultado:

Sejam M
n+1

(c) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com

curvatura seccional c e x : Mn → M
n+1

(c) uma imersão de uma variedade

diferenciável Mn com curvatura média constante. Então x é estável se, e

somente se, x(Mn) ⊂M
n+1

(c) é a esfera geodésica.

Ainda em 1988, Ernst Heintze, veja [14], usando estimativas do primeiro

autovalor do Laplaciano, demonstrou o Teorema de Barbosa-do Carmo no

caso em que M
n+1

= Rn+1, Hn+1.

No ano de 1991, Henry Wente, no artigo [2], deu uma prova, a que iremos

apresentar, alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo.

Cabe ressaltar que, o problema de saber quais são as imersões x : Mn →
Rn+1 estáveis, completas, com curvatura média constante não nula, se en-

contra em aberto.

O trabalho está dividido em quatro caṕıtulos. No primeiro abordamos

conceitos básicos de Geometria Riemanniana e resultados gerais que serão

utilizados ao longo da dissertação. No caṕıtulo 2 trabalhamos os conceitos
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de variação de uma imersão, area e volume de um certo domı́nio e demons-

tramos as fórmulas da primeira variação (área) e da primeira variação do

volume. Ainda neste caṕıtulo dedicamos uma seção para falar sobre o con-

ceito de estabilidade adotado e defendermos essa escolha. No terceiro caṕıtulo

discorreremos sobre a desigualdade isoperimétrica e como consequência, mos-

traremos que a esfera é estável. Ao caṕıtulo 4 deixamos a demonstração do

teorema de Barbosa e do Carmo. Ademais, a este caṕıtulo é resguardada

uma seção sobre as consequências deste resultado.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, a t́ıtulo de completude, apresentaremos algumas definições

e resultados já conhecidos, que utilizaremos ao longo desta dissertação. A

maior parte do conteúdo deste caṕıtulo se encontra em [5], [4] e [6].

1.1 Resultados Preliminares

Esta seção dedica-se a apresentar resultados diversos. O objetivo é utilizá-

los como futuras referências à medida que surgir a necessidade de citá-los ao

longo da dissertação. A maior parte do conteúdo deste caṕıtulo se encontra

no livro do John Lee, Introduction to Smooth Manifolds, veja [6], e no livro

de Análise Real, volume 2, do Elon (referência [7]).

Definição 1.1 (Casco Convexo). O casco convexo de um dado conjunto X

é a interseção de todos os conjuntos convexos que contém X.

Definição 1.2 (Estritamente Convexo). Dizemos que uma hipersuperf́ıcie

mergulhada x : M → Rn+1 é uma hipersuperf́ıcie convexa quando ela é a fron-

teira de um domı́nio convexo D ⊂ Rn+1. Uma hipersuperf́ıcie é estritamente

convexa se ela for convexa e para todo p ∈M , dxp(TpM) ∩ x(M) = {x(p)}.
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1.1 Resultados Preliminares

Teorema 1.3 (Teorema Binomial). Seja α ∈ R e z ∈ C, com |z| < 1. Vale:

(1 + z)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
zk

onde

(
α

k

)
=
α(α− 1)(α− 2) · · · (α− (k − 1))

k(k − 1)(k − 2) · · · 1
.

Definição 1.4. Diz-se que o conjunto limitado X ⊂ Rn é J-mensurável

(mensurável segundo Jordan) quando, tomando-se um bloco A ⊂ Rn que

contenha X, a função caracteŕıstica χX : A → R é integravel. Quando X é

J-mensurável, seu volume (vol X) é, por definição, a integral de sua função

caracteŕıstica:

volX =

∫
A

χX(x)dx.

Uma importante caracterização dos conjuntos j-mensuráveis é dada por:

Teorema 1.5. Um conjunto limitado X ⊂ Rn é J-mensurável se, e somente

se, sua fronteira ∂X tem medida nula.

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [7], p. 364.

Teorema 1.6 (Fórmula de Mudança de variáveis). Sejam h : U → V um

difeomorfismo de classe C1 entre abertos U , V ⊂ Rm, X ⊂ U um compacto

J-mensurável e f : h(X)→ R uma função integrável. Então f ◦ h : X → R
é integrável e ∫

h(X)

f(y)dy =

∫
X

f(h(x)) · |det h′(x)|dx

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [7], p. 386.

Teorema 1.7 (Teorema de Stokes). Seja M uma variedade diferenciável n-

dimensional orientada, com fronteira ∂M , e seja w uma (n−1)-forma suave

sobre M com suporte compacto. Então:∫
M

dw =

∫
∂M

w.
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1.1 Resultados Preliminares

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [6], p. 359.

Os dois Teoremas abaixo são casos particulares do Teorema de Stokes.

Para mais detalhes veja o livro do John Lee intitulado de Introduction to

Smooth Manifolds ([6]).

Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta. Ω será a região

limitada cuja fronteira é M . Denotaremos o volume de Ω por V e o volume

de M por S. O elemento de volume de Rn+1 será denotado por dV e o

elemento de volume de M será denotado por dS.

Teorema 1.8 (Teorema da Divergência). Seja X um campo de vetores di-

ferenciável no domı́nio compacto Ω ⊂ Rm+1 e considere M = ∂Ω a hipersu-

perf́ıcie compacta formada pela fronteira de Ω. Então∫
M

〈X,N〉dS =

∫
Ω

divXdV.

Onde N é o campo normal exterior de M .

Teorema 1.9. Sejam x : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta orientada

e X campo diferenciável sobre M . Então∫
M

divXdA = 0

Em particular,
∫
M

∆fdS = 0, para toda função f ∈ C∞(M)

Teorema 1.10 (Teorema de Green). Sejam f, g : M → R funções de classe

C1 sobre a superf́ıcie com bordo M compacta de classe C1 e dimensão 2 em

R2 (isto é, um domı́nio compacto M ⊂ R2 com fronteira regular de classe

C1). Então ∫
M

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dxdy =

∫
∂M

fdx+ gdy.

Teorema 1.11 (Teorema da integração Repetida (Fubini)). Seja f : A1 ×
A2 → R integrável no produto dos blocos A1 ⊂ Rm e A2 ⊂ Rn. Para todo

x ∈ A1, seja fx : A2 → R definida por fx(y) = f(x, y) e ponhamos

φ(x) =

∫
A2

fx(y)dy, ψ(x) =

∫
A2

fx(y)dy.
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1.2 Definições e Resultados de Geometria Riemanniana

As funções φ, ψ : A1 → R, assim definidas, são integráveis, com∫
A1

φ(x)dx =

∫
A1

ψ(x)dx =

∫
A1×A2

f(x, y)dxdy,

isto é:

∫
A1×A2

f(x, y)dxdy =

∫
A1

dx

(∫
A2

f(x, y)dy

)
(1.1)

=

∫
A1

dx

(∫
A2

f(x, y)dy

)
. (1.2)

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [7], p. 378.

Teorema 1.12 (Identidade de Parseval). Considere uma função f : R→ R
periódica de peŕıodo 2L, onde f , |f | e |f |2 são integráveis, considere ainda

seus coeficientes de Fourier an e bn. Assim:

a2
0

2
+
∞∑
i=1

(
a2
n + b2

n

)
=

1

L

∫ L

−L
f(x)2dx

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [33].

Definição 1.13. Lp(R) Para um real p ≥ 0, nós denotamos por Lp(R) o

espaço de todas as funções f de valores complexos localmente integrável tal

que |f |p ∈ L1(R), onde ||f ||p = (
∫
|f |p)

1
p .

Teorema 1.14 (Desigualdade de Holder). Seja 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, e

1
p

+ 1
q

= 1. Se f ∈ Lp(R) e g ∈ Lq(R). Então fg ∈ L1(R) e

||f · g||1 ≤ ||f ||p||g||q.

1.2 Definições e Resultados de Geometria Ri-

emanniana

Variedades Diferenciáveis
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1.2 Definições e Resultados de Geometria Riemanniana

Seja M um espaço topológico de Hausdorff com base enumerável. Um

atlas de dimensão n para M é uma famı́lia

Φ = {φα : Uα →M}α∈L

de aplicações cont́ınuas tais que φα : Uα → φα(Uα) é um homeomorfismo

de um aberto Uα ⊂ Rn sobre um aberto φα(Uα) de M para cada α ∈ L,

satisfazendo as seguintes condições:

(i) Os abertos φα(Uα) cobrem M , isto é,⋃
α∈L

φα(Uα) = M

(ii) Para todos ı́ndices α, β ∈ L; tais que Vαβ = φα(Uα)
⋂
φβ(Uβ) as

aplicações

φαβ = φ−1
α ◦ φβ : φ−1

β (Vαβ)→ φ−1
α (Vαβ),

φβα = φ−1
β ◦ φα : φ−1

α (Vαβ)→ φ−1
β (Vαβ),

são diferenciáveis de classe C∞.

Figura 1.1: Mudança de Coordenadas
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1.2 Definições e Resultados de Geometria Riemanniana

Cada aplicação φα é chamada uma parametrização ou carta local de uma

vizinhança de M e φα(Uα) é chamada uma vizinhança coordenada.

Se p = φα(x1, · · · , xn), então x1, · · · , xn são chamadas as coordenadas de

p na parametrização φα.

Por este motivo, a aplicação φα também é chamada um sistema de coor-

denadas locais e o atlas Φ é também chamado um sistema de coordenadas

para M .

Uma estrutura diferenciável para M é um atlas maximal.

Definição 1.15. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um espaço

topológico de Hausdorff com base enumerável munido de uma estrutura dife-

renciável.

Dados dois sistemas de coordenadas locais x : U → M e y : V → M no

espaço topológico M , tais que W = x(U) ∩ x(V ) 6= ∅, cada p ∈ x(U) ∩ x(V )

tem coordenadas xi = xi(p) no sistema x e coordenadas yi = yi(p) no sistema

y. A correspondência (x1(p), ..., xm(p)) → (y1(p), ..., ym(p)) estabelece um

homeomorfismo φxy = y−1 ◦ x : x−1(W ) → y−1(W ) chamado mudança de

coordenadas.

Um atlas A sobre um espaço topológico M diz-se diferenciável, de classe

Ck, (k ≥ 1), se todas as mudanças de coordenadas φxy, x, y ∈ A são aplicações

de classe Ck. Escreve-se então A ∈ Ck. Como φyx = (φxy)
−1, segue-se que as

aplicações φxy são, de fato, difeomorfismos de classe Ck. Em particular, se

escrevemos φxy : (x1, ..., xm) → (y1, ..., ym), então o determinante jacobiano

det( ∂y
i

∂xj
) é não-nulo em todo ponto de x(U ∩ V ).

Dado um atlas A ∈ Ck de dimensão m em um espaço topológico M , dize-

mos que um sistema de coordenadas z : W → M é admisśıvel relativamente

ao atlas A se A ∪ {z} é ainda um atlas de classe Ck em M . Um atlas A de

dimensão m e classe Ck sobre M se diz maximal quando contém todos os sis-

temas de coordenadas locais que são admisśıveis em relação a A. Todo atlas

de classe Ck sobre M pode ser ampliado, de modo único, até se tornar um
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1.2 Definições e Resultados de Geometria Riemanniana

atlas máximal de classe Ck, para isso basta acrescentar-lhe todos os sistemas

de coordenadas admisśıveis.

Exemplo 1. O espaço Rn é uma variedade diferenciável de classe C∞ e

dimensão n.

Exemplo 2. A esfera Sn = {x ∈ Rn+1;
√
x2

1 + ...+ x2
n+1 = 1} é uma varie-

dade diferenciável de classe C∞ e dimensão n.

Exemplo 3. O espaço projetivo real P n(R), isto é, o espaço quociente de

Rn+1 − {0} pela relação de equivalência:

(x1, ..., xn+1) ∼ (λx1, ..., λxn+1) λ ∈ R, λ 6= 0

é uma variedade diferenciável de classe C∞ e dimensão n.

Definição 1.16. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Dizemos que

uma aplicação F : M → N é uma aplicação diferenciável em p ∈ M se

existem parametrizações φ : U → M de uma vizinhança de p e ψ : V → N

de uma vizinhança de F (p) tais que (F ◦ φ)(U) ⊂ ψ(V ) e

ψ−1 ◦ F ◦ φ : U ⊂ Rm → Rn

é uma aplicação diferenciável de classe C∞. Se f for diferenciável em todo

ponto p ∈ M , diremos simplesmente que F é uma aplicação diferenciável.

Dizemos que uma aplicação diferenciável F : M → N é um difeomorfismo

se F é bijetiva e F−1 também é diferenciável.

Espaço Tangente

Definição 1.17. Seja γ : I → M uma curva diferenciável com γ(t0) = p.

Seja

Dp(M) = {f : M → R : f é diferenciável em p}

o espaço vetorial das funções reais em M diferenciáveis em p. O vetor

tangente à curva γ em p é a função γ′(t0) : Dp(M) → R definida por

γ′(t0)f = (f ◦ γ)′(t0).
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1.2 Definições e Resultados de Geometria Riemanniana

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva

α : (−ε, ε)→M com α(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p

será indicado por TpM .

Observação 1.18. Considere M uma variedade diferenciável de dimensão

n. TpM é um espaço vetorial n-dimensional.

Uma base para TpM pode ser dada escolhendo uma carta local x : U →
x(U) em p e considerando as aplicações ∂(p)

∂xi
: C∞(M)→ R definidas por,

∂

∂xi
(p)f =

∂

∂xi
f ◦ x(x−1(p))

Assim, as aplicações
∂

∂xi
(p) de acordo com a definição, são vetores tan-

gentes a M em p e o conjunto

{
∂

∂x1

(p), ...,
∂

∂xm
(p)

}
forma uma base para

TpM .

Proposição 1.19. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis e seja φ : M →
N uma aplicação diferenciável. Para cada p ∈ M e cada v ∈ TpM , escolha

uma curva diferenciável α : (−ε, ε) → M com α(0) = p, α′(0) = v. Faça

β = φ ◦α. A aplicação dφp : TpM → Tφ(p)N definida por dφp(v) = β′(0) não

depende da escolha de α

Definição 1.20. A aplicação linear dφp dada pela proposição anterior é cha-

mada diferencial de φ em p.

Podemos ver os vetores tangentes a M em p de outro modo:

Definição 1.21. Seja M uma variedade suave e p ∈M . A aplicação linear

Xp : C∞(M) → R, definida no conjunto de todas as funções infinitamente

diferenciáveis em uma vizinhança de p é chamada de derivação em p se

satisfaz a regra do produto,

Xp(fg) = f(p)Xp(g) + g(p)Xp(f)

12
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para toda f , g ∈ C∞(M).

Xp é chamado um vetor tangente a M em p.

O conjunto de todas as derivações de C∞(M) em p possui estrutura de

espaço vetorial, chamado espaço tangente a M em p, denotado por TpM . Um

elemento de TpM é chamado de vetor tangente a M em p.

O fibrado tangente TM é definido por TM :=
⋃
p∈M TpM . É posśıvel

mostrar que TM possui estrutura de variedade diferenciável de dimensão

2n.

Definição 1.22. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável

M é uma correspondência que a cada ponto p ∈M associa um vetor X(p) ∈
TpM . O Campo X é diferenciável se a aplicação X : M → TM é dife-

renciável.

O conjunto de todos os campos diferenciáveis sobre M será denotado por

T (M).

Definição 1.23. Dadas duas variedades diferenciáveis M e N , um ponto

p ∈ M , e uma aplicação diferenciável f : M → N , a derivada de f em p,

denotada por dfp, é a aplicação linear de TpM em Tf(p)N definida por:

(dfp ·Xp)(g) = Xp(g ◦ f) ,

para Xp ∈ TpM e g diferenciável em uma vizinhança de f(p),

Definição 1.24. Um ponto p ∈ M diz-se um ponto regular de f : M → N

quando a derivada f ′(p) : TpM → Tf(p)N é injetiva. Caso contrário, p diz-se

um ponto singular ou cŕıtico de f .

Definição 1.25. Uma aplicação diferenciável f : M → N diz-se uma imersão

se todo ponto p ∈ M é um ponto regular para f , isto é, a derivada f ′(p) :

TpM → Tf(p)N é injetiva para cada p ∈M .

13
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Definição 1.26. Dados dois campos X, Y ∈ T (M), campo vetorial [X, Y ]

definido por,

[X, Y ]pf = (XY − Y X)f = Xp(Y (f))− Yp(X(f))

é chamado colchete.

Variedades Riemannianas

Definição 1.27. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável

M é uma correspondência que associa a cada ponto de p de M um produto

interno 〈, 〉p no espaço tangente TpM . As vezes usamos a notação g(, ) =

gp(, ) para a métrica Riemanniana.

A definição acima exige que a métrica 〈, 〉p varie diferenciavelmente no

seguinte sentido: se x : U → x(U) é um sistema de coordenadas locais em

p ∈ x(U), para q ∈ x(U) com q = x(x1, ..., xm) devemos ter que a função

de U em R
〈

∂
∂xi

(q), ∂
∂xj

(q)
〉
q

: x(U)→ R seja uma função diferenciável para

todo i, j = {1, ... ,m}.

Definição 1.28. As funções gij(x1, ..., xm) =
〈
∂(q)
∂xi

, ∂(q)
∂xj

〉
q

são chamadas ex-

pressão da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas x. Uma varie-

dade diferenciável com uma dada métrica Riemanniana chama-se variedade

Riemanniana .

Proposição 1.29. Uma variedade diferenciável M (de Hausdorff e com base

enumerável) possui uma métrica Riemanniana.

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [5], p. 47.

Conexões Afins

Definição 1.30. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é

uma aplicação

∇ : T (M)× T (M)→ T (M)

que se indica por ∇(X, Y ) = ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

14
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(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,

em que X, Y, Z ∈ T (M), f, g ∈ C∞(M). O śımbolo ∇XY lê-se: derivada

covariante de Y na direção de X. Quando a conexão afim satisfaz as seguintes

propriedades:

(i) X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 , (compatibilidade com a métrica)

(ii) ∇XY −∇YX = [X, Y ] , (simetria)

é denominada conexão de Levi-Civita (ou Rimanniana).

Proposição 1.31. Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma única

conexão de Levi-Civita em M .

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [5] p. 61.

Observação 1. Considere um sistema de coordenadas, o fato de ∇ ser

simétrica implica que para todo i, j = 1, ..., n temos,

∇Xi
Xj −∇Xj

Xi = [Xi, Xj] = 0, Xi =
∂

∂xi
.

Curvatura

Definição 1.32. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma

correspondência que associa a cada par X, Y ∈ T (M) uma aplicação R(X, Y ) :

T (M)→ T (M) dada por,

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, Z ∈ T (M)

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .
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Observação 2. Se M = Rn, então R(X, Y )Z = 0 para todo X, Y, Z ∈
T (Rn). De fato, consideremos {e1, ..., en} a base canônica do Rn, dados

X, Y, Z ∈ T (Rn), podemos escrever

X =
n∑
i=1

Xiei, Y =
n∑
i=1

Yiei, Z =
n∑
i=1

Ziei ,

então

∇YZ = ∇Y

(
n∑
i=1

Ziei

)
=

n∑
i=1

Zi∇Y ei +
n∑
i=1

[Y (Zi)] ei =
n∑
i=1

[Y (Zi)] ei

pois sendo ei um campo constante, a sua derivada covariante, na direção de

qualquer campo, é nula. Segue-se que,

∇X∇YZ = ∇X

{
n∑
i=1

[Y (Zi)] ei

}

=
n∑
i=1

Y (Zi)∇Xei +
n∑
i=1

X[Y (Zi)]ei

=
n∑
i=1

X[Y (Zi)]ei .

Analogamente,

∇Y∇XZ =
n∑
i=1

Y [X(Zi)]ei .

Portanto,
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∇X∇YZ −∇Y∇XZ =
n∑
i=1

X[Y (Zi)]ei −
n∑
i=1

Y [X(Zi)]ei

=
n∑
i=1

{X[Y (Zi)]− Y [X(Zi)]}ei

=
n∑
i=1

{[X, Y ](Zi)}ei

=
n∑
i=1

{[X, Y ](Zi)}ei +
n∑
i=1

Zi∇[X,Y ]ei

= ∇[X,Y ]Z .

Segue que,

0 = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z = R(X, Y )Z

Esta observação ilustra o seguinte fato, que intuitivamente a curvatura R

mede o quanto uma variedade Riemanniana M deixa de ser euclidiana.

Proposição 1.33. A curvatura R em M tem as seguintes propriedades;

(a) R é bilinear em T (M)× T (M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1)

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2)

com f, g ∈ C∞(M), e X1, X2, Y1, Y2 ∈ T (M)

(b) Para todo par X, Y ∈ T (M), o operador curvatura R(X, Y ) : T (M)→
T (M) é linear, isto é,

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W

R(X, Y )fZ = fR(X, Y )Z

com f ∈ C∞(M), Z,W ∈ T (M)
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(c) (Primeira identidade de Bianchi)

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [5] pág. 100

e 101.

Proposição 1.34. Dada uma variedade Riemanniana (M, g) com uma cur-

vatura R, usando a notação R(X, Y, Z, T ) = g(R(X, Y )Z, T ) para quaisquer

campos X, Y, Z, T ∈ T (M) temos as seguintes propriedades:

(a) R(X, Y, Z, T ) +R(Y, Z,X, T ) +R(Z,X, Y, T ) = 0

(b) R(X, Y, Z, T ) = −R(Y,X,Z, T )

(c) R(X, Y, Z, T ) = −R(X, Y, T, Z)

(d) R(X, Y, Z, T ) = R(Z, T,X, Y )

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [4] pág. 115.

Proposição 1.35. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço

TpM e sejam X, Y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então

K(X, Y ) =
(X, Y, Y,X)

|x ∧ Y |2

onde |X ∧ Y |2 =
√
|X|2|Y |2 − g(X, Y )2, independe da escolha dos vetores

X, Y ∈ σ.

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [4] pág. 126.

Definição 1.36. Dado um ponto p ∈M e um subespaço bidimensional σ ⊂
TpM o número real K(X, Y ) = K(σ), onde {X, Y } é uma base qualquer de

σ é chamado curvatura seccional de σ em p
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Definição 1.37. Seja M uma variedade riemanniana. O tensor curva-

tura de Ricci de M (ou simplesmente tensor de Ricci) denotado Ric, é o

campo tensorial covariante de ordem 2 definido como o traço do tensor en-

domorfismo curvatura em relação ao seu primeiro ı́ndice covariante e seu

único ı́ndice contravariante ou, equivalentemente, como o traço em relação à

métrica do tensor curvatura no seu primeiro e último ı́ndices. Portanto, os

componentes da curvatura de Ricci são dados por

Rij =
n∑
k=1

=
n∑

k,m=1

gkmRkijm

Pelas simetrias do tensor endomorfismo curvatura, usar traços diferentes

não faria diferença ou apenas implicaria em uma troca de sinal.

Definição 1.38. Seja M uma variedade riemanniana. A curvatura escalar

de M , denotada S, é a função real S : M → R definida como o traço em

relação à métrica do tensor de Ricci:

S = trgRic =
n∑

i,j=1

gijRij.

Definição 1.39. Sejam Mn e M
n+k

(k ≥ 1) variedades Riemannianas.

Uma imersão φ : Mn → M
n+k

é dita isométrica se 〈dφp(v), dφp(w)〉M =

〈v, w〉M ,∀v, w ∈ TpM.

Dada uma imersão isométrica φ : Mn → M
n+k

, podemos estabelecer

relações entre objetos definidos em ambas as variedades. Recordemo-nos que

se φ : Mn → M
n+k

é uma imersão, então φ é localmente um mergulho.

Nestas condições, podemos identificar um aberto U de M com φ(U), e dizer

que φ é localmente a aplicação de inclusão. Mais ainda, podemos considerar

U como uma subvariedade de M . Em particular, estamos identificando p ∈ U
com φ(p) ∈ φ(U).

Consequentemente, para cada p ∈ M , o espaço tangente TpM é consi-

derado um subespaço vetorial de TpM de dimensão n (já considerando a

identificação acima).
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Assim, se considerarmos o espaço k-dimensional TpM
⊥ = {v ∈ TpM :

〈u, v〉 = 0, ∀u ∈ TpM}, podemos escrever

TpM = TpM ⊕ TpM⊥.

O espaço TpM
⊥ é chamado de espaço normal à M em p. Temos deste modo,

o fibrado normal

TM⊥ = {(p,Np) | p ∈M, Np ∈ TpM⊥} =
⋃
p∈M

TpM
⊥.

Um campo de vetores normal N é uma correspondência que a cada p ∈M
associa um vetor em TpM

⊥. Dizemos que N ∈ TM⊥ é diferenciável se ele

for localmente a restrição à TM⊥ de algum campo de vetores diferenciável

em M . Indicaremos por T (M)⊥ os campos de vetores diferenciáveis normais

à M .

Tomemos agora, campos locais de vetores X e Y tangentes a M . Como

φ|U é um mergulho, existem extensões locais X e Y de X e Y , respectiva-

mente, numa vizinhança de U em M . Assim, se ∇ é a conexão de Levi-Civita

de M , faz sentido calcularmos ∇XY , ou até mesmo ∇XY .

Pode-se mostrar que ∇XY não depende da extensão Y de Y que toma-

mos, e portanto, por simplicidade de notação, denotaremos ∇XY por ∇XY,

lembrando que isso significa tomar uma extensão de Y para calcular a deri-

vada covariante.

Temos então:

∇XY = (∇XY )> + (∇XY )⊥.

No entanto, é posśıvel verificar que (∇..)
> é a própria conexão de Levi-

Civita de M (que denotaremos por ∇), isto é, (∇XY )> = ∇XY .

Denotemos por T (Mn)⊥ o espaço dos campos de vetores diferenciáveis

normais à Mn. A segunda forma fundamental da imersão x é a aplicação

II : T (Mn)× T (Mn)→ T (Mn)⊥, definida por

II(X, Y ) = ∇XY −∇XY, ∀X, Y ∈ T (Mn).
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Uma vez que, para todo p ∈ Mn, II é uma aplicação bilinear simétrica,

para cada vetor unitário N normal à Mn em p, podemos associá-la a uma

aplicação linear auto-adjunta SN : TpM
n → TpM

n, dada por

〈SN(X), Y 〉 = 〈II(X, Y ), N〉,∀X, Y ∈ TpMn.

Dáı, vamos definir a curvatura média H da imersão x : Mn → Rn+1 por

H =
1

n
tr(SN).

Aqui tr(SN) significa o traço da matriz da aplicação SN .

Sejam N ∈ T (Mn)⊥ e X, Y ∈ T (Mn). Então 〈N, Y 〉 = 0. Isto implica

que

〈∇XY,N〉 = 〈−∇XN, Y 〉.

Dáı

〈SN(X), Y 〉 = 〈II(X, Y ), N〉 = 〈∇XY,N〉 = 〈−∇XN, Y 〉, (1.3)

pois 〈II(X, Y ), N〉 = 〈∇XY −∇XY,N〉 = 〈∇XY −(∇XY )T , N〉 = 〈∇XY,N〉.
Agora, sabendo que nH = tr(SN) e que cada entrada da matriz SN é

dada por

〈SN(ei), ej〉 = 〈II(ei, ej), N〉 = 〈∇eiej, N〉,

podemos escrever nH da seguinte forma:

nH =
n∑
i=1

〈SN(ei), ei〉 =
n∑
i=1

〈∇eiei, N〉. (1.4)

Apresentaremos agora um resultado que será utilizado na demonstração

do Teorema principal desta dissertação. Este resultado é conhecido por Pri-

meira formula de Minkowski. Antes, porém, fixemos algumas notações.

Proposição 1.40. Seja M uma variedade diferenciável dotada de uma co-

nexão ∇. Então existe uma única conexão

∇ : T (M)× T kl (M)→ T kl (M)

em cada T kl (M) tal que:
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1. Em T1(M) = T (M), ∇ coincide com a conexão dada.

2. Em T0(M) = C∞(M),

∇Xf = X(f).

3. ∇ satisfaz a regra do produto com relação a produtos tensoriais:

∇X(F ⊗G) = (∇XF )⊗G+ F ⊗ (∇XG).

4. ∇ comuta com todos os traços: se tr denota o traço com relação a

qualquer par de ı́ndices, então

∇X(trF ) = tr(∇XF ).

Além disso, esta conexão satisfaz também as propriedades adicionais:

(a) Para todos Y ∈ T (M) e w ∈ T 1(M) vale

∇X [w(Y )] = (∇Xw)(Y ) + w(∇XY ).

(b) Para todos T ∈ T kl (M), Xi ∈ T (M) e wj ∈ T 1(M) vale

(∇XT )(X1, . . . , Xk, w
1, . . . , wl) = X(T (X1, . . . , Xk, w

1, . . . , wl))

−
k∑
i=1

T ((X1, . . . , Xk, w
1, . . . ,∇XXi, . . . , w

l))

−
l∑

j=1

T ((X1, . . . , Xk, w
1, . . . ,∇Xw

j, . . . , wl))

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [4], p. 141.

Definição 1.41. Seja M uma variedade diferenciável dotada de uma conexão

∇. Dado um campo (k, l)-tensorial T ∈ T kl (M), a derivada covariante total

de T é o campo (k + 1, l)-tensorial

∇T : T1(M)× · · · × T1(M)× T 1(M)× . . . T 1(M)→ C∞(M)

definido por

∇T (Y1, . . . , Yk, X, w
1, . . . , wl) = ∇XT (Y1, . . . , Yk, w

1, . . . , wl).
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Definição 1.42. Seja f ∈ C∞(M). O campo tensorial (ou tensor) co-

variante de ordem 2, ∇(∇f) = ∇2f em M , dado por ∇(∇f)(X, Y ) =

Y ((∇f)(Y ))−∇f(∇YX), ∀X, Y ∈ T (M) é chamado de Hessiana de f .

Definição 1.43. Seja f ∈ C∞(M). O laplaciano de f é a função real

definida por:

∆f = trg∇2f

Proposição 1.44. Seja M uma variedade riemanniana e ∇ a sua conexão

de Levi- Civita (riemanniana). Então

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 (1.5)

onde ∇f do lado direito da equação é o campo vetorial identificado com a

1-forma ∇f .

Dada uma hipersuperf́ıcie x : M → Rn+1 vamos denotar por ∇ e ∇
a conexão riemanniana de M e Rn+1, respectivamente. Do mesmo modo,

denotaremos a diferencial covariante de uma função (ou gradiente) definida

em M por ∇ e para uma função definida em Rn+1 por ∇. Nestas condições,

também será denotado por ∇2 e ∇2
o hessiano e por ∆ e ∆ o laplaciano de

uma função. O gradiente ∇ de uma função diferenciável f denotará tanto a

1-forma como o campo de vetores identificado a ∇f , e o significado de ∇f
ficará claro no contexto.

Seja F uma função diferenciável definida sobre um aberto U ⊂ Rn+1 e

M ⊂ U uma hipersuperf́ıcie de Rn+1. Associe a p ∈ M , uma base orto-

normal {e1, ..., en, N} de Rn+1, de modo que N seja normal a M em p. Se

considerarmos f = F |M , f ∈ C∞(M) e assim ∇f coincide com a componente

tangencial do campo ∇f , ou seja, para cada ponto p ∈M temos

∇f(p) = ∇F (p)− 〈∇F (p), N(p)〉N(p), (1.6)

então pela equação (1.5) para quaisquer X, Y ∈ TpM , obtemos
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∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉

= 〈∇X∇F, Y 〉 − 〈∇X〈∇F,N〉N, Y 〉

= ∇2
F (X, Y )− 〈X(〈∇F,N〉)N + 〈∇F,N〉∇XN, Y 〉

= ∇2
F (X, Y ) + 〈∇F,N〉〈SN(X), Y 〉. (1.7)

Na penúltima igualdade usamos que X, Y é normal a N e que 〈SN(X), Y 〉 =

〈II(X, Y ), N〉 = 〈∇XY −∇XY,N〉 = −〈∇XN, Y 〉

Exemplo 1.45. Considere F : Rn+1 → R dada por F (y) =
1

2
||y − c||2, para

um certo ponto fixo c em Rn+1. Agora use a definição (1.41) e note que

∇F (y) = y − c e ∇2
F (w, v) = v(∇F (w)) − ∇(∇vw) = 〈w, v〉, ∀ y ∈ Rn+1

e v, w ∈ Rn+1. Suponha uma hipersuperf́ıcie x : M → Rn+1 e considere

f : M → R dada por f(p) = F |M(x) =
1

2
||x−c||2. Aqui estamos identificando

M com x(M) e x com x(p) ∈ Rn+1, isto é, f(p) = F (x(p)). Veja que por

(1.6) e (1.7) obtemos as seguintes expressões avaliadas em p ∈M :

∇f = (x− c)− 〈x− c,N〉N = (x− c)>

e

∇2f(X, Y ) = 〈X, Y 〉+ 〈x− c,N〉〈SN(X), Y 〉, ∀X, Y ∈ TpM.

Teorema 1.46. Primeira Formula de Minkowski Seja x : M → Rn+1 uma

hipersuperf́ıcie mergulhada, compacta e orientada. Então

∫
M

(1 +H〈x,N〉)dS = 0

Onde H é a curvatura média de x.

Demonstração. Considere f : M → R dada por f(p) = 1
2
||x(p)||2 e uma

base de direções principais {e1, . . . , en}p em TpM . Então, pelo Exemplo 1.45

temos, em p, que

∇2f(ei, ei) = 〈ei, ei〉 − 〈dNp(ei), ei〉〈x,N〉 = 1 + ki〈x,N〉,
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1.2 Definições e Resultados de Geometria Riemanniana

onde ki são as curvaturas principais de M em p. Assim, pela observação feita

no Teorema 1.9, bastaria mostrar que ∆f = 1 + H〈x,N〉. Com o mesmo

efeito, mostraremos que ∆f = n(1 +H〈x,N〉). De fato,

∆f =
n∑
i=1

(1 + ki〈x,N〉)

= n+
n∑
i=1

ki〈x,N〉

= n+ nH〈x,N〉

= n(1 +H〈x,N〉)

Definição 1.47. Seja M uma hipersuperf́ıcie do Rn+1 e p ∈M , dizemos que

p é um ponto umb́ılico de S, se em p, as curvaturas principais se coincidem.

Definição 1.48. Seja M uma hipersuperf́ıcie do Rn+1, dizemos que M é

uma hipersuperf́ıcie umb́ılica, se todo ponto p ∈M for um ponto umb́ılico.

Teorema 1.49. Seja x : M → Rn+1 uma imersão isométrica umb́ılica de

uma variedade Riemanniana conexa Mn em Rn+1. Então, x(M) é um sub-

conjunto aberto de um hiperplano afim ou de uma esfera. No caso, da hiper-

superf́ıcie ser compacta, temos que a hipersuperf́ıcie é a esfera.

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [3] p. 31.
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Caṕıtulo 2

Variações da Área e Volume e

Conceito de Estabilidade

Neste caṕıtulo trataremos das fórmulas para a primeira variação da área

e do volume e definiremos o conceito de Estabilidade para imersões, fer-

ramentas estas que serão utilizadas para provar o teorema principal desta

dissertação.

2.1 Fórmula para Primeira Variação da Área

e Volume

Esta seção aborda a definição de variação para uma imersão x e as

fórmulas para a primeira variação da área e do volume.

Definição 2.1. Sejam D um domı́nio (aberto conexo) relativamente com-

pacto (isto é, D é compacto) com bordo suave e D o fecho deste domı́nio.

Uma variação da imersão x : D ⊂ Mn → Rn+1 é uma aplicação X :

(−ε, ε)×D → Rn+1, ε > 0, suave, tal que:

(i) Para cada t ∈ (−ε, ε) a aplicação xt : D → Rn+1, definida por xt(p) =
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2.1 Fórmula para Primeira Variação da Área e Volume

X(t, p), é uma imersão;

(ii) x0 = x.

Figura 2.1: Variação da imersão X

O campo variacional relacionado a X em p é dado por:

ξ(p) =
∂xt
∂t

(p) t=0.

Quando para todo p ∈ ∂D, xt(p) = x0(p), t ∈ (−ε, ε), dizemos que X é uma

variação que fixa o bordo ∂D.

Uma variação é dita normal quando o campo variacional é da forma

ξ(p) = f(p)N(p), para alguma função f : D → R suave. N(p) é o vetor

normal a x0(D) em x0(p).

O funcional área associado a variação X é a aplicação

AD(t) =

∫
D

dSt, (2.1)

onde dSt é o elemento de n-área de Mn na métrica induzida por xt (veja mais

sobre a forma elemento de área em [7]).

A partir daqui abandonaremos a notação de Einstein,ao invés de usar gij

usaremos gij para os componentes da métrica. Denotaremos por gt a métrica

em Mn induzida por xt. Isto é gt(Y, Z) = 〈dxtY, dxtZ〉, onde Y, Z ∈ τ(D) e

〈 , 〉 é a métrica usual de Rn+1..

Considere { ∂
∂u1
, . . . , ∂

∂un
} uma base numa vizinhança de p ∈M e {du1, . . . , dun}

sua respectiva base dual. Assim a expressão local do elemento de n-área de
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2.1 Fórmula para Primeira Variação da Área e Volume

Mn na métrica gt é dada por:

dSt =
√
det(gtij)du1 ∧ . . . ∧ dun. (2.2)

Logo, se quisermos saber a primeira variação da area, temos que responder

os seguintes lemas.

Lema 2.2. Sejam X : (−ε, ε) ×Mn → Rn+1 uma variação da imersão x :

Mn → Rn+1, {et01 , . . . , et0n } uma base de TpM na métrica gt0 e E = ∂
∂t

numa

vizinhança coordenada de (−ε, ε)×M . Então [et0i , E] = 0, ∀ i = 1, . . . , n.

Demonstração. Considere f : (−ε, ε) × M → R suave, queremos calcular

[et0i , E](f). Tome q ∈M e considere y : W ⊂ Rn →M , y = (y1, . . . yn), uma

parametrização de M em q. Considere ainda

ỹ : (−ε, ε)×W → (−ε, ε)×Mn

a parametrização de (−ε, ε)×Mn em (t, q), dada por ỹ(t, p) = (t, y(p)). Aqui

identificamos T(t,q)t×M com TqM . Assim,

et0(t, q) =
n∑
i=1

ai(q)
∂

∂yi
e E =

∂

∂t

Portanto, se f : (−ε, ε)×Mn → R é diferenciável, então

[et0i , E](f) = et0i (E(f))− E(et0i (f))

= et0i

(
∂f

∂t

)
− E

(
n∑
i=1

ai(q)
∂f

∂yi

)

=
n∑
i=1

ai(q)
∂2f

∂yi∂t
− ∂

∂t

(
n∑
i=1

ai(q)
∂f

∂yi

)
= 0.

Observações:

� A escolha da notação et0i como campo em τ(M) é feita unicamente para

concordar com a notação do lema a seguir.
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2.1 Fórmula para Primeira Variação da Área e Volume

� Note que, se E = dX · E = ∂x
∂t

e ei = dxte
t0
i então [ei, E] = 0, pois

[ei, E] = dX[eit0 , E].

Lema 2.3. A derivada do elemento de n-área, com respeito a t é dada por

d

dt
dSt|t=t0 = −nHt0ft0(p)dSt0 +

n∑
i=1

ei〈Tt0 , ei〉(t0,p)dSt0 ,

onde t0 ∈ (−ε, ε), p ∈Mn e Tt0 é um vetor tangente à Mn em (t0, p).

Demonstração. Considere um sistema de coordenadas normais em p ∈ Mn,

definido numa vizinhança V ⊂ Mn de p, com respeito a métrica gt0 . Deri-

vando a expressão (2.2), temos

d

dt
dSt|t=t0 =

∂

∂t

√
det(gtij)|t=t0du1 ∧ . . . ∧ dun.

Precisamos então calcular
∂

∂t

√
det(gtij)|t=t0 . Ficamos com,

∂

∂t

√
det(gtij)|t=t0 =

∂

∂t

√
det(gtij)|t=t0

=
1

2

∂

∂t
det(gtij)|t=t0√

det det(gt0ij (p))

=
1

2

∂

∂t
(det(gtij))|t=t0

=
1

2
(det)′(gt0ij )(p) ·

(
∂(gtij)(p)

∂t

)
|t=t0

=
1

2
tr

(
∂(gtij)

∂t
(p)

)
|t=t0 , (2.3)

pois gt0ij (p) = Id e a derivada da função determinante aplicado a matriz iden-

tidade resulta no funcional linear traço. Para calcular os elementos da matriz(
∂

∂t
|t=t0gij(t)

)
, considere et0i = ∂

∂ui
, os vetores coordenados da vizinhança

normal em p. Assim, {et01 , . . . , et0n } é uma base ortonormal de TpM na métrica

gt0 , e alem disso, ∇
e
t0
i
et0j (p) = 0. Ainda para enxugar a notação, denotemos

ei = dxt · et0i e E = dx · ∂
∂t

= ∂x
∂t
. Assim,

∂

∂t
|t=t0gtij =

∂

∂t
|t=t0〈dxtet0i , dxte

t0
j 〉 (2.4)
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Usando a compatibilidade da conexão com a métrica, temos:

〈dxtet0i , dxte
t0
j 〉 =

∂

∂t
|t=t0〈ei, ej〉 = 〈∇Eei, ej〉+ 〈ei,∇Eej〉. (2.5)

Onde ∇ é a conexão Riemanniana em Rn+1 associada a métrica 〈 , 〉.
Usando que (−ε, ε) × Mn tem estrutura diferencial de produto, pelo lema

anterior, temos que

[ei, E] = ∇eiE −∇Eei = 0. (2.6)

∀i = 1, . . . , n. Aplicando a equação acima em (2.5), ficamos com,

∂

∂t
|t=t0gij(t) = 〈∇Eei, ej〉+ 〈ei,∇Eej〉

= 〈∇eiE, ej〉+ 〈ei,∇ejE〉

= 〈∇ei

(
∂x

∂t

)
, ej〉+ 〈ei,∇ej

(
∂x

∂t

)
〉.

Desta forma,

∂

∂t

√
det(gtij)|t=t0 =

1

2
tr(
∂(gtij)

∂t
(p))|t=t0

=
1

2

n∑
i=1

∂

∂t
|t=t0gii(t)

=
n∑
i=1

〈
∇ei

(
∂x

∂t

)
, ei

〉
(t0,p)

(2.7)

Como
∂x

∂t
(p) = ft(p)Nt(p) + Tt(p),

com Tt(p) um vetor tangente à Mn em (t, p) e Nt0 um vetor normal à Mn

com relação à métrica gt0 , segue que:

∂

∂t

√
det(gtij)|t=t0 =

n∑
i=1

〈
∇ei

(
∂x

∂t

)
, ei

〉
(t0,p)

=
n∑
i=1

ei(f) < N, ei >(t0,p) +
n∑
i=1

ft0(p)〈∇eiN, ei〉(t0,p)

+
n∑
i=1

〈∇eiT, ei〉(t0,p)

=
n∑
i=1

ft0〈∇eiN, ei〉(t0,p) +
n∑
i=1

〈∇eiT, ei〉(t0,p). (2.8)
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2.1 Fórmula para Primeira Variação da Área e Volume

Desenvolvendo o primeiro somátorio,
n∑
i=1

ft0(p)〈∇eiN, ei〉(t0,p), e usando

que

nHt0 = tr(SNt0
) =

n∑
i=1

〈SNt0
(ei)N, ei〉(t0,p)

=
n∑
i=1

〈∇eiNt0 , ei〉(t0,p),

temos

ft0(p)
n∑
i=1

〈∇eiNt0 , ei〉(t0,p) = −nHt0ft0(p). (2.9)

Com o segundo somatorio,
n∑
i=1

〈∇eiT, ei〉(t0,p) , ficamos com

〈∇eiTt0 , ei〉 = ei〈Tt0 , ei〉(t0,p) − 〈Tt0 ,∇eiei〉(t0,p)

= ei〈Tt0 , ei〉(t0,p). (2.10)

Visto que ∇eiei(p) = (∇eiei)
N(p). Assim, usando (2.9) e (3.4) a equação

(2.8), se iguala a

∂

∂t

√
g(t)|t=t0 = −nHt0ft0 +

n∑
i=1

ei〈Tt0 , ei〉(t0,p).

Portanto

d

dt
dSt|t=t0 =

∂

∂t

√
g(t)|t=t0dSt0 = −nHt0ft0dSt0 +

n∑
i=1

ei〈Tt0 , ei〉(t0,p)dSt0 .

Enfim, a fórmula da primeira variação da área.

Teorema 2.4. Se X : (−ε, ε) × D → Rn+1 é uma variação da imersão x,

que preserva o bordo, então a primeira variação da área é dada por

A′D(t)|t=0 = −n
∫
D

fHdS, (2.11)

onde f =

〈
∂X

∂t
(0, p), N

〉
.
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2.1 Fórmula para Primeira Variação da Área e Volume

Demonstração. Considere t0 ∈ (−ε, ε) fixo. Sabemos que

A′D(t0) =
d

dt

∫
D

dSt|t=t0 =

∫
D

d

dt
dSt|t=t0

Pelo Lema 2.3, vale que

A′D(t0) =

∫
D

d

dt
dSt|t=t0

= −
∫
D

nHt0ft0dSt0 +

∫
D

n∑
i=1

ei
(
〈Tt0 , ei〉(t0,p)

)
dSt0

= −
∫
D

nHt0ft0dSt0 +

∫
D

d

(
n∑
i=1

(−1)i+1〈Tt0 , ei〉(t0,p)du1 ∧ . . . ∧ d̂ui ∧ . . . ∧ dun

)
.

Aqui d̂ui significa a omissão do termo dui. Segue então, do Teorema de

Stokes 1.7 que,

A′D(t0) = −
∫
D
nHt0ft0dSt0 +

∑n
i=1

∫
∂D

(−1)i+1〈Tt0 , ei〉(t0,p)du1 ∧ . . . ∧ d̂ui ∧ . . . ∧ dun
= −

∫
D
nHt0ft0dSt0 .

A ultima igualdade decorre do fato que Tt0 ≡ 0 em ∂D, devido X ser uma

variação que fixa o bordo. Em particular, para t0 = 0,

A′D(0) = −
∫
D

nHfdS.

Portanto D é um ponto cŕıtico para o funcional área se, e somente se,

a curvatura média H é identicamente nula. O que motiva a definição de

superf́ıcie minima, a qual exige que a hipersuperf́ıcie possua curvatura média

nula.

Agora definemos a função volume. Seja X : (−ε, ε) ×Mn → M
n+1

(c),

ε > 0, uma variação da imersão x : Mn → M
n+1

(c), onde M
n+1

(c) é uma

variedade Riemanniana com curvatura seccional c (confira Definição 1.36).

O volume de VMn(t) da variação X é definido por

VMn(t) =

∫
[0,t]×Mn

X∗dM. (2.12)
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2.1 Fórmula para Primeira Variação da Área e Volume

Aqui dM é o elemento de volume na variedade M
n+1

(c) e X∗dM é o pull-back

da forma volume de M para (−ε, ε) ×M , quando M
n+1

(c) = Rn+1, temos

que a função volume V : (−ε, ε) → R do domı́nio relativamente compacto

D ⊂Mn é dada por

VD(t) =

∫
[0,t]×D

dx1...dxn+1

=
1

n+ 1

∫
[0,t]×D

div(x1e1 + . . .+ xn+1en+1)dx1 . . . dxn+1

=
1

n+ 1

∫
∂D

〈xt, Nt〉dSt, (2.13)

a última igualdade foi obtida através do Teorema da Divergência 1.8.

Dizemos que uma variação preserva volume, se VD(t) = VD(0), para todo

t ∈ (−ε, ε).
Vejamos agora a primeira variação do volume.

Lema 2.5. Para toda variação X : (−ε, ε) × D → Rn+1 que fixa o bordo,

temos

V ′D(t)|t=0 =

∫
D

fdS, (2.14)

onde f =

〈
∂X

∂t
(0, p), N

〉
.

Demonstração. Fixe p ∈ Mn e considere e {e1, . . . , en} um referencial or-

tonormal numa vizinhança V de x(p). Como X∗dM é uma forma volume,

existe uma função b : (−ε, ε)×D → R, satisfazendo

X∗dM = b(t, p)dt ∧ dS.

Assim,

b(t, p) = X∗dM

(
∂

∂t
, e1, . . . , en

)
= dM

(
∂X

∂t
, dxte1, . . . , dxten

)
=

〈
∂X

∂t
(t, p), N(t, p)

〉
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2.2 Estabilidade

Usando o Teorema de Fubini 1.11, segue que,∫
[0,t]×D

b(t, p)dt ∧ dS =

∫
[0,t]

(∫
D

b(t, p)dS

)
dt.

Derivando a formula do volume, (2.12), em t = 0, temos,

V ′D(0) =
d

dt

∫
[0,t]×D

X∗dM |t=0

=
d

dt

∫
[0,t]

(∫
D

b(t, p)dS

)
dt|t=0

=

∫
D

b(t, p)dS|t=0

=

∫
D

〈
∂X

∂t
(t, p), N

〉
dS|t=0

=

∫
D

fdS.

2.2 Estabilidade

Antes de apresentarmos a definição de Estabilidade proposta por Do Carmo

e J. L. Barbosa enunciamos o seguinte resultado.

Teorema 2.6. Uma condição necessária e suficiente para que o funcional

área A(xt) tenha valor cŕıtico em t = 0 para toda a variação xt que preserva

volume e deixa o bordo fixo é que a superf́ıcie imersa x0 tenha curvatura

média H constante.

Observamos que a condição suficiente pode ser obtida combinando o Te-

orema 2.4 e o Lema 2.5. Já a condição necessária segue da idéia de demons-

tração do Lema 3.3 que veremos no próximo caṕıtulo.

Problemas variacionais do tipo acima são chamados problemas isope-

rimétricos. Um procedimento padrão para determinar os pontos cŕıticos des-

tes problemas é, em analogia com os multiplicadores de Lagrange, procurar
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2.2 Estabilidade

os pontos cŕıticos da função J , dada por

J(t) = A(t) + λV (t)

onde λ é constante e as variações xt de x possuem suporte compacto.

No entanto, quando calcularmos a segunda variação, os dois problemas

não estão distantes de uma certa equivalência. Tal fato tinha sido indicado

no texto clássico Calculus of Variations, veja [11]. Quando λ = nH, os

pontos cŕıticos para ambos os problemas são os mesmos. Assim é posśıvel

encontrar uma relação entre eles da seguinte forma: A′′(0) ≥ 0 para variações

de suporte compacto se, e somente se, J ′′(0) ≥ 0 para variações de suporte

compacto e que satisfazem a hipótese adicional de ter média zero, isto é,∫
Mn

fdM = 0

onde f é a componente normal do vetor variacional. Veja Proposição 2.7 de

[1].

A definição de estabilidade, que será usada neste trabalho, está associada

ao fato da segunda variação A′′(0) ser não negativa para variações de suporte

compacto, qual seja:

Definição 2.7. Sejam x : Mn → Rn+1 uma imersão com curvatura média

constante e D ⊂ Mn um domı́nio relativamente compacto com bordo suave

∂D. O domı́nio D será dito estável, se A′′D(0) ≥ 0 para toda variação que

preserva volume e fixa o bordo. Dizemos que x é uma imersão estável, se

qualquer D ⊂Mn é estável.

Pelas considerações acima, temos que, para uma imersão x com curvatura

média constante não-nula ser estável, basta que J ′′(0) ≥ 0 para variações de

suporte compacto que satisfazem a condição de média zero. Com a nossa

definição a esfera Sn ⊂ Rn+1 é estável, como demonstraremos no Cápitulo

3. Além disso, com esta definição, o “limite” de estabilidade de um cilindro

circular concorda com resultados obtidos experimentalmente com peĺıculas
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2.2 Estabilidade

de sabão sobre uma diferença de pressão constante, veja exemplo (2.17) de

[1] e D’Arcy Thompson [10], p. 379).

Podeŕıamos definir estabilidade somente pela condição J ′′(0) ≥ 0 para va-

riações com suporte compacto, no entanto esferas não seriam estáveis, confira

observação (2.15) de [1] e o limite de estabilidade do cilindro circular seria

metade do esperado.

Neste trabalho a hipótese de média zero é fundamental porém, em Mori

[9], podemos encontrar uma definição de estabilidade sem usar a condição de

média zero.

Observamos que, em [13], Hsiang, Teng e Yu apresentaram exemplos de

hipersuperf́ıcies não esféricas x : Mn → Rn+1, n > 2, que tem curvatura

média constante. Então, pelo resultado principal, estas imersões são exem-

plos de hipersuperf́ıcies não-estáveis.
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Caṕıtulo 3

Desigualdade Isoperimétrica

Neste caṕıtulo discorreremos sobre um problema clássico do Cálculo Va-

riacional, a Desigualdade Isoperimétrica. Esse problema, no caso clássico, de

curvas no plano, afirma que, dentre todas as curvas planas fechadas e simples

com o mesmo comprimento, aquela que limita a maior área é a circunferência.

Veremos aqui a desigualdade para este caso e o caso em Rn. A partir deste

ultimo caso provaremos que a esfera é estável. Restando ao caṕıtulo 4 provar

apenas uma direção do Teorema de Estabilidade de Barbosa e do Carmo.

3.1 O Caso Clássico: Curvas no Plano

Inicialmente vejamos como provar a desigualdade isoperimétrica clássica.

Se C é uma curva suave fechada simples dada parametricamente por (x(t), y(t)),

t ∈ [a, b] então, o seu comprimento de arco L pode ser expresso como

L =

∫ b

a

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt. (3.1)

A área A englobada por C pode também ser expressa, através do Teorema

de Green 1.10, por uma integral de linha

A = −
∫
C

ydx = −
∫ b

a

y
dx

dt
(3.2)
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3.1 O Caso Clássico: Curvas no Plano

em que a orientação determinada por C pode ser assumida positiva no que

diz respeito ao seu interior. Um pouco de experimentação revela que ha-

bituais desigualdades integrais vão pelo caminho errado, dando um limite

superior para L2, então somos levados ao simples artif́ıcio de introduzir um

parâmetro especial, a fim de eliminar a raiz quadrada na integral (3.1). Qual-

quer múltiplo do parâmetro s do comprimento de arco serve. O mais ade-

quado é t = 2π
L
s, conforme veremos no lema 3.1. Assim

x(s(t)) = x

(
L

2π
t

)
⇒ dx

dt
=
dx

ds
· ds
dt

=

(
L

2π
· dx
ds

)
,

o mesmo vale para y(s(t)), logo,

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

=
L2

4π

((
dx

ds

)2

+

(
dy

ds

)2
)

=

L2

4π
. Então

∫ 2π

0

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
]
dt =

∫ 2π

0

(
ds

dt

)2

dt =
L2

2π

e

L2 − 4πA = 2π

∫ 2π

0

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
]
dt+ 4π

∫ 2π

0

(
y
dx

dt

)
dt

= 2π

∫ 2π

0

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+ 2y
dx

dt

]
dt

= 2π

∫ 2π

0

(
dx

dt
+ y

)2

dt+ 2π

∫ 2π

0

[(
dy

dt

)2

− y2

]
dt (3.3)

O primeiro termo sobre a direita de (3.3) é não negativo. Resta-nos provar

que ∫ 2π

0

(
dy

dt

)2

dt ≥
∫ 2π

0

y2dt (3.4)

A desigualdade (3.4), chamada Desigualdade de Wirtinger, não pode ocor-

rer para uma função arbitrária y(t), pois falha quando y(t) é uma constante

diferente de zero. No entanto, tem-se o seguinte resultado clássico. (Para

uma história deste resultado, e uma discussão da sua atribuição habitual, “A
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3.1 O Caso Clássico: Curvas no Plano

desigualdade de Wirtinger,” veja [34]). Antes, porém, de enunciar o resul-

tado citado acima, note que a escolha de t = 2π
L
s garante que y tenha peŕıodo

2π e isso nos permite aplicar o lema abaixo.

Lema 3.1. Se y(t) é uma função suave com peŕıodo 2π, e se
∫ 2π

0
y(t)dt = 0,

então(3.4) ocorre, com igualdade se e somente se y = a cos t+ b sin t.

Demonstração. Seja

y(t) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnt+ bnsennt),

a expansão de y em série de Fourier. Como y é uma função de suave, então

y′ é uma função cont́ınua. Dáı,

y′(t) ∼
∞∑
n=1

(nbn cosnt− nansennt).

Agora calcularemos o valor da integral

∫ 2π

0

y(t)dt :

∫ 2π

0

y(t)dt =

∫ 2π

0

(
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnt+ bnsennt)

)
dt

=

∫ 2π

0

a0

2
dt+

∫ 2π

0

(
∞∑
n=1

(an cosnt+ bnsennt)

)
dt. (3.5)

Como,

∫ 2π

0

(
∞∑
n=1

(an cosnt+ bnsennt)

)
dt = 0, ,

∫ 2π

0

a0

2
dt = πa0, e por

hipótese,

∫ 2π

0

y(t)dt = 0. Segue que a0 = 0. Assim a função y se reduz a:

y(t) ∼
∞∑
n=1

(an cosnt+ bnsennt)

Usando agora a formula de Parseval (1.12), temos:

1

π

∫ 2π

0

y(t)2dt =
∞∑
n=1

(a2
n + b2

n), (3.6)
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3.1 O Caso Clássico: Curvas no Plano

1

π

∫ 2π

0

y′(t)2dt =
∞∑
n=1

n2(a2
n + b2

n). (3.7)

Logo, por (3.6) e (3.7), vale

∫ 2π

0

y′(t)2dt−
∫ 2π

0

y(t)2dt =
∞∑
n=1

πn2(n2 − 1)(a2
n + b2

n) ≥ 0.

E a igualdade so ocorre se an = bn = 0 para qualquer n > 1. Então, a função

y se reduz simplesmente a y(t) = a cos t+ bsen t.

Para uma referência para essa discussão veja o livro de Hardy, Lillewood,

e Pólya [32].

Para aplicar o lema de Wirtinger 3.1 ao nosso caso, nos precisamos so-

mente observar que a hipótese
∫ 2π

0
y(t)dt = 0 pode sempre ser satisfeita.

Como não estamos interessados na localização da curva no espaço, mas

sim, no seu comprimento e area que a mesma engloba, podemos fazer es-

colha de coordenadas adequadas, especificamente, escolher o eixo x para

passar sobre o centro de gravidade da curva C, por exemplo, fazendo y(s) =

y(s)− 1
2π

∫ 2π

0
y(s)ds teremos

∫ 2π

0
y(s)ds = 0. Então, pelo lema 3.1, ambos os

termos da direita de (3.3) são não negativos, dando

L2 ≥ 4πA (3.8)

A igualdade ocorre em (3.8) somente se ambos termos do lado direito em

(3.3) zeram, e usando o lema 3.1 se ver que y(t) = a cos t + bsen t e, por

dx
dt

+ y = 0, x(t) = asen t− b cos t. Logo C deve ser um circulo.

É interessante notar que esta prova não usa em parte alguma a hipótese

que C é simples. A desigualdade (3.8) vale para uma curva suave fechada

arbitrária, onde L e A estão definidos por (3.1) e (3.2). De fato, se tem:

Lema 3.2. A desigualdade de Wirtinger (Lema 3.1) é equivalente a afirmação

de que a desigualdade isoperimétrica (3.8) ocorre para toda curva fechada
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3.1 O Caso Clássico: Curvas no Plano

suave, com igualdade somente para um circulo, onde L e A em (3.8) estão

definidos por (3.1) e (3.2).

Demonstração. Já vimos que com a desigualdade de Wirtinger (3.2) temos

válido a desigualdade isoperimétrica (3.8), provemos agora a outra direção.

Considere y(t) uma função suave com peŕıodo 2π, satisfazendo
∫ 2π

0
y(t)dt = 0

(isto é, considere y satisfazendo as hipóteses do Lema 3.1). Defina x(t) =

−
∫ t

0
y(τ)dτ . Então x(t + 2π) − x(t) = −

∫ t+2π

t
y(τ)dτ = 0. Segue que x

também tem peŕıodo 2π e o par (x(t), y(t)) define uma curva fechada suave.

Seu comprimento L, fazendo g(t) =

√(
dx
dt

)2
+
(
dy
dt

)2
e f ≡ 1 na desigualdade

de Schwarz (Desigualdade de Holder 1.14 p = 2), satisfaz

L2 =

∫ 2π

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

2

≤ 2π

∫ 2π

0

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
]
dt. (3.9)

Assim, usando (3.2) e (3.8) dá

0 ≤ L2 − 4πA = 2π

∫ 2π

0

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
]
dt+ 4π

∫ 2π

0

(
y
dx

dt

)
dt

≤ 2π

∫ 2π

0

(
dx

dt
+ y

)2

dt+ 2π

∫ 2π

0

((
dy

dt

)2

− y2

)
dt. (3.10)

O primeiro termo da direita zera pela definição de x(t), e assim (3.10)

reduz a desigualdade de Wirtinger (3.4), aqui finaliza uma parte da demons-

tração. Resta ver que a igualdade ocorre se, e somente se, y = a cos t+b sin t.

Para a igualdade ocorrer em (3.10) basta que ocorra em (3.9), o que

somente acontece se (
ds

dt

)2

=

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

≡ C2.
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3.2 Domı́nios em Rn

Por (3.1) segue que L = 2πC e logo ds
dt

= L
2π
.

Como a curva deve ser um circulo, segue, usando
∫ 2π

0
y(t)dt = 0, que y(t)

é da forma y = a cos t+ b sin t. Isto prova o lema.

A pergunta obvia é se a quantidade A em (3.2) tem algum significado

geométrico, no caso de uma curva C com autointerseções. O complemento

de C consiste de um numero de componentes Dk, e com respeito a cada

domı́nio Dk, C tem numero de enrolamento nk (com sinal) bem definido.

Então a expressão (3.2) tem,a interpretação A =
∑
nkAk, onde Ak é área

(no sentido usual) do domı́nio Dk (veja Radó [28], ou [30]). Assim, a prova

dada acima para (3.8) mostra que para uma curva fechada arbitrária se tem

L2 ≥ 4π
∑
k

nkAk, (3.11)

e o Lema3.2 diz que esta desigualdade para todos as curvas é equivalente a

desigualdade de Wirtinger. Atualmente um resultado mais forte é válido, a

saber

L2 ≥ 4π
∑
k

|nk|Ak. (3.12)

Note que para curvas com laços simétricos (∞ por exemplo), o lado direito

de (3.11) é nulo, enquanto (3.12) da a soma de areas em cada loop.

A desigualdade (3.12) foi provada por Radó [29](seção 4.6). Ela também

aparece como um caso especial de desigualdade isoperimétrica dada por Fe-

derer e Fleming [16] em seu fundamental artigo sobre corrente integrais e

normais (Corolário 6.5 e Observação 6.6, p. 487).

3.2 Domı́nios em Rn

O problema isoperimétrico em Rn é minimizar a área superficial entre

todos domı́nios contendo dado volume, ou equivalentemente, maximizar o

volume entre todos domı́nios cuja superf́ıcie fronteira tem área (n − 1)-

dimensional fixada. A solução em ambos os casos é o domı́nio limitado
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3.2 Domı́nios em Rn

pela esfera. No entanto para n > 2 não existem provas que aproximam da

simplicidade da que se deu para domı́nios planos.

Talvez a abordagem mais direta assumindo-se trabalhar com fronteiras

suaves, é tentar utilizar os métodos do cálculo variacional. Considere, por

exemplo, um domı́nio D em R3 limitado por uma superf́ıcie suave S. Seja

f : S → R uma função de valores reais suave sobre S, e seja St a superf́ıcie

obtida por deslocar cada ponto de S pelo vetor tfN , onde N é o campo

normal exterior unitário a S. Se A(t) é a área de St e V (t) é o volume

englobado por St então as fórmulas para primeira variação, como visto no

Caṕıtulo 2, são:

A′(0) = −3

∫
S

f H dA (3.13)

V ′(0) =

∫
S

f dA (3.14)

Onde H é a curvatura média de S com respeito ao normal N . Agora se

existir uma função f tal que V ′(0) = 0 e A′(0) 6= 0, então uma homotetia

com fator
(

V
V (t)

) 1
3

transforma a superf́ıcie St numa superf́ıcie Ŝt limitando um

volume V constante (veja (4.5)) e tendo área superficial Â(t) que para todo

pequeno valor de t será ou estritamente maior que ou estritamente menor que

A, dependendo do sinal de t (veja (4.4)). Assim, para a superf́ıcie original

S ter área minima entre todas superficies limitando mesmo volume V , deve

ser verdade sempre que
∫
S
fdA = 0, e também

∫
S
f H dA = 0. Segue então

que H deve ser constante sobre S. A saber, se H tiver valores diferentes em

dois pontos então se pode escolher f para ser zero exceto sobre pequenas

vizinhanças de cada ponto, e ter sinais opostos sobre essa vizinhança de tal

maneira que
∫
S
fdA = 0, mas

∫
S
fHdA > 0. A correspondente variação teria

o efeito geométrico de arredondar a superf́ıcie S, no sentido que ela iria puxar

a superf́ıcie no ponto em que a curvatura média fosse maior, e empurrar para

fora de uma quantidade praticamente igual no ponto onde ela foi menor. Isso

deve preservar o volume, mas diminuir a área superficial.

A conclusão deste argumento é portanto.
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Lema 3.3. Se uma superf́ıcie S tem área minima entre todas superf́ıcies que

limitam o mesmo volume, então a curvatura média de S deve ser constante.

Utilizando ainda o argumento acima, podemos concluir que se A′(0) = 0

para toda variação que fixa o bordo e volume então H(x0) é constante em

(2.6).

O Lema (3.3) despertou a seguinte pergunta, “É uma superf́ıcie de cur-

vatura média constante necessariamente uma esfera?” Esta questão tem

uma longa e interessante historia. Tem uma contrapartida f́ısica na questão

“pode uma bolha de sabão ter outra forma se não a esfera?” As proprie-

dades f́ısicas da peĺıcula de sabão tem como consequência que a curvatura

média da peĺıcula em cada ponto é proporcional a diferença de pressão do ar

nos dois lados. Assim, uma bolha de sabão deve ter uma curvatura média

constante determinada pela diferença de pressão sobre interior e exterior. A

justificativa f́ısica para isso é a equação de Laplace-Young, em homenagem

ao matemático francês Pierre Simon Laplace (1749-1827) e o f́ısico Inglês

Thomas Young (1773-1829), que afirma que a diferença de pressão entre os

dois os lados de uma peĺıcula ou de uma bolha é dado pelo produto da tensão

superf́ıcial e a curvatura média da superf́ıcie formada.

O primeiro resultado para essa pergunta obtido foi devido a Liebmann

[27] em 1900. Ele mostrou que se uma superf́ıcie, estritamente convexa (1.2),

compacta em R3 tem curvatura média constante, então ela deve ser a esfera.

Vale a pena observar aqui que a diferença entre problemas isoperimétricos

em duas dimensões e em dimensões mais altas é que em duas dimensões o

resultado para domı́nios convexos implica imediatamente o resultado geral.

Isto é, dado um domı́nio não convexo no plano, seu casco convexo (1.1) tem

maior área do que o domı́nio original e menor comprimento de fronteira. Por

outra lado, para certos domı́nios não convexos em R3, tais como aqueles com

um pico acentuado exterior, o casco convexo tem ambos maior volume e área.

Retornando ao problema das superf́ıcies de curvatura média constante,

44



3.2 Domı́nios em Rn

Heinz Hopf [26] em 1951 provou uma versão mais forte do Teorema de Li-

ebmann em que não era necessário a hipótese de convexidade, e de fato a

superf́ıcie poderia até possuir auto interseções. O único requisito é que a

superf́ıcie deveria ser definida por um mapa regular de uma 2-esfera em R3.

A. D. Aleksandrov [25] em 1958 generalizou o Teorema de Liebmann em uma

direção diferente. Usando um argumento geométrico engenhoso ele mostrou

que qualquer superf́ıcie de curvatura média constante sem hipóteses sobre seu

tipo topológico, deve ser uma esfera. Por outro lado, não foi permitido ter a

superf́ıcie auto-interseção. Num artigo mais tarde [24], Aleksandrov genera-

lizou seu trabalho de varias maneiras, incluindo a admissão de determinadas

superf́ıcies com auto interseções.

Apenas em 1977 uma prova puramente anaĺıtica do teorema de Alek-

sandrov foi obtida por Reilly [23], [?]. Ao contrário do método de prova de

Hopf, que usa argumentos de variáveis complexas e é válida somente para su-

perf́ıcies dois-dimensionais, ambas provas de Reilly e Aleksandrov valem para

hipersuperf́ıcies de curvatura média constante em Rn para n ≥ 3. Como os

argumentos variacionais dado acima estendem imediatamente a dimensões ar-

bitrárias, e uma vez que as superf́ıcies consideradas são fronteiras de domı́nios

e, portanto, livre de auto-interseções, chega-se ao seguinte resultado: Supo-

nha que uma hipersuperf́ıcie S em Rn tem área (n−1) - dimensional mı́nima

entre todas as superf́ıcies que englobam o mesmo volume. Então, ela deve

ter curvatura média constante e, portanto, ser uma esfera.

À primeira vista isso pode parecer resolver o problema isoperimétrico em

dimensões altas. No entanto, ele acaba por ser, essencialmente, um forte

teorema de unicidade. Nenhuma outra superf́ıcie se não uma esfera pode ter

área mı́nima entre todas aquelas que envolvem o mesmo volume. O que está

faltando é um teorema de existência afirmando que existe realmente alguma

superf́ıcie de área minima. Exatamente a mesma objeção se aplica a muitos

argumentos geométricos engenhosos de Steiner para mostrar a propriedade

isoperimétrica do ćırculo e da esfera. (Para uma discussão sobre esta questão,
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ver Caṕıtulo X do livro de Pólya [22]). A falta de um teorema de existência

era explicitamente indicado por H. A. Schwarz [20], que passou a dar a pri-

meira prova completa da desigualdade isoperimétrica em R3. Não iremos no

entanto, seguir esta linha mais longa, faremos uma abordagem inteiramente

diferente para o problema.

Em primeiro lugar, uma observação geral. Se começarmos com uma fron-

teira relativamente suave, adicionando “pertubações” isso terá muito pouco

efeito sobre o volume englobado, mas vai aumentar grandemente a área da

superf́ıcie. Assim, tem-se uma situação um pouco irônica que quanto mais

irregular a fronteira, mais forte será a desigualdade isoperimétrica, mas isto

é dif́ıcil provar. O fato é que a desigualdade isoperimétrica ocorre com maior

generalidade que se possa imaginar, mas é preciso definições adequadas para

mencioná-las.

No caso de duas dimensões, não há nenhum problema. Se a curva fron-

teira é não retificável, então podemos definir L =∞, e a desigualdade ocorre

de modo trivial. Se, por outro lado, é retificável, então, pela própria de-

finição de retificabilidade, seu comprimento é o limite dos comprimentos de

aproximação de poĺıgonos, e pode-se obter a desigualdade isoperimétrica no

caso mais geral do caso especial de poĺıgonos.

Em dimensões altas, complicações de ordem completamente diferente

podem surgir. Existem muitas definições diferentes de área de superf́ıcie,

adequadas para vários propósitos, e, embora todas elas concordem para su-

perf́ıcies suficientemente suaves, elas podem muito bem dar valores diferentes

em circunstâncias menos comuns. Este problema é particularmente cŕıtico

no cálculo das variações, uma vez que, a fim de se obter uma solução, nor-

malmente se quer assumir a menor regularidade posśıvel para começar, e

então, mostrar que é a suavidade uma consequência de alguma propriedade

extremal. É somente através da análise das consequências de uma determi-

nada definição de área de superf́ıcie que se pode decidir sua adequação ou

“correção”. A validade da desigualdade isoperimétrica é, de fato, um critério
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que tem sido utilizado. Veja, em particular, o artigo de Besicovitch [18], [19]

e Radó [29]; também Radó [30](p. 560) que discorrem sobre o assunto.

A noção que é mais adequado para os nossos objetivos é a do conteúdo

de Minkowski. A fim de defini-la, devemos assumir que temos uma noção

bem definida do volume de conjuntos abertos em Rn, sendo a mais obvia

a Medida de Lebesgue n-dimensional (veja o livro do Bartle [35] (p. 144)).

Vamos usar a seguinte notação:

V (A) = volume do conjuntoA

Bn
r (a) = {x ∈ Rn; |x− a| < r} Sn−1

r (a) = {x ∈ Rn; |x− a| = r}

Bn
r = Bn

r (0) Sn−1
r = Sn−1

r (0)

wn = V (Bn
1 (0))

Além disso, dado um conjunto arbitrário E, defina

Er = {x ∈ Rn : ∃ y ∈ E, |x− y| < r}.

Assim Er é um conjunto aberto consistindo de todos os pontos que distam

menos que r de E: um espaçamento ou domı́nio tubo sobre E.

Para qualquer inteiro k, 1 ≤ k ≤ n− 1, defina

Mk(E) = lim inf
r→0

V (Er)

wn−krn−k
. (3.15)

Mk(E) é chamado o conteúdo Minkowski k-dimensional de E. Mais precisa-

mente, ele deve ser chamado de “menor conteúdo de Minkowski k-dimensional

exterior,” mas nós vamos optar pela informalidade. Para uma discussão

completa de suas propriedades, e uma prova de que, em circunstâncias fa-

voráveis seu valor coincide com o obtido de toda uma série de outras de-

finições, referimo-nos ao livro de Federer [15] [3.2.37, 3.2.39, e 3.2.26].

Das propriedades elementares de volume, segue-se de V (Bn
1 ) = wn que

V (Bn
r ) = wnr

n. (3.16)
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Assim, o denominador na definição de Mk(E) é o volume de uma esfera de

raio r em Rn−k. Se pensarmos E como sendo uma variedade k-dimensional,

então, pode-se pensar nesta bola situada no espaço afim (n− k)-dimensional

perpendicular ao plano tangente k-dimensional a E em cada ponto, e a de-

finição de Mk(E) baseia-se na idéia de que, para r pequeno, o volume do

domı́nio tubo Er é aproximadamente igual à medida de E vezes a “área

transversal” perpendicular à E. Vamos testar a definição para calcular a

área da superf́ıcie da esfera Sn−1
r . Se E = Sn−1

r , então, para 0 < ρ < r,

Eρ = Bn
r+ρ −Bn

r−ρ, e

V (Eρ) = wn(r + ρ)n − wn(r − ρ)n

= wn
(
rn +

(
n
1

)
rn−1ρ+

(
n
2

)
rn−2 + · · ·+

(
n
n−1

)
r1ρn−1 + ρn

−
(
rn −

(
n
1

)
rn−1ρ+

(
n
2

)
rn−2 − · · ·

) )
= wn

(
2nrn−1ρ+ 2

(
n
3

)
rn−3ρ3 + · · ·

)
.

Assim

Mn−1(Sn−1
r ) = lim inf

ρ→0

V (Eρ)

w1ρ
= lim inf

ρ→0

2ρwn(nrn−1 +
(
n
3

)
rn−3ρ2 + · · · )

w1ρ

= nwnr
n−1, (3.17)

pois w1 = 2.

Disto nos conclúımos que se D é a bola Bn
r , então por (3.16) e (3.17), seu

volume V e sua área A são dadas por

V = wnr
n, A = nwnr

n−1

segue que

An = nnwnV
n−1. (3.18)

Sabendo que a esfera tem área minima entre as superf́ıcies que englobam o

mesmo volume, temos que a desigualdade isoperimétrica para domı́nios em
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Rn afirma, que se D é um domı́nio arbitrário em Rn, o seu volume V e a área

da superf́ıcie A estão relacionados por:

An ≥ nnwnV
n−1, (3.19)

com igualdade se e somente se D = Bn
r (a) para algum r e a.

De acordo com a nossa discussão acima, a quantidade A em (3.19) é

entendida ser Mn−1(S), em que S é a fronteira de D. Note que nenhuma

hipótese de regularidade é feita sobre S.

Uma prova mais curta da desigualdade isoperimétrica pode ser obtida

usando a desigualdade de Brunn-Minkowski:

[V (A+B)]
1
n ≥ [V (A)]

1
n + [V (B)]

1
n , (3.20)

para dois conjuntos A, B, em Rn, onde a soma de dois conjuntos é definida

por

A+B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}.

Por exemplo, o conjunto Er dado na definição de conteúdo Minkowski pode

ser escrito como

Er = E +Bn
r .

Considere agora um domı́nio D arbitrário em Rn. Seja E sua fronteira e seja

Dr = D + Bn
r . Então, por (3.20), (3.16) e binômio de Newton, definindo

V (D) = V ,

V (Dr) ≥ (V (D)
1
n + V (Bn

r )
1
n )n = (V

1
n + (wnr

n)
1
n )n ≥ V + nV

n−1
n w

1
n
n r

e
(V (Dr)− V (D))

r
≥ nw

1
n
n V

(n−1)
n

que é a desigualdade isoperimétrica (3.19).

Para obter detalhes completos deste argumento, bem como uma prova da

desigualdade de Brunn-Minkowski, indicamos o livro de Federer [15] [3.2.41,

3.2.43].
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3.2 Domı́nios em Rn

Conclúımos com várias observações. Primeiro, notemos que a forma ge-

neralizada da desigualdade isoperimétrica para curvas com auto-interseção,

também se estendem às superf́ıcies com auto-interseções. Se S for um tal

superf́ıcie em Rn, o seu complemento será um número de domı́nios Dk com

respeito ao qual S tem um ı́ndice nk bem definido. Se Vk é o volume de Dk

e A a área de S, então, (3.12) generaliza para

An ≥ nnwn

[∑
|nk|Vk

]n−1

(3.21)

Para n = 3, (3.21) é provada por [29](seção 4.7) enquanto que para n ar-

bitrário ela segue de Federer e Fleming [16] [p. 487].

Em seguida notemos a importância de uma desigualdade adicional:

M =

∫
S

H (3.22)

que surge como primeira variação da área para uma famı́lia de superficies

paralelas a S, como se ver para h ≡ −1 em (3.13). Note que para a esfera

S2
r , H = 1

r
e M = 4πr. A relevância desta quantidade para a desigualdade

isoperimétrica foi apontada por Minkowski, que obteve duas desigualdades

para domı́nios convexos em R3

A2 ≥ 3MV (3.23)

e

M2 ≥ 4πA. (3.24)

Combinando estas duas obtemos:

A3 ≥ 36πV 2, (3.25)

que é precisamente o caso n = 3 da desigualdade isoperimétrica (3.19), pois

w3 =
4π

3
.

Observamos ainda que Pólya [21], em 1917, deu uma interpretação inte-

ressante da desigualdade de Minkowski (3.24), utilizando as noções de pro-

babilidade geométrica introduzida por Crofton.
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Finalmente, como objetivo principal do caṕıtulo, observamos a partir da

desigualdade isoperimétrica (3.19) que a esfera é estável, pois, bem entendido,

a mesma tem área minima dentre todas superficies que englobam o mesmo

volume. Sendo mais rigoroso, tomando qualquer variação que fixa bordo e

preserva volume para a imersão x : S → Rn+1, onde S é uma esfera qualquer

em Rn, teremos A′′D(0) ≥ 0 para qualquer D ⊂ S domı́nio relativamente

compacto com bordo suave.
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Caṕıtulo 4

Teorema de Estabilidade de

Barbosa e do Carmo

Neste caṕıtulo apresentaremos uma prova para o Teorema de Barbosa e

do Carmo elaborada pelo Matemático Americano, Henry Christian Wente,

publicado pelo Pacific Journal of Mathematics, em 1991. A prova consiste em

se utilizar de uma familia dois-parâmetros de imersões que preserva volume

e permite o cálculo fácil da área, através da estabilidade provaremos que a

imersão isométrica x do Teorema de Barbosa e do Carmo é uma imersão

isométrica umb́ılica (veja (1.48)), o que conclui a demonstração devido ao

resultado visto no Caṕıtulo 1, (1.49). Por fim dedicaremos uma seção para

apresentar algumas consequências do Teorema.

4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa

e do Carmo Proposta por Wente

Pelo que foi visto no Caṕıtulo 3 resta provarmos aqui somente uma direção

do Teorema de Barbosa e do Carmo, a saber, nas condições do Teorema, que

x estável implica que x(M) ⊂ Rn+1 é uma esfera redonda Sn em Rn+1.
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4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo
Proposta por Wente

Antes porém faremos uma breve introdução com intuito de fixar notação.

Vale ainda observar que a imersão que consideraremos aqui é compacta, por

isso iremos considerar variações que fixam volume somente, uma vez que a

superf́ıcie compacta não possui bordo.

Considere M uma n-variedade compacta orientada e x : M → Rn+1. Para

uma tal imersão nos calculamos a n-área A(x),

A(x) =

∫
M

dS,

onde dS é o elemento de n-área de M induzido pela imersão x. Também cal-

culamos o volume “orientado”, V (x), envolvido pela superf́ıcie imersa x(M).

Isto é dado pela formula

V (x) =
1

n+ 1

∫
M

〈x , N〉dS,

onde N é o campo vetorial normal unitário determinado pela orientação de

M e a imersão x.

Recordemos o enunciado do Teorema:

Teorema. Seja M uma n-variedade compacta orientada e x : M → Rn+1

uma imersão com curvatura média constante não nula H. Então x é estável

se e somente se x(M) ⊂ Rn+1 é uma esfera redonda Sn em Rn+1.

Demonstração. Seja x : M → Rn+1 uma imersão compacta, onde supomos

que x(M) tem curvatura média constante H. Seja xt = x+ tN uma famı́lia a

um parâmetro de superf́ıcies paralelas a x. Note que xt tem o mesmo campo

vetorial normal unitário que x, pois

∂xt
∂u

=
∂x

∂u
+ t

∂N

∂u
,

e então, 〈
N,

∂xt
∂u

〉
=

〈
N,

∂x

∂u

〉
+ t

〈
N,

∂N

∂u

〉
= 0.
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4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo
Proposta por Wente

Além disso, a área A(xt) é dada por:

A(xt) =

∫
M

n∏
i=1

(1− kit)dS, (4.1)

onde ki são as curvaturas principais de x = x0.

Demonstração. De fato, introduza coordenadas locais (u1, ..., un) com cor-

respondentes mapa x(u1, ..., un) e vetor normal N(u1, ..., un). Denote por

xi =
∂x

∂ui
e Ni =

∂N

∂ui
. A métrica sobre M induzida pelo mapa x é dado

pela matriz g = (gij) onde gij = 〈xi, xj〉 e o elemento de area para imersão é

dS =
√
|g|du1du2 · · · dun onde |g| = det(g). Para a imersão x + tN o tensor

métrico correspondente é

g̃ij = 〈(x+ tN)i, (x+ tN)j〉

= 〈xi + tNi, xj + tNj〉

= 〈xi, xj〉+ 〈xi, tNj〉+ 〈tNi, xj〉+ 〈tNi, tNj〉

= gij + 2t〈xi, Nj〉+ t2〈Ni, Nj〉

= gij − 2thij + t2γij,

aqui usamos que 〈xi, Nj〉 = 〈xj, Ni〉. hij = −〈xi, Nj〉 são componentes da

segunda forma fundamental e γij = 〈Ni, Nj〉 determinam a terceira forma

fundamental. Definimos g = (gij), h = (hij), γ = (γij) e calculamos

det(g̃) = det(g) det[I − g−1(2th− t2γ)]

Mas os autovalores de g−1(2th−t2γ) são justamente 2tki−t2k2
i onde ki são as

curvaturas principais de x. Assim, usando que 1− (2tki− t2k2
i ) = (1− kit)2,

temos,

det(g̃) = det(g) ·
n∏
i=1

(1− kit)2
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dando nos

dSt =
√
|g̃|du1du2 · · · dun =

√
|g| ·

∏n
i=1(1− kit)2du1du2 · · · dun

=
n∏
i=1

(1− kit)
√
|g|du1du2 · · · dun

=
n∏
i=1

(1− kit)dS.

O lado direito da equação (4.1) é um polinômio de grau n em t e pode

ser expandido da seguinte forma:

A(xt) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

n

a0 =

∫
dS = A(x0)

a1 = −
∫

(k1 + · · ·+ kn)dS = −nHa0

a2 =

∫
H2dS, H2 =

∑
i<j

kikj

...

ak = (−1)k
∫
HkdS, Hk =

∑
i1<···<ik

ki1ki2 · · · kik

Essa é uma fórmula conhecida. Vejamos o caso n = 3,

3∏
i=1

(1− kit) = (1− k1t− k2t+ k1k2t
2)(1− k3t)

= 1 + (−k1 − k2 − k3)t+ (k1k2 + k1k3 + k2k3)t2 + (−k1k2k3)t3.

Assim

H1 = −
3∑
i=1

ki.

H2 =
∑
i<j

kikj.

H3 = −
∑
i<j<l

kikjkl.

O resultado para n qualquer pode ser obtido por indução sobre n.
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4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo
Proposta por Wente

A outra formula chave é também bem conhecida, veja Stoker [17](p.352),

a saber
dV (xt)

dt
= A(xt) (4.2)

De fato, é suficiente provar (4.2) quando t = 0,

V (xt) =
1

n+ 1

∫
M

〈xt, Nt〉dSt =
1

n+ 1

∫
M

〈(x+ tN), N〉
n∏
i=1

(1− kit)dS.

Aqui usamos que xt tem o mesmo campo vetorial unitário que x, observado

no ińıcio da seção.

Portanto

dV (xt)

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

n+ 1

∫
M

d

dt

[
〈x+ tN,N〉

]∣∣∣∣
t=0

·
n∏
i=1

(1− kit)
∣∣∣∣
t=0

+
d

dt

[ n∏
i=1

(1− kit)
]∣∣∣∣
t=0

· 〈x+ tN,N〉
∣∣∣∣
t=0

dS

=
1

n+ 1

∫
M

[1− nH〈x,N〉]dS

=
1

n+ 1

∫
M

dS − n

n+ 1

∫
M

H〈x,N〉dS.

Assim é suficiente mostrar que

1

n+ 1
A(x0)− n

n+ 1

∫
M

H〈x,N〉dS = A(x0),

isto é,

A(x0) = −
∫
M

H〈x,N〉dS.

Visto de outra maneira, é suficiente mostrar que∫
M

(1 +H〈x,N〉)dS = 0.

Mas esta igualdade é a primeira formula de Minkowski 1.46 e segue a afirmação.

�

56



4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo
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Assim, vale:

V (xt) = v0 + v1t+ v2t
2 + · · ·+ vn+1t

n+1, (4.3)

onde v1 = a0, 2v2 = a1 = −nHa0, etc. A familia xt não preserva volume.

Para obter uma familia que preserva volume aplicaremos uma homotetia

apropriada. A saber, considere y = sxt = s(x+tN) uma familia 2-parâmetros

de imersões. Assim, procedendo de modo análogo ao que fizemos para en-

contrar dSt encontramos a forma de volume para sxt e obtemos:

A(sxt) = snA(xt) = sn(a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

n). (4.4)

V (sxt) = sn+1V (xt) = sn+1(v0 + v1t+ v2t
2 + · · ·+ vn+1t

n+1). (4.5)

Determinemos agora s = s(t) tal que V (sxt) = v0. Por uso da formula (4.5),

sn+1(v0 + v1t+ v2t
2 + · · ·+ vn+1t

n+1) = v0 ⇒

sn(t) =

(
v0

v0 + v1t+ v2t2 + · · ·+ vn+1tn+1

) n
n+1

⇒

sn(t) =

(
1 +

v1

v0

t+
v2

v0

t2 + · · ·+ vn+1

v0

tn+1

)− n
n+1

Agora usando Teorema binomial (1.3) obtemos a série para sn (precisando

termos somente sobre t2),

sn(t) = 1 +

(
− n

n+ 1

)(
v1

v0

t+
v2

v0

t2 + · · ·+ vn+1

v0

tn+1

)
+

+
n(2n+ 1)

2(n+ 1)2

(
v1

v0

t+
v2

v0

t2 + · · ·+ vn+1

v0

tn+1

)2

+ · · ·

Substituimos sn em (4.4),e chamando A(t) ≡ A[s(t)xt] encontramos

A(t) = a0 +

[
−
(

n

n+ 1

)(
v1

v0

)
a0 + a1

]
t (4.6)

+

{[
n(2n+ 1)

2(n+ 1)2

(
v1

v2

)2

−
(

n

n+ 1

)(
v2

v0

)]
a0

+

(
−n
n+ 1

)(
v1

v0

)
a1 + a2

}
t2 + · · · .
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O fato que A′(0) = 0 (pois H é constante) em (4.6) leva a

a0 + (n+ 1)Hv0 = 0⇒ v0 =
−a0

(n+ 1)H
. (4.7)

Substituindo as identidades (4.3) e (4.7) no coeficiente de t2 em (4.6) leva a

A′′(0)

2
=

[
n(2n+ 1)

2(n+ 1)2

(
a0

v0

)2

−
(

n

n+ 1

)(
−nHa0

2v0

)]
a0

+

(
−n
n+ 1

)(
a0

v0

)
(−nHa0) +

∫
M

H2dS

=

[
n(2n+ 1)

2(n+ 1)2
(n+ 1)2H2 −

(
n

n+ 1

)
n(n+ 1)

2
H2

]
a0

+

(
−n
n+ 1

)
(−(n+ 1)H)(−nHa0) +

∫
M

H2dS

=

[(
n2 +

n

2

)
H2 −

(
n2

2
H2

)]
a0 − n2H2a0 +

∫
M

H2dS

=

[
−n2H2

2
+
n

2
H2

]
a0 +

∫
M

H2dS = −
∫
M

[
n2H2

2
−H2

]
dS

= −
∫
M

[(
n2 − n

2

)
H2 −H2

]
dS =

∫
M

(n2 − n
2

)( n∑
i=1

ki
n

)2

−
∑
i<j

kikj

 dS
= − 1

2n

∫
M

(∑
i<j

(ki − kj)2

)
dS. (4.8)

A ultima igualdade em (4.8) é vista como segue:

(n− 1)n2H2 − 2nH2 = (n− 1)n2

(∑
i

ki

)2
1

n2
− 2n

(∑
i<j

kikj

)

= (n− 1)

(
n∑
i=1

k2
i

)
+ 2(n− 1)

∑
i<j

kikj − 2n
∑
i<j

kikj

= (n− 1)

(∑
i

k2
i

)
− 2

∑
i<j

kikj

=
∑
i<j

(ki − kj)2.

Aqui usamos que, por indução, vale:(
n∑
i=1

ki

)2

=
∑

k2
i + 2

∑
i<j

kikj.
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4.2 Consequências do Teorema de Barbosa e do Carmo

Logo − 1

2n

∑
i<j

(ki − kj)2 =

(
−n2 + n

2

)
H2 +H2.

De (4.8) nos vemos que se x não é totalmente umb́ılica então A′′(0) é

negativa e a imersão é instável.

Com isto provamos que x(M) é a esfera (redonda) em Rn+1 (veja 1.49).

Finalmente, para encontrar o campo vetorial variacional para a familia

s(t)xt = s(t)[x+ tN ] diferenciamos para obter:

z =
d(sxt)

dt

∣∣∣∣∣
t=0

= s′(0)x+ s(0)N.

Mas s(0) = 1 e aplicando a regra do produto em (4.5) juntamente com a

equação para H fornecida por (4.7), temos, s′(0) = H.

segue que z = Hx + N e a componente normal é 〈z,N〉 = 〈Hx,N〉 + 1

que é a variação usada por Barbosa e do Carmo.

4.2 Consequências do Teorema de Barbosa e

do Carmo

Depois da adequada definição de hipersuperf́ıcies estáveis, dada por Bar-

bosa e do Carmo, ocorreu um grande avanço na linha de estabilidade. Dentre

os vários trabalhos que usam o artigo [1], vejamos alguns resultados.

Para o caso n = 2 o teorema de Barbosa e do Carmo esta relacionado

a pergunta levantada por Hopf se a esfera é a única superf́ıcie em R3 que

possui curvatura média constante. O teorema principal dessa dissertação diz

que uma superf́ıcie imersa em R3 compacta não esférica com curvatura média

constante não é estável, logo não pode ser produzida experimentalmente.

Como vimos no caṕıtulo 2, [13], Hsiang, Teng e Yu apresentaram exem-

plos de hipersuperf́ıcies não esféricas x : Mn → Rn+1, n > 2, que tem
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4.2 Consequências do Teorema de Barbosa e do Carmo

curvatura média constante. Então, pelo resultado principal, estas imersões

são exemplos de hipersuperf́ıcies não-estáveis.

Em 1987, veja [12], Alexandre Silveira considerou uma variedade M com-

pleta não compacta de dimensão 2 e mostrou que, se x : M → R3 é uma

imersão com curvatura média constante estável, então x(M) ⊂ R3 é um

plano.

Em [8], João Lucas Barbosa, Manfredo do Carmo e Jost Eschenburg gene-

ralizaram o Teorema de Barbosa-do Carmo, a saber, conseguiram o seguinte

resultado:

Sejam M
n+1

(c) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com cur-

vatura seccional c e x : Mn → M
n+1

(c) uma imersão de uma variedade

diferenciável Mn com curvatura média constante. Então x é estável se, e

somente se, x(Mn) ⊂M
n+1

(c) é a esfera geodésica.

Ernst Heintze, veja [14], usando estimativas do primeiro autovalor do

Laplaciano, demonstrou o Teorema de Barbosa-do Carmo no caso em que

M
n+1

= Rn+1, Hn+1.

No ano de 1991, Henry Wente, no artigo [2], deu uma prova, a que apre-

sentamos, alternativa do teorema de Barbosa e do Carmo.
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[9] H. Mori - Stable complete constant mean curvature surfaces in R3 and

H3, Transactions of the American Mathematical Society 278, Nº 2,

(1983), 671-687.

[10] D’Arcy Thompson - On growth and form, New York: Cambridge at the

University Press and The MacMillan Co 1945.

[11] O. Bolza - Vorlesungen über Variationsrechnung, Berlin-Leipzig: Teub-

ner, 1909.

[12] A. Silveira - Stability of complete noncompact surfaces with constante

mean curvature. Mathematische Annalen 277, (1987), 629-638.

[13] W. Hsiang, Z. Teng, and W. Yu - New examples of constant mean cur-

vature immersions of (2k − 1)-spheres into euclidean 2k-space, Annals

of Mathematics. 117, (1983), 609-625.

[14] E. Heintze - Extrinsic upper bounds for λ1, Mathematische Annalen 280,

(1988), 389-402.
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