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Ao professor Benedito Acióly por sua amizade, por ter compartilhado o seu conhe-

cimento comigo em diversos cursos durante a minha graduação e por ter me ajudado a

continuar estudando numa pós-graduação.
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Resumo

Provaremos o Teorema da Massa Positiva, não negatividade e rigidez, para hiperf́ıcies

gráficas, do Espaço Euclidiano, com bordo não compacto. Supondo que o gráfico seja

esfericamente simétrico, verificaremos que a massa continuará não negativa mesmo sem

supor que a curvatura escalar seja não negativa, e verificaremos que a rigidez da massa

nula é estável. Sob condições adicionais, obteremos a Desigualdade de Penrose para tais

hiperf́ıcies gráficas com bordo não compacto. Por fim, obteremos um teorema de rigidez

para hiperf́ıcies semi-Einstein minimizantes de volume, o qual é uma generalização dos

teoremas de Bray-Brendle-Neves, [8], e Barros et al., [5].
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Abstract

We’ll proof the Positive Mass Theorem, non negativity and rigidity, for graphical hy-

persurfaces, of the Euclidean Space, with non compact boundary. Supposing spherically

symmetric graphical, we’ll verify that the mass will keep non negative even without as-

suming scalar curvature non negative, and we’ll verify that the rigidity of the null mass

is stable. Under additional hypothesis, we’ll obtain the Penrose’s Inequality for such

graphical hypersurfaces with non compact boundary. Finally, we’ll obtain a theorem of

rigidity for volume-minimizing semi-Einstein hypersurfaces, wich is a generalization of the

Bray-Brendle-Neves’ Theorem, [8], and Barros et al., [5].
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Introdução

Por volta de 1950, houve muita pesquisa - no campo da Relatividade Geral - com o

objetido de entender a relação entre a densidade de energia local e a massa do espaço. Em

1960, os f́ısicos Arnowit, Deser e Misner fizeram um estudo detalhado de sistemas gravita-

cionais isolados, adotando o ponto de vista Hamiltoniano, e descobriram um importante

invariante geométrico, a massa ADM, a qual coincidia com a massa total do espaço de

Schwarzschild, a menos de uma constante. Arnowit, Deser e Misner conjecturaram que a

massa, medida ao longo de uma hiperf́ıcie tipo espaço - no espaço-tempo f́ısico - era não

negativa, e nula somente quando o espaço-tempo era vazio. Houveram diversas conjectu-

ras, muitas delas equivalentes; talvez a mais famosa destas conjecturas seja a Conjectura

da Massa Positiva:

Seja (N, g) uma 3-variedade Riemanniana, assintoticamente plana e com curvatura

escalar não negativa. Então, a massa ADM, de (N, g), será não negativa; além disso, tal

massa será nula se, e somente se, (N, g) for isométrica ao espaço Euclidiano (R3, δ).

Embora estas conjecturas tenham surgido na relatividade geral, elas tratam de fa-

tos puramente geométricos sobre variedades Riemannianas assintoticamente planas. Es-

tas conjecturas foram parcialmente provadas por diversos f́ısicos e matemáticos por um

peŕıodo de vinte anos, veja [48] para referências. De 1979 a 1981, Richard Schoen e Shing-

Tung Yau, provaram, de modo rigoroso e completo, todas as conjecturas em uma série de

artigos, [40, 41, 42, 43], nos quais eles usaram técnicas envolvendo Geometria Diferencial

e Equações Diferenciais Parciais. Schoen e Yau provaram a conjectura para variedades

de dimensão n, 3 ≤ n ≤ 7. Logo depois, em 1981, Edward Witten demonstrou, [48], a

conjectura de modo mais simples, supondo que a variedade fosse spin e tivesse dimensão

n ≥ 3. Em 2010, Mau-Kwong Lam deu uma prova simples, [28], para hiperf́ıcies gráficas
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Introdução

mergulhadas num espaço Euclidiano de dimensão n ≥ 3. Em 2014, Sérgio Almaraz, Eze-

quiel Barbosa e Levi de Lima generalizaram o Teorema provando-o, [3], para variedades

com bordo não compacto, supondo que ou a dimensão da variedade fosse n, 3 ≤ n ≤ 7;

ou que a variedade fosse spin e a dimensão fosse n ≥ 3. Um de nossos objetivos, expos-

tos nesta tese, é demonstrar o Teorema da Massa Positiva para hiperf́ıcies gráficas, com

bordo não compacto, mergulhadas num espaço Euclidiano de dimensão n ≥ 3. De modo

espećıfico, provaremos o seguinte:

Seja f : Rn
− → R uma função de classe C2 até o bordo, assintoticamente plana, sobre

Rn
−\Ω, com ordem p > n−2

2
. Seja (Rn

−, δ + df ⊗ df) o gráfico de f . Suponha que fn = 0

sobre ∂Rn
−, que S ∈ L1(Rn

−) e S ≥ 0. Suponha também que a curvatura média, H̄, do

bordo de (Rn
−, δ+df⊗df), visto como subvariedade de (Rn

−, δ+df⊗df) seja tal que H̄ ≥ 0

e H̄ ∈ L1(∂Rn
−). Então, a massa de G(f) será não negativa; além disso, ela será nula se,

e somente se, G(f) for um semiplano.

Como todo gráfico em um espaço Euclidiano é spin, o resultado acima é um caso parti-

cular do resultado apresentado em [3]; no entanto, o leitor perceberá que a demonstração

apresentada não usa a propriedade de ser spin. Assim, apresentamos uma demonstração

sem invocar a estrutura spin da variedade; isso fornece um rumo para se chegar à prova

da conjectura da Massa Positiva, a qual ainda não foi provada para dimensão n ≥ 3

qualquer.

Um caso particular surge quando supomos que o gráfico é esfericamente simétrico,

isto é, seus conjuntos de ńıveis são semi-esferas. Em 2010, Lam verificou, [28], que toda

hiperf́ıcie gráfica, assintoticamente plana, esfericamente simétrica e com bordo compacto,

possui massa ADM não negativa, mesmo quando não se supõe que a curvatura escalar

seja não negativa. Aqui, verificaremos que isto também permanece válido para hiperf́ıcies

gráficas com bordo não compacto:

Seja f : Rn
− → R uma função assintoticamente plana sobre Rn

−\Ω, esfericamente

simétrica e de classe C2, com ordem p > n−2
2

. Então, a massa do gráfico de f é não

negativa.

Suponha que tenhamos um resultado de rigidez, ou seja, temos um resultado que

caracteriza, sob certas condições, um objeto particular como sendo o único que possue

uma propriedade espećıfica. Uma questão que geralmente surge após a obtenção de um

tal resultado, é procurar saber se tal rigidez é estável, isto é, se você tem uma sequência
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Introdução

de objetos cujas propriedades estão convergindo para aquela propriedade caracterizante,

será que os objetos estão convergindo para aquele objeto particularmente caracterizado?

Antes de tudo, para tratar esta questão, precisaremos definir de qual maneira mediremos

a convergência dos objetos. Medir a convergência de variedades não é uma tarefa simples,

para isso, definiremos a Distância Plana Intŕınseca, a qual fornece uma noção de distância

entre duas variedades Riemannianas. Esta noção mede a distância entre dois espaços

de corrente integral que possuem a mesma dimensão. Estes espaços e esta distância

foram primeiramente anunciados por Cristina Sormani e Stefan Wenger, no Festival de

Geometria em 2009. O desenvolvimento, detalhado, destas noções foi publicado em 2011,

veja [46]. Não entraremos em detalhes sobre estas noções, já que isso é da alçada da

Teoria Geométrica da Medida. Em 2011, Dan Lee e Cristina Sormani provaram, supondo

bordo compacto e outras condições, que a rigidez da massa ADM nula é estável, veja [29].

Utilizando o teorema deles, verificaremos que a rigidez da massa nula também é estável

para hiperf́ıcies gráficas esfericamente simétricas, com bordo não compacto:

Sejam fj : Rn
− → R, j ∈ N, esfericamente simétricas e de classe C2. Fixe uma

área A0 e escolha pj ∈ Σj, em que Σj ⊂ G(fj) é uma semi-esfera simétrica com área

voln−1(Σj) = A0/2. Se a massa dos gráficos das funções fj convergem para 0, então

(G(fj), pj) converge pontualmente para o semi-espaço Euclidiano (Rn
−, 0) no sentido plano

intŕınseco.

A Desigualdade de Penrose, em Relatividade Geral, estima a massa de um espaço-

tempo em termos da área total de seu buraco negro. Esta afirmação foi conjecturada

por Roger Penrose, em 1973, por meio de argumentos heuŕısticos, veja [36]. Um caso

particularmente importante da conjectura, é a Desigualdade de Penrose Riemanniana:

Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana assintoticamente plana, cuja curvatura es-

calar é não negativa. Denote por A, a área da superf́ıcie mı́nima extrema1, a qual pode

ser desconexa. Então,

mADM ≥
1

2

√
A

4π
.

Note que, caso não haja qualquer buraco negro, esta cojectura afirmará que a massa ADM

é não negativa; portanto, pode ser pensada como uma generalização do Teorema da Massa

Positiva. Esta conjectura foi provada, em 1997, por Gerhard Huisken e Tom Ilmanen -

1O termo usado em inglês é outermost, veja [24, 25]. Uma subvariedade mı́nima é dita ser extrema,

se ela não pode ser separada do infinito por qualquer outra superf́ıcie mı́nima compacta.
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Introdução

[24, 25] - em dimensão 3, supondo que o bordo fosse mı́nimo e conexo; a prova apresentada

por eles foi baseada no Fluxo da Curvatura Média Inversa. Mais tarde, em 1999, Hubert

Bray usou o fluxo conforme de métricas e provou a conjectura em dimensão 3, supondo

que o bordo fosse mı́nimo e com qualquer número de componentes conexas, [7]. Vários

outros resultados foram obtidos, [10, 11, 27, 28, 32, 44]. Dentre estes destacamos [28],

no qual Mau-Kwong Lam provou a desigualdade em todas as dimensões para hiperf́ıcies

gráficas com bordo compacto; e [32], onde Levi de Lima e Frederico Girão, em 2011,

forneceram fórmulas integrais para a massa ADM de hiperf́ıcies assintoticamente planas

em variedades Riemannianas com um certo tipo de estrutura de produto torcido, em uma

vizinhança do infinito; deste modo, eles estenderam o resultado obtido por Lam, para um

contexto mais amplo. Nesta tese, apresentaremos uma prova para hiperf́ıcies gráficas com

bordo não compacto, mergulhadas num espaço Euclidiano de dimensão n ≥ 3; provaremos

o seguinte:

Seja Ω ⊂ Rn
−, n ≥ 3, um conjunto aberto, limitado e cujo bordo seja suave, médio-

convexo e tal que ∂Ω ∩ ∂Rn
− = ∅. Suponha que ∂Ω seja êxtero-minimizante ou que cada

componente conexa de Ω seja estrelada. Seja f : Rn
−\Ω → R uma função de classe C2

até o bordo, assintoticamente plana, constante ao longo de cada componente conexa de

∂Ω e tal que |Df | → ∞ quando x → ∂Ω. Suponha também que fn ≥ 0 sobre ∂Rn
−,

que a curvatura escalar do gráfico seja não negativa, que a curvatura média dos bordos

compactos seja não negativa, que as curvaturas médias do bordo não compacto, visto como

subvariedade do gráfico e de ∂Rn
−, são não negativas. Então,

m(g) ≥ 1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

,

em que |∂Ω| é o (n− 1)-volume de ∂Ω.

Em 1959, Victor Topogonov provou que toda geodésica simples e fechada, γ, sobre

uma superf́ıcie bidimensional, (Σ, g), satisfaz

|γ|2 inf
Σ
K ≤ 4π2,

em que K é a curvatura Gaussiana de Σ e |γ| é o comprimento de γ; e a igualdade valerá se,

e somente se, (Σ, g) for isométrica à esfera canônica, (S2, gcan), a menos de uma constante,

veja [19, 47]. Motivados por este - clássico da Geometria - e outros resultados, [12, 9, 39];

Hubert Bray, Simon Brendle e André Neves, em 2010, provaram, [8], o seguinte:
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Introdução

Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana compacta e tal que π2(M) 6= 0. Então,

existe uma imersão f : S2 →M tal que (S2, f ∗g) é minimizante de área e

área(S2, f ∗g) min
M

RM ≤ 8π,

em que RM é a curvatura escalar de (M, g). Além disso, se a igualdade ocorrer, então o

recobrimento universal de (M, g) será isométrico ao cilindro canônico, (S2 × R, gcan), a

menos de uma constante.

Em 2015, motivados por este resultado, Abdênago Barros, Ćıcero Cruz, Rondinelle

Batista e Paulo Sousa provaram, [5], o seguinte resultado:

Seja (M, g) uma 5-variedade Riemanniana completa, com curvatura escalar positiva

e curvatura de Ricci não negativa. Seja Σ ⊂ M uma hiperf́ıcie Einstein, compacta, com

fibrado normal trivial e mergulhada de modo que Σ seja minimizante de volume na sua

classe de homotopia. Então,

vol(Σ)
1
2 min

M
RM ≤ 8

√
6π.

Além disso, se a igualdde ocorrer, então (Σ, gΣ) será isométrica a (S4, gcan) e numa vizi-

nhança de Σ, (M, g) será isométrica a ((−ε, ε)×S4, dt2 +gcan) e o recobrimento universal

de (M5, g) será isométrico a R× S4, a menos de uma constante.

Nesta tese, apresentaremos uma prova para o seguinte resultado:

Suponha n ≥ 3 e seja (M, g) uma (n + 1)-variedade Riemanniana completa, com

curvatura escalar positiva e curvatura de Ricci não negativa. Suponha que Σ ⊂ M seja

uma n-subvariedade compacta, com fibrado normal trivial e mergulhada de modo que

(Σ, gΣ), gΣ sendo induzida por g, seja minimizante de volume na sua classe de homotopia

e tal que RicΣ ≥ RΣ

n
gΣ. Então,

voln(Σ)
2
n min

M
RM ≤ n(n− 1)(ωn)

2
n ,

em que ωn é o n-volume da n-esfera cuja curvatura seccional é igual a 1 e voln é o n-

volume. Além disso, se a igualdade ocorrer, então (Σ, gΣ) será isométrica a (Sn, gcan), a

menos de uma constante, e existirá uma vizinhança de Σ, em (M, g), que será isométrica

a ((−ε, ε)×Sn, dt2 +gcan) e o recobrimento universal de (M, g) será isométrico ao cilindro

R× Sn, a menos de uma constante.

Note que isto fornece uma completa generalização para qualquer n ≥ 3, e quando

n = 4, nossa desigualdade se torna

vol4(Σ)
1
2 min

M
RM ≤ 8

√
6π.
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Além disso, Barros et al. supuseram que a hiperf́ıcie fosse Einstein e embora toda va-

riedade bidimensional seja Einstein, este é o caso do Teorema de Bray-Brendle-Neves,

aqui estamos supondo apenas que a hiperf́ıcie Riemanniana seja semi-Einstein, ou seja,

RicΣ ≥ RΣ

n
gΣ.
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Caṕıtulo 1
Teorema da Massa Positiva

Neste caṕıtulo provaremos o Teorema da Massa Positiva para hiperf́ıcies gráficas com

bordo não compacto, mergulhadas em um Espaço Euclidiano de qualquer dimensão. Na

primeira seção, trataremos de conceitos básicos tais como Variedades Assintoticamente

Planas e Massa ADM. Na segunda, discorreremos, brevemente, sobre superf́ıcies mı́nimas

e conclúımos a seção afirmando que não existe k-subvariedade mı́nima, k ≥ 1, compacta

e sem bordo em um Espaço Euclidiano. Este resultado será fundamental para a prova

do Teorema da Massa Positiva. Na terceira seção, mostraremos, sob certas condições,

que a massa é não negativa. Esta é a primeira parte do Teorema da Massa Positiva. Na

quarta seção provaremos a segunda parte do Teorema, a saber: que a massa é nula se, e

somente se, a métrica da variedade Riemanniana em evidência for a métrica Euclidiana.

Nos dois parágrafos seguintes, faremos um pequeno resumo sobre como se iniciou o estudo

das variedades assintoticamente planas e da massa ADM.

Variedades assintoticamente planas foram inicialmente estudadas pelos f́ısicos, no es-

tudo da relatividade geral. A relatividade geral modela o mundo usando uma variedade

de dimensão 4, chamada de espaço-tempo, munida com uma métrica de Lorentz, a qual

representa o campo gravitacional e além de determinar a dinâmica, ela deve satisfazer a

equação de campo de Einstein. Acontece que a solução mais famosa desta equação é a

métrica de Schwarzschild, esta métrica representa o campo gravitacional de uma part́ıcula

pontual e estática, um“buraco negro”. Sucede-se que esta última é uma métrica de Lo-

rentz (singular) sobre R4 que, quando restrita a qualquer 3-plano de tempo constante,

torna-se uma métrica assintoticamente plana de ordem 1. Como as soluções mais re-

alistas da equação de Einstein modelam sistemas gravitacionais isolados e, fisicamente,

7



1.1. Preliminares

espera-se que quando um tal sistema é observado de uma longa distância, o seu campo gra-

vitacional deve se assemelhar ao de uma massa pontual, conclúıu-se que o espaço-tempo,

modelando o sistema, deveria ser assintoticamente Schwarzschild e portanto deveŕıa ad-

mitir hiperf́ıcies do tipo espaço, as quais são variedades Riemannianas, tridimensionais e

assintoticamente planas. Este foi o contexto onde se começou a estudar as soluções para

a equação de Einstein, sobre variedades assintoticamente planas.

Um modo de se obter soluções para uma equação, é tentar aplicar um método variaci-

onal, o que significa definir um certo funcional, achar pontos cŕıticos para esse funcional

e mostrar que esses pontos cŕıticos satisfazem a equação desejada. A equação de Eins-

tein não é alheia a este método, sendo assim, um dos modos de se obter soluções para

esta equação é usar um funcional chamado Ação Integral de Hilbert, o qual envolve a

integração da curvatura escalar, de uma dada métrica, sobre a variedade. Considerando

este funcional sobre variedades assintoticamente planas, e procurando-se por métricas que

são pontos cŕıticos para este funcional, sob todas as variações - da métrica inicial - que

preservam a estrutura assintoticamente plana da variedade, encontra-se um invariante

geométrico, dado por uma integral, chamado de massa. Este nome foi adotado após os

f́ısicos Arnowitt, Deser e Misner terem feito um estudo detalhado de sistemas gravitacio-

nais isolados e descobrirem uma quantidade que era igual a este invariante geométrico e

que coincidia, a menos de uma constante, com a massa do espaço de Schwarzschild.

1.1 Preliminares

Neste caṕıtulo, nossa ferramenta mais básica será uma variedade Riemanniana com

bordo não compacto e assintoticamente plana. De modo rudimentar, podemos dizer

que uma variedade (Riemanniana com ou sem bordo) assintoticamente plana, é uma

variedade munida com uma métrica Riemanniana que se torna “plana” no “infinito”, isto

é, se denotamos a métrica por g, temos que gij(x) → δij quando x → ∞ com uma certa

“velocidade”, chamada de ordem de assintoticidade. Considere Rn
− = {x ∈ Rn | xn ≤ 0}

e B−r = {x ∈ Rn
− | ‖x‖ ≤ r}.

Definição 1.1.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana orientada e com bordo não

compacto. Diz-se que (Mn, g) é assintoticamente plana, com ordem p > 0, se existe um

subconjunto compacto K ⊂ M e um difeomorfismo ψ : M\K → Rn
−\B−1 , tal que neste

8
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sistema de coordenadas tem-se

|gij(x)− δij| = O(|x|−p),
∣∣∣∣∂gij∂xk

(x)

∣∣∣∣ = O(|x|−p−1),

∣∣∣∣ ∂2gij
∂xl∂xk

(x)

∣∣∣∣ = O(|x|−p−2).

O conjunto M∞ := M\K é chamado de fim assintótico ou apenas fim de M .

Proposição 1.1.2. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto. Suponha que F : Rn\Ω → Rm,

f(x) = (f 1(x), . . . , fm(x)), seja de classe C1 até o bordo. Seja g a métrica induzida de

Rn+m sobre G(F ). Então, (G(F ), g) é isométrica a (Rn\Ω, δ +
∑m

α=1 df
α ⊗ dfα).

Demonstração. Temos que G(F ) = {(x, F (x)) | x ∈ Rn\Ω}. Considere ψ : (Rn\Ω, δ +∑m
α=1 df

α ⊗ dfα) → (G(F ), g), ψ(x) = (x, F (x)). É claro que ψ é um difeomorfismo

de classe C1, cujo inverso é a projeção π : (G(F ), g) → (Rn\Ω, δ +
∑m

α=1 df
α ⊗ dfα),

π(x, F (x)) = x. Resta verificar que ψ∗g = δ +
∑m

α=1 df
α ⊗ dfα. Temos

ψ∗ =



1 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1

f 1
1 f 1

2 · · · f 1
n

...
...

...

fm1 fm2 · · · fmn


.

Assim, ∂i = ψ∗ei =
∑m

α=1(ei, f
α
i eα) = (ei, 0) +

∑m
α=1(0, fαi eα) é um campo coordenado

sobre G(F ) e

ψ∗g(∂i, ∂j) = g(ψ∗ei, ψ∗ej)

= g((ei, 0), (ej, 0)) + g(
m∑
α=1

(0, fαi eα),
m∑
β=1

(0, fβj eβ))

= δij +
m∑

α,β=1

fαi f
β
j δαβ

= δij +
m∑
α=1

fαi f
α
j ,

pois g = ι∗δ, isto é, g é a restrição da métrica Euclidiana de Rn+m sobre G(F ). Portanto,

os coeficientes da métrica são dados por gij = δij +
∑m

α=1 f
α
i f

α
j .

Devido à Proposição 1.1.2, a partir de agora trataremos a variedade (G(F ), g) como

sendo (Rn\Ω, δ+
∑m

α=1 df
α⊗dfα). Isto nos permitirá expressar integrais de funções que, a

priori, estão definidas sobre o gráfico, em termos de integrais cujos domı́nios de integração

são subconjuntos de Rn.

9
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Definição 1.1.3. Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto limitado. Seja F : Rn
−\Ω→ Rm, F (x) =

(f 1(x), . . . , fm(x)) uma aplicação C2. Denote por G(F ) o gráfico de F . Diz-se que F

é assintoticamente plana, com ordem p > 0, se a curvatura escalar, S, do gráfico de F

munida com a métrica de Rn+m, for uma função integrável sobre G(F ), se existe um

subconjunto compacto K ⊂ Rn tal que Ω ⊂ K e, sobre Rn
−\K, as derivadas parciais

fαi = ∂fα

∂xi
, fαij = ∂2fα

∂xi∂xj
satisfizerem

|fαi (x)| = O(|x|−
p
2 ), |fαij(x)| = O(|x|−

p
2
−1), |fαijk(x)| = O(|x|−

p
2
−2)

para todo α = 1, . . . ,m e i, j, k = 1, . . . , n.

Note que esta definição concorda com a definição para uma variedade geral, isto é,

sabendo que gij = δij +
∑m

α=1 f
α
i f

α
j , tem-se que |gij(x) − δij| = |

∑m
α=1 f

α
i (x)fαj (x)| =

O(|x|−p), |∂gij
∂xk

(x)| = |
∑m

α=1 f
α
ikf

α
j + fαi f

α
jk| = O(|x|−p−1) e | ∂

2gij
∂xl∂xk

(x)| = O(|x|−p−2).

O exemplo mais simples de uma tal variedade, é um semiplano munido da métrica

canônica. A n-variedade de Schwarzschild é a seguinte variedade Riemanniana completa

e conformemente plana (
Rn\{0},

(
1 +

m

2|x|n−2

) 4
n−2

δ

)
,

em que m é uma constante que em seguida iremos definir, chamada de massa ADM. Se

m ≥ 0, a n-variedade de Schwarzschild pode ser mergulhada isometricamente em Rn+1

como uma hiperf́ıcie suave.

Proposição 1.1.4. Denote por Br, a bola aberta em Rn, de raio r e centrada na ori-

gem. Considere a solução de Schwarzschild de massa m > 0, então cada uma das

10
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regiões exteriores à (n − 1)-hiperf́ıcie mı́nima pode ser representada como o gráfico de

h : Rn\B
(2m)

1
2n−1
→ R, em que

h(x) = C0 +
√

8m(|x| − 2m) se n = 3,

h(x) = C0 +
√

2m ln(|x|+
√
|x|2 − 2m) se n = 4,

h(x) = C0 +O(|x|2−n2 ) para |x| � 1 se n ≥ 5.

Demonstração. Veja [22], Proposição 2.6.

Podemos considerar o gráfico de h|Rn− , e assim obteremos uma variedade assintotica-

mente plana e com bordo não compacto.

Neste texto, usaremos a convenção somatória de Einstein, embora em alguns momentos

usaremos o śımbolo de somatório apenas para enfatizar os limites da soma. Também

usaremos uma v́ırgula para denotar a derivada das componentes de uma métrica, por

exemplo gij,k = ∂kgij.

A definição de assintoticidade plana para uma variedade sem bordo é análoga à De-

finição 1.1.1, neste caso, ao invés de considerar Rn
− e B−r consideramos Rn e Br = {x ∈

Rn | ‖x‖ ≤ r}, respectivamente.

Definição 1.1.5. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana sem bordo, assintoticamente

plana com ordem p > (n − 2)/2 e cuja curvatura escalar seja integrável, Sg ∈ L1(M),

define-se a massa ADM de (M, g) por

mADM = lim
r→∞

1

2(n− 1)ωn−1

∫
Sr

n∑
i,j=1

(gij,i − gii,j)νj dσr,

em que ωn−1 é o (n− 1)-volume de uma esfera unitária, Sr é a esfera coordenada de raio

r, ν é o campo normal, unitário e exterior a Sr e dσr é o elemento de volume de Sr na

carta coordenada.

Nesta definição, podeŕıamos ter considerado variedades com bordo compacto, mas por

questão de simplicidade, consideramos variedades sem bordo. Através de um rigoroso

estudo, utilizando espaços de Sobolev com peso, Bartnik generalizou o conceito de massa

e provou que ela é um invariante da métrica.

Teorema 1.1.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana sem bordo. Sejam (Φ, x) e

(Ψ, y) dois difeomorfismos que tornam (M, g) assintoticamente plana com ordens τ1 ≥ n−2
2

e τ2 ≥ n−2
2

, respectivamente. Suponha que Sg ∈ L1(M). Defina τ = min{τ1, τ2}. Então,

as massas fornecidas por (M, g,Φ) e (M, g,Ψ) são bem definidas e iguais.

11
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Demonstração. Veja [6], Teorema 4.2.

Dada uma hiperf́ıcie que é o gráfico de uma função f , sabemos que gij = δij + fifj,

assim gij,i = (δij +fifj)i = fiifj +fifij e gii,j = (1+fifi)j = 2fijfi. Portanto, gij,i−gii,j =

fiifj − fijfi. Com base nisso, temos a seguinte proposição.

Proposição 1.1.7. Seja M uma hiperf́ıcie assintoticamente plana, de ordem p > (n −

2)/2. Seja N um fim de M , o qual é o gráfico de f sobre o exterior de uma região limitada

no plano Π. A massa ADM de N é dada por

mADM =
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

1

1 + |Df |2
n∑

i,j=1

(fiifj − fijfi)
xj
|x|

dσr, (1.1)

em que Sr = {(x1, . . . , xn) ∈ Π | |x| = r}, dσr é o elemento de volume esférico padrão e

ωn−1 é o volume da (n− 1)-esfera unitária no espaço Euclidiano.

Note que o fator 1
1+|Df |2 tem pouca influência no limite acima, pois como |fi| =

O(|x|− p2 ) temos que |Df(x)| → 0 quando |x| → ∞, assim, quando |x| → ∞ temos

que 1
1+|Df |2 é quase igual a 1 sobre Sr.

Definição 1.1.8. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com bordo não compacto,

assintoticamente plana com ordem p > (n − 2)/2. Suponha que a curvatura escalar seja

integrável, Sg ∈ L1(M), e que a curvatura média do bordo de M também seja integrável,

Hg ∈ L1(∂M). A massa de (M, g) é definida por

c(n)m(g) = lim
r→∞

∫
S−r

n∑
i,j=1

(gij,j − gjj,i)(ηr)i dσr + lim
r→∞

∫
Sn−2
r

n−1∑
i=1

gni(νr)
i dσr. (1.2)

Aqui, c(n) = 2(n− 1)ωn−1 é uma constante que depende de n, S−r = {x ∈ Rn
− | ‖x‖ = r},

Rn
− = {x ∈ Rn | xn ≤ 0}, Sn−2

r = {x ∈ ∂Rn
− | ‖x‖ = r}, ηr e νr são campos vetoriais

unitários, normais e exteriores a S−r e Sn−2
r , respectivamente.

Também utilizando espaços de Sobolev com peso; Almaraz, Barbosa e de Lima de-

monstraram que a definição de massa para variedades com bordo não compacto é uma

definição bem posta, e é um invariante da métrica.

Teorema 1.1.9. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com bordo não compacto,

assintoticamente plana com ordem τ > (n− 2)/2 e cujas curvaturas escalar e média são

integráveis. Então, a massa de (M, g) é bem definida e só depende da métrica g.
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Demonstração. Veja [3], Proposição 3.6.

Exemplo 1.1.10. Calcularemos a massa ADM da variedade de Schwarzschild,(
Rn\{0},

(
1 +

m

2|x|n−2

) 4
n−2

δ

)
.

Temos,

gij,i =
4

n− 2

(
1 +

m

2|x|n−2

) 6−n
n−2
(

1 +
m

2|x|n−1

)
i

δij

=
4

n− 2

(
1 +

m

2|x|n−2

) 6−n
n−2
(
−m(n− 2)

2

xi
|x|n

)
δij,

e

gii,j =
4

n− 2

(
1 +

m

2|x|n−2

) 6−n
n−2
(
−m(n− 2)

2

xj
|x|n

)
δii.

Assim

(gij,i − gii,j)νj =
4

n− 2

(
1 +

m

2|x|n−2

) 6−n
n−2 m(n− 2)

2

n∑
i,j=1

((
− xi
|x|n

)
δij

+

(
xj
|x|n

)
δii

)
xj
|x|

=
4

n− 2

(
1 +

m

2|x|n−2

) 6−n
n−2 m(n− 2)

2|x|n+1

n∑
i,j=1

(−xiδij + xjδii)xj

=
4

n− 2

(
1 +

m

2|x|n−2

) 6−n
n−2 m(n− 2)

2|x|n+1
(n− 1)|x|2

=
2m(n− 1)

|x|n−1

(
1 +

m

2|x|n−2

) 6−n
n−2

.

Deste modo temos

mADM =
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

(gij,i − gii,j)νj dσr

=
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

2m(n− 1)

|x|n−1

(
1 +

m

2|x|n−2

) 6−n
n−2

dσr

=
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

2m(n− 1)

rn−1

(
1 +

m

2rn−2

) 6−n
n−2

∫
Sr

dσr.

Como
∫
Sr
dσr = rn−1ωn−1, obtemnos

mADM =
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

2m(n− 1)

rn−1

(
1 +

m

2rn−2

) 6−n
n−2

rn−1ωn−1

= m lim
r→∞

(
1 +

m

2rn−2

) 6−n
n−2

= m.
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Exemplo 1.1.11. Agora considere(
Rn
−\{0},

(
1 +

m

2|x|n−2

) 4
n−2

δ

)
.

Considerando que

n−1∑
i=1

gni(η
r)i =

n−1∑
i=1

(
1 +

m

2|x|n−2

) 4
n−2

δni

(
xi
|x|

)
= 0,

e que a variedade é esfericamente simétrica, encontramos que a massa desta variedade é

m/2.

1.2 Resultados Auxiliares

Sejam Σk e Mn variedades Riemannianas tais que Σ está imersa em M , Σ ⊂ M .

Denote por A a segunda forma fundamental de Σ ⊂M , ou seja, se X, Y ∈ TxΣ, então

A(X, Y ) = (∇XY )N . (1.3)

Aqui, XT e XN denotam a parte tangente e a parte normal de um vetor X, respectiva-

mente. Tomando {Nl}n−kl=1 como sendo um referencial ortonormal, no fibrado normal de

Σ, numa vizinhança de x, tem-se

A(X, Y ) =
n−k∑
l=1

g(A(X, Y ), Nl)Nl =
n−k∑
l=1

g((∇XY )N , Nl)Nl

=
n−k∑
l=1

g(∇XY,Nl)Nl =
n−k∑
l=1

[Xg(Y,Nl)− g(Y,∇XNl)]Nl

= −
n−k∑
l=1

g(Y,∇XNl)Nl. (1.4)

Seja {Ei}ki=1 uma base ortonormal para TxΣ, o vetor curvatura média de Σ ⊂ M em

x é definido por

H(x) =
k∑
i=1

A(Ei, Ei). (1.5)

Se X for um campo vetorial definido numa vizinhança de M , contendo Σ, então o diver-

gente de X, sobre Σ, em x ∈ Σ é definido por

divΣ X =
k∑
i=1

g(∇EiX,Ei), (1.6)
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em que {Ei} é base ortonormal de TxΣ. Deste modo, pode-se escrever X = XT + XN e

verifica-se que

divΣX
N =

k∑
i=1

g(∇EiX
N , Ei)

=
k∑
i=1

−g(XN ,∇EiEi)

=
k∑
i=1

−g(XN , (∇EiEi)
N)

= −g(XN ,
k∑
i=1

A(Ei, Ei))

= −g(XN , H)

= −g(X,H), (1.7)

pois g(XT , H) = 0.

Uma variação de Σ ⊂ M é uma famı́lia, a um parâmetro, de imersões F : Σ ×

(−ε, ε) → M tal que F (x, 0) = x. Se ∂Σ 6= ∅, diz-se que a variação é própria (ou

com bordo fixo) se F (x, ·) = x para todo x ∈ ∂Σ. O campo X ∈ Γ(TΣ) dado por

X(x) = dF(x,0)
d
dt

é chamado de campo variacional da variação F . Se F (x, ·) = x para

todo x fora de um compacto K ⊂⊂ Σ (ou se o suporte de X é igual a K), diz-se que a

variação tem suporte compacto.

Lema 1.2.1. Seja A : (−ε, ε)→M(n× n,R) uma curva suave, com A(0) = Id. Então,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

detA(t) = tr Ȧ(0).

Demonstração. Usando o desenvolvimento de Laplace sobre a coluna 1, tem-se

detA(t) =
n∑
i=1

(−1)i+1ai1(t) detAi1(t),

em que Aij(t) denota a submatriz obtida de A(t) retirando-se a linha i e a coluna j. Dáı,

d

dt
detA(t) =

n∑
i=1

(−1)i+1

{
a′i1(t) detAi1(t) + ai1(t)

d

dt
detAi1(t)

}
Portanto,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

detA(t) =
n∑
i=1

(−1)i+1

{
a′i1(0) detAi1(0) + ai1(0)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

detAi1(t)

}

=

n∑
i=1

(−1)i+1

{
a′i1(0)δi1 + δi1

d

dt

∣∣∣∣
t=0

detAi1(t)

}
= a′11(0) +

d

dt

∣∣∣∣
t=0

detA11(t).
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Repetindo o processo para a submatriz A11(t), encontra-se

d

dt

∣∣∣∣
t=0

detA11(t) = a′22(0) +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

detA11,22(t),

em que A11,22(t) denota a submatriz obtida de A(t) retirando-se as linhas 1 e 2, e as

colunas 1 e 2. Repetindo o processo mais n− 2 vezes, tem-se

d

dt

∣∣∣∣
t=0

detA(t) =
n∑
i=1

a′ii(0) = tr Ȧ(0).

Agora apresentaremos a primeira variação do volume, e mais tarde apresentaremos a

segunda variação; as demonstrações que apresentaremos podem ser encontradas em [14].

Teorema 1.2.2 (Primeira Variação do Volume). Seja F : Σ× (−ε, ε)→M uma variação

de Σ ⊂ M cujo campo variacional será denotado por X. Suponha Σ orientável e que ou

Σ seja compacta, ou X tenha suporte compacto. Então

d

dt

∣∣∣∣
t=0

vol(F (Σ, t)) = −
∫

Σ

g(X,H) dΩ0 +

∫
∂Σ

g(X, ν) dσ,

em que ν é o campo normal exterior ao bordo de Σ e tangente a Σ, caso ∂Σ 6= ∅; dΩ0 é

a forma volume de Σ e dσ é a forma volume de ∂Σ.

Demonstração. Seja (xi) uma carta local sobre Σ e nesta carta defina gij(t) = g(Fxi , Fxj),

Fxi := dF(x,t)
∂
∂xi

. Denote a forma volume de F (Σ, t) por dΩt :=
√

det(gij(t)) dx, dx =

dx1 ∧ · · · ∧ dxk. Faça νt :=
√

det(gij(t))
√

det(gij(0)). Note que νt é uma função bem

definida independentemente da escolha de cartas; se ξ : (xi) → (x̂i) é o difeomorfismo

da mudança de coordenadas, então det(gij(t)) 7→ det(ĝij(t)) det(J(ξ))2 e det(gij(0)) 7→

det(ĝij(0)) 1
det(J(ξ))2 , dáı

det(gij(t)) det(gij(0)) = det(ĝij(t)) det(ĝij(0)).

Este cálculo está feito na Observação 1.2.4. Tem-se,

vol(F (Σ, t)) =

∫
Σ

dΩt =

∫
Σ

√
det(gij(t))

√
det(gij(0)) det(gij(0)) dx

=

∫
Σ

νt

√
det(gij(0)) dx =

∫
Σ

νt dΩ0.

Assim, para calcular d
dt

∣∣
t=0

vol(F (Σ, t)), basta calcular d
dt

∣∣
t=0

νt, pois

d

dt
vol(F (Σ, t)) =

∫
Σ

d

dt
νt

√
det(gij(0)) dx.
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Agora, para avaliar d
dt

∣∣
t=0

νt em algum ponto x ∈ Σ, escolhe-se uma carta normal em Σ

de modo que, em x, tenha-se gij(0) = δij e portanto
√

det(gij(0)) =
√

det(gij(0)) = 1;

como que Ft é F -relacionado a ∂
∂t

e Fxi é F -relacionado a ∂
∂xi

tem-se ∇FtFxi −∇Fxi
Ft =

[Ft, Fxi ] = 0. Com isso obtém-se, em x, que

d

dt

∣∣∣∣
t=0

νt =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

√
det(gij(t))

√
det(gij(0))

=
1

2

1√
det(gij(0))

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(gij(t))

=
1

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(gij(t))

=
1

2
tr(ġij(0))

=
1

2

k∑
i=1

d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(Fxi , Fxi)

=
1

2

k∑
i=1

2g(∇FtFxi , Fxi)

=
k∑
i=1

g(∇Fxi
Ft, Fxi).

Em t = 0, Ft = X, assim

d

dt

∣∣∣∣
t=0

νt =
k∑
i=1

g(∇Fxi
X,Fxi)

=
k∑
i=1

g(∇Fxi
XT , Fxi) +

k∑
i=1

g(∇Fxi
XN , Fxi)

= divΣX
T + divΣX

N

= divΣX
T − g(X,H).

Usando o Teorema de Stokes, tem-se

d

dt

∣∣∣∣
t=0

vol(F (Σ, t)) =

∫
Σ

divΣX
T − g(X,H) dΩ0

=

∫
Σ

divΣX
T dΩ0 −

∫
Σ

g(X,H) dΩ0

=

∫
∂Σ

g(ν,XT ) dσ −
∫

Σ

g(X,H) dΩ0

=

∫
∂Σ

g(ν,X) dσ −
∫

Σ

g(X,H) dΩ0.

Pois, ν é um campo tangente a Σ e portanto g(ν,XN) = 0.
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Corolário 1.2.3. Se Σ é compacta (se ela tiver bordo, suponha que a variação seja

própria) ou se a variação tem suporte compacto, então

d

dt

∣∣∣∣
t=0

vol(F (Σ, t)) = −
∫

Σ

g(X,H) dΩ0.

Observação 1.2.4. Sejam (ϕ = (xi), U) e (ψ = (x̂i), V ) cartas locais sobre Σ, com

U ∩ V 6= ∅. Escreva ψ ◦ ϕ−1(x) = (x̂1(x), · · · , x̂k(x)). Da regra da cadeia, tem-se

(ψ ◦ ϕ−1)∗ej =
∂x̂i

∂xj
ei.

Disso,

gjl = g(F∗∂j, F∗∂l)

= g(F∗(ϕ
−1)∗ej, F∗(ϕ

−1)∗el)

= g(F∗(ψ
−1)∗(ψ ◦ ϕ−1)∗ej, F∗(ψ

−1)∗(ψ ◦ ϕ−1)∗el)

= g

(
F∗(ψ

−1)∗
∂x̂i

∂xj
ei, F∗(ψ

−1)∗
∂x̂k

∂xl
ek

)
=

∂x̂i

∂xj
g(F∗(ψ

−1)∗ei, F∗(ψ
−1)∗ek)

∂x̂k

∂xl

=
∂x̂i

∂xj
g(F∗∂̂i, F∗∂̂k)

∂x̂k

∂xl

=
∂x̂i

∂xj
ĝik
∂x̂k

∂xl
.

Com isso,

det(gjl) = det

(
∂x̂i

∂xj
ĝik
∂x̂k

∂xl

)
= det(Jξ)t det(ĝik) det Jξ

= (det Jξ)2 det(ĝik).

Usando que det(A−1) = 1
detA

, conclui-se a outra parte.

Uma subvariedade imersa, Σk ⊂ Mn, é dita ser mı́nima, se seu campo de curvatura

média é indenticamente nulo. De outro modo, Σ é mı́nima se, e somente se, ela for um

ponto cŕıtico do funcional volume, para qualquer variação de suporte compacto.

Exemplo 1.2.5. Qualquer hiperplano, Πk ⊂ Rn, de dimensão k é uma subvariedade

mı́nima. De fato, todo hiperplano é uma subvariedade totalmente geodésica, logo a se-

gunda forma fundamental é identicamente nula, donde seu campo de curvatura média é

identicamente nulo.
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Exemplo 1.2.6. Qualquer subvariedade do tipo Sk := Πk ∩ Sn, em que Πk ⊂ Rn+1 é um

hiperplano tal que 0 ∈ Πk, é uma subvariedade mı́nima de Sn. De fato, Sk é totalmente

geodésica.

Exemplo 1.2.7. Em R3, o helicóide, z = tan−1( y
x
), que é dado na forma paramétrica por

(x, y, z) = (t cos s, t sin s, s), em que s, t ∈ R, é uma superf́ıcie mı́nima.

Exemplo 1.2.8. Em R3, o catenóinde, z = cosh−1
√
x2 + y2, isto é, a superf́ıcie obtida

girando-se a curva x = cosh z ao redor do eixo z, é uma superf́ıcie mı́nima.

As próximas observações podem ser usadas para definir, de modo equivalente, uma

subvariedade mı́nima.

Observação 1.2.9. Suponha que Σk ⊂Mn esteja imersa e orientada, então
∫

Σ
divΣX =

0 para todo campo de vetorial, X, ao longo de Σ, com suporte compacto ou tal que X|∂Σ =

0 (caso ∂Σ 6= ∅) se, e somente se, Σ é subvariedade mı́nima.

Demonstração. Tem-se∫
Σ

divΣX dΩΣ =

∫
Σ

divΣX
T dΩΣ +

∫
Σ

divΣX
N dΩΣ

=

∫
∂Σ

g(XT , ν) dΩΣ −
∫

Σ

g(X,H) dΩΣ

= −
∫

Σ

g(X,H) dΩΣ.

Portanto,
∫

Σ
divΣX dΩΣ = 0 para todo X como nas hipóteses se, e somente se, H = 0.

Observação 1.2.10. Suponha que Σk ⊂ Mn esteja imersa e seja X um campo vetorial

sobre M , então

divΣX = divΣX
T + divΣX

N

= divΣX
T − g(X,H).

Portanto, divΣX = divΣX
T para todos os campos vetoriais sobre M se, e somente se, Σ

é mı́nima.

O próximo resultado também caracteriza as subvariedades mı́nimas imersas em um

espaço Euclidiano. Ele é de grande utilidade, uma vez que ele deixa ao nosso dispor a

poderosa teoria das funções harmônicas.
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Corolário 1.2.11 (Harmonicidade das funções coordenadas). Σk ⊂ Rn será mı́nima

se, e somente se, as restrições das funções coordenadas de Rn sobre Σ forem funções

harmônicas.

Demonstração. Seja η ∈ C∞0 (Σ), então ηei é um campo sobre Σ com suporte compacto.

Pela Observação 1.2.9, tem-se

0 =

∫
Σ

divΣ(ηei) =

∫
Σ

(〈∇Ση, ei〉+ ηdivΣei)

=

∫
Σ

〈∇Ση, ei〉 =

∫
Σ

〈∇Ση,∇Rnxi〉

=

∫
Σ

〈∇Ση, (∇Rnxi)
T + (∇Rnxi)

N〉

=

∫
Σ

〈∇Ση, (∇Rnxi)
T 〉

=

∫
Σ

〈∇Ση,∇Σxi〉.

Pela Primeira Fórmula de Green,

0 =

∫
∂Σ

η〈∇Σxi, ν〉 −
∫

Σ

η∆Σxi

= −
∫

Σ

η∆Σxi.

Como η é qualquer, ∆Σxi = 0.

Aqui, ∆Σf = divΣ∇Σf . A seguir, um resultado que exemplifica o poder da teoria das

funções harmônicas, a qual é um caso particular da Teoria Clássica das EDP’s Eĺıpticas.

Usando o Prinćıpio de Máximo de Hopf juntamente com o Corolário anterior obtemos:

Corolário 1.2.12. Seja k ≥ 1 um número inteiro. Não existe k-subvariedade mı́nima,

compacta e sem bordo no Espaço Euclidiano.

Demonstração. De fato, suponha que Σk ⊂ Rn seja mı́nima e fechada. Pelo Corolário

anterior σi := xi|Σ : Σ→ R é harmônica, para todo i = 1, . . . , n. Como Σ é compacta, σi

atinge um máximo no interior de Σ. Pelo Prinćıpio de Máximo de Hopf, σi é constante,

para todo i = 1, . . . , n. Portanto Σ se reduz a uma 0-variedade, uma contradição.

Este resultado será crucial na prova do Teorema da Massa Positiva, mais especifica-

mente, na prova da rigidez da massa nula.
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1.3 Massa Não Negativa

As proposições abaixo são bastante conhecidas e sua provas podem ser encontradas

em [21], [28], [33] ou [37]. Como suas demonstrações são simples, inclúımo-las aqui.

Proposição 1.3.1. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e f : Ω→ R uma função de classe

C2. Seja X : Ω→ Rn o campo vetorial dado por

X = Ū(fifkk − fkfik)ei, (1.8)

em que Ū = 1
U

, U = 1 + 〈Df,Df〉 e 〈·, ·〉 é a métrica Euclidiana. Considere a função

s : Ω→ R dada por

s = Ū(fiifkk − fikfik)− Ū22flfli(fifkk − fkfik).

Então, s = divX.

Demonstração.

divX = Ūi(fifkk − fkfik) + Ū(fifkk − fkfik)i

=
−2flfli
U2

(fifkk − fkfik) + Ū(fiifkk + fifkki − fkifik − fkfiki)

= −Ū22flfli(fifkk − fkfik) + Ū(fiifkk − fkifik).

A próxima proposição nos permitirá, juntamente com o Teorema da Divergência, dar

uma demostração simples - sem o uso de teorias mais avançadas - de que a massa de

hiperf́ıcies gráficas com bordo não compacto é não negativa.

Proposição 1.3.2. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e f : Ω→ R uma função de classe

C2. Então, a curvatura escalar de (G(f), g) é S = −Ū22flfli(fifkk − fkfik) + Ū(fiifkk −

fkifik).

Demonstração. Sabemos que {∂i = (ei, fi)}ni=1 são campos de vetores tangentes e η =

(−Df, 1) é um campo normal a G(f), assim

∇̄∂i∂j = (0, . . . , 0, ∂ifj) = (0, . . . , 0, 〈Dfj, ∂i〉)

= (0, . . . , 0, 〈(fj1, . . . , fjn, 0), (ei, fi)〉)

= (0, . . . , 0, fji).
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1.3. Massa Não Negativa

Portanto, II(∂i, ∂j) = (∇̄∂i∂j)
⊥ = 〈∇̄∂i∂j,

η
|η|〉

η
|η| =

fij
1+|Df |2η. Pela equação de Gauss,

Riklj = 〈II(∂i, ∂j), II(∂l, ∂k)〉 − 〈II(∂i, ∂l), II(∂k, ∂j)〉

=
1

1 + |Df |2
(fijflk − filfkj).

Usando que gij = δij + fifj e gij = δij − fifj
1+|Df |2 , obtemos

S = gijgklRiklj = (δij − Ūfifj)(δkl − Ūfkfl)Ū(fijfkl − filfjk)

= Ū(δij − Ūfifj)[δklfijfkl − δklfilfjk − Ūfkflfijfkl + Ūfkflfilfjk]

= Ū [δijδklfijfkl − δijδklfilfjk − δijŪfkflfijfkl + δijŪfkflfilfjk

−Ūfifjδklfijfkl + Ūfifjδklfilfjk + ŪfifjŪfkflfijfkl − ŪfifjŪfkflfilfjk]

Como as duas últimas parcelas se cancelam, obtemos

S = Ū(fiifkk − fikfik) + Ū2(−fkflfiifkl + fkflfikfil − fifjfijfkk + fifjfikfjk)

= Ū(fiifkk − fikfik)− Ū2(fkflfiifkl − fkflfikfil + fifjfijfkk − fifjfikfjk)

= Ū(fiifkk − fikfik)− 2flfliŪ
2(fifkk − fkfik).

Observação 1.3.3. Embora a curvatura escalar seja, por definição, uma função definida

sobre G(f), pelo fato dela ser expressada em termos de f e esta ser uma função definida

sobre Rn
−, também podemos considerar a curvatura escalar como uma função definida

sobre Rn
−.

Dizer que S ∈ L1(Rn
−, δ) é equivalente a dizer que S ∈ L1(G(f), g). Com efeito,

como (G(f), g) é isométrica a (Rn
−, δ + df ⊗ df), temos que gij = δij + fifj e dxg =√

det(gij) dxδ, com isso temos que dxg =
√

1 + |Df |2 dxδ. Como
√

1 + |Df |2 se aproxima

de 1 quando x→∞ e
∫
G(f)

S dxg =
∫
Rn−
S dxδ+df⊗df =

∫
Rn−
S
√

1 + |Df |2 dxδ e
∫
Rn−
S dxδ =∫

Rn−
S√

1+|Df |2
dxδ+df⊗df =

∫
G(f)

S√
1+|Df |2

dxg, temos que
∫
Rn−
S dxδ ∈ R se, e somente se,∫

G(f)
S dxg ∈ R. Uma observação semelhante também é válida para a curvatura média do

bordo do gráfico de f .

A seguir, apresentaremos uma expressão para a massa de hiperf́ıcies gráficas mergu-

lhadas em um espaço Euclidiano.

Teorema 1.3.4. Seja f : Rn
− → R uma função assintoticamente plana, sobre Rn

−\Ω, e de

classe C2 até o bordo, com ordem p > n−2
2

. Seja (Rn
−, δ+df ⊗df) o gráfico de f . Suponha
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que fn ≥ 0 sobre ∂Rn
−, que S ∈ L1(Rn

−) e S ≥ 0. Suponha também que a curvatura

média, H̄, do bordo de (Rn
−, δ + df ⊗ df), visto como subvariedade de (Rn

−, δ + df ⊗ df)

seja tal que H̄ ≥ 0 (com respeito ao campo normal, unitário e que aponta para dentro

do gráfico) e H̄ ∈ L1(∂Rn
−) e a curvatura média, H̃, do bordo de (Rn

−, δ + df ⊗ df), visto

como subvariedade de (Rn, δ) = (∂Rn
− × R, δ) seja tal que H̃ ≥ 0 (com respeito ao campo

normal, unitário e que aponta para cima) e H̃ ∈ L1(∂Rn
−). Então,

c(n)m(g) =

∫
Rn−
S dxδ +

∫
∂Rn−

H̄
√

1 + (fn)2

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ (1.9)

+

∫
∂Rn−

fnH̃|Df |2
√

1 + |D̄f |2
1 + |Df |2

dxδ,

em que D̄f = (f1, . . . , fn−1) e c(n) = 2(n − 1)ωn−1. Em particular, a massa será não

negativa.

Demonstração. Note que ∂B−r = S−r ∪Dr, em que S−r = {x ∈ Rn
− | ‖x‖ = r}, Dr = {x ∈

∂Rn
− | ‖x‖ ≤ r} e Sn−2

r = ∂Dr. Lembrando que S = divX, temos∫
Rn−
S dxδ = lim

r→∞

∫
B−r

S dxδ

= lim
r→∞

∫
B−r

divX dxδ

= lim
r→∞

∫
∂B−r

〈X,N〉 dAr

= lim
r→∞

∫
S−r

〈X, x
|x|
〉 dσr + lim

r→∞

∫
Dr

〈X, en〉 dxδ.

Por hipótese fi = O(|x|− p2 ) e fik = O(|x|− p2−1) para todos i, k = 1, . . . , n. Já que U − 1 =

〈Df,Df〉 = O(|x|−p), temos que lim|x|→∞ U = 1, portanto lim|x|→∞ Ū = 1, em que Ū = 1
U

.

Portanto, Ū − 1 = −Ū〈Df,Df〉 = O(|x|−p). Com isso conclúı-se que

(Ū − 1)(fifkk − fkfik) = O(|x|−2p−1).

Como p > (n− 2)/2, temos que 2p+ 1 > n− 1 = dimS−r . Assim,

lim
r→∞

∫
S−r

∣∣∣∣(Ū − 1)(fifkk − fkfik)
xi

|x|

∣∣∣∣ dσr ≤ lim
r→∞

∫
S−r

C · |x|−2p−1 dσr

≤ C lim
r→∞

r−2p−1|S−r | = 0.

Logo

lim
r→∞

∫
S−r

(Ū − 1)(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dσr = 0.
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Portanto,

lim
r→∞

∫
S−r

Ū(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dσr = lim

r→∞

∫
S−r

(fifkk − fkfik)
xi

|x|
dσr. (1.10)

Com isso,

lim
r→∞

∫
S−r

〈X, x
|x|
〉 dσr = lim

r→∞

∫
S−r

(fifkk − fkfik)
xi
|x|

dσr.

Agora note que 〈X, en〉 = Ū(fnfkk − fkfnk) = Ū
∑n−1

k=1(fnfkk − fkfnk), pois quando k = n

os termos se cancelam. Por outro lado, como Ū = 1− |Df |2
1+|Df |2 :

〈X, en〉 =
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk)−
|Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk).

Isso implica que∫
Rn−
S dxδ = lim

r→∞

∫
S−r

(fifkk − fkfik)
xi
|x|

dσr + lim
r→∞

∫
Dr

n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dxδ

− lim
r→∞

∫
Dr

|Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dxδ

= lim
r→∞

∫
S−r

(gki,k − gkk,i)(νr)i dσr

+ lim
r→∞

∫
Dr

(divRn−1(fnD̄f)− 2〈D̄f, D̄fn〉) dxδ

− lim
r→∞

∫
Dr

|Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dxδ.

Aqui, D̄f =
(
∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn−1

)
, νr é o campo normal a S−r e ηr é o campo normal a Sn−2

r .

Usando que ∫
Dr

divRn−1(fnD̄f) dxδ =

∫
Sn−2
r

fn〈D̄f, ηr〉 dσr,

encontramos∫
Rn−
S dxδ = lim

r→∞

∫
S−r

(gki,k − gkk,i)(νr)i dσr + lim
r→∞

∫
Sn−2
r

fnfk(ηr)
k dσr

−2 lim
r→∞

∫
Dr

〈D̄f, D̄fn〉 dxδ − lim
r→∞

∫
Dr

(fnfkk − fkfnk)
|Df |2

1 + |Df |2
dxδ

= lim
r→∞

∫
S−r

(gki,k − gkk,i)(νr)i dσr + lim
r→∞

∫
Sn−2
r

gnk(ηr)
k dσr

−2 lim
r→∞

∫
Dr

〈D̄f, D̄fn〉 dxδ − lim
r→∞

∫
Dr

(fnfkk − fkfnk)
|Df |2

1 + |Df |2
dxδ
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Assim,

c(n)m(g) =

∫
Rn−
S dxδ + 2 lim

r→∞

∫
Dr

n−1∑
i=1

fnifi dxδ

+ lim
r→∞

∫
Dr

(fnfkk − fkfnk)
|Df |2

1 + |Df |2
dxδ

Agora calcularemos a segunda forma fundamental do bordo visto como uma subvariedade

do gráfico de f . Note que N = −∂n = −(en, fn) é um campo normal ao bordo, e além

disso, interior e tangente ao gráfico. Temos que

∇̄∂i∂n = (0, . . . , 0, ∂ifn)

= (0, . . . , 0, 〈Dfn, ∂i〉)

= (0, . . . , 0, 〈(fn1, . . . , fnn, 0), (ei, fi)〉)

= (0, . . . , 0, fni).

Como ∂j = (ej, fj), temos que 〈∇̄∂i∂n, ∂j〉 = fnifj. Assim,

〈∇̄∂iN, ∂j〉 = −〈∇̄∂i∂n, ∂j〉 = −fnifj,

como 〈∇̄∂iN, ∂j〉 = −〈N, ii(∂i, ∂j)〉 em que ii é a segunda forma fundamental do bordo

visto como subvariedade do gráfico, encontramos que 〈ii(∂i, ∂j), N)〉 = fnifj. Portanto

denotando a segunda forma fundamental escalar do bordo visto como subvariedade do

gráfico por h̄ encontramos

h̄(∂i, ∂j) = 〈ii(∂i, ∂j), N/|N |〉 =
fnifj√

1 + (fn)2
.

Com isso, vemos que a curvatura média de ∂G(f) visto como subvariedade de G(f) é

H̄ =
n−1∑
i=1

h̄(∂i, ∂i) =
n−1∑
i=1

fnifi√
1 + (fn)2

.

Portanto,

c(n)m(g) =

∫
Rn−
S dxδ + 2 lim

r→∞

∫
Dr

H̄
√

1 + (fn)2 dxδ

+ lim
r→∞

∫
Dr

(fnfkk − fkfnk)
|Df |2

1 + |Df |2
dxδ

=

∫
Rn−
S dxδ + lim

r→∞

∫
Dr

H̄
√

1 + (fn)2

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ

+ lim
r→∞

∫
Dr

fnfkk
|Df |2

1 + |Df |2
dxδ.
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Por hipótese fn ≥ 0 sobre ∂Rn
−. Além disso, H̃ :=

∑n−1
k=1

fkk√
1+|D̄f |2

é a curvatura média de

∂G(f) vista como subvariedade de Rn = ∂Rn
− × R. Deste modo,

c(n)m(g) =

∫
Rn−
S dxδ +

∫
∂Rn−

H̄
√

1 + (fn)2

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ

+

∫
∂Rn−

fnH̃|Df |2
√

1 + |D̄f |2
1 + |Df |2

dxδ

≥ 0.

Para concluir, calcularemos a curvatura média do bordo de G(f), ∂G(f), visto como

subvariedade de ∂Rn
− × R. Visto como subvariedade de ∂Rn

− × R, o bordo é o gráfico de

f̄ = f |∂Rn− . Assim, ∂̄i = (ēi, fi), i = 1, . . . , n − 1, são campos tangentes. Aqui ēi ∈ Rn−1.

Além disso, η̄ = (−Df̄, 1) é um campo normal. Temos que

∇̄∂̄i η̄ = (−∂̄if̄1, . . . ,−∂̄if̄n−1, 0)

= (−〈Df̄1, ∂̄i〉, . . . ,−〈Df̄n−1, ∂̄i〉, 0).

ComoDf̄j = (f̄j1, . . . , f̄j(n−1)) = (f̄j1, . . . , f̄j(n−1), 0) e ∂̄i = (ēi, f̄i), temos que−〈Df̄j, ∂̄i〉 =

f̄ji, assim ∇̄∂̄i η̄ = (−f̄1i, . . . ,−f̄(n−1)i, 0) = (−Df̄i, 0). Com isso, 〈∇̄∂̄i η̄, ∂̄j〉 = −f̄ji.

Usando a equação de Weingarten, encontramos que 〈ĩi(∂̄i, ∂̄j), η̄〉 = f̄ji = fji. Portanto,

H̃ =
n−1∑
k=1

〈ĩi(∂̄k, ∂̄k),
η̄

|η̄|
〉 =

n−1∑
k=1

fkk√
1 + |Df̄ |2

.

Observação 1.3.5. Note que supor fn ≥ 0 sobre ∂Rn
− não é muito restritivo; por exemplo,

isso não força que o bordo seja plano. Além disso, nem mesmo fn = 0 sobre ∂Rn
− implica

que o bordo seja plano. Por outro lado, num gráfico bidimensional, se supormos que

f2 = fy = 0 sobre todo o gráfico, teremos que o gráfico será formado por pontos nos quais

pelo menos uma das curvaturas principais será nula, logo a curvatura gaussiana será nula

e portanto o gráfico será um pedaço de um cilindro ou de um plano (veja [15], Seção 5.8),

como o gráfico deve ser assintoticamente plano, conclúımos que o gráfico é plano. Em

dimensão maior do que dois, precisamos de mais hipóteses para garantir que o gráfico

seja plano. Iremos supor que fn = 0 sobre ∂Rn
− quando formos provar a rigidez da massa

nula. De fato, precisamos supor que fn = 0 sobre os pontos de ∂Rn
−, porque em nossa

prova espelhamos o gráfico através de xn = 0 considerando uma nova função definida por

f̃(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn), se xn ≤ 0 e f̃(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . ,−xn) se xn > 0, com
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fn = 0 sobre ∂Rn
− conseguimos garantir que o gráfico espelhado não tenha uma aresta

sobre xn = 0.

1.4 Rigidez da Massa Nula

O próximo teorema fornece uma relação entre a curvatura média de uma hiperf́ıcie

Euclidiana e a curvatura média de um conjunto de ńıvel regular. Ele será utilizado

juntamente com o Corolário 1.2.12, para garantir a rigidez. Para provar a rigidez para

gráficos com bordo não compacto, seguiremos algumas ideias apresentadas por Huang-Wu

em [21].

Teorema 1.4.1. Seja M uma hiperf́ıcie de classe C2 e seja h : M → R, h(x1, . . . , xn) =

xn, a função altura. Suponha que a seja um valor regular de h e Σ = h−1(a) com |∇Mh| >

0 sobre Σ. Denote por ν e η os campos normais e unitários sobre M ⊂ Rn+1 e Σ ⊂ Rn,

respectivamente; e por H e HΣ as curvaturas médias de M ⊂ Rn+1 e Σ ⊂ Rn definidas

por ν e η, respectivamente. Seja R a curvatura escalar de M . Então,

〈ν, η〉HHΣ ≥
R

2
+

n

2(n− 1)
〈ν, η〉2H2

Σ, sobre Σ, (1.11)

com igualdade em um ponto p de Σ se, e somente se, (M,Σ) satisfazem as seguintes

condições em p:

(i) Σ ⊂ Rn é umb́ılica, com curvatura principal κ;

(ii) M ⊂ Rn+1 tem no máximo duas curvaturas principais distintas e uma delas é igual

a 〈ν, η〉κ, com multiplicidade pelo menos n− 1.

Demonstração. Veja [21], Teorema 2.2.
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O próximo resultado é interessante por si só. Ele é um resultado do tipo Prinćıpio de

Máximo e será útil na prova da rigidez da massa nula, para garantir que o gráfico está

contido em um semi-espaço determinado pelo plano ao qual ele é assintótico.

Lema 1.4.2. Denote por Br a bola aberta em Rn centrada na origem e de raio r. Seja

f ∈ Cn(Br2\Br1)∩C1(Br2\Br1) para algum r2 > r1 > 0. Suponha que f satisfaz H(f) ≥ 0

e a curvatura escalar do gráfico de f seja não negativa. Então,

max
Br2\Br1

f = max
∂Br2

f.

Além disso, se f(x) = max∂Br2 f para algum ponto interior x ∈ Br2\Br1, então f ≡

max∂Br2 f em Br2\Br1.

Demonstração. Veja [21], Lema 3.10.

Contrastando com o caso de hiperf́ıcies fechadas, a curvatura média de hiperf́ıces não

fechadas e com curvatura escalar não negativa pode mudar de sinal, [21]; isto não ocorre

quando a hiperf́ıcie é assintoticamente plana.

Teorema 1.4.3. Seja n ≥ 2 e Mn uma hiperf́ıcie assintoticamente plana, mergulhada,

completa e com fins enumeráveis em Rn+1 com curvatura escalar S ≥ 0. Então, ou H ≥ 0

ou H ≤ 0 em M .

Demonstração. Veja [21], Teorema 4.

O próximo resultado segue diretamente do Teorema da Divergência e de que as cur-

vaturas média e escalar de um gráfico podem ser expressadas como o divergente de um

campo.

Lema 1.4.4. Seja M uma hiperf́ıcie assintoticamente plana, de classe C2. Seja N um

fim de M , o qual é um gráfico de uma função f sobre o exterior de uma região limitada

num plano Π. Se existe uma região limitada Ωr ⊂ Π tal que ∂Ωr é a união disjunta de

Sr = {x ∈ Π | ‖x‖ = r} e Σ = {x ∈ Π | f(x) = c}, para algum c ∈ R, tal que |Df | não

se anule sobre Σ, então

mADM =
1

2(n− 1)ωn−1

(∫
Σ

|Df |2

1 + |Df |2
HΣ dσ + lim

r→∞

∫
Ωr

S dx

)
, (1.12)

em que S é a curvatura escalar do gráfico de f , η é o campo normal e unitário sobre Σ

apontando para fora de Ωr e HΣ é a curvatura média de Σ com respeito a η.
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Demonstração. Veja [21], Lema 5.6 ou de modo mais geral, [33], Teorema 1.2.

Como consequência destes resultados, da fórmula (1.9) e do Corolário 1.2.12, agora

obteremos o resultado de rigidez.

Teorema 1.4.5. Seja f : Rn
− → R uma função de classe C2 até o bordo, assintoticamente

plana, sobre Rn
−\Ω, com ordem p > n−2

2
. Seja (Rn

−, δ + df ⊗ df) o gráfico de f . Suponha

que fn = 0 sobre ∂Rn
−, que S ∈ L1(Rn

−) e S ≥ 0. Suponha também que a curvatura média,

H̄, do bordo de (Rn
−, δ + df ⊗ df), visto como subvariedade de (Rn

−, δ + df ⊗ df) seja tal

que H̄ ≥ 0 e H̄ ∈ L1(∂Rn
−). Se a massa de G(f) é nula, então G(f) é um semiplano.

Demonstração. Assumiremos que f é assintótica ao semiplano {xn+1 = 0, xn ≤ 0} e

que f 6= 0, senão o resultado valeria trivialmente. Considere f̃ : Rn → R, dada por

f̃(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn), se xn ≤ 0 e f̃(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . ,−xn), se xn > 0.

Como fn = 0 sobre ∂Rn
−, temos que f̃ é de classe C2, é assintoticamente plana, tem gráfico

com curvatura escalar não negativa e integrável. Pelo Teorema 1.4.3, podemos supor que

H(f̃) ≥ 0, com respeito a ν, em que ν é o campo dado por (−Df̃, 1)/
√

1 + |Df̃ |2 (pois

podemos refletir M sobre {xn+1 = 0}). Pelo Lema 1.4.2,

max
Br2\Br1

f̃ = max
∂Br2

f̃ ∀ r2 > r1 > 0.

Porque max∂Br2 f̃ → 0 quando r2 → ∞, conclúımos que f̃ ≤ 0 fora de Br1 . Além disso,

aplicando o prinćıpio do máximo forte a H(f̃) ≥ 0, temos f̃ < 0 fora de Br1 , a menos

que f̃ ≡ 0. Neste último caso, podemos, além disso, concluir que G(f̃) é identico a

{xn+1 = 0} repetindo o argumento sobre Br2\Br0 , para 0 < r0 < r1, e fazendo r0 → 0.

Com isso concluimos que se f̃ 6= 0, então f̃ < 0, ou seja, G(f̃) ⊂ {xn+1 < 0}. Segue-se

que, para ε > 0 suficientemente pequeno, algumas componentes conexas do conjunto de

ńıvel {x ∈ {xn+1 = 0} | f̃(x) = −ε} repousam sobre G(f̃) e não possuem bordo. Defina

Σ−ε como sendo a componente conexa mais externa, isto é, Σ−ε não é delimitada pelas

outras componentes. Pelo Teorema de Sard, Σ−ε é Cn+1 para quase todo ε. Além disso,

porque f̃ tende a zero, para algum ε > 0 e pequeno, η = −Df̃/|Df̃ | é o vetor normal e

unitário, sobre Σ−ε, apontando para dentro da região limitada em {xn+1 = 0}, a qual é

delimitada por Σ−ε. Seja HΣ−ε a curvatura média de Σ−ε definida por η. Então, usando

que H(f̃) ≥ 0, S(f̃) ≥ 0 e (1.11) temos HΣ−ε ≥ 0. Como S(f) ≥ 0 e c(n)m(G(f), g) = 0,

por (1.9) concluimos que S(f) = 0, logo S(f̃) = 0 e c(n)m(G(f̃), g) = 0, isso implica que
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1.4. Rigidez da Massa Nula

G(f̃) = {xn+1 = 0}. Caso contrário, por (1.12) teŕıamos HΣ−ε = 0 e portanto Σ−ε seria

uma hiperf́ıcie mı́nima e compacta em Rn, isso contradiz o Corolário 1.2.12.
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Caṕıtulo 2
Gráficos Esfericamente Simétricos

Neste caṕıtulo consideraremos gráficos esfericamente simétricos e com bordo não com-

pacto, isto é, consideraremos gráficos de funções, definidas num semi-espaço, cujos conjun-

tos de ńıveis são semi-esferas. Na primeira seção enunciaremos alguns resultados auxiliares

e definiremos o que é uma subvariedade mı́nima e estável. Na segunda seção discorrere-

mos, muito brevemente, sobre a convergência plana intŕınseca de variedades, com o único

intuito de definir o que é uma convergência plana intŕınseca; a qual será adotada na quarta

seção. O leitor interessado poderá encontrar uma exposição mais detalhada, com várias

figuras e diversas referências, sobre o assunto em [45]. Na terceira seção provaremos que

a massa de tais gráficos é não negativa, mesmo sem supor curvatura escalar não negativa.

Na quarta e última seção verificaremos que a rigidez da massa de tais gráficos é estável,

isto é, se a massa está próxima de zero, então o gráfico está “próximo” de um semiplano.

2.1 Resultados Auxiliares

Com o intuito de definir o que é uma subvariedade mı́nima e estável, continuaremos

com o assunto iniciado na Seção 1.2. Seja F : Σ×(−ε, ε)→M uma variação de Σk ⊂Mn,

diz-se que a variação é normal, quando a componente tangente, sobre Σ, do campo

variacional for identicamente nula, isto é,

(dF(x,0)
d

dt
)T = 0∀x ∈ Σ.

Os próximos lemas são fatos básicos da Álgebra Linear, suas provas são simples e por

isso inclúımos-las aqui.
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Lema 2.1.1. Sejam A = (aij) e B = (bij) matrizes quadradas de ordem n, então∑
i

∑
j

aijbij = tr(AtB).

Demonstração. Tem-se (AB)jk =
∑

i ajibik. Deste modo, (AtB)jk =
∑

i aijbik e portanto

tr(AtB) =
∑
j

(AtB)jj =
∑
j

∑
i

aijbij.

Lema 2.1.2. Seja U ⊂M(n×n,R) um conjunto aberto de matrizes invert́ıveis, considere

det : U → R. Então,
∂

∂aij
detA = detA · (A−1)ji.

Demonstração. Denote a matriz dos cofatores de A por adjA:

adjA =


detA11 − detA21 · · ·

− detA12 detA22 · · ·
...

...
. . .

 .
Da Álg. Linear tem-se A · adjA = adjA · A = detA · Idn×n. Disso segue que (adjA)ji =

detA(A−1)ji e também que detA =
∑n

j=1(−1)i+jaij · detAij. Logo,

∂

∂aij
detA = (−1)i+j detAij

= (adjA)ji

= detA · (A−1)ji.

Agora apresentaremos a segunda variação do volume, esta variação nos permitirá

definir o operador de Jacobi, o qual pode ser usado para definir a estabilidade de uma

subvariedade mı́nima.

Teorema 2.1.3 (Segunda Variação do Volume). Suponha que Σk ⊂Mn seja uma subva-

riedade mı́nima. Seja F uma variação normal de Σ com suporte compacto e cujo campo

variacional seja X, então

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

vol(F (Σ, t)) = −
k∑

i,j=1

∫
Σ

g(A(∂i, ∂j), X)2 dΩΣ

+

∫
Σ

|∇N
ΣX|2 dΩΣ

−
k∑
i=1

∫
Σ

g(RM(X, ∂i)∂i, X) dΩΣ.
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Demonstração. Como antes, sejam (xi) coordenadas locais sobre Σ, gij(t) := g(Fxi , Fxj)

e νt :=
√

det(gij(t))
√

det(gij(0)). Então,

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

vol(F (Σ, t)) =

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

νt

√
det(gij(0)) dx

=:

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

νt dΩΣ. (2.1)

Primeiro note que

2
d

dt
νt = tr(g′ij(t)g

lm(t))νt.

Com efeito, da regra da cadeia e dos Lemas 2.1.1 e 2.1.2 segue-se que

d

dt

√
det g(t) =

1

2

1√
det g(t)

d

dt
det g(t) =

1

2

1√
det g(t)

∑
ij

∂ det g(t)

∂gij

d

dt
gij(t)

=
1

2

1√
det g(t)

∑
ij

det g(t) (g−1)ji(t)
d

dt
gij(t) =

1

2

√
det g(t)

∑
ij

(g−1)ji(t)
d

dt
gij(t)

=
1

2

√
det g(t)

∑
ij

((g−1)t)ij(t)g
′
ij(t) =

1

2

√
det g(t) tr[((g−1)t)t(t)g′(t)]

=
1

2

√
det g(t) tr[g−1(t)g′(t)] =

1

2

√
det g(t) tr[g′ij(t)g

lm(t)].

Dáı, multiplicando os dois lados por
√

det(gij(0)) tem-se

2
d

dt
νt = tr[g′ij(t)g

lm(t)]νt.

Com isso,

2
d2

dt2
νt =

d

dt
{tr[g′ij(t)glm(t)]νt}

=
d

dt
{tr[g′ij(t)glm(t)]}νt + tr[g′ij(t)g

lm(t)]
d

dt
νt

= tr[g′′ij(t)g
lm(t) + g′ij(t)(g

lm)′(t)]νt + tr[g′ij(t)g
lm(t)]

d

dt
νt

= tr[g′′ij(t)g
lm(t) + g′ij(t)(g

lm)′(t)]νt + tr[g′ij(t)g
lm(t)]

1

2
tr[g′ij(t)g

lm(t)]νt

= tr[g′′ij(t)g
lm(t) + g′ij(t)(g

lm)′(t)]νt +
1

2
{tr[g′ij(t)glm(t)]}2νt. (2.2)

Para avaliar d2/dt2|t=0νt em algum ponto x ∈ Σ, pode-se escolher o sistema de coordenadas

(xi) sendo ortonormal em x. Diferenciando glk(t)gkm(t) = δlm, obtém-se (glk)′(t)gkm(t) +

glk(t)g′km(t) = 0, dáı, (glk)′(0)δkm = −δlkg′km(0) e portanto, (glm)′(0) = −g′lm(0). Usando

(2.2) tem-se

2
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

νt = tr[g′′ij(0)]− tr[g′ij(0)g′lm(0)] +
1

2
{tr[g′ij(0)]}2. (2.3)
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Por outro lado, usando que

∇FtFxi −∇Fxi
Ft = [Ft, Fxi ] = 0, (2.4)

que a variação é normal e que a segunda forma fundamental é simétrica, encontra-se

g′ij(0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(Fxi , Fxj) = Ftg(Fxi , Fxj)

= g(∇FtFxi , Fxj) + g(Fxi ,∇FtFxj)

= g(∇Fxi
Ft, Fxj) + g(Fxi ,∇Fxj

Ft)

= Fxig(Ft, Fxj)− g(Ft,∇Fxi
Fxj) + Fxjg(Fxi , Ft)− g(∇Fxj

Fxi , Ft)

= −g(Ft,∇Fxi
Fxj)− g(∇Fxj

Fxi , Ft)

= −g(Ft, (∇Fxi
Fxj)

N)− g((∇Fxj
Fxi)

N , Ft)

= −g(Ft, A(Fxi , Fxj))− g(A(Fxj , Fxi), Ft)

= −2g(Ft, A(Fxi , Fxj)). (2.5)

Com isso,

tr[g′ij(0)] =
∑
i

g′ii(0)

=
∑
i

−2g(Ft, A(Fxi , Fxi))

= −2g(Ft,
∑
i

A(Fxi , Fxi))

= −2g(Ft, H)

= 0,

já que Σ é mı́nima. Usando isso em (2.3) obtém-se

2
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

νt = tr[g′′ij(0)]− tr[g′ij(0)g′lm(0)]. (2.6)

Note que, em x, tem-se

tr[g′′ij(0)] =
k∑
i=1

g′′ii(0)

=
k∑
i=1

2g(Fxitt, Fxi) + 2g(Fxit, Fxit). (2.7)
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Usando (2.4) tem-se

k∑
i=1

g(Fxitt, Fxi) =

k∑
i=1

g(∇Ft∇FtFxi , Fxi)

=
k∑
i=1

g(∇Ft∇FxiFt, Fxi)

=
k∑
i=1

g(∇Ft∇FxiFt −∇Fxi∇FtFt −∇[Ft,Fxi ]
Ft, Fxi)

+

k∑
i=1

g(∇Fxi∇FtFt, Fxi)

=
k∑
i=1

g(RM (Ft, Fxi)Ft, Fxi) + divΣ(Ftt).

Substituindo em (2.7),

tr[g′′ij(0)] = 2

k∑
i=1

g(RM (Ft, Fxi)Ft, Fxi) + 2divΣ(Ftt) + 2

k∑
i=1

g(Fxit, Fxit)

= 2
k∑
i=1

g(RM (Ft, Fxi)Ft, Fxi) + 2divΣ(Ftt) + 2
k∑
i=1

g(F Txit, F
T
xit)

+2
k∑
i=1

g(FNxit, F
N
xit). (2.8)

Usando (2.4) e que a variação é normal, em x, tem-se

k∑
i=1

g(F T
xit
, F T

xit
) =

k∑
i=1

g((∇FtFxi)
T , (∇FtFxi)

T ) =
k∑
i=1

g((∇Fxi
Ft)

T , (∇Fxi
Ft)

T )

=
k∑
i=1

g

(
k∑
j=1

g(∇Fxi
Ft, Fxj)Fxj ,

k∑
l=1

g(∇Fxi
Ft, Fxl)Fxl

)

=
k∑

i,j,l=1

g(∇Fxi
Ft, Fxj)g(∇Fxi

Ft, Fxl)g(Fxj , Fxl)

=
k∑

i,j,l=1

g(∇Fxi
Ft, Fxj)g(∇Fxi

Ft, Fxl)δjl =
k∑

i,j=1

g(∇Fxi
Ft, Fxj)

2

=
k∑

i,j=1

{Fxig(Ft, Fxj)− g(Ft,∇Fxi
Fxj)}2

=
k∑

i,j=1

{g(Ft,∇Fxi
Fxj)}2 =

k∑
i,j=1

g(Ft, (∇Fxi
Fxj)

N)2

=
k∑

i,j=1

g(A(Fxi , Fxj), Ft)
2. (2.9)
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Também note, usando (2.4), que

k∑
i=1

g(FN
xit
, FN

xit
) =

k∑
i=1

g((∇FtFxi)
N , (∇FtFxi)

N)

=
k∑
i=1

g((∇Fxi
Ft)

N , (∇Fxi
Ft)

N)

=
k∑
i=1

|(∇Fxi
Ft)

N |2

=: |∇N
ΣFt|2. (2.10)

Substituindo (2.9) e (2.10) em (2.8), tem-se

tr[g′′ij(0)] = 2divΣ(Ftt) + 2
k∑
i=1

g(RM(Ft, Fxi)Ft, Fxi)

+2
k∑

i,j=1

g(A(Fxi , Fxj), Ft)
2 + 2|∇N

ΣFt|2. (2.11)

Observe, usando (2.5), que

tr(g′ij(0)g′lm(0)) =
k∑

i,j=1

g′ij(0)g′ji(0) =
k∑

i,j=1

g′ij(0)2

=
k∑

i,j=1

[−2g(A(Fxi , Fxj), Ft)]
2

= 4
k∑

i,j=1

g(A(Fxi , Fxj), Ft)
2. (2.12)

Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.6) encontra-se

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

νt = −
k∑

i,j=1

g(A(Fxi , Fxj), Ft)
2 + |∇N

ΣFt|2

−
k∑
i=1

g(RM(Ft, Fxi)Fxi , Ft) + divΣ(Ftt). (2.13)

Substituindo (2.13) em (2.1) e usando a Observação 1.2.9,

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

vol(F (Σ, t)) = −
k∑

i,j=1

∫
Σ

g(A(Fxi , Fxj), Ft)
2 dΩΣ

+

∫
Σ

|∇N
ΣFt|2 dΩΣ

−
k∑
i=1

∫
Σ

g(RM(Ft, Fxi)Fxi , Ft) dΩΣ. (2.14)

Agora use que Ft = X e Fxi = ∂i em t = 0.
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Sejam Σk ⊂ Mn imersa e Γ(NΣ) o fibrado normal de Σ. O operador de estabi-

lidade, também conhecido como operador de Jacobi, L : Γ(NΣ) → Γ(TM |Σ), é um

operador autoadjunto que age sobre campos vetoriais normais a Σ e é definido por

LX = ∆N
ΣX +

k∑
i=1

RM(X,Ei)Ei + Ã(X),

em que Ã é o operador de Simons, definido por

Ã(X) =
k∑

i,j=1

g(A(Ei, Ej), X)A(Ei, Ej),

e ∆N
Σ é o Laplaciano sobre o fibrado normal,

∆N
ΣX =

k∑
i=1

(∇Ei∇EiX)N −
k∑
i=1

(∇(∇EiEi)
TX)N .

Observação 2.1.4. Suponha as hipóteses do Teorema da Segunda Variação do Volume,

então

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

vol(F (Σ, t)) = −
∫

Σ

g(X,LX) dΩΣ. (2.15)

Um campo normal à Σ, X ∈ Γ(NΣ), é dito ser um campo de Jacobi, se LX = 0.

Diz-se que Σk ⊂ Mn tem fibrado normal trivial, se existe uma base ortonormal e

globalmente definida para o fibrado normal.

Para uma hiperf́ıcie com um fibrado normal trivial, o operador de estabilidade fica

significativamente mais simples, pois neste caso, ele passa a operar sobre funções. De

fato, como o fibrado normal é trivial, todo campo normal X ∈ Γ(NΣ) pode ser escrito

como X = ηN , em que N é um campo unitário. Como g(N,∇YN) = 0 para todo

Y ∈ Γ(TM), tem-se

L(ηN) = (∆Ση + |A|2η + RicM(N,N)η)N. (2.16)

Por isso, X = ηN será identificado com η e ao invés de se usar a expressão acima, será

usada a seguinte

Lη = ∆Ση + |A|2η + RicM(N,N)η. (2.17)

Por definição, λ é um autovalor (de Dirichlet) de L sobre Ω ⊂ Σ, se existir um campo

vetorial normal e não trivial que se anula sobre ∂Ω e tal que

LX + λX = 0.

37



2.1. Resultados Auxiliares

O ı́ndice de Morse de uma subvariedade mı́nima e compacta, Σ, é o número de

autovalores (de Dirichlet) negativos do operador de estabilidade (contados com suas mul-

tiplicidades), L, agindo sobre o espaço das seções suaves, do fibrado normal, que se anulam

no bordo de Σ.

Diz-se que uma subvariedade mı́nima, Σk ⊂Mn, é estável, se para todas as variações

próprias, F , de Σ tem-se

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

vol(F (Σ, t)) = −
∫

Σ

g(Ft, LFt) dΩΣ ≥ 0.

Note que isto equivale a exigir que o operador de estabilidade seja semi-definido negativo,

isto é, tenha ı́ndice de Morse nulo. De fato, L será semi-definido negativo se, e somente se,

seu primeiro autovalor, λ1, for não positivo, isto é, se X for um elemento do autoespaço

de λ1, então LX = −λ1X, em que λ1 ≥ 0. Portanto, Σ será estável se, e somente se,

seu primeiro autovalor de Dirichlet for não negativo, ou seja, Σ será estável se, e somente

se, seu ı́ndice de Morse for nulo. Note também que se o primeiro autovalor de L for não

positivo, LX = −λ1X com λ1 ≥ 0, então

−
∫

Σ

g(X,LX) = −
∫

Σ

g(X,−λ1X) = λ1

∫
Σ

g(X,X) ≥ 0.

Uma subvariedade mı́nima, completa (possivelmente não compacta) e sem bordo, Σ,

é dita ser estável, se todo subdomı́nio compacto de Σ for estável.

Exemplo 2.1.5. Um plano Π ⊂ R3 é estável.

Exemplo 2.1.6. Seja S1(t), t ∈ (−1, 1), a circunferência de S2 obtida pela interseção de

S2 com {z = t} ⊂ R3, então S1(0) não é subvariedade estável. Com efeito, qualquer S1(t),

t 6= 0, tem volume menor do que S1(0).

Note que a hiperf́ıcie mı́nima da variedade de Schwarzschild é estável.

Lema 2.1.7 (Inequação de estabilidade). Suponha que Σn−1 ⊂ Mn seja uma hiperf́ıcie

mı́nima, estável e com fibrado normal trivial. Então, para todas as funções de lipschitz,

η, com suporte compacto tem-se∫
Σ

(inf
M

RicM +|A|2)η2 ≤
∫

Σ

|∇Ση|2.
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2.2. Distância Plana Intŕınseca

Demonstração. Já que Σ é estável, tem-se

0 ≤ d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

vol(F (Σ, t))

= −
∫

Σ

g(Ft, LFt) dΩΣ

= −
∫

Σ

g(ηN,L(ηN)) dΩΣ

= −
∫

Σ

ηLη g(N,N) dΩΣ

= −
∫

Σ

η∆Ση + |A|2η2 + RicM(N,N)η2 dΩΣ.

Dáı, ∫
Σ

|A|2η2 + RicM(N,N)η2 dΩΣ ≤ −
∫

Σ

η∆Ση dΩΣ

=

∫
Σ

|∇Ση|2 dΩΣ

−
∫
∂Σ

ηg(∇Ση, ν) dσ.

Como η tem suporte compacto,∫
Σ

[|A|2 + RicM(N,N)]η2 dΩΣ ≤
∫

Σ

|∇Ση|2 dΩΣ. (2.18)

Dáı, ∫
Σ

[|A|2 + inf
M

RicM ]η2 dΩΣ ≤
∫

Σ

|∇Ση|2 dΩΣ.

Já que pelo fato de o tensor de Ricci ser simétrico, ele fica completamente determinado

pelos valores da forma RicM(N,N).

Observação 2.1.8. Note que se (2.18) valer para toda η com supote compacto, então Σ

será estável.

2.2 Distância Plana Intŕınseca

A medida de Hausdorff k-dimensional de um subconjunto X, de um espaço métrico,

é definida por

Hk(X) := lim
r→0

inf

{
∞∑
i=1

α(k)

(
diam(Ci)

2

)k
| X ⊂

∞⋃
i=1

Ci, diam(Ci) < r

}
,

em que α(k) é o volume de uma bola unitária em Rk e diam(Ci) é o diâmetro do conjunto

Ci.
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Um espaço métrico, X, é chamado de Hm retificável enumerável, se existe uma

coleção enumerável de aplicações Lipschitz ϕi : Ai → X, em que cada Ai ⊂ Rm é Borel

mensurável, tal que

Hm

(
X\

∞⋃
i=1

ϕi(Ai)

)
= 0.

Uma corrente de dimensão k ∈ N, T , é um funcional linear suave, sobre k-formas.

Qualquer subvariedade orientada e compacta, M , de dimensão k, com bordo compacto e

suave, pode ser vista como uma corrente k-dimensional, T , definida por

T (ω) :=

∫
M

ω. (2.19)

Uma corrente integral, T , é uma corrente munida de um conjunto canônico, R, e

uma função multiplicidade, θ:

T (ω) :=

∫
R

θω.

O conjunto canônico deve serHk retificável enumerável e a função multiplicidade, θ : R→

N, deve ser uma função Borel mensurável. Assim, pode-se calcular a integral usando os

conjuntos Ei ⊂ Rk:

T (ω) =
∞∑
i=1

∫
Ei

θ ◦ ϕi ϕ∗iω.

Além do que foi posto acima, para que uma corrente seja uma corrente integral, requisita-

se que a sua massa (também chamada de volume com peso) seja finita e que seu bordo

também tenha massa finita. A massa de uma corrente integral é definida por

M(T ) :=

∫
R

θ dHk,

e o bordo, ∂T , de uma corrente integral é definido por

∂T (ω) := T (dω),

em que d é a derivada exterior e ω é uma (k − 1)-forma.

Quando uma subvariedade compacta e com bordo, M , é vista como uma corrente

integral, T , então M é o próprio conjunto canônico, a multiplicidade é igual a 1; e o bordo,

∂T , é justamente ∂M visto como uma corrente integral. A massa, M(T ), é exatamente o

volume de M .

A distância plana entre duas correntes integrais k-dimensionais, T1 e T2, é definida

por

dF(T1, T2) := inf
C
{M(A) +M(B)} ,
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em que C é o conjunto das correntes integrais k-dimensionais A e (k+ 1)-dimensionais B,

tais que A+ ∂B = T1 − T2.

Sejam X e Z espaços métricos, um mergulho isométrico de X em Z é uma aplicação

ϕ : X → Z que satisfaz

dZ(ϕ(x1), ϕ(x2)) = dX(x1, x2) ∀ x1, x2 ∈ X.

A distância plana intŕınseca entre variedades Riemannianas orientadas e compactas

é definida por

dF(M1,M2) := inf
C

{
dZF(ϕ1]T1, ϕ2]T2)

}
,

em que C é o conjunto dos espaços métricos Z e dos mergulhos isométricos ϕi tais que

ϕi : Mi → Z. Aqui, dZF denota a distância plana em Z e as correntes integrais Ti são

definidas pela integração sobre as variedades Mi, como em (2.19), e ϕi]Ti são definidas

por

ϕi]Ti(f, x1, . . . , xk) = Ti(f ◦ ϕi, x1 ◦ ϕi, . . . , xk ◦ ϕi)

=

∫
Mi

f ◦ ϕi d(x1 ◦ ϕi) ∧ . . . ∧ d(xk ◦ ϕi).

2.3 Massa Não Negativa

Como pode ser visto no Teorema 15 de [28]; gráficos, sem bordo, de funções esferica-

mente simétricas, possuem massa ADM não negativa mesmo sem a suposição de curvatura

escalar não negativa. Os gráficos de funções esfericamente simétricas, com bordo não com-

pacto, também possuem tal propriedade.

Teorema 2.3.1. Seja f : Rn
− → R uma função assintoticamente plana sobre Rn

−\Ω,

esfericamente simétrica e de classe C2, com ordem p > n−2
2

. Então, a massa do gráfico

de f é não negativa.

Demonstração. Denote por fr a derivada radial de f . Temos que fi = fr
xi
r

e fij =
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2.4. Estabilidade da Rigidez

frr
xixj
r2 + fr

(
δij
r
− xixj

r3

)
. Deste modo,

n∑
i,j=1

(gij,j − gjj,i)(ηr)i =
n∑

i,j=1

(fjjfi − fjifj)
xi
|x|

=
n∑

i,j=1

fjjfi
xi
|x|
−

n∑
i,j=1

fjifj
xi
|x|

= frrfr + (fr)
2n− 1

r
− frrfr

= (fr)
2n− 1

r
.

Por outro lado, para i ∈ {1, . . . , n− 1} temos

gni(νr)
i = fnfi

xi

|x|

= (fr)
2 (xi)

2

r3
xn. (2.20)

Como xn = 0 sobre Sn−2
r , temos

c(n)m(g) lim
r→∞

∫
S−r

(fr)
2n− 1

r
dσr ≥ 0.

2.4 Estabilidade da Rigidez

Definição 2.4.1. Seja n ≥ 3 e denote por RSn o conjunto das n-variedades Riemannianas

rotacionalmente simétricas, com curvatura escalar não negativa, ou sem bordo ou com

bordo mı́nimo e estável; e por fim, sem hiperf́ıcies mı́nimas e fechadas no seu interior.

Pode-se mostrar que se M ∈ RSn, então M pode ser isometricamente mergulhada num

Espaço Euclidiano como gráfico de alguma função radial. Também é posśıvel mostrar o

seguinte: Se M ∈ RSn possui massa ADM finita, então M é assintoticamente plana.

Teorema 2.4.2. Seja Mn
j uma sequência em RSn. Fixe uma área A0 e escolha pj ∈ Σj,

em que Σj ⊂ Mj é uma esfera simétrica com área voln−1(Σj) = A0. Se mADM(Mj)

converge para 0, então (Mn
j , pj) converge pontualmente para o espaço Euclidiano (Rn, 0)

no sentido plano intŕınseco, isto é, para quase todo D > 0, existe Dj → D, tal que

Bpj(Dj) ⊂Mn
j converge no sentido plano intŕınseco para B0(D) ⊂ Rn.

Demonstração. Veja [29], Corolário 1.3.
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2.4. Estabilidade da Rigidez

Corolário 2.4.3. Sejam fj : Rn
− → R, j ∈ N, esfericamente simétricas e de classe C2.

Fixe uma área A0 e escolha pj ∈ Σj, em que Σj ⊂ G(fj) é uma semi-esfera simétrica com

área voln−1(Σj) = A0/2. Se a massa dos gráficos das funções fj convergem para 0, então

(G(fj), pj) converge pontualmente para o semi-espaço Euclidiano (Rn
−, 0) no sentido plano

intŕınseco.

Demonstração. Primeiramente, note que pelo fato de o gráfico ser esfericamente simétrico,

podemos duplicar os gráficos considerando f̃j : Rn → R dada por

f̃j(x1, . . . , xn) = fj(x1, . . . , xn),

se xn ≤ 0; e

f̃j(x1, . . . , xn−1, xn) = fj(x1, . . . , xn−1,−xn),

se xn > 0. Além disso, como xn = 0 sobre ∂Rn
−, considerando (2.20), conclúımos que

a massa ADM do gráfico de f̃j é o dobro da massa do gráfico de fj. Assim, usando o

Teorema 2.4.2 conclúımos o resultado.
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Caṕıtulo 3
Desigualdade de Penrose

Neste caṕıtulo provaremos a Desigualde de Penrose para hiperf́ıcies gráficas com bordo

não compacto, mergulhadas em um Espaço Euclidiano de qualquer dimensão. Na primeira

seção apresentamos alguns resultados que serão usados na prova da desigualdade, e na

segunda seção apresentamos a prova do Teorema.

3.1 Resultados Auxiliares

A próxima proposição será útil na prova da proposição posterior.

Proposição 3.1.1. Sejam (M, 〈·, ·〉) uma (n + 1)-variedade Riemanniana e f : M → R

uma função diferenciável. Sejam Σ ⊂ M uma hiperf́ıcie mergulhada e ν um campo

unitário e normal a Σ. Suponha que f seja constante sobre Σ, então sobre Σ tem-se

∆f = ∇∇f(ν, ν)−HΣ〈Df, ν〉.

Aqui, HΣ está relacionada com o vetor ν.

Demonstração. Dado um ponto x ∈ Σ, temos

∆f = divDf = div(〈Df, ν〉ν) = 〈D〈Df, ν〉, ν〉+ 〈Df, ν〉divν

= 〈ei〈Df, ν〉ei, ν〉+ 〈Df, ν〉divν

= [〈∇̄eiDf, ν〉+ 〈Df, ∇̄eiν〉]〈ei, ν〉+ 〈Df, ν〉divν

= 〈∇̄eiDf, ν〉〈ei, ν〉+ 〈Df, ∇̄eiν〉〈ei, ν〉+ 〈Df, ν〉divν

= 〈∇̄νDf, ν〉+ 〈Df, ∇̄νν〉+ 〈Df, ν〉divν
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Usando que Σ está mergulhada em M , tome uma vizinhança U de x em Σ tal que

U = g−1(a), em que g : V ⊂ M → R é diferenciável, U ⊂ V e a ∈ R é valor regular de

g. Escolha um referencial ortonormal E1, . . . , En+1, sobre V , tal que En+1 = Dg
|Dg| = ν.

Denote por H a curvatura média e por A a segunda forma fundamental de Σ, então

H =
n∑
i=1

〈A(Ei, Ei), ν〉 =
n∑
i=1

〈∇̄EiEi, ν〉

= −
n∑
i=1

〈∇̄Eiν, Ei〉 − 〈∇̄νν, ν〉

= −
n+1∑
i=1

〈∇̄Eiν, Ei〉

= −divν.

Portanto, temos que

∆f = 〈∇̄νDf, ν〉+ 〈Df, ∇̄νν〉 −HΣ〈Df, ν〉

= ∇∇f(ν, ν) + 〈Df, ν〉〈ν, ∇̄νν〉 −HΣ〈Df, ν〉

= ∇∇f(ν, ν)−HΣ〈Df, ν〉.

A demonstração da próxima proposição é bastante semelhante à demonstração do

Teorema 1.3.4; a única diferença, é que esta proposição generaliza, levemente, aquele

Teorema. Ela será fundamental na prova da Desigualdade de Penrose.

Proposição 3.1.2. Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto, limitado e tal que o bordo de

Rn
−\Ω seja suave. Seja f : Rn

−\Ω→ R uma função de classe C2 até o bordo, assintotica-

mente plana, constante ao longo de cada componente conexa de ∂Ω e tal que |Df | → ∞

quando x → ∂Ω. Suponha que o gráfico de f possua a métrica induzida de Rn+1. De-

note por Ω̇i, i = 1, . . . , ṅ, as componentes conexas de Ω tais que Ω̇i ∩ {xn < 0} 6= ∅ e
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Ω̇i∩{xn > 0} 6= ∅; e por Ω̃i, i = 1, . . . , ñ, as componentes conexas de Ω tais que Ω̃i ⊂ Rn
−,

então

c(n)m(g) =

∫
Rn−\Ω

S dxδ +

∫
∂Rn−\∪Ω̇i

H̄
√

1 + (fn)2

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ

+

∫
∂Rn−\∪Ω̇i

fnH̃|Df |2
√

1 + |D̄f |2
1 + |Df |2

dxδ −
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn−

fn〈D̄f, η̇〉 dσ̇i

+

∫
∪∂Ω̇i∩{xn<0}

H∂Ω dσ̇ +

∫
∪∂Ω̃i

H∂Ω dσ̃.

Aqui, H̄ e H̃ são as curvaturas médias definidas no Teorema 1.3.4, H∂Ω é a curvatura

média de ∂Ω visto como subvariedade dos hiperplanos que o contém e η̇ denota o campo

vetorial normal, unitário e exterior a ∪iΩ̇i.

Demonstração. Temos∫
Rn−\Ω

S dxδ = lim
r→∞

∫
B−r \Ω

divX dxδ

= lim
r→∞

∫
S−r

〈X, x
|x|
〉 dσr + lim

r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

〈X, en〉 dxδ +

∫
∪∂Ω̇i∩{xn<0}

〈X, η̇i〉 dσ̇

+

∫
∪∂Ω̃i

〈X, η̃i〉 dσ̃, (3.1)

em que X é definido por (1.8). Como no Teorema 1.3.4, (1.10), encontramos

lim
r→∞

∫
S−r

〈X, x
|x|
〉 dσr = lim

r→∞

∫
S−r

(fifkk − fkfik)
xi
|x|

dσr. (3.2)

Por outro lado, como Ū = 1− |Df |2
1+|Df |2 :

〈X, en〉 =
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk)−
|Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk).

Assim,

lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

〈X, en〉 dxδ = lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dxδ

− lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

|Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dxδ

= lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

(divRn−1(fnD̄f)− 2〈D̄f, D̄fn〉) dxδ

− lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

|Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dxδ.
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Aqui, D̄f =
(
∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn−1

)
. Usando que

lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

divRn−1(fnD̄f) dxδ = lim
r→∞

∫
Sn−2
r

fn〈D̄f, ηr〉 dσr +
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn−

fn〈D̄f, η̇〉 dσ̇i,

em que ηr é o campo vetorial normal unitário e exterior a Sn−2
r , encontramos

lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

〈X, en〉 dxδ = lim
r→∞

∫
Sn−2
r

fn〈D̄f, ηr〉 dσr +
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn−

fn〈D̄f, η̇〉 dσ̇i

−2 lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

〈D̄f, D̄fn〉 dxδ

− lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

|Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dxδ. (3.3)

Usando (3.1), (3.2) e (3.3), encontramos∫
Rn−\Ω

S dxδ = lim
r→∞

∫
S−r

(fifkk − fkfik)
xi
|x|

dσr + lim
r→∞

∫
Sn−2
r

fn〈D̄f, ηr〉 dσr

+
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn−

fn〈D̄f, η̇〉 dσ̇i − 2 lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

〈D̄f, D̄fn〉 dxδ

− lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

|Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dxδ

+

∫
∪∂Ω̇i∩{xn<0}

〈X, η̇i〉 dσ̇ +

∫
∪∂Ω̃i

〈X, η̃i〉 dσ̃.

Ou seja,

c(n)m(g) =

∫
Rn−\Ω

S dxδ −
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn−

fn〈D̄f, η̇〉 dσ̇i + 2 lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

〈D̄f, D̄fn〉 dxδ

+ lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

|Df |2

1 + |Df |2
n−1∑
k=1

(fnfkk − fkfnk) dxδ −
∫
∪∂Ω̇i∩{xn<0}

〈X, η̇i〉 dσ̇

−
∫
∪∂Ω̃i

〈X, η̃i〉 dσ̃. (3.4)

Como no Teorema 1.3.4 temos que

lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

fkfnk

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ =

∫
∂Rn−\∪Ω̇i

H̄
√

1 + (fn)2

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ, (3.5)

em que H̄ é a curvatura média de ∂G(f), visto como subvariedade de G(f), e também

temos que

lim
r→∞

∫
Dr\∪Ω̇i

fnfkk
|Df |2

1 + |Df |2
dxδ =

∫
∂Rn−\∪Ω̇i

fnH̃|Df |2
√

1 + |D̄f |2
1 + |Df |2

dxδ, (3.6)
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em que H̃ é a curvatura média de ∂G(f), visto como subvariedade de ∂Rn
−. Portanto,

c(n)m(g) =

∫
Rn−\Ω

S dxδ +

∫
∂Rn−\∪Ω̇i

H̄
√

1 + (fn)2

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ (3.7)

+

∫
∂Rn−\∪Ω̇i

fnH̃|Df |2
√

1 + |D̄f |2
1 + |Df |2

dxδ −
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn−

fn〈D̄f, η̇〉 dσ̇i

−
∫
∪∂Ω̇i∩{xn<0}

〈X, η̇〉 dσ̇ −
∫
∪∂Ω̃i

〈X, η̃〉 dσ̃.

Como f é constante sobre ∂Ω, tem-se que Df é normal a este conjunto. Denote por

Ωc uma componente de Ω, tal que f cresce quando x→ ∂Ωc, assim Df/|Df | é o campo

normal, unitário e exterior ao gráfico ao longo de ∂Ωc (Df/|Df | aponta para dentro de Ωc

no hiperplano que contém Ωc). Denote por Ωd uma componente de Ω, tal que f decresce

quando x → ∂Ωd, assim −Df/|Df | é o campo normal, unitário e exterior ao gráfico ao

longo de ∂Ωd (−Df/|Df | aponta para dentro de Ωd no hiperplano que contém Ωd).

Temos que

〈X, Df
|Df |

〉 = 〈Ū(fifkk − fkfik)ei,
fj
|Df |

ej〉 =
fiŪ

|Df |
(fifkk − fkfik)

=
Ū

|Df |
(f 2
i fkk − fkfifik) =

Ū

|Df |
(|Df |2∆f −∇∇f(Df,Df))

=
|Df |2

|Df |
Ū

(
∆f −∇∇f

(
Df

|Df |
,
Df

|Df |

))
.

Como ν = Df
|Df | é o campo normal, unitário e interior a Ωc, usando a Proposição 3.1.1 e

que Ū = 1
1+|Df |2 encontramos

〈X, Df
|Df |

〉 =
|Df |

1 + |Df |2
(−H∂Ωc〈Df, Df

|Df |
〉)

= − |Df |2

1 + |Df |2
H∂Ωc〈 Df

|Df |
,
Df

|Df |
〉

= − |Df |2

1 + |Df |2
H∂Ωc .
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Como ν = − Df
|Df | é o campo normal, unitário e interior a Ωd, usando a Proposição 3.1.1 e

que Ū = 1
1+|Df |2 encontramos

〈X,− Df

|Df |
〉 = − |Df |

1 + |Df |2
(−H∂Ωd〈Df,− Df

|Df |
〉)

= − |Df |2

1 + |Df |2
H∂Ωd〈− Df

|Df |
,− Df

|Df |
〉

= − |Df |2

1 + |Df |2
H∂Ωd .

Aqui, H∂Ω é fornecida pelo vetor interior a Ω. Sabemos que limx→∂Ω |Df(x)| =∞, assim

limx→∂Ω
|Df |2

1+|Df |2 = 1, logo, supondo que ν seja o campo normal, unitário e interior a Ω ao

longo de ∂Ω, sobre ∂Ω tem-se

〈X, ν〉 = −H∂Ω.

Usando (3.7), temos

c(n)m(g) =

∫
Rn−\Ω

S dxδ +

∫
∂Rn−\∪Ω̇i

H̄
√

1 + (fn)2

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ

+

∫
∂Rn−\∪Ω̇i

fnH̃|Df |2
√

1 + |D̄f |2
1 + |Df |2

dxδ −
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩∂Rn−

fn〈D̄f, η̇〉 dσ̇i

+

∫
∪∂Ω̇i∩{xn<0}

H∂Ω dσ̇ +

∫
∪∂Ω̃i

H∂Ω dσ̃.

Uma hiperf́ıcie, Σ ⊂ Rn, é dita ser média-convexa, se sua curvatura média, com

respeito à métrica Euclidiana, é positiva. Um conjunto aberto, Ω ⊂ Rn, é dito ser êxtero-

minimizante, se para todo aberto Ω′ ⊂ Rn tal que Ω ⊂ Ω′, tem-se que |∂Ω| ≤ |∂Ω′|.

Proposição 3.1.3. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto (não necessariamente conexo) limitado, su-

ave, com bordo médio-convexo e êxtero-minimizante. Denote por H∂Ω a curvatura média

de ∂Ω com respeito ao campo normal, unitário e interior a Ω. Então,

1

2(n− 1)ωn−1

∫
∂Ω

H∂Ω d∂Ω ≥ 1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.

Além disso, a igualdade ocorrerá se, e somente se, cada componente conexa de Ω for uma

bola redonda.

Demonstração. Veja [17], Teorema 5, item (V).
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Dado um conjunto limitado Ω ⊂ Rn+1, assuma que ∂Ω seja suave. Dado x ∈ ∂Ω,

denote por κ(x) = (κ1(x), . . . , κn(x)) as curvaturas principais de ∂Ω em x. Defina σk :

Rn → R por

σk(λ1, . . . , λn) =

(
n

k

)−1 ∑
1≤i1<...<ik≤n

λi1 · · ·λik .

Note que σ0(κ1, . . . , κn) = 1, σ1(κ1, . . . , κn) = 1
n

∑n
i=1 κi = 1

n
H, H é curvatura média de

∂Ω, e σn(κ1, . . . , κn) =
∏n

i=1 κi é a curvatura Gaussiana de ∂Ω. Seja k um número inteiro

e positivo, definimos

V(n+1)−k(Ω) := Cn,k

∫
∂Ω

σk−1(κ) dµ∂Ω,

em que

Cn,k =
σk(I)

σk−1(I)
,

e I = (1, . . . , 1).

Para Ω ⊂ Rn+1, diz-se que Ω é k-convexo, se κ(x) ∈ Γ̄k para todo x ∈ ∂Ω, em que

Γk é o cone de Garding:

Γk := {λ ∈ Rn | σm(λ) > 0, ∀m ≤ k}.

Diz-se que Ω é estritamente k-convexo, se κ(x) ∈ Γk para todo x ∈ ∂Ω.

A seguir, uma extensão da inequação isoperimétrica de Alexandrov-Fenchel, [1, 2],

para domı́nios estrelados de Rn+1.

Proposição 3.1.4. Suponha que Ω ⊂ Rn+1 seja um conjunto limitado, suave, estrelado

e k-convexo. Denote por B ⊂ Rn+1 uma bola de raio 1. Então,(
V(n+1)−m(Ω)

V(n+1)−m(B)

) 1
n+1−m

≤
(
Vn−m(Ω)

Vn−m(B)

) 1
n−m

,

para qualquer m ∈ {0, . . . , k}. Além disso, a igualdade ocorrerá se, e somente se, Ω for

uma bola.

Demonstração. Veja [18], Teorema 2.

Corolário 3.1.5. Suponha que Ω ⊂ Rn+1 seja um conjunto limitado e estrelado. Suponha

também que ∂Ω seja suave e médio-convexo, isto é, que Ω seja 1-convexo. Denote por

H∂Ω a curvatura média de ∂Ω com respeito ao campo normal, unitário e interior a Ω e

por B ⊂ Rn+1 uma bola unitária. Então,

1

2nωn

∫
∂Ω

H∂Ω dµ∂Ω ≥
1

2

(
|∂Ω|
ωn

)n−1
n

.
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Além disso, a igualdade ocorrerá se, e somente se, Ω for uma bola.

Demonstração. Usando m = 1 encontramos(
Vn(Ω)

Vn(B)

) 1
n

≤
(
Vn−1(Ω)

Vn−1(B)

) 1
n−1

.

Temos,

Vn(Ω) = Cn,1

∫
∂Ω

σ0(κ) dµ∂Ω = Cn,1|∂Ω|, Vn(B) = Cn,1|Sn| = Cn,1ωn,

e

Vn−1(Ω) = Cn,2

∫
∂Ω

σ1(κ) dµ∂Ω = Cn,2

∫
∂Ω

H∂Ω dµ∂Ω

e

Vn−1(B) = Cn,2

∫
Sn
HSn dµSn = Cn,2nωn.

Assim, (
Cn,2

∫
∂Ω
H∂Ω dµ∂Ω

Cn,2nωn

) 1
n−1

≥
(
Cn,1|∂Ω|
Cn,1ωn

) 1
n

,

ou seja,

1

nωn

∫
∂Ω

H∂Ω dµ∂Ω ≥
(
|∂Ω|
ωn

)n−1
n

.

Note, no Corolário anterior, que se Ω ⊂ Rn, então

1

2(n− 1)ωn−1

∫
∂Ω

H∂Ω dµ∂Ω ≥
1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.

A seguinte proposição pode ser encontrada em [22], inclúımos a sua prova devido a

sua simplicidade.

Proposição 3.1.6. Sejam a1, . . . , ak números reais não negativos e 0 ≤ β ≤ 1. Então,

k∑
i=1

aβi ≥

(
k∑
i=1

ai

)β

.

Se 0 ≤ β < 1, então a igualdade acontecerá se, e somente se, no máximo um elemento

de {a1, . . . , ak} for não nulo.
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Demonstração. Suponha, inicialmente, k = 2. Fixe x ≥ 0, β ∈ [0, 1] e defina w(y) =

xβ + yβ − (x+ y)β. Temos que w(0) = 0 e

w′(y) = β(yβ−1 − (x+ y)β−1) ≥ 0 ∀ y ≥ 0.

Portanto, w(y) ≥ 0 para todo y ≥ 0 com w(y) = 0 se, e somente se, x = 0 ou y = 0 ou

β = 1. Se k = n > 2, então (a1 + . . .+ an)β ≤ (a1 + . . .+ an−1)β + aβn ≤ (a1 + . . . an−2)β +

aβn−1 + aβn ≤ . . . ≤ aβ1 + aβ2 + . . .+ aβn.

3.2 Desigualdade de Penrose

Teorema 3.2.1. Seja Ω ⊂ Rn
−, n ≥ 3, um conjunto aberto, limitado, com bordo suave,

médio-convexo e tal que ∂Ω ∩ ∂Rn
− = ∅. Suponha que ∂Ω seja êxtero-minimizante ou que

cada componente conexa de Ω seja estrelada. Seja f : Rn
−\Ω → R uma função de classe

C2 até o bordo, assintoticamente plana, constante ao longo de cada componente conexa

de ∂Ω e tal que |Df | → ∞ quando x → ∂Ω. Suponha também que fn ≥ 0 sobre ∂Rn
−,

que a curvatura escalar e as curvaturas médias que aparecem na Proposição 3.1.2 são não

negativas. Então,

m(g) ≥ 1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

,

em que |∂Ω| é o (n− 1)-volume de ∂Ω.

Demonstração. Pela Proposição 3.1.2 temos

2(n− 1)ωn−1m(g) =

∫
Rn−\Ω

S dxδ +

∫
∂Rn−

H̄
√

1 + (fn)2

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ

+

∫
∂Rn−

fnH̃|Df |2
√

1 + |D̄f |2
1 + |Df |2

dxδ +

∫
∂Ω

H∂Ω d∂Ω.

Denote por Ωi, i = 1, . . . , k, as componentes conexas de Ω. Temos,

m(g) ≥ 1

2(n− 1)ωn−1

∑
i

∫
∂Ωi

H∂Ωi d∂Ωi

≥ 1

2

∑
i

(
|∂Ωi|
ωn−1

)n−2
n−1

≥ 1

2

(∑
i

|∂Ωi|
ωn−1

)n−2
n−1

=
1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.
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Teorema 3.2.2. Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, um conjunto aberto, limitado e simétrico em

relação ao hiperplano {xn = 0} = ∂Rn
−; com bordo suave, médio-convexo e tal que ∂Ω

seja ortogonal a ∂Rn
− nos pontos de interseção. Suponha que ∂Ω seja êxtero-minimizante

ou que cada componente conexa de Ω seja estrelada. Seja f : Rn
−\Ω → R uma função

de classe C2 até o bordo, assintoticamente plana, constante ao longo de cada componente

conexa de ∂Ω e tal que |Df | → ∞ quando x → ∂Ω. Suponha também que fn = 0 sobre

∂Rn
−, que a curvatura escalar e as curvaturas médias que aparecem na Proposição 3.1.2

são não negativas. Então,

m(g) ≥ 1

2n/(n−1)

(
|∂Ω ∩ Rn

−|
ωn−1

)n−2
n−1

,

em que |∂Ω| é o (n− 1)-volume de ∂Ω.

Demonstração. Como na Proposição 3.1.2 denotamos por Ω̇i as componentes que tocam

o bordo de Rn
− e por Ω̃i as componentes tais que ∂Ω̃i ∩ ∂Rn

− = ∅. Pela Proposição 3.1.2,

temos

2(n− 1)ωn−1m(g) =

∫
Rn−\Ω

S dxδ +

∫
∂Rn−\∪Ω̇i

H̄
√

1 + (fn)2

{
2− |Df |2

1 + |Df |2

}
dxδ

+

∫
∪∂Ω̇i∩{xn<0}

H∂Ω dσ̇ +

∫
∪∂Ω̃i∩{xn<0}

H∂Ω dσ̃

≥
∫
∪∂Ω̇i∩{xn<0}

H∂Ω dσ̇ +

∫
∪∂Ω̃i∩{xn<0}

H∂Ω dσ̃

=
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i∩{xn<0}

H∂Ω̇i dσ̇ +
ñ∑
i=1

∫
∂Ω̃i∩{xn<0}

H∂Ω̃i dσ̃.

Até aqui, todos os domı́nios de integração estão contidos em Rn
−. Podemos considerar uma

extensão, f̃ , de f para Rn\Ω dada por f̃(x) = f(x) se x ∈ Rn
− e f̃(x1, . . . , xn−1, xn) =
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f(x1, . . . , xn−1,−xn) se x 6∈ Rn
−. Assim, passamos a integrar sobre ∂Ω e pela simetria da

extensão e de Ω, multiplicamos cada integral por 1
2
.

2(n− 1)ωn−1m(g) ≥ 1

2

ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i

H∂Ω̇i dσ̇ +
1

2

ñ∑
i=1

∫
∂Ω̃i

H∂Ω̃i dσ̃.

Usando os resultados auxiliares e denotando por Ωi as componentes de Ω, obtemos

m(g) ≥ 1

2(n− 1)ωn−1

1

2

{
ṅ∑
i=1

∫
∂Ω̇i

H∂Ω̇i dσ̇ +
ñ∑
i=1

∫
∂Ω̃i

H∂Ω̃i dσ̃

}
≥ 1

2

1

2(n− 1)ωn−1

∑
i

∫
∂Ωi

H∂Ωi d∂Ωi

≥ 1

4

∑
i

(
|∂Ωi|
ωn−1

)n−2
n−1

≥ 1

4

(∑
i

|∂Ωi|
ωn−1

)n−2
n−1

=
1

4

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.

Portanto,

m(g) ≥ 1

4

(
2
|∂Ω ∩ Rn

−|
ωn−1

)n−2
n−1

=
1

2n/(n−1)

(
|∂Ω ∩ Rn

−|
ωn−1

)n−2
n−1

.
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Caṕıtulo 4
Rigidez para Hiperf́ıcies semi-Einstein

Minimizantes de Volume

Neste caṕıtulo provaremos um resultado que generaliza o Teorema de Bray-Brendle-

Neves, [8], e o Teorema de Barros et al., [5], para hiperf́ıcies semi-Einstein de variedades

com dimensão qualquer. Na primeira seção apresentaremos alguns resultados auxiliares,

muitos destes são resultados clássicos de Geometria. Na segunda seção apresentaremos a

prova do principal resultado deste caṕıtulo.

4.1 Resultados Auxiliares

Dado um conjunto Ω, denotaremos por D(Ω) o conjunto das funções reais de classe

C∞, com suporte compacto e contido em Ω. Também denotaremos por K(n, q) a melhor

constante para a imersão de Sobolev clássica, isto é,(∫
Rn
|f |p dx

) 1
p

≤ K(n, q)

(∫
Rn
|∇f |q dx

) 1
q

,

e não existe A ∈ R tal que A < K(n, q) e(∫
Rn
|f |p dx

) 1
p

≤ A

(∫
Rn
|∇f |q dx

) 1
q

,

para toda f ∈ D(Rn). Em que 1 ≤ q < n e 1
p

= 1
q
− 1

n
. No Teorema 5.3.1 de [20], pode

ser encontrada a seguinte caracterização

K(n, 1) =
1

n

(
n

ωn−1

)1/n

,
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K(n, q) =
1

n

(
n(q − 1)

n− q

)1−1/q (
Γ(n+ 1)

Γ(n/q)Γ(n+ 1− n/q)ωn−1

)1/n

.

A próxima proposição mostra que K(n, q) é a melhor constante. Ela será útil para

obtermos uma desigualdade envolvendo o volume de uma esfera e da hiperf́ıcie semi-

Einstein.

Proposição 4.1.1. Sejam n ≥ 2 e (M, g) uma n-variedade Riamanniana. Suponha que

1 ≤ q < n, q ∈ R, e que existam A,B ∈ R tais que para toda f ∈ D(M) tenha-se(∫
M

|f |p dVg
) 1

p

≤ A

(∫
M

|∇f |q dVg
) 1

q

+B

(∫
M

|f |q dVg
) 1

q

, (4.1)

em que 1
p

= 1
q
− 1

n
. Então, A ≥ K(n, q).

Demonstração. Veja [20], Proposição 5.3.2.

O próximo teorema foi provado por Ilias em 1983, [26], este teorema em conjunto com a

proposição anterior irá garantir a desigualdade do teorema mais importante deste caṕıtulo,

Teorema 4.2.3, para qualquer dimensão n ≥ 3. Dada uma n-variedade Riemanniana

compacta (M, g), n ≥ 2, definimos R(M, g) := inf{RicM(V, V ) | V ∈ TM, |V |g = 1}.

Teorema 4.1.2. Sejam n ≥ 2 e (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta e sem

bordo. Suponha que R(M, g) ≥ R(Sn, 1
δ
gcan) = δ(n− 1) > 0, então(∫

M

|f |
2n
n−2dVg

)n−2
n

≤ [K(n, 2)]2
(
ωn(δ)

volM

) 2
n
∫
M

|∇f |2 dVg+(volM)−
2
n

∫
M

|f |2dVg, (4.2)

para toda f ∈ H1,2(M); em que ωn(δ) = δ−
n
2ωn, ωn = voln Sn e

K(n, 2) =

√
4

n(n− 2)ω
2/n
n

.

Demonstração. Veja [26], Teorema 3.

O lema a seguir é uma consequência direta da celebrada equação de Gauss, veja

[16, 30] para uma prova desta equação, que relaciona a curvatura de uma variedade

ambiente com a curvatura de uma subvariedade. No nosso teorema ele será utilizado para

verificarmos que a curvatura escalar da variedade ambiente coincide com a curvatura

escalar da subvariedade.
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Lema 4.1.3. Suponha que (M, g) seja uma n-variedade Riemanniana e que Σ ⊂M seja

uma hiperf́ıcie imersa. Denote a curvatura escalar por R, a curvatura de Ricci por Ric, a

segunda forma fundamental da imersão por A e a curvatura média por H. Então, sobre

Σ tem-se

RM = 2 RicM(ν, ν) +RΣ + |A|2 −H2. (4.3)

Demonstração. Dado p ∈ Σ, seja {ei} ⊂ TpΣ uma base ortonormal. Sejam X, Y, Z,W ∈

TpΣ e seja ν ∈ NpΣ, pela equação de Gauss tem-se

RicM(Y, Z) =
n∑
i=1

RmM(ei, Y, Z, ei) +RmM(ν, Y, Z, ν)

= RmM(ν, Y, Z, ν) +
n∑
i=1

RmΣ(ei, Y, Z, ei)

+
n∑
i=1

{〈A(ei, Z), A(Y, ei)〉 − 〈A(ei, ei), A(Y, Z)〉}

= RmM(ν, Y, Z, ν) + RicΣ(Y, Z)

+
n∑
i=1

〈A(ei, Z), A(Y, ei)〉 −H〈A(Y, Z), ν〉.

Assim,

RM =
n∑
j=1

RicM(ej, ej) + RicM(ν, ν)

= RicM(ν, ν) +
n∑
j=1

{RmM(ν, ej, ej, ν) + RicΣ(ej, ej)}

+
n∑

i,j=1

〈A(ei, ej), A(ej, ei)〉 −H
n∑
j=1

〈A(ej, ej), ν〉

= 2 RicM(ν, ν) +RΣ + |A|2 −H2.

Sejam n ≥ 3 e (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta e conexa. O invariante

de Yamabe é definido por λ(M) = inf{Qg(ϕ) | ϕ : M → R é positiva e suave}, em que

Qg(ϕ) =

∫
M

4n−1
n−2
|∇ϕ|2 + Sϕ2 dVg(∫

M
|ϕ|

2n
n−2

)n−2
n

.

Este número também pode ser definido como λ(M) = inf{Q(g̃) | g̃ ∈ [g]}, em que [g] é a

classe conforme de g e

Q(g̃) =

∫
M
R̃ dVg̃

(
∫
M
dVg̃)

n−2
n

,
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em que R̃ é a curvatura escalar de g̃. Note que Q(g̃) = Qg(ϕ), se g̃ = ϕ
4

n−2 g, veja [31].

O próximo teorema foi provado por Schoen, em 1984, no seu famoso trabalho, no qual

ele completou a solução para o problema de Yamabe, provando os casos restantes que

Trudinger e Aubin deixaram em aberto.

Teorema 4.1.4. Seja n ≥ 3, suponha que (M, g) seja uma n-variedade Riemanniana

compacta e conexa. Se M não é conformemente difeomorfa a Sn, então λ(M) < λ(Sn).

Demonstração. Veja [38], Teorema 2.

O teorema anterior juntamente com o próximo teorema - provado por Obata, em 1971

- nos permitirá concluir que a hiperf́ıcie semi-Einstein será isométrica à esfera canônica,

caso haja igualdade na desigualdade que encontraremos utilizando o Teorema de Ilias.

Teorema 4.1.5. Sejam n ≥ 3 e (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta, conexa

e com curvatura escalar constante e igual a k. Então, (M, g) será conformemente difeo-

morfa à (Sn, gcan) se, e somente se, k > 0 e (M, g) for isométrica à n-esfera Euclidiana

de raio
√
n(n− 1)/k.

Demonstração. Veja [35], Teoremas I e II.

O seguinte Teorema nos mostra que o operador Laplaciano, sob a condição de bordo

de Dirichlet, é um isomorfismo linear. Ele será útil na prova do teorema central deste

caṕıtulo, no qual precisaremos usar o Teorema da Função Impĺıcita.

Teorema 4.1.6 (Problema de Dirichlet Homogêneo). Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto,

limitado e conexo. Seja f ∈ L2(Ω), então existe uma única solução fraca u ∈ W 1,2
0 (Ω)

para o problema  −∆u = f em Ω

u = 0 sobre ∂Ω.

Demonstração. Pela desigualdade de Poincaré, ∀u ∈ W 1,2
0 (Ω) podemos escrever

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω),

na qual C = C(n,Ω). Como W 1,2
0 (Ω) é de Banach, segue que ‖u‖0 := ‖∇u‖L2(Ω) é uma

norma equivalente em W 1,2
0 (Ω), logo W 1,2

0 (Ω) é um espaço de Hilbert sob o produto interno

〈u, v〉0 :=

∫
Ω

∇u · ∇v.
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Portanto, a existência de uma única solução fraca u ∈ W 1,2
0 (Ω) para o problema de

Dirichlet homogêneo, é equivalente à existência de um único vetor u ∈ W 1,2
0 (Ω) tal que

〈u, v〉0 :=

∫
Ω

∇u · ∇v =

∫
Ω

f.v, ∀v ∈ W 1,2
0 (Ω).

Basta mostrar então que

F (v) =

∫
Ω

f.v ∈ (W 1,2
0 (Ω))∗

e usar o teorema de Representação de Riez para espaços de Hilbert.

De fato, pela desigualdade de Holder,

|F (v)| ≤ ‖f‖L2(Ω).‖v‖L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖W 1,2
0 (Ω).

Dáı, F ∈ (W 1,2
0 (Ω))∗.

Este resultado pode, facilmente, ser estendido para variedades Riemannianas, veja

[20]. O próximo Lema é muito conhecido, já que ele é utilizado na demonstração do

famoso Teorema de Cartan-Hadamard.

Lema 4.1.7. Suponha que M̃ e M sejam variedades Riemannianas conexas, que M̃ seja

completa e que π : M̃ → M seja uma isometria local. Então, M é completa e π é uma

aplicação de recobrimento.

Demonstração. Veja [30], Lema 11.6 ou [16], Lema 3.3 do Caṕıtulo VII.

4.2 Resultado Principal

Motivados por um clássico teorema da Geometria Diferencial - o Teorema de Topogo-

nov, [47] - em 2010 Bray, Brendle e Neves obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana compacta e tal que π2(M) 6=

0. Então, existe uma imersão f : S2 →M tal que (S2, f ∗g) é minimizante de área e

área(S2, f ∗g) min
M

RM ≤ 8π,

em que RM é a curvatura escalar de (M, g). Além disso, se a igualdade ocorrer, então o

recobrimento universal de (M, g) será isométrico ao cilindro canônico, (S2 × R, gcan), a

menos de uma constante.

Demonstração. Veja [8], Teorema 1.1.
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Motivados por este teorema, Barros et al., em 2015, provaram o seguinte teorema.

Teorema 4.2.2. Seja (M, g) uma 5-variedade Riemanniana completa, com curvatura

escalar positiva e curvatura de Ricci não negativa. Seja Σ ⊂ M uma hiperf́ıcie Einstein,

compacta, com fibrado normal trivial e mergulhada de modo que Σ seja minimizante de

volume na sua classe de homotopia. Então,

vol(Σ)
1
2 min

M
RM ≤ 8

√
6π.

Além disso, se a igualdde ocorrer, então (Σ, gΣ) será isométrica a (S4, gcan) e numa vizi-

nhança de Σ, (M, g) será isométrica a ((−ε, ε)×S4, dt2 +gcan) e o recobrimento universal

de (M, g) será isométrico a R× S4, a menos de uma constante.

Demonstração. Veja [5], Teorema 1.1.

Agora, generalizaremos este teorema para qualquer dimensão n ≥ 3; usaremos o Teo-

rema de Ilias para obter a desigualdade, a qual também pode ser obtida como consequência

do Teorema de Bishop-Gromov, e generalizaremos algumas ideias apresentadas em [4], [5]

e [34]. Salientamos que Barros et al. supuseram que a hiperf́ıcie fosse Einstein e embora as

superf́ıcies sejam Einstein, este é o caso do Teorema de Bray-Brendle-Neves, aqui iremos

supor apenas que a hiperf́ıcie seja semi-Einstein: RicΣ ≥ RΣ

n
gΣ.

Teorema 4.2.3. Suponha n ≥ 3 e seja (M, g) uma (n+ 1)-variedade Riemanniana com-

pleta, com curvatura escalar positiva e curvatura de Ricci não negativa. Suponha que

Σ ⊂ M seja uma n-subvariedade compacta, com fibrado normal trivial e mergulhada de

modo que (Σ, gΣ), gΣ sendo induzida por g, seja minimizante de volume na sua classe de

homotopia e tal que RicΣ ≥ RΣ

n
gΣ. Então,

voln(Σ)
2
n min

M
RM ≤ n(n− 1)(ωn)

2
n , (4.4)

em que ωn é o n-volume da n-esfera cuja curvatura seccional é igual a 1 e voln é o n-

volume. Além disso, se a igualdade ocorrer, então (Σ, gΣ) será isométrica a (Sn, gcan), a

menos de uma constante, e existirá uma vizinhança de Σ, em (M, g), que será isométrica

a ((−ε, ε)×Sn, dt2 +gcan) e o recobrimento universal de (M, g) será isométrico ao cilindro

R× Sn, a menos de uma constante.

Demonstração. Primeiro note que a curvatura escalar de Σ é positiva, mais precisamente,

RM = RΣ. Com efeito, se ν é um campo normal e unitário ao longo de Σ e φ ∈ C∞(Σ).
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Como Σ é minimizante de volume, o operador de estabilidade fornece∫
Σ

(RicM(ν, ν) + |A|2)φ2 dσ ≤
∫

Σ

|∇Σφ|2 dσ. (4.5)

Escolhendo φ = 1, encontra-se∫
Σ

RicM(ν, ν) + |A|2 dσ ≤ 0. (4.6)

Esta desigualdade junto com o fato de que RicM ≥ 0 implica que RicM(ν, ν) = 0 e

|A|2 = 0 sobre Σ. Como RicM(ν, ν) = |A|2 = H = 0, por (4.3) temos RM = RΣ. Por

outro lado, como RM > 0, RicΣ ≥ RΣ

n
gΣ = RM

n
gΣ e Σ é compacta, existe δ > 0 tal que

R(Σ, gΣ) = δ(n − 1). Portanto, podemos usar o Teorema 4.1.2; além disso, extraindo

ráızes de ambos os membros de (4.2) e usando que (x + y)
1
2 ≤ x

1
2 + y

1
2 , para x, y ≥ 0,

temos(∫
Σ
|f |

2n
n−2dVgΣ

)n−2
2n

≤ K(n, 2)

(
ωn(δ)

vol Σ

) 1
n
(∫

Σ
|∇f |2 dVgΣ

) 1
2

+ (vol Σ)−
1
n

(∫
Σ
|f |2dVgΣ

) 1
2

,

para toda f ∈ H1,2(M). A Proposição 4.1.1 garante que
(
ωn(δ)
vol Σ

) 1
n ≥ 1. Portanto,

(
ωn(δ)

vol Σ

) 2
n

≥ 1, (4.7)

donde (δ−
n
2ωn)

2
n ≥ (vol Σ)

2
n e portanto (ωn)

2
n ≥ δ(vol Σ)

2
n . Como R(Σ, gΣ) = δ(n − 1)

e Σ é compacta, existe Ṽ ∈ TΣ tal que |Ṽ |gΣ
= 1 e R(Σ, gΣ) = RicΣ(Ṽ , Ṽ ). Já que

RicΣ ≥ RΣ

n
gΣ, temos que δ(n−1) ≥ RΣ

n
. Portanto, conclúımos que (ωn)

2
n ≥ RΣ

n(n−1)
(vol Σ)

2
n ,

logo

n(n− 1)(ωn)
2
n ≥ (vol Σ)

2
nRΣ ≥ (vol Σ)

2
n min

Σ
RΣ = (vol Σ)

2
n min

Σ
RM ≥ (vol Σ)

2
n min

M
RM .

Isso prova (4.4). Se a igualdade ocorrer, RΣ será constante e

RΣ(vol Σ)
2
n = n(n− 1)(ωn)

2
n . (4.8)

Note que o lado direito desta equação é o invariante de Yamabe de (Sn, gcan), logo o

invariante de (Σ, gΣ) é igual ao invariante de (Sn, gcan). De fato, fazendo uma re-escala

na métrica da variedade ambiente, e consequentemente na métrica das subvariedades com

métrica induzida, podeŕıamos supor que vol(Σ) = ωn(δ) e mesmo assim chegaŕıamos na
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desigualdade acima. Pelo Teorema 4.1.2 teŕıamos

‖f‖2
2n
n−2

≤ K(n, 2)2‖∇f‖2
2 + (vol(Σ))−

2
n‖f‖2

2

= K(n, 2)2

[
‖∇f‖2

2 +
(vol(Σ))−

2
n

K(n, 2)2
‖f‖2

2

]

= K(n, 2)2

[
‖∇f‖2

2 +
n(n− 2)ω

2/n
n

4
(vol(Σ))−

2
n‖f‖2

2

]
.

Por (4.8) teŕıamos

1

K(n, 2)2
‖f‖2

2n
n−2

≤ ‖∇f‖2
2 +

n(n− 2)ω
2/n
n

4

RΣ

n(n− 1)ω
2/n
n

‖f‖2
2

= ‖∇f‖2
2 +

n− 2

4(n− 1)
RΣ‖f‖2

2.

Portanto,

4(n− 1)

n− 2

n(n− 2)ω
2/n
n

4
≤

4(n−1)
n−2
‖∇f‖2

2 +RΣ‖f‖2
2

‖f‖2
2n
n−2

,

ou seja,

λ(Sn) = n(n− 1)ω2/n
n ≤

4(n−1)
n−2
‖∇f‖2

2 +RΣ‖f‖2
2

‖f‖2
2n
n−2

,

para toda f ∈ H1,2(Σ), logo λ(Sn) ≤ λ(Σ). Como o invariante de Yamabe de toda

variedade compacta e conexa é sempre menor do que, ou igual a, o invariante da esfera

unitária canônica (veja o Teorema 6.2.13 de [20]), temos que λ(Sn) = λ(Σ). Por outro

lado, como o invariante de Yamabe é um invariante da classe conforme, segue-se que a

igualdade permanece mesmo quando não re-escalamos a métrica.

Pelo Teorema 4.1.4, (Σ, gΣ) será conformemente difeomorfa à (Sn, gcan) e pelo Teorema

4.1.5, (Σ, gΣ) será isométrica à n-esfera Euclidiana de raio
√
n(n− 1)/RΣ. Concluiremos

o restante do Teorema, a partir das próximas proposições.

Note que a desiguadade (4.7) pode ser provada por meio do Teorema de Bishop-

Gromov. De agora em diante, iremos supor as hipóteses do Teorema 4.2.3. A próxima

proposição pode ser encontrada em [4], [8] ou [34].

Proposição 4.2.4. Existe ε > 0 e uma função suave w : Σ× (−ε, ε)→ R tal que

Σt := {expx(w(x, t)N(x)) | x ∈ Σ}
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é uma famı́lia de variedades compactas, com curvatura média constante. Além disso,

w(x, 0) = 0,
∂

∂t
w(x, t)

∣∣∣∣
t=0

= 1,

∫
Σ

(w(·, t)− t)dσ = 0,

para cada x ∈ Σ e para todo t ∈ (−ε, ε).

Demonstração. Considere o operador de Jacobi Lu = ∆Σu+ |A|2u+Ric(N,N)u de Σ, em

que N é um campo vetorial normal ao longo de Σ. Sabemos que L = ∆Σ. Fixe α ∈ (0, 1)

e considere os Espaços de Bannach X = {u ∈ C2,α(Σ) |
∫

Σ
u dσ = 0} e Y = {u ∈

C0,α |
∫

Σ
u = 0}. Para cada função u : Σ→ R, seja Σu := {expx(u(x)N(x)) | x ∈ Σ}.

Escolha ε > 0 e δ > 0 tais que Σu+t seja uma subvariedade compacta, de classe C2,α

para todo (t, u) ∈ (−ε, ε)×B(0, δ), em que B(0, δ) = {u ∈ C2,α(Σ) | ‖u‖C2,α < δ}. Denote

por HΣu+t a curvatura média de Σu+t.

Defina Ψ : (−ε, ε)×B(0, δ) ⊂ X → Y por

Ψ(t, u) = HΣu+t −
1

|Σ|

∫
Σ

HΣu+t dσ.

Note que Ψ(0, 0) = 0 porque Σ0 = Σ.

Desejamos usar o Teorema da Função Impĺıcita, para isso, verificaremos que DΨ(0, 0)

é um isomorfismo linear. De fato, dado v ∈ X, temos

DΨ(0, 0) · v =
dΨ

ds
(0, sv)

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds

(
HΣsv −

1

|Σ|

∫
Σ

HΣsv dσ

)∣∣∣∣
s=0

= Lv − 1

|Σ|

∫
Σ

Lv dσ

= ∆Σv,

a última igualdade procede de L = ∆Σ e do Teorema da Divergência, usando que Σ é

compacta e sem bordo.

Já que ∆Σ : X → Y é um isomorfismo linear, Teorema 4.1.6, pelo Teorema da Função

Impĺıcita, existem 0 < ε1 < ε e u(t) = u(t, ·) ∈ B(0, δ) para t ∈ (−ε1, ε1) tais que

u(0) = 0 e Ψ(t, u(t)) = 0, ∀ t ∈ (−ε1, ε1).

Assim, definindo w(t, x) = u(t, x) + t, para (t, x) ∈ (−ε1, ε1)×Σ, temos que cada Σt dada

por

Σt = {expx(w(t, x)N(x)) | x ∈ Σ} (4.9)
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possui curvatura média constante. Note que w(0, x) = 0 e
∫

Σ
(w(t, ·) − t)dσ = 0, já que

w(0, x) = u(0, x) = 0 e w(t, ·) − t = u(t, ·) ∈ B(0, δ) = {u ∈ C2,α(Σ) |
∫

Σ
u dσ = 0}. A

fim de ver que
∂w

∂t
(0, x) = 1, ∀x ∈ Σ,

primeiro note que

0 = Ψ(t, u(t)) = HΣw(t,·) −
1

|Σ|

∫
Σ

HΣw(t,·) dσ, ∀ t ∈ (−ε1, ε1). (4.10)

Defina f(t, x) = expx(w(t, x)N(x)), x ∈ Σ e perceba que

∂f

∂t
(0, x) =

∂w

∂t
(0, x)N(x), ∀x ∈ Σ,

já que a derivada de expx na origem é igual à identidade. Assim,

ρ0(x) :=

〈
∂f

∂t
(0, x), N(x)

〉
=

〈
∂w

∂t
(0, x)N(x), N(x)

〉
=
∂w

∂t
(0, x).

Diferenciando (4.10) em t = 0 e usando a Proposição 4.2.5, obtemos

0 = −∆Σ

(
∂w

∂t
(0, ·)

)
+

1

|Σ|

∫
Σ

∆Σ

(
∂w

∂t
(0, ·)

)
dσ = −∆Σ

(
∂w

∂t
(0, ·)

)
.

Portanto, ∂w
∂t

(0, ·) é uma função harmônica; como Σ é compacta, do Prinćıpio do Máximo

segue que ∂w
∂t

(0, ·) é constante, e já que
∫

Σ
(w(t, ·)− t)dσ = 0, diferenciando esta igualdade

em t = 0, obtemos ∫
Σ

∂w

∂t
(0, ·) dσ = |Σ|.

Ou seja, ∂w
∂t

(0, ·)|Σ| = |Σ|, portanto ∂w
∂t

(0, x) = 1, para todo x ∈ Σ.

Seja ft : Σ → M definida por ft(x) = expx(w(x, t)N(x)) para cada t ∈ (−ε, ε). Faça

Nt ser o campo vetorial normal e unitário ao longo de Σt := {expx(w(x, t)N(x)) | x ∈ Σ},

tal que N0(x) = N(x) para todo x ∈ Σ. Denote por dσt o elemento de volume de Σt com

respeito à métrica induzida por ft.

Proposição 4.2.5. Seja ε > 0 como na prova anterior. Seja ρt(x) = 〈 ∂
∂t
ft(x), Nt(x)〉.

Temos

− d

dt
HΣt = (∆Σt + RicM(Nt, Nt) + |AΣt|2)ρt = LΣtρt. (4.11)

Demonstração. Veja [23], Teorema 3.2 ou [25], Equação (1.2).

Proposição 4.2.6. Existe δ ∈ R, 0 < δ < ε, tal que vol(Σt) = vol(Σ) para todo t ∈

(−δ, δ).
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Demonstração. Note, primeiramente, que ρ0(x) = 1 para cada x ∈ Σ. Temos

∂

∂t
f(x, t)

∣∣∣∣
t=0

=
∂w

∂t
(x, 0)N(x) = N(x),

porque a derivada de expx na origem é a identidade e ∂w
∂t
|t=0 = 1; assim ρ0(x) =

〈N(x), N(x)〉 = 1. Por continuidade, existe δ > 0, δ < ε, tal que ρt(x) > 0 para todo

t ∈ (−δ, δ) e x ∈ Σ. Agora, multiplicando a equação (4.11) por 1/ρt, integrando sobre Σt

e lembrando, através de (4.9), que H(t) não depende de x ∈ Σt, obtemos

−H ′(t)
∫

Σt

1

ρt
dσt =

∫
Σt

[
∆Σtρt
ρt

+ (RicM(Nt, Nt) + |A|2)

]
dσt

=

∫
Σt

[
|∇Σtρt|2

ρ2
t

+ (RicM(Nt, Nt) + |A|2)

]
dσt,

como, ∫
Σt

(RicM(Nt, Nt) + |At|2)dσt ≥ 0, (4.12)

temos

−H ′(t)
∫

Σt

1

ρt
dσt ≥

∫
Σt

|∇Σtρt|2

ρ2
t

dσr ≥ 0. (4.13)

Consequentemente, deduzimos que H ′(t) ≤ 0 para todo t ∈ (−δ, δ). Deste modo, H(t) ≥ 0

para t ∈ (−δ, 0] e H(t) ≤ 0 para t ∈ [0, δ). Já que o vetor curvatura média de Σt pode ser

escrito como −H(t)Nt, usamos a fórmula da primeira variação do volume e encontramos

∂

∂t
vol(Σt) =

∫
Σt

〈H(t)Nt,
∂

∂t
ft〉dσt = H(t)

∫
Σt

ρt dσt.

Disso conclúımos que vol(Σt) ≤ vol(Σ), para todo t ∈ (−δ, δ). Como Σ é minimizante de

volume, temos

vol(Σt) = vol(Σ),

para todo t ∈ (−δ, δ).

Proposição 4.2.7. Se Σ realiza a igualdade em (4.4), então para cada x ∈ Σ, existe uma

vizinhança de x, em M , que é isométrica a um produto Riemanniano.

Demonstração. Como Σ minimiza o volume na sua classe de homotopia e como vol(Σ) =

vol(Σt), segue-se que cada Σt também minimiza o volume na mesma classe de Σ. Como

fizemos anteriormente nas equações (4.5) e (4.6), conclúımos que cada Σt, t ∈ (−δ, δ) é

totalmente geodésica, |At|2 = 0, e RicM(Nt, Nt) = 0 sobre Σt. Usando isso na Proposição

4.2.5, encontramos

∆Σtρt = − ∂

∂t
HΣt .
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Como |At| = 0, temos HΣt = 0 para todo t ∈ (−δ, δ), portanto ∆Σtρt = 0; como

escolhemos ε > 0 de modo que cada Σt também seja compacta, segue-se que cada ρt

atinge um máximo em Σt e como ρt é harmônica, do Prinćıpio do Máximo segue que cada

ρt é constante, isto é, ρt não depende de x.

Sejam (x1, . . . , xn) coordenadas locais sobre Σ. Dado ∂
∂xi
∈ TΣ, então (ft)∗

∂
∂xi

=

∂ft
∂xi
∈ TΣt. Já que Σt é totalmente geodésica, temos que a segunda forma fundamental da

imersão, que fornece Σt, é nula; isto é, para todos i, j ∈ 1, . . . , n, temos 0 = At(
∂ft
∂xi
, ∂ft
∂xj

) =

〈∇ ∂ft
∂xi

∂ft
∂xj
, Nt〉 = −〈 ∂ft

∂xj
,∇ ∂ft

∂xi

Nt〉, portanto

∇ ∂ft
∂xi

Nt = 0, (4.14)

para i = 1, . . . , n. Como ρt não depende de x, obtemos

0 =
∂ft
∂xi

ρt =
∂ft
∂xi

〈
Nt,

∂ft
∂t

〉
=

〈
∇ ∂ft

∂xi

Nt,
∂ft
∂t

〉
+

〈
Nt,∇ ∂ft

∂xi

∂ft
∂t

〉
=

〈
Nt,∇ ∂ft

∂xi

∂ft
∂t

〉
,

por outro lado, como ∂ft
∂xi

e ∂ft
∂t

são ft relacionados com ∂
∂xi

e ∂
∂t

, respectivamente; temos

∇ ∂ft
∂t

∂ft
∂xi
−∇ ∂ft

∂xi

∂ft
∂t

=

[
∂ft
∂xi

,
∂ft
∂t

]
=

[
(ft)∗

∂

∂xi
, (ft)∗

∂

∂t

]
= (ft)∗

[
∂

∂xi
,
∂

∂t

]
= 0,

com isso, obtemos

0 =

〈
Nt,∇ ∂ft

∂xi

∂ft
∂t

〉
=

〈
Nt,∇ ∂ft

∂t

∂ft
∂xi

〉
= −

〈
∇ ∂ft

∂t
Nt,

∂ft
∂xi

〉
,

para i = 1, . . . , n. Portanto ∇ ∂ft
∂t
Nt = 0; como ∂ft

∂t
é o campo tangente da curva αx :

(−δ, δ) → M dada por αx(t) = expx(w(x, t)N(x)), conclúımos que Nt(x) é um campo

vetorial paralelo ao longo de αx.

Agora note que o campo D(expx)w(x,t)N(x)N(x) também é paralelo ao longo de αx.

Primeiro observe que, pela definição de aplicação exponencial, o traço de αx : (−δ, δ) →

M , αx(t) = expx(w(x, t)N(x)), está contido no traço da geodésica maximal que passa por

x e tem vetor velocidade N(x), em t = 0. Em segundo lugar, D(expx)w(x,t)N(x)N(x) é um

múltiplo de α′x(t) = ∂w
∂t
D(expx)w(x,t)N(x)N(x). Em terceiro lugar,

‖D(expx)w(x,t)N(x)N(x)‖g = 1.

De fato, pelo Lema de Gauss temos

〈D(expx)w(x,t)N(x)(w(x, t)N(x)), D(expx)w(x,t)N(x)N(x)〉 = 〈w(x, t)N(x), N(x)〉,
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como ∂w
∂t

(x, 0) = 1 e w(x, 0) = 0, para t 6= 0 e pequeno, temos

〈D(expx)w(x,t)N(x)N(x), D(expx)w(x,t)N(x)N(x)〉 = 〈N(x), N(x)〉 = 1.

Por continuidade, temos ‖D(expx)w(x,t)N(x)N(x)‖g = 1. Por fim, através destas ob-

servações, podemos ver que a curva integral de D(expx)w(x,t)N(x)N(x) será uma geodésica

e portanto

∇D(expx)w(x,t)N(x)N(x)D(expx)w(x,t)N(x)N(x) = 0,

com isso,

0 =
∂w

∂t
∇D(expx)w(x,t)N(x)N(x)D(expx)w(x,t)N(x)N(x)

= ∇D(expx)w(x,t)N(x)(
∂w
∂t
N(x))D(expx)w(x,t)N(x)N(x)

= ∇α′x(t)D(expx)w(x,t)N(x)N(x).

Como w(x, 0) = 0, temos D(expx)w(x,0)N(x)(N(x)) = N(x) = N0(x); portanto, pelo

Teorema de Existência e Unicidade do Transporte Paralelo, conclúımos que Nt(x) =

D(expx)w(x,t)N(x)(N(x)). Consequentemente,

ρt(x) =

〈
Nt(x),

∂ft(x)

∂t

〉
=

〈
Nt(x), D(expx)w(x,t)N(x)

(
∂w

∂t
(x, t)N(x)

)〉
=

〈
Nt(x),

∂w

∂t
(x, t)Nt(x)

〉
=

∂w

∂t
(x, t).

Como
∫

Σ
(w(x, t)− t)dσ = 0, derivando esta equação com respeito a t, temos que∫

Σ

∂w

∂t
(x, t)dσ = vol(Σ).

Já que ∂w
∂t

(x, t) = ρt(x) e ρt(x) não depende de x e w(x, 0) = 0, conclúımos que ∂w
∂t

(x, t) =

1, portanto w(x, t) = t para cada (x, t) ∈ Σ× (−δ, δ). Logo, f(x, t) = expx(tN(x)).

Para cada x ∈ Σ, existe uma vizinhança aberta, Ũ , de x em M , tal que ft : Ũ → M ,

t ∈ (−δ, δ), dada por ft(x) = expx(tN) é um difeomorfismo sobre sua imagem, isso é

um caso particular da demonstração do Lema da Vizinhança Uniformemente Normal. Já

sabemos que Σt = ft(Σ) é totalmente geodésica para t ∈ (−δ, δ), δ > 0 e pequeno. Defina

U = Ũ ∩ Σ, queremos mostrar que ft : U → ft(U) ⊂ Σt é uma isometria. Devemos
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verificar que 〈D(ft)xV,D(ft)xW 〉Tft(x)Σt = 〈V,W 〉TxΣ para todos V,W ∈ TxΣ, ou de modo

equivalente, 〈D(expx)tNV,D(expx)tNW 〉Tft(x)Σt = 〈V,W 〉TxΣ. Dados V,W ∈ TxΣ, consi-

dere V (t),W (t) ∈ Tft(x)Σt obtidos pelo transporte paralelo de V e W ao longo de αx(t) =

expx(tN). Pelas propriedades do transporte paralelo, temos que 〈V (t),W (t)〉Tft(x)Σt =

〈V,W 〉TxΣ. Mostraremos que D(expx)tNV = V (t). Note que α′x(t) = D(expx)tNN , as-

sim se mostrarmos que ∇D(expx)tNND(expx)tNV = ∇α′x(t)D(expx)tNV = 0, pela unicidade

do transporte paralelo, teremos D(expx)tNV = V (t). Temos D(expx)tNN = (ft)∗
∂
∂t

e

D(expx)tNV = Vi(ft)∗
∂
∂xi

, assim

∇D(expx)tNND(expx)tNV = Vi∇(ft)∗
∂
∂t

(ft)∗
∂

∂xi

= Vi∇(ft)∗
∂
∂xi

(ft)∗
∂

∂t
+ Vi

[
(ft)∗

∂

∂xi
, (ft)∗

∂

∂t

]
= Vi∇(ft)∗

∂
∂xi

(ft)∗N

= Vi∇ ∂ft
∂xi

Nt

= 0.

Pois Σt é totalmente geodésica, (4.14). Assim, f : U×(−δ, δ)→ f(U×(−δ, δ)) é isometria

e (f |U×(−δ,δ))
∗g será a métrica produto dt2 + gΣ, em que gΣ é a métrica induzida sobre

Σ.

Como Σ é compacta e está mergulhada em M ; diminuindo δ > 0, se necessário,

obteremos que f : Σ× (−δ, δ)→ f(Σ× (−δ, δ)) será uma isometria, ou seja, existirá uma

vizinhança de Σ, em (M, g), que será isométrica a ((−ε, ε)× Sn, dt2 + gcan).

Proposição 4.2.8. A aplicação Φ : Σ× R→ M dada por Φ(x, t) = expx(tN(x)) é uma

isometria local. Além disso, Φ também é um recobrimento.

Demonstração. Mostraremos que Φ|Σ×[0,∞) é uma isometria local, pois, de modo simi-

lar, pode-se mostrar que Φ|Σ×(−∞,0] também é uma isometria local. Considere A := {t ∈

R+ | Φ|Σ×[0,t] é uma isometria local}. Pela Proposição anterior, A 6= ∅. Além disso, A é fe-

chado. Resta-nos mostrar que A é aberto. Dado t ∈ A, considere Σt = {expx(tN(x)) |x ∈

Σ}, munida com a métrica induzida por Φ. Como Σ é homotópica a Σt e vol(Σt) = vol(Σ),

temos que Σt é minimizante de área na sua classe de homotopia e realiza a igualdade (4.4).

Consequentemente, podemos aplicar a Proposição prévia para obter a existência de um

δ > 0 tal que Φ|Σ×[0,t+δ] seja uma isometria local, isso mostra que A é aberto. Portanto,
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conclúımos que Φ|Σ×[0,∞) é uma isometria local. Como (Σ×R, dt2 + gΣ) é completa, pelo

Lema 4.1.7, temos que Φ : Σ× R→M é uma aplicação de recobrimento.

Como (Σ, gΣ) é isométrica a (Sn(r), gcan), r > 0 e n ≥ 3; e π1(Sn(r) × R) = 0, temos

que o recobrimento universal de (M, g) é isométrico a (Sn × R, gcan), a menos de uma

constante. Isto conclui a prova do Teorema 4.2.3.

Corolário 4.2.9. Suponha n ≥ 3 e seja (M, g) uma (n + 1)-variedade Riemanniana

completa, com curvatura de Ricci não negativa e tal que a curvatura escalar satisfaça

RM ≥ n(n − 1). Suponha que Σ ⊂ M seja uma n-subvariedade compacta, com fibrado

normal trivial e mergulhada de modo que (Σ, gΣ), gΣ sendo induzida por g, seja minimi-

zante de volume na sua classe de homotopia e atinja o invariante de Yamabe. Então,

voln(Σ) ≤ ωn, (4.15)

em que ωn é o n-volume da n-esfera cuja curvatura seccional é igual a 1 e voln é o n-

volume. Além disso, se a igualdade ocorrer, então (Σ, gΣ) será isométrica a (Sn, gcan), a

menos de uma constante, e existirá uma vizinhança de Σ, em (M, g), que será isométrica

a ((−ε, ε)×Sn, dt2 +gcan) e o recobrimento universal de (M, g) será isométrico ao cilindro

R× Sn, a menos de uma constante.

Demonstração. Como Σ é mı́nima, pela equação (4.3), temos

Ric(N,N) =
1

2
(RM −RΣ − |A|2). (4.16)

Como Σ é estável, ∫
Σ

|A|2 + Ric(N,N) dΣ ≤ 0,

pela equação anterior, ∫
Σ

|A|2 +RM −RΣ dΣ ≤ 0.

Como (Σ, gΣ) atinge o invariante de Yamabe, RΣ é constante; logo

(n(n− 1)−RΣ) vol(Σ) =

∫
Σ

n(n− 1)−RΣ dΣ

≤
∫

Σ

RM −RΣ + |A|2 dΣ (4.17)

≤ 0.

Portanto,

n(n− 1) vol(Σ)
2
n ≤ RΣ vol(Σ)

2
n ≤ λ(Σ) ≤ λ(Sn) = n(n− 1)(ωn)

2
n . (4.18)
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Isso demonstra a desigualdade (4.15). Assumindo que vol(Σ) = ωn, as desigualdades

de (4.18) se tornarão igualdades, então teremos RΣ = n(n − 1) e λ(Σ) = λ(Sn). Pelos

Teoremas de Schoen e Obata, 4.1.4 e 4.1.5, conclúımos que (Σ, gΣ) é isométrica a (Sn, gcan).

Como RM ≥ n(n−1) = RΣ, obtemos RM−RΣ ≥ 0. Por (4.17), temos RM−RΣ+|A|2 = 0,

sobre Σ; logo |A|2 = 0 e RM = RΣ = n(n− 1), sobre Σ. Por (4.16), Ric(N,N) = 0, sobre

Σ. As afirmações restantes são consequências Teorema 4.2.3; pois como (Σ, gΣ) tem

curvatura seccional constante, ela é Einstein e como RM = n(n − 1) sobre Σ, temos que

minM RM = n(n− 1); portanto, a desigualdade (4.4) será atingida.
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manniennes Compactes, Annales de l’institut Fourier, tome 33, no. 2, p. 151-165,

1983.

[27] J. L. Jauregui - Penrose-type inequalities with a Euclidean background, arXiv:

1108.4042v1, 2011.

[28] M-K G. Lam - The graph cases of the Riemannian positive mass and Penrose ine-

qualities in all dimensions, arXiv: 1010.4256, 2010.

[29] D. A. Lee, C. Sormani - Stability of the Positive Theorem for Rotationally Symmetric

Riemannian Manifolds, arXiv: 1104.2657v2, 2014.

[30] J. M. Lee - Riemannian Geometry: An Introduction to Curvature, Springer, 1997.

[31] J. M. Lee, T. H. Parker - The Yamabe Problem, Bulletin of the American Mathema-

tical Society, Vol. 17, Number 1, 1987.

[32] L. L. de Lima, F. Girão - The ADM mass of asymptotically flat hypersurfaces, arXiv:

1108.5474v3, 2011.
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