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Resumo

Os n pontos da quadratura de Gauss-Gegenbauer sao os zeros do polinomio ultraesférico
de grau n. O tradicional e mais amplamente utilizado método do autossistema consiste
em calcular os pontos como sendo os autovalores de uma matriz simétrica tridiagonal cujos
autovetores podem ser utilizados para o calculo dos respectivos pesos. Alternativamente o
método de Newton-Raphson pode fornecer tais pontos e pesos utilizando algumas proprie-
dades dos polinomios ultraesféricos. Neste trabalho demonstramos que, se forem utilizadas
determinadas aproximagoes iniciais, o método de Newton-Raphson sera, de fato, convergente
para os zeros dos polinomios ultraesféricos no caso 0 < A < 1. Consequentemente obtemos
algumas desigualdades para os zeros dos polinomios ultraesféricos. Além disto, comparamos

a exatidao e o tempo de execucao de ambos os métodos: autossistema e Newton-Raphson.

Palavras-chave. Gauss-Gegenbauer, autossistema, Newton-Raphson, desigualdades para

zeros de polinomios ultraesféricos
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Abstract

The n points of Gauss-Gegenbauer quadrature are the zeros of the ultraspherical poly-
nomial of degree n. The traditional and most-widely used eigensystem method computes
the points as the eigenvalues of a symmetric tridiagonal matrix whose eigenvectors can be
used to compute the corresponding weights. Alternatively the Newton-Raphson method can
provide such points and weights using some properties of ultraspherical polynomials. In this
work we show that if certain initial guesses are used, the Newton-Raphson method is in fact
convergent for zeros of ultraspherical polynomials in the case 0 < A < 1. As a result we
obtain some inequalities for zeros of ultraspherical polynomials. In addition, we compare the

accuracy and computation time of both methods: eigensystem and Newton-Raphson.

Keywords. Gauss-Gegenbauer, eigensystem, Newton-Raphson, inequalities for zeros of ul-

traspherical polynomials
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo principal deste trabalho é apresentar condicoes suficientes para que o método
de Newton-Raphson possua convergéncia garantida para os zeros dos polinomios ultraesféricos
no caso principal. Os nossos objetivos secundarios sao: apresentacao de um algoritmo para
o método de Newton-Raphson e comparacao de tal método com o método do autossistema
para os pontos e pesos da quadratura de Gauss-Gegenbauer. Devido as condigoes dadas
para a convergéncia, nés obtemos outros resultados relacionados aos zeros dos polinomios
ultraesféricos.

Neste capitulo citaremos algumas aplicagoes dos zeros dos polinomios ultraesféricos, in-

troduziremos a discussao sobre o calculo para tais zeros e detalharemos os nossos objetivos.

1.1 Zeros dos polinomios ultraesféricos

Os polindmios ortogonais de Gegenbauer Pn(’\), também chamados de polinomios ultra-
esféricos, sao um caso particular dos polinémios ortogonais de Jacobi Péa’ﬂ ) quando o =
B=\— % com \ > —% e A # 0. O caso em que 0 < A < 1 é chamado de “caso principal” por
Szegd [48] e nds adotaremos esta mesma denominagao neste trabalho. Quando A = 1/2 ou
A = 1 temos os casos especiais de Legendre e de Chebyshev de 2% espécie, respectivamente.

Os zeros dos polinomios ortogonais possuem diversas aplicagoes. Daremos alguns exem-
plos para os zeros dos polinomios ultraesféricos. Um dos empregos mais interessantes de tais

zeros estd na quadratura de Gauss-Gegenbauer que aproxima integrais de Riemann do tipo

/1(1 — x2)’\_%f(x) de, \> —%, A\ #£ 0.

1

Os zeros do polinémio ultraesférico de grau n sao os pontos desta quadratura. Particular-
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mente quando A = 1/2 tem-se o caso mais conhecido da quadratura de Gauss-Legendre que

aproxima integrais de Riemman da forma

/_l1 f(z)dx.

Esta ultima quadratura possui varias utilizagoes praticas. Apenas para citar, os pontos e
os pesos da quadratura de Gauss-Legendre sao utilizados para fazer calculos de previsoes
atmosféricas e de modelos climaticos, ver [53].

Outro motivo para o interesse sobre os zeros dos polinomios ultraesféricos é devido a bela
interpretagao eletrostdatica que eles admitem. De acordo com Szegd [49] tais zeros sdo os
pontos de equilibrio de n cargas unitarias distribuidas no intervalo (—1, 1) quando elas estao
sob a agao do campo gerado por duas cargas iguais a A/2 + 1/4 posicionadas nos pontos —1
e 1 do eixo real.

Mais um exemplo da aplicagdo dos zeros dos polinomios ultraesféricos esta no papel
fundamental desempenhado por eles nas provas de algumas desigualdades classicas, como
citam Dimitrov e Nikolov [19].

Segundo Bracciali e Andrade [10], em virtude de suas aplicagoes, a localizagao precisa
destes zeros tem desafiado a curiosidade de varios célebres mateméaticos nos dois ultimos

séculos.

1.2 Calculo dos zeros dos polinomios ultraesféricos

O tradicional método do autossistema para o célculo dos zeros dos polinomios ultra-
esféricos consiste em utilizar uma matriz simétrica tridiagonal cujos autovalores sao os zeros
destes polinomios. Além disto, os autovetores desta matriz podem ser utilizados para o
calculo dos pesos da quadratura de Gauss-Gegenbauer.

Apesar de elegante, o método do autossistema nao é o mais preciso no caso em que
A = 1/2. Veja [34,47,53]. Em tais trabalhos sao apresentados métodos iterativos, baseados
em zeros de funcao, que sao mais precisos do que o autossistema. Entretanto estes métodos
que se baseiam em zeros de fun¢ao necessitam de aproximacgoes iniciais suficientemente boas
para a convergencia.

O método iterativo de Newton-Raphson pode ser utilizado para calcular os zeros dos
polinomios ultraesféricos no caso principal 0 < A < 1. Todavia, a divida sobre a convergéncia
ird persistir. Até o presente momento temos conhecimento da convergéncia deste método
apenas no caso A = 1/2 que foi demonstrada por Petras [43]. A incerteza da convergéncia no

caso principal é o que motivou este trabalho.
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Nossa preferéncia pela demonstracao da convergéncia de Newton-Raphson se justifica
por trés motivos. Em primeiro lugar, porque sao conhecidas algumas condigoes que podem
garantir a sua convergéncia, ver [7,14,18]. Em segundo lugar, porque importantes obras tais
como [44,46] sugerem este método para tais zeros. Por iltimo, porque geralmente métodos
melhorados como, por exemplo, [34,47] baseiam-se nele. Sobretudo o método de Newton-
Raphson possui convergéncia quadratica e pode ser utilizado facilmente com os polinomios
ultraesféricos devido as férmulas e propriedades destes polinomios. Ao longo deste trabalho

iremos justificar nossos motivos com mais detalhes.

1.3 Objetivos

Nosso objetivo principal é apresentar condigoes suficientes para que o método de Newton-
Raphson possua a convergéncia garantida para os zeros dos polinomios ultraesféricos no caso
principal 0 < A < 1.

Dentre os nossos objetivos secundérios estao: a apresentacao de um algoritmo para o
método de Newton-Raphson e a comparagao de sua eficiéncia no que diz respeito a exatidao e
ao tempo de execugao com o método do autossistema para a quadratura de Gauss-Gegenbauer
no caso principal.

Nossa ferramenta serd um teorema em Demidovich e Maron [18] que apresenta certas
condicoes suficientes para a convergéncia de Newton-Raphson. Basicamente iremos demons-

trar que tais condigoes sao satisfeitas pelos polindmios ultraesféricos.

1.4 Descricao dos préoximos capitulos

No Capitulo 2 iremos apresentar os polindmios ortogonais e suas principais propriedades.
Na Secao 2.3 serao dadas a quadratura de Gauss e a demonstracao do método do autossistema.

O Capitulo 3 ira tratar dos polindomios ortogonais, monicos, ortonormais e trigonométricos
de Gegenbauer, além da quadratura de Gauss-Gegenbauer.

O Capitulo 4 é destinado a comparacao das eficiéncias dos métodos do autossistema e
de Newton-Raphson. A Secao 4.2 ird introduzir o método de Newton-Raphson no calculo
dos zeros dos polinomios ortogonais. Em tal secao demonstraremos o teorema que fornece
as condicoes suficientes para a convergeéncia, citaremos as principais obras que versam sobre
Newton-Raphson neste caso, discutiremos sobre a aproximagao inicial e também sobre a
escolha de um algoritmo para tal método. Por fim, na Secao 4.3 iremos comparar a exatidao

e o tempo de execucao de ambos os métodos: autossistema e Newton-Raphson.
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Os principais resultados deste trabalho estao no Capitulo 5. Nele demonstraremos que
o método de Newton-Raphson é, de fato, convergente para os zeros dos polinomios ultra-
esféricos no caso principal com uma dada aproximacao inicial. Além disto, por consequéncia,
apresentaremos outros resultados: uma desigualdade inferior para cada um dos zeros positivos
do polinémio ultraesférico quando —% < A< 0ouA > 1eumresultado sobre entrelacamento
de zeros.

No Capitulo 6 iremos apresentar as conclusoes deste trabalho e nossas propostas para

futuras pesquisas.



Capitulo 2

Polinomios Ortogonais

Neste capitulo serao apresentadas as principais propriedades dos polinomios ortogonais
que sao fundamentais para a quadratura de Gauss e que serao importantes para a consolidacao
do método do autossistema e do método de Newton-Raphson. Na Se¢ao 2.2 apresentaremos

os polinomios ortogonais cldssicos. A quadratura de Gauss serd dada na Secao 2.3.

2.1 Propriedades

Seja 1 uma funcao real, limitada, nao decrescente e com infinitos pontos de aumento

sobre o intervalo [a, b], tal que os momentos

b
,uk:/:pkdq/)(x), k=0,1,2,...,

no senso de Riemann-Stieltjes, existem e sao finitos'. Deste modo, a funcao ¢ induz uma
medida no intervalo [a,b]. Neste trabalho consideraremos o caso particular em que 1 é
continua e derivdvel em [a,b] sendo di(z) = w(x)dz. Logo, w serd uma fungao real nao

negativa, diferente da func¢do nula em [a, b] tal que os momentos

b
,uk:/w(x)xkdac, k=0,1,2,...,

no senso de Riemann, existem e sao finitos. A fungao w sob as condigdes acima é denominada
funcao peso. Para um estudo detalhado do caso em que os momentos sao definidos no senso

de Riemman-Stieltjes, recomendamos Andrade et al. [4].

1Caso a = —oo0 ou b = oo assumimos que o intervalo é aberto nesse(s) extremo(s).
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Seja P o espaco vetorial de todos polindmios reais cuja dimensao € infinita. Um polinomio
de grau menor ou igual a ¢ pertencente ao P é representado por ¢;. Estabelecemos o produto
interno no espago P pelo funcional bilinear, simétrico e definido positivo (-,-) : P x P — R

com relagdo a uma fungado peso w sobre o intervalo [a, b] pondo

b
(Diy D)) :/ w(x)g;(z)p;(x) d.

Uma vez que os momentos p;, existem e sao finitos, o produto interno acima fica bem definido.
A norma || || : P — R fica definida por

1
2

b
@il| = [/ w(I)[Qﬁi(ﬂc)]zd:ﬂ]

Definigao 2.1 (Sequéncia de polindémios ortogonais). Uma sequéncia de polindmios
{bn}oo pertencentes ao P é uma sequéncia de polinomios ortogonais (SPO) em relagao a

fungdo peso w sobre o intervalo real |a,b], se

(i) &n possuir grau exatamente n,

b
(i1) b, ) :/a w(x) ¢n(x) dr(r) da :{ ?Y;sn 240, zz Zi:

Uma SPO {¢, }.>, forma uma base para P, pois tais polinomios possuem graus diferentes.

n
Representaremos os polinémios ortogonais por ¢, () = Z An,,-xi onde termo A, ; repre-
i=0
senta o coeficiente em ¢ do polindmio ¢,.
Notacao 2.1. Para fins de simplificacao o coeficiente lider A, , de ¢, também poderd ser

denotado por A,.

Quando A,, = 1, o polinémio ¢,, é chamado de polinomio ortogonal méonico e sera denotado
por qgn

Observe que 74, > 0 porque w(z)[d,(z)]* > 0 e w(x)[p,(2)]? # 0 para a <z < b. Com a
notagao da Definicao 2.1,

100l = V7o

Definigao 2.2 (Sequéncia de polinémios ortonormais). Uma SPO {¢,}>°, é chamada

de sequéncia de polindmios ortonormais (SPO*), denotada por {¢}},~_, se, na Defini¢do 2.1,

7¢n - ]‘
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Seja m,_1 um polinomio arbitrario de grau n—1 ou menor. Visto que uma SPO forma uma

base para P, entao m,_; ¢ uma combinacao linear dos polinomios ortogonais pertencentes a

n—1
{o:}1=), isto é, m, 1 (z) = Z B;¢i(z). Por outro lado, pela Defini¢ao 2.1,
i=0

n—1
i=0

n—1
<Z Bi¢i,¢>n> = 0,
=0

(Tn-1,6n) = 0. (2.1)

Agora, seja 7, um polinémio de grau n, entdao m,(x) = Z B;¢i(z), B, # 0. Neste sentido,
i=0

(n, Gn) = <Z Bi¢i,¢n> =Y Bi(di, 6n) = Bu{dn, dn),
1=0 =0

(Tn, &n) = Bnve, # 0. (2.2)

[ee]
n=0>

Os resultados dados pelas equagoes (2.1) e (2.2) mostram que, dada uma SPO {¢,}

pode-se afirmar que

(. ) 0, YV mde grau n — 1 ou menor,
T, Pn) =
B.vs, #0, V mde grau n.

A reciproca da afirmacdo acima é verdadeira. De fato, basta tomar 7(x) = ¢;(x), para
i=0,1,...,n—1,en(x) = B,pn(x).

Teorema 2.1. Sejam {p,}>2, e {dn}2, duas sequéncias de polindmios ortogonais com

relagdo a fungdo peso w no intervalo |a,b]. Entao,
pi(z) = Cigi(z), CieR—-{0}, ieN.

Demonstracao. Uma vez que ¢g, @1, ..., ¢; formam uma base para o espago vetorial dos

polinomios de grau menor ou igual a 7, pode-se expressar ¢; como uma combinacao linear
desses polindmios, isto é, p;(z) = Zijbj(x), C; # 0. Mas devido a ortogonalidade de ¢; a
j=0

qualquer polinomio de grau menor ou igual a i,

(pi, 00) = (pi,¢1) =...= (pi,0i-1) = 0.
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Assim, para k=0,1,...,7— 1,

i

0 = (pi,0n) = ch<¢j>¢k> = Ck e

7=0
Contudo, 74, > 0, entdo C; = 0, k=0,1,...,i— 1. Portanto, ¢;(z) = C;¢i(x). [

O teorema anterior mostra que os polinomios de mesmo grau de duas sequéncias de
polinémios ortogonais definidas com a mesma fungao peso w e com o mesmo intervalo [a, b]
sao iguais exceto por um fator constante. Particularmente, no caso dos polinémios monicos

¢n, a constante é o coeficiente lider A,, de ¢,,, isto é,

- Pn()
on(T) A (2.3)
Com as definigdes acima temos ¢, () = On(2) e qg;;(x) = ¢n(:c) Vale ressaltar que, a

Vom A
menos do sinal de A,, uma SPO* construida a partir dos polinémios ortogonais ¢, ou dos

polindomios monicos ¢,, é sempre a mesma:

~ On ()
An \Ton —¢k(x), seA, <0.

e

Teorema 2.2. Se {¢,,},°, for uma SPO, entao ¢, possuin zeros reais, distintos e contidos

no intervalo (a,b).

b
Demonstra¢ao. Como n > 1 entdo (¢,,1) = 0. Dai, | w(z)p,(z)dr = 0. Como w(z) >0
em (a,b), entdo ¢, deverd mudar de sinal pelo menos ma vez em (a,b). Portanto, ¢, possui,
no minimo, um zero de multiplicidade impar em (a,b).
Agora sejam dy, . .., d,, os zeros reais de ¢, de multiplicidade impar, e, ...,e,,, contidos

em (a,b), onde m < n. Suponha que m < n, entao,
(x—d))(x—dy) ... (x —dn)dp(z) = Aplx —d) o —do)? . (2 — dn) " ppm (),

onde A,, # 0 é o coeficiente lider de ¢,,, e;+1 é um ntimero par e p,_,, ¢ um polinomio de grau
no maximo n —m cujos zeros sao complexos, reais de multiplicidade par pertencentes a (a, b)

ou reais de multiplicidade qualquer nao pertencentes ao intervalo (a,b). Logo, p,_., ndo muda
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de sinal em (a,b) e, consequentemente, o produto dado por (x — dy)(x — da) ... (z — dp,)dn
também nao muda de sinal em (a, b).
Entretanto, uma vez que m < n, o produto (z—d;)(z—ds) ... (x —d,,) serd um polindémio

de grau menor do que n. Em virtude de (2.1),

/ w@) @ — d) (@ —dy) . (x — dy)bn(z) dz = 0.

Mas como w nao muda de sinal em (a,b), o restante do integrando constituird um polinémio
que deverd mudar de sinal pelo menos uma vez em (a,b), o que é uma contradigao. Conse-

quentemente, m = n. Logo ¢, possui n zeros reais, distintos e contidos em (a,b). ]

Teorema 2.3 (Relagao de recorréncia de trés termos para {¢,}>°,). Cada SPO

{bn}o2y obedece a uma relagdo de recorréncia de trés termos da forma

Pnt1(z) = (anr — bn) du(2) — Crpna(z), n>0 (24)
ATL mny n n n»y n
com a, = AH #0, b, = an%, Cp = aal <¢<¢1 j; >1> #0 e ¢_1(x):=0.

Demonstrac¢ao. Temos ¢, (x) = An,nx”+An7n_1a:”_1+. 4+ A 12+ A, . Existem os nimeros

reais C;, 1 =0,1,...,n+ 1, com C,,; # 0 tais que

n+1

2Gn(2) = Cry10ns1(2) + Cudn(z) + ... + C11(2) + Codo(x) = Y Cighs(w), (2.5)
1=0
Tomemos j < n — 2, entao

0 = (26, 6n) = / w(z)2¢;(2)ba(x) dz = (85, 26).

Substituindo (2.5) em (¢;, z¢,) = 0,

n+1
<¢j7ZCl¢Z> = 07
=0

n+1

Y Cilejo) = 0. (2:6)

1=0

Assim, para cada i # j, tem-se C;(¢;, ¢;) = 0 e a equagao (2.6) se desenvolve em

Ci(dj,¢5) = 0.
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Como (¢, ¢;) = 7, > 0, resta que
C; =0, j<n-—2 (2.7)
Empregando o resultado (2.7) no desenvolvimento da expressao (2.5),

1on(r) = Cpi1Ons1(z) + Codn(z) + Crm1dn1(2),

x¢n(x) On¢n($) Cn—lﬁbn—l(x)

n x = - - y
¢ +1( ) Cn-‘rl Cn-‘rl Cn—i—l
X Cn Cn—lqbn—l(x)
n xr - — n\r) — ———,
P (7) (cnﬂ CnH) M) ==
1 n n— :
onde, definindo-se a, = , b, = ¢ e ¢, = &, temos o resultado desejado.
Cn+1 Cn—i—l Cn+1

Para finalizar, obteremos os valores de a,, b, e ¢,. A determinacao do coeficiente a,, pode

ser feita observando a equagao (2.5), pela qual,
x(A,mx" + ...+ An,O) = Cn+1(An+1’n+1.’En+1 4+ ...+ An+1,0> + Cn(bn(w) + ...+ Co(ﬁ()(.’ﬁ)

Considerando a igualdade entre os coeficientes do termo de grau n + 1 na expressao anterior,
ATL n
Cn—i—l = A : . Dai,
n+1,n+1
An,n

Como ¢ 11(x) = (an® — by)dn(x) — crpn—1(z), entao

Ay —

0= <¢n+17 ¢n> = an<x¢n7 ¢n> - bn<¢n7 ¢n> - Cn<¢n—17 ¢n>7

logo,

b, = oznM (2.9)

(n, Pn)

Analogamente,

O = <¢n+1> ¢n—1> == an<x¢n7 ¢n—1> - bn<¢n7 ¢n—1> - Cn<¢n—1> ¢n—1>a

<"L‘¢na ¢n—1>
<¢n—17 an—l)

(bn(a:) = (a’nflx - bn71>¢nfl(x) - Cn,1¢n,2($),

entao ¢, = a, . Porém,
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implicando que

1 by, n—
29n1(2) = = 6u(@) + T buna(2) + s (a),
Contudo,
b
(@G0t = [ 0(2)26,(2)60m1(x) do = (G20,
Ainda,
o 1 bnfl Cn—1 o 1
<¢na l’¢n71> - E<¢m ¢n> + a<¢n7 ¢n71> + 1 <¢na ¢n72> - E<¢m ¢n>
Portanto, < >
_ a'ﬂ gb?’LJ d)n
= An—1 <¢n717 ¢n71>. (210)
O

A relacao de recorréncia de trés termos para os polinomios monicos ¢,, é dada pelo teorema
anterior usando que A,, = A,_; = 1 nos seus coeficientes a,, b, e ¢, dados por (2.8), (2.9) e

(2.10), respectivamente. Com isto, fica demonstrado o seguinte resultado.

Teorema 2.4 (Relagao de recorréncia de trés termos para {ggn}ffzo). Cada sequéncia

de polinomios ortogonais monicos {ggn} obedece a uma relagao de recorréncia de trés
n=0
termos da forma
¢n+1(37) = (fE - an) ¢n($) - 5n¢n—l(x)a n > O, (211)
o-1(w) =0, do(z) =1, onde
1 -~
a, = — <mn, ¢n> >0, (2.12)
Ton
B, = Lo >, (2.13)
7&1—1
OJ
Reescrevemos «,, ao notar que qgn(x) = %(:) €%, = %, isto é,
A < Pn ¢n> 1
Qn = — T—— = _<x¢na¢n>7
Yén An An Vb
bn
a, = —. (2.14)

7
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A
Também podemos reescrever 3, notando que 7y 3, = % € Gy = 1 Loy
n—1

ﬁ — AEL 1’y¢n
A2 7¢n 1 ’

5
Bn = 2# (2.15)

an_17¢n71
Como explicamos anteriormente, uma SPO* obtida a partir dos polindmios ortogonais ou
monicos é sempre a mesma, exceto pelo sinal do coeficiente lider A,. A partir de agora, sem
perda de generalidade, iremos considerar os polinomios ortonormais obtidos sempre a partir

dos polindbmios monicos, ou seja,

Teorema 2.5 (Relagao de recorréncia de trés termos para {¢;}>° ). Cada SPO*

{or}>2, obedece a uma relagao de recorréncia de trés termos da forma

VB0 () = (& — )5 () — /Bty ( n >0, (2.16)

eSS [/ w(x) d:c] : (2.17)

sendo ¢* {(x) :==0, a,, como em (2.12) e 3, como em (2.13).

*

Demonstragio. Inserindo ¢, (z) = ¢ (z 75, em (2.11),

’7¢>n Vo
¢n+1< .Z' - an 1 n 1
¢n+1 ’Y¢n+1

que, de (2.13), pode ser escrita como

¢;,(7) 1(2)
V Bt vV 5n+15n

Multiplicando a equagao anterior por \/f,+1, obtém-se (2.16). O valor inicial ¢§ é obtido
pela normalizacao de ¢g(x) = 1. O

Pna(2) = (2 — ) — B ——=

Pela relagao de recorréncia dos polindmios ortonormais (2.16), tem-se que

\/Eﬁbn 1(2) + andy (2) + / Bus10y 41 (2)
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e fazendon =0,1,..., N — 1, tem-se, respectivamente,

vpy(r) = andy(z) + /Bidi(x),
vpi(r) = Bioy(z) + aidi(x) + /Basi(),
2d5(z) = /asdi(z) + andi(x) + /Bsdi(a),

rdy () = V/Byvadn_o(T) + an1dy () + \/6_N¢>]k\7(x)7

ou, na forma matricial,

o5 () [ a0 VB 0 [ 5()
¢1(x) VB a1 VB2 o1 () 0
v| i) | = VB ax \/PBs ¢3(x) | +v/Bron() | i |,

: ) ) : 0
| ona(x)] L O VBN-1 an-1 | | ona(T) |1
NS - v ~ AL —~ P
N1 (@) In o5y (@) en-1
(2.18)

na qual a matriz de ordem N, simétrica e tridiagonal é a matriz de Jacobi* Jy. Deste modo,

2@y (2) = In®y_ () + VBn ok (2)en-1, (2.19)

Seja xn,; 0 i-ésimo zero de ¢}. Avaliando a equagdo (2.19) em zy,

rNiPN_1(Tn) = INPN_ 1 (Tn,i)-

Ja que ¢j(x) > 0, entdo o vetor ®%_;(xy;) é ndo-nulo. Assim, zy,; ¢ um autovalor e
®%_,(zn,;) é o respectivo autovetor da matriz de Jacobi Jy. Este resultado demonstra o

teorema:

Teorema 2.6 (Wilf [52]). Os autovalores da matriz de Jacobi Iy sao os zeros de ¢¥, a

saber TN, TN, .-, TNNn—1- O autovetor correspondente ao autovalor Ty ,; €

[<Z58<5€N,i) Pr(zni) - ¢7\/71(5’:N,z’)}T-

Corolario 2.6.1. Seja v; o i-ésimo autovetor normalizado da matriz de Jacobi correspon-
dente ao autovalor xy,

T
TNV = Jnvi, v, v; =1,

2Nao confundir com a jacobiana de uma transformacao linear.
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e seja v;1 o primeiro elemento de v;. Entao,

\ 1
G ' 220
> (65 (ana)])

Jj=0

[¢;($N1>]2> . Logo, o

=2
—_
N

Demonstragao. Como v; estd normalizado, v; = ®5_,(zn;) (

Il
=)

J
primeiro elemento deste vetor é

¢o()
N-1

" (6o

Vi1 =

J

]

Teorema 2.7 (Identidade de Christoffel-Darboux). Cada SPO {¢,}.°, obedece a se-

gquinte relacao

i Or(@)Or(Y)  _ Dnr1(2)dn(y) = n(2)Pnia (y)
per A Y, (T = Y) |

Demonstragao. Tomando o produto interno de ¢y1 pelos termos na igualdade de (2.4),

(D1, Oer1) = ap(TPk, Pur1) — bilDk, Ory1) — Ci{Pr—1, Prt1)-

Mas devido a ortogonalidade nos dois ultimos termos do lado direito da equacao anterior,

esta se reduz a
Vorrr = Wl{TPr, Drt1)- (2.21)

Analogamente, tomando o produto interno de ¢, pelos termos de (2.4),

(O, Orr1) = an(Tdk, ) — bl Dk, D) — CrlPr—1, Ok)
by = %m,m (2.22)

Ainda uma vez, ao se repetir o mesmo procedimento, com o produto interno de ¢,_; pelos
termos de (2.4),

(Ok—1, Ok1) = ap(Pr-1,20k) — bp(Pr—1, Pr) — Ck(Pr—1, Pr—1)
0 = ak<¢k_1,l‘¢k> — CkYepp_1 - (223)
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Substituindo k por k — 1 em (2.21) e, em seguida, usando que {(¢g_1, k) = (xdk_1, D),
(Pr—1,7201) = M-
Ap—1
Usando a igualdade anterior em (2.23),
o = — ok (2.24)
Ak—1Y g1
Dividindo a equacao (2.4) por axye, €, posteriormente, usando a igualdade (2.24),
Oer1(x)  _ xge(r)  bugw(r)  dra(x)
Ak, Vo Ak, Ak—17 1 ’
wp(r)  _ Genl®) | Gea(n) | bedn(e)
Voo AEY oy, Ak—1" 1 AE Yy
Multiplicando a equagao anterior por ¢x(y), onde y é um parametro arbitrario,
_ b
wou(@)0e(y) _ oey)orn (@) | Pra(@)drly) k¢k($)¢k(y)’ (2.25)
Vb Ak, Ak—1Y -1 Yy,
permutando y com z em (2.25),
x x _ x b x
yor(y)on(x) _ du(x)draa(y) n Pr—1(y)Pr () n KOk (Y) Pr () (2.26)
Vo Ak gy, Ak—17p—1 Ak gy,
e subtraindo (2.26) de (2.25), seré obtido
(x—y) Oe(2)0k(y) _ Per1(@)0r(y) — u(@) b1 (y) — Pk(2)Pr-1(y) — P ()P (y)

Vor Ak gy, Ak—1Vpp 1

Tomando k£ =0, 1,...,n no resultado anterior e somando as equagoes resultantes, verifica-se

o cancelamento dos termos situados no lado direito destas, com excecao do primeiro termo

da n-ésima equacao, reduzindo o somatorio a

n

S (o — g BOI) _ onn(@)00(5) = Gul2)bnr )

P Vo WY,

e, finalmente, a

i Gr(@)Dk(Y) _ Gns1 ()0 (y) — Gn(@)Pnr1(y)
par Y an Ve, (€ = y)
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O limite quando y tende a x na identidade de Christoffel-Darboux implica que

Sl@P 1 (e (@)0a(y) = dn(@)@nin(y)
Y Vg, 1= (z —y) ’
Sle@P 1 [ 6n1(2)00(y) = D1 (1) () L Pur1(®)¢n(@) = Pu(2)Sn11(y)
i Vg, ¥ | (z —y) (z—y) ’
~lo@)P 1 [ 6n(2)[Gn41(2) = Gni1 ()] Guia ()0 () — 0n(w)]
=y, Y, =7 | (z —y) (z—y) ’

conduzindo ao corolario:
Corolario 2.7.1.

[u(@)]* 1 [P0 ()B4 (2) = Pra (€)@, ()] -

k=0 ,yﬁbk an7¢7z

Teorema 2.8. Se [a,b] for um intervalo simétrico com relagao a origem e a fun¢ao peso

w for uma fungdo par em (a,b), entdo ¢, serd uma fungdo par ou impar de acordo com a

paridade de n.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha que o polindomio ¢, seja monico, isto
n

é, Ann, = 1. Uma vez que ¢,(x) = g A, ;x', entdo o sistema linear de ordem n dado por

i=0
<¢n,x’> =0, parai=0,1,...,n — 1, determina A, ;, ¢ =0,...,n — 1. Em outras palavras, o

sistema determina ¢, (z). Realizando a mudanca de varidveis de = para —z no sistema,

/ w(—2)dn(~2)(~2)i(~1)dz = O,

b
/w(—x)qﬁn(—x)xid:c = 0, i=0,1,...,n—1.

Mas, por hipétese, w é uma fungao par, isto é, w(x) = w(—z) Vx € (a,b). Dai,

b
/ w(x)pn(—x)x' dz = 0, i=0,1,...n—1. (2.27)

O sistema linear (2.27), determina ¢, (—x) cujo coeficiente lider é (—1)". Por outro lado,
{n(x)}22 ) € {n(—x)}22, sao duas SPO definidas com a mesma fungdo peso sobre um

mesmo intervalo. Assim, pelo Teorema 2.1, ¢,,(—x) é igual a ¢,,(x), exceto por uma constante
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evidente C. Logo, ¢,(—z) = C ¢,(x) e comparando os coeficientes em ™ dos polinomios ¢, ()
e ¢n(—1x), obtém-se

¢n(_x> = (_1)n¢n<x)'

Portanto, ¢, é uma funcao par ou impar de acordo com a paridade de n. O

Sob as hipoteses do teorema anterior, os zeros de ¢, sao simétricos em relagao a origem,

uma vez que ¢, ¢ uma funcao par ou impar, implicando no seguinte corolario:

Corolario 2.8.1. Se [a,b] for um intervalo simétrico com rela¢io a origem e a fun¢ao peso

w for uma fun¢ao par em (a,b), entdo os zeros de ¢, serdo simétricos com relagao a origem.

2.2 Polinomios ortogonais classicos

Os polindémios ortogonais de Jacobi (incluindo casos particulares de Legendre, Chebyshev?
de 1* e 2% espécies e Gegenbauer), de Laguerre e de Hermite foram considerados por Szegé [49]
e Chihara [13] como sendo polindémios ortogonais cldssicos.

A seguir listamos cada um desses polindomios com a sua funcao peso w sobre o intervalo
[a,b], a respectiva férmula de Rodrigues® que fornece o polinémio de grau n e a relagio de

recorréncia.

o0

e Polinémios de Jacobi P*”). Eles sdo obtidos por meio de uma SPO {PT(LQ’B )}

definida com

n=0

w(r)=(1-2)*(1+2)’, onde a>-1 e B>-1,

sobre o intervalo [—1, 1]. Tais polinémios possuem a férmula de Rodrigues

Péa’ﬁ)(w) = % (1—z)"*(1+ x)’B%{(l —x)" (1 + x)”*ﬁ}.

A relacao de recorréncia para estes polinomios é
Py (@) = (e = b)) P (1) = eu P (), >0,
sendo Péa’ﬁ)(x) =1le PEO{’B) (x):=0,

Cnt+a+p+1)2n+a+5+2)
2+ 1)(n+a+5+1)

n —

Y

3 Adota-se esta versao inglesa do nome russo, existem diversas versoes transliteradas.
4Esta féormula leva o sobrenome do matemético portugués Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) que a

formulou.
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2n+a+ B+ 1)(5% - a?) . (n+a)n+B)2n+a+ B+ 2)
2n+1)(n+a+B+1)2n+a+8)" (m+Dn+a+B+1)2n+a+p)

n —

Variando os valores de o e 3 do polindmio de Jacobi pled podemos encontrar os tais

casos particulares mencionados.

i. Polinémios de Legendre P, (o« = § = 0). Eles podem ser gerados a partir da

formula de Rodrigues

(=D" d" N
P,(z) = — - .
(z) 2nnl dzn (1-2)
A fungao peso de tais polinomios é w(z) = 1 e a relagao de recorréncia é

2n+1 n

Poi(x) = e zP,(x) —

Pn—l(x)a n Z 07

sendo Py(z) =1e P_4(x) :=0.
1. Polindmios de Chebyshev de 1? espécie T, (a =0 = —%) Sao obtidos pela
formula de Rodrigues

T,(z) = (?222;”' m%{u - m2)”2}.

1
Va7

Toi1(z) = 22T, (z) — Thima(x), n >0,

Estes polinomios possuem a fungao peso w(z) = e a relagao de recorréncia

é

sendo Ty(x) =1e T_4(x) :=0.

117. Polindmios de Chebyshev de 2? espécie U, (a =p= %) Eles tém a férmula

de Rodrigues

N R b
Unl®) = ) de"{(l_x> }

e possuem w(z) = /1 —z2. A rela¢do de recorréncia é
Ups1(z) = 22U, (x) — Up_1(z), n >0,

sendo Up(z) =1 e U_y(x) := 0.
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1. Polindbmios de Gegenbauer ou ultraesféricos PV (a =f=\— %, A # 0).
Estes polinomios possuem a férmula de Rodrigues

A (= T(A+3)T(n+2)) oioa d" oy ndA-1
PMN(z) = S| F(2A)F(n+)\+%) (1—3:) %{(1_x)+ }

~ A A1 ~ A
A funcao peso destes polinémios é w(x) = (1 — xQ) 2 e a relacao de recorréncia

¢
2(n+\)

P
n+1

n+1 (.CL') =

sendo PéA) (x)=1e pY () := 0. Notemos que os polinémios de Legendre e de

1—n—2)
—— =2 (@), n>0,

PW
¢ (v) + n—+1 "

n

Chebyshev de 2* espécie sao casos particulares de Gegenbauer com A\ = 1/2 e 1,
respectivamente. Além disto, é conhecido que
2
lim A" PV (z) = = T, (2).
lim AP (2) = = T, (2)
e Polindmios de Laguerre L. Estes polindmios sao encontrados ao definirmos uma
SPO utilizando a funcao peso w(z) = e~z com « > —1 sobre o intervalo [0,00). A
AL A (@) o . o
sequéncia destes polinomios é representada por § Ly, ' () . Tais polinomios possuem
=0
a férmula de Rodrigues "

1 d"
Lga) (-T) = m e:cm—a%{ 6_Il’a+n}

com a seguinte relagao de recorréncia

+2n+1 a+n
LO@)=-——+2 L@ () — 7@ >0
n—&—l(‘r) ( 7’L+1 + n_|_1 n (ZE) n—l—l n—l(x)w n =2V,

sendo L\ (z) =1 e L' (z) := 0.

e Polin6mios de Hermite H,. Eles sdo obtidos ao definirmos uma SPO com w(z) =
e~ sobre R. A sequéncia de tais polinomios é representada por {H,,(z)}>°. Eles sdo

dados pela féormula de Rodrigues

H,(z) = (—1)" eﬂﬂ{exz}

dz™

e a relacao de recorréncia é
Hyq(x) =22H,(x) — 2nH,_1(x),

sendo Hy(z) =1e H_4(x) :=0.
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2.3 Quadratura de Gauss

Seja a integral de Riemann
b
[ v

onde w é uma funcao peso e f uma funcao real. A quadratura de Gauss consiste em aproximar

numericamente a integral acima por meio de uma combinacao linear de avaliacoes de f,

b
/ w(z)f(z)de = Wyif(xn1) + Waaf(Tn2) + ... + Wanf(znn).

Na expressao acima, os nimeros reais WW’s sao os pesos e as abscissas x’s sao os pontos ou nos
da quadratura de Gauss. Para mais detalhes, recomendamos Krylov [38]. O erro cometido

na quadratura de Gauss é dado por

b n
Bi= | w@f@)ds = Y- Wl (5,,).

Uma quadratura qualquer com n pontos ¢é dita interpolatdria se Ey, = 0 sempre que f for
um polinémio de grau < n — 1. A quadratura de Gauss, além de ser interpolatoria, possui
grau maximo de precisao, isto é, Ey,, = 0 sempre que f for um polinomio de grau < 2n — 1.

Os pesos dessa quadratura sao dados por

b
Pn(2)
Wi = / w(x dx, 2.28
= e ) 22
onde T, 1, Tp2, - .., Tn,p a0 0s zeros do polinomio ortogonal ¢,, da SPO definida com w sobre

o intervalo [a, b].
Notacao 2.2. Para fins de simplificagao,
e o i-éstmo peso Wy, ; da quadratura com n pontos também poderd ser denotado por W;;

® 0i-ésimo zero x,; do polinomio ortogonal ¢,(x) de grau n também poderd ser denotado

POT T;.

Com a finalidade de obter explicitamente os pesos W;, faremos uso da Identidade de
Christoffel-Darboux (Teorema 2.7):

S D)) _ dner (£)0n0) = 6a(a)6nr(y)
2T, 1t (@~ )
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Ao substituir y por x;, onde x; é um zero de ¢,, a identidade acima torna-se

Anbpi1(2;) n(2) _ zn: ¢k(x)¢k($z)
k=0 Vén

Ani1g, T — T
Tomando o produto interno de ¢y pelos termos da equagao anterior,

Anni1(zi) <¢ Pn > _ i Pk (1) (o, Pr)

0
Ant1Ven ‘- 7

Y

Expandindo o somatério e utilizando-se da ortogonalidade dos polinomios,

Andnii (i) <¢0, On > = —¢o(7i).

Ant1Ven r—x;

No entanto, ¢y é constante, implicando que ¢o(z) = ¢o(z;), resultando em

b A L
/ w(:c)f"_(gz dr = -l ;1?2%_ (2.29)

Logo, observando a forma de W; em (2.28),

_ An+1’y¢n

Podemos obter outra forma de W; avaliando a relacao de recorréncia do Teorema 2.5 no

W, = (2.30)

zero x; de ¢,

¢n+1 (CL‘Z) - _Cn¢n—1 (x1)7

a Ani1A,—
substituindo o valor de ¢,, = WIon  _ Zntlfn-l Vg

an—l’7¢n_1 B A?L 7¢n—1’
An—i—lAn—l Ve
Ont1(z;) = — "1 (). (2.31)
* A’?Z ,y(bnfl

Ao substituir o resultado (2.31) em (2.30) encontra-se outra forma de W;,

An’7¢n—1
Anfl ¢;1 (xi)¢n71 (ml) '

Ainda, notando a forma de W; em (2.30) e o Coroldrio 2.7.1 com = = x;, sendo x; o

M//L':

(2.32)

i-ésimo zero de ¢, (), tem-se que

(2.33)
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Sem perda de generalidade, se ¢ (z) for ortonormal,

[y

3

. 1
i) = - (234
k=0 ¢
Pelo Corolario 2.6.1 obtém-se a implicagao
wo— Vit
b o))

Com esta ultima férmula para W, demonstramos o seguinte Teorema:

Teorema 2.9 (Método do autossistema). Os n pontos z; da quadratura de Gauss sao 0s

autovalores da matriz de Jacobt

o Vb 0
\/E g \/E
\/E Qo \/E

J, =
Bn-2 an—2 BN-1
0 On-1 an-1
sendo o, 7 = 0,1,....n—=1¢e B;, 5 = 1,2,...,n — 1 dados pelos termos da relagao de

recorréncia dos polinomios ortogonais monicos e os pesos W; dados por

2
Vi
7,1
Vi e
0
sendo v; 1 o primeiro elemento do autovetor normalizado v; correspodente ao autovalor x; de
J,.. O

O Teorema 2.9 fornece um método para se calcular os pontos e pesos da quadratura de
Gauss em termo dos autovalores e autovetores da matriz de Jacobi J,,. Este é o método do
autossistema. A caracterizagao dos pesos em funcao dos autovetores de J, apresentada em
tal teorema é dada por Wilf [52, p. 80 exerc. 9]. O Teorema 2.9 também implica que os
pesos das quadraturas de Gauss sao sempre positivos.

As quadraturas de Gauss nas quais utilizamos a fungao peso w sobre o intervalo real [a, b]

dos polinémios ortogonais classicos sao:

e Gauss-Jacobi



Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 23

sendo x; o 7-ésimo zero de P*? Nesta quadratura incluem-se as quadraturas de
Gauss-Legendre (o = 8 = 0), Gauss-Chebyshev de 1* e 2* espécies (a =0 = i%) e
Gauss-Gegenbauer (a =0=X— % com \ # O).

e Gauss-Laguerre

/00 e Tz f(r)dr ~ inf(xz), a>—1,

0

sendo z; o i-ésimo zero de LY.

e Gauss-Hermite

| e @ = S Wi,
- =1

(o)

sendo z; o i-ésimo zero de H,,.

Vale destacar que as quadraturas de Gauss-Jacobi e de Gauss-Laguerre podem ser utilizadas

para aproximar integrais em intervalos gerais [c, d] e [¢, 00), respectivamente, a saber

d 0
/(d—x)o‘(x—c)ﬁf(x)dx, /e‘x(x—c)o‘f(x)dm, a, > —1.
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Polinomios de (Gegenbauer

Os polinomios ortogonais de Gegenbauer recebem este nome em alusao ao matemético
austriaco Leopold Bernhard Gegenbauer (1849-1903) cuja tese de doutorado de 1875 de-
monstrava uma, célebre férmula de adicao para tais polinomios!. Quase um século depois
Koornwinder [37] demonstrou uma generalizagdo desta férmula para os polindémios de Ja-

cobi:

pF) (2|COS 61 cos By + re*fsen 0 sen fy|? — 1) =

n

n k
— Z Z c(h) (sen @1sen 05)*™ (cos 0, cos fy)F ™

n,k,m
k=0 m=0

' PT(l(i—]i;k—&—m,B-&-k’—m) (cos 26,) Pr(i—]:k—s—m,ﬁ—s-k—m) (cos 26,)

E—
-Prsla_ﬁ_l’mk_m) (27"2 — 1) rk_m—ﬁ + 5 mP,E’in(cos ©),
onde
L) _ (k+m+a)f(n+k+a+5+)INk+ )L+ 1DI'(n+8+1D)(n—k+1)
mok,m I'n+a+B+D)I(n+m+a+)I(k+8+1DI(n—m+B+1)
e a relacao

lim MPT@(COS ) = {2 cosnp, n=1,2,...,
=0 1, n=0,
é usada quando § = 0. A férmula de adicao demonstrada por Gegenbauer pode ser obtida
ao usarmos 7 = 1 e o = [ na férmula acima, ver [49].

Cremos que a denominacao polinomios ultraesféricos para os polinomios de Gegenbauer

se deve, em parte, ao papel desempenhado por tais polinomios na teoria dos harmonicos

Fonte: http://www-history.mes.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gegenbauer.html.

24
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hiperesféricos, como cita Avery [8]. Especificamente, os polinémios de Legendre tém seu
papel na teoria dos harmonicos esféricos tridimensionais.

Neste capitulo iremos apresentar os polinomios ortogonais, monicos, ortonormais e trigo-
nométricos de Gegenbauer. Também apresentaremos a quadratura Gauss-Gegenbauer com

varias formulas para os pesos em funcao dos polinomios ortogonais, monicos e ortonormais.

3.1 Polinémios ortogonais, monicos e ortonormais

1
Se tomarmos a funcao w(z) = (1 — xg)/\ > com A > —% e A # 0, sobre o intervalo [—1, 1],

entao os momentos pu serao dados por

1
Mk:/ (1—x2))‘_%xkdx, k=0,1,2,....

1

Deste modo, os momentos existirao e serao finitos. De fato, se k for impar, entao up = 0,

pois o integrando serda uma fungao impar sobre o intervalo [—1,1]. Se k for par, entao

1
szZQ/ (1—$2)/\7
0

Introduzindo a mudanca de varidveis u = 1 — 22, teremos

D=

2F du.

1
Mk:/ uk_%(l—u)%du.
0

Mas, para x,y € C, Re(x) > 0 e Re(y) > 0, temos que

1
B(z,y) = / " N1 —u) " du,
0

onde B(z,y) é a fungao especial Beta que, por sua vez, pode ser dada em termos da fungao
> [(z)l

especial Gama I'(z) = / e 'L dt, isto é, B(x,y) = L(@)I'(y)

0 Iz +y)

FTA+3) I (5)

_ k )
e = F(A+1+%)

0, se k for impar.

. Portanto,

se k for par,

_1
Deste modo a func¢ao w(z) = (1 — :1:2)/\ 2 —% < A # 0, em [—1,1] é, de fato, uma fungao
peso porque w é: nao negativa, diferente da func¢ao nula e integrével sobre o intervalo [—1, 1]

tal que os momentos py existem e sao finitos para k =0,1,2,.. ..
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Uma representagao explicita dos polinémios ortogonais de Gegenbauer é dada por [49],

1 T(n—i+\) iy
PO - 1)y T g2 3.1
(z) oy i:O( ) 020! (2z) (3.1)
O coeficiente lider de P,EA) ( )
2" T (n + A
A, = TN 3.2
ATy (32)

Para tais polinomios,
27 I'(n+2X\)

Ton = 9 (1 Anl T T2()N)

Em Szego [49] encontramos a seguinte equagao diferencial linear homogénea de segunda ordem

(3.3)

para Pé)‘),
(1 —2?) PM"(z) — 2\ + DaPMY (x) + n(n + 20) PV (z) = 0. (3.4)

Ao dividir os termos da equacdo (3.1) pelo coeficiente lider (3.2) teremos, apés algumas

simplificacoes, a seguinte representacao explicita para os polinomios monicos
) b

2i—1
D) _n _ =1 n—2i
PV (x)=2"4+n Zl YOI x , n>2. (3.5)
. [T +x-3)
j=1

E claro que ﬁl(’\)(x) =zxe }AjéA) () = 1. A representagio explicita para os polinémios orto-
normais ¢ obtida por (3.1) e (3.3),

(n+M)n e I(n—i4+X)

(=) 27l(n + 2)\ Z il(n — 29)!

(22)" %, (3.6)

Pelo Teorema 2.3, tem-se a relagao de recorréncia para os polinémios ortogonais de Ge-

genbauer pY ,

(M) _ A (N
sendo Pg) (x):=0e PéA) (x) =1.
Os polinomios monicos de Gegenbauer ID\T(L)‘), cuja sequeéncia é {ﬁf({\)} , obedecem a
n=0
seguinte relacao de recorréncia, segundo o Teorema 2.4,
~ ~ 20 —1 ~
P (a) = 2PV () - IR o) wx o, (5:5)
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sendo 1391) (x):=0¢e 1600‘) (x) =1.
Ja os polinomios ortonormais de Gegenbauer Pé)‘)*, cuja sequéncia é representada por

) . . ~ o
{BS )*} , obedecem a seguinte relacao de recorréncia, segundo o Teorema 2.5,
n=0

B P (@) = 2P (1) = VB P (x). n>0, (3.9)
F2A+1) n(n 42X —1)
do PV () =0 e PV (2) = Y2 T ) nde g, = > 1.
sendo P2y () e i (@) QAF()\—i-%) onde f 4(n+)\)(n—|—)\—1)’n_

Os quatro primeiros polinomios ortogonais de Gegenbauer sao:

PN (@) =1, PY(z) = 22z,

Ny — 2 Ny - 2 3 _
Py (x) =2 (1 4+ N)x® — A, P (x) = 3)\()\ +2)(A+ 1D)a® — 21 + \)z.

As Figuras 3.1 e 3.2 exibem os graficos dos polinoémios de Legendre P,(z) = piM? () e
de Chebyshev de 2% espécie U, (r) = Pygl)(x) de graus até 5.

14

Figura 3.1: Polinémios de Legendre P,, 0 < n < 5.

Pelos graficos podemos verificar que os zeros destes polinomios sao reais, simples e contidos
no intervalo (—1, 1) conforme o Teorema 2.2. Além disso, os zeros sao simétricos com relagao
a origem, pois w é uma funcao par (Corolario 2.8.1). Tais polinomios também sao fungoes
pares ou impares (Teorema 2.8). Além disto, é possivel verificar outras propriedades que nao
foram mencionadas neste trabalho, tais como o entrelacamento dos zeros de dois polinomios

de graus consecutivos.
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\ 15 ﬁ /

Zo5

-15
Figura 3.2: Polinémios de Chebyshev de 2% espécie U,,, 0 < n < 5.

3.2 Polinémios trigonométricos

Um polinomio trigonométrico p na variavel 6 possui a forma
p(0) = ug + uy cos O + vy sen  + uy cos 20 + vy sen 20 + . . . + u,, cos nb + v, sennb,

com coeficientes u’s e v’s complexos. O grau de p é o maior natural n tal que |u,|+ |v,| > 0.
Quando todos os coeficientes u’s ou todos os coeficientes v’s sao nulos, entao p é chamado de
polinomio trigonométrico em senos ou cossenos, respectivamente.

As fungoes cosnf e sen (n + 1)f/senf sado polindmios na varidvel cos @ de graus n. Eles
sao os polinomios de Chebyshev de 1% e 2% espécies, respectivamente, onde x = cos 6:
sen (n+1)6

p—" = Up(cosf) = U,(x).

cosnf = T,(cos @) =T,(z),

Logo qualquer polindmio trigonométrico em cossenos de grau n é um polindomio de mesmo
grau em x = cosf e vice-versa. Ainda, qualquer polindmio trigonométrico em senos de
grau n dividido por sen # fornece um polinémio trigonométrico em cossenos de grau n — 1.
Szego [49] apresenta a seguinte representacao dos polinomios trigonométricos de Gegenbauer,
onde = = cos ¥,

2V(n—1)/2V(n+1)/2 cOs 0, n impar,

2

PW(cos ) = 2ugr,cosnb + 211, _1cos (n —2)0 + ... +
Vny2o n par,

L(k+A)
FAMT(k+1)’
Gegenbauer por 7379),

onde v, = k = 0,1,2,.... Denotaremos os polinomios trigonométricos de

77,9)(9) = P7(L)‘)(cos 0).
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Como se ve, P ¢ um polinémio trigonométrico em cossenos. Em particular, se A > 0 os
termos v’s sao todos positivos.

E claro que um polinémio trigonométrico pode admitir infinitos zeros sobre R porque ele
é uma funcao transcendente. Mas sobre o intervalo (0,7) teremos que o polinémio trigo-
nométrico de Gegenbauer PN possuira exatamente n zeros. Isto decorre do fato de que os n

) estdo contidos em (—1,1). Além disto, a paridade de pY implica que o grafico

zeros de P
de PV sers simétrico com relagio ao ponto (7/2,0) (caso n seja impar) ou simétrico com
relagdo a reta 6 = m/2 (caso n seja par). Consequentemente, os n zeros de PV sobre (0, )
estarao distribuidos simetricamente com relacao a m/2. A Figura 3.3 exibe os graficos dos

polinémios trigonométricos de Gegenbauer

(/3 gy = 392 7g 140 gy 39 o304 OV 0
Pr0) = Toga3 8 T0+ Tgggs 0350+ Gagr <0830 + Tgas5 O
e
a9 10868 o 8952 o 2012 9548 1225
P 0) = 5o0a0 589+ 55049 369+ 55049 04+ 55020 <520+ 50407

sobre o intervalo (0, 7).

0.4
|

0.3 o I
0.2 4 I

-0.1

-0.3 H

-0.2 - I
-0.4 -~ I

Figura 3.3: Polinémios trigonométricos de Gegenbauer de grausn =7 en =8 com A = 1/3.

Na figura anterior podemos conferir os tais n zeros contidos em (0, 7) além da simetria
dos mesmos com relacao a /2. Também é possivel notar que os zeros ficam mais espagados
entre si no intervalo (0,7) em relagdo aos zeros dos polinémios na variavel x que tendem a
se concentrar nos extremos +1. Com isso o calculo dos zeros trigonométricos pode ser mais
vantajoso do que o calculo dos zeros em x. Na Subsecao 4.2.2 voltaremos a discutir este

assunto.
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3.3 Quadratura de Gauss-Gegenbauer

Como ja foi explicado, a quadratura de Gauss-Gegenbauer é um caso particular da qua-
dratura de Gauss-Jacobi quando aa = =\ — % com \ # 0. Explicitamente tal quadratura
¢é dada por

1 1 n
[ =2y e de = Y Wisw) + By,
B i=1

1

sendo z; o i-ésimo zero de PV e onde, por (2.30),

4 T'(n + 2
Wi=-m . 1)! ((;)H )(A> ! (3.10)
(4 DV T2 () PV () Py ()
ou, por (2.32),
_ 4m I'(n+2Xx—-1) (3.11)
2l ()P (@) P () |

e o erro é dado por

B 220 Il (n + 202 (n+ A + 1)

Efn = 2(n + \)(2n)'T2(2n + 2)) f(Zn)(f(x))v {(x) € (-1, 1). (3.12)

Em Szego [49] é dada a seguinte relagao

(1 —2?) PV(z) = —na PV (2) + (n+2) = )PV, (2) = (n+20)2PV (@) — (n+ 1) P (x),
(3.13)

na qual, fazendo x = x;,
(1 =) PV (2)) = (n+20 = NP (2) = —(n+ P ().

Observando as duas tultimas igualdades, os pesos W; em (3.10) e (3.11) tornam-se iguais a

o 4 ['(n+2\)
92y T2(\)(1 — x2) [Py)’(xi)r

7

(3.14)

Como os polinémios de Gegenbauer sao fungoes pares ou impares (Teorema 2.8) e os zeros

sao simétricos com relagao a origem (Corolario 2.8.1), entao

[P(/\)/(%’)}Q = [Pé/\)/(xn+17i)}2 :

n

Logo, W; = W,,11_;, isto é, os pesos sao iguais para respectivos zeros simétricos.
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Outra férmula para os pesos pode ser dada por meio de (2.33),

2 —1

ot | P () o T(k+2))
W, = Z u Ve = B VH 20 (3.15)
k=0 1% '

Também podemos calcular os pesos W; por meio da caracterizacao dos autovetores do
Teorema 2.9,
2T\ + L
= Mvﬁ?l, (3.16)
reax+1) °

sendo v; ; o primeiro elemento do autovetor v; normalizado da matriz de Jacobi

0 VA 0
VB 0 VB,
VB 0 VB3 J(G+21—1)

J, = , B = — : , (317
g 4G+ +A-1) (3.17)
ﬁn72 0 ﬁnfl
L 0 6n—1 0 i
7 =1,...,n— 1. Salientamos que as quadraturas de Gauss-Legendre ()\ = %) e de Gauss-

Chebyshev de 2% espécie (A = 1) sdo casos particulares de Gauss-Gegenbauer.

Vejamos que, além da férmula (3.16) que depende do célculo de autovetores, temos outras
4 férmulas para os pesos W; da quadratura de Gauss-Gegenbauer, a saber: (3.10), (3.11),
(3.14) e (3.15). Note que todas estas ultimas quatro férmulas dependem do polindémio ortogo-
nal. Entao, se nelas utilizarmos o polinomio ortonormal ou monico ao invés do ortogonal, ob-
teremos mais outras oito férmulas para W;. Ao todo tg\r)nos doze férmulas que estao na:ge;bela
3.1. Para obté-las, basta observar que ﬁé)‘)(x) = Fn (:1:')’ V5, = M, A _ b (x)7

An 0 Ay V.

I'(A+3) 24/7

Y¢: = 1 e usar que = , segundo Abramowitz e Stegun [1].

[(2))  2220())




N° Wh,; com ortogonais P,(L)‘) (z) Wy, com monicos ﬁ,(L)‘) (z) Wy,,; com ortonormais P,(L)‘) *(a:)
Ll A I'(n+2)) 2l T'(n +2)) _2(n+A) Vin+A+1)(n+1)
22+ D r2(0) PN (1) PO, (24) 22 (4 NPV () PYY, () (+ D 20+ VPN (@) PO ()
) 4m D(n+2Xx—1) 8r(n+A—1)(n—1)! D(n+2\—1) 2(n+ \) Vit A=1)(n+2x-1)
222l p2(0) PN () PO, () 20202 r2(n + 0PN (@) PV, () | 0 F A=) (NP (@) POV ()
3 4 I'(n+2X) 4mn! I'(n 4+ 2X) 2n + 2\
2\ 2 2n+2X\ ~ 2
27 a0 (1 - 22) [Pfﬁ)/(xi)} 2 T2(n + ) (1 — 22) [ ,5”/%)} (1-22) [Pé” *’(xi)}
n—1 P()\) ; 2 n—1 ﬁo\) : : n—1 -1
4 27 [ k (wl)} 2m [ k (:CZ)} P(/\) * 2
22AT2()) T(k+2)) ) X Gy > [ k (Il)}
k=0 (k+X)k! k=0 22F (k4 M\TZ(k+N) k=0

Tabela 3.1: Diferentes férmulas para os pesos W,,; da quadratura de Gauss-Gegenbauer.

Janequadac) ap solwouljod "€ ojnude)

(43



Capitulo 4

Calculo dos pontos e pesos

Neste capitulo discutiremos sobre os dois métodos citados para o calculo dos pontos
e pesos para a quadratura de Gauss-Gegenbauer: o método do autossistema e o método
de Newton-Raphson. Apresentaremos tais métodos e seus algoritmos nas Secgoes 4.1 e 4.2.
Um panorama geral sobre a utilizagao de Newton-Raphson para os zeros dos polinomios
ortogonais sera dado na Secao 4.2 onde citaremos as principais obras que versam sobre o
assunto. Na Secao 4.2 também demonstraremos o teorema que fornece as condicoes suficientes
para a convergéncia de Newton-Raphson, discutiremos sobre a aproximacao inicial para tal
método e mencionaremos outros métodos iterativos. Por fim, na Segao 4.3 iremos comparar

a exatidao e o tempo de execucao dos métodos de Newton-Raphson e do autossistema.

4.1 Método do autossistema

O método do autossistema consiste em calcular os pontos e pesos para a quadratura de
Gauss por meio da caracterizagao dos autovalores e autovetores da matriz de Jacobi como
mostrou o Teorema 2.9.

Segundo Gautschi [31] a caracterizagdo dos pontos da quadratura de Gauss como au-
tovalores da matriz de Jacobi tem uma origem incerta e tem sido usada ha algum tempo
principalmente pelos fisicos. Ainda segundo o autor, a caracterizacao dos pesos da quadra-
tura de Gauss em termos dos autovetores é mais recente e foi notada por Wilf [52, p. 80 exerc.
9] (Teorema 2.6) e, previamente, em torno de 1954, por G. Goertzel. Golub e Welsch [33]
reconheceram a importancia dessas caracterizagoes na computacao e desenvolveram um pro-
cedimento detalhado baseado no algoritmo QR para o calculo dos autovalores e autovetores

da matriz de Jacobi.

33
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O algoritmo de Golub e Welsch [33] estd implementado na liguagem FORTRAN na sub-
rotina SGAUSQ disponivel em netlib.org/go/sgausq.f. Optamos por tal sub-rotina porque
a mesma tem sido usada na literatura para o método do autossistema. Vale ressaltar que a
implementagao do mesmo algoritmo em MATLAB usando a fungao eig é incapaz de explorar

a estrutura especial da matriz de Jacobi, ver [34].

4.2 Método de Newton-Raphson

Conforme relata Cajori [12], Isaac Newton (1642-1727) descreveu um método para apro-

ximar uma raiz da equacao ctibica
3 —
z°—2x—5=0,

em uma célebre obra que, embora escrita em latim no ano de 1671, s6 foi publicada em 1736
traduzida para o inglés com o nome Method of Fluxions and Infinite Series. Entretanto, em
1690, Joseph Raphson (1648-1715) publicou Analysis aequationum universalis onde descreveu
o método de Newton-Raphson (como hoje o conhecemos) para aproximar uma raiz real de
uma equacao qualquer. Por essa razao, tal método é conhecido por método de Newton-
Raphson.

Seja f:[c,d] — R uma fungao de classe C', duas vezes derivdvel no intervalo (c,d), tal
que £ ¢é a raiz da equacao

flz)=0

isolada no intervalo [c,d]. Suponha ainda que f’ preserve o sinal em [c,d]. Seja z a i-ésima
aproximacao da raiz £. O método de Newton-Raphson consiste em melhorar a aproximagcao
2l como mostraremos a seguir.

Seja

¢ =all+4;, (4.1)

onde 9; ¢ um nimero real pequeno mas nao nulo. Entao, aplicando a férmula de Taylor com

resto de Lagrange,
0 (2l 28 = f () o p () g o 40D 5o , ] o
—f(x —|—5i) —f(m )+f (a: )5Z-+T5Z-, onde 7 esta entre ' e ' 4 9;.
Consequentemente, desprezando o termo do resto do polindmio de Taylor acima,

0~ f () + 1 (21) 6,
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e, resolvendo para 9;,

()
Inserindo a correcao acima em (4.1), obtém-se a nova aproximacao da raiz,
f (x[i])

fr (@)’

O método iterativo em (4.2) é o método de Newton-Raphson. Tal método converge quadra-

L i)

=0,1,.... (4.2)

ticamente, isto é, quando zl estd préximo de € o niimero de digitos significativos de 1]
é, aproximadamente, o dobro do niimero de digitos significativos de z!1. Segundo Press et
al. [44] esta rapida convergéncia faz de Newton-Raphson o método de preferéncia quando
deseja-se calcular um zero de funcao cuja derivada possa ser avaliada eficientemente e cuja
derivada seja continua e nao nula na vizinhanca de cada zero.

Apresentaremos agora o teorema que fornece condigoes suficientes para a convergéncia do
método de Newton-Raphson. Tal teorema estd demonstrado em Demidovich e Maron [18],

todavia o resultado original é mais antigo.

Teorema 4.1 (Condigoes suficientes para convergéncia). Seja f:|[c,d] — R uma fungao
de classe C', duas vezes derivdvel no intervalo (c,d). Se f(c)f(d) < 0, f" e f" forem nao
nulas e preservarem o sinal em [c,d], entdo partindo-se da aprozimagcio inicial 2 € [c,d]
tal que f (x[o]) 1 (a:[o]) > 0 serd possivel construir pelo método de Newton-Raphson uma

sequéncia {x[o],xm,x[z], .. } que convirja para o zero & € (¢,d) de f.

Demonstracao. Primeiramente notemos que, diante das hipdteses, £ é a unicaraiz de f(xz) =0
em [c,d] a qual possui multiplicidade 1. Sem perda de generalidade, suponhamos f(c) < 0
e f"(x) > 0 para ¢ < z < d. Nestas condigoes, f(d) > 0 e f'(x) > 0 para ¢ < z < d. Por
hipétese, f (:L‘[O}) 1 (37[0}) > 0, entao teremos f (ZE[O]) > 0. Digamos que z[*) = d. Provaremos,
por inducdo, que zl! > ¢ parai=0,1,2,... e, consequentemente, f (a:m) > (. Inicialmente,
vejamos que zl) > & Agora, suponhamos que z! > ¢ e vamos provar que zlt1 > ¢

Tomemos a igualdade

£=qll 4 (5 — x[i]) )
Usando a férmula de Taylor com resto de Lagrange teremos que
i i i f" (i i\ 2
0= £(6) = £ (o) + 7 (&) (6 = o) + T2 g = at)?, (43)

onde & < n; < xl1. Como f” (n;) > 0,

f (m[i]) + f (I[i]) (5 _ m[i]) <0,
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consequentemente,

i (@)
P (el

0 que prova nossa tese de inducao. Agora, mediante os sinais de f (x[i]) e f’ (xm) temos,

>,

por (4.2), que gt < 2l 5 =0,1,2,.... Isto é, a sequéncia das aproximacoes sucessivas
{[E[O],[E[l],$[2], .. } é uma sequéncia monotona descrescente e limitada. Logo seu limite L
existe, isto é,

lim 2 = L.
1— 00

Passando ao limite em (4.2),

f(L)

f(L)

implicando que f(L) = 0, portanto, L = &. m

L=1-

Ressaltamos aqui que conhecemos outros teoremas, por exemplo, [14, p. 225] e [7, p.
54], que também fornecem garantias para a convergéncia do método de Newton-Raphson.
Contudo julgamos que as condigoes de tais teoremas, apesar de parecidas com as do Teorema
4.1, sao menos usuais para o nosso objetivo. Iremos discutir a importancia do Teorema 4.1
sobre o nosso trabalho nos préximos capitulos.

Abaixo apresentamos o algoritmo geral do método de Newton-Raphson para os pontos e
pesos da quadratura de Gauss-Gegenbauer.

O Algoritmo 1 podera ser utilizado com quaisquer um dos 3 polinomios: ortogonal
(f(A) (z) = PV (x)), monico (f(”(x) = pY (x)) ou ortonormal <f(A)(x) = Pr(f‘)*(x)). Como
0s zeros sao simétricos, somente os zeros positivos sao calculados pelo método de Newton-
Raphson. Os zeros negativos sao obtidos automaticamente ao multiplicarmos o zero positivo
por —1 e, quando n for impar, o zero nulo e seu respectivo peso sao dados analiticamente.
Cada vez que um zero é obtido, o respectivo peso da quadratura é calculado por meio de
uma das férmulas constantes na Tabela 3.1. As avaliacoes de f) podem ser obtidas por
meio de uma rela¢ao explicita ou por meio de uma das relagoes de recorréncia (3.7), (3.8)
ou (3.9), dependendo do polinémio (ortogonal, ménico ou ortonormal). Para avaliar fO
utilizamos (3.13) fazendo uso também de (3.2) e (3.3) no caso dos moénicos e ortonormais,
respectivamente.

Existem diversas féormulas e desigualdades para os zeros dos polinomios ultraesféricos que
podem ser utilizadas para dar uma boa aproximacao inicial. Antes de discutirmos o assunto
da aproximacao inicial com mais detalhes, iremos citar nas duas proximas subsecoes algumas
importantes referéncias que versam sobre o uso de Newton-Raphson para as quadraturas de

Gauss. Daremos destaque para as quadraturas de Gauss-Gegenbauer no caso principal.
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Algoritmo 1: Método de Newton-Raphson para Gauss-Gegenbauer.
Entrada: Numero n de pontos e pardmetro A € (0, 1)
Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)

se n > 1 entao

para i « 1 até |n/2| faga
z < aproximagao inicial para o i-ésimo zero positivo

repita
Pl [PV (2)
pp  fN'(2)
z1l +z

z+z1—pl/pp
até |z — z1| < tolerdncia ou nimero maximo de iteragoes ser atingido;

X(i) + 2
X(n+1—1)+ —2
W (i) < Wy
W(n+1—1)+ W()
fim
fim

se n for impar entao
X([n/2]+1)«0
W(ln/2] +1) < Wy [n/2)+1

fim

4.2.1 Principais referéncias

A notacao z,, indicard o k-ésimo zero do polinémio ortogonal de grau n que estd sendo
referenciado.

Segundo Gautschi [31], os pontos para as quadraturas de Gauss cléssicas tém sido obtidos
computacionalmente desde 1955. Davis e Rabinowitz [15,16] usaram o método de Newton-
Raphson para calcular os pontos de Gauss-Legendre para n = 16, 20, 24, 32, 40, 48, 64, 80

e 96 utilizando a seguinte aproximacao inicial

T A COS Q‘jk , k=1,2,...,n, (4.4)
Vet ) +1(1-24)

onde j, sao os zeros positivos e sucessivos da funcao de Bessel de primeira espécie .Jy e os

zeros estao em ordem decrescente, 1 > x, 1 > xp2 > ... > Ty, > —1.

Nos itens i e ii, a seguir, citaremos duas importantes referéncias.
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i. Stroud e Secrest [46]

Na década de 1960 A. H. Stroud e Don Secrest apresentam uma obra que se tornaria
referéncia constante no assunto. Nela o método de Newton-Raphson é utilizado para todas
as quadraturas de Gauss classicas. Os autores consideram dois modos para se calcular os

O"B), com «, 3 > —1 utilizando tal método. Em ambos,

zeros dos polinomios de Jacobi P,(L
inicialmente, é calculado o maior zero z,; usando 1 como aproximagao inicial. Uma vez

encontrado x,; (dentro da exatiddo requerida) eles entdo sugerem duas alternativas:

1. Remova o fator x — z,,; de Péa’ﬂ ). O maior zero deste polinomio reduzido é z, » e ele

pode ser calculado do mesmo modo usando z,,; como aproximagao inicial.

2. Conhecido z,, encontre uma aproximacao suficientemente boa para x,2 tal que o

método de Newton-Raphson aplicado diretamente a P,Ea’ﬁ ) convirja.

Uma vez encontrado z, 2 qualquer uma dessas alternativas pode ser repetida para encontrar
Zn3 € assim por diante. Segundo Stroud e Secrest [46] a alternativa 1 tem a vantagem de
nao apresentar dificuldade em encontrar aproximacoes para x,; que irao convergir. Mas tem
a desvantagem de introduzir um erro de aproximacgao. Por esta razao os autores preferem
a alternativa 2. FEsta tltima alternativa, conforme os autores, possui a vantagem sobre
os calculos que podem ser realizados por meio da relagao de recorréncia para os polinomios
ples ), logo o polinomio nao precisa ser conhecido explicitamente. As aproximagoes utilizadas
por eles sao:

(1+0) [7 + 205

1,48 |, 0,963 | 0452a% | 08308’
1+ n + n + n? + n?

Tng = Tno (4,1+a) 0,06(n — 8)(1 +0,120) |, 0,0125(1 +0,25}a)
1—z,1  (1+a)(1+0,156a) ’

(4.5)

1 —Tp1 =

n n
(1.6)
Tno — Tn3 1,67 4+ 0,28 0,22(n — 8) 8
d 2 1+—— 1+ — 4.7
Tpi — Tno { 140,37 } [ * n * (6,28 + B)n? |’ (4.7)
Tng — T [0,766+0,119a 0,639(n — 4) L 208 48)
Tno—Tns | 1402350 140,71(n — 4) (7,5 + B)n2 '

Os autores comparam por meio de tabelas a exatidao das aproximacoes acima. As apro-
ximagoes (4.5), (4.6) e (4.7) sdo usadas para estimar, por sua vez, Tpi, Tnp2 € Tp3. Para
4 <k <n-—2usa-se

T,k ~ 3xn,k71 - 3$n,k72 + Tn,k—3-

Trocando « por 5 em (4.8) obtém-se uma aproximacao para (Tnn—2—Znn-3)/(Tnn-1—Tnn—2)

Logo, conhecendo x,,,,—2 € y, ,—3, pode-se estimar x,,_;. Similarmente (4.7) fornece uma
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aproximagao para (Tpn—1 — Tnn—2)/(Tnn — Tnn-1) da qual pode-se estimar z,,,,. Segundo os
autores, a maioria das aproximacoes ¢ precisa dentro de 10% e, nos casos testados por eles,
sao suficientemente boas para garantir a convergéncia. E mais, apesar dessas aproximagoes
servirem ao proposito desejado, seria interessante ter aproximacoes com exatidao de até 1%.
Eles também notaram que no lugar de (4.5) poderia se usar simplesmente x,,; ~ 1. Contudo,
com tal aproximacao inicial muitas iteragoes seriam requeridas para a convergencia em ,, 1
quando « for grande. A aproximagao (4.5) nao é tao exata quanto as outras, mas contanto
que o valor estimado nao exceda o valor real, a convergéncia fica garantida, segundo eles.

Nesta obra também sao apresentadas aproximacoes iniciais para os zeros dos polindmios
de Hermite e Laguerre. Todavia, alertam os autores que o método de Newton-Raphson para
os zeros dos polinomios de Laguerre pode gerar overflow®.

Sao dadas sub-rotinas na linguagem FORTRAN para os pontos e pesos das quadraturas
de Gauss-Jacobi, Gauss-Laguerre e Gauss-Hermite além de varias tabelas com os respectivos
pontos e pesos para alguns valores de n. Em particular, para o caso de Gegenbauer hé tabelas
para A = 1/2, 1, 3/2 e 2 para as quais os autores utilizaram as aproximagoes citadas acima
usando aw = f = A — 1/2 na rotina de Gauss-Jacobi.

Stroud e Secrest [46] ndo apresentam sub-rotinas especificas para Gauss-Gegenbauer nem

Gauss-Legendre.

ii. Press et al. [44]

J& em [44], os autores apresentam rotinas na linguagem C++ para as quadraturas de
Gauss nos casos de Legendre, Laguerre, Hermite e Jacobi?. As aproximacoes iniciais para
as quadraturas de Jacobi, Hermite e Laguerre sdo as mesmas de [46]. Em Gauss-Jacobi
os autores utilizam o polindmio ortogonal ao invés do polinomio moénico que foi utilizado
em [46].

A rotina para Gauss-Legendre é devida a G. B. Rybicki e utiliza a seguinte aproximagao

inicial 1
Ty RS COS ————T =1,2,...,n 4.9
n, 4n+2 9 ) <y s 16y ( )
com os zeros em ordem decrescente, 1 > z,1 > Zp9 > ... > x,, > —1. Em tal rotina

somente os zeros nao negativos sao calculados pelo método de Newton-Raphson e o zero

simétrico é automaticamente obtido.

LOperacao aritmética que resulta em um ntimero maior do que o maior nimero de ponto flutuante repre-

sentavel pelo computador.
2H4 também as sub-rotinas em linguagem FORTRAN em outras edicoes da mesma obra.
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Na rotina de Hermite, os autores utilizam o polindmio ortonormal a fim de evitar um
possivel overflow. Contudo, conforme ja testado por nés em [42], tal overflow ocorre quando
n > 114 e, usando o polindmio ortonormal como eles sugerem, o overflow ocorre quando
n > 200. Ou seja, trocando o polinomio ortogonal pelo ortonormal, apenas estendemos
o uso de n, mas nao eliminamos totalmente o overflow. Também ja verificamos que na
rotina de Laguerre teremos overflow quando n > 366 com « = 1. (O mesmo ocorre para
diversos valores de «.) Aqui fica claro que o método de Newton-Raphson nao é vantajoso
para Gauss-Hermite nem Gauss-Laguerre quando necessita-se de valores de n acima de 200
e 365, respectivamente. Uma maneira eficiente de evitar definitivamente o overflow nestes
casos esta descrita em [32] onde os autores calculam os zeros das fungoes

— 2
ﬁn(x) = f—/QHn(x) e 7,0 (z) = e—x/zLS)) ()
7T12n/2\/m

n

. ~ N . 0
cujos zeros sao os mesmos dos polinomios de Hermite H,(z) e de Laguerre Lgl)(x) com a

vantagem de que ‘f]n(a:)‘ <le

LY (:17)‘ < 1 para z > 0. O rédpido e eficiente algoritmo
proposto por eles é baseado numa combinacao da transformacgao de Priifer com a série de
Taylor para solucao da equacao diferencial ordinaria de segunda ordem que tais polinomios

satisfazem.

4.2.2 Outros métodos iterativos

Cabe aqui ressaltar outros métodos iterativos para calculo dos pontos e dos pesos de
Gauss-Gegenbauer que tem sido desenvolvidos. Nesta subsecao também iremos reforcar a
preferéncia pelo método de Newton-Raphson.

Davis e Rabinowitz [17] apresentam um refinamento do método de Newton-Raphson que

pode ser usado convenientemente para os zeros de Legendre. O método usa a iteracao:

s _ g Pu (@) <1+ By () By («) ) . i=0,1,...

P () By (xl) 257 ()

T

e possui convergéncia ctibica. Tais iteragoes constituem o método de Halley para os zeros de

Legendre. Para aproximacao inicial eles utilizam a férmula assintética

11 4k —1 »
$n,k=(1—w+%>cos4n+2ﬂ+(’)(n ) (4.10)

Petras [43] demonstrou que com a aproximagao inicial (4.9), por exemplo, o método de

Halley sera convergente para os zeros positivos de Legendre. Davis e Rabinowitz também
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apontam que é possivel refinar cada vez mais o método iterativo de Newton-Raphson e obter
convergéncia cada vez maior.

Lether [40] apresenta um método iterativo de 5* ordem que gasta apenas uma itera¢ao
para encontrar os zeros de Legendre. O trabalho também apresenta aproximacoes assintoticas
mais precisas do que (4.10). Tal método iterativo de 5* ordem foi generalizado por Gatteschi
[27] para os polinomios de Gegenbauer e o autor também apresenta aproximagoes iniciais
assintéticas para tais polinomios.

Swarztrauber [47] apresenta o método de Fourier-Newton que consiste no método de
Newton-Raphson para calcular os zeros dos polinomios trigonométricos de Legendre. A van-
tagem neste caso ¢ que os zeros dos polindomios trigonométricos (ver Figura 3.3) estdo melhor
distribuidos ao longo do intervalo (0,7) do que os zeros dos polinomios de Legendre estao
distribuidos em (—1,1) . Os zeros em x tendem a se concentrar nos extremos +1. Conse-
quentemente para algum n = n,,,, tais zeros se misturam dentro da precisao da maquina

causando uma falha computacional, enquanto que o método de Fourier-Newton calcula os
2

mazx*

zeros até n = n Apesar disto nao ter sido um problema no passado, hoje em dia as
resolugoes dos modelos climaticos e de previsao do tempo demandam n > 1000. O método
de Fourier-Newton poderia ser estendido para a quadratura de Gauss-Gegenbauer. Porém
a demonstracao da convergéncia do método de Fourier-Newton pode ser mais complicada
porque encontrar a localizagao dos zeros de P,(l’\)” nao é uma tarefa trivial. Explicaremos este
fato na Secao 5.2.

Cremos que o estado da arte de um algoritmo para calculo dos pontos e pesos para
as quadraturas de Gauss-Legendre e Gauss-Jacobi encontra-se em Hale e Townsend [34].
Em tal trabalho é apresentado um rapido e eficiente algoritmo que também baseia-se no
método de Fourier-Newton. A sutileza de tal trabalho estd, em suma, na escolha de féormulas
assintoticas tanto para as aproximacoes iniciais quanto para as avaliagoes dos polinomios e
de suas derivadas. Contudo este algoritmo é usual apenas quando n > 100 devido ao uso
das formulas assintéticas. Este é o algoritmo mais eficiente da atualidade dentro do nosso
conhecimento. Entretanto, como no caso anterior, a divida sobre a convergéncia persiste.

Yakimiw [53] apresenta um método iterativo de 5* ordem para encontrar zeros de funcao
baseado no resultado de Lether [40]. Além disto, Yakimiw [53] obtém novas férmulas para
os pesos da quadratura de Gauss-Legendre que sao menos sensiveis as perturbacoes dos
zeros (ilustraremos este caso na Subsecao 4.3.2). Contudo a convergéncia para 0s zeros
também é contestdvel. Uma boa sugestao seria utilizar o método de Newton (com a con-
vergéncia garantida) para o célculo dos zeros e, em seguida, utilizar as tais novas férmulas

para os pesos. Em [53] estao explicitas as férmulas para os pesos de Gauss-Lobatto, Gauss-
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Radau, Gauss-Hermite e Gauss-Laguerre, além de Gauss-Legendre. Em nossos futuros tra-
balhos pretendemos obter as tais féormulas para Gauss-Gegenbauer. Decidimos nao utilizar
as férmulas de [53] no presente trabalho em virtude da maior difusdo das férmulas da Tabela
3.1, veja [17,35, 36, 38,44, 46].

Concluindo, apesar da existéncia de outros métodos iterativos que sao velozes e robustos
para o calculo dos zeros dos polinomios de Gegenbauer, eles também dependem de apro-
ximagoes iniciais suficientemente boas. Desta maneira, assim como no método de Newton-
Raphson, as convergéncias de tais métodos sao contestaveis. A nossa propensao para a prova
da convergéncia do método de Newton-Raphson esta fundamentada em trés fatos. Em pri-
meiro lugar, existem condigoes usuais que garantem a sua convergéncia. Em segundo, ha
importantes referéncias que o recomendam. E, em terceiro lugar, os polinémios de Gegen-
bauer dispoem de férmulas que viabilizam a implementacao deste método. Ja a preferéncia
pelas férmulas para os pesos da Tabela 3.1 é devida a maior propagacao das mesmas na
literatura e devida a facilidade dos seus calculos quando associadas ao método de Newton-
Raphson.

Para finalizar esta subsecao, vale destacar o recente e admiravel trabalho de Bogaert [9]
que apresenta férmulas assintéticas para o calculo direto dos pontos e pesos para a quadra-
tura de Gauss-Legendre sem fazer uso de nenhuma iteragao! Segundo alguns experimentos
realizados por Townsend [50], além deste método ser extremamente rapido, ele pode fornecer

os pontos e pesos com exatidao de 16 digitos para n > 20.

4.2.3 Aproximacao inicial

Vamos agora discutir o caso da aproximagao inicial para Gauss-Gegenbauer no caso princi-

pal 0 < A < 1 com mais detalhes. Denotaremos por xf;\l){ 0 k-ésimo zero em ordem decrescente

de BEA)

(o) A)

A
>y > >

1>z > — 1L

. e A . . sy . A ~
Assim, os zeros dos polinomios trigonométricos de Gegenbauer P serdo

A

n,n?

(A

)

o™ Q

A
02% = arccos }, o = arcCoS T, 5, ..., 97({\% = arccos

organizados em ordem crescente,

0<ON <6y <... <o) <

n,n

Exibimos na Subsegao 4.2.1 algumas aproximacoes iniciais para zeros dos polinomios de

Legendre (A = 1/2) que ja foram utilizadas no método de Newton-Raphson. Dentre tais
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aproximagoes (e dentre as demais que conhecemos na literatura), aquela que julgamos ser mais
usual para a finalidade deste trabalho é (4.9) porque ela é valida para todo k = 1,...,n e nao
depende de zeros de outras fungoes. Agora notemos as desigualdades dadas por Szego [49, p.
138-140] para os zeros 9&1 € (0,7/2) de PN no caso principal 0 < A < 1,

k—(1—)\)/2 N kHA—1/2 1
—— 7 < < — 0< A<=
IS W M e TG para 5
(4.11)
E=0-N2 ok 1
——7n <4 - <A<l
Y ™ ”’k<n—|—17r’ para2_ < 1,
parak =1,2,...,|n/2]. As desigualdades contendo 98,1 ficam invertidas para 98,1 € (n/2,7),
isto é,
]{7+)\—1/2 ) k—(l—)\)/Z 1
—_— ) < — 0< A<=
n oA T < U,k A T, para %
(4.12)
k—(1—))/2 1
<o) <« 22N <A<l
n+17T ik n—+ A ™ bata 2~ ’
para k = [(n+1)/2|+1,...,n. Vé-se claramente que a aproximagao inicial (4.9) é o cosseno

do limite inferior das desigualdades (4.11) (e o cosseno do limite superior de (4.12)) com

A = 1/2. Por isto, julgamos que

kE—(1-X\)/2
n+ A

A
T,

;%cos T, k=1,2,...,n (4.13)

)

deveria ser uma boa aproximacao no método de Newton-Raphson para os zeros de PT(L)‘) no
caso 0 < A < 1. Sobretudo nos tornamos mais convictos desta aproximagao ao saber que
Petras [43] j4 demonstrou que tal aproximacao inicial garante a convergéncia do método de
Newton-Raphson para os zeros de Legendre (A = 1/2).

Neste momento levantamos a pergunta que motiva nosso trabalho: quais devem ser as
aproximacoes iniciais para que o método de Newton-Raphson seja convergente para os zeros
dos polinomios ultraesféricos no caso principal 0 < A < 17 Ja estd demonstrado que a
convergéncia fica garantida quando A\ = 1/2 ao utilizar a aproximagao (4.13). No entanto,
a pergunta fica em aberto para os demais valores de A e iremos buscar uma resposta no

préximo capitulo que trata de discutir a convergéncia.

4.3 Comparacao dos métodos

Nesta secao iremos comparar os métodos de Newton-Raphson e do autossistema para o

calculo dos pontos e dos pesos da quadratura de Gauss-Gegenbauer quando 0 < A < 1.
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O método do autossistema calculara os pontos e os pesos pela sub-rotina SGAUSQ na
linguagem FORTRAN com precisao dupla (8 bytes). Tal sub-rotina utiliza o algoritmo de
Golub e Welsch [33] e foi adaptada para o caso de Gauss-Gegenbauer?.

O método de Newton-Raphson calculara os pontos e pesos por meio de uma sub-rotina
criada por nds na linguagem FORTRAN que também utilizara precisao dupla. Tal método
usard (4.13) como aproximacao inicial para os zeros. Mais adiante vamos detalhar o algoritmo
utilizado neste método.

Para aferir a exatidao utilizaremos a seguinte medicao para o erro

= Yk — Uk exato
E{V} B 121]?;% U’ixato o Uk 7é 07 (414)
de um vetor V. = (vy,...,v,). Calcularemos e{X} e e{WW} sendo X e W os vetores que

contém os pontos e os pesos para um dado n, respectivamente?. O valor exato vi*™° serd

considerado aquele obtido pelo método do autossistema por meio da sub-rotina SGAUSQ com

precisao estendida (16 bytes) e truncado para 16 digitos.

4.3.1 Melhor algoritmo para Newton-Raphson

Agora iremos discutir sobre o algoritmo que serd utilizado no método de Newton-Raphson.
Como trabalharemos com precisdao dupla para este método, iremos usar tolerancia = 10715
e maximo de 10 iteragoes (ver Algoritmo 1). Temos 3 possibilidades para o polinémio que
podem ser utilizadas no Algoritmo 1: ortogonais, monicos ou ortonormais. Tal método
necessita da avaliacao do polinomio e de sua derivada. Para avaliar o polindomio podemos
proceder de dois modos distintos: usando a relacao de recorréncia ou por meio do conhecido
método de Horner, ver [35]. Porém ao optarmos por usar a relagao de recorréncia, podemos
também calcular os coeficientes de tal féormula separadamente. A avaliacdo da derivada é
obtida por consequéncia. Resumindo, temos 3 tipos de algoritmos para o método de Newton-

Raphson:

tipo I Utiliza relacao de recorréncia de trées termos;

tipo II Utiliza relacao de recorréncia de trés termos com os coeficientes da relagao pré-

calculados;

3 Acrescentamos em SGAUSQ os parametros de entrada kind = 7 (opgao para a quadratura de Gauss-
Gegenbauer) e lambda (pardmetro desta quadratura) para a sub-rotina calcular os elementos da respectiva

matriz de Jacobi.
4Quando n for fmpar vi“fﬂjto serd nulo no vetor X, entdo utilizaremos 1 < k <n com k # {%J
2
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tipo III Calcula os coeficientes do polinémio por meio de sua representagao explicita ((3.1),
(3.5) ou (3.6)) e avalia pelo método de Horner.

Cada um dos 3 tipos acima pode ser utilizado com cada um dos 3 polinomios (ortogonais,
monicos ou ortonormais). Portanto, ao todo, temos 9 algoritmos (Algoritmos 2 a 10 no
Apéndice A). Eles utilizam a aproximagao inicial (4.13) e a 3* férmula para o peso (ver
Tabela 3.1). Escolhemos tal férmula para os pesos porque, no geral, ela apresenta menor
custo computacional com relagao as constantes que aparecem nela e depende apenas de dados
previamente calculados pelo método de Newton-Raphson: o zero z; e o valor da derivada em
x;. Para realizar os testes comparativos, criamos as respectivas 9 sub-rotinas na linguagem
FORTRAN que implementam os tais 9 algoritmos com precisao dupla.

Primeiramente discutiremos o tipo III. Um algoritmo do tipo III (Apéndice A.3) nao
se mostra eficiente com nenhum dos 3 polinomios porque os coeficientes de tais polindmios
oscilam entre valores muito grandes e muito pequenos. Isto leva a um erro de arredondamento
desastroso na avaliacao pelo método de Horner para n > 20 com varios valores de A. Portanto,
descartamos o tipo III para todos 3 polinomios.

Agora discutiremos os tipos I e II. Tais algoritmos com os polindmios monicos (Algoritmos
3 e 6) apresentam NaN° na férmula para os pesos quando n > 1000 com vérios valores de \.
Por este motivo os polindmios monicos ficam totalmente descartados. Restam-nos os tipos |

e II com os polindmios ortogonais e ortonormais. As Tabelas 4.1 e 4.2 exibem o valor de

tempo do tipo II, em segundos

tempo relativo =
p tempo do tipo I, em segundos

para diversos valores de n e A com os polindmios ortogonais e ortonormais, respectivamente.

Como era de se esperar, o tipo II é mais rapido do que o tipo I, pois evita o recalculo
dos coeficientes da relacao de recorréncia. Notamos também que o tempo relativo para os
polinomios ortonormais ¢ menor em relagao ao tempo relativo dos polinomios ortogonais
a medida que n cresce. Isto se deve ao fato de que os termos da relacao de recorréncia
dos polinomios ortonormais possuem uma complexidade maior do que os termos da mesma
relagao para os polinomios ortogonais (ver Algoritmos 2, 4, 5 ¢ 7). Nés comparamos também
os resultados dos valores dos pontos e dos pesos fornecidos pelos tipos I e IT com os ortogonais
(Algoritmos 2 e 5) e ortonormais (Algoritmos 4 e 7). Constatamos que os Algoritmos 4 e
7 fornecem resultados idénticos. Ja os resultados dos Algoritmos 2 e 5 nao apresentaram

diferengas significativas.

5Not-a-Number, resultado de operacdo indefinida como % ou 2.
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| n [ a=01]r=05]a=Y1 ] =08]

8 0,97 0,98 1,00 1,03
13 0,92 0,87 0,96 0,75
21 0,57 0,56 0,36 0,52
34 0,36 0,42 0,43 0,42
55 0,38 0,38 0,38 0,38
89 0,36 0,36 0,36 0,46
144 0,34 0,35 0,34 0,35
233 0,22 0,34 0,38 0,34
377 0,39 0,43 0,52 0,70
610 0,58 0,42 0,50 0,47
987 0,33 0,37 0,36 0,38

1597 | 0,33 0,33 0,32 0,32
2584 || 0,33 0,33 0,33 0,33
4181 0,33 0,32 0,33 0,32
6765 || 0,32 0,32 0,32 0,32
10946 || 0,33 0,33 0,33 0,32

Tabela 4.1: Razao entre os tempos dos tipos I e II com polinomios ortogonais.

| n [ x=01][r=05][ A=Y =08]

8 0,81 0,77 0,75 0,79
13 0,22 0,36 0,33 0,36
21 0,21 0,20 0,21 0,19
34 0,15 0,14 0,14 0,15
55 0,13 0,13 0,13 0,13
89 0,12 0,12 0,11 0,11
144 0,11 0,28 0,17 0,11
233 0,25 0,28 0,17 0,26
377 0,11 0,24 0,17 0,27
610 0,10 0,17 0,12 0,10
987 0,10 0,10 0,11 0,10

1597 | 0,10 0,10 0,10 0,10
2584 || 0,10 0,10 0,10 0,10
4181 0,10 0,10 0,10 0,10
6765 0,10 0,10 0,10 0,10
10946 || 0,10 0,10 0,10 0,10

Tabela 4.2: Razao entre os tempos dos tipos I e II com polindbmios ortonormais.
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Logo, concluimos que, em termos de exatidao, os tipos I e II sao iguais. Contudo, tendo
em vista que o tipo II é mais rapido, sempre preferimos o tipo II ao tipo I.

Agora precisamos decidir se devemos utilizar os ortogonais ou os ortonormais no tipo
II, isto é, devemos decidir entre os Algoritmos 5 e 7. Iremos comparar a exatidao e a

velocidade de ambos. Primeiramente, vejamos as exatidoes destes algoritmos. A Figura

4.1 exibe os graficos de log;,{X} e de log,,e{W} em funcao de log;yn com A\ = 0,5 para
n=28,13,21,...,10946 segundo a sequéncia de Fibonacci.

| O  ortogonal tipo Il %  ortonormal tipo II| | O  ortogonal tipo Il %  ortonormal tipo Il
- A
14.4 N 3
] -9+ 5
-14.6
] -104
-14.84
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-15- -1 o
= * & =
S [} SHES
X2 152 P | 2 &
| £ o w| £
= o £ -124 o 9
-15.44 & 1 *
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-15.64 7
1 &
5 *
-15.8 < _14J 5
" s
3 E *
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Figura 4.1: log,,e{X} e log,, e{W} do tipo II com A\ = 0.5.

Os resultados na Figura 4.1 revelam que, em geral, as exatidoes dos Algoritmos 5 e 7 sdo

praticamente iguais. Ressaltamos que os demais valores de A = 0,1, */52_1

e 0,8 apresentaram
resultados muito similares aos da Figura 4.1.

Vejamos o tempo gasto pelos Algoritmos 5 e 7. A Tabela 4.3 exibe o tempo, em segundos,
gasto por eles com A = 0,5 en =8,13,21,...,10946 segundo a sequéncia de Fibonacci.

Percebemos que a Tabela 4.3 mostra que ambos sao muito réapidos e de velocidades quase
equivalentes. Novamente os demais valores de A apresentaram resultados muito parecidos.
Deste modo, concluimos que é indiferente utilizar o tipo II com os ortogonais ou ortonor-
mais (Algoritmos 5 ou 7) porque eles possuem praticamente a mesma exatidao e a mesma

velocidade.
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’ n H ortogonal | ortonormal

8 0,00006 | 0,00005
13 0,00002 | 0,00003
21 0,00003 | 0,00003
34 0,00005 | 0,00005
55 0,00010 | 0,00011
89 0,00023 | 0,00025
144 || 0,00057 | 0,00060
233 | 0,00143 | 0,00148
377 | 0,00220 | 0,00324
610 | 0,00439 | 0,00603
987 | 0,00957 | 0,00873

1597 || 0,02109 | 0,02109
2584 | 0,05031 0,05129
4181 || 0,11803 | 0,11918
6765 | 0,29065 | 0,29051
10946 || 0,74298 | 0,73744

Tabela 4.3: Tempo em segundos gasto pelo tipo I com A = 0,5 (Algoritmos 5 e 7).

Portanto, dentre os Algoritmos 2 a 10, elegemos os Algoritmos 5 e 7 como sendo os de
maior eficiéncia.

Para sintetizarmos todas as conclusoes obtidas aqui acerca de todos algoritmos de tipos
I, IT e III com os 3 polinomios, nés mostramos a Tabela 4.4. Nesta tabela o simbolo v
representa que o algoritmo nao apresentou problemas, enquanto que, o simbolo X representa
que o algoritmo apresentou alguma falha. Alguns simbolos vém acompanhados de uma

observagao ou justificativa.

X H tipo I tipo II tipo III ‘
ortogonais v v/ mais rapido do que tipo I | Xn > 20: roundoff error
monicos Xn > 1000: NaN Xn > 1000: NaN Xn > 20: roundoff error
ortonormais v v/ mais rapido do que tipo I | Xn > 20: roundoff error

Tabela 4.4: Eficiencia dos algoritmos.

Uma ultima observacao: em todos os testes realizados nesta subse¢ao com os tipos I e II
com os polinémios ortogonais e ortonormais (Algoritmos 2, 4, 5 e 7), o método de Newton-

Raphson foi interrompido quando |z — z1| < tolerdncia e com menos de 10 iteragoes.
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4.3.2 Calculos

Como explicamos na subsecao anterior, os Algoritmos 5 e 7 sao equivalentes e sdao os
mais eficientes dos apresentados neste trabalho. Sem nenhuma perda, escolheremos o 7 para
ser usado no método de Newton-Raphson. Deste modo, estamos prontos para comparar a
exatidao e a velocidade dos métodos de Newton-Raphson e do autossistema para o calculo
dos pontos e dos pesos.

Para aferir a exatidao de tais métodos, calculamos e{ X} e e{W} por (4.14) com os valores
de A =0,1, 0,5, */52_1 e 0,8 para n = 8,13,21,...,10946 segundo a sequéncia de Fibonacci.
Utilizamos a rotina SGAUSQ para o autossistema e a sub-rotina criada por nés em FORTRAN
com o Algoritmo 7 para Newton-Raphson. Ambos os métodos utilizaram precisao dupla (8
bytes). O valor exato foi considerado aquele fornecido pelo autossistema por meio da rotina
SGAUSQ com precisao estendida (16 bytes) e truncado para 16 digitos.

As Figuras 4.2 a 4.5 exibem os graficos de log,, e{ X'} e de log,, e{WW} em fungao de log,, n

com A = 0,1, 0,5, Y51 ¢ 0,8
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Figura 4.2: log,,e{X} e log;,e{W} com A = 0,1.

E notavel que o método de Newton-Raphson fornece maior exatidao para os pontos e para
0s pesos, especialmente para os pontos. Entretanto a diferenca nao ¢é tao grande assim para
os pesos. Além disto, nota-se que e{W} tende a crescer em ambos os métodos & medida que

n aumenta. Cremos que tal crescimento em Newton-Raphson se deve a férmula de W, ; utili-
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Figura 4.3: logy,e{X} e log;ye{W} com A = 0,5.
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Figura 4.4: log,,e{X} e log;ye{W} com A = ¥3=.

zada e também ao modo de avaliar a derivada. Yakimiw [53] aponta que algumas expressoes

algébricas para os pesos exibem uma excessiva sensibilidade a pequenas perturbagoes sobre
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Figura 4.5: logy,e{X} e log;ye{W} com A = 0,8.

os zeros e tal sensibilidade cresce junto a n. Para ilustrar este fato, tomamos a funcao W defi-

nida por W:z — W, ; , contanto que W, ; exista em cada x. Assim, W(x;) = W, ;.
T, =T T, =T

Exibimos a Figura 4.6 que mostra os graficos das fun¢goes W ao tomarmos cada uma das 4
férmulas de W, ; constantes na Tabela 3.1 (o tipo do polindmio ¢ indiferente para o gréfico de
W) paran=6¢e A = 13—0. Os zeros positivos estao marcados por linhas verticais tracejadas.

As linhas verticais coloridas representam assintotas das respectivas féormulas.

AN N |
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— 37
o
X6,3
— XG, 2
— XG, 1

0.4

2 034

0.1

0.2 I

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 4.6: Gréficos de W com as 4 férmulas de W,,; paran =6e A\ = 13—0.
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Pelo gréfico, nota-se a sensibilidade do valor dos pesos mediante qualquer perturbacao
sobre os zeros, em especial do maior zero. Ao contrario do que gostariamos, a férmula que
parece ser menos sensivel é a 4*. Contudo a 3* férmula (a qual usamos nos algoritmos) parece
ser menos sensivel do que a 1* e a 2*. Como ja mencionado na Subsecao 4.2.2, Yakimiw [53]
apresenta uma nova férmula para os pesos W, ; cujo grafico de W ¢ horizontal na vizinhanca
de cada zero. Logo pequenas perturbacoes sobre os zeros nao afetam o cédlculo dos pesos.
Veja os gréficos de W com a férmula de Yakimiw e com a 3* férmula paran =8 e A = 1/2

na Figura 4.7.

I SR

0.3 -

Yakimiw
— 33

= 0.2

Xs,4
Xg,3
Xs,2
X8,1

0.1 —

Figura 4.7: Graficos de W com a férmula de Yakimiw e com a 3* de W,,; paran =8 e A = %

As férmulas para os pesos descritas em [53] podem ser empregadas em todas quadraturas
de Gauss classicas. Em [53] est@o explicitas as formulas para os pesos de Gauss-Legendre,
Gauss-Lobatto, Gauss-Radau, Gauss-Hermite e Gauss-Laguerre. Em nossos futuros traba-
lhos pretendemos obter as férmulas dos pesos de Gauss-Gegenbauer. Novamente ressaltamos
que nao as utilizamos no presente trabalho em virtude da maior difusao das férmulas da
Tabela 3.1 na literatura. Infelizmente, apesar das férmulas de Yakimiw serem melhores do
que as presentes na Tabela 3.1, Swarztrauber [47] aponta que elas também apresentam um
erro crescente. Com isto, concluimos que avaliar o polinomio (ou a derivada) por meio da
formula de recorréncia pode ser a origem do erro crescente. Logo, avaliar o polinomio por
meio de férmulas assintéticas como fazem Hale e Townsend [34], por exemplo, pode ser mais
vantajoso.

Agora vejamos o tempo relativo entre ambos métodos para calculo dos pontos e pesos

dado por
tempo de Newton-Raphson, em segundos

tempo relativo = 8
tempo do autossistema, em segundos
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para diversos valores de n e A\ na Tabela 4.5 com os calculos dos métodos realizados em

aritmética de ponto flutuante com 8 bytes.

| n [ x=01]x=05[r="1 ] =08]

8 0,86 1,00 0,78 0,72
13 0,40 0,56 0,48 0,53
21 0,30 0,29 0,31 0,28
34 0,22 0,21 0,24 0,22
55 0,19 0,20 0,19 0,20
89 0,18 0,26 0,18 0,18
144 0,19 0,28 0,18 0,21
233 0,23 0,28 0,27 0,49
377 0,20 0,38 0,24 0,49
610 0,17 0,31 0,21 0,17
987 0,15 0,17 0,19 0,17

1597 | 0,14 0,16 0,16 0,16
2584 | 0,13 0,15 0,15 0,15
4181 | 0,13 0,14 0,14 0,14
6765 | 0,13 0,13 0,13 0,13
10946 | 0,13 0,13 0,13 0,13

Tabela 4.5: Tempo relativo entre Newton-Raphson e autossistema.

A Tabela 4.5 mostra que o método de Newton-Rapshon é muito mais rdpido do que o
método do autossistema. Além disto, percebemos que, a medida que n cresce, o método de
Newton-Raphson fica cada vez mais rapido em relagao ao autossistema.

Como ja dissemos, uma das grandes vantagens do método de Newton-Raphson esta fun-
damentada na simetria dos zeros e na igualdade dos respectivos pesos. Deste modo, somente
0s zeros nao negativos sao calculados e os respectivos pesos ficam obtidos por consequéncia.
Ja o método do autossistema nao usufrui desta vantagem, pois ele sempre calcula todos os
zeros e todos os pesos.

Finalizamos esta se¢ao concluindo que o método de Newton-Raphson (com Algoritmo 5
ou 7) é mais preciso e mais rapido do que o método do autossistema para os pontos e pesos

da quadratura de Gauss-Gegenbauer para A = 0,1, 0,5, */52_1 e 0,8.




Capitulo 5

Analise da convergéncia de

Newton-Raphson

Neste capitulo apresentaremos o nosso teorema que apresenta as aproximacoes iniciais
para garantir a convergencia do método de Newton-Raphson para os zeros positivos do
polinomio ultraesférico no caso principal. Apresentaremos também quatro lemas para de-
monstrar tal teorema na Secao 5.2. Por consequéncia, obtemos outros resultados que sao

apresentados na Secao 5.3.

5.1 Preliminares

. A o . A .
Sejam xfl ,1, k=1,2,...,n, os zeros do polinomio ultraesférico Pé ) organizados em ordem
decrescente,
A A
1 >x£Li >a:£L% > ... >xn’}%> —1.
Logo os zeros do polindmio trigonométrico PN serdo
A A A A
Qfl{ = arccos xfli, 49”7% = arccos xi%, Cees 851’\,)1 = arccos xn’}n,
organizados em ordem crescente,
A A
0<ON <60y <...<oP) <

Em todo este capitulo, a menos que seja dito o contrario, estaremos no caso principal 0 <
A < 1. Nosso objetivo é mostrar que, para cada n > 2, as condicoes do Teorema 4.1 sao

satisfeitas para os zeros positivos do polinémio ultraesférico quando se usa a aproximacao

o4
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inicial dada em (4.13). Relembrando, esta aproximagao é o cosseno do limite inferior das
desigualdades (4.11) dadas por Szegé [49, p. 138-140] para ‘97(1/\1)@ € (0, 7/2), a saber,

E—(1-X)/2 ) k+A—1/2 1
_ 0 _ 0< A<=
Y T <0, < o , se 0 < <2,
(5.1)
k—(1-X)/2 ) k 1
A S A Y - < 1
Y W<9””“<n+1ﬂ’ se2_)\<,
para k =1,2,...,[n/2]. Usando que n > 2, sob as condigoes das desigualdades acima e pelo

o A A :
fato de um polinomio ser de classe C'™°, deveremos provar que PN e pMu preservam o sinal

em cada um dos intervalos

E+X—1/2 E—(1-=X)/2 1
|:COS+—/7T COSMW], se 0 <A< =,

n 4+ 2\ ’ n+ A 2

(5.2)

cos K , COSMW , selg/\<1,
n+1 n+ A 2

que contém xfj‘; para k =1,2,...,|n/2]|. Depois deveremos provar que

PO (:009) P (202 > o

n

para
() (0] k—(1=XA)/2
x =cos——m, k=12,...,|n/2]|.
nk n-+ A [n/2]
Utilizaremos ao longo das demonstragoes a seguir que o coeficiente lider do polinomio
ultraesférico é positivo (3.2) e também que tais polinomios sdo fungdes pares ou impares

(Teorema 2.8).

5.2 Teorema

Nesta secao serd apresentado o nosso teorema. Para a demonstragao serao necessarios

alguns lemas.

Lema 5.1. Sen =2, entao PQ(’\)’ e PQ(’\)” preservam o sinal em cada um dos intervalos (5.2)

€
PV () PV (a8 > o0,
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(N (N

Demonstracao. Se n = 2 entao P,”’ possuira somente um zero positivo Ty 1. Logo, como

o coeficiente lider do polinomio ultraesférico é positivo e, usando que tais polinomios sao
~ , ~ A Ny~ o .

funcoes pares ou fmpares, entao P( e P( ) s30 ambos positivos para todo x > 0. Além

disto, PV (ngf [O]) PV (ngf m) > 0 porque x5y " > 25y, O

Assim as condigoes para convergéncia estao garantidas no caso n = 2. O caso n = 3 sera

tratado logo apds o lema a seguir.

Lema 5.2. Para cada n > 4, a primeira derivada P,g’\)’

intervalos (5.2).

preserva o sinal em cada um dos

Demonstracao. Encontramos a seguinte férmula dada por Szego [49, p. 81 eq. (4.7.14)],

d

—PM(x) = 22PNV (). (5.3)
dx
A igualdade acima implica que os zeros de P( ) s30 0s n — 1 zeros de P (AF 1) Deste modo,
955:\12:+1 <x£:\ 1,1 <:c(A7,)€7 k=1,2,...,n—1,
isto é,
A A1 A
00 <o <o, k=1,2...,n-1 (5.4)
Pelo resultado apontado por Laforgia [39 p. 216 des. (97)] temos as seguintes desigualdades
para os zeros QHHII,C € (0,7/2) de PMY quando 0 < A < 1, a saber
Jasl ol
- <O < s SNCEY
9 1 4
o ar = o \/(n+/\)2—(1—ﬁ> )
k=1,2,...,](n—1)/2], sendo j, 0 k-ésimo zero positivo da funcao de Bessel de primeira

espécie J,(z) com v > 0.
Ao observar as desigualdades (5.4) notamos que para demonstrar este lema basta mostrar

que:
(i) ¢ ’\+11,1 é maior do que o limite superior de 8% k em (5.1), k=1,2,...,|(n—1)/2];

(ii) ¢ /\+11]Z é menor do que o limite inferior de 6% k+1 em (5.1), k=1,2,...,|(n—2)/2].
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Conforme cita Elbert [21, p. 68 des. (1.6)] temos que

1
jv,k > kﬂ', para v > 5, k= 1,2,.... (56)
1
Logo, para 0 < \ < 2
k+>\_1/27T - k ])\+2 ]/\-1- & ]A+2
n 4+ 2\ n—|—2)\ 1/n~|—2)\ \/n+)\ 7
n+ A)? (>\+1)
(5.7)
1
e,para§§A<1,
k jA+%,k j)\+%,k jA-s—%,k (5.8)

T < < .
n+1 1)2 )2 1

(AR A CR Y ¢m+AP—§MA+U

Portanto (i) estd demonstrado. Agora mostraremos (ii). Usaremos a propriedade da simetria

dos zeros contidos em (0,7) dos polindémios trigonométricos com rela¢do a /2. Também

utilizaremos que as desigualdades (5.1) ficam invertidas em (7/2, 1), isto é,

E+X—1/2 ) —(1- )/2 1
———n < 0 < — O0< A<=
ntox ok P E— > 2’
k—(1-MX)/2 1
< 9(/\) < — - <A<l
nt1" ok nta o= ’
para k = [(n+ 1)/2] +1,...,n. Desta maneira, iremos observar o que ocorre no intervalo

(w/2, ) para mostrar o que desejamos Em outras palavras, mostraremos que sobre o inter-

valo (7/2,m) o limite superior de an ., ¢ menor do que 97(1 17)1 pbarak =12 ... [n/2| -1

Lembrando que Laforgia [39] observa que o limite inferior em (5.5) é vélido para todo

99?,1 € (0,m), isto é, para k = 1,2,...,n — 1 teremos com o resultado em (5.6) que, para
0< A<,
n n V(
= ¢ +A)2 ——MA+U
o que garante (ii). O

Lema 5.3. Sen = 3, entao Pé’\)’ e P( i preservam o sinal em cada um dos intervalos (5.2)

€
P (s90) PO () > 0.
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(N N

possuird somente um zero positivo zz;. Fazendo

n = 3 e k = 1 nas desigualdades (5.5) e também na demonstracao de (i), segue que ngA)’ nao

Demonstragao. Caso n = 3, entao Py

troca de sinal nos intervalos (5.2) que contém xé’\l) . Como Pé’\)” () > 0 para x > 0 segue que
Pék) ( ) [0]> ng o (mé 1) [0]> > 0 porque x(A) oF >, a:é)‘l) O

Por enquanto sabemos que as condigoes para convergéncia estao satisfeitas paran =2 e

n = 3. Para n > 4 ainda teriamos que mostrar que P,g)‘)”

preserva o sinal em cada um dos
intervalos (5.2). Entretanto a estratégia utilizada no Lema 5.2 de comparar desigualdades
nao ¢ eficiente neste caso. De fato, veja que

d2
@PM@ AN+ 1) PP (1),

(N

O+ 2 .
Logo, os zeros de P,™" sao os n—2 zeros de P . Aqui fazemos uma pausa para alertarmos

sobre os zeros de Pn . Note que

P (0) = —2Xcos O P () + 4N\ + 1) sin? 6 PP (6).

Pela igualdade acima vemos que os zeros de PN possuem localizagao nao trivial. Somente

M

para citar, em nossos testes verificamos que existem n zeros de Py’” no intervalo (0, 7).

Por este motivo é que a demonstragao da convergéncia do método de Fourier-Newton (ver
Subsecao 4.2.2) é mais complicada. Agora voltemos a discussao sobre os zeros de P,g)‘)” .
Testes numeéricos sugerem que os zeros positivos se distribuem da seguite forma:
N (A2) (A+1)
Tohi1 < Ty o < Ty s k=1,2,...,[(n—2)/2],

n—

isto é,

A+ A+2 A
Ok < 050 < O,

k=1,2,....[(n—2)/2].

Mas infelizmente o limite superior das desigualdades de Laforgla [39] para os zeros 9( 2 ,1, em

muitos casos, é maior do que o limite inferior em (5.1) para 9n ki1- Ouseja, nao hd garantias
de que a segunda derivada preserve o sinal sobre os intervalos (5.2) por meio deste resultado
de Laforgia. Aqui vale ressaltar que a literatura esta repleta de diversas formulas assintoticas
e desigualdades para os zeros dos polinomios ultraesféricos que poderiam ser utilizadas no
lugar das desigualdades de Laforgia. Veja, por exemplo, [3,5,6,19,21,24,27,28,30]. Contudo,
as expressoes contidas nestes trabalhos tornariam as comparagoes muito tortuosas porque elas
dependem do céalculo de zeros de outros polindmios, servem apenas para valores particulares

de A e k ou carecem de termos passiveis de comparacao com aqueles em (5.1).
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Contudo, apesar da proximidade de 07(;\;2,1 e 07(;\% 1)

7(3_222 € (0,7/2) ainda parecem se manter a esquerda do limite inferior

de (5.1) para an,1 +1- Claramente tais zeros se mantém a direita do limite superior de (5.1)

para 87(3,1. Sob estas condicoes e utilizando que o coeficiente lider de PM ¢ positivo, temos

percebemos por meio de varios testes

numéricos que os zeros ¢

que
P (%) B () 2 0. k=120 l0f2)

Em outras palavras, os testes numéricos apontam que pMn preserva o sinal em cada um dos
intervalos (5.2) e também apontam que xg\,)c O ¢ a aproximacao inicial requerida.

Agora reflitamos um pouco mais sobre as as constatagdes numéricas feitas aqui sobre
67(3_22,1 € (0,7/2). Percebemos que a vizinhanga de 87(3_22,1 a esquerda do limite inferior de

(5.1) para 07(;\,1 41 leva-nos a conjecturar sobre uma interessante desigualdade como a seguir.

Conjectura 5.1. Para cadan >4 e 0 <\ <1 temos que

(A+2) k+(1+X)/2

Ty o}, > COS TR kE=1,2,...,[(n—2)/2].

Isto €, paran > 2 e2 < X\ < 3 temos que

) k—(1-X)/2

by
T, } > Cos TS W k=1,2,...,|n/2]. (5.10)

Observe que provar a Conjectura 5.1 implica em provar as condigoes faltantes para garantir
a convergéncia no caso n > 4 e, reciprocamente, provar tais condigoes implica em provar a
conjectura.

Enquanto ainda buscdavamos uma demonstracao para a Conjectura 5.1 tomamos conheci-
mento do trabalho de Petras [43] que versa sobre limites de erro de métodos iterativos para
as aproximagoes dos zeros de Legendre (A = 1/2). Em tal trabalho é apresentado um lema'
que garante todas as condigoes requeridas pelo Teorema 4.1 para n > 2 quando A = 1/2.
O proximo lema, em parte, pode ser considerado uma generalizagao do resultado de Petras
para o caso principal 0 < A < 1. A sua demonstracao é mais elegante do que a do Lema 5.2
e ¢ analoga aquela encontrada em [43].

E importante apontarmos que os resultados de Petras poderiam ser generalizados para
provarmos imediatamente todas as condigoes requeridas para a convergéncia no caso principal

com n > 2. Com isso os Lemas 5.1, 5.2 e 5.3 seriam totalmente dispensaveis. Todavia, se

'Referimo-nos aos itens (b) e (c) do Lema em [43, p. 256]
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a demonstracao fosse realizada desta maneira, nés nao irfamos notar a forte desigualdade
que é proposta na Conjectura 5.1 justamente porque ela sé6 foi percebida quando buscavamos
provar as condicoes sobre os zeros de PV com a estratégia do Lema 5.2. Por este motivo,
optamos por nao demonstrar todas as condicoes sobre a convergéncia paran >2e(0 < A <1
como fez Petras para o caso A = 1/2.

Antes de apresentarmos o Lema 5.4, iremos fazer algumas defini¢oes e destacar alguns
dos resultados ja obtidos até aqui.

Sejam Sy, os intervalos dados por Szego em (5.2) definidos pelas unides disjuntas
Sp = LU {xfj,ﬁ} OUp,  k=1,2,... [n/2],

onde
ey

e L, é o complementar de {xn k} UU,, em relacao a cada intervalo S;,. Observando o que ja

foi demonstrado até aqui e utilizando que o coeficiente lider de PT(L)‘) é positivo, notamos que
(=1)FPWN(2) >0 ¥V z € Uy, (5.11)
(=) PN (1) <0 V2 € Ly,
(—=DFPN(2) >0 V2 € S, (5.12)

paran>2ek=1,2,...,|n/2|.
Segue agora o lema que prova definitivamente as condicoes restantes para a convergéncia.

Lema 5.4. Para cada n > 4, a sequnda derivada Py)” preserva o sinal em cada um dos
intervalos (5.2) e

PO (2900 P (400) >0, k=1,...,[n/2].
Demonstragao. Pela equagao diferencial (3.4),

A A
M <93,(1z)€) 2\ + D)2l
P?S,A)/ (xf?,l) 1—=x /\,1

pois xff,)c >0,k=1,2,...,|n/2]. Logo, PN" ¢ PN possuem o mesmo sinal em a:fl)‘,)C Como
xf?,)g € Sy, entao

(=1 P (2 > 0.
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Portanto existe uma vizinhanca V,, C Sy de mfj‘; tal que
Vi = {z €Sy (-1 PM"(z) > 0}.

Em Vj, o polinémio (—1)F"1PN" & crescente. Logo, pela definicio da derivada P (x)
(

quando xff‘,l Jxou an,)C N\ T,
(~D)HP(a) < (1) PV (@) (2 - 2l)) Ve Vi
Dai, a equagao diferencial (3.4) mostra que, para x € Vg,
(~1)F1 (1 = 22 P () > (<1 [0+ 1)z — n(n+2) (2 — 200 | PO (@),

A solucao da inequacao anterior na variavel x fornece toda a vizinhanca V. Por outro lado,

tomemos x € Si. Se o termo entre colchetes na expressao acima for positivo em Sy, isto é, se

B 1’()\) (2)\ + 1)113

< —— S 5.13
z n,k n(n+ 2)\)7 para r € o, ( )

entao (—1)k+1P7(L)‘)”(m) > 0 em S;. Consequentemente, a solu¢ao da inequacao (5.13) estara
contida em V. Veja que x € Ly, é solugao de (5.13) porque, neste caso, x — xil)‘,)c < 0. Logo,
Ly C V.

Agora provaremos que Uy C Vi. Seja entao x € U,. Para simplificar, utilizaremos a

seguinte notacao para o limite inferior das desigualdades (5.1),

o kE—=(1-X)/2
ﬁn’k S .

Notemos as desigualdades para 97(2,1, k =1,2...,(n/2], com o limite superior dado por
Gatteschi [30, p. 1560 Cor. 3.2],

AL — \)

19()\) < 9(/\) < 190\)
n,k n,k n,k + 2(71 i /\)2 C n,

isto é,
o, A=) ) ) O _ (N[
cos (ﬁn,k + —2(n n /\)2 cot 19n7,C <z, < cos ﬁn,k =Tpp

Dai, como = € U,

) ) W, A=A 0
T —x, < Cos ﬁn,k — cos <19n7k + m cot ﬁn’k .
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Pelo polinomio de Taylor com resto de Lagrange temos que existe

A1 =)
n e (197:\,1, 197:‘,1 + M cot 192,1) C <0, E) :

2(n+ \)? 2
tal que
™) AL =) W ANA=XE oy oy XBI=A) g o
T—T, < Q(n—~|—)\)2 cos ¥, i + m cot” I, cos v, — m cot” J,7; senn,
8y A1 =N ) AL=A) oo
T— T,y < m cos ﬁn,k 1+ m cot ﬁn,k ) (5.14)

Agora obteremos quatro relagoes (i), (ii), (iii) e (iv) para utilizarmos na desigualdade acima.

A=A w1
————cot Y < —.
O Lz ©F Pk < 55
De fato, utilizando que cot? x < 1/2?%, 0 < z < /2, em [1, p. 75 des. (4.3.80)], teremos
que
A=A o 1/4 1 | 1
——cot® ", < < < < —.
4 2 ok N2 T 42k — (1= N))2m2 T 36(2k—1)2 ~ 36
(N T T e Cp Y i M
A1 — A 1
(ii) ( ) <

2(n+ A2 ~ 160°

AL=2) _A1=)) _ 1

De fat >4 ta —.
e fato, como n > 4, entao 210 = 2(4+ N2 = 160

\)
n,k

cos ¥, 5760

_ 5760
(i) — o0) " 5723

De fato, novamente pelo polinomio de Taylor com resto de Lagrange e, posteriormente,
utilizando (i) e (ii),

INY)?

cos®,”, > cos 192)‘,1 — (99,1 — ?9,{\,1) sen ?9,?,1 - 5 —— cos 791(31)67

\) ™) AL=A) NN 5 o
cost,p > cosd, <1 — 2+ N2 — Sln £ A) cot” 9,75 )

A A 1 1 1 5723 A
cos 95”1 > (:osqﬁ‘f%,)g <1 ~ 160 160 36, = 5760 cosﬁfl’,)g.
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A1 =) _ 20 +1
(n+A)? nn+2)\)
Basta ver que A(1 — A) < 2XA 4+ 1 e n? + 2 n + A2 > n(n + 2)).

(iv)

Retornando em (5.14),

r—x

K on(n42)) 57237 36) " n(n+ 2\

Logo x € Uy é solugao de (5.13), ou seja, Uy, C Vi. Portanto, V, = Si. Além disto, por (5.11)
temos que
PO ()Y PO (ZN) >0, k=12, [n/2).

]

Antes de apresentarmos o resultado mais importante deste trabalho, facamos uma ultima
observacgao. Ja que P,EA) e Pé’\)” possuem o mesmo sinal em <$1€LA,)€, xfj‘,)c M), entao é claro que

qualquer outro valor x pertencente ao intervalo anterior sera tal que
PN () PN () >0, k=1,2,...,|n/2].

Logo, a convergéncia também ¢é garantida para qualquer outra aproximacao inicial x €

(955;\1)@7 xﬁl’\,)c [0]> . Sobretudo a convergéncia sera ainda mais rapida com tal aproximacao. Para
ilustrar, apresentaremos quatro possiveis valores para tal z, k = 1,2,...,|n/2]. Sempre
tem-se que xg‘,)c < x, quase sempre tem-se x < xgl)‘,)c 0 e, em alguns casos, r < xil’\,)g Ol Observe

que tais valores sao elementares, isto é, nao dependem de zeros de outras funcoes.

Ahmed et al. [3, Teo. 4.1]

2n? +4n + 3 kw
T = COSs ;
224+ 1+2\2n+1)  n+1’

Elbert e Laforgia [24, Cor. 3.1] com apontamento de Elbert [21, p. 79]

212 — A1 -
o Vn2+2(n— 1)\ o [ 1)7r;
n—+ A n—1




Capitulo 5. Analise da convergéncia de Newton-Raphson 64

Forster e Petras [26, Teo. 1]

2 9(X)
B o A=) 6+ A(1—-2N) (9 — 2cos 19”7,6) )
r=cosqV,+ 5 |1- o cotd,”, o,
" 2(n 4 A) 12(n + X\)Zsen? 9, ’
’ (5.15)
E—(1-=X)/2
9 — .
n.k nta

1
Area et al. [6, Teo. 4.1] para 5 < A<

cos?(m/(2n)) 2 2
_ {w [2+n +2n\ +4k" + X — 2k(3 — 2¢) — €(3 —¢)

1
2

+\/(n—2k+2—e)(n+2k—1+e)(n—2k+2)\—|—1—e)(n+2k+2)\—2—|—e)]} :

e = 0 se n for par, e = 1 se n for impar.

A seguir, o nosso principal teorema.

Teorema 5.1 (Convergéncia). Para cada n > 2, o método de Newton-Raphson possui
convergéncia garantida para oS zeros positivos xfl’\,)c, k=1,2,...,|n/2], do polinémio ultra-

esférico P,({\) no caso principal 0 < A < 1 quando se utiliza as aprorimagoes iniciais

k—(1—)\)/2
A) [0
inz’])c[}:COSTTF, k:1,2,,Ln/2J,

: : ~ : ) (M) [0]
ou quaisquer outras aproximacoes que estejam entre x, ;. € X, ;.

Demonstracao. Veja que as condicoes para convergéncia dadas no Teorema 4.1 sao satisfeitas

segundo os Lemas 5.1 a 5.4. [

5.3 Consequéncias

Nesta secao iremos apresentar algumas consequéncias dos resultados obtidos na secao
anterior. Comegaremos estabelecendo a Conjectura 5.1 por meio do Lema 5.4. Isto fornecera
uma desigualdade inferior para cada um dos zeros positivos do polindmio P,S’\), 2 <A< 3.
Iremos compara-la com outras desigualdades conhecidas na literatura. Posteriormente iremos

provar a validade desta desigualdade em —% < A< 0ouA\>1. Na verdade, provaremos que
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certas desigualdades que envolvem os zeros do polinomio ultraesférico se invertem quando
—% < A< 0oul>1 Também apresentaremos um teorema de entrelacamento de zeros.

Por fim iremos dar uma outra demonstragao do Teorema 5.1.

Teorema 5.2 (Desigualdades em 2 < A\ < 3). Para cadan > 2 e2 < X\ < 3 0s zeros

POsitivos xff‘l)c, k=1,2,...,(n/2], do polinémio ultraesférico PN obedecem as desigualdades

o k—Q1-X/2

A
> k=12 ... 21.
T, ), > Co8 Y T, 2,0, |n/2]

Demonstracao. Pela Conjectura 5.1 e usando que o coeficiente lider de P,(LA) é positivo, o

Lema 5.4 justifica imediatamente tais desigualdades. O]

Teorema 5.3 (Entrelacamento de zeros). Para cadan >4 e 0 < X < 1 0s zeros positivos

xf;\_?,)g, k=1,2,...,[(n—2)/2], do polinémio ultraesférico Pﬁ;m se entrelagcam com o0s zeros
Positivos xg‘,)c e :L‘Ej\j_ll]i dos polinomios ultraesféricos PM e Pé’f{l) da sequinte maneira
A+1 ( A+2 A+1
xil*l,])f#»l < mn,l)cﬂ < $5172,I)< < xnfl,l)w k=1,2,...,|(n—2)/2],
Demonstracao. As desigualdades :vgl’\:rll,i b < xfl’\l){ 4 e xfj‘jf,)g < $£L)‘j11,)g sao triviais. J&a as

desigualdades 307({\/,)C < xg_?,l decorrem do Lema 5.4 e do fato do coeficiente lider do polinomio

ultraesférico ser positivo. O

Para ilustrar o entrelacamento dos zeros, exibimos a Figura 5.1 que mostra os graficos
dos polinomios Pg(l/ 3), P7(4/ e Pé” % no intervalo [0, 1]. Nota-se a proximidade dos zeros de

7/3) . 1/3 .
Pé /%) A direita dos zeros de Pg( / ), especialmente entre os seus menores zeros.

0.1+

T T T T ] [ P73
0.6 0.8 — P
Pg/s,

-0.1 o

-0.2 -

Figura 5.1: Entrelacamento de zeros segundo o Teorema 5.3.
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Agora desejamos mostrar como a desigualdade apresentada no Teorema 5.2 é forte. A
Tabela 5.1 exibe os valores dados pelo limite inferior fornecido por tal teorema para cada

xg,i, k=1,2,...,|n/2], quando n = 11 e A = 2,05, 2,5, 2,7. J4 a Tabela 5.2 exibe tais
valores quando n = 12 ¢ A = 2,1, /5, 2,8. O valor considerado exato $f;‘,)€ sempre é aquele
calculado pelo autossistema, uma vez que nao temos garantida a convergencia do método de

Newton-Raphson nestes casos. Em tais tabelas percebe-se que a desigualdade é mais forte
)

ks 15t0 é, para k préximo de |n/2].

para OS Imenores zZeros T

|

H Teo. 5.2 ‘ xﬁ”?f) H Teo. 5.2 ‘ xﬁ’;) H Teo. 5.2 ‘ Ty, ‘

0,334 | 0,9394 || 0,9182 [ 0,9280 [ 0,9114 [ 0,9230
0,8209 | 0,8261 || 0,8021 | 0,8105 || 0,7939 | 0,8039

k (2,7)
1
2
3 0,6610 | 0,6653 0,6428 | 0,6495 0,6349 | 0,6429
4
5

0,4631 | 0,4660 | 0,4488 | 0,4535 || 0,4427 | 0,4482
0,2384 | 0,2399 | 0,2306 | 0,2330 || 0,2273 | 0,2301

Tabela 5.1: Limites inferiores para xg‘,)f pelo Teo. 5.2 paran=11e A = 2,05, 2,5 e 2,7.

Teo. 5.2 | a3} | Teo. 5.2 xgﬁ Teo. 5.2 | ai3?)

0,9410 | 0,9465 || 0,9369 | 0,9435 [ 0,9198 | 0,9309
0,8429 | 0,8478 || 0,8377 | 0,8435 | 0,8164 | 0,8261
0,7032 | 0,7073 || 0,6978 | 0,7026 || 0,6765 | 0,6844
0,5287 | 0,5318 || 0,5241 | 0,5277 || 0,5061 | 0,5120
0,3280 | 0,3299 || 0,3250 | 0,3272 | 0,3131 | 0,3167
0,1112 | 0,1118 || 0,1101 | 0,1109 || 0,1059 | 0,1072

DD O s W N ]S

Tabela 5.2: Limites inferiores para xfj,)c pelo Teo. 5.2 paran=12e A =21, V5 e 2,8.

Agora iremos comparar a desigualdade do Teorema 5.2 com outras ja conhecidas. As
Tabelas 5.3 e 5.4 exibem os limites dados para o menor zero, k = L%J, para A = 2,5 e 2,9 por
meio do Teorema 5.2 e também pelas seguintes desigualdades que sao validas no intervalo
2<A<3:

Laforgia [39, des. (9’)]

\) j)\—%,k;
xnk > COS
: VI N2+ (L= 4/m)N1 = N)

, k=1,2,...,|n/2]; (5.16)
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Dimitrov e Nikolov [19, Teo. 2]

J]()\Il > b— (TL—Q)\/(_S

n,

k=1,2,...,[n/2],

- Y

a

b=n>+2A—1)n* — (BA = 5)n+4(A - 1),
a=2n+A—1)(R*+nA—1)+4(A+1)),
§=n*n+2)\)°+ 2A+1) (n® +2(A+3)n+8(A —1)).

Vale lembrar que as desigualdades de Laforgia sao nao elementares, pois dependem dos zeros

da funcao de Bessel?. Nas tabelas sublinhamos os digitos que sao diferentes dos digitos reais.

’ n H Laf ‘ DimNik ‘ Teo. 5.2 ‘ xf’ﬁ? 2] ‘ ’ n H Laf ‘ DimNik ‘ Teo. 5.2 ‘ xf’ﬁ? 2]
10 || 0,12333 | 0,12450 | 0,12533 | 0,12686 10 || 0,11864 | 0,12122 | 0,12147 | 0,12352
12 || 0,10646 | 0,10668 | 0,10812 | 0,10909 12 || 0,10289 | 0,10419 | 0,10523 | 0,10656
40 || 0,03668 | 0,03561 | 0,03695 | 0,03699 40 || 0,03622 | 0,03529 | 0,03661 | 0,03666
50 || 0,02973 | 0,02877 | 0,02992 | 0,02994 50 || 0,02943 | 0,02856 | 0,02969 | 0,02972
60 || 0,02500 | 0,02414 | 0,02513 | 0,02514 60 || 0,02478 | 0,02399 | 0,02497 | 0,02499
70 || 0,02157 | 0,02079 | 0,02166 | 0,02167 70 || 0,02140 | 0,02068 | 0,02155 | 0,02156

Tabela 5.3: Lim. inf. para xfﬁg/zy Tabela 5.4: Lim. inf. para :z:g’&)m.

Nos casos mostrados nas Tabelas 5.3 e 5.4 o Teorema 5.2 apresentou resultados mais
fortes. Verificamos também que quando n — oo, a desigualdade no Teorema 5.2 torna-se

melhor do que a de Laforgia para um ntmero cada vez maior de zeros positivos. Para mostrar

como se da essa diferenga, fixados A e k € {1,2,...,[n/2]}, exibimos os gréficos da fungao
E—(1-X)/2 -t
A(n) = cos Mw — cos Ak :
n+A V(424 (1—4/72) M1 - A)

para k = |n/2] — 2 (3° menor zero) com A = 2,1, 2,6 e 2,99. Quando A torna-se positiva,
entao o limite do Teorema 5.2 torna-se melhor do que o de Laforgia. Pelos graficos, vemos
que para k = |n/2| — 2, a fungdo A torna-se positiva em n = 32. O parametro A\ parece nao
interferir muito no momento em que A troca de sinal. Diante destas observacoes, estamos

interessados em modelar numericamente uma relacao entre n e k. Queremos saber, com um

2Para o célculo de tais zeros, utilizamos o programa besselzero.m escrito por Greg von Winckel em
MATLAB que calcula os zeros da funcao de Bessel de 1* e 2% espécies pelo método de Halley.
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Figura 5.2: Gréficos de A para 3° menor zero (& esq.) com zoom (a dir.).

dado um n, para quais valores de k teremos A > 0?7 Segundo vérios testes numéricos que

realizamos, conjecturamos que deveremos ter a relagao

20n n

— | <E<Z< |—= > 2 . 1
[47}-1{;—L2J’ n>80, VA& (2 3) (5.17)
Por exemplo, para n = 100 deveremos ter 42 < k < 50. Logo, A(n) > 0 para k =
42,43, ...,50. Assim, para cada um dos 9 menores zeros positivos de PT(L/\), a desigualdade no
Teorema 5.2 é mais forte do que a de Laforgia em (5.16). Veja a Tabela 5.5 que mostra este

caso para A = 2,9. Perceba que em k = 41 temos A(n) < 0.

| k| Laf | Teo.52 [ 20 |
41 [[ 0,2859955 | 0,2859907 | 0,2860651
42 || 0,2566023 | 0,2566066 | 0,2566734
43 || 0,2269700 | 0,2269833 | 0,2270424
44 || 0,1971262 | 0,1971485 | 0,1971998
45 || 0,1670988 | 0,1671300 | 0,1671735
46 || 0,1369157 | 0,1369556 | 0,1369913
47 || 0,1066051 | 0,1066537 | 0,1066814
48 || 0,0761953 | 0,0762523 | 0,0762721
49 || 0,0457145 | 0,0457798 | 0,0457917
50 || 0,0151912 | 0,0152647 | 0,0152687

Tabela 5.5: Limites inferiores para x%évk, 41 < k<50, A=209.
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Ha mais detalhes que merecem ser observados. Os graficos mostram que A tende a ser
maior quando n é par e também quando A 3. Além disto, A \, 0 quando n — oc.

Agora voltemos ao Teorema 5.2. Curiosamente a desigualdade inferior deste teorema, para
cada k, é o limite superior de Szegé (5.2) invertido. Mediante alguns testes nds conjecturamos
que a desigualdade no Teorema 5.2 seja valida para qualquer A fora do intervalo [0, 1] e nao
apenas quando 2 < A < 3. E claro que quando A 0 ou A N\ 1,

k—(1—X)/2 A
o5 — T R
pois temos o sinal de = no lugar de & na expressao acima quando A = 0 (Chebyshev de 1?

espécie) ou A = 1 (Chebyshev de 2* espécie). Todavia nossos testes mostraram que

E—(1-X)/2
cOS %W/‘xf{\i quando A 0 ou A\ 1.

Portanto, segue a conjectura.

Conjectura 5.2. Para cadan > 2 e X € (=1, 0)U(1, 2]U[3, 00) temos que os zeros positivos
do polinomio ultraesférico Pr(f‘) obedecem as sequintes desigualdades,

W L k= (1=N/2

T, > COS Y , E=1,2,...,(n/2]. (5.18)

A desigualdade na conjectura é cada vez mais forte a medida que A 0 ou A N\, 1 devido

a proximidade com os zeros de Chebyshev de 1* e 2% espécies.
(

n,

) E—(1=N/2 ) (—2%k+Dr  k—(1-X)/2
ﬁ{cos n+ A W}__ 2(n+ \)? wen n+ A

k—(1—)\)/2

Aqui vale lembrar que x ) ¢ fungao decrescente de A, ver Stieltjes [45]. Note que

mT <0,

Vk=1,2,...,|n/2]. Entao, cos

Observando o modo como Szegd [49] demonstrou as desigualdades inferiores em (5.1) nds

7 também é funcao decrescente de .

iremos demonstrar a Conjectura 5.2 para —= < A < 0 ou A > 1. Os passos que serao
realizados s@o andlogos aqueles em Szegd [49, p. 124-126]. A ferramenta usada para estas

demonstragoes é o importante Teorema da Comparagao de Sturm.

Teorema 5.4 (Comparagao de Sturm). Sejam f e F duas fungoes continuas em I =
(o, Xo) com f(z) < F(z) para x € I. Sejam as fungoes y e Y nao identicamente nulas em

I que satisfazem as equacoes diferenciais

y'+ fle)y=0, Y'+F(x)Y =0,
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respectivamente. Sejam x' e x”, ' < 2", dois zeros consecutivos de y. Entdo a funcaoY terd

ao menos uma varia¢ao de sinal no intervalo (z', ") contanto que f(z) # F(x) em [/, 2"].

A afirmagdao também € valida para x' = xg, li\m y(x) =0, se a condi¢ao adicional
X0

lim {y'(@)Y (2) —y(@)Y'(2)} =0
T\, To
for satisfeita (similarmente para " = X ).

Demonstracao. Ver Szegd [48, p. 3-4]. O
1
A partir de agora, a menos que seja dito o contrario, estamos com —3 <A< 0oul>1.

Teorema 5.5. Para cada n > 2, 0s zeros 97(;\,2, —% <A<0ouX>1,de pM satisfazem as

desigualdades
0N — o) | > nix k=23,....n
Demonstracao. Em Szegd [49, p. 81 eq. (4.7.11)] encontramos a relagao
d*u ,  A1—=2N) X (A
ﬁ+{(n+)\) +W u=0, u=sen™PMN@), 0<6<m. (5.19)
Comparemos a equagao diferencial acima com
d*v 9
W + (n + )\) v=20

a qual possui solucoes
v= sen{(n—{—)\) (9—98,1_0}, k=23,...,n.

Para cada k, o Teorema da Comparagao de Sturm implica que entre dois zeros consecutivos

de u, a funcao v possuird pelo menos um zero. Os zeros de v sao da forma

\) mm

0 —, €Z.
Portanto,
97(1),\1171 < 97(31171 + TLLH < 95:\;1, k=23, ...,n.

]

Teorema 5.6 (Desigualdades em —1 < A < 0 ou A > 1). Para cada n > 2, os zeros

97(;\,1 € <0, g), —% <A<0oul>1,de PN satisfazem as desigualdades

0()‘) < k_(l_A)/Q

gy Y T, k=1,2,...,|n/2].
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Demonstracao. De acordo com o Teorema 5.5 a sequéncia
GO _ g k= -N/2

Orr i ok Y , k=1,2,....n
é crescente. Dal,
5,9{ < 5,9% <... < 526(n+1)/2j. (5.20)
Logo, se n for impar, basta usar que @?Li = 0. Caso n seja par é suficiente provar que
59)% < 0. Veja que, pelo Teorema 5.5, 2

Usando que
oM =m—0)
3

n5+1l n,

na desigualdade acima, provamos o desejado. O

Note que a expressao (5.20) mostra claramente que as as desigualdades do Teorema 5.6 s@o
cada vez mais fortes a medida que k se aproxima de |n/2], confirmando nossas observagoes
numéricas realizadas anteriormente.

A Tabela 5.6 mostra os valores fornecidos pelas desigualdades para n = 10 por meio do
Teorema 5.6 com A = —0,2, 1,1 e 10.

|

H Teo. 5.6 ‘ xga_%’Q) H Teo. 5.6 ‘ x%’? H Teo. 5.6 ‘ x%ol)c ‘

k

1| 09918 | 0,9920 || 09562 | 0,9566 | 0,6494 | 0,7481
2| 0,910 | 0,9021 | 0,8364 | 0,8367 || 05225 | 0,5969
31 07183 | 0,7192 | 0,6500 | 0,6503 || 0,3827 | 0,4357
4
5

0,4625 | 0,4631 0,4119 | 0,4121 0,2334 | 0,2653
0,1596 | 0,1598 0,1410 | 0,1411 0,0785 | 0,0891

Tabela 5.6: Limites inferiores para x%?k, 1<k<5 A=-0,2,1,1 e 10.

Pela Tabela 5.6 vemos que as desigualdades sao melhores quando A esta mais préximo de
0oul.
A Tabela 5.7 compara as desigualdades do Teorema 5.6 com as desigualdades de Laforgia

(5.16) e também com as de

Ahmed, Muldoon e Spigler [3, p. 1005]

(ST

() 2n? +4n + 3
n,k

™
v 2n2 +142X(2n + 1) T
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para n = 100 com A = 1,2 para 42 < k£ < 50. Na Tabela 5.7 os resultados em negrito

(1,2)

| k| Laf AMS Teo. 5.6 ook
42 [ 0,2608174 | 0,2608086 | 0,2608175 | 0,2608206
43 || 0,2307272 | 0,2307222 | 0,2307277 | 0,2307304
44 | 0,2004147 | 0,2004126 | 0,2004156 | 0,2004180
45 || 0,1699090 | 0,1699091 | 0,1699104 | 0,1699124
46 || 0,1392396 | 0,1392413 | 0,1392414 | 0,1392430
47 || 0,1084361 | 0,1084387 | 0,1084383 | 0,1084395
48 || 0,0775281 | 0,0775312 | 0,0775306 | 0,0775315
49 || 0,0465454 | 0,0465488 | 0,0465483 | 0,0465488
50 || 0,0155178 | 0,0155213 | 0,0155211 | 0,0155213

Tabela 5.7: Limites inferiores para x%%’k com A = 1,2 para 42 < k < 50.

representam os mais fortes. A desigualdade de Laforgia é melhor do que as outras quando
1 < k < 41. Pela tabela, a desigualdade do Teorema 5.6 ¢ melhor do que as outras apenas
quando 42 < k < 46. Quando 47 < k < 50, a melhor é a de Ahmed, Muldoon e Spigler.
Contudo, o Teorema 5.6 mostrou-se melhor do que a desigualdade de Laforgia para 42 < k <
50 em concordancia com a relagao (5.17) para A = 1,2.

Para valores de A > 3/2, a Tabela 5.8 mostra as desigualdades dadas pelo Teorema 5.6 e
pela desigualdade de Laforgia em (5.16) para n = 100 com A = 5, 100 e 250 para 41 < k < 50.

(100)

’ k H Laf Teo. 5.6 ‘ x?o)ok H Laf ‘ Teo. 5.6 ‘ T100.k H Laf Teo. 5.6 ‘ x%%oi ‘
41 || 0,28044 | 0,28043 | 0,28068 | 0,13323 | 0,14867 | 0,17146 || 0,03655 | 0,08517 | 0,12160
42 || 0,25157 | 0,25159 | 0,25182 | 0,11505 | 0,13312 | 0,15351 || 0,02365 | 0,07622 | 0,10880
43 || 0,22247 | 0,22252 | 0,22272 || 0,09686 | 0,11754 | 0,13553 || 0,01079 | 0,06727 | 0,09600
44 || 0,19317 | 0,19326 | 0,19343 || 0,07867 | 0,10192 | 0,11752 | -0,00202 | 0,05831 | 0,08320
45 || 0,16371 | 0,16382 | 0,16397 || 0,06049 | 0,08629 | 0,09948 | -0,01479 | 0,04935 | 0,07040
46 || 0,13409 | 0,13423 | 0,13436 || 0,04233 | 0,07063 | 0,08142 | -0,02752 | 0,04038 | 0,05760
47 || 0,10436 | 0,10453 | 0,10462 || 0,02417 | 0,05495 | 0,06335 || -0,04020 | 0,03141 | 0,04480
48 || 0,07453 | 0,07473 | 0,07480 | 0,00605 | 0,03926 | 0,04526 | -0,05284 | 0,02244 | 0,03200
49 || 0,04464 | 0,04486 | 0,04491 || -0,01206 | 0,02356 | 0,02716 || -0,06543 | 0,01346 | 0,01920
50 || 0,01470 | 0,01496 | 0,01497 || -0,03013 | 0,00785 | 0,00905 || -0,07797 | 0,00449 | 0,00640

Tabela 5.8: Limites inferiores para x%é,k com A =5, 100 e 250 para 41 < k£ < 50.

Restringimo-nos em exibir na Tabela 5.8 apenas os resultados com 41 < k < 50. Os

resultados mostraram que a desigualdade do Teorema 5.6 ¢ melhor do que a de Laforgia
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quando: A = 5 para 42 < k£ < 50, A = 100 para 36 < k < 50 e A = 250 para 30 < k < 50.
Repare que a relagao (5.17) foi valida em A = 5.

Ahmed et al. [3] apresentam a seguinte desigualdade inferior nao elementar para ™

n,k’
2n? —2 3 1
oy n-—an (—1/2)
> —— <A<0
Tnk 2n2 +1+2\(2n+1) Tk 2 -
k=1,2,...,[n/2] onde xf;kl/ 2 ¢ um zero de uma série hipergeométrica (confira Szego [49, p.

63 e 80]). Devido a dificuldade em encontrar xgl_kl/ 2), optamos por nao realizar comparagoes

com tal resultado.

Q}c quando A > 0

Segundo Area et al. [5] surpreendentemente a maioria dos limites para «
somente foram obtidos durante as duas ultimas décadas. Visto que estes resultados sao
interessantes principalmente quando A é grande o suficiente, uma boa maneira de testar a
forca do limite para xﬁl)‘,)g ¢é testando o seu comportamento quando A diverge. E conhecido

que, para n e k fixos, 1 < k < n, a relacao
\/Xxff‘,i — hpr quando A — oo

¢ valida, onde hy; é o k-ésimo zero do polinomio de Hermite de grau n com tais zeros
arranjados em ordem decrescente.

Para aferir a desigualdade do Teorema 5.6, mostramos a Tabela 5.9 que exibe

—(1-— 2
’x\g\,l = v Acos Mﬂ',

n+ A
quando A — oo paran = 10 com k=5 e 3.
BN EET

0,1846 | 0,8609
0,2088 | 0,9839
0,2239 | 1,0641
0,2337 | 1,1180
0,2401 | 1,1547
10 || 0,2481 | 1,2102

| ha || 0,3429 | 1,7567 |

S U R W N >

Tabela 5.9: Convergéncia de \/Xzzci;\,)C para h, j segundo desigualdade do Teorema 5.6.

Pelo fato da desigualdade do Teorema 5.6 ser melhor para os menores zeros positivos, a
convergéncia ocorre mais rapidamente nestes casos (compare a segunda coluna com a ter-

ceira).
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Para finalizar, de posse das desigualdades dadas pelo Teorema 5.6, é possivel dar uma
outra demonstracao do nosso Teorema 5.1. Tal demonstracao é mais concisa e elegante do

que aquela demonstrada anteriormente.

Outra demonstragao do Teorema 5.1. Pelas desigualdades do Teorema 5.6 temos que
paracadan >2e2 <\ < 3,

") k-QA-N2_ 1, 5
T, > Cos TR =1,2,...,|n/2],
isto é, paracadan>4e0 <\ <1,
k4 (1+X)/2
20 > cos FEUENR L _povm g1 p L (m—2)2).

n-+ A

Logo o k-ésimo zero mfl’\j;,)c de PV ¢ maior do que o limite superior de mil)‘,)f 41 em (5.2) e

teremos as seguintes desigualdades
xfj,)g < :cﬁj,)jo] < .ZEn)\j;k_l <x ’\ﬁl,)c_l, k=23,...,[n/2].
Consequentemente, PY e PV nzo podem trocar de sinal em U = (xf;\,)g, x%l[o]]. Dai

existird uma vizinhanca a esquerda de xf{\,)c suficientemente pequena para a qual P,(LA)’ e P,(L’\)”

também nio trocam de sinal. Como o coeficiente lider de PV ¢ positivo,
PO (4097 P (52 >0

Portanto, as condigoes para a convergéncia dadas no Teorema 4.1 ficam satisfeitas. O



Capitulo 6

Conclusoes e consideracoes finais

Neste capitulo apresentaremos as principais conclusoes obtidas neste trabalho. Daremos
destaque aos resultados novos na Secao 6.3 e apresentaremos nossas idéias para trabalhos

futuros na Segao 6.4.

6.1 Sobre o método de Newton-Raphson

O principal objetivo deste trabalho é apresentar condicoes suficientes para que o método
de Newton-Raphson possua convergéncia garantida para os zeros positivos do polindmio
ultraesférico no caso principal. Nés obtivemos este resultado no Teorema 5.1. Até entao
tinhamos conhecimento da convergéncia apenas no caso A = 1/2 por Petras [43]. Esperamos
com isso que quaisquer outros métodos que utilizem Newton-Raphson no caso principal es-
colham as aproximacoes iniciais de acordo com o Teorema 5.1 a fim de usufruir da certeza
da convergéncia. Dentre as possiveis aproximagoes iniciais sugeridas, temos preferéncia pela
de Forster e Petras [26] em (5.15) porque ela pode requerer apenas uma iteracao a medida
que n cresce.

Os testes que realizamos na Secao 4.3 sugerem fortemente que o método de Newton-
Raphson calcula os pontos e pesos para a quadratura de Gauss-Gegenbauer, 0 < A < 1,
com melhor exatidao do que o método do autossistema, além de ser muito rapido. Além
disto, o calculo dos pesos pode ser melhorado ainda mais com as férmulas presentes em [53].
Apresentamos 9 diferentes algoritmos para o método de Newton-Raphson. Dentre estes
algoritmos, recomendamos os Algoritmos 5 ou 7.

Na literatura encontram-se diversas comparacoes entre outros métodos com o autossis-

tema para célculo de zeros dos polinémios ultraesféricos, principalmente no caso A = 1/2.

75
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Veja, por exemplo, [34,47,53]. Todos sdo unanimes quanto a inferioridade do autossistema.
Nos obtivemos semelhante conclusao com o método de Newton-Raphson para alguns valores

de X no caso principal.

6.2 Sobre os Teoremas 5.2, 5.5 e 5.6

Os Teoremas 5.5 e 5.6 s@o, em suma, os teoremas de Szegd [49, p. 124-126] quando
—% <A< 0oul>1com as desigualdades invertidas. O Teorema 5.2 surgiu inicialmente
em forma de conjectura ao tentarmos provar que P,(LA)” nao mudava de sinal nos intervalos de
Szego de modo andlogo ao realizado para PT(L’\)’ . Com a prova completa do Teorema 5.1 foi
possivel estabelecer tal conjectura como Teorema 5.2. Surpreendentemente as desigualdades
que sao apresentadas em tal teorema sao muito fortes principalmente para os menores zeros
positivos. Em alguns casos, tais desigualdades sao melhores do que as demais conhecidas na
literatura. Vale lembrar que as desigualdades deste teorema sao elementares. O Teorema 5.2
nos levou a conjecturar a validade de suas desigualdades em —% <A< 0ouAX>1 Tais
desigualdades foram consolidadas pelos Teoremas 5.5 e 5.6. As desigualdades apresentadas
no Teorema 5.6 sao muito fortes principalmente quando A 7 0 ou A N\, 1. Em alguns casos
tais desigualdades sao mais fortes do que as desigualdades nao elementares de Laforgia [39].
O Teorema 5.6 pode ser utilizado para dar uma demonstragao concisa e elegante do Teorema
5.1.

Os resultados dos Teoremas 5.5 e 5.6 estao provados também em Buell [11]. Neste traba-
lho nés estabelecemos tais resultados de forma independente porque tomamos conhecimento
do trabalho de Buell [11] somente depois de termos realizado todas nossas demonstragoes.
Ressaltamos que nossas demonstracgoes diferem um pouco daquelas apresentadas em [11].
Além disto, o Teorema 5.2 (caso particular do Teorema 5.6) foi obtido por consequéncia

imediata do nosso Teorema 5.1.
6.3 Resultados novos

Dentro do nosso conhecimento, os seguintes resultados sao novos:

e Teorema 5.1

Este resultado, exceto para A = 1/2, ainda era desconhecido por nés. A demonstracao

deste resultado é o principal objetivo do nosso trabalho. Com tal teorema o método de
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Newton-Raphson torna-se plenamente confiavel para o calculo dos zeros dos polindmios

ultraesféricos no caso principal 0 < \ < 1.

e Teorema 5.3.

O entrelagamento dos zeros de P,EA_ng) com os zeros de Pfjl) é trivial. A novidade esta

nas fortes desigualdades

e <2 k=12, |n/2), 0<A<L.

6.4 Trabalhos futuros

Nossos trabalhos futuros estao na direcao dos resultados que foram apresentados aqui.
Pretendemos investigar as desigualdades, propriedades ou relacoes assintéticas que permitem
envolver, além dos zeros dos polinomios ultraesféricos, os zeros da funcao de Bessel ou os zeros
dos polindémios ortogonais de Hermite ou de Laguerre. Basta ver, por exemplo, [2,3,5,6,19-
25,28-30,39,41,49,51] (e nas suas referéncias) as vdrias e diversas relagoes, consequéncias e
propriedades de tais zeros.

Pretendemos obter as formulas melhoradas para os pesos de Gauss-Gegenbauer que estao
descritas em Yakimiw [53] e comparar a exatidao das mesmas com outros métodos me-
lhorados. Quanto ao método de Fourier-Newton, desejamos pesquisar como ocorre a sua
convergencia.

A relagdo entre n e k em (5.17) merece mais atencao. Por enquanto tal relacdo estd
meramente baseada em fatos numéricos e nao ha provas sobre ela. Temos o propédsito de
pesquisa-la melhor.

Finalmente, ansiamos por estabelecer novas aproximacoes para que o método de Newton-
Raphson também seja convergente tanto para os zeros dos polinomios de Jacobi com a #

quanto para os zeros dos polinomios ultraesféricos no caso —% <A<OouAX>1.



Apéndice A
Algoritmos

A.1 Algoritmos tipo I

Algoritmo 2: Método de Newton-Raphson com polinomio ortogonal (tipo I)

Entrada: Niumero n de pontos e parametro A € (0,1)

Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)
lam2 < A+, cte < 407V w7« D(n+lam2)/ (T2(X) *D(n + 1))

se n > 1 entao

para i «+ 1 até |n/2| faga

z +cos((i—0,5% (1 —X))/(n+ ) *x7) aproximacao inicial para o i-ésimo zero

repita
pl+1; p2+0

para j < 1 até n faga
p3 +— p2; p2 + pl

Pl (2% (j—14+ X)) xz2%xp2+ (2 — 7 —lam2) % p3)/j {relagao de recorréncia (3.7)}
fim
pp 4+ (—mx zxpl + (n+lam2 — 1) % p2) /(1 — z * z) {derivada do polinémio por (3.13)}
zl 4z
z 4 z1—pl/pp
até |z — z1| < tolerdncia ou nimero maximo de iteragoes ser atingido;
X@) 2z X(n+1—1) « —=2
W) < cte/(1—zx2)*(pp*xpp)); W(n+1—1) <« W(3)

fim

fim

se n for impar entao

X([n/2] +1)«0

pp2 < (n+1lam2 — 1) * (n+lam2 — 1) % (T(0,5% (n — 1) + X)/(T(X\) * (0,5 % (n + 1))))? {derivada
do polinémio ao quadrado em z = 0 por (3.13)}

W(|n/2] + 1) < cte/pp2

fim
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Algoritmo 3: Método de Newton-Raphson com polinémio monico (tipo I)

Entrada: Numero n de pontos e parametro A € (0,1)

Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)
lam2 < A+ X, cte < 407N s mxT(n + lam2) * T(n 4+ 1) /T?(n 4+ \)

se n > 1 entao

para i + 1 até |n/2| faga

z +cos((i —0,5% (1 —N))/(n+ \) = 7) aproximagao inicial para o i-ésimo zero
repita

pl+1

p2 0

para j < 1 até n faga
p3 <+ p2

p2 < pl
plz*xp2 —025%(j — 1) % (j —2+1am2)/((j — 1+ N)*(j+ A —2)) *p3
{relacao de recorréncia (3.8)}
fim
pp (05 xnx(n+lam2—1)/(n+A—1)*xp2 —nx*xzxpl) /(1 — zx z) {derivada do
polinémio por (3.13) e (3.2)}
zl ¢z
2+ 21 —pl/pp
até |z — z1| < tolerdancia ou nimero méximo de iteragdes ser atingido;
X (i)« z
X(n+1—1)« —2z
W (i) = cte/((1 = z x 2) x (pp * pp))
Wn+1—14) « W)

fim

fim

se n for impar entao

X([n/2] +1)«0

pp2 «— 4/7 % (L(0,5% (n+1) + A) * (0,5 % n + 1)/T(n + \))? {derivada do polinémio ao quadrado
em z = 0 por (3.13) e (3.2)}

W(|n/2] + 1) < cte/pp2

fim
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Algoritmo 4: Método de Newton-Raphson com polinémio ortonormal (tipo I)

Entrada: Numero n de pontos e parametro A € (0,1)

Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)
lam2 <+ X+ X, cte< 2% (n+ )

se n > 1 entao

p0 < 0,5% % /T (lam2 + 1)/T (A +0,5)

para i «+ 1 até |n/2| faga

z +cos((i—0,5% (1 —X))/(n+ X\) *x7) aproximacao inicial para o i-ésimo zero
repita

pl < p0

p2+0

para j < 1 até n faga
p3 < p2

p2 pl

Pl 2%/ (G—1+N)*(G+ N/ —1+1am2)) x z % p2 —

VU =G+ ) (G +lam2 =2)/(G* (G +lam2 = 1) x (j + X = 2)) * p3
{relacéo de recorréncia (3.9)}

fim

pp (\/(n+lam2— Dxnx(n+A)/(n— 1+)\)*p2—n*z*p1> /(1 =z xz) {derivada
do polinémio por (3.13) e (3.3)}

z1 4z

z 4 z1—pl/pp

até |z — z1| < tolerdncia ou nimero maximo de iteragoes ser atingido;

X(i) + z

X(n+1—14)+ —2

W(i) « cte/(1— 2 % 2) * (pp * pp))

W(n+1—14) «+ W)

fim

fim

se n for impar entao

X(|n/2] +1) <0

pp2  20em2+ )y (n 1 \) /(7 % (n + lam2 — 1)) * (T(0,5 * (n + 1) + A)/T(0,5 % (n + 1)))? *
I'(n+1)/T(n+ lam2 — 1) {derivada do polinémio ao quadrado em z = 0 por (3.13) e (3.3)}
W(|n/2] +1) < cte/pp2

fim
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A.2 Algoritmos tipo II

Algoritmo 5: Método de Newton-Raphson com polinémio ortogonal (tipo II)

Entrada: Numero n de pontos e parametro A € (0,1)

Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)
lam2 < A+ A, cte < 40" w1« D(n+lam2)/ (T%(A) «D(n + 1))

se n > 1 entao

para k < 1 até n faga
recl(k) < 2 (k — 1+ X\)/k {primeiro termo da relacdo de recorréncia (3.7)}

rec2(k) < (2 — k — lam?2)/k {segundo termo da relagio de recorréncia (3.7)}
fim

para i < 1 até |n/2] faca

z 4 cos((i—0,5% (1 —N))/(n+ \) x7) aproximagao inicial para o i-ésimo zero
repita

pl+1

p2<+0

para j < 1 até n faga
p3 < p2

p2 < pl

pl < recl(j) * z x p2 + rec2(j) * p3 {relagdo de recorréncia (3.7)}
fim
pp <+ (—mx zxpl + (n+lam2 — 1) % p2) /(1 — z * z) {derivada do polinémio por (3.13)}
21 <z
z 4 z1—pl/pp
até |z — z1| < tolerdncia ou nimero maximo de iteragoes ser atingido;
X(i) + 2
X(n+1—1)+ —2
W (i) = cte/((1 — z x z) * (pp * pp))
W(n+1—1) «+ W)

fim

fim

se n for impar entao

X(|n/2] +1) 0

pp2 < (n+lam2 — 1) x (n+lam2 — 1) x (T(0,5% (n — 1) + ) /(T(X\) * L(0,5 % (n + 1))))? {derivada
do polinémio ao quadrado em z = 0 por (3.13)}

W(|n/2] + 1) < cte/pp2

fim
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Algoritmo 6: Método de Newton-Raphson com polinémio monico (tipo II)
Entrada: Numero n de pontos e parametro A € (0,1)
Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)
lam2 < A+ X, cte < 407N s mxT(n + lam2) * T(n 4+ 1) /T?(n 4+ \)
se n > 1 entao

para k < 1 até n faga
rec(k) < —0,25% (j —1)* (j —24+1am2)/((j — 1+ X) x (j + A — 2)) {termo da relagdo de
recorréncia (3.8)}

fim

para i + 1 até |n/2| faga

z +cos((i—0,5% (1 —\N))/(n+ \) = m) aproximagao inicial para o i-ésimo zero

repita

pl+1

p2 0

para j < 1 até n faga
p3 <+ p2

p2 < pl
pl < z % p2 + rec(j) * p3{relacao de recorréncia (3.8)}
fim
pp <+ (05%n* (n+lam2—1)/(n+A—1)xp2 —nx*zxpl)/(1 — 2z * 2z) {derivada do
polinémio por (3.13) e (3.2)}
zl 2
z+z1—pl/pp
até |z — z1| < tolerdncia ou nimero maximo de iteragoes ser atingido;
X (i) 2
X(n+1—1)« —2
W (i) < cte/((1 — z * z) « (pp * pp))
W(n+1—14) « W(i)

fim

fim
se n for impar entao
X([n/2] +1)«0
pp2 < 4/7 % (D(0,5% (n+ 1) + A) * (0,5 % n + 1) /T(n + A))? {derivada do polinémio ao quadrado
em 2 =0 por (3.13) e (3.2)}
W(|n/2] + 1) < cte/pp2
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Algoritmo 7: Método de Newton-Raphson com polinémio ortonormal (tipo II)

Entrada: Numero n de pontos e parametro A € (0,1)

Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)

lam2 +— XN+ X, cte<+ 2x(n+\)

se n > 1 entao

p0 < 0,5  /T{lam2 + 1)/T(A + 0,5)

para k < 1 até n faga
recl(k) <= 2% \/(k— 1+ X) x (k+ \)/(k * (k — 1 + lam2)) {primeiro termo da relagdo de
recorréncia (3.9)}
rec2(k) < /(k—1)* (k + A) * (k +lam2 — 2)/(k * (k + lam2 — 1) * (k + A — 2)) {segundo
termo da relagdo de recorréncia (3.9)}

m

=

ara i < 1 até |[n/2| faca
z +cos((i —0,5% (1 —A))/(n+ \) xm) aproximagao inicial para o i-ésimo zero

ie]

repita
pl < p0

p2+0

para j < 1 até n faga
p3 <+ p2

p2 < pl
pl < recl(j) * z x p2 — rec2(j) * p3 {relagdo de recorréncia (3.9)}
fim
pp (\/(n+lam2— Dxnx(n+A)/(n—1+X) *p2—n*z*p1) /(1 —zxz) {derivada
do polinémio por (3.13) e (3.3)}
zl 2
z+z1—pl/pp
até |z — z1| < tolerdncia ou numero maximo de iteragoes ser atingido;
X(i) 2
X(n+1—1d)« —2
W (i) < cte/((1 — 2 z) « (pp * pp))
W(n+1—1) + W)

fim

fim

se n for impar entao
X([n/2]+1)«0
pp2 < 20em24D) 4 (n 4+ \) /(7 % (n 4 lam2 — 1)) * (T(0,5 % (n + 1) + X)/T(0,5 % (n + 1)))? *
I'(n+1)/T(n+ lam2 — 1) {derivada do polinémio ao quadrado em x = 0 por (3.13) e (3.3)}
W(|n/2] + 1) < cte/pp2

fim
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A.3 Algoritmos tipo III

Algoritmo 8: Método de Newton-Raphson com polinomio ortogonal (tipo III)

Entrada: Numero n de pontos e parametro A € (0,1)
Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)
lam2 < A+ A, cte < 40" w1« D(n+lam2)/ (T%(A) «D(n + 1))
C + coeficientes de P {por (3.1)}
CD <« coeficientes de Py(f‘)'
se n > 1 entao
para i «+ 1 até |n/2| faga
z +cos((i—0,5% (1 —X))/(n+ X\) *x7) aproximacao inicial para o i-ésimo zero
repita
pl P7(L>\)(Z) {pelo método de Horner com C' }
pp — P7(,,)\)/(Z) {pelo método de Horner com CD}
zl 4z
z4z1—pl/pp
até |z — z1| < tolerdncia ou nimero maximo de iteragoes ser atingido;
X(i) + 2
X(n+1—1)+ —2
W (i) = cte/((1 — zx 2) * (pp * pp))
W(n+1—1i)+ W()

fim

fim

se n for impar entao

X(n/2]4+1)«0

pp2 < (n+lam2 — 1) x (n+lam2 — 1) x (T(0,5% (n — 1) + ) /(T(X\) * T(0,5 % (n + 1))))? {derivada
do polinémio ao quadrado em z = 0 por (3.13)}

W(|n/2] + 1) < cte/pp2

fim
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Algoritmo 9: Método de Newton-Raphson com polinémio monico (tipo III)

Entrada: Numero n de pontos e parametro A € (0,1)
Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)
lam2 < A+ X, cte < 407N s mxT(n + lam2) * T(n 4+ 1) /T?(n 4+ \)
C + coeficientes de P {por (3.5)}
CD < coeficientes de }372)‘)’
se n > 1 entao
para i < 1 até |n/2] faga
z +cos((i—0,5% (1 —X))/(n+ ) *x7) aproximacao inicial para o i-ésimo zero
repita
pl ﬁ(L)‘)(z) {pelo método de Horner com C }
pp ]3,({\)’(,2) {pelo método de Horner com CD}
zl 4z

z 4 z1—pl/pp
até |z — z1| < tolerdncia ou nimero maximo de iteragoes ser atingido;

X(i) « z

X(n+1l—1i)« —z

W (i) < cte/((1 — 2 % z) = (pp * pp))
Wn+1—1) « W)

fim

fim

se n for impar entao

X(|n/2] +1) <0

pp2 <+ 4/m % (L(0,5% (n+ 1)+ A) *[(0,5xn+1)/T(n + \))? {derivada do polinémio ao quadrado
em x =0 por (3.13) e (3.2)}

W(|n/2| +1) « cte/pp2
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Algoritmo 10: Método de Newton-Raphson com polinomio ortonormal (tipo I1I)

Entrada: Numero n de pontos e parametro A € (0,1)
Saida: Vetores X e W contendo os pontos e os pesos, X (1) > X(2) > ... > X(n)
lam2 <+ X+ X, cte< 2% (n+ )
C + coeficientes de PV * {por (3.6)}
CD < coeficientes de RS)‘) 7
se n > 1 entao
para i < 1 até |n/2] faga
z +cos((i—0,5% (1 —X))/(n+ ) *x7) aproximacao inicial para o i-ésimo zero
repita
pl < PM *(2) {pelo método de Horner com C }
pp + PV (2) {pelo método de Horner com C'D}
zl 4z

z 4 z1—pl/pp
até |z — z1| < tolerdncia ou nimero maximo de iteragoes ser atingido;

X(i) « z

X(n+1l—1i)« —z

W (i) < cte/((1 — 2 % z) = (pp * pp))
Wn+1—1) « W)

fim

fim

se n for impar entao
X(|n/2) +1) 0
pp2 < 20em24D) y (n 4+ \) /(7 % (n 4+ lam2 — 1)) * (T(0,5 % (n + 1) + X)/T(0,5 % (n + 1)))? *
I'(n+1)/T(n+ lam2 — 1) {derivada do polinémio ao quadrado em z = 0 por (3.13) e (3.3)}
W(|n/2| +1) « cte/pp2

fim
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