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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de resgatar as contribuicdes de Newton e
Leibniz considerado os inventores do calculo, por eles terem feito algo
essencialmente diferente e mais do que seus predecessores. Por isso,
Newton e Leibniz ocupam uma posicdo central na historia do calculo e

na historia da matematica em geral.

PALAVRAS CHAVE: Calculo. Newton. Leibniz

ABSTRACT

This work aims to rescue the contributions of Newton and Leibniz considered
the inventors of calculus, because they had done something essentially
different and more than their predecessors. Therefore, Newton and Leibniz
occupy a central position in the history of the calculus and the history of
mathematics in general.
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1.

INTRODUGAO

A maioria dos livros didaticos modernos de Calculo apresenta
inicialmente o conceito de limite de uma fungéo, a seguir o tipo particular de
limite que resulta na derivada e apenas posteriormente é introduzida a nogao
de integral (ver, por exemplo, STEWART, 2006, e LEITHOLD, 2004). Essa ¢ a
abordagem pedagogicamente mais eficiente. Porém, um fato notavel é que
historicamente a evolugao desses conceitos seguiu um ordenamento oposto,
com as ideias precursoras da integragcdo introduzidas por Eudoxo e
Arquimedes nos séculos IV e Il a.C., com a diferenciacdo descoberta por
Newton e Leibniz no século XVII e com o conceito de limite formalizado apenas
no século XIX por Bolzano, Cauchy e Weierstrass (BOYER, 1974; EVES,
2004).

Focando particularmente na relagdo entre limites e derivadas, a questao
que se apresenta € a seguinte. Se o limite foi descoberto depois, com que
conceitos e métodos operacionais trabalhavam Newton e Leibniz quando

introduziram a derivagao de uma fungao? Como os calculos eram feitos?

Iremos demonstrarmos neste trabalho a forma como Newton e Lebiniz
desenvolveram o conceito de diferenciagdo sem se ter o conhecimento do
conceito de limite. Apds apresentar a forma feita por eles, iremos apresentar a
forma que hoje é apresentada pelos livros de calculo adotados nas grades
curriculares das instituicbes de ensino superior. Com isso, iremos perceber que
Leibniz e Newton apresentavam nada mais que um sistema funcional e
coerente de métodos para resolver problemas sobre curvas, isto é,
quadraturas, tangentes, etc, ainda que sem o nivel de precisdo conceitual que

se tornou padrao na matematica moderna.



2.

CALCULO - RESGATE HISTORICO

O século XVII foi muito importante no desenvolvimento da matematica.
Foi proximo ao final desse século que tivemos a descoberta do Calculo
Diferencial e Integral, com as participa¢des fundamentais de Newton e Lebiniz.
Mesmo fazendo um trabalho focado em Newton e Lebiniz, temos que lembrar
as contribui¢cdes de outros pesquisadores nessa grande descoberta, entre eles
René Descartes (1596-1650), Gilles Persone Roberval (1602-1675),
Evangelista Toricelli (1608-1647), Pierre Fermat (1601-1665), John Wallis
(1616-1703), Isaac Barrow (1630-1677), etc.

O desenvolvimento do Calculo seguiu um caminho longo e irregular que
se estendeu das especulagbes filoséficas dos antigos gregos e das
demonstragdes classicas de Arquimedes até o século XVII quando mudancgas
significativas ocorreram tanto na quantidade dos trabalhos realizados quanto
na natureza dos meétodos utilizados. O grande numero de resultados bem
sucedidos que tinham sido acumulados tornou possivel perceber mais
claramente o advento de um modelo padrao que, por sua vez, despertou o
interesse para o estabelecimento de regras algoritmicas, gragas as quais foi
possivel formular resultados e evitar varias passagens intermediarias

desnecessarias.

A crescente extensdo e variedade de material que ia se tornando
disponivel na literatura cientifica sugeria a necessidade do estabelecimento de
uma estrutura unificada e organizada, por meio da qual primeiro pudessem ser
apresentados teoremas gerais para, em um segundo momento, serem

demonstrados resultados especiais dentro da teoria geral.

Por volta de 1670, Gregory e Barrow (BOYER, 1974) tentaram
estabelecer esse quadro organizado. Porém seus esforgos nao foram
reconhecidos em sua época, pois esses autores se reportavam a meétodos da

Geometria Euclidiana e a estrutura das demonstragcbes de Arquimedes,



enquanto a preferéncia de seus contemporaneos favorecia os métodos

algébricos nao rigorosos.

Mesmo considerando que o Calculo ndo tenha comeg¢ado nem
terminado com Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, atribui-se a ambos
papéis determinantes em sua descoberta, sendo Newton o lider da matematica
inglesa e Leibniz uma referéncia essencial para boa parte da comunidade
matematica europeia continental. No entanto, o processo foi cercado de
polémicas que repercutiram amargamente em ambos os lados, a ponto de criar
um abismo que dificultou o crescimento integrado. O desenvolvimento da
matematica Inglesa no século XVIII foi particularmente penalizado por esse

isolamento.

Apesar de certo nivel de sobreposicdo, que acabou sendo a fonte
principal da rivalidade, havia um grau importante de complementaridade entre
os trabalhos de Newton e Leibniz. O primeiro criou e estendeu varios
processos de calculo, enquanto o segundo os unificou e sistematizou por meio
de uma eficaz notagéo e de novas regras operacionais. Embora se reconheca
que os dois cientistas tém um débito para com seus antecessores, pesquisas
recentes sugerem que a influéncia mutua direta era insignificante durante os

periodos decisivos em que eles faziam suas préprias invengdes originais.



3.

ISAAC NEWTON (1642-1727)

Figura 1: Representacdo recente de lIsaac
Newton.

As maiorias dos textos sobre Isaac Newton comeg¢am com o depoimento
de que ele nasceu no dia de natal em 1642, mesmo ano em que faleceu
Galileu. Politicamente esse era um periodo tempestuoso, com a Guerra Civil
liderada por Oliver Cromwell (1599-1658) tendo comegado na Inglaterra meses

antes.

Intelectualmente ainda eram sentidos os efeitos da revolucdo cientifica
cujo comego pode ser considerado coincidente com a publicagdo da obra de
Copérnico “De revolutionibus orbium coelestium” em 1543, trabalho que foi
amplamente desenvolvido nas obras dos astrbnomos que se seguiram, dentre
os quais se destacam Kepler e Galileu. Copérnico reintroduziu a ideia de que o
sol estava no centro do universo, antes defendida por Aristarco de Samos no
século lll a.C. Essa ideia leva a uma sequéncia de implicagbes que foram
tratadas por outros cientistas sob a perspectiva de uma investigagao cientifica.

Durante o século XVII, dois conceitos importantes e relacionados
ganhavam crescente apoio: a ideia de que os corpos celestes pudessem estar

sujeitos as mesmas leis dos corpos terrestres e a ideia de que essas leis
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pudessem ser melhor compreendidas mediante a matematica. No contexto das
perseguicdes religiosas da época, era mais facil aplicar e desenvolver essas
ideias em um pais protestante. Assim, a data e lugar de nascimento de Newton

foram fatores em certa medida facilitadores para sua obra.

Os fundamentos do pensamento intelectual de um periodo, as ideias que
um homem encontra durante seus primeiros anos de estudo, os problemas que
ele descobre através da leitura e de seu contato com outros que trabalham no
mesmo campo, influi no sentido e no desenvolvimento de suas proprias
pesquisas (BOYER, 1974). Newton viveu uma vida longa e ardua e, mesmo
antes de morrer, ja havia adquirido um papel preponderante no pensamento
intelectual de sua época. Quando uma pessoa se torna lendaria ainda viva,
torna-se dificil discernir entre fato e ficcdo ao reconstruir os detalhes de sua

formacao. Assim ocorreu com Newton.

O impacto dos trabalhos de Newton no campo da Matematica e das
Ciéncias Fisicas em geral foi inigualavel. Sua maior obra foi a magistral
“Philosophiae Naturalis, Principia Mathematica”, publicada em 1687 e
entendida por muitos como o trabalho cientifico mais importante de todos os
tempos. A essa obra se somam varias outras contribuicbes para inUmeras

areas cientificas.

Na obra “Opticks”, publicada 1704, Newton analisou a luz que atravessava
um prisma e se separava em varias cores. A partir dai, concluiu que a luz branca nao
era uma entidade simples, como acreditavam todos desde Aristételes, mas uma

mistura de raios de cores diferentes, refratadas em angulos diferentes.

Em 1699, Newton construiu um telescépio refletor usando espelhos,
instrumento altamente eficaz e de tamanho surpreendentemente pequeno. Era
capaz de gerar imagens 9 vezes maiores do que os telescépios refratores da

época, mesmo com um comprimento 4 vezes menor.

Um aspecto surpreendente e ndo muito divulgado da histéria de Isaac
Newton € que durante muitos anos ele se ocupou de uma série de questdes
ligadas a religido, misticismo e Alquimia, particularmente propostas para

transformar metais comuns em ouro.



Retornando as questbes das quais se ocupa esta pesquisa, € preciso
observar que a matematica foi um dos primeiros interesses de Newton, que o

ocupava seriamente desde pelo menos 1663.

Embora a Universidade de Cambridge seja hoje um centro de exceléncia
matematica, nos tempos de Newton cursos de matematica ndo eram oferecidos
para os alunos de graduacdo, eram dadas conferéncias eventuais, e o
aprendizado corria mais com estudo solitario e discussdes. Um professor que
incentivou Newton nesse caminho e com quem manteve um nivel de
colaboracéo foi Isaac Barrow. Entre 1664 e 1665 Barrow deu um ciclo de aulas
de temas filoséficos, frequentadas por Newton, que abordavam problemas

sobre espago, tempo e movimento.

Apesar de existirem poucos livros dirigidos a alunos naquela época,
Newton era capaz de compreender a literatura matematica disponivel, fazendo
anotagdes e experimentando ideias que o interessavam. Tinha uma inclinagéo
sobretudo para o autodidatismo. Assim, se familiarizou com as melhores obras
de matematica daquela época, o que evidenciam seus trabalhos publicados na
biblioteca da Universidade de Cambridge. Eles demonstram o cuidado e
atencao dedicados a obra “Arithmetica” de Vallis e a “Geometria” de Descartes,

editada por Shooten em 1659.

No entanto, o fundamento das pesquisas significativas da primeira fase
da carreira de Newton foi langado exatamente no periodo do final do verao de
1665 até o final do verdo de 1667, no qual a Universidade de Cambridge
fechou suas portas devido a um surto de peste bubdnica, enviando seus alunos

para casa.

Embora em pesquisas anteriores Newton tivesse tracado o esbogo de
uma demonstragdo geométrica do Teorema Fundamental do Calculo, na linha
de demonstragées que foram posteriormente apresentadas por Barrow e
Gregory, parece que ele acabou preferindo referir-se a reversibilidade das
operagdes, de modo que a diferenciacdo e a integragdo sao essencialmente

consideradas mutuamente inversas.



3.1 AS FLUXOES E OS FLUENTES

Antes de escrever sua grande obra conhecida como “De analysi per
aequationes numero terminorum infinitas”, de 1699, Newton fez varios
experimentos com diversas notagdes e demonstragbes. Em um pequeno
tratado escrito em 1666 ele desenvolveu um levantamento bastante
compreensivo de uma variedade de problemas baseados na geragao de curvas
por movimentos, que pode ser reduzido simplesmente ao espago percorrido
por qualquer movimento com aceleragao ou retardo, ou seja, “determinagéo do
movimento” e “velocidade”. Entdo a partir dessas idéias e estudos ele

fundamentou o que denominava o “método das fluxdes”.

Newton comunicou essas ideias geniais a Barrow em 1669 e no ano de
1671 desenvolve completamente o método, que s6 foi publicado
postumamente no ano de 1736 na obra “Method of Fluxions”. Parte desses
estudos sobre o método das fluxdes se origina em abordagens desenvolvidas
por Galileu, Torriceli e Barrow ainda com um enfoque essencialmente
medieval, o que dificulta acompanhar o seu raciocinio.
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Figura 2: Reproducéo de capa de uma tradugéo para o francés de
“Method of Fluxions”, datada de 1740.
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No inicio dos seus estudos sobre o método das fluxdes, Newton tratava

x e y como grandezas independentes, considerando os movimentos

unidimensionais de dois corpos, € ndo como coordenadas de um movimento
bidimensional. Com isso, seus problemas iniciais eram resolvidos de uma
forma abstrata, como podemos ver através da Figura 3. Apesar disso, Newton
também tinha em mente a possibilidade dessas grandezas serem as
coordenadas de um movimento geométrico bidimensional. Tudo isso era feito
porque o método de Newton consistia em reduzir problemas geométricos sobre
as curvas a problemas referentes a movimentos de corpos. Com isso, muitos
leitores ao lerem os seus textos podem ficar confusos. Efetivamente, ndo é tao
facil acompanhar o raciocinio de Newton e alguns textos podem parecer

ambiguos.
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Figura 3: Manuscrito original de Newton propondo o estudo do
movimento de dois corpos A e B que se moveriam ao longo das linhas
desenhadas.

Em seu método Newton afirmava que uma curva era gerada pelo
movimento continuo de um ponto no tempo. A uma grandeza variavel ele dava
o nome de fluente (quantidade que flui), representado por y, e a sua taxa de
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variagdo ele dava o nome de fluxdo do fluente’, representado por y, que

também recebia o nome de velocidade, de inspiragdo na mecanica.

Analogamente, eram usadas as notagdes® x e x, z e z. Newton ndo deixa
bem definido a partir de conceitos prévios o que seria a fluxdo do fluente
(velocidade), simplesmente representa como fosse um conceito intuitivo

assumido tacitamente.

Em seu método, Newton parte de uma relagdo entre os fluentes e a
partir dai obtém uma relacédo entre as fluxdes dessas quantidades. Para isso
era necessario introduzir o conceito de momento de um fluente, que se tratava
do incremento infinitamente pequeno sofrido por um fluente x em um intervalo
de tempo infinitamente pequeno, representado® como o. E importante evitar a

confusdo de o com o numero 0 (zero). Newton propde que o momento do

fluente x seja ;co, produto do fluxdo do fluente x pelo incremento infinitamente
pequeno o. Na verdade, essa € uma hipétese muito forte e até mesmo
incompativel com a visdo atual do que é uma derivada ou uma velocidade.
Uma derivada seria o limite do quociente entre o incremento da grandeza e o
incremento temporal quanto o incremento temporal tende a zero. Portanto,
supor que o incremento da grandeza seja igual ao produto da derivada pelo
incremento temporal deixa lacunas que apenas o conceito de limite viria a

preencher.
Assim, Newton trabalha com as seguintes grandezas:

x = fluente;

' Essa nomenclatura parte de uma simples analogia com conceitos ligados ao movimento de
fluidos, nos quais o fluente poderia representar o volume de agua em um acude enquanto a
fluxao representa fisicamente a vazdo de um corrego que sai de um agude. Na nomenclatura
matematica moderna o fluente seria denominado de fungdo y e a fluxdo do fluente
correspondente seria a derivada da fungéo dy/dt, com t representando o tempo.

2 Atualmente a convengao de representar a derivada por meio de um ponto ainda é adotada,
sobretudo em Fisica, especificamente para as derivadas com respeito ao tempo.

® Na nomenclatura moderna representamos um incremento pequeno, mas finito, como At, e
apenas em uma etapa posterior consideramos o processo de fazer esse incremento tender a
zero, representado graficamente pelo simbolo dt. Essa distingdo n&o era feita por Newton.
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x = flux&o do fluente (velocidade);
o = Iincremento infinitesimal do tempo;

xo = momento (incremento infinitesimal) do fluente;

Para mostrar a abordagem usada por Newton em um exemplo na linha
daqueles tratados em sua época, consideremos que seja dada a seguinte

relacédo entre os fluentes x e y:
x'—ax* +axy—y> =0

Onde x e ypodem ser vistos como as coordenadas de dois corpos A e

B que se movem em uma dimensdo, tal como ilustrado na Figura 3, mas
também podem ser pensados como as coordenadas cartesianas de um unico

corpo que descreve uma curva cubica no plano.

Buscamos obter a relagédo entre os fluxbes x e y desses fluentes, tendo

em vista que as quantidades x e y, depois do intervalo infinitamente pequeno

o, passam a ser x+xo € y+yo, ainda satisfazendo a mesma relagao

proposta mais acima. Obtemos
L] L] 2 L] 3 L] L] 2
x’ +3x2(x0j+3x(xoj +(xoj —ax2—2ax(xoj—a(xoj
+axy+ay(;oj+a(;oj( ;ojmx(;oj
L] L] 2 L] 3
—y3—3y2(yoj—3y(yoj —(yoj =0
Para ficar mais claro, reagrupamos os termos:
L] L] 2 . 3 L] L] 2
(x3 —ax’ +axy—y3)+ 3x2(xoj+3x(xoj +(x0j —2ax(xoj—a(xoj
L] L] L] L] L] L] 2 L] 3
+ay(xoj+a(xoj(yoj+ax(y0j—3y2(yoj—3y(yoj —(yoj =0

Usando que x’ —ax’ +axy -y’ =0 na equacéo, teremos
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L] L] 2 L] 3 L] L] 2
3x° (x oj + 3x(x oj + (x oj - Zax(x oj - a(x oj
L] L] L] L] L] L] 2 L] 3
+ ay(xoj + a(xoj(yoj + ax(yoj —3y2(yoj —3y(yoj —(yoj =0
Newton postulou que podemos, em qualquer problema, desprezar os

termos que aparecem multiplicados por poténcias de o maiores ou iguais a 2 e

obter assim uma equagao envolvendo as coordenadas x e y do ponto gerador

da curva e seus fluxbes x e y. Ele despreza os termos sem nenhuma

justificativa, simplesmente porque sabe intuitivamente que s&o termos
infinitamente pequenos, ainda menores que os outros. Fazendo isso no

exemplo tratado, ficamos com

3x2()’coj—2ax().coj+ay(;coj+ax()./oj—3y2()./oj:O
Entao, dividindo por o, obtemos

3x? ).c— Zax).c+ ay).c+ ax)./— 3y° y =0
A relagcao também pode ser escrita como

2_3x2—2ax+ay+ay

2
X 3y —ax

Se verificarmos de maneira atual o que Newton fez em seu método dos
fluentes, veremos que é a mesma coisa que fazer a derivagao implicita de uma

fungdo y(x) obtida como curva de nivel da superficie z= f(x,y) em z=0.
No exemplo ja tratado, tome
f(x,y)zx3 —ax’ +axy—y> =0
f é uma fungao diferenciavel com derivadas parciais

f =3x" —2ax+ay

fy:ax—3y2
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Derivando implicitamente f(x, y(x)) com respeito a x, obtemos

Py =1+ f, 2 =0

—f)C _3x2—2ax+ay+ay_ﬁ
fy 3y® —ax dx

Imaginamos agora que a curva tratada seja uma trajetoria temporal

Portanto

r(t)=(x(t),y(t)) de um objeto no plano com velocidade v(¢)= (;c(t), )./(t)).
Queremos obter uma relacédo entre as componentes da velocidade a partir da

derivada da curva y(x) ja obtida. Fazemos

d dy dx
el 1) = =22
g =

E portanto,

y_ﬂ_3x2—2ax+ay+ay

2
X dx 3y" —ax

Retornamos assim a relagdo entre os fluxdes (velocidades) obtida por

Newton.

Para termos também uma visualizagdo grafica, consideraremos o

Grafico 1, que representa o movimento bidimensional de uma particula.

Supomos que o0s pontos P(x,y) e P'[x+xo,y+yoj sdo as posi¢coes da
particula no tempo inicial e no tempo inicial mais o incremento o. A reta PP’
nao € a tangente a curva no ponto P, mas dela se aproxima a medida que o

incremento o vai ficando pequeno. Em linguagem moderna, a reta PP’

coincidira com a tangente quando o — 0, com sua inclinagéao X coincidindo
X
, d
com a derivada % .
dx

15
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Grafico 1: Representagdo de um objeto qualquer.

Nao é facil entender as operagdes realizadas por Newton, em parte pela
falta de um conceito preliminar de limite e em parte pelo contexto matematico

sofisticado em que séo construidas.

Nos cursos introdutorios de Calculo (veja, por exemplo, STEWART

2006), a nogao de derivada é introduzida para fungdes de uma variavel y(x),

considerando-se variacdes infinitesimais da variavel independente x. Por outro
lado, Newton introduziu suas no¢gdes em um contexto (na visdo moderna) de
trajetorias em duas dimensdes, que modernamente s6 s&o estudadas em um

segundo curso de Calculo.

A falta de um conceito adequado de limite também pesa contra a
compreensibilidade da argumentagdo de Newton. Sdo desprezados termos de
ordens maiores ou iguais a dois no incremento o sem uma justificativa
convincente, ainda que em retrospectiva esses passos possam ser justificados

com o conceito de limite. Outro aspecto relacionado a esse € que Newton
considera que os momentos (incrementos infinitesimais) em x e ysdo xo e
yo. Como os fluxbes x e yestdo sendo definidos nesse momento, isso &

perfeitamente possivel. Assim, x €& definido como o quociente entre o

incremento infinitesimal em x e o incremento infinitesimal temporal o. Porém,
16



Newton também pretende atribuir a x a nogao de “velocidade”, sem justificar
adequadamente a identificacdo dessa grandeza matematica nova com um

conceito fisico preliminar.

A questao do infinitésimo usado por Newton no método das fluxdes nao
era algo exclusivo dele. Seus predecessores e contemporaneos ja haviam

abordado a questdo com argumentos analogos.

Podemos ver isso claramente no trabalho de Pierre de Fermat (1601-
1665) para determinar os maximos e minimos de uma curva. A ideia era que na
vizinhanga de um maximo ou minimo, uma fungaéo permaneceria invariante sob
deslocamentos infinitesimais de seu argumento. Essa é exatamente a mesma
ideia usada na matematica moderna, quando se busca identificar os pontos
extremos a partir dos valores do argumento para os quais a derivada se anula.
No caso do método de Fermat, ja havia uma significativa perda de clareza

devido a falta de um conceito bem estruturado de limite.

O raciocinio de Fermat era que se f(x) tem um maximo ou minimo em
x e se E €& um numero pequeno, entdo o valor de f(x—E) € quase igual ao
de f(x). Para identificar o ponto de extremo faz-se f(x)= f(x-E), dai obtém-

se x em termos de E e, para tornar a igualdade correta, toma-se E=0.
Porém, em geral a obtencdo desse x envolvia uma divisdo por E, o que

tornava o passo seguinte extremamente questionavel.

Por exemplo, considere o problema de dividir uma quantidade Q em
duas partes, QO =x+(Q-x), tais que seu produto f(x) = x.(Q— x) seja maximo.

Em primeiro lugar, fazemos f(x)= f(x—E):

x(Q-x)=(x-E)[0-(x-E)]
0=2xE-E*-EQ
0=2x-E-Q

x:E+Q
2
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0

Tomando E =0, segue x :3, mesma solugao obtida pelos métodos modernos

de otimizagcdo. Embora a légica de Fermat deixasse a desejar, € clara a
analogia com o processo de derivagédo usual, seguido da obtenc&o das raizes
da derivada. Os questionamentos que se colocaria sobre o incremento £ que
mais tarde era tomado valendo zero sdo os mesmos que se faria a respeito do
incremento infinitesimal o proposto por Newton, pertencente a uma geragao

posterior de matematicos.

Apesar das criticas que se pode fazer ao rigor matematico dos trabalhos
originais de Newton, ele proprio era bastante meticuloso e autocritico de seus
resultados. Suas resolucdes eram plenamente satisfatérias para a época e sua
contribuicdo para a Matematica em geral e principalmente para o Calculo foram

excepcionais.
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GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716)

Figura 4: Representagao de Leibniz.

Os temas que interessavam a Leibniz em sua juventude eram o Direito e
a Filosofia, formagdes que obteve na Universidade de Leipzig, cidade alema
onde nasceu. Em 1666 recebeu o grau de doutor em Direito pela Universidade
de Altdorf, pois a burocracia universitaria de Leipzig o considerava muito jovem
para essa honraria aos 20 anos de idade.

Em 1668 Leibniz se tornou servidor publico dos estados alemées e
quatro anos depois foi para Paris cumprindo missao diplomatica. A misséo Ihe
deu oportunidade para satisfazer seus varios interesses em todos os campos,
de erudicdo e artes. Seus conhecimentos acerca da matematica na época
ainda eram superficiais, mesmo considerando que ja escrevera um pequeno
tratado sobre Analise Combinatdria, assunto motivado por seus estudos de
Logica.

Com toda essa diversidade de interesses e contribui¢gdes, que incluiam
histéria, religido, politica, histéria natural, geologia, fisica, mecanica,
matematica, tecnologia e filosofia, Leibniz muitas vezes tem sido considerado
um erudito universal. Em geral, Leibniz partia de ideias universais e as aplicava

em campos especificos.
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Leibniz era um grande otimista e idealista. Ele acreditava no poder de
reunir as correntes religiosas conflitantes de seu tempo numa unica igreja crista
universal. Acreditava também que poderia encontrar um caminho para a
cristianizagcado da China através do que entendia ser a imagem da criagao na
aritmética binaria, também convém lembrar que Leibniz identificou em
traducbes de manuscritos chineses que eles aparentemente conheciam a
representac&o binaria de numeros (o famoso | Ching), dai a inferéncia do um —
divindade, entre outros. Leibniz identificava Deus com a unidade e o nada com
o zero. Imaginava que, assim como na aritmética binaria todos os numeros se
expressam por meio da unidade e do zero, tudo o mais tivesse sido criado a
partir da acdo de Deus e sua negacéo. Essa idéia agradava tanto a Leibniz que
a comunicou ao jesuita Grimaldi, presidente do conselho de Matematica da
China, na esperanga de que ele pudesse converter o imperador chinés, que era

muito ligado a ciéncia, ao cristianismo.

Outro exemplo das associagbes teologicas de Leibniz esta na
identificacdo dos numeros imaginarios com o0s espiritos sagrados das

Escrituras Cristas, entre as coisas que sdo e nao séao.

Leibniz também foi ativo em outros campos da matematica: projetou e
construiu uma maquina calculadora que executava a adicdo, a subtracdo, a
multiplicagdo e a divisao; estudou e explorou a teoria dos determinantes, na
qual o moderno uso dos indices duplos tornou-se muito util. Também se

dedicou aos estudos dos numeros algébricos.

Leibniz usou o método dos coeficientes indeterminados para a

determinacado da expansao em série de log(l+ x), trabalho que foi publicado

em 1693, ja com algumas adaptagcbes notacionais. Assim ele deduziu
expansdes em séries para a fungao logaritmica, a fungéo exponencial, o seno e

O coseno.

Comumente atribui-se a Leibniz a criacao da teoria dos determinantes
em 1693, visando o estudo de sistemas de equacbes lineares, embora
consideragdes semelhantes ja tivessem sido feitas antes no Jap&o por Seki
Kowa (1642-1708).
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Leibniz também contribuiu muito para langar os fundamentos da teoria
das envoltorias e definiu circulo osculador, mostrando sua importancia no

estudo das curvas.

Leibniz em 1676 chegou a mesma conclusdo que havia chegado Newton
alguns anos antes sobre o Calculo Diferencial. Para qualquer funcéo, as
operagbes para encontrar "somas" (integrais) ou "diferengas" (diferenciais)
poderiam ser sempre aplicadas®. O destino havia reservado a Leibniz a tarefa
de elaborar notagdes apropriadas para essas operagdes. Um incremento
diferencial para Leibniz era uma diferenca entre dois valores infinitamente
proximos de uma variavel. Preocupado com as simbologias, férmulas e regras,

Leibniz acabou optando pela notagdo dxedy para representar as diferenciais

de xe y, respectivamente.

A grande descoberta do Calculo por Leibniz ndo foi publicada
imediatamente, mas somente em 1684. Ele teria esperado ainda mais, se
alguns artigos prévios de E. W. Von Tschirnhaus (1651-1708) n&o o tivessem
incitado a isso. Os artigos de Leibniz foram publicados nas Acta Eruditorum
Lipsiensium® (Atas dos Eruditos de Leipzig), primeiro periédico da Alemanha,
fundado em 1682. O primeiro artigo sobre o Calculo Diferencial de Leibniz,
publicado em 1684, apresentava um novo método para a obtencdo de

maximos, minimos e tangentes, conforme ilustrado na Figura 5.

4 Hoje sabemos que nem todas as fungbes sdo derivaveis em todos os pontos, ou mesmo
integraveis em todos os intervalos. Mas o processo de derivagdo ou integracédo, caso seja
factivel, & independente da funcéo.

® Acta Eruditorum Lipsiensium foi a primeira revista cientifica alema, inspirada no Journal dés
Savants francés e publicada mensalmente entre 1682 e 1782. Fundada em Leipzig por Otto
Mencke, seu primeiro editor, e por Gottfried Wilhelm Leibniz.
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Figura 5: Artigo de Leibniz com um novo método para determinagéo
de maximos e minimos, publicado em Acta Eruditorum Lipsiensium.

Depois da descoberta do calculo, Leibniz contribuiu com o
desenvolvimento de técnicas, tais como o uso dos coeficientes indeterminados,
o uso de determinagdo dos contornos, e a integracdo das fungbes racionais

mediante fragdes parciais e a denominada Regra de Leibniz para produtos.
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Em 1700, Leibniz participou da fundagdo da Academia de Ciéncias de
Berlim e posteriormente se empenhou em criar academias semelhantes em

Dresden, Viena e S&o Petersburgo.

As pesquisas de Leibniz em torno de sua Characteristica Generalis
levaram-no a conceber planos de uma teoria de l6gica matematica, estruturada
em regras formais, que obviaria as necessidades do raciocinio. Nessa diregéo,
Leibniz conseguiu, em terminologia corrente, formular as principais
propriedades da adigao, multiplicagdo e negacéao logicas, considerou a classe
vazia e a inclusdo de classes e notou a semelhanga entre algumas

propriedades da inclusido de classes e a implicacdo de proposicoes.

Os ultimos sete anos da vida de Leibniz foram amargurados pela
polémica com Newton e seus partidarios, acerca da primazia da criagdo do
Calculo Diferencial. Conta-se que quando faleceu, em 1716, apenas seu fiel

secretario compareceu ao funeral.
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4.1 OS CONCEITOS DO CALCULO DIFERENCIAL DE
LEIBNIZ

Segundo BARON e BOS, 1985:

A diferencial de uma variavel y €& a diferenga infinitamente
pequena entre dois valores consecutivos de y. Para uma curva
tracada em relagdo a um eixo-x e a um eixo- y (ver figura) Leibniz
considera a sequéncia das ordenadas y e a sequéncia
correspondente das abcissas x. As ordenadas estdo situadas
infinitamente proximas; dy € a diferenga infinitamente pequena
entre duas ordenadas y consecutivas e dx € a diferenga

infinitamente pequena entre duas abscissas x .

Grafico 2: Representagao grafica de dy e dx infinitamente

pequena, retirada de BARON e BOS, 1985.
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Para um leitor moderno nao fica claro qual caracteristica tornaria duas
ordenadas ou duas abscissas infinitamente proximas. Porém, a visao de
Leibniz estava bem encaixada dentro do contexto da época. Acima de tudo, ela
€ seguida de regras operacionais importantes para viabilizar calculos
posteriores. Entdo Leibniz considerava a diferencial sendo a diferenga entre
dois valores infinitamente proximos de variavel dada. Para que o Calculo

ficasse mais bem descrito, ele criou as notagcbes dy e dx para representar as

diferenciaisde ye x.

Em suas operacdes de Calculo, Leibniz considerava que as diferencgas
eram infinitamente pequenas, com graus de pequeneza que poderiam ser
comparados, permitindo o abandono de termos de grau superior.Ele dizia que a
razado dy:dx era finita, o que significava que dye dx eram infinitésimos de

mesmo grau. Por outro lado, esses infinitésimos poderiam ser desprezados
quando confrontados com grandezas que n&o eram infinitesimais. Assim, ele

poderia dizer que
x+dx=x

Afirmacédo essa que hoje seria melhor explicado usando o recurso do

conceito de limite.

Esse artificio se refletia em resultados semelhantes para a comparacao
de grandezas infinitesimais de ordem superior. Por exemplo, uma vez que

a+dy =a, podemos fazer
adx+dy.dx=(a+dy)dx=adx,

0 que significava que o produto de diferenciais poderia ser desprezado quando

confrontado com termos do mesmo grau das proprias diferenciais.

Com o objetivo de construir um método pratico para calcular a inclinagéao
da reta tangente a uma curva em um ponto (x,y) considerando variagdes até
um segundo ponto (x+dx,y+dy), que hoje chamariamos de derivagdo da
curva no ponto, Leibniz devia ter em mente que as diferenciais dy e dx podiam

ter diferentes tamanhos, conforme a escolha do segundo ponto sobre a curva.
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Porém, o quociente dy/dx ficaria bem definido a medida que as diferenciais se
tornassem efetivamente infinitésimos e coincidiria com a inclinagédo y/¢ do

tridangulo ilustrado no Grafico 2. Ou seja, coincidiria com a inclinacdo da
tangente a curva no ponto. Mas sem um processo de limite, como fazer as
diferenciais se tornarem efetivamente infinitésimos? A resposta operacional
vinha exatamente da instauracdao de um regime de abandono das diferenciais

de ordem superior quando confrontadas com diferenciais de ordem mais baixa.

Para que isso fosse feito de maneira mais direta, Leibniz introduziu

regras de calculo as quais recorremos até hoje:
da =0 se a é constante

d(u+v)=du+dv

d u v) udv + vdu
d[ u j vdu udv
v

d(u ) nu""'du (também valido para » racional ou negativo)

As regras de Leibniz sequem do abandono de diferenciais de ordens
superiores. Por exemplo, para o produto,

d(u.v) =Ww+du).(v+dv)—uv
=uv+udv + vdu + dudv —uv
= udv + vdu + dudv

= (u+du)dv +vdu

=udv + vdu

onde a ultima identidade segue da identificagdo de u +du com u.

E importante lembrar que quantidades infinitamente pequenas n&o foram
propriamente definidas e nao foi provado que poderiam ser desprezadas com
respeito as quantidades finitas. Leibniz fazia isso de forma intuitiva.
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5.

CONFLITOS ENTRE NEWTON E LEIBNIZ

Nao podemos deixar de falar que as descobertas feitas por Newton e
Leibniz foram de grande importancia para o Calculo Diferencial, mas junto com
elas vieram muitos conflitos entre esses dois pensadores, provocando um

enorme atraso no desenvolvimento matematica.

Nos anos 1670 Leibniz era uma figura se destacando cada vez mais na
matematica européia, sobretudo apds seu estabelecimento em Paris. Em 1673,
aproveitando uma missao diplomatica, Leibniz esteve pela primeira vez em
Londres. Nao consta que tenha se encontrado com Newton, mas sabe-se que
travou conhecimento com varios matematicos ingleses conhecedores de

Newton e de seu trabalho, particularmente Henry Oldenburg e John Collins.

Na visita a Londres de 1673, um dos assuntos principais dos encontros
cientificos de Leibniz era o desenho da maquina de calculo na qual trabalhava
desde 1671 e que seria uma evolugdo da maquina desenvolvida anteriormente
por Pascal, agora com a capacidade de fazer multiplicagdes. Leibniz naquele
momento também tinha grande interesse na teoria de séries infinitas. Em
Londres Leibniz adquiriu um exemplar do Geometrical Lectures de lsaac
Barrow, predecessor de Newton na catedra Lucasiana de matematica da

Universidade de Cambridge.

Essa primeira visita a Londres e o contato com os matematicos da época
acabou convencendo Leibniz de que precisava investir mais em seus proprios
estudos de matematica. Em 21 de novembro de 1675 Leibniz escreveu um

manuscrito em que empregou pela primeira vez a notagao
[ £(odx

Nesse mesmo manuscrito a regra de derivagdo do produto foi
enunciada. Naquele momento nada do método dos fluxdes de Newton havia

sido publicado. E possivel que Leibniz tivesse tido contato com uma parte
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dessa teoria através de conversas com outros matematicos e de anotacdes
esparsas que corriam. Mas mesmo que isso tenha acontecido, é até mesmo
questionavel se Leibniz teria reconhecido a conexdao com seus proprios
estudos, pois os métodos de Newton seguiam um viés geométrico que |he

pareceria estranho.

Os contatos diretos entre Newton e Leibniz comegcaram em 1676. Em
junho daquele ano Newton escreveu uma carta para Oldenburg, que
eventualmente chegou as maos de Leibniz. Nessa carta Newton tratava do
teorema binomial e de séries infinitas. Ele mencionava que todas as curvas
mecanicas podiam ser reduzidas a series infinitas e ainda que as areas e
comprimentos de curvas e os volumes e areas superficiais de solidos podiam
ser computados por meio dessas séries. Newton ndo discute seus fluxdes

nessa carta.

Essa primeira carta levou cerca de seis semanas para chegar as méaos
de Leibniz. Assim, apesar da resposta de Leibniz para Newton ter sido escrita
imediatamente, talvez tenha parecido ao inglés que a demora significava que o
alemao estava relatando resultados obtidos ja sob a influéncia de suas idéias.
Em sua resposta Leibniz descrevia seu proprio trabalho sobre séries e pedia
explicagdes sobre os argumentos expostos na primeira carta.

Newton escreveu uma segunda carta, agora dirigida diretamente a
Leibniz, em 24 de outubro de 1676, mas que s6 chegou as maos do
destinatario em junho de 1677, pois Leibniz estava em Hanover naquele
momento. Alguns autores acreditam que Newton ja tinha desconfiangcas a
respeito de Leibniz estar roubando suas idéias no momento em que escreveu
essa carta. Ele menciona que tinha obtido um método geral para o tragado de
tangentes, a determinacdo de maximos e minimos e outros tépicos. Newton
ainda ndo mencionava seus fluxbes e fluentes, mas provavelmente dava a
entender a Leibniz que tinha uma teoria similar aquela que ele estava

desenvolvendo.

Em sua resposta a segunda carta de Newton, enviada em 1677, Leibniz
fez uma descricdo completa de seus métodos de calculo diferencial e integral,

incluindo a regra para a diferenciagado de fungdes compostas.
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Em 1684 Leibniz publicou o seu método do Calculo Diferencial no artigo
Acta Eruditorum Lipsiensium e em 1686 publicou outro artigo falando do
Calculo Integral. Por outro lado, o Método dos Fluxdes de Newton sé foi

publicado em 1736.

O atraso na publicagdo dos resultados de Newton ja era um fator
complicador, ao qual se somou o atraso também na publicagdo dos resultados
de Leibniz. Se ele tivesse publicado nove anos antes o artigo que s6 apareceria
em 1684, grande parte da controvérsia seria desfeita, com o devido
reconhecimento dos méritos de parte a parte. Porém, os atrasos combinados
conspiraram para a formacdo de uma situacdo desconfortavel na qual tanto
Newton quanto Leibniz tinham argumentos a favor de suas primazias no

desenvolvimento do Calculo.

Em 1711 Newton publicou um artigo no Transactions of the Royal
Society of London no qual acusava Leibniz de ter plagiado seu Método dos

Fluxdes. Leibniz responde dizendo que nunca teve acesso a esses resultados.

Com o passar do tempo a situagdo se complicava, pois cada dia mais
pessoas eram envolvidas. De um lado Newton com seus aliados defendia ser o
inventor do Calculo. Do outro lado Leibniz ndo aceitava a falta de
reconhecimento por suas descobertas. Com isso iniciava-se a disputa pela
prioridade na invengao do Calculo entre dois grandes matematicos. Tudo isso
fez com que surgissem grandes conflitos e acusagcédo entre matematicos da
época pertencentes as facgbes que se opunham. Iniciava-se uma guerra de

interesses.

Varios ataques foram feitos a Leibniz. Duillier (1664-1753) em 1699
falava que Newton havia sido o inventor do célculo. Do mesmo modo, em 1708
John Keill (1671-1721) afirmava que Newton era o inventor do calculo e que

isso era comprovado pelas cartas publicadas por Wallis.

Esse acumulo de ataques levou Leibniz a se queixar a Royal Society de
Londres em um momento em que o proprio Isaac Newton era presidente dessa
sociedade. A Royal Society instituiu um comité para estudar o assunto, o qual

concluiu em seu relatério que Newton havia sido efetivamente o inventor do
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Calculo. Porém, acredita-se que esse relatério foi escrito pelo préprio Newton,
que conseguiu com sua influéncia a aprovacdo dos demais membros do

comité.

Toda polémica e conflitos gerados para definir se era Newton ou Leibniz
o inventor do calculo foi muito prejudicial para a matematica da época.
Estudiosos ocupavam grande parte de seu tempo e esforgo somente reunindo

argumentos para se posicionar.

Os partidarios ingleses de Newton em geral acusavam Leibniz de plagio.
E por esse motivo também relutavam em adotar o formalismo e as notagdes
introduzidos por Leibniz, que eram mais eficientes. Tanto que s&o adotados
universalmente hoje em dia. Ninguém se prestaria a fazer concessdes ao lado
“inimigo”. Tudo isso fez com que a o desenvolvimento do Calculo na Inglaterra
fosse retardado, ao contrario do que acontecia na Europa continental, onde
partidarios de Leibniz seguiam com um forte progresso em matematica e
ciéncias exatas. O eixo principal de desenvolvimento da matematica foi se

deslocando para a Francga e outros paises do continente.

Na Suiga a familia Bernoulli ao longo dos séculos XVII e XVIII inovava
em varios campos da matematica, fisica e astronomia. Na Franga Rolle
publicava seu Méthodes pour résoudre les égalités (1691), De Moivre
estabelecia a relagcdo entre fungbes trigonométricas e numeros complexos
(1707) e La Hire calculava o comprimento da cardidide (1708). Na Italia Ceva
publicava os primeiros tratados de economia matematica (1711) e Riccati
fornecia as solugbes de varias equagdes diferenciais (1724). Mais adiante
Leonhard Euler (1707-1783), trabalhando na Sui¢a e na Russia, se tornaria um
dos cientistas mais importantes e produtivos de todos os tempos, com
contribuicdes essenciais para varios ramos da matematica, fisica e varias

outras ciéncias.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Vimos no decorrer deste trabalho que as visdes do Calculo introduzidas
por Newton e Leibniz diferiam em varios aspectos, apesar de ser possivel sua
unificagdo. O Calculo de Newton era de natureza muito mais geométrica e
mecanica, usando variaveis diretamente ligadas as curvas e o préprio conceito
de velocidade. A visdo de Leibniz era mais proxima da nogao de fungdo como
entendemos hoje, tanto que sua formulagdo € a que prevalece nos livros

didaticos publicados até hoje.

Porém, tanto a formulagdo de Newton quanto a de Leibniz padeciam de
problemas graves na maneira com que as operagdes eram realizadas,
particularmente o abandono de termos infinitesimais de ordem superior, que
eram entendidos e justificados de forma sobretudo intuitiva, se a preocupagéao
formal que hoje tem a matematica moderna. No Calculo de hoje essas
operacoes fundamentais sdo bem melhor explicadas com o conceito de limite
bem definido. Mas ndo podemos esquecer que essas resolugbes eram

plenamente satisfatérias para a época.

Hoje a operacdo de diferenciacdo estabelece a relagdo entre uma
funcdo e sua funcao derivada. Ao contrario da visdo do tempo de Newton, na
qual calcular os fluxos de fluentes significava associar uma velocidade finita a
um corpo que descreve uma trajetdria. A visdo de Leibniz era mais préxima da
visdo atual, apenas com algumas diferengas no tratamento e abandono dos
termos de ordem superior, 0 que hoje é feito de forma rigorosa através de
processos de limite. As regras de diferenciagado estabelecidas por Leibniz sao

essencialmente as mesmas que adotamos hoje.

O mais interessante € que mesmo com essas maneiras diferente de se
entender a derivada os resultados obtidos por Newton e Leibniz eram
basicamente os mesmos e coincidem perfeitamente com o que obtemos na

metodologia moderna.

O Calculo introduzido por Newton e Leibniz foi extremamente produtivo
para a matematica e as ciéncias exatas em geral, com a introdugcdo de
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métodos concretos e gerais para o estudo e otimizacdo de funcdes e para a

determinacao da evolugao temporal de sistemas diversos.

Essa revolugdo também foi marcada pelas amargas disputas entre
Newton e Leibniz e seus partidarios a cerca da primazia na invengao do
Calculo, o que pode inclusive ter evitado uma evolugao ainda mais rapida da
matematica no século subsequente, sobretudo devido a relutdncia dos

matematicos da época em concordar sobre métodos e notagdes universais.

Apesar de tudo isso, Newton e Leibniz foram fundamentais para o
desenvolvimento do Calculo, pois veio deles o pontapé inicial para os

desenvolvimentos que levaram a Matematica ao ponto em que esta hoje.

Pode-se assumir com boa dose se seguranga que Newton desenvolveu
o Calculo primeiro em seu Método dos Fluxées. Mas também pode-se afirmar
que poucos anos depois Leibniz ja estava desenvolvendo seus conceitos de

forma independente.

O fator que pode explicar essa aparente e surpreendente coincidéncia é
que essas conquistas ndo devem ser vistas como eventos isolados. Pelo
contrario, eram conquistas que a matematica da época exigia. Houve varios
matematicos precursores de tais ideias e que inclusive ja haviam antecipado
uma parte do formalismo, particularmente o francés Pierre Fermat, o inglés

Isaac Barrow, entre outros.
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