UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Dissertacao de Mestrado

Sobre uma classe especial de grupos nilpotentes

Claudiano Henrique da Cunha Melo

Belo Horizonte
2015






UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Claudiano Henrique da Cunha Melo

Sobre uma classe especial de grupos nilpotentes

Dissertacao apresentada ao corpo docente
de Pos-Graduagao em Mateméatica do Ins-
tituto de Ciéncias Exatas da Universidade
Federal de Minas Gerais, para a obtencao
de Titulo de Mestre em Matematica, na
Area de Algebra.

Orientadora: Ana Cristina Vieira

Belo Horizonte
2015



i

Melo, Claudiano Henrique da Cunha
Sobre uma classe especial de grupos nilpotentes
o0 péginas
Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Ciéncias
Exatas da Universidade Federal de Minas Gerais. De-

partamento de Matemaética.
1. &lgebra
2. p-grupos
3. classificacao

I. Universidade Federal de Minas Gerais. Instituto de

Ciéncias Exatas. Departamento de Matematica.

Comissao Julgadora:

Prof. Dr.

Nome

Prof. Dr.

Nome

Prof. Dr.

Ana Cristina Vieira



iii

Dedicatdria

A toda minha familia.



iv
Agradecimentos

Agradeco & minha orientadora Ana Cristina Vieira, pela paciéncia e pelo incentivo;
aos demais professores do Departamento de Matematica, que colaboraram para minha,
formagao; & CAPES, pelo auxilio financeiro; aos meus amigos ¢ a minha familia pelo

apoio constante.



Resumo

Os p-grupos finitos formam uma classe especial de grupos nilpotentes e sdo objetos
de grande importancia na teoria dos grupos. Neste trabalho, apresentamos resultados
classicos da teoria de p-grupos finitos e alguns resultados de classificacao, como por
exemplo uma classificacdo simples para os grupos de ordem p*? usando o conceito de

extensoes tipo.

Palavras-chave: algebra, p-grupos, classificacao
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Abstract

Finite p-groups form a particular class of nilpotent groups and are very important
objects in group theory. In this work, we present classical results from the finite p-
groups theory and some results of classification such as a simple classification of the

groups of order p* using the concept of extension types.

Keywords: algebra, p-groups, classification



Introducao

Neste trabalho abordamos resultados cléssicos a respeito de uma classe particular de
grupos nilpotentes: os p-grupos finitos. Entendendo a estrutura dos p-grupos obtemos
informacoes que nos ajudam a compreender a estrutura dos grupos nilpotentes finitos,
j& que estes podem ser decompostos como produto direto de seus p-subgrupos de Sylow
que, Por sua vez, Sa0 P-grupos.

No primeiro capitulo desta dissertac¢do, apresentamos resultados basicos [4, [11] sobre
a teoria de p-grupos finitos.

No segundo capitulo, usando resultados sobre automorfismos de p-grupos, damos
uma classificacdo de alguns tipos especiais de p-grupos, a saber: [11] os p-grupos que
contém um subgrupo maximal ciclico e os p-grupos que contém um Gnico subgrupo
ciclico de ordem p.

Ja no terceiro capitulo, seguindo os passos de [I] Adler, apresentamos ainda uma
classificacio dos grupos de ordem p* usando o conceito de extensdes tipo. Essa classifi-
cacao é interessante pois usa apenas resultados elementares, e é, portanto, mais simples
que as classificacoes apresentadas em 1893 independentemente por Otto Ludwig Holder
(1859-1937) e Jacob William Albert Young (1865-1948) e que a apresentada no livro
texto Endliche Gruppen I [5], de 1967, cujo autor é Bertram Huppert.

Terminamos o trabalho fazendo algumas consideragoes sobre os grupos de ordem
p°, p% e p”. Ao longo deste trabalho, p denotara um primo e G serd um grupo finito, a

menos que algo seja dito em contrario.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos resultados cléssicos sobre a teoria de p-grupos e de grupos

nilpotentes, suas estruturas e seus automorfismos.

1.1 p-Grupos finitos

Dado um primo p, um grupo G é dito um p-grupo se todo elemento de G tem ordem
poténcia de p. Quando G é um p-grupo finito, o teorema de Cauchy garante que
|G| = p", para algum n € N.

Os p-grupos tém natural importancia na teoria de grupos finitos devido ao classico

Teorema de Sylow.

Teorema 1.1. (Teorema de Sylow) Seja G um grupo de ordem p"m, com n > 1 e

(p,m) = 1. Entdo G contém um subgrupo de ordem p’ para cada 1 < i < n.

Temos ainda que todo subgrupo de G de ordem p’ (i < n) é normal em algum
subgrupo de ordem p't!. Um subgrupo de G com ordem p" é dito um p-subgrupo de
Sylow de G.

Dado um grupo G, o conjunto dos elementos que comutam com todos os outros

elementos de G é chamado de centro de G e é denotado por Z(G).
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Teorema 1.2. Se G é um p-grupo, entdo G tem centro nao trivial.

Demonstragao. Sejam |G| = p" e {1, x2, ..., z;} um conjunto completo de representan-
tes das classes de conjugacao de G. Assim, G = C(z1) U C(z2) U ... U C(x). Portanto,
|G| =n1 +ng + ... + ng, onde n; = |C(x;)]-

Suponha, por contradicdo, que o centro de G ¢é trivial. Entdo existe apenas uma
classe de conjugagdo de G que contém um tnico elemento que é a classe do elemento
neutro de G, digamos ny = 1 e n; > 1 para todo i > 1. Sabemos que cada n;|p", entao
juntando essa informagao ao fato de que n; > 1 para todo ¢ > 1, concluimos que todo
n;, com ¢ > 1, é poténcia de p.

t
Logo p" = |G| =1+ > n; =1+ kp, para algum inteiro k, um absurdo. O
i=2

Queremos obter informagdes sobre a estrutura de p-grupos finitos exclusivamente a
partir de sua ordem. Obviamente, quando |G| = p entao G é um grupo ciclico e, neste
caso, escreveremos G ~ C,. Vamos ver o que podemos dizer sobre p-grupos com ordem
pequena.

A proxima observacao sera util no nosso trabalho.
Observacgao 1.3. Se G/Z(Q) é ciclico, entdo G é abeliano.

De fato, seja yZ(G) um elemento de G/Z(G) que o gera. Entao todo elemento de
G ¢ da forma y'z para algum z € Z(G). Sejam g1,92 € G, temos que g1 = y'z1 e
go = Y2z, para algum 21,23 € Z(G). Entdo
9192 = Y"1 21y 2 = Y YRz 20 = Y2y ez = Y22y 21 = gag1

Com isso, o centro de um grupo nunca é de indice primo. Consequentemente, é

claro que se |G| = p", entdo |Z(G)| # p" L.
Teorema 1.4. Todo grupo G de ordem p? é abeliano.

Demonstra¢ao. Como G é um p-grupo, tem centro nao trivial e além disso, |Z(G)| # p

pela observagdo anterior. Apenas nos resta |Z(G)| = p2. O
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Dado um grupo G e um elemento « € G, definimos o centralizador do elemento x
em G como Cg(x) := {g € G | gv = zg}. Podemos estender essa defini¢do para um
subconjunto X C G nao vazio e definir o centralizador de X em G como Cg(X) :=
{g € G| gr = xzg para todo x € X }.

Dado um subconjunto X C G nao vazio e um elemento g € (G, definimos o conjugado

! = {gxg~! |z € X} e o normalizador de X em G como

de X por g como X9 :=gXg~
Ng(X) :={g9g € G| X9 = X}. Se H é um subgrupo de G entdo Ng(H) é o maior

subgrupo de G no qual H é normal.

Teorema 1.5. Sejam G um grupo e p o menor primo que divide |G|. Se G possui um
subgrupo H tal que [G : H] = p, entdo H < G. Em particular um subgrupo de indice

2 ¢é sempre normal.

Demonstra¢ao. Defina S := {gH; g € G} e considere a agao de multiplicacao a es-
querda ¢ de G em Sym(S), que tem ordem p! ja que H tem p classes laterais a esquerda.

Para cada gp € G temos

¢(g0): S — S

gH — go.gH.

Defina K := ker(p), entdo claramente K é subgrupo de H. Digamos que [H : K| =
k, entdo [G : K| = [G : H|.[H : K] = pk. Defina também L := Im(p) subgrupo de
Sym(S). Entao |L| divide p!.

Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, G/K ~ L, com isso concluimos que pk =
|G : K] divide pl. Ou seja, k divide p!/p = (p — 1)!. Como p foi tomado como o menor
primo que divide |G|, todo nimero primo divisor de k é maior ou igual a p.

Por outro lado, todo ntmero primo que divide (p — 1)! ¢ menor que p. Entao,
devemos ter £k =1 e com isso H = K. Como toda ac¢do € um homomorfismo, devemos

ter K <1 G e, portanto, H < G. O
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1.2 Grupos soliveis e nilpotentes

Os p-grupos finitos fazem parte de classes maiores de grupos, como definidas abaixo.

Defini¢ao 1.6. Dizemos que um grupo G é soluvel se ele possui uma série abeliana
que comeca em {1} e termina em G, ou seja, se ele possui subgrupos G; tais que
{1} =Gy < Gy < ... < Gy, = G e cada quociente G;41/G; é abeliano.

Entdo se G € um p-grupo finito, de ordem p™, o Teorema de Sylow garante que ele

possui um subgrupo G,_; de ordem p" 1.

Como o indice [G : G,—1] = p temos que
Gnh—1 < G e que o quociente G/G,—1 ~ Cp, que é ciclico, logo abeliano. Repetindo
o raciocinio para o grupo G,,—1 obteremos uma série abeliana que estabiliza em {1},
donde concluimos que todo p-grupo finito é solavel.

Dado um grupo G, definimos o subgrupo G’ = [G, G| < G como o subgrupo gerado
por todos os comutadores de G, ou seja, G' = [G,G] = ([g,h] = ghg 'h~' | g,h € G).
Esse subgrupo ¢ normal e o quociente G/G’ é abeliano.

Uma propriedade importante que temos aqui é que o quociente G/G’ é o maior
grupo quociente de G que é abeliano, ou seja, se existe um subgrupo normal H < G
tal que G/H ¢ abeliano, entdo G' < H.

Formando subgrupos derivados repetidas vezes, obtemos uma sequéncia decrescente

de subgrupos:

G=GO0 >agl >G> |

onde Gt = (G Esta é chamada de série derivada de G. Como os quocientes
G /G = @) /(G sao abelianos, esta ¢ uma série abeliana. Note que ela nao
alcanca necessariamente o subgrupo identidade, mas isto sempre ocorre quando G é

solavel.

Teorema 1.7. Se {1} = Gy < G1 < ... < G, = G é uma série abeliana de um grupo

soltvel G entdo G® < G,,_;. Em particular G™ = 1.
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Demonstra¢ao. O caso em que ¢ = 0 é 6bvio. Usaremos indugdo em ¢. Suponha que
GU) < Gy —j para todo j < 1.

Se i > 0, temos que G = (GU-DY < (Gn—(i—1))" pela hipotese de indugao.
Também (G,—(;—1))" < Gy, j4 que o quociente Gy, —i41/Gr—; € abeliano. Logo, Gl <

G para todo i. Em particular G < Gy = {1}. O

Dizemos que uma série de subgrupos Gg < G1 < ... < G; < G341 < ... é normal se
cada subgrupo G; for normal em G. Uma série normal tal que G;11/G; estd contido
no centro de G/G; para todo i ¢ dita uma série central de G.

Uma outra série definida a partir do subgrupo derivado de um grupo G é a série

central inferior:
G=(G)>7(G) > ...>%(G) >vi1(G) > ..

onde %i41(G) = [%(G), Gl.

Note que o quociente v, (G)/¥n+1(G) esté contido no centro de G /yn4+1(G), portanto
esta é uma série central. Assim como a série derivada, a série central inferior ndo alcanca
necessariamente o subgrupo identidade.

Podemos também definir uma sequéncia ascendente de subgrupos a partir do centro

de um grupo G. A chamada série central superior:
{1} = Zo(G) < Z1(G) < ...

onde cada quociente Z;11(G)/Z;(G) = Z(G/Z;(G)). Claramente, Z1(G) = Z(G).

Definicao 1.8. Dizemos que um grupo G € nilpotente se ele possui uma série central
que comeca em {1} e termina em G. O tamanho da menor série central de G é chamado

de classe de nilpoténcia de G.

O seguinte teorema traz alguns resultados importantes sobre grupos nilpotentes.
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Teorema 1.9. Seja {1} = Gy < G; < ... <G, = G uma série central de um grupo

nilpotente G. Entao

(i) %(G) < Gnoit1, 10go Y41(G) = {1};
(ii) G; < Zi(Q), logo Z,(G) = G,

(iii) a classe de nilpoténcia de G é igual ao tamanho das séries centrais superior e

inferior.

Demonstracao. (i) O caso em que i = 1 é 6bvio. Usaremos inducao em . Suponha que
v;(G) < Gp—j41 para todo j < i.

Para i > 1, sabemos pela defini¢do de série central que o quociente Gp—i+1/Gn—i
esta contido no centro de G/G,—;. Isso quer dizer que [Gp—it1,G] < Gp—;. Usando a
hipotese de indugdo, temos que v;(G) = [1i-1(G), G] < [Gn-i+2, G] < Gp_it1.

(ii) O caso em que i = 0 é trivial. Novamente usaremos indugao em i. Suponha que
G < Z;(G) para todo j < i.

Dado i > 0, usando a hipotese de inducgdo, temos que G;j—1 < Z;_1(G). Como a
série ¢ central vale G;/G;—1 < Z(G/G;—1) donde [G;,G] < Gi—1 < Z;—1(G). Isto quer
dizer que G;/Z;_1 < Z(G/Z;—1(Q)) e portanto G; < Z;.

(iii) Segue de (i) e (ii) que estas sdo as menores séries centrais de G. O

Um fato importante sobre os grupos nilpotentes finitos é que eles sdo caracterizados
como o produto direto de seus subgrupos de Sylow, que sao p-grupos.

Outra caracteristica dos grupos nilpotentes finitos é que eles tém sempre centro nao
trivial. Mais do que isso, dado qualquer subgrupo normal ndo trivial de um grupo
nilpotente G, ele intercepta o centro de G ndo trivialmente como vemos no préximo

resultado.

Teorema 1.10. Se G é um grupo nilpotente finito e {1} # N < G, entdao NNZ(G) #

{1}
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Demonstra¢ao. Como G é nilpotente, G = Z.(G) para algum c. Assim, existe um menor
inteiro positivo i tal que N N Z;(G) # {1}. Vale que [N N Z;(G),G] < [N,G] C N e
INNZi(G),G] < [Zi(G),G] C Zi—1(G). Portanto, [NNZ;(G),G] C NNZ,_1(G) = {1}.
Isso quer dizer que {1} # NN Z;(G) C NN Z(G). O

Teorema 1.11. Um p-grupo finito é nilpotente.

Demonstracdo. Seja G um grupo de ordem p”. Usaremos o fato de que um p-grupo tem
centro nao trivial para construir a série central superior. Temos entao {1} < Z(G) =
Z1(G).

Agora, o quociente G/Z(G) é também um p-grupo. Por isso Z(G/Z(G)) > {1} e
entao existe Zo(G) subgrupo de G tal que Z(G/Z(QG)) = Z2(G)/Z1(G). Entao {1} <
Z1(G) < Z3(G). Como cada incluséo é estrita e n é fixo, esta série alcangara G apos

no méaximo n passos. Logo G é nilpotente. ]

Nao é dificil mostrar que subgrupos e imagens homomérficas de grupos nilpotentes

sao ainda nilpotentes. Usaremos este fato no proximo resultado.

Teorema 1.12. Se A é um subgrupo normal abeliano maximal do grupo nilpotente G,

entao A = Cg(A).

Demonstra¢ao. Como A é abeliano, vale a inclusao A < C' := Cg(A). Além disso
C <1 G, uma vez que grg~ ' € C para quaisquer g € G e & € C. Para mostrar que vale

a igualdade, suponha por contradi¢do que A # C. Entdo C/A é um subgrupo normal

nao trivial de G/A, e pelo [Teorema 1.10| existe um elemento xA € (C/A) N Z(G/A)
com z ¢ A. Agora (x, A) é abeliano e é normal em G pois (z, A)/A < Z(G/A). Dai,
x € A pela maximalidade de A. Este absurdo garante que A = C. O

1.3 Automorfismos de p-grupos

Comecamos com um resultado basico sobre automorfismos de modo geral.
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Teorema 1.13. Seja H um subgrupo de um grupo G. Entao Cg(H) < Ng(H) e o

quociente Ng(H)/Cq(H) é isomorfo a um subgrupo de Aut(H).

Demonstracdo. Dados um grupo G e um subgrupo H < G, para qualquer elemento

h € Ng(H) temos o seguinte autormorfismo de H:

Int,:H — H

r v+ Inty(z) = hoh™L.

Entao considere a aplicagdo ® : Ng(H) — Aut(H) que leva cada h € Ng(H) em

Intp, € Aut(H). Esta aplicagdo ¢ um homomorfismo cujo nucleo ¢ o centralizador
Ca(H).

Logo, Ng(H)/Ca(H) = Ng(H)/ker(®) ~ Im(®) que é um subgrupo de Aut(H).

O

Teorema 1.14. Seja G um grupo ciclico de ordem n, entdo Aut(G) consiste de todos

automorfismos ay : g +— ¢¥, onde 1 <k <ne (k,n) = 1.

Demonstragao. Sejam G = (g) e a € Aut(G). Como a(g") = (a(g))", o automorfismo
« é totalmente determinado por a(g). Note que a(g) precisa gerar G, logo |a(g)| = n.
Entdo a(g) = 2* para algum k € Ntal que 1 <k <ne (k,n) = 1.
Analogamente, se k é tal que 1 < k < n e (k,n) = 1, a aplicacdo g — ¢* é um

automorfismo. ]

Com isso, a aplicacdo k + nZ +— oy é um isomorfismo entre U(Z,), o grupo das
unidades de Z,,, e Aut(G). Em particular Aut(G) é abeliano e tem ordem ¢(n), onde
¢ ¢é a funcao de Euler.

Vamos agora analisar os automorfismos nao triviais de ordem p de Cp2 x C). Para

isso tomemos um gerador z de C)2 e um gerador y de Cp. Entao os automorfismos de

C

b2 X C) sao da forma
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x — x%P
y — zy?
para a e c inteiros modulo p?, e b e d inteiros médulo p. Como um automorfismo preserva

a ordem dos elementos, devemos ter (z%y®)P? # 1 donde podemos ver que p nao divide

a e também (2°y%)? = 1 donde concluimos que p divide ¢. Podemos representar este

a c
automorfismo pela matriz . Nesta representagao, veremos que a composicao de

b d

automorfismos é compativel com o produto de matrizes.

De fato, se tomarmos dois automorfismos

x — %P x — x°y’
T e ¢:
Y — xcyd Yy —> :Ugyh
Entao
5o z— p(zy’) = (6()*(p(y))" = (xCy!)*(a9yh)P = geatobyfatht
T

y — p(zy?) = (o(2))(p(y))? = (a°y/ ) (a9yh)? = geetodylethd

e a representacao deste automorfismo coincide com o produto de matrizes

e g a c ea+gb ecH+ gd
i h b d fa+hb fc+ hd
Aqui usamos um abuso de notacdo, uma vez que a multiplicacdo de matrizes com
entradas em anéis distintos nao é bem definida. Considere o seguinte homomorfismo de
anéis
Tl — Ly
a (mod p?) +— @ (mod p)
e entao os elementos denotados por "ea + gb", "fa + hd", "ec + gd"e " fc + hd"sao na
verdade os elementos "ea + g.7~1(b)", "f.7(a) + hb", "ec + g.x1(d)"e " fr(c) + hd",
respectivamente, com todos os elementos no mesmo anel.

Agora, considerando o homomorfismo
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@ Aut(Cp x Cp)  —  GL(2;Fy)
a c¢ m(a) m(c)

b d b d

temos que a imagem por ¢ de um automorfismo de Cy2 x C, € um elemento de GL(2; ),
onde IF, é o corpo com p elementos. Este homomorfismo estd bem definido, uma vez
que 7 também esta.

Agora, precisamos usar o seguinte teorema de Algebra Linear.

Teorema 1.15. (Forma Canoénica de Jordan para Matrizes) Seja A uma matriz n x n

sobre um corpo F' e assuma que F contém os autovalores de A. Entao:

1. A matriz A é semelhante a uma matriz na forma candnica de Jordan, isto é, existe
uma matriz sobre F, n x n e invertivel, P tal que PAP~! ¢ uma matriz diagonal

em blocos cujos blocos diagonais sao os blocos de Jordan.

2. A forma canonica de Jordan é tinica a menos de uma permutagdao dos blocos
de Jordan ao longo da diagonal. Os blocos de Jordan sao submatrizes (aj;),
1<i,j <mem <n com elementos a;; iguais a um determinado autovalor de A,

elementos ay; iguaisa 1sel =k —1,2 <1 <m, e os demais elementos iguais a 0.

Como estamos considerando os automorfismos de ordem p sobre o corpo I, a

imagem deles por ¢ ¢ raiz do polinémio X? —1 = (X —1)?, ou seja, todos os autovalores

10 10
sao iguais a 1. Com isso, ela é conjugada a ou a

01 11

Portanto, se A é a imagem do automorfismo 7 - de ordem p de Cp2 x C), - por ¢ em
GL(2;Fp), existe uma matriz P tal que PAP~! tem a forma acima. Assim, tomando

qualquer automorfismo o € ¢~ !(P), a composicio 0 o 7 oo~ ! tem a forma

14+ ps pr 14+ ps pr
ou ,

0 1 1 1
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onde r,s € {0,1,...,p — 1}, que sdo exatamente as pré imagens dos possiveis valores de
PAP™' = p(c o700 !). Como estamos tomando apenas automorfismos de ordem p,
este automorfismo nao é o automorfismo identidade, logo r e s ndo sdo simultaneamente
nulos no primeiro caso.

Analogamente ao que foi feito com C)2 x C), vamos analisar os automorfismos nao
triviais de ordem p de Cp x Cp, x Cp. Neste caso teremos Aut(Cpx Cp x Cp) ~ GL(3;TF)).

Novamente, usando o [Teorema 1.15|e o fato de que estamos considerando os auto-
morfismos de ordem p, temos que os autovalores da matrizes associadas sao iguais a 1.

Com isso, elas sdo conjugadas a

1 00 1 00
1 1 0jJou|l 1 O
0 01 011

Outro resultado que sera 1til neste trabalho diz respeito a ordem do grupo de
automorfismos de Cp x Cp = (z,y). Para obtermos informagoes sobre um automorfismo,
basta saber como ele age em cada gerador do grupo. Dado 7 € Aut(C), x C,), sabemos
que 7(z) = 2%® e 7(y) = 2°y? para naturais 0 < a,b,c,d < p — 1.

Primeiramente, temos p? — 1 opcoes de escolhas para a e b, ja que eles podem
assumir quaisquer valores exceto ambos simultaneamente nulos. Para a imagem de y
temos p? — p opcoes de escolhas para c e d, ja que eles ndo podem assumir os valores

dos elementos gerados pela imagem de z.

Logo, [Aut(Cp x Cp)| = (p* = 1)(p* —p) = p(p — 1)*(p + 1).

1.4 Classificacoes iniciais

Recordemos que, pelo teorema de classificagdo dos grupos abelianos finitos, um grupo
finito G é abeliano se e somente se é produto direto de grupos ciclicos com ordem

poténcia de primos.
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Desta forma, usando o [leorema 1.4] podemos concluir que se um grupo tem ordem

p? entdo ele é isomorfo a

sz ou Cp X Cp.

Agora apresentaremos uma classificacdo para os grupos de ordem p?.
Se G tem ordem p? e & abeliano, a classificacio dos grupos abelianos finitos nos diz

que:
G:Cps ou Gszszp ou G~ C, xCpx C,.

Para G nio abeliano de ordem p?, analisamos separadamente os casos em que p = 2

ep#2.

Teorema 1.16. Seja G um grupo nao abeliano de ordem 8. Entdo G ~ Dg ou G ~ Qg,
onde:
Dg = <a, bla*=0>=1, a® = a*1> (grupo diedral de ordem 8)

Qs = (a,b|a* =1, b* = a? a®=a™') (grupo dos quatérnios).

Demonstracdo. Como G é ndo abeliano, nao temos nenhum elemento de ordem 8 em
G e pelo menos um elemento de ordem 4, ja que se todo elemento nao trivial de G tem
ordem 2 entdo G é abeliano.

Seja a um elemento de ordem 4 e defina A := (a) < G. Entdo para qualquer
b e G\A temos G = (a,b).

Como [G : A] = 2, temos que b> € A. Mas se b?> = a ou b> = a3, entdo a ordem de
b seria 8, o que ndo pode acontecer. Logo, b*> =1 ou b = a?.

Como A < G, temos que a® € A. Mas a® # 1 pois a # 1, a® # a pois G é nao
abeliano e ab # a2 pois se a’ = a? terfamos a = a®?) = b2ab~2 = (a®)? = (a?)’, mas
b 3 1

(a?)? = (a®)? = a* = 1, uma contradicdo. Logo, nos resta que a® = a®> = a~!.

Com isso, concluimos que que se b> = 1 entdo G ~ Dgese b? = a® entdo G ~ Qg. [
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Teorema 1.17. Seja G um grupo nao abeliano de ordem p3, onde p # 2. Entdo G ~ G4
ou G ~ (9, onde:
Gi=(a,b|a” =b =1, bab™' = a'"*?) ~ C» x C,,

Gy = (a,b,c|al =P =P =1, ab= cba, ca = ac, cb=bc) ~ (Cp, x Cp) X Cp.

Demonstra¢gdo. Como G é um grupo ndo abeliano, ndo temos nenhum elemento de
ordem p? em G. Entdo vamos analisar dois casos, se G possui elemento de ordem p? ou
se todo elemento nao trivial de G tem ordem p.

Se G possui um elemento a de ordem p?, definimos A := (a), que ¢ normal em
G pois tem indice p. Entao tomando qualquer b; € G\ A, temos G = (a,b;). Como
[G: Al =p, temos b} € Ae blabl_1 = a” para algum 1 < r < p?; portanto, b{abl_j =q”’
para todo j. Em particular, como b} € A e A & abeliano, temos a = blab;? = a™".
Além disso, a ordem de a é p? logo devemos ter r” =1 (mod p?).

Pelo Teorema de Fermat r? = r (mod p), e com essas duas equivaléncias concluimos
que 7 =1 (mod p). Entdo podemos escrever r = 1 + sp, com s € N.

Como 1 < r < p? segue que s e p sdo coprimos; logo podemos escolher k € N de
modo que ks =1 (mod p).

Usando novamente que a ordem de a é p?, temos: b’fabl_k = q+sp)* = gl+ksp —
a'*?. Como k e p sdo coprimos, temos b'f ¢ A e podemos trocar by por by = b’f e
temos G = (a, by), onde boaby ' = bhab;* = a'*P. Segue dai que bya'by ' = (baaby ')’ =
(a'*P)t = ¢'+P) Como by = b € A ¢ a ordem de by ¢ diferente de p? temos que
b5 = a', onde t é multiplo de p.

Nestas condigdes escrevemos bh = a*P e encontramos:

(b2—1au)p _ b;pau[1+(p+1)+(p+1)2+...+(p+1)P—1] _ b;paup+up[1+2+...+(p—1)] _ b;paup =1,

p—1

pois i = p(p—1)/2, p é impar e |a] = p*. Portanto, com b := b;la“, temos que
i=1

bab—1 = bz_la“aa*“bg = bgabQ_I =a'tP, e entdo G ~ G;.
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Se G nao possui elemento de ordem p?, todo elemento ndo trivial tem ordem p.
Tome a € G e b € G\{a), entdo a? = b” = 1. Agora, como |G| = p3, sabemos que
|Z(G)| s6 pode assumir os valores p ou p>. Mas G é ndo abeliano, logo |Z(G)| = p.

Notamos agora que, como o grupo G/Z(G) tem ordem p?, ele é abeliano; com isso,
G' < Z(G). Considere ¢ = aba~'b~! € G' < Z(G), entdo (c) < Z(G). Se ¢ = 1, temos
que a e b comutam, donde G = (a,b, Z(G)) é abeliano. Um absurdo! Entao ¢ # 1,

donde (¢) = Z(G), pois ¢ = 1. Com isso, temos G ~ Gs. O



Capitulo 2

Alguns tipos especiais de p-grupos

Seria muito interessante se pudéssemos classificar todos os p-grupos finitos, mas mesmo
com os grandes avancos na teoria de grupos essa tarefa se mostrou demasiadamente
complexa. Entdo podemos tentar classificar p-grupos finitos com alguma propriedade
adicional. Comecamos com a classificagao de p-grupos finitos que contém um subgrupo
maximal ciclico. Usamos [4] e [1I] como principais referéncias para as demonstragoes

neste capfitulo.

2.1 p-Grupos finitos contendo um subgrupo maximal ci-

clico
No caso abeliano, p pode ser um primo qualquer.

Teorema 2.1. GG é um grupo abeliano de ordem p™ contendo um subgrupo ciclico de

1

ordem p"~" se, e somente se, G € de um dos seguintes tipos:

1. G:C’pn

2. G ~ Cpnfl X Cp.

15
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Demonstragao. Claramente, os dois tipos de grupos apresentados possuem um subgrupo
ciclico de ordem p"~1.

Agora, suponha que G satisfaz as hipoteses do teorema e considere N um subgrupo
ciclico de ordem p"~! de G, digamos N = (a). Como [G : N] = p, temos que N < G.
Além disso, G/N ~ C,, e entao para qualquer x € G\N temos que G/N = (zN). Entao

"l e zP € N, ou seja, 2P = a’ para algum i € {1,2,...,p" " '}.

G = (a,x), onde |a| =p
Se p ndo divide i, entdo a’ também gera N. Entdo N = (a) = (a’) = (2P) e, com
isso, podemos escrever a como uma poténcia de x. Portanto G = (a,x) = (z), com
|z| = p™, pois |zP| = p"~ L. Entdo G ¢ do tipo 1.
Se p divide 4, entdo 2P = a' = a®? para algum ¢ € N. Tome b = za~¢. Entdo

b = (xa= )P = 2Pa~P = 1, pois G é abeliano. Como =z € G\N, entdo b € G\N e

G = (a) x (b). Entao G é do tipo 2. O
Agora, vamos tratar o caso ndo abeliano em que p € um primo impar.

Teorema 2.2. G é um grupo nao abeliano de ordem p", com p impar, contendo um

1

subgrupo ciclico de ordem p™ ™" se, e somente se,

3 G: Mp’ﬂ == <a/’b ‘ ap”—l = bp = 17 ab — a/pn_2+1>_

Demonstragao. Claramente, My~ possui um subgrupo ciclico de ordem ph L

Agora, suponha que G satisfaz as hipdteses do teorema e considere N um subgrupo
ciclico de ordem p"~! de G, digamos N = (a). Como [G : N] = p, temos que N < G.
Além disso, G/N ~ C,, e entao para qualquer x € G\N temos que G/N = (zN). Entao

1

G = {(a,), onde |a| = p"~! e 2P € N, ou seja, P = @ para algum i € {1,2,...,p" " !}.

Como G é ndo abeliano, temos n > 3 e [G : Z(G)] > p, pela|Observacao 1.3

O elemento z induz um automorfismo 7, : N — N por conjugacao 7(a) = a”.

Como um automorfismo deve levar gerador em gerador, temos 7,(a) = a® = a™, para

algum m € N tal que (m,p) =1lel<m <p* L
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. p P U ~
Este automorfismo tem ordem p, pois 7% (a) = a™ = a® = a® = a, entao mP = 1

"=1). Pelo Pequeno Teorema de Fermat mP~! = 1 (mod p), entdo segue que

(mod p
m =1 (mod p) e podemos escrever m = 1 + kp®, onde (k,p) =1le0<i<n-—1.

Agora, mP = (1 +kp')P =1+ (D)kp" + (B)k*p* + ... + (Z) kPpPl, e como p't2 divide
(O k*p¥ +..+ (g)k:pppi temos m? = 14+kp't! (mod p'*2), donde mP —1 = kp't1 +Ipi+2.
Mas mP =1 (mod p"~!), entdo mP — 1 = I'p"~L. Portanto, kp**t! + Ipi*2 = I'p"~L. Se
i+ 1 < n— 1, dividimos tudo por p'*! e teremos k = 0 (mod p). ABSURDO, pois
(k,p)=1. Entdoi+1=n—1e temos m = 1 + kp" 2.

Como (k,p) = 1, existe k" tal que kk' = 1 (mod p), ou seja, kk' = 1 + dp, para
algum d € N. Assim, 0 = g = Uk a1+(lcll)kpn72+"'+<Z;)kk/pk/(n72). Como
p" 1 divide (g/)kaQ(”_Q) +...+ (Z:)k‘k/pk/(”_m e |a] = p"~!, temos at = Ut
qlHHdp)p" ™2 — L™ "2 4dp" ™1 — (149" Eptio podemos trocar = por z¥ e assumir
m=1+p" 2

Agora, aP centraliza a e z, pois (a?)® = a? e (aP)® = (a®)P = (a! 7" )P = qpt?""' =
aP. Entdao a? € Z(G), donde (a?) < Z(G) < G. Além disso [G : (aP)] = p? e
G : Z(G)] > p, logo devemos ter Z(G) = (aP). Portanto, G é nilpotente de classe 2.

Agora, 2P € N, mas nao o gera, ja que se gerasse, G seria ciclico. Entao 2P € (aP),
donde 2P = a’/P para algum j. Tome b = xa~7. Temos que [a’,2] = a/(a™7)* =
n—2

al(a®)™ = oI (a*TP" ) = qip Entdo [a/,z] € (a?) = Z(G). Entdo b =

O 1 e mpa*jp[aj,x](g) = l(a*jpn_z)(g) =1, pois [a’, 2] € Z(G) e,

1 1 x

como p é impar, p divide (g) Além disso, a® = bab™! = zaJad’z™! = zax™! = a® =

n—2
al TP,

Entao G ~ M. O

Por fim, temos o caso em que G é ndo abeliano de ordem 2.

Teorema 2.3. G é um grupo nao abeliano de ordem 2" contendo um subgrupo ciclico

2n71

de ordem se, e somente se, G ¢ de um dos seguintes tipos:
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4. G:Dgn:<a,bla2n71 =bp =1, ab:a’1>, n>3
5. G~ Qo = <a,b | a2”71 -1, b2 = agmz’ ab — a_1>, n>3

6. G ~ Mgn = <G/7b ‘ azn_l = b2 = 1, ab = a]2n_2+1> , N >3

\]

. G:SDQTL = <a,b|a2n*1 :b2:1, an:CLQ”7472_1>7 n>3

Demonstracao. Claramente, os quatro tipos de grupos apresentados possuem um sub-
grupo ciclico de ordem 2771,

Agora, suponha que G satisfaz as hipoteses do teorema e considere N um subgrupo
ciclico de ordem 2"~! de G, digamos N = (a). Como [G : N] = 2, temos que N < G.
Além disso, G/N ~ C5 e entdo para qualquer x € G\N temos 22 € N, ou seja, 22 = a'
para algum i € {1,2,....,2"7 '} e G = {(a, ), onde |a| = 2"~!. Novamente, como G é

nao abeliano, temos n > 3.

Se n = 3, temos |a| = 4 e entdo N possui um unico automorfismo nao trivial: para
qualquer b ¢ N temos G = (a,b) e 7, : N — N satisfaz 7,(a) = a® = a~!. Novamente
b? € N, mas nio o gera pois ja que se gerasse, G seria ciclico. Entdo b? € (a?), donde
b2 =1 ou b? = a?.

Se b> =1, G ¢é do tipo 4, com n = 3.

Se b? = a?, G é do tipo 5, com n = 3.

Se n > 3 temos que 7, : N — N satisfaz 7,(a) = a® = a™, onde m ¢é impar,
digamos m = 2k +1. De m? =1 (mod 2"7!) segue que 27! divide m? —1 = 4k(k +1)
e entdo 2”3 divide k(k + 1). Donde k = 0 (mod 2"73) ou k = 0 (mod 2"3). Como
1 <m <21 temos k < 2772,

Se k =0 (mod 2"3), temos k = (2"~2. Se | ¢ par, contradiz a condicdo k < 272,

Entdo [ é impar, e m =2k +1=12""2+1.
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Se k= —1 (mod 2"73), temos k = 12" 3 —1, donde m = 2k+1 =2(12" 3 —-1)+1 =
2n2 —2+41=102""2—-1.

No primeiro caso, trocando novamente x por uma poténcia apropriada (como fizemos
no caso em que p é impar), podemos assumir que m = 2"~2 4+ 1. Enquanto no segundo

caso, ou | é impar e podemos assumir m = 2" 2 — 1, ou | é par e podemos assumir

m=2""1_1.

Existem, portanto, trés casos a examinar.
Sem = 2711, entdo a® = a™ = a~!, pois |a| = 2"~!. Além disso, 22 € N mas nio
, . A o A 1
o gera, portanto, a? = z2 = (2%)* = (a®)* = (a*)% = a~?%, donde a* = a" = a*" ",
com isso i = 0 ou i = 2773,
Se i = 0, temos 22 = 1. Entdo G ¢ do tipo 4, com n > 3.

Se i =2"73, temos 22 = a2"™*. Entdo G ¢ do tipo 5, com n > 3.

~ -2 L, . ~
Se m = 2772 41, entdo a® = a™ = a®" 1. Além disso, 22 € N mas nio o gera,

i(2n—3-1

portanto, 22 = a**. Tome y = a ) # 1, poisn > 3 e b= yx. Entao

a2¢(2"*3—1)a2iymy—1 _

_ a2i(2"*371)+2i(ai(Z”*371))xa7i(2"*371) _

o= (yx)’ =yPa?lz,y] =
_ a2z’(2"_3—1)+2i—i(2”_3—1)(ax)i(2"_3—l) _
_ az‘(2"*3—1)+2i(a2"*2+1)i(2”*3—1) _

— @M 42i (202 )i(2n 1)
— @M P42

_ az‘(2"*3—1)(2"*2+2)+2i _

_ ai(22n75+2n7272n7272+2)

~ : 92n—>5 s on—44+n—1 n—1 n—4 L .
Entdo b* = a*? = q'? = (a® )"¥"" =1e G édo tipo 6.



20 CAPITULO 2. ALGUNS TIPOS ESPECIAIS DE P-GRUPOS

_ ~ n—2__ L . -~
Se m = 2""2 — 1, entdo a® = a™ = a® L Além disso, 22 € N mas nao o gera,

portanto,

2 2 _ (x2)x _ (a2i)m _ (aw)% _ (a2n—2—1)2¢ — q2i2" =) aiQ"'_1—21‘7

donde a¥ = a° = a®""' e entdo i =0 ou i = 273,
Se i =0 entdo 22 =1 e G ¢ do tipo 7.

. _ ~ n—2 ~
Se i = 2" 3 entdo 22 = a®" . Neste caso, trocamos x por y = ax e entao

n—2__ n—2
! 2 = q.a? L.a?

y? = (ax)? = avar = avaxr 'zr = a.a®.x

_ a2n72+2n72 _ 271,71 _ 1

1,—-1

) - 1 - n—2_q_
Temos também a¥ = a®® = (az)a(az)™ ! = avar la 1 _ 142 1-1 _

= a.a*.a”

a2""*~1. Entdo, novamente, G é do tipo 7.

Os grupos apresentados sdo nao isomorfos. Para verificar isso observe que @Qan

possui um tnico elemento de ordem 2, Mon possui 3 elementos de ordem 2, sao eles: b,
n—2 n—2 , n—2 ;

a® " e ba’ . Em Dyn, além de b e a®" "~ todo elemento da forma ba’ tem ordem 2.

Ja em SDon, além de b e a2""? todo elemento da forma ba? tem ordem 2.

Podemos, entdo, reunir todas estas classificagoes no seguinte resultado.

Teorema 2.4. G é um grupo de ordem p™ contendo um subgrupo ciclico de ordem

p”_1 se, e somente se, G é de um dos seguintes tipos:
1. G ~ Cpn
2. G ~ Cpn—l X Cp
3. G~ My = <a7b|a’ll’7H1 =b =1, ab:aP"72+1>’ n>3, p£2

4. G2D2n2<a,b’a2n71 :b2:1’ ab:a_1>’ nZB
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3. G2Q2" = <a7b | a2"*1 = 17 b2 :G/271727 sz :CL71>7 n>3

6. GSMQH = <a7b‘a2n_1 :b2:1’ a/l):a/Qn_2<|»1>7 n>3

2.2  p-Grupos finitos que contém um tnico subgrupo ciclico

de ordem p

Agora vamos fazer a classificagdo de p-grupos finitos que contém um tnico subgrupo

ciclico de ordem p.

Teorema 2.5. Um grupo G de ordem p” tem exatamente um subgrupo ciclico de

ordem p se, e somente se, G ~ Cpn ou G =~ Qan.

Demonstracao. Primeiramente, Cpn e Qon tém exatamente um subgrupo ciclico de
ordem p, logo a reciproca é imediata.

Seja agora um grupo G de ordem p™ que tem exatamente um subgrupo ciclico de
ordem p.

Se G é abeliano, o teorema de classificacao dos grupos abelianos finitos nos diz que
G tem que ser ciclico, caso contrario teria mais de um subgrupo ciclico de ordem p.

Suponha que G é nao abeliano, com isso devemos ter n > 3, ja que grupos de ordem
p e p? sdo abelianos.

Se n = 3, a classificacdo dos grupos nio abelianos de ordem p3 nos diz que G deve
ser isomorfo a um dos seguintes grupos: Dg ou Qg (se p = 2), (C, x Cp) x Cp ou Cp2 x C)y
(se p # 2). Entao temos que G ~ Qg, ja que todas as outras opgoes tém mais de um
grupo ciclico de ordem p.

Para terminar a demonstragdo usaremos indugdo sobre a ordem de G. Suponha p
impar e seja H um subgrupo maximal de G. O teorema é vélido para G ndo abeliano

com n = 3. Nossa hipétese de inducao é que ele seja valido para todo grupo com ordem
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menor que p"”. Logo, o teorema vale para H, e como estamos supondo p fmpar entao
H % Qom, logo H & ciclico. Entdo G atende as hipoteses do e concluimos
que G ~ Mpyn. Mas Myn» tem mais de um subgrupo ciclico de ordem p. Com isso, p nao
pode ser impar no caso G nao abeliano. Portanto, p = 2.

Assim, G é um grupo de ordem 2" com exatamente um subgrupo ciclico de ordem
2. Este subgrupo é normal e abeliano, portanto G tem um subgrupo normal abeliano
maximal ndo trivial. Seja A um subgrupo normal abeliano maximal de G de ordem 2™.
Usando a hipotese de indugao A é ciclico, pois é abeliano. Digamos que A seja gerado
por a. Pelo A = Cg(A). Seja zA um elemento de G/A com ordem 2.
Entdo (x, A) é nao abeliano e tem um subgrupo maximal ciclico. Entao, pelo
, (x, A) ~ Qym+1 € um quatérnio generalizado, ja que todas as outras opgoes (Dom+1,
Maym+1 € SDym+1) tém mais de um subgrupo de ordem 2. Dai, a® = a~', o que implica
que G/A tem apenas um elemento de ordem 2. De fato, se G/A tivesse outro elemento

yA de ordem 2, por argumento anilogo teriamos a¥ = a~! e assim

A" =a = a”  =a=ayteCg(A)=A=zA=yA

Agora, pelo [Teorema 1.13] Ng(A)/Ca(A) = G/A é isomorfo a um subgrupo de
Aut(A) e, pelo [Teorema 1.14] Aut(A) ~ U(Zym). Dai, G/A ¢ abeliano e |G/A| divide
|Aut(A)| = |U(Zam)| = 2™~ e portanto m > 1. Como |G/A| < |G|, e G/A & abeliano,
pela hipotese de indugao, temos que G/A é ciclico. Pelos isomorfismos citados acima
temos zA < Int, +» —1. Como —1 nao é um quadrado médulo 2™, pois m > 1,

concluimos que G/A tem ordem 2. Portanto, G = (z,a) ~ Qan. O



Capitulo 3

Classificacao de grupos de ordem p

Otto Ludwig Holder (1859-1937) e Jacob William Albert Young (1865-1948) classifi-
caram, independentemente, em 1893 os grupos de ordem p*. Em 2005, Marcel Wild
classificou de maneira simples os 14 grupos de ordem 16 usando o conceito de extensoes
tipo e o Teorema da Extensdo Ciclica para o qual ainda ndo havia uma demonstracao
simples.

Em maio de 2006, Michael Garlow, seguindo os passos de Wild, apresentou em sua
tese de mestrado uma demonstracao elementar para tal teorema e uma classificacdo,
também simples, dos grupos de ordem 81. Pouco tempo depois, em julho de 2006,
Michael Garlow juntamente com seu orientador Jeffrey D Adler e Ethel R Wheland
apresentaram um preprint classificando os grupos de ordem p? para p # 2 também

usando extensodes tipo.

3.1 Extensoes ciclicas

Definicao 3.1. Se um grupo finito G possui um subgrupo normal N < G, tal que o
quociente G/N & isomorfo ao grupo ciclico de ordem n, dizemos que G é uma extensao

ciclica de N.

23
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Exemplo 3.2. O grupo de simetrias do hexdgono G = Dg = (z,y|2° = y? = (zy)? = 1)
possui um subgrupo normal N = (22,y) isomorfo ao grupo de permutacdes de trés
elementos S3. Como o quociente G/N tem ordem 2, temos G/N ciclico. Logo, G é

uma extensao ciclica de N.

Se tomarmos qualquer a € G\ N tal que a classe aN gere G/N, temos que v := a” €
N. Além disso, podemos definir o automorfismo 7 € Aut(N), que age via conjugagao

por a. Entdo 7(v) = ava™! = aa"a"! = a". Em outras palavras, 7 fixa v. Também,

" = pzv~ L. Isto &, ™ = Int,. Em particular, se N é

para x € N, vale 7"(z) = a"za~
um grupo abeliano, entdo 7" é o automorfismo identidade.
Cabe entao a pergunta: Serd que o grupo G fica totalmente determinado por um

subgrupo normal N, um ndmero natural n, um automorfismo 7 € Aut(N) e um ele-

mento v € N? Isto nos motiva a seguinte defini¢ao:

Defini¢gao 3.3. Uma extensao tipo para um grupo N é uma quadrupla (N,n,7,v),

onden € NJv e N, er e Aut(N) sdo tais que 7(v) = v e 7" = Int,.

Exemplo 3.4. (S5,2k,7,1), (S3,2k + 1,7,a), onde « é um elemento de ordem 2 de

Ss, T é 0 automorfismo que age via conjugacdo por «, e k € N.

Exemplo 3.5. (S3,3k,7,1), (S3,3k+1,7,3), (S3,3k+2, 7, 5%), onde 3 ¢ um elemento

de ordem 3 de S3, 7 é 0 automorfismo que age via conjugacao por 3, e k € N.

Note que se tivermos um grupo G que € extensao ciclica de N, podemos tomar um
elemento a € G\N tal que aN gere G/N e obteremos uma extensao tipo (N,n,7,v)

como acima.

Defini¢ao 3.6. Dizemos que uma extensdo tipo (N,n,T,v) determina o grupo G
quando G for extensdo ciclica de ordem n de um grupo M, existir um isomorfismo
¢: M — N e um elemento a € G\M tal que aM gere G/M, ¢(a™) =ve ¢p toTo¢p =

Inta\M.
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Segue desta definigdo que se existe um isomorfismo ¢ : Ny — Ny e (Ny,n,7,v)

determina o grupo G, entdo (N2,n,¢ 070 o=t (v)) também determina G.

Teorema 3.7. (Teorema da Extensao Ciclica): Cada extensao tipo (NV,n,7,v) deter-

mina um grupo.

Demonstracao. Seja C' o grupo ciclico infinito gerado pelo elemento w e tome G =
C %, N/{w"v~1t). Como w™v~! & central, o subgrupo (w"v~!) ¢ normal em C x, N e

a extensao tipo (N, n,7,v) determina G. O

Este teorema nos garante que uma extensao tipo determina pelo menos um grupo.
Mas, mais que isso, a extensao tipo determina G a menos de isomorfismo. Uma vez
que se G2 é um outro grupo determinado por (N, n, 7,v), ele possuird um subgrupo M
isomorfo a N e um elemento a € G2\ M tal que aM gera Go/M. Se ¢ é o isomorfismo
entre M e N, definimos ¢ : Gy — G como ¥(a'v?) = wip(v)! que é também um

isomorfismo.

3.2 Equivaléncias de extensoes tipo

A partir de agora, vamos considerar p um primo impar, a menos que seja dito algo
contrario. Lembre-se que pelo Teorema de Sylow cada grupo G de ordem p* possui um
subgrupo de ordem p3, e este é normal pelo Assim, para que possamos
construir todos os grupos de ordem p*, seria suficiente construir todas as extensoes tipo
(N,p,T,v), onde N é um grupo de ordem p3.

Contudo, o nimero de tais extensGes tipo é grande e muitas vezes elas determinam
grupos isomorfos. Apresentamos entdo algumas técnicas para identificar quando isso

acontece e limitar nossa colecao de extensodes tipo.

Defini¢cao 3.8. Dizemos que duas extensoes tipo (N,n,7,v) e (M, m,o,w) sdo equi-

valentes se elas determinam o mesmo grupo (a menos de isomorfismo).
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Exemplo 3.9. (S3,2,7,2%), onde S3 ~ (z,y | 2% = y? = zyzy = 1) e 7 = Inty,

determina Dg, pois em C x, S3/(w?x~2) temos w? = 22, donde wb = 25 = 1;

2

y? = 1; e também (yw)? = y7(y)a?

= yInt,(y)z? = yryx~'z? = 1. Portanto,

C %, S3/(w?z72) ~ Dg = {(a,b | a® = b? = (ab)? = 1)
Além disso (Cs,2,0,1), onde o : d — d°, d um gerador de Cg, também determina D,
pois em C x, Cg/(w?) temos d® = 1; w? = 1; e (dw)? = do(d)1 = dd®> = 1. Assim,

C %, Cg/{w?) ~ Dg.

Lema 3.10. Seja N um grupo abeliano finito, seja n € N, e ¢ € Z relativamente primo

com |N|. Entdo as extensdes tipo (N,n,7,v) e (N,n,7,v") sdo equivalentes.

Demonstragdo. Por hipétese, a aplicacdo ¢ : N — N definida por ¢(z) = 2 tem nitcleo
trivial, e entdo é um automorfismo. Para todo z € N, ¢(7(z)) = (7(2))! = 7(2%) =
T(p(z)), ou seja, o1 = T.

Seja G o grupo determinado por (N, n,T,v), entdo G é extensao ciclica de um grupo
M, existe um isomorfismo a ¢ : M — N e um elemento a € G\M tal que ¢(a") =v e
¢ ltoTog = Inty|y.

Entao ¢ o ¢ : M — N é também um isomorfismo e o elemento a € G\M satisfaz
pop(a™) =vieptoploropop=9¢ torogp = Intyy. Logo (N,n,T,v") também

determina G. O

Considere N um grupo. Dado 7 € Aut(N) e n € N, definimos a fungao

N.r,n: N —N

x> Npp(z) = o7 (2)7%(2)... 7" ().

Lema 3.11. Sejam G um grupo, a € G, N < Ge1 = Int,|y. Entao (za)"” = N, ,(x)a™

para todo x € N.

Demonstraciao. Temos que
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(za)” = (za)(za 'a?)(za=2a%)...(xza= V") =

= z(aza~ ") (a’za=?)...(a" txa= " D)a" = N, (z)a™ .

)

Dada uma extensao tipo (Ni,n,7,v) construimos um grupo G como na prova do
Escolhendo um subgrupo normal Ny de indice n em G (frequentemente,
mas nem sempre, igual a Ni), e um elemento ay € G\Na tal que agNy gere G/Na,
definimos o = Inty,|N,, € w = (a2)”. Entdo obtemos uma extensao tipo (Na,n, o, w).

Como esta extensao tipo determina G, ela é equivalente a (Ny,n,7,v).

Lema 3.12. Para x € N, as extensoes tipo (N,n,7,v) e (N, n, Inty o 7,N7,(z)v) sdo

equivalentes.

Demonstragio. Seja G o grupo determinado por (N,n,7,v), G = N x C/{(a™v~!), onde
a é o gerador de C. Mostraremos que G também ¢é determinado por (N,n,Int, o

T,Nrn(x)v). Considere ap = za e 0 = Inty,|ny € Aut(N). Para y € N, temos

1 1

= (za)y(a~ ') = z(aya~ ")z~

o(y) = azy(az)” = z7(y)z~! = Int, o 7(y), entdo

o = Inty o 7. Do lema anterior, (a2)™ = Ny ,(z)v. O

Corolario 3.13. Se N ¢ abeliano e z € N entao (N,n,7,v) e (N,n,7, Ny p(x)v) sao

equivalentes.

Lema 3.14. Se i € Z é relativamente primo com n, entdo as extensoes tipo (N,n, T, v)

e (N,n, 7" v") sdo equivalentes.

Demonstra¢ao. Seja G o grupo determinado por (N, n, 7, v). Esta extensdo tipo é dada
por escolhas de N e a € G\N. Poderiamos escolher a° € G\N e a extensdo tipo

resultante seria (N, n, 7%, v?). O
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3.3 A escolha do subgrupo N

Sendo p um primo impar, e N um grupo de ordem p3, a classificacio dos grupos de

tal ordem nos informa que N deve ser isomorfo a G ~ Cp3 ou G ~ C

P pQXCp ou

G ~ Gy x G x Cp, caso seja abeliano e isomorfo a (Cp x Cp) x Cp ou Cp2 x €, caso
seja nao abeliano. Temos a principio 5 possibilidades para a escolha de N e nesta segao

reduziremos este niimero.
Teorema 3.15. Todo grupo G de ordem p* possui um subgrupo abeliano de ordem p3.

Demonstracdo. Se G é abeliano, pelo Teorema de Sylow ele tem um subgrupo de ordem
p® que é abeliano pois herda essa propriedade de G.
Agora, se G é ndo abeliano temos |Z(G)| # p*. Sabemos que, como Z(G) ¢ um

subgrupo de G, |Z(G)| divide p*. Usando também os resultados do e da

[Observagao 1.3 temos que |Z(G)| somente pode assumir os valores p ou p?.

Afirmacdo: G possui um subgrupo normal M de ordem p?.

Se | Z(G)| = p?, tomemos M = Z(G).

Se |Z(G)| = p, entao pelo basta procurarmos um subgrupo normal de
G = G/Z(@G) de ordem p. Como G & um p-grupo, seu centro possui ordem no minimo
p, logo Z(G) possui um subgrupo M de ordem p. Além disso, M < G. Pelo Teorema
2, M & da forma M/Z(G) para algum subgrupo normal M de G. Como |M/Z(G)| = p

e |Z(G)| = p, concluimos que M tem ordem p?.

Seja ® : G — Aut(M) a acdo de G sobre M por conjugagao: ®(g) = Inty : M —

M, onde Inty(z) = grg~! para todo elemento z € N.

Afirmacao: M C ker(®).

Como M tem ordem p?, M é abeliano. Entdo consideremos y um elemento qualquer
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de M, assim ®(y) = Int, e Inty(z) = yry~! = zyy™! = z, ou seja, ®(y) = Id.

Portanto, y € ker(®).

Agora vamos mostrar que M # ker(®), e para isso suponha que M = ker(®); logo
|G /ker(®)| = p?, pois |G| = p* e |M| = p?. Sabemos que G/ker(®) ~ Im(®), que é
um subgrupo de Aut(M), entdo devemos ter que p? divide |Aut(M)|. Pela classificacio
dos grupos abelianos finitos, temos M ~ C2 ou M =~ C), X Cp,. Se M =~ C)2, temos
[Aut(M)] = ¢(p*) = p* —p e, se M =~ Cp x Cp, temos [Aut(M)| = p(p — 1)*(p + 1);
mas p? nao divide |Aut(M)| em nenhum destes casos. Logo M # ker(®).

Para finalizar, seja g € ker(®)\M. Entdo N := (g, M) ¢ abeliano e tem ordem > p?
pois contém M estritamente. Por outro lado, se N tivesse ordem p* teriamos N = G,
mas estamos tratando o caso em que G é nao abeliano. Logo, N é o subgrupo abeliano

de ordem p* de G que queriamos encontrar. ]

Este resultado é particularmente importante pois além de limitar o ntumero de esco-
lhas para N, ele também limita nossas escolhas para o automorfismo 7, ja que devemos
ter 7P = Int, para um elemento v € N, e N ser abeliano implica Int, = Id, o auto-
morfismo identidade.

O numero de possibilidades para a escolha de N é apenas 3, uma quantidade razoa-

vel. Mas ainda podemos diminuir mais.

Teorema 3.16. Se um grupo nio abeliano G de ordem p?, p # 2, contém um subgrupo

isomorfo a Cps, entdo G também contém um subgrupo isomorfo a Cp2 x Cp.

Demonstracio. Se G é nao abeliano de ordem p*, onde p é impar, e que contém um

subgrupo isomorfo a Cp3 entao usando o resultado do temos que G ~
<a,b la?’ =P =1, ab = ap2+1>.

Entdo tomando ¢ = a? temos ** = (aP)P’ = a?’ = 1, e também [b, ] = bebLc™! =
baPbLa P = (baPb~V)a P = (bab~')Pa P = (a?"1)Pa P = P’ aPa P = 1.
Logo, <c,b | =t =[bd = 1> ~ Cp x Cp. 0
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A partir destes resultados concluimos que precisamos tomar apenas as extensoes

tipo (Cp2 x Cp,p,7,v) e (Cp x Cp x Cp,p,7,0).

3.4 A escolha do automorfismo 7

Assim como fizemos com a cole¢io de subgrupos de ordem p?, precisamos limitar nossa

colecao de automorfismos. Para isso usaremos o seguinte resultado.

Lema 3.17. Se N = ()2 x () precisamos apenas considerar os automorfismos de N

representados pelas seguintes matrizes:

1 p 1+p O 10 1 p 1 pe
0 1 0 1 11 11 11

onde € é um nédo quadrado médulo p.

Demonstracdo. Usando as observagoes feitas na [Secao 1.3| precisamos apenas conside-

rar os automorfismos representados pelas matrizes

14+ ps pr 1+4+ps pr
ou ,

0 1 1 1

onde r,;s € {0,1,...,p — 1}. Lembramos que os elementos da primeira linha de nossas

matrizes sio dados modulo p? e os da segunda linha moédulo p.

. . . 1+ps pr
Primeiramente, analisaremos as matrizes ,onder,s € {0,1,...,p—1}.

0 1

Se r # 0, podemos tomar 0 < t < p tal que vt = 1 (mod p). Sabemos que
-1

10 a f 10 a—pB p ) .
= , e aplicando esta conjugacao t vezes na
11 0 1 11 0 1
,
1+ps pr 1 pr 1
matriz vemos que ela é conjugada a , que é igual a

0 1 0 1 01
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) 1+ps pr )
Pelo |Lema 3.14] nossa matriz , com 7 # 0, pode ser substituida pela
0 1
L p
matriz
0 1
S
~ 1+p O 1+ps 0 ~
Se r = 0, entdo s # 0. Sabemos que = . Entao pelo
0 1 0 1
14+ps O _ 1+p 0O
Lema 3.14 pode ser substituida por
0 1 0 1
] . 1+ps pr
Agora, passamos a analisar as matrizes ,onde r,s € {0,1,...,p — 1}.
1 1
—1
I —p)(a B) ([l —p a—p B
Sabemos que = . Aplicando esta con-
0 1 1 1 0 1 1 1
14+ ps pr 1 pr
jugacdo s vezes na matriz , vemos que ela é conjugada a . Se
1 1 1 1
r=0our =1, acabou.
q
1 pr 1+p(Hr pgr
Sabemos também que = (2) para qualquer 0 < ¢ < p.
1 1 q 1
1 —p
Novamente conjugando (g)r vezes esta 1ltima matriz por , concluimos
0 1
1—|—p(g)r pgr | . 1 pgr
que é conjugada a
q 1 qg 1
-1
q 0 1 pgr q 0 1 pgr
Note agora que = , € novamente pelo
0 1 qg 1 0 1 1 1
1+ps pr 1 pr
Lema 3.14] nossa matriz pode ser substituida pela matriz
1 1 1 1

Observe que se r’ € um quadrado moédulo p, podemos considerar r = 1 e esta matriz
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L p
podera ser substituida por
11
1 prf
Entao no caso geral, basta considerarmos as matrizes , onde 1’ pode ser
1 1
0,1 oue. O

Lema 3.18. Se N = (), x C), x (), precisamos considerar apenas os automorfismos

representados pelas matrizes

1 00 100
1 1 0jJoull 1 O

0 01 0 11
Demonstracdo. Segue das observagoes feitas na O

3.5 A escolha do elemento v

Para terminar precisamos analisar a escolha do elemento v € N. Para cada um dos
sete automorfismos da secao anterior encontraremos um conjunto de elementos v de
forma que nossas extensdes tipo sejam suficientes para construir todos os grupos nao
abelianos de ordem p?.

Vimos que devemos ter 7(v) = v. Entao comecaremos calculando os pontos fixos

de cada automorfismo da secdo anterior.

1 p xt
Os pontos fixos de sao da forma ,onde 0 < i< p? —1.
0 1 0
1+p O P!
Os pontos fixos de sao da forma |,onde 0 <4, <p-—1.
0 1 y’
10 P!
Os pontos fixos de , também sao da forma |,onde 0 <4, <p-—1
11 3/
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1 p xP

Os pontos fixos de , sao da forma ,onde 0 <¢<p—1.
11 0
1 pe P!

Os pontos fixos de , sao da forma ,onde 0 < <p-—1.
1 1 0

0
Os pontos fixosde [1 1 (0 |,sdodaforma | 0 |,onde 0 < ¢,k <p—1.

Os pontos fixosde |1 1 0 |,sdo daforma | 0 |,onde 0 <i<p-—1.

Do temos que se duas escolhas de pontos fixos v de 7 diferem por um
elemento na imagem de N ,,, temos extensoes equivalentes. Uma vez que N & abeliano,
N7 - o conjunto dos elementos de N fixos por 7 - e Im(N ;) sdo grupos, estamos inte-
ressados entdo em encontrar um conjunto de representantes em N7/Im(N7,). Entao
computaremos a imagem de N7, para restringir nossas escolhas para v. Observe que

N, tem representacdo matricial igual a Id + 7 + 72 + ... + 7P~ L.

1 p p O
Se 1T = entao N, = .
01 0 0
1+p 0 p 0
Se T = entdo N, =
0 1 0 0
1 0 p 0
Se T = entdo Ny, =
11 0 0
1 p z 0
Se T = entdo N;, = ,onde z =p ou z = 2p.
11 0 0
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1 pe 0 0 p 0

Se = entdo Ny, = ,sep=3;e Ny p= ,sep> 3.
1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 00

Ser=|[1 1 of|entdoN;p=|[0 0 0

0 01 0 00
1 0 0 0 0 1 0 0 0
Ser=111 0of|entdoN;p =10 0 0f,sep=3;eN;p=10 0 0], se

0 1 1 0 00 000
p>3

Do [Lema 3.10[ temos que dois representantes v e v* nos dao extensoes tipo equiva-
lentes se ¢ for relativamente primo com p, ou seja, se eles geram o mesmo subgrupo de
NT7. Essa informacao ja é suficiente para limitarmos nossa escolha de v para uma ou

duas opg¢oes, exceto no caso em que

1 00
N=CyxC,xChet=|[1 1 0

0 01

Mas neste caso, se v # 1, mostraremos que o grupo G determinado por (N, p,T,v)
deve possuir um subgrupo isomorfo a Cp2 x C) € portanto, ja terd sido construido.

Note que podemos ver N como um IF,-espaco vetorial de dimensao 3. Tome um
elemento a € G\N tal que 7 = Int,|y. Como v tem ordem p, a tem ordem p*. O
conjunto de pontos fixos de 7 pode ser visto como um IF,-subespaco vetorial de N
de dimensao 2. Por outro lado, (v) é um IFp-subespaco vetorial de N de dimensao 1,
portanto N7 \ (v) é ndo vazio. Logo, se tomarmos x = a e y € N7 \ (v) teremos
zyz~ly ™l = 7(y)y~t =1 e, assim, (z) x (y) ~ Cp2 x Cp.
Assim, precisamos apenas considerar v sendo trivial e podemos reunir estas infor-

magoes na seguinte tabela:
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(é Tf) <]‘5> <§/§ Im<(%\/T,p) eSC(<)§1>af ZSSM
Com DTG0 1 6o [y [ ()0
NG )T OO

o
o o
o3

N

@)

N N | N——— N— PN ——1

| T~ o~ L~

(an)
(an)
oo olo o ooo oMM P — 0 N——P—mrAN—

~ |~ |~ T~ ~—— [~

P (oo <0
0 p 0 P 0
<00 <0 0 p>3
100 0\ /0 0 0 0 0
110) <1)(0> 0 0 0 0 (+)
00 1 0/ \1 0 0 0 0
0 0 0 0
100 0 0 0 0 0 p=3
110) <(1)> 10 1 0
01 1 0 0 0 0 0\ /0
0 0 <0 0],[1 p>3
0 0 0 0/ \o

Tabela 3.1: Escolhas para v
3.6 Classificacao
Temos agora todas as ferramentas para classificar os grupos de ordem p?.

Teorema 3.19. As extensdes tipo apresentadas na seguinte tabela determinam todos

os 10 grupos nao abelianos de ordem p*

Demonstracao. Analisando as escolhas que temos para v na Tabela 3.1, temos 11 ex-
tensOes tipo a congiderar e estas sao suficientes para determinar todos os grupos nao

abelianos de ordem p*. Todas estas opcdes aparecem na Tabela 3.2 com excecdo de

10 0
Cp2 X Cyp, p, , . Mas veremos no [préoximo lemal que esta é equivalente

11 1
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nimero de elementos de ordem p

Centro =3 ‘ b>3

2
4

@)

—
O =
_3

)

—

—
O =
_3

[an}

o O

N

—_
aw]

i
P — = o] = S —]—
N1

o O

[
(aw]

()

@)

*
— N N

[a—y

—

—
| ks

—_
™
o

/‘\/\/\/\QA/\/\
N N N N N N N N
9
X
9
=3
Do
|
—

=) (1 1> o) | G | PPl Pl
(1 p5> P c, 21 Desconsiderado
1 1 0 Ver tabela 3.1
1 00 0
110 0] | CpxCp pt—1
0 01 0
100 0
110 0 C, 20 —p? —1 pt—1
0 11 0
1 00 0
Desconsiderado 3
() (1) i (1) (1J Co Ver tabela 3.1 pr=1

Tabela 3.2: Extensdes tipo que determinam todos os grupos nio abelianos de ordem p*

1+p O 0
a CpQXvapa )

0 1 1
Portanto, falta apenas mostrar que os grupos determinados pelas extensoes tipo
apresentadas acima sao todos nao isomorfos. Para isto analisaremos o centro e a quan-
tidade de elementos de ordem p de cada grupo determinado pelas extensdes tipo, isto

j& garantird que a maioria destes grupos sao nao isomorfos.

Se (N, p, 7,v) determina o grupo G entdo o centro de G é precisamente o grupo N7,

e a partir da Tabela 3.1 podemos comparar os centros de cada grupo.



3.6. CLASSIFICACAO 37

Para contar os elementos de G de ordem p primeiro notamos que

G=NUNaU..UNa™1,

E facil encontrar o namero de elementos de ordem p em N. Se N = Cp2 x Cy,
existem p? — 1 tais elementos. E se N = Cp x Cp x O, existem p3—1.

Agora, para 0 < i < p, a aplicacdo za + (za)’ é uma bijecdo entre os conjuntos
Na e Na' que, em particular, é uma bijecdio entre os elementos de ordem p. Portanto,

basta contar os elementos de ordem p em Na.

Pelo [Lema 3.11] sabemos que para qualquer € N temos (za)? = N;,(z)v. Entéo

se v ¢ Im(N; ), entdo (za)P # 1, e portanto, Na ndo possui elementos de ordem < p.
Se v € Im(N;p), entao os elementos de ordem < p em Na estdo em bijegdo com os
elementos de ker(N;,). Sabemos que |ker(N7,)| = p/[Im(N;,)| e Im(N;,) é dada
na Tabela 3.1. Podemos entdao contar os elementos de G de ordem p. Os resultados
aparecem na Tabela 3.2.

Apos esta andlise, concluimos que apenas podem ser isomorfos os grupos determi-
nados pelas extensoes tipo das duas linhas marcadas com (x); e se p > 3 os grupos
determinados pelas extensoes tipo das trés linhas marcadas com (xx).

No Lema 3.21 veremos que nao existe um isomorfismo entre os grupos determinados
pelas extensoes tipo das linhas marcadas com (x).

Para as trés linhas marcadas com (xx*), cada uma determina um grupo que possui
exatamente p° — 1 elementos de ordem p. No terceiro caso, todos estes devem ser
elementos de IV, de forma que todos eles comutam entre si. J& nos dois primeiros casos,
encontramos exemplos de elementos de ordem p que nao comutam. Portanto, o terceiro
grupo nao pode ser isomorfo a nenhum dos dois primeiros. No Lema 3.22 veremos que
os dois primeiros grupos também sdo nao isomorfos.

Assim, uma vez provados os Lemas [3.20] [3.21] e [3.22] 0 teorema esta provado. O
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Vamos agora & demonstracao dos lemas mencionados durante a prova do teorema.

A partir de agora N = C)2 x Cp.

1+p O 0 10 0
Lema 3.20. As extensoes tipo | IV, p, , e | N,p, ,
0 1 1 11 1
sa0 equivalentes.
I1+p 0O 0 )
Demonstracdgo. Suponha que | N,p, , determina G, o grupo cons-
0 1 1

truido como na demonstracao do [Teorema 3.7

Sejam x e y os geradores de Cp2 e C), respectivamente, em N. Defina entdo 2’ =

ap—17 y, = xpa CL/ =, U/ = (a/)p =P = y/, N, = <Q:,,y/> [§] T/ = Inta/’]\[/. Entao

(@) =d'2'(a) ! =xaP o7t = P (a7 el = x(xfl)(Hp)(p_l)ap*l =

= z(z~H)HE-Drgr=t = gap — 1aP~! = 2PaP~! = /2’ = 2y,

T/(y’) — a/y/(a/)—l = pxPr~l = P = y/.
. (10 0
Com respeito aos geradores z’ e 3/, 7 e v/ tém representagoes e
11 1
respectivamente.
1 0} (o ‘
Portanto, | N/, p, , também determina G. O
1 1 1
o 1+p 0) [0 1 0) (o
Lema 3.21. As extensdes tipo | N, p, , e | N,p, ,
0 1 0 1 1 0

nao sao equivalentes.

Demonstracdo. Sejam G e G 0s grupos respectivamente determinados pelas extensoes

tipo dadas. Defina Hy := {¢? | g € G1} e Ha := {¢” | g € G2}. Usando o |Lema 3.11

p
podemos ver facilmente que H; = Hy = < >
0
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Segue entdo que cada H; < Z(G1) e Hy < Z(G3), logo Hy < G1 e Hy < Go. Entao
para mostrar que G1 e G2 nao sao isomorfos é suficiente mostrar que G1/H;y e G/ Ho
nao o sao. Veremos que de fato nao o sdo uma vez que G1/H; é abeliano e G2/ Hs nao.

Agora, considerando o homomorfismo ¢ : Aut(N) — Aut(N/H;) ~ Aut(Cpx Cp) =

GLy(F)) que age reduzindo médulo p a primeira linha das matrizes que representam

1+p O
cada automorfismo, temos que a imagem de 71 = em GLy(IF)) é a identi-
0 1
0
dade e a imagem de 15 = é diferente da identidade.
11

Assim, 71 age trivialmente em N/H;, portanto G1/H; é abeliano. Por outro lado

To nao age trivialmente em N/Hy, portanto Go/Hy nao é abeliano. O

Observe que se p = 3 nao precisamos considerar avaliar as linhas marcadas com
(xx), j& que elas possuem quantidades diferentes de elementos com ordem < p. Ja se

p > 3 precisamos do seguinte resultado.

. 1 p 0 1 pe 0
Lema 3.22. As extensoes tipo | IV, p, , e| N,p, , nao
11 0 1 1 0
sao equivalentes.
N : . L p 0 N
Demonstracao. Seja G um grupo determinado por | N, p, , . Entao G
11 0

tem geradores x, y e a, onde x e y geram IN. Para que a segunda extensao tipo determine

também @G, precisamos encontrar x’, ¥’ e @’ que satisfacam as mesmas relagoes que x,

y e a com excecao da conjugacgdo por a' (o automorfismo 7/) em N’ := (2/,¢/), que
1 pe

passaria a ser representado por
1 1

Por contradicao, suponha que existam tais 2/, ' e d’.
Sejam Z := Z(G) e H := G' = [G,G]. E facil ver que Z = (zP) e H = (2P, y).

Como y é um elemento de ordem p que pertence a H\Z, o mesmo deve acontecer com
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Como x comuta com ¥y, 0 mesmo deve acontecer com 2’ e y/. Paraz € Nek #0
(mod p), temos (za*)y'(za*)~1 # 4 para 3y’ € H\Z. Portanto, para ' comutar com 3’
devemos ter ' € N, logo N' = N.

Para qualquer z € N, za' e a’ induzem a mesma agao via conjugacao em N. Por-
tanto, podemos assumir que a’ = a* para algum 0 < k < p.

Para um homomorfismo qualquer ¢ : N — N, considere o homomorfismo ¢ — I

1

que leva um elemento z em @(z)z~". Para obter a representacao matricial de ¢ — I

basta tomar a matriz que representa ¢ e subtrair a matriz identidade. Com respeito

k
~ k . (2)k kp
aos geradores = e y a representagao de (77 — I) é dada por . Portanto a
k 0
- kKp 0 .
composicio (7% — I)? ¢ representada por . Com respeito aos geradores z’ e
0 O
pe 0
y', (7' — I) é representada por
0 0

Como 2’ tem ordem p?, devemos ter 2’ = 2°y? para c e d com ¢ Z 0 (mod p). Note
e (') = (a?)°.
Para um elemento qualquer z € N, temos [a, 2] = aza™ 27! = 7(2)27! = (1 1)(2).

Calculamos agora [d/, [a, 2']] de duas maneiras distintas. Primeiro,
[d [a, 2] = (7t — 1)*(2') = 2'P° = aP°.
Segundo,
o, '] = la, o, 2] = (5% — D2y = 2t

Mas os resultados destes dois célculos ndo podem ser iguais pois k2 # ¢ (mod p), uma

vez que € é um nao quadrado médulo p. O
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Com todos estes resultados em maos podemos organizar uma nova tabela com os

resultados obtidos e a classificagao final.

N T v

G Cp2 x Cp x—x,y— aPy 1

G Cp2 x Cp x =z, y— aPy x

G3 Cp2 x Gy T TPy y 1

Gy Cp2 x Gy r—= o TPy y y

Gs Cp2 x Cp T ayY, Yy 1
Gg w2 X Cp x — xy, y— xPy 1

Gr Cp2 x Cp T — xy, y— 2Py 1

G CoxCpoxCp| z—ay,y—y, 22z | 1
Go CpxCpxCp|z—ay, y—yz, 22| 1
G (p=3) Cpe X Cyp x = xy, y— Py xP
Gio(p>3) | CoxCpxCp |2y, y—yz, 22| Yy

Tabela 3.3: Extensoes tipo e grupos determinados por elas

Nesta tabela temos
~ (x, y,a|xp =yP =aP =[z,y] = [x,a] =1, [y,a] = aP);

~(a,y|a? =y =1,a¥ = a?""1);

~ (z,y,a]2” =yP =a? = [1,y] = [y,a] = 1,2 = &'*P);

~(z,a| 2P =a? =1,2% = 211P);

~ (x,y a|x1’ =y =a? = [z,y] = [y,a] = 1,[a, 2] = y);

~(z,y,al2? =yP =a? = [1,y] = 1,[a,2] =y, [a,y] = aP);

Gr = (v,y,a|a? =y» =a? = [z,y] = 1,[0,2] = y,[a,y] = 2¥°);

Gs~(z,y,z,a|aP =y =20 =adP = [z,y] = [z,2] = [y, 2] = [y, a] = [2,0] =1, [a,2] = y);
Go > (x,y,z,a|aP =yP = 2P = aP = [z,y] = [z,2] = [y, 2] = [z,0] = 1, [a,2] =y, [a,y] = 2);

3

GIO ~ <a:,y,a|a:9 :yB = [xvy] = 1,&3 =T ,[CL,.’E] =Y, [aay] :l'3€>, p:37

Gloz<x,z,a\xp:zp:ap2 = [x,2] = [z,a] =1, [a,z] = aP), p > 3.



Consideracoes finais

Bertram Huppert, no seu classico livro Endlich Gruppen I (1967) apresenta também
uma classificacdo dos grupos de ordem p*, p > 3. Para os casos em que G é abeliano
¢ usado o teorema da classificacdo dos grupos abelianos finitos e para os casos em
que G é nao abeliano a demonstracao é dividida em 3 casos. No primeiro caso todo
subgrupo normal abeliano de G tem no maximo 2 geradores e para esta classificagao sao
usados resultados de Blackburn (1961). No segundo caso G possui um subgrupo normal
abeliano U do tipo (p,p, p), ouseja U ~ C, x Cp, x Cp, € exp(G) = p, ou seja p € o menor
inteiro tal que g? = 1 para todo g € G, e para esta classificacao sao usados resultados
sobre os automorfismos em U. No terceiro caso G possui um subgrupo normal abeliano
U do tipo (p, p, p) e exp(G) = p? e para esta classificacio sdo usados resultados sobre a
decomponibilidade de U em G-modulos irredutiveis e resultados sobre os automorfismos
de U.

Apesar de considerarmos a classificacao feita por Huppert mais simples que as clas-
sificacoes apresentadas em 1893, consideramos a classificacao por extensdes tipo ainda
mais simples.

Em 1896, G. A. Miller apresentou uma lista de 51 grupos de ordem 32. Essa lista foi
modificada em 1936, onde foram retirados 4 grupos que estavam supostamente duplica-
dos. Em 1940, Philip Hall desenvolveu um método para classificacao de grupos finitos
(especialmente para p-grupos, onde p é primo) e, usando o método de P. Hall, James

K. Senior preparou uma lista com (novamente) 51 grupos de ordem 32, determinando

42
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a lista final de grupos de ordem 32, e confirmando que a lista de Miller estava correta.
Mais que isso, Marshall Hall e J. K. Senior, em 1964, produziram uma lista completa
de todos os grupos de ordem 2" para n < 6.

Ja em 2007, Wan-Ju Lin classificou estes 51 grupos usando extensodes ciclicas e
produto semidireto. Lin analisa em cada caso o expoente do grupo.

Nos casos em que exp(G) = 2 e exp(G) = 32, devemos ter G ~ Ca x Cy x Cy x Cy x Co
e G ~ (39, respectimente. Resta analisar os casos em que exp(G) € {4,8,16}.

Se exp(G) = 16, tomamos um subgrupo ciclico H gerado por um elemento de
ordem 16. Tomando z € G\H, temos quatro opgoes de automorfismos de H. Além
disso, devemos também olhar para a ordem dos elementos de G\ H.

Primeiro, se existe z € G\H de ordem 2. Segundo, se a ordem de todo elemento
g € G\H é > 4 e existe um =z € G\H de ordem 4. Terceiro, se a ordem de todo
elemento g € G\H é > 8 e existe um =z € G\H de ordem 8, neste caso chegamos
apenas a contradi¢oes. Por altimo, se a ordem de todo elemento x € G\H ¢é 8, este
caso também s6 nos leva a contradicoes.

Se exp(G) = 8, chamamos de H; o subgrupo gerado pelo i-ésimo elemento de ordem
8. Temos entao trés opgoes. Primeiro, existe n € N tal que H,, < G e G/H,, ~ (.
Segundo, G/H,, ~ Cy x C3 para todo n € N. Terceiro, nenhum H,, é normal em G.

Se exp(G) = 4, chamamos de H; o subgrupo gerado pelo i-ésimo elemento de ordem
4. Novamente temos trés casos a analisar. Primeiro, existe n € N tal que H,, < G e
G/H, ~ C4 x Cy, ou Dg ou Qs. Segundo, G/H,, ~ Cy x Cy x Cy para todo n € N.
Terceiro, nenhum H,, é normal em G.

Para os grupos de ordem p" para n > 6 e de ordem p°® para p # 2 nio encontramos
uma referéncia de uma classificacao que faga uso de extensbes tipo, mas analisamos
alguns trabalhos que fazem algumas destas classifica¢gdes. No trabalho de H. A. Bender,
1927, é feita uma classificacdio dos grupos de ordem p® para p # 2 separando-os em trés

casos. No caso abeliano, temos sete grupos nao isomorfos. No caso nao abeliano, sao
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analisados separadamente os grupos que possuem um subgrupo abeliano de ordem p?,
neste caso existem p + 39 grupos, se p — 1 # 3k, e p + 41 grupos, se p — 1 = 3k. Ja no
caso dos grupos de ordem p° nio abelianos e que ndo possuem subgrupo abeliano de
ordem p* existem p + 19 grupos, se p = 12k — 1; p + 21 grupos, se p = 12k £ 5; p + 23
grupos, se p = 12k + 1 e finalmente 17 grupos, se p = 3

Para os grupos de ordem pb, com p # 2, analisamos o trabalho de Rodney James,
1980. Nele, novamente é usado o método de P. Hall e sdo classificados os 491 grupos
ndo abelianos de ordem 3% e os grupos nao abelianos de ordem p®, para p > 3, que sdo

2[131)2 +145p + 1338 +80(p — 1,3) +45(p — 1,4) +8(p — 1,5) + 8(p — 1,6)],

onde (p — 1,n) denota o maior divisor comum entre p — 1 e n.

Em 1990 Rodney James, M. F. Newman e E. A. O’Brien classificaram os 2328
grupos de ordem 27.

Para os grupos de ordem p’, com p # 2, analisamos o trabalho de E. A. O'Brien e
M. R. Vaughan-Lee, 2005. Nele sdo classificados os 9310 grupos de ordem 37, os 34297

grupos de ordem 57, e os grupos de ordem p’ para p > 5, cuja quantidade é

3p° + 12p* + 55p> 4 170p? + 707p + 2455 + [4p? + 44p +291](p — 1,3) + [p> + 19p +

Além disso, E. O'Brien também classificou os grupos de ordem 2% em [9].

Nao existe esperanca de se encontrar um conjunto finito de invariantes que irao
definir todos os p-grupos finitos, de uma maneira 1util, a menos de isomorfismo entao é
necessario encontrar um caminho de contornar esta dificuldade. O que alguns autores
tém feito é oferecer uma classificagdo mais fraca do que "a menos de isomorfismo". Um
invariante considerado tem sido a coclasse de um p-grupo que é definida como n — ¢
onde a ordem do grupo é p" e ¢ é a sua classe de nilpoténcia.

Um dos grandes centros de computacao de p-grupos tem sido a Australian National

University em Canberra, onde Mike Newman foi responsavel pelo desenvolvimento e
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implementagao de poderosos algoritmos para computagdo de p-grupos finitos. Foi 14
onde foram computados os grupos de ordem 27 e 2% por O’Brien que era um entio
estudante de Newman. Eles fizeram muitas conjecturas apos a classificacdo dos 2-
grupos de coclasse pequena.

Particularmente, Newman e O’Brien conjecturam que o nimero de 2-grupos de
ordem 2" é de coclasse r, para n suficientemente grande, depende somente do valor de
n modulo 2771, Para primos impares, é conhecido que a situacio é bastante pior do

que isto e ainda ha muito o que se fazer.
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