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Resumo

Neste trabalho usaremos o método da Variedade de Nehari para mostrar a existéncia de
estados fundamentais e miltiplas solugoes para os seguintes problemas de fronteira elipticos

nao lineares:

—Au— I = f(z,u), xe€Q
u = 0, x € 0N}

—Apju — NulP?u = f(z,u), €
u = 0, x € 01,

(2)

do qual (1) passa a ser um caso particular, uma generalizacao para p-laplaciano, definido
por Ayu := div(|Vu|P~'Vu) para todo p € (1,00). Tanto em (1) quanto em (2), Q é um
aberto limitado do RY, A < \;, sendo \; o primeiro autovalor de —A em Q e , em (1),

f e (2 x R,R) é uma funcao satisfazendo a restrigdo de crescimento

[f (2, w)] < a(l+Jul*™) (3)

para algum a > 0 e 2 < ¢ < 2%, sendo que 2* representa aqui o expoente critico da imersao

de Sobolev H*(Q2) < LP(f2), e tem valor

2N
—_— N >3
v — ) N2 e =
0, seN=1 ou N=2

e, em (2), f precisa satisfazer a restrigao de crescimento (3) com 2 substituido por p e 2*

substituido por
Np
pri={ N-p
OOJ

se N>p

se N <p.



Usaremos o método da variedade de Nehari também para provarmos a existéncia de
solugoes de menor energia com sinais trocados para (1) e (2), ou seja, uma solugao u € N,
com ®(u) = ¢4 > 2¢, em que P é o funcional “Energia” associado a (1) e (2), respectiva-
mente, N,. :={u € E : vt € N}, ;e = uierjl\ﬁsC(I)(u), com v = max{u,0} e u= = min{u, 0}

denotando, sucessivamente, as parte positiva e negativa de u.

1
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Abstract

In this work we will use the method of Nehari manifold to show the existence of ground

states and multiple solutions to the following elliptical boundary problems nonlinear:

—Au—u = f(z,u), €
u = 0, x € 0F)

and

—Apu — NulP?u = f(z,u), €
U = 0, x € 05,

(5)

which (4) becomes a particular case, a generalization for the p-laplacian, defined as A,u :=
div(|Vu[P'Vu) for all p € (1,00). At (4) and (5), © is a bounded domain R, X < Ay,
being A; the fist Dirichlet eigenvalue of —A in 2 and , at (4), f € C(Q x R,R) is a function

satisfying the growth restrition

[f(z,u)] < a(l+[ul”™) (6)

for some a > 0 e 2 < g < 2%, wherein 2* here denotes the critical exponent of the Sobolev

embedding H'(Q2) < LP()), and has value

2N
—, if N>3
2*: N_Q’ ! -
00, ifN=1 o N=2

and, at (5), f need to satisfy the growth restriction (6) wuith 2 replaced by p e 2* replaced

by
N
—p, if N>p
pri={ N—p
00, if N <np.



we will use the method of Nehari manifold also to show the existence of least energy sign-
changing solutions for (4) and (5), i.e, a solution u € N, with ®(u) = ¢4 > 2¢, wherein ® is
the funcional “Energy” associated with (4) and (5), respectively, Ny, :=={u € F : u* € N},
cse = infuen, P(u), with vt = max{u,0} and v~ = min{wu,0} denoting, successively, the

positive and negative part of w.

2
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Introducao

Sabemos que, pelo Principio de Dirichlet, as solugao de uma equagao diferencial junta-
mente com uma condigao de fronteira pode ser obtida como minimizador de um funcional
apropriado.

A ideia principal embutida no Principio de Dirichlet é a interpretacao de um problema
diferencial, escrito abstratamente como F'(u) = 0, como ®'(u) = 0, sendo ® um funcional
adequado definido em um conjunto de funcoes, e " a diferencial de ®. Em outras palavras,
zeros de F' sdo vistos como pontos criticos (ndo necessariamente minimos) de ®. A equagao
®'(u) = 0 é equacao de Euler ou equagao de Euler-Lagrange associada a ®.

Muitas vezes, verifica-se que é muito mais facil encontrar um ponto critico de ® do
que trabalhar diretamente com a equagao F'(u) = 0. Além disso, em intimeras aplicagoes, o
funcional ® tem um significado fisico por ser , em alguns casos, a integral de um Lagrangeano,
sendo esta integral conhecida por muitos autores como Funcional A¢ao. Portanto, encontrar
um ponto de minimo de ® significa nao sé resolver a equacao diferencial, mas encontrar a
solucao de acao minima, frequentemente de particular relevancia em problemas concretos.
A interpretacao de ® como uma energia é tao frequente que os funcionais associados a
problemas diferenciais sao normalmente chamado funcionais de energia, mesmo quando o
problema nao tem aplicacoes fisicas diretas.

Acontece, muitas vezes, que o funcional ® associado ao problema de valor de fronteira
¢ ilimitado inferiormente. Portanto, nenhuma minimizacao é possivel no espaco inteiro,
sendo necessario, entao, a restricao de ® a um conjunto onde ele seja, de fato, limitado
inferiormente, o que possibilita, em alguns casos, sob algumas hipéteses, resolver o problema,
uma vez que um ponto critico de ® nesse conjunto serd um ponto critico de ¢ no espaco
inteiro. A variedade de Nehari é um exemplo de conjunto onde esta minimizacao pode ser
realizada.

Na sequeéncia, consideraremos o problema

—Au— M= |ulfu, €

7
u =0, x € 0f) (7)

que pode ser encontrado em [18], e que ilustra a utilizagdo da variedade de Nehari em um
caso concreto. Em (7) € é um dominio limitado do RY, A > —\;, onde \; denota o primeiro

autovalor de —A em Q e 2 < p < 2%, sendo que 2* representa aqui o expoente critico da



imersao de Sobolev H(Q)) — L4(Q), e tem valor

2N
—_— N >
o N _ 9 se >3
00, seN=1 ou N =2.

Ressaltamos que, no capitulo 2 deste trabalho, faremos algumas hipdteses que nos possi-
bilitarao aplicar o método da variedade a problemas onde o espaco ambiente ¢ um espaco

abstrato. A saber, consideraremos F um espaco de Banach uniformemente convexo tal que

(A;) Existe uma fungao de normalizacao ¢ tal que

[l
wes Plu) = / o(t) dt € CY(E\ {0}.R),

sendo que J := ¢’ é limitado em conjuntos limitados e J(w)w = 1 para todo w € S =
{weE : lwl| =1}

(Ag) Para cada w € E \ {0} existe s, tal que se ay(s) := ®(sw), entdo o/, (s) > 0 para
0<s<sy,eal,(s)<0paras > s,;

(A3) Existe 0 > 0 tal que se s, > 0 para todo w € S e, para cada subconjunto compacto

K C S, existe uma constante C tal que s, < Cx para todo w € K.

Considere, agora, o funcional “Energia” ® : H}(£2) — R associado ao problema (7), dado

por
1 9 9 1
O(u) == [ (|[Vu|*+ ) de — = [ |uf do
2 Ja D Ja
1 1
= hul3 - Sl
em que

1

11l = (/Q(|Vu|2+)\u2) dx)2

denota aqui uma norma equivalente & norma usual em H'(2).
A desigualdade de Poincaré assegura que este funcional estd bem definido e sua relagao

com o problema (7) é dada pelo seguinte fato: ® é de classe C* e
O (u)v = / Vu-Voudr + )\/ uv do — / |ulP"2uv do Y u,v € Hy ().
Q Q Q

Em consequéncia, u é uma solugao fraca do problema (7) se e s6 u é um ponto critico de ®.
Para estudar os pontos criticos de ® convém analisar seu grafico. Para isto, fixemos uma
direcao u € Hy(Q), u # 0, e observamos como é o grafico de ® sobre a reta gerada por w.

Isto é, consideremos a funcao «, : R — R dada por

) = osu) = (g1l ) & = (L) b

10



A hipdtese Ay acima garantird a mesma anélise para uma situacao mais geral (veja o capitulo
2).

Pela hipdtese p > 2, o grafico desta funcao tem a seguinte forma:

ANA

Figura 1: Desenho do grafico de ®.

Pode-se confirmar a afirmacao anterior encontrando os pontos criticos e os valores criticos
da func¢ao f : R — R dada por
f(s) = as® —bls|”

sendo a, b > 0 nimeros reais e p > 2.

Observamos que ® nao ¢é limitada inferiormente e que tem um minimo local em 0. Note
que 0 é uma solugao do problema (7). Nos interessa saber se este problema tem uma solugao
nao trivial. O fato de ser @ ilimitada inferiormente impossibilita a aplicacao de qualquer
método direto da teoria de minimizagao.

Denotemos por s, o inico maximo de «, em (0, 00). Ressaltamos, também aqui, que a
hipdtese As garantird a existéncia de um tnico maximo de «,, em (0, 00) (veja capitulo 2)

Os pontos criticos de ® estao contidos no conjunto {s,u : u € H}(Q), ||ul|x = 1}. Tal
conjunto se chama a variedade de Nehari.

O conjunto

N ={uec Hy(Q):u#0,®u)u=0}
= {u € Hy(Q) 1 u# 0, [[ull} = [uf}}

contém obviamente todos os pontos criticos nao triviais de ®. Tem-se as seguintes proprie-

dades, que também se cumprirao na situagao de nosso trabalho.

i) Existe 6 > 0 tal que |lul[y > ¢ para todo v € N. Em consequéncia A é um conjunto
fechado de HJ ().

ii) N ¢é uma subvariedade de classe C? de H}(12).
i) u ¢ TN

iv) Para cada u € H}(Q), u # 0, existe um tnico s, > 0 tal que s,u € N. s, é o tnico

ponto em (0, 00) para o qual se cumpre

max O(su) = P(s,u).

s>0

11



Das propriedades anteriores concluimos os seguintes fatos:
i) inf ®(u) > 0.
) ueN ( )

ii) Se u € N é um ponto critico de ® sobre N, entdo u é um ponto critico nao trivial de

®: H} () — R e, como consequéncia, uma solugao nao trivial do problema (7).

Por outro lado, estes fatos nos sugerem investigar se ® alcanca seu minimo em N. Se N/
for compacta a resposta seria claramente afirmativa, ja que toda funcao continua em um
conjunto compacto alcanca seus valores extremos. Porém A nao é compacta. De fato, N/
é homeomorfo & esfera unitdria em H} () e a esfera unitdria em um espaco de dimensao
infinita nunca é compacta.

Se p < 2* entao ® alcanca seu minimo em N. Entao, este fato somado & alguns resultados
anteriores nos diz que o problema (7) tem ao menos uma solugao nao trivial. Por fim, por
um resultado devido & Benci-Cerami(1991), que nos diz que se v € N é um ponto critico de
® tal que

P (u) < 21)12/5 P (v)

entao, ou bem u > 0, ou bem u < 0 q.t.p em €2, garantimos, em particular, que as solugoes
de (7) ndo mudam de sinal.

O método da Variedade de Nehari se tornou muito 1til na teoria de ponto critico e
remonta aos trabalhos de Nehari [28] e [29]. Nesses trabalhos ele considerou um problema
de valor de fronteira para uma certa equacao diferencial parcial em um intervalo (a,b) e
mostrou que ela tem uma solucao nao trivial que pode ser obtida por minimizacao restrita
do funcional de Euler-Lagrange correspondente ao problema.

Para descrever o método de Nehari em um conjunto abstrato, considere £ um espaco de
Banach real e ® € C'(E,R) um funcional. A derivada de Fréchet de ® em u, ®'(u), é um
elemento do espago dual E*, e denotamos ®’(u) calculada em v € E por ®'(u)v. Suponha
que u # 0 seja um ponto critico de @, isto é, ®'(u) = 0. Entdo, necessariamente u esta

contido no conjunto

N ={u € E\{0} : ®'(u)u = 0}.

Assim, A é uma restricao natural para o problema de encontrar pontos criticos nao-triviais
(isto é, u # 0) de ®. O conjunto N é chamado a Varidade de Nehari embora em geral ela
pode nao ser uma variedade.

Em nosso trabalho suporemos apenas que ® € C'(E,R), de modo que a verificacao de
que A é uma variedade nao pode ser feita seguindo a Observacao 2.2 adiante. Contornaremos
essa dificuldade ao provarmos, com hipéteses adicionais posteriormente descritas, a existéncia
de um homeomorfismo radial entre A e a esfera unitaria S do espaco E.

As proximas consideracgoes descrevem a situagao usual em que pontos criticos para um
funcional ® sao obtidos pelo método da variedade de Nehari.

Assuma, sem perda de generalidade que ®(0) = 0. Assuma também que, para cada
weS={wekFE: |w|=1},afuncdo a,(s) ;== ®(sw) atinja um tinico maximo s,, € (0, c0)

/

',(s) < 0 sempre que s > s, € 5, > ¢ para algum

tal que a/,(s) > 0 sempre que 0 < s < 8§, @

12



9 > 0, independente de w € S (veja figura 2 abaixo). Entao, o/ (s,) = ®'(s,w)w = 0, 0 que
implica que ®'(s,w)s,w = $,P'(s,w)w = 0. Logo s,w é o Unico ponto no raio s — sw,
s > 0, que intersecta N. Ou seja, a variedade de Nehari é descrita como o conjunto dos
pontos de méximo do funcional ay(s) = ®(sw), para cada w € S. Como consequéncia,
para cada direcao w € S fixada, o método da variedade de Nehari obtém pontos criticos

simplesmente ao analisar a funcao real a,: [0,00) — R.

Oy (e)

Figura 2: O grafico de a,,(s) = ®(sw) ¢é exibido para s > 0 e w € S fixado e ressaltando o
tnico maximo s, € (0, 00) tal que o, (s) > 0 sempre que 0 < s < s, @, (s) < 0 sempre que
S > Sy

Defina
= inf ®(u).
¢=

Sob condicoes apropriadas de ® espera-se que ¢ seja atingido em algum ug € N e que
up seja um ponto critico de ® em E (expressamos este notdvel fato dizendo que N é uma
restri¢do natural para ®) e, portanto, uma solu¢ao dos problemas (1.1) e (1.5)(veja capitulo
3). Neste trabalho, provamos que ug € A/ é um ponto critico sempre que ®(ug) = c.

Seguindo M. Willem [20, p. 71|, definimos o que chamamos de Estado Fundamental ou
solugao de estado fundamental ou ponto critico de menor energia: Seja ® € C'(E,R) um
funcional. Um ponto critico u # 0 de ® tal que ®(u) = ¢ é chamado estado fundamental
ou solucao de estado fundamental ou ponto critico de menor energia.

Este trabalho foi desenvolvido tendo [1] como principal referéncia e tem como principal
objetivo utilizar o método da Variedade de Nehari para mostrar a existéncia de estados
fundamentais e multiplas solucoes para os seguintes problemas de fronteira elipticos nao

lineares:

{—Au—)\u = f(z,u), z€Q )

u = 0, x € 082

(9)

—Aju = AMulP?u = f(z,u), z€Q
u = 0, x € 010,

do qual (8) passa a ser um caso particular, uma generalizagdo para o p-laplaciano, definido

13



por Ayu := div(|Vul|P~'Vu) para todo p € (1,00). Tanto em (8) quanto em (9), Q é um
aberto limitado do RY, X < A;, sendo \; o primeiro autovalor de —A em e, em (8),

f € C(Q xR,R) é uma fungao satisfazendo a restrigao de crescimento
|f(z,u)] < a(l+ |ul*") (10)

para algum a > 0 e 2 < ¢ < 2%, sendo que 2* representa aqui o expoente critico da imersao
de Sobolev H*(Q) < LP(f2), e tem valor

2N
—_— N >3
=) N—2 =
00, seN=1 ou N=

e, em (9), f precisa satisfazer a restrigao de crescimento (10) com 2 substituido por p e 2*

substituido por
Np
pri=q N—p
00, se N <p.

se N>p

Além disso, usaremos o método da variedade de Nehari também para provarmos a
existéncia de solugoes de menor energia com sinais trocados para (8) e (9), ou seja, uma
solu¢ao u € N, com ®(u) = ¢g > 2¢, em que P é o funcional “Energia” associado a (8) e
(9), respectivamente, Ny := {u € E : vt € N'}, cse = infuen,, ®(u), com v = max{u,0} e

u~ = min{u, 0} denotando, sucessivamente, as parte positiva e negativa de u.

14



Capitulo 1
Preliminares

Na primeira secao deste capitulo apresentaremos alguns resultados basicos sobre um
problema nao linear para o Laplaciano, problema esse que sera tratado, em outro capitulo,
utilizando o método da variedade de Nehari.

Na segunda secao, consideraremos uma versao mais geral do mesmo problema, substi-
tuindo o operador Laplaciano pelo p-laplaciano. Como antes, o método da variedade de
Nehari sera aplicado posteriormente.

A apresentacao em duas diferentes secoes justifica-se pela utilizacao de espagos distintos:
no caso do Laplaciano, podemos considerar o problema em um espago de Hilbert, o que nao

serd possivel no caso mais geral do p-laplaciano.

1.1 Um problema nao linear para o Laplaciano

Seja 0 C RY um dominio limitado. Consideremos o problema de Dirichlet

(1.1)

—Au— I = f(z,u), x€Q
u = 0, x € 010,

em que A é um parametro real e f € C(€2 x R, R) satisfaz a restrigdo de crescimento
[f(z,w)] < a(l+Jul”™) (1.2)

para algum a > 0 e 2 < g < 2%,
O expoente critico da imersao de Sobolev H'(Q2) — LP(Q), denotado aqui por 2*, tem

valor
2N
—_— N >
0% _ N9 se >3,
0, se N=1 ou N =2.

Vamos procurar por solugoes do problema (1.1) definidas no espago de Hilbert HJ ().

Definigao 1.1 (Solucdo fraca). Uma fungdio u € HL(Q) satisfazendo a igualdade

/Vu'Vvdx—/\/uvdx:/fvdm Vo e Hy(Q)
Q Q Q

15



¢ chamada solugao fraca do problema (1.1), com

Vu- Vo= Vu(z) - Vole) = 0u )9 ()

denotando o produto interno usual do espaco RV .

Como sabemos (veja o Apéndice C), a norma usual do espago Hj () é equivalente a

1/2
Jull = ( [ vu dx) |
Q

que ¢é gerada pelo produto interno

norma

(u,v) = / Vu - Vo dz.
0

O espago H} () sera considerado com essa norma. Denotaremos, respectivamente, por || - |2
e (-,-)2 a norma e o produto interno usuais do espago L*({2). Mais geralmente, denotaremos
por || - ||, a norma usual do espaco LP(£2). A notagao | - | também sera utilizada para
denotar normas usuais de alguns espacos; por exemplo, a norma do espaco dual de algum
espaco considerado.

Consideremos o funcional “energia” ®: Hj(Q2) — R dado por

1 1 1
O (u) :zé/QIVu]de—é/Q)\u2da:—/QF(x,u)d3:E§Hu|\2—1'1(u)—[(u),

em que

Fla,u) = /0 " fa s)ds. (1.3)

Afirmamos que ® estd bem definido. De fato, a funcéo I, dada por Iy(u) = i|jul]* =

%(u, u) estd bem definida para todo u € H} (). Por sua vez, o mesmo acontece com a fungao

I, dada por I;(u) = 3||ull3.
Assim, basta verificar que a funcao I estd bem definida. Isto é uma consequéncia da

restrigao de crescimento (1.2). De fato, temos que

/0 " flw,5)ds| < / " | (. 9)lds

ul |u|?
< / a(l+1]s|* Hds =a (|u| + —) :
0 q

Uma vez que H}(Q) — L9(Q), nossas hipéteses garantem que |ul, [u|? € L'(2). Conse-

q
/a(|u|—|—|u—|) dr < o0,
Q q

mostrando que a funcao I estd bem definida e concluindo a demonstracao de nossa afirmacao.

|F(z,u)| =

quentemente,

Observagao 1.2. A condigao (1.2) é essencial para que o funcional energia ® esteja bem
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definido em H} (1), isto é, devemos ter 2 < ¢ < 2*. De fato, se f(z,u) crescer mais rapido
que |u|? 71, entdo F(z,u) crescera mais rapido do que |u|>". De acordo com o Teorema C.9,
H}(2) nao estd imerso em L7(f2) quando ¢ > 2*. Como consequéncia, a integral de F'(x,u)
pode divergir para algum u € HJ ().

Em algumas passagens utilizaremos o Corolario (D.5), o que impde a condi¢do ¢ —1 > 1,
mas permitiria ¢ = 2. Contudo, sé podemos garantir que o funcional ® seja ilimitado
inferiormente no caso em que ¢ > 2: veja [17, p. 56]. Esse fato serd importante em nossa

abordagem utilizando a variedade de Nehari. <

Lema 1.3 (Diferenciabilidade de ®). O funcional energia ® ¢ de classe C' e

@’(u)v:/Vu~Vvd:L'—)\/uvdx—/f(x,u)vdx.
0 0 0

Demonstragio. Uma vez que Io(u) = 3|ul]> = H(u,u) e Li(u) = 3|ull3 = 3{u,u)s, vemos

que ambos funcionais sao de classe! C*, com
I(u)v = / Vu-Vodzx e  I[(u)v= )\/ uv du.
Q Q

Basta, portanto, considerar a diferenciabilidade de I(u) = [, F/(z,u) dz.

Afirmamos que existe a derivada de Gateaux de I. De fato, sejam u,v € H} (). Entao

I(u+tv) — I(u) :%</(2F(x,u+tv) dx_/F(Lu) dx) :/QF(x,u—l—tv)—F(x,u) dr.

t 0 t

Para x €  fixo, temos que F' é uma funcao real (veja a equagao (1.3)). Assim, o Teorema

do Valor Médio garante a existéncia de 6 € R, satisfazendo 0 < 8 < 1, tal que

F(z,u(x) 4+ tv(z)) — F(z,u(z)) _ DoF (x,u + Otv) tv

; ; = f(x,u+6tv)v,

de modo que
I(u+tv) —
t

I(u) = /Qf (2, u(x) 4 Otv(x)) v(x) da. (1.4)

Vamos mostrar que a integral em (1.4) é finita. Para isso, notamos que

|f (2, u(x) + Oto(x)) v(z)]

IN

a (14 u(z) + Otv(z)|*7") Jv(z)|

a (1+ (Ju(@)| + Jo(@)))*) [o(2)|

a (14272 (Ju(2)[*™! + Jo(@)|")) |v(=)],
C ([v(@)] + fu(x) " o()| + [v(x)]7)

IAIA

IN

de acordo com a desigualdade mostrada no Corolario D.5. (Note que a limitacao inferior
q > 2 assumida em (1.2) é utilizada também aqui: para aplicar o Coroldrio D.5, precisamos

que ¢ —1 > 1, ou seja, ¢ > 2.)

10s funcionais Iy e I; sdo de classe C>.
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Afirmamos que
(Il + [ul* )| + [0]7) € LY(Q).

De fato, como u,v € Hj (), temos que u,v € L(Q), implicando que |u|?, [v]? € L'(€). Como
lv] € LI(Q) e |u|?! € LT1(), a desigualdade de Holder garante que |ul*~ |v| € L1(Q), pois
q%l é o expoente conjugado de ¢, concluindo a prova de nossa afirmacao.
Decorre entao do Teorema da Convergéncia Dominada que

1 —1
lim (uttv) = Iu) /hmf(x u—l—)\tvvdx—/fxuvdx
Q

t—0 t t—0

que define uma aplicagao linear continua (como fungao de v € H}(2)).

Para completarmos a demonstracao, mostraremos que a derivada de Gateaux
I': Hy(Q) — Hy(Q)*

é continua.

Suponhamos que u, — u em H}(Q). Entao u, — u em LP(Q), 1 < p < 2*. Decorre do
Teorema D.6 que f(z,u,) — f(z,u) em L7 com q:=p/p— 1.

Assim, denotando por ¢, uma constante que depende de p, as desigualdades de Holder e

Poincaré implicam

I (un)o = I'(u)v] =

/Q (f(z,un) — f(z,u))vde

< f (2 un) = fa, w)lgllvll
< &llf (2, un) = S (@, u)lgllvl;

< / (@ un — f(@, )] o] da

de onde obtemos
11 (un) = I'(w)|| < el f(2,un) — f(z,u)lly = 0, n— oo,

o que mostra que I ¢ de classe C! e conclui a prova do lema. [ |

No préximo resultado coletamos algumas propriedades basicas do funcional energia ®:
Teorema 1.4. Suponhamos que f seja continua e satisfaca (1.2). Entdo:
(i) ® € CY(HL(Q),R)) e ®'(u) =0 se, e somente se, u € H}(Q) for uma solugdo fraca de
(1.1);

(73) Os funcionais I e Iy sao (sequencialmente) fracamente continuos, isto €, se u, — u
entao I(u,) — I(u) e I(u,) — I (u);

(1ii) Os operadores I' e I} sao completamente continuos, isto €, se u, — u entao I'(u,) —

I'(u) e I (un) — Iy (u);

(1) Se f(x,u) = o(u) uniformemente em x quando u — 0, entdo I'(u) = o(||ul|]) e I(u) =
o(||ul]?) quando u — 0 em H,(Q);
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(v) Se N =1, entdao f nao precisa satisfazer a restri¢cao de crescimento (1.2).

Demonstragdo. J4 vimos que ® é de classe C*. Utilizando a expressao de ®’(u), calculada
no Lema 1.3, temos imediatamente que ®'(u) = 0 se, e somente se, u € H} () for solugao

fraca de (1.1).
Vamos agora mostrar que I é fracamente (sequencialmente) continuo e que I’ é comple-
tamente continuo. Suponhamos que u,, — u em H} (). Os teoremas de imersao de Sobolev

garantem entao que u, — u em L?(2). Assim, quando n — oo obtemos que

< / a(l+]s|"1)ds

q q
— ol = o+ B 1)
Un q q

' f(z,s)ds

Un

cofie )]

|F(z,u) — F(x,u,)] <

o que implica que
I(u) — I(u) = / (F(x,u) — F(z,u,))dr -0 quando n — oo.
Q
Por sua vez, decorre das desigualdades de Holder e Poincaré que

[ (oo = flaue) da / () = S ] o] d

(/\ (@, un) — fla,u)|7 dx) ’ (/Q|v|pdx);

= [f (@, un) = f 2, w) || 2 (0]l
< ollf (2, un) — @, u)l 2 ]l

(7" (un) = I'(w)) v| =

Como || f(x,uy,) — f(:c,u)HL% — 0, concluimos que [|I'(u,) — I'(u)]| — 0.

Agora vamos mostrar que [; é fracamente sequencialmente continuo e I é completamente
continuo. Como antes, de u,, — u em Hj(Q) decorre u,, — u em L?(Q) e, portanto, u, — u
em L%(Q).

Portanto,

provando que I (u,) — I;(u).
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Por sua vez, decorre da desigualdade de Holder e Poincaré que

(I (un)v — I (u |_‘/ —uvdx<|)\|/| —r

o) ()

= [Alllun = ull2[|vl2

< ¢pllun — ulla[[o]

Como ||u, — u|ls = 0, completamos a prova de (ii) e (ii).
Da hipétese f(x,u) = o(u) decorre que, dado € > 0, existe C. tal que 0 < |u| < C.
implica | f(x,u)| < elul.

Mostraremos, primeiramente, que I’(u) = o(||u||). Decorre das desigualdades de Holder

/fa:uvdm /|fxu]|v|da:

< / elul [o] dx < ellullallvlle < ceplull o]

e Poincaré que

11" (w)

o que implica que
11 (u)]] < ecplull

e prova que I'(u) = o(||ul]).
Mostramos agora que I(u) = o(||u?||). De fato,

Jul
/fxsdsdx // f(z,s)|dsdx
|ul
/ / el dsde < 5 [ fuf? do = Sulf < %l

mostrando que I(u) = o(|[u?]|).

[ (u)] =

Decorre da compacidade da imersdo Hi(Q) — C() a afirmacio (v). |

1.2 Um problema nao linear para o p-Laplaciano

Para generalizar os resultados preliminares obtidos na Secao 1.1, consideraremos o ope-
rador p-laplaciano, definido por Ayu := div(|Vul[P~?Vu) para todo p € (1,00). O problema

correspondente a (1.1) é

(1.5)

—ANpu— MNulP?u = f(z,u), z€Q
U = 0, x € 010,
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do qual (1.1) passa a ser um caso particular. Neste contexto mais geral, o espaco adequado

. , 1 . , . N
para considerarmos o problema é W,*(£2), cuja norma usual é equivalente & norma

| = (/ VP dm)p .
Q

. 1 . . . ~ ~
Consideraremos W,?(€2) com essa norma. (Note que, diferentemente da primeira se¢ao, nao
estamos lidando com um espago de Hilbert.)

O coeficiente critico para a imersdo de Sobolev Wy (Q) < L(2) é dado por

N
. —p, se N > p,
pr=q N-p

0, se N <p

e uma solucao fraca de (1.5) é definida por
/ |VulP~?Vu - Vo do — )\/ |ulP~2uv dz = / f(z,u)v dz, Yove WP Q).
Q Q )
Como na Segao 1.1, consideramos o funcional “energia”, definido em nosso caso por

B(u) = %/ﬂ Yl dz — %/Q lufPda — /QF(x,u) dz = Io(u) — I, (u) — I(u),

para todo u € Wy (Q).
Para obtermos que o funcional energia esta bem definido, precisamos alterar a restricao

de crescimento utilizada na 1.1. Vamos supor que
(2, )] < a(l+ [ul*™) (1.6)

coma > 0ep < g < p*. Note que essa restricdo é a mesma que (1.2), com 2 e 2*
substituidos por p e p*, respectivamente. Com essa restricao de crescimento, é facil verificar

que o funcional energia esta bem definido.

Observacao 1.5. A justificativa para o intervalo p < ¢ < p* na condi¢ao (1.6) é andloga a

apresentada na Secao 1.1. <

Lema 1.6. O funcional Iy: W,*(Q) — R, dado por

Io(u) = - / Vulrdz
P Ja

¢ de classe C' e

I (u)v = / |VulP2Vu - Vo da.
Q

Demonstragdo. Consideremos a funcio n: RY — R dada por n(z) = |z|P. Entdo, para todo
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x # 0, temos Vn(z) = p|x|p’12|%21' = p|z|[P~2x, de modo que

i n(x +ty) —n(x)

_ P—2,.
lim p = plz|’" "z - y.

Portanto,

lim |Vu(x) + tVo(z)|P — |Vu(x)|P

t—0 t

= p|Vu(2)[P*Vu(z) - Vo(z) qt.p. em Q.

Contudo, para aplicarmos o limite dentro da integral, precisamos verificar que o Teorema
da Convergéncia Dominada pode ser aplicado. Aplicando o Teorema do Valor Médio temos,

de acordo com o mostrado anteriormente e o Lema D.5,

|Vu+ tVoulP — |[VulP
t

= p|IVu+ 070 2(Vu + 6190) Vo

= p|Vu + 0tVu|P~2 - |(Vu + 0tVv)| - |V
= p|Vu + 0tVu|P~H Vo

=p- 272 (|[Vulf ' + [0t~ VolPh) - Vo
< C(|Vul~ Vol + [Vo])

em que t foi suposto suficientemente pequeno, 0 < < 1e C = p-2P72,
De modo semelhante ao caso do Laplaciano, verificamos facilmente que o lado direito
dessa desigualdade estd em L'(2), mostrando que as condigoes do Teorema da Convergéncia

Dominada estao satisfeitas. Assim

1 to(z)|P — P
lim — / Vulz) + to(@)” = [Vu()] dr = / |VulP~?Vu - Vo du,
t=0p Jq t Q

mostrando que I é Gateaux diferenciavel.

Agora vamos mostrar que Ij): WyP(Q) — W, ?(Q)* é continua. Para isso, consideremos
uma sequéncia (u,) tal que u, — u em Wy 7 (Q). Passando a subsequéncias (veja a demons-
tracdo do Lema D.3), podemos supor que Vu, — Vu em (L(Q))Y, Vu,(2) — Vu(z) q.t.p.
em Q e |Vu,(2)]P < g(x) q.t.p. em Q, com g(x) € L'(Q).

Entao temos, aplicando as desigualdades de Holder,

|(To(un) — Lo(w)) v] =

< (/ |V, [PV, — |Vu]p_2Vu‘P%1 dx) ’ </ |Vul? dx)p
Q Q
p=1

= (/ |V, [P~*Vu, — ]Vu]p_QVu‘P%l da:) ’ vl
0

/ (IVun|P*Vu, — [VulP~>Vu) - Vo dz
0
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Portanto,

p—1

1 15 (u,) — Iy(u)]] < (/ |V, |P~*Vu, — ]Vu\p’QVu|# dx) ’
Q
Para mostrar que a integral na desigualdade anterior é finita, basta notarmos que
IVt P2V, — [VulP2Vu| 7T < C (VP + [Vul?) < Clg + |Vul?) € LN (9),
De acordo com o que assumimos sobre a sequéncia (u,,), temos que
YV, (2)[P2Vu, (r) — [Vu(x)|P*Vu(z) qt.p. em Q.
Como consequéncia, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada e concluir que
|1 I (un) — Ig(w)]] = 0 quando n — co.

(Esse resultado foi mostrado para uma subsequéncia da sequéncia original (u,,); contudo,
como sequéncias convergentes sao de Cauchy, o resultado também vale para a sequéncia

original (u,).) |

Proposicao 1.7. O funcional energia ® € de classe C1 e

O (u)v = / VulP?Vu - Vo do — )\/ |ulP~?uv do — / f(z,u)v dx
Q Q Q

para todo v € Wy (Q).

Demonstracao. Ja vimos que Io(u) = %/ |VulPdz é de classe C*. Utilizando a imersao
0

canbnica WyP(Q) — LP(Q), a demonstracio que I(u) = %/Q)\|u|pdx é de classe C' ¢é
completamente andloga ao que foi feito no Lema 1.3, com o espago H}(Q) substituido pelo
espaco W, 7 (Q).
A demonstragao de que o funcional I(u) = / F(z,u) dz é de classe C'' também ¢ andloga
Q

aquela apresentada no Lema 1.3, uma vez considerada a restri¢ao de crescimento (1.6). W
Teorema 1.8. Suponha que f seja continua e satisfaga (1.6). Entdo:

(i) ® € CY (W, P(Q),R) e & (u) =0 se, e somente se, u € WyP(Q) for uma solugio fraca
de (1.5);

(i1) Os funcionais I e I, sao (sequencialmente) fracamente continuos, isto €, se u, — u,

entio I(u,) — I(u) e I (u,) — I1(u);

(i1i) Os operadores I' e I] sdo completamente continuos, isto é, se u, — u, entio I'(u,) —
I'(u) e I{(uy) — I{(u).
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(iv) Se f(z,u) = o(Ju|P~t) uniformemente em x quando u — 0, entao I'(u) = o(||lul[P~!) e
I(u) = o(||u||”) quando u — 0 em W,"(Q);

(v) Se N < p, entdo f nao precisa satisfazer qualquer restrigao de crescimento.

Demonstragio. Ja vimos que ® € C' (W, (), R). Utilizando a expressao de &' (u), calculada
na Proposicio 1.7, temos que ®'(u) = 0 se, e somente se, u € Wy (Q) for solucio fraca de
(1.5).

Vamos agora mostrar que I e [; sdo fracamente (sequencialmente) continuos e que I’
e I] sdo completamente continuos. Suponhamos que u,, — u em I/VO1 P(€2). Como no caso
do laplaciano, os teoremas de imersao de Sobolev garantem entao que u,, — u em L7(2).

Assim, também de forma analoga ao caso do Laplaciano, obtemos que
I(u) — I(u) = / (F(z,u) — F(z,u,)) dz — 0 quando n — oc.
Q

Por sua vez, decorre das desigualdades de Holder e Poincaré,

(7" (un) = I'(w)) v| =

(f(x up)v — f(x,u)v) de /| x,u,) — flx,u)| |v| dz

</\ F(sun) — fla,u)|7T dx)p</g|v|pdx)‘l’

= [f (@, un) = 2, w) ||z (ol
< ollf (2, un) = (@, u) 2]l

Como || f(x,uy,) — f(x,u)Hﬁ — 0, concluimos que ||I'(u,) — I'(u)|| — 0.

Agora vamos mostrar que [; é fracamente sequencialmente continuo e I é completamente
continuo. Como antes, de u, — u em W,?(Q) decorre u, — u em LP(Q) e, portanto,
|t,|P — |ulP em LY(Q). Logo,

Al

Iy (1) — Ty(u)| = \% / Nl = [ul?)da| < 2 / (nl? — Juf?)| ez

(] = Jul?)l;
provando que [1(u,) — I1(u).

Antes de provarmos (ii) e (iii), notemos que |, |[P~2u,, [u[P~2u € L7 7(Q). De fato, como
(un) C LP(Q), segue-se

/ Hun\p_zun!”%l dz :/ (|un|1”_2]un|)ﬂ%1 dz = / <|un\p_1>pf1 dz :/ lun|? dz < oo.
Q Q 0 0

Da mesma forma, mostramos que |ulP~2u € L1 ().
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Decorre,entao, das desigualdades de Holder e Poincaré que

(I} (a0 — Iy (w)o)| = 'A / (w2 — ufPu)u da

p=1 1
p—1 P P
< |\l </ [P — ufP2u| 7 dx) (/ |v[? d:c)
0 Q

= P [lun P72 = Julul|_o_Tlolly

< |/\|/ }(|un|p_2un — |u|p_2u)v} dz
Q

< & ||l un = JulPul| , |lo])

Pelo Teorema (D.6) temos que |||, [P~ 2u, — |u|1"_2u||pz%1 — 0, completando assim a prova
de (i1) e (iii).

Mostraremos agora (iv). Da hipdtese f(x,u) = o(Ju|P™) decorre que, dado & > 0, existe
C. tal que 0 < |u| < C. implica que |f(x,u)| < e|u[P~!. Mostraremos, primeiramente, que

I'(u) = o(||ul]|P™). As desigualdades de Holder e Poincaré implicam que

/fa:uvdx /\fasu \v|dx</€]u\p1|v\dx

< el e vl = el Il

7' (w)

< ecpllul”~ o]

0 que garante que
1 ()] < ecplluf”

e prova que I'(u) = o(|Ju[P~1).

Mostramos agora que I(u) = o(||u||”). De fato,

|ul
/fxsdsda: // f(z,s)|dsdx
Jul
// els|Ptdsdr < = /|u\pdx——|]u||p

< 7”“””,

[ (u)] =

mostrando que I(u) = o(||u||?).

Finalmente, (v) segue da compacidade da imersao Wy* — C(Q). ]
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Capitulo 2

A Variedade de Nehari

2.1 Definicao e principais propriedades

Definigao 2.1. Sejam E um espaco de Banach real ¢ ® € CY(E,R) um funcional. O

conjunto

N ={ue E\{0}: ¥ (u)u=0}
é chamado variedade de Nehari.

Note que, se u # 0 for um ponto critico de P, isto é, se ®'(u) = 0, entdo necessariamente
u pertence a A. Assim, A é uma restricdo natural para o problema de encontrar pontos
criticos nao triviais (isto é, u # 0) de ®. A abordagem de um problema de minimizagao
utilizando a variedade de Nehari transforma esse problema em um problema de minimizacao

com vinculo.

Observagao 2.2. Embora N seja chamado de variedade de Nehari, NV pode nao ser uma
variedade. Lembramos que 0 € R é um valor reqular da fungao diferenciavel g: U C E — R
se, para todo u € U tal que g(u) = 0, tivermos ¢'(u) # 0. Satisfeita essa exigéncia, temos
que g 1(0) é uma variedade em E.

Em nosso caso, o aberto U é dado por E \ {0} e, definindo g(u) = ®'(u)u e supondo
® € C?, temos u € N se, e somente se, g(u) = 0. Uma vez que ¢’ (u)h = ®"(u)(h, u)+® (u)h,
temos ¢'(u) # 0 se, e somente se, para todo u € FE \ {0} existir h € E \ {0} tal que
O (u)(h,u)+P'(u)h # 0. Se tivermos ®” (u)(u, u) # 0, como ¢'(u)u = & (u)(u, u)+P'(u)u =

®”(u)(u, u), entdo N é uma variedade de codimensao 1. <

Em nosso trabalho suporemos apenas que ® € C'(E,R), de modo que a verificacao de
que N é uma variedade nao pode ser feita seguindo a Observacao 2.2. Contornaremos essa
dificuldade ao provarmos, com hipéteses adicionais posteriormente descritas, a existéncia de
um homeomorfismo radial entre N e a esfera unitdria S do espaco E.

As préximas consideracoes descrevem a situagao usual em que pontos criticos para um
funcional ® sao obtidos pelo método da variedade de Nehari.

Assuma, sem perda de generalidade que ®(0) = 0. Assuma também que, para cada

weS={wekFE: ||w|=1},afungio a(s) := ®(sw) atinja um dnico méximo s,, € (0, c0)
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tal que o (s) > 0 sempre que 0 < s < s, o) (s) < 0 sempre que s > s, € s, > J para
algum ¢ > 0, independente de w € S. Entao, o/ (s,) = ®'(s,w)w = 0, o que implica que
D' (s,w)Spw = 5, P (spw)w = 0. Logo s,w é o tnico ponto no raio s — sw, s > 0, que
intersecta N. Ou seja, a variedade de Nehari é descrita como o conjunto dos pontos de
méximo do funcional a,(s) = ®(sw), para cada w € S. Como consequéncia, para cada
diregao w € S fixada, o método da variedade de Nehari obtém pontos criticos simplesmente
ao analisar a fungao real a,,: [0,00) — R.

O préximo resultado garante que a variedade de Nehari é um conjunto fechado do espago
de Banach FE:

Proposigao 2.3. Assuma que, para cada w € S ={w € E : |w| = 1}, a fungdo ay(s) =
O(sw) atinja um unico mdzimo s, € (0,00) tal que ol (s) > 0 sempre que 0 < s < sy,
al (s) < 0 sempre que s > Sy € Sy, > 0 para algum 6 > 0 independente de w € S. Entio N

¢ um subconjunto fechado do espaco de Banach E.

Demonstragdo. Como @ ¢ diferencidvel, ®~!({0}) C £ é um subconjunto fechado. Nossas
hipéteses garantem a existéncia de § > 0, independente de w € S, tal que s, > 9. Ou seja,
se u € N, entao ||ul]] > 0. Assim, 0 ndo é ponto de acumulagao de elementos de N, o que
garante que @1 ({0}) = N, |

Nossas suposicoes estabelecem uma bijecao entre S e N. Veremos posteriormente que,
se s, for limitado em subconjuntos compactos de S, entao essa bijecao ¢, de fato, um

homeomorfismo.
Defina

c= ulgj{’/q)(u) (2.1)

Sob condi¢oes apropriadas, espera-se que ¢ seja atingido em algum ug € N e que ug seja
um ponto critico de ® considerado no espago inteiro e, portanto, como vimos no capitulo
1, uma solucao dos problemas considerados. Na verdade, veremos que uy € N é um ponto
critico sempre que ®(uy) = ¢. Note que sendo s +— ,(s) crescente para todo w € S e
0 < s <9, 0¢éum minimo local, consequentemente, um ponto critico de ®.

Seguindo M. Willem [20, p. 71], definimos:

Definigao 2.4 (Estado fundamental ou ponto critico de menor energia). Seja ® € C'(E,R)
um funcional. Um ponto critico u # 0 de ® tal que ®(u) = ¢ é chamado estado funda-
mental ou ponto critico de menor energia. Se ug € N for tal que ®(ug) = ¢, entao ug

¢ chamada solugcao de estado fundamental.

De agora em diante, vamos supor que o espaco E seja uniformemente convexo. Mantemos

a suposi¢ao que ®(0) = 0, com ® € C*.

Defini¢ao 2.5. Uma funcao ¢ € C(R.,Ry) é uma fungdo de normalizagao se ¢ for

estritamente crescente, p(0) =0 e p(t) — 0o quando t — oc.
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Descrevemos nossas hipoteses: seja FF um espaco de Banach uniformemente convexo tal

que

(A;) Existe uma fungao de normalizacao ¢ tal que

flull
wms b = [t dt e CHE {0} R)

sendo que J := 1)’ é limitado em conjuntos limitados e J(w)w = 1 para todo w € S =
{we B wl| =1}

(Ag) Para cada w € E \ {0} existe s, tal que se a,(s) := ®(sw), entdo o/, (s) > 0 para
0<s<sy,eal,(s)<0paras > s,;

(A3) Existe 0 > 0 tal que se s, > 0 para todo w € S e, para cada subconjunto compacto

K C S, existe uma constante C tal que s, < Cx para todo w € K.

A aplicagdo J definida em (A;) é chamada aplica¢io de dualidade correspondente a
¢. Veja [11] para uma discussao detalhada desta nogao e algumas observagoes sobre essa

aplica¢@o no Apéndice E. Note que a hipdtese (Ay) garante a unicidade de s,,.

Lema 2.6. Suponhamos que a hipdtese (Ay) seja satisfeita. Entao a esfera S C E € subva-

riedade de classe C* de codimensdo 1 e o espaco tangente a S no ponto w é dado por
T.(S)={z€ E : Jw)z=0}.
Em particular, para todo w € S, vale a decomposi¢ao
E =T,(S) ® Ruw.

Demonstragdo. Por hipétese, 1: E\{0} — R é uma funcao de classe C' e J = ¢)'. Afirmamos

S =yt (/01 gp(t)dt) :

que

De fato,

we B\(OF: vl = [ et}

{
{u c B\ {0} : /0"ul|¢(t)dt - /01 gp(t)dt}
S

U (/01 @(t)dt)

1
Notamos também que, se w € 1! (/ o(t) dt) = S, decorre de (A;) que J(w)w =1
0

para todo w € S, o que implica que J(w) # 0, provando que fol ©(t) dt é um valor regular
de .
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Assim, S é uma subvariedade de classe C! e codimensao 1 em E. Dado w € S, o espaco
tangente a S em w, denotado por T,,(.5), é o nicleo do funcional ¢'(w) (veja [23, Proposition
4.3.33]). Ou seja,

Tw(S)={z€ E: J(w)z = 0}.

A ltima afirmagao é imediata, pois o nicleo do funcional linear J(w) = ¢'(w) tem

codimensao 1 e w € S nao pertence a T,,(.5). [

Observacgao 2.7. Aqui estaremos principalmente interessados em dois casos: quando F = H
for um espaco de Hilbert e quando E for o espaco de Sobolev W, (€2) com Q C R” limitado
e p> 1. (Note que W,*(€) é um espaco uniformemente convexo.)

No primeiro caso, ao considerarmos ¢(t) = ¢, entdo J é a aplicacdo de dualidade usual

entre I/ e E*. De fato, como

(|| 2
v = [ - Il

temos ¢'(u) = (u,-), ou seja, J(u)v = ¢'(u)v = (u,v) para todo v € E.

No segundo caso, colocamos ¢(t) := t?~1. O funcional 9 associado é dado por
1 1
vl = el = [ [Vupda
p P Ja
e a aplicacao de dualidade J =¢': E — E* é dada por
J(u)v = / |VulP~2Vu - Vo dz.
Q

Verificamos que J é continua e limitada em conjuntos compactos. De fato, considere
u,v € WyP(Q), ||v|| = 1. Pela desigualdade de Holder temos

|J(u)v| = ‘/Q\Vu\pQVu -Vu dx’ < /Q ‘|Vu|p’2Vu : VU‘ dz

:/ |VulP~! - |Vo| dz
Q

p—1
p

< (/Q|vu|p dx) (/Q|vv|p dx>;

o que mostra que J(u) ¢ limitado se u estiver em um conjunto limitado. <

Por outro lado, o fato de termos ¢ € CY(W, (), R) (veja Lema (1.6)) nos diz que J é
continua.

Como foi mostrado, segue de (Az) que sw € N se e somente se s = s,,. Além disso, pela
primeira parte de A3, N é fechado em E e é um conjunto afastado de 0.

Defina as aplicagoes m: E\ {0} = N em: S — N por

m(w) 1= s,w e m:=ml|S.



Proposicao 2.8. Suponha que ® satisfaca (As) e (As). Entao:
(1) a aplicagio m € continua;

(i1) a aplicagao m € um homeomorfismo entre S e N e a inversa de m é dada por

Demonstracao. Seja (w,) uma sequéncia em E \ {0} e suponha que w,, — w # 0. Devido a
(Ag), temos que m(tw) = m(w) para cada t > 0. Assim, podemos assumir que w,, € S para
todo n. Queremos mostrar que m(w,) — m(w).

Denotemos m(wy,) = s,w,. Por (A3) e (As), temos § < s, < Cg para todo n. Dessa
forma, passando a uma subsequéncia, podemos supor que s, — 5 > 0. Como N é fechado
e W(w,) — Sw, concluimos que sw € N. Logo, sw = s,w = m(w), mostrando o afirmado
para uma subsequéncia da sequéncia original. Como a sequéncia original é de Cauchy, o
resultado vale para toda a sequéncia, o que conclui a prova de (7).

Como a aplicacao m é continua, segue que m é continua por ser restrigao de uma aplicacao

continua. Além disso, a aplicagao

pw: N — 8
u

U —
il

também é continua.

Uma vez que temos

(pois, pela unicidade de s tal que s,w € N, temos que = 1) provamos assim que

LSL’

l[wll = T

i é a inversa de m e, portanto, que m é um homeomorfismo entre S e N com inversa dada
u

por m™(u) = —. |

[

Consideremos agora os funcionais ¥: £\ {0} — R e ¥: § — R definidos por

U(w) = d(M(w) e U=

Nao podemos garantir que A seja uma variedade de classe C', mas mostraremos que W
¢ de classe C' e que existe uma correspondéncia injetiva entre os pontos criticos de ¥ e os

pontos criticos nao triviais de ®.
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Proposicao 2.9. Suponha que o espago de Banach E satisfagca (Ay). Se ® satisfizer (As) e
(A3), entdo U € CH(E\ {0},R) e

' (m(w))z, Yw,zeE, w#0.

Demonstrac¢ao. Sejam w € E\ {0} e z € E. Usando a propriedade da maximalidade de s,w

e o Teorema do Valor Médio, obtemos, para |t| suficientemente pequeno:

W(w +t2) = U(w) = ((w + 12)) = D((w)) = B(sy4ee(w + 12)) — D(s,w)
< DSyt (W +12)) — P(Spit2w)

= D' (sputz (W + Tt2)) Swrizt 2,
em que 7; € (0,1). Analogamente,

U(w+t2) — U(w) = D(Spses(w + t2)) — B(suw)
> O(sp(w +1t2)) — P(s,w))
= Q' (s (w + Mitz)) stz

com 7, € (0,1), de modo que
D (5 (w0 + Nit2))swtz < U(w +t2) — U(w) < D' (Sppes (W + T1t2))Swsrstz.

Portanto,

_ [7w)]

]l

' (m(w))z.

Uma vez que ® € C! e a Proposicao 2.8 garante a continuidade da funcio w ~ s,w,
concluimos que a derivada de Gateaux de U 6 limitada em z, dependendo continuamente de

w, mostrando que ¥ é de classe C*. |

Corolario 2.10. Suponha que E seja um espaco de Banach uniformemente convexo satis-
fazendo (Ay). Se @ satisfizer (As) e (As), entdo:

(i) ¥ € CY(S,R) e, para w € S, vale

V'(w)z = [m(w)|| @ (m(w))z, V 2z € Tu(S);

(77) Se (wy) for uma sequéncia de Palais-Smale para ¥, entao (m(w,)) € uma sequéncia
de Palais-Smale para ®. Se u,, C N for uma sequéncia de Palais-Smale limitada para

®, entao (m~(u,)) é uma sequéncia de Palais-Smale para V;

(1ii) w € um ponto critico de ¥ se e somente se m(w) for um ponto critico nao trivial de ®
e ®(m(w)) = U(w). Em particular, infg ¥ = infy ®;
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(1v) Se @ for par, entao ¥ também é.

Demonstra¢ao. Se w € S, entao ||w| =1 e m(w) = m(w). Assim, decorre da Proposigao 2.9
que V'(w)z = ||m(w)||®’(m(w))z para todo z € T,,(S). Portanto, (i) estd provado.

Para mostrar (ii), notamos inicialmente que, de acordo com a defini¢ao de ¥ temos que
U(w,) é limitada se, e somente se, ®(m(w,)) o for.

Afirmamos que, definindo u = m(w) € N para todo w € S, temos
19" ()| < [lull [ (w)]] < (C + DI (w)]], (2.2)

em que C' > 0 é uma constante.

Suponhamos provado (2.2) e que (w,) C S seja uma sequéncia de Palais-Smale para .
A segunda desigualdade em (2.2) implica que ||u,||[|®'(u,)|| — 0 quando n — oco. Uma
vez N estd afastada do zero, nao podemos ter ||u,| — 0. Assim, podemos concluir que
|®’(uy,)|| — 0. Deste fato decorre que (u,) = m(w,)) é uma sequéncia de Palais-Smale para
o.

Da mesma forma, seja (u,) C N uma sequéncia limitada de Palais-Smale para ®. Sendo
(u,) limitada, a primeira desigualdade em (2.2) implica que, para w, = m~'(u,)), temos
|V (wy)|| < M||®'(u,)||. Assim, ®'(u,,) — 0 implica ¥V'(w,) — 0. Isso completa a prova de
(i4).

A afirmacao (i77) é consequéncia imediata de (2.2).

Para provar nossa afirmagao, utilizamos a decomposicao E = T,(S) & Rw (provada no
Lema 2.6) e hipétese (A7), que garante que J é limitada em conjuntos limitados. Uma vez
que J(w)(z+tw) =t paraw € S e z+tw € T,,(5) + Rw, concluimos que [t| = ||J(w)]| < C

para alguma constante C' > 0, ao supormos que ||z + tw|| = 1.
Uma vez que |||z|| — [[tw]|| = |||z]| — [¢]| < ||z + tw]|, obtemos
2]l <1+ t] < (C+1)]|z + tw|| (2.3)

Assim, decorre de (i) que, para u = m(w), temos

W' (w)] = sup [W'(w)z[ = sup [[m(w)]||®"(m(w))z] = [ull sup [®(u)z].  (2.4)
2€Tw (S) 2€Tw (S) 2€Tw (S)
llzll=1 llzl=1 llz=1

1

Mas, como m(w) = u, aplicando m~" a essa igualdade, da Proposigdo 2.8 decorre que

w=m"tmw)) =mtu) =% e du) <L> = &' (u)u = 0, pois u € N. Daf decorre

I [l [l

que

[ (w)| = sup [ (u)(z+tw)|=  sup  |[P(u)z]| = sup |[P(u)z]. (2.5)
zHtweTy (S)PRw z+tw€eTy (S)PRw 2€Tw (S)
ll2+twl|=1 l[=+twll=1 l[=lI=1

Combinando (2.4) e (2.5) obtemos a primeira desigualdade em (2.2).
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Uma vez que

t
W= s el ¢'<u>#‘,
2 HtweT, (S)BRw lz4+tw||  .erus) |z + tw]|
z+tw#0 Z4+tw#0

aplicando a desigualdade (2.3) em (2.4) obtemos

z |’ (u)z]
|ul| sup [®'(u)z] < |lul| sup ‘P'(U)—' < (C+Dful|  sup
2€Tw(S) 2€Tw(S) |z + tw]| sero(sn oy 2]l

||z]|=1 z2+tw#0

= (C+ DI (w)l,

completando a demonstracao de (2.2).
Finalmente, se ® for par, entao ®(sw) = ®(—sw) e, assim, s_,, = s,,. Consequentemente,

m(—w) = —m(w) e a defini¢do mostra que ¥ é par, provando (iv). |

Observagao 2.11. Notamos que o infimo de ¢ sobre N tem a seguinte caracterizacao
minimax:

¢c=inf ®(u) = inf maxP(sw)= inf max P(sw).
ueN weE\{0} s>0 weS >0

<

Os proximos teoremas deste capitulo fornecem condigoes suficientes para a existéncia de
um estado fundamental e de infinitos pares de pontos criticos de ®. Em suas demonstracoes
utilizaremos o teorema A.9 que nos diz que se F é um espaco de Banach de dimensao infinita,
® € C'(S,R) ¢ limitado inferiormente e satisfaz a condigao de Palais-Smale, entao ® tem

infinitos pares de pontos criticos.

Definicao 2.12. Dizemos que ® satisfaz a condicao de Palais-Smale em N se toda sequéncia

de Palais-Smale (u,) para ® com u, € N para todo n contém uma subsequéncia convergente.

Teorema 2.13. Seja E wm espago de Hilbert e suponha que ®(u) = |jul|®> — I(u), sendo

() I'(u) = o(|[ul

(7i) s+ I/(ST“)“ é estritamente crescente para todo w # 0 e s > 0;

) quando u — 0;

(i17) % — 00 uniformemente para u em subconjuntos fracamente compactos de E \ {0}
quando s — 00;

() I' é completamente continuo.

Entao a equagio '(u) = 0 tem uma solucao de estado fundamental. Além disso, se I € par,

entdo esta equacgao tem infinitos pares de solugoes.

Demonstra¢ao. Primeiramente verificamos que (Asg) e (A3) sao satisfeitas. Por (i) e por (ii7),
a,(s) > 0 para s > 0 pequeno e a,(s) < 0 para s > 0 grande. De fato, por (i) segue-se
que, para todo w € S, I'(sw) = o(||sw||) = o(s) quando sw — 0. Logo, I(sw) = o(s?).

Suponhamos, por absurdo que exista s > 0 pequeno tal que a,,(s) < 0. Como

tn(s) = D(sw) = %ﬁ = I(sw), (2.6)



temos

1
582 < I(sw).

Dividindo ambos os membros da desigualdade anterior por s? temos

(su)

52

~

<

N | —

Assim, como vale (i) e s > 0 pequeno, fazendo s — 0 temos que

IA

0,

N | —

um absurdo. Suponhamos agora que exista s > 0 grande tal que a,(s) > 0. Como, neste
caso,

1
532 > I(sw),

dividindo ambos os membros da desigualdade anterior por s? temos

>

Pretendemos, aqui, utilizar a hipétese (ii) do teorema que estamos demonstrando. Como
E é um espago de Hilbert, segue-se que E é reflexivo. Consequentemente,a esfera unitaria
S é um subconjunto fracamente compacto de E \ {0} e entao, como s > 0 grande, fazendo

s — oo na desigualdade anterior, segue-se por (iii) que

> 00,

N | —

novamente um absurdo. Portanto, a,(s) > 0 para s > 0 pequeno e a,,(s) < 0 para s > 0
grande.
Segue-se de (ii) que existe um tnico s, com o, (s,) = 0. De fato, suponha que existam

s1 < S, tais que o (s1) = a,(s2) = 0. Como vale (i7) temos

I'(syw)w < I'(sqw)w

S1 52

Pelo fato de termos

a%&zg@@MZﬂmW—F@mw:sOWW_ZE@E»

S

s (Jlul? = L) = 0 e Jluf? - Lo — 0 o Koo )2

I'(sw)w
s
/

= o (s2) = 0, teremos

»n
@
09
=
P
0
@
Qo
o
@
L
&~
—~
»
N—
I
N~— O

e~

—~
V2

_

Ou seja, se vale «

I'(syw)w  I'(saw)w

S1 59

)

um absurdo. Portanto, existe um tnico s,, com a (s,) = 0.
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Afirmamos agora a existéncia de § > 0 tal que s,, > § para todo w € S. De fato, caso
contrario, existiria uma sequéncia 6, = 1/n e w, € S tais que s, = s,, < 1/n. Mas entao,
como

2
0= a(sn) = spllwa||* — I'(spwp)w, = s, — I'(spwp)wy,
teriamos

I'(spwy)wy,

1=
Sn

o que contradiz a hipdtese (7). Portanto, existe § > 0 tal que s,, > § para todo w € S.
Seja I C S um compacto. Afirmamos que existe uma constante C > 0 tal que s, < C
para todo w € K. Caso contrério, existiria uma sequéncia (w,) C K tal que s, = sy, > n

para todo n € N. Como antes, teriamos
0 =a(5,) = spljwn||* = I'(spwp)w, = sp, — I'(8pwy)wh,

o que implica

|- I’(snwn)wn‘

Sn

Aplicando o Teorema do Valor Médio a funcao s — I(swy,), concluimos que

I n n —
L(snwn) _ I'(5,)w,
Sn

em que 0 < 5, < s,. Mas, de acordo com a hipdtese (i), temos

I'(Swp)wy, - I'(spwy)wy,
5, Sn, ’

de modo que

I(spwy,) < I(spwy,) _ I'(8wp)wy, < I’ (spwy)wy, .

3 S — -
52 SnSn Sy Sp,

o que contradiz a hipdtese (iii). Portanto, s, < C)y para todo w em um subconjunto
compacto W C S.

Vamos demonstrar na Proposicao (2.17) que ¢ satisfaz a condicao de Palais-
Smale em N. Assumindo isto, seja (w,) uma sequéncia de Palais-Smale para ¥ e coloque
u, =: m(w,) € N. Entdo, pelo item (i7) do Corolario 2.10, (u,) é uma sequéncia de Palais-
Smale para ® e, como ® satisfaz a condicao de Palais-Smale em N, segue-se u,, — u depois
de passar a uma subsequéncia, de onde obtemos w, — m~!(u). Logo ¥ satisfaz a condigao
de Palais-Smale.

Seja w,, uma sequéncia minimizante para W. Pelo principio variacional de Ekeland (veja o
Teorema (B.3)) podemos assumir que ¥'(w,) — 0 e pela condi¢do de Palais-Smale, w,, — w
depois de passar a uma subsequéncia. Logo w é um minimizador para ¥, ou seja, ¥(w) =
O(m(w) = ®(u) = infues ¥(u), e ¥V'(w) = 0 (veja o Teorema (A.8)). Isso implica que u é
uma solucdo de estado fundamental para a equacao ®'(u) = 0, uma vez que, pelo item (ii7)

do Corolario 2.10, m(w) = u é um ponto critico nao trivial de ®.
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Assuma agora que I é par. Segue-se, entao, que ® também é, e, consequentemente, V.

De fato, por definicao

1 1
I(u) = Slull® = @(u) = I(=u) = Sllul]* = &(=u) = O(u) = &(~u),

ou seja, ® é par. Logo, pelo item (v) do Corolario 2.10 segue-se que ¥ também é.

Pelo item (ii7) do Corolério 2.10, temos infg ¥ = infyr . Dai, segue-se que infg ¥ > 0
e, consequentemente, ¥ é limitada inferiormente. Dessa forma, como E é um espaco de
dimensao infinita, ¥ € C'(S,R) ¢ limitada inferiormente e satisfaz a condigdo de Palais-
Smale, entao, pelo Teorema A.9, ¥ tem infinitos pares de pontos criticos e, novamente, pela
primeira parte do item (i7i) do Corolario 2.10, a equacdo I’(u) = 0 tem infinitos pares de
solugoes. [ |
Observacao 2.14. Note que nao usamos a hipdtese (iv) diretamente. A mesma serd uti-

lizada na demonstracao de que ® satisfaz a condicao de Palais-Smale em N . Da mesma

forma, acontecerd no teorema abaixo. <

Em um dos problemas que trabalharemos precisaremos de uma extensao do resultado
acima & espagos de Banach. Sendo assim, seja Iy € C'(E,R) par, positivamente homogéneo

de grau p > 1 (i.e., lo(su) = sPIy(u),s > 0) e tal que

collull” < To(u) < g fJull” (2.7)

para alguma constante cq > 0.

Teorema 2.15. Seja E um espaco de Banach uniformemente convezo satisfazendo (Ay) e
suponha que ¢(u) = Ip(u) — I(u), onde,

(i) I'(u) = o(||lul|P™") quando u — 0;

(17) s —
(i) [(;p“)

quando s — o0;

o1 ¢ estritamente crescente para todo u # 0 e s > 0;
e

— oo uniformemente para u em subconjuntos de E \ {0} fracamente compactos

(1) I’ é completamente continuo,

(v) 1y € fracamente semicontinuo, positivamente homogéneo de grau p, satisfaz (2.7) e
(Io(v) = Ij(w) (v —w) = er(Jol"~" = [lwlP=) ([l = fJwl]])

para algum c¢; > 0 e todo v,w € E.
Entao a equagao ®'(u) = 0 tem uma uma solu¢ao de estado fundamental. Além disso, se I

€ par, entdo esta equacdao tem infinitos pares de solucoes.

Demonstra¢ao. Como no teorema 2.13, vamos mostrar que (Ay) e (A3) sao satisfeitas. Pela

definicao de ® e pela homogeneidade de I, temos
ay(s) = P(sw) = Ip(sw) — I(sw) = sPIp(w) — I(sw).
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Por (i) e por (iii), a,(s) > 0 para s > 0 pequeno e a,(s) < 0 para s > 0 grande. De fato,
por (i) temos que, para todo w € S, I'(sw) = o(||sw|[P~1) = o(sP~1), logo, I(sw) = o(s?)

quando sw — 0. Suponha que para s > 0 pequeno temos a,,(s) < 0, ou seja,
sPIp(w) < I(sw).

Segue-se por 2.7 que
cos? < sPIy(w) < I(sw).

Dai, dividindo toda a desigualdade anterior por s” temos

I(sw)‘

co <
0 > P

Como s > 0 é pequeno, fazendo s — 0, segue que
Co S Oa

contradizendo o fato de ser ¢q > 0. Portanto, a,,(s) > 0 para s > 0 pequeno.
Suponha, agora, que para s > 0 grande temos «,,(s) > 0, ou seja, sPlp(w) > I(sw).
Novamente por 2.7 temos
cots? > sPIp(w) > I(sw).

Da mesma forma, dividindo toda a desigualdade anterior por s” temos

I(sw)'

cgl >
sp

Pretendemos, aqui, utilizar a hipdtese (iii) do teorema que estamos demonstrando. Como
E um espago de Banach uniformemente Convexo(em particular, reflexivo), segue-se que S é
um subconjunto fracamente compacto de E\{0}. Dai, como s > 0 é grande, fazendo s — o0,
segue-se por (iii) que

~1
Cy = 00.

Novamente, um absurdo. Portanto, a,,(s) < 0 para s > 0 grande.
Afirmamos, agora, a existéncia de um unico s, satisfazendo o/(s,) = 0. Note, primeira-

mente, que

ol (s) = %Cb(sw) = psP H(w) — I'(sw)w = sP~* <pfo(’w - I;Eilf)) :

Suponhamos que existam 0 < s; < s tal que o, (s1) = !, (s2) = 0. Entéo, temos

s (p]o(w) - M) =5 (pfo(w) - 1(55__74;)@0) = 0.

3110_ 89
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Como s27', sb™! £ 0 segue-se que
I'(syw)w I'(sow)w
ph(w) — ——F=— = pl(w) - —=—,
51 52
consequentemente,
I'(siw)w  I'(saw)w
s sbt

Absurdo, uma vez que, por (iz), devemos ter

I'(s;w)w  I'(sow)w
I T

p— p—
81 Sa

Portanto, existe um tunico s,, satisfazendo o/(s,,) = 0.
Afirmamos agora a existéncia de d > 0 tal que s,, > § para todo w € S. De fato, caso

contrario, existiria uma sequéncia 6, = 1/n e w, € S tais que s, = s,, < 1/n. Mas entdo,

como
o (sn) = psP Io(wy) — I'(spw,)w, = 0,
temos I )
SpWp )W
pIO(wn) = p—1
Sn
Por (2.7) segue-se que
I'(s,w,)w,
PCo < ( pfl) - pIO(wn)
e como vale (i) segue-se que
Pco S 07

um absurdo , uma vez que, por hipotese, p > 1 e ¢y > 0. Portanto, existe 6 > 0 tal que
Sw > 0 para todo w € S.

Seja I C S um compacto. Afirmamos que existe uma constante C > 0 tal que s, < C
para todo w € K. Caso contrario, existiria uma sequéncia (w,) C K tal que s, = s,,, > n

para todo n € N. Como antes, temos
o (sp) = psP Io(wy,) — I'(spw,)w, = 0,

o que implica
I'(spwy)wy,

pIO(wn) = 1

sh
Aplicando o Teorema do Valor Médio a funcao s — I(swy,), concluimos que

I(spwy,)

= [/(gnwn)wn)
Sn
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em que 0 < §, < s,. Mas, de acordo com a hipdtese (i), temos

I'(shwp)w,  I'(spwy)wy,

o1 1 5
sh sh

de modo que

I(spwy) < I(spwy)  I'(5,w,)w, < I'(spwy)wy,

S U 1 = 1
Sh s, sh sh

o que contradiz a hipdtese (iii). Portanto, s, < C)y para todo w em um subconjunto
compacto W C S.

Daqui em diante, a demonstracao é idéntica a demonstragao do teorema anterior. Note
que para utilizar o Teorema A.8 precisamos garantir, dentre outros, que S é uma subvariedade

de classe C*, fato garantido pela hipétese (A;). [ |

Observacgao 2.16. Enquanto no Teorema 2.13, por ser £ um espaco de Hilbert, a esfera S é
uma C*-variedade, no teorema 2.15 S pode ser de classe C* apenas. Portanto é importante
ter uma versao do Teorema A.9 que acontece para tal S. No préximo capitulo trabalharemos
com um problema onde S € C*' mas S ¢ C!1. <

Para completar as provas dos Teoremas 2.13 e 2.15 ainda devemos mostrar que ® satisfaz
a condi¢ao de Palais-Smale em N. Como (v) do Teorema 2.15 é automaticamente satisfeita
1

se E é um espaco de Hilbert e Io(u) = 3||ul|?, é suficiente mostrar isto para o teorema 2.13.

Proposigao 2.17. Assuma as hipoteses do teorema 2.15. Entdo:
(i) Se u, C N € uma sequéncia tal que sup,c  P(u,) < 0o, entao, passando a uma sub-

sequéncia, temos u, — u # 0 quando n — oo, e existe s, > 0 tal que s,u € N ¢

P (s,u) < liminf & (u,) < oo;

n—oo

(11) ®|n € coercivo, isto é, ®(u,) — oo quando u, € N, ||u,| — oo;

(i1i) ® satisfaz a condi¢io de Palais-Smale em N

Demonstragao. (a) Seja (u,) C N uma sequéncia tal que ®(u,) < d V n. Primeiramente

afirmamos que u, é limitada. De fato, se u,, nao é limitada, entao, ||u,|| — oo e, definindo,

Un = Ty temos que (v,) € S. Como (v,,) é uma sequéncia limitada em um espago reflexivo,

entdo (v,) admite uma subsequéncia (v,, ) que converge fracamente. Consequentemente,

v, = 22 — v em E depois de passar a uma subsequéncia.Suponha v = 0. Como (u,,) € N,

T fluall

para cada s > 0 temos:

d > ®(u,) = P(f|un||ve) = P(s4,vn) > P(svy), (2.8)
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uma vez que sw € N & s = s, e s,, ¢ 0 mdximo da funcao a,, (s) =: ®(sv,). Por definicao
D (sv,,) = Ip(sv,) — I(svy,).
Pela p-homogeneidade de I temos
Iy(sv,) = sP1y(vy).

Por (2.7), segue-se que

To(vn) > COHUan = Co,

uma vez que v, € S. Isto implica que
sPIo(svy,) > sPeo,

consequentemente,
O (sv,,) > sPeg — Ip(svy)),

o que implica que
d > D(u,) = O(|Jug||ve) = P(sp,vn) = P(svy,) > sPcy — Lo(svy,).
Note que assumindo (iv) do Teorema 2.15 temos que I é fracamente continuo, ou seja,
I(sv,) = I(sv) = 1(0) = 0.
Consequentemente,

d > D(u,) = O(Jun||ve) = P(s,vn) = P(svy,) > sPcy — Lo(sv,) — cosP. (2.9)

1
Isto produz uma contradi¢ao ao tomar s > (%) " . De fato,

o

d\» d d
s>(— =P > — = cps? > cg— =d.
Co Co Co

Entao v # 0, o que garante que I(v,) - 0, uma vez que v, — v = I(v,) — I(v). Note que,
por hipétese, ®(0) = 0 e, por (2.7), Ip(0) = 0, o que implica que I(0) = 0. Logo,

(I)(un) . ]O(UH) ](Un) 1 I(HUnHUn)

0< < = - AAaln) (2.10)

T unlr Nl luallr T

quando n — oo por (iit) do teorema 2.15 e pelo fato que, por (2.7),

Io(u,) -1
o < —= < ¢ .
O Juall = °

Novamente,temos uma contradi¢ao. Segue-se que (u,) é limitada e, entao, pela reflexividade
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de E, segue-se que u,, — u depois de passar a uma subsequéncia. Se v = 0, vemos como em
(2.9) que

d > O(u,) > P(suy,) > dos? — I(suy,) — dos”

para todo s > 0, sendo dy = ¢ginfy ||u]| > 0. Novamente temos uma contradi¢ao.Logo,

u # 0.
Vamos mostrar que ®(s,u) < liminf ®(u,). De fato, como I é sequencialmente fracamente
n—oo

continuo, temos que

I(syuy) — I(syu),

em particular,

lim sup I(s,u,) = I(s,u). (2.11)

n—oo

Como, por hipétese, I é fracamente semicontinuo inferiormente, temos que

Io(syu) < liminf Iy(s,uy,). (2.12)

n—o0

Dai, como
O (s u) = I(s,u) — I(s,u),

segue-se por (2.11) , (2.12) e do fato que se u,, € N implica que ®(s,u,) < ®(u,), que

O (s,u) < liminf [y(s,u,) — limsup I(s,u,)

n—00 n—00

= liminf Iy(s,u,) + liminf —I(s,u,,)
n—oo n—o0

< liminf(Zo(u)su,) — I(Suun))
n—oo

= hrgr_kgolf D (sy,up)

< liminf ®(uy,)

n—oo

Assim, provamos (7).

Suponha, por absurdo, que ®(u,,) - 0o quando u, € N e |lu,| — co. Entdo, temos que
SUp,cnr < 00. Provamos acima que, nesse caso, (u,) ¢ limitada. Mas entao |lu,| - oo, um
absurdo. Portanto, (i) também esta provado.

Finalmente, seja (u,) C N uma sequéncia de Palais-Smale para ®. Vamos mostrar que
(u,) possui uma subsequéncia convergente. Por definicio de sequéncias de Palais-Smale,

temos que ®(u,) é limitada e
' (u,) — 0. (2.13)

Pelo item (i), u, — w depois de passar a uma subsequéncia. Além disso, pela definigao de
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® temos que
D' (uy,) = Iy(un) — I'(uy) = 0 (2.14)
e, por ser I completamente continuo, segue-se que
I'(up) — I'(u) quando n — oo,
logo, por (5) do teorema 2.15,
10 (wn) = I(w)](un — w) = ex([Junl P~ = ulP=H) (lunl = [full).

Note que o segundo membro da desigualdade anterior é maior ou igual a 0. Vamos provar
que [1)(u,) — I} (u)](un, — u) = o(1). De fato, por (2.13) temos que Ij(u,) — I'(u,) e como
I'(u,) — I'(u), segue, por transitividade, que [{)(u,) — I'(u). Como wu, — u, temos que
u, —u — 0. Portanto, u,, — v é uma sequéncia limitada em E e, como E é um espaco
de Banach uniformemente convexo(em particular, reflexivo), passando a uma subsequéncia

(u, — u) converge fortemente em E, consequentemente, u,, — u. Temos que
[£6(un) = Lo (u)} (un—2u) = [I(un)—1"(wn)] (un =)+ [ (un) = 1" (W)} (wn—w)+[I"(u) = I (w)] (un—w).

Por defini¢ao de convergéncia fraca, como u, —u — 0 e I' — [ € E*, temos que [I'(u) —
I} (uw)](u, —u) — 0. Portanto,

o (un) = Io(w)] (un — u) = o(1).

Segue-se que ||u,|| — ||u|| e, portanto, u, — u pela convexidade uniforme de E. Segue-se,

entao, que @ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale em N, o que prova (7ii). [ |
O uso da observagao seguinte serda conveniente no préximo capitulo.

Observacao 2.18. A prova da Proposi¢ao 2.17 ainda continua valida se a condi¢ao (v) do
Teorema 2.15 for substituida por uma condi¢ao mais geral: a de que Iy = I; + I, com [,
satisfazendo (v) e I sendo um funcional com derivada completamente continua. Ou seja,
estamos tomando ®(u) na forma ®(u) = I1(u)+ Ir(u) — I(u). De fato, Seja (u,) C N tal que
®(u,) < dparatodo n. Como na demonstracao da Proposi¢ao 2.17 e sem nenhuma diferenga
mostra-se que (u,) é limitada e, logo, u, — u # 0 depois de passar a uma subsequéncia.

Como na Proposicao 2.17, sendo I sequencialmente fracamente continuo, temos que
I(syuyn) — I(syu),
em particular,

limsup I (s,uy,) = I(syu). (2.15)

n—oo
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Como, por hipétese, I; é fracamente semicontinuo inferiormente, temos que

I (syu) < liminf I1(s,uy,). (2.16)

n—o0

Dai, como
D (s,u) = L1 (syu) + Io(syu) — I(s,u)

segue-se por (2.15) ,(2.16) e, como antes, pelo fato que u,, € N implica que ®(s,u,) < P(uy,),

que

O (s,u) < liminf [;(s,uy,) + liminf Ir(s,u,) — limsup (s, u,)

n—o0 n—oo n—oo

= liminf [; (s, u,,) + liminf Ir(s,u,) + liminf —1(s,u,,)
n—o00 n—o0 n—00

< liminf (I (syun) + Lo (Suttn) — I(suun))

n—o0

= lim inf ®(s,u,)
n—oo

< lim inf ®(u,,)

n—o0

A demonstragao do item (i) continua idéntica a demonstragao que fornecemos na Proposicao
2.17. Para mostrar (7i7) agora, adotemos um raciocinio anélogo ao adotado na demonstragao
da proposicao do mesmo item na Proposicao 2.17.

Seja (u,) C N uma sequéncia de Palais-Smale para ®. Vamos mostrar que (u,) possui
uma subsequéncia convergente. Por definicao de sequéncias de Palais-Smale, temos que

®(u,) é limitada e
' (u,) — 0. (2.17)

Por (i) u, — u depois de passar a uma subsequéncia. Além disso, pela definicao de ¢ temos

que

O (uy) = Iy (up) + Iy(uy) — I'(u,) — 0 (2.18)
e, por ser I completamente continuo, temos que

I'(uy) = I'(u) quando n — oco.
Por (v) do teorema 2.15,
13 (un) = I ()] (n — ) > ex(funll”™ = [lulP) (Junll = [lul)).-

Note que, como antes, o segundo membro da desigualdade anterior é maior ou igual a 0.
Vamos provar que [I1(u,) — I](u)](u, — u) = o(1). De fato, por (2.17) temos que I(u,) +

I5(uy,) — I'(u,) — 0. Por hipétese, temos que I5(u,) — I5(u) e que I'(u,) — I'(u) quando

n — oo. Defina o funcional J = I, — I. Entao,
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J(up) = J'(u) e I{(up) = I'(un) — Io(u,) = —J(u,) = —J(u) quando n — oo.
Note que
(11 (un) = J"(w))(un — ) = (I (un) = () (i — w) + (' (n) = J' () (tn —u)) + (J'(u) =
I (un)) (up, — w).
Como u,, — u, temos que u,,—u — 0. Portanto, u,, —u é¢ uma sequéncia limitada em F, e como
E é um espaco de Banach uniformemente convexo(em particular, reflexivo)passando a uma
subsequéncia (u, —u) converge fortemente em F, consequentemente, u,, — u. Por defini¢ao
de convergéncia fraca, como u,—u — 0 e I{—J" € E*, temos que [I](u,)—J (un)](up—u) — 0.
Portanto,

(11 (un) — L3 (w)](un — u) = o(1).

Segue-se que |lu,| — |ju|| e, consequentemente, u,, — u pela convexidade uniforme de E.

Portanto, ® satisfaz a condicao de Palais-Smale em N <
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Capitulo 3
Aplicacoes

Os proximos problemas descrevem situagoes em que o método da variedade de Nehari
pode ser aplicado para encontrar estados fundamentais e solu¢oes multiplas de problemas de
fronteira eliptico nao lineares. Usaremos esse método também para provarmos a existécia de
solugoes de menor energia com sinais trocados para nossos problemas, ou seja, uma solugao
u € Ny com ®(u) = cge > 2¢, em que Ny := {u € E : ut € N'}, ¢y = infuen,, ®(u), com
ut = max{u,0} e v~ = min{u, 0} denotando as parte positiva e negativa de u, respectiva-

mente.

3.1 O problema para o Laplaciano

Consideremos inicialmente o problema (1.1):

—Au— = f(z,u), xe (3.1)
u = 0, x € 01,
em que A é um parametro real e f € C(Q x R, R) satisfaz a restrigdo de crescimento
|f (2, u)] < a1+ [ul*™") (3.2)

para algum a > 0 e 2 < ¢ < 2*. Um exemplo simples de funcao satisfazendo a condicao (3.2)

é dado por

fiOxR—R

(@, u) = Jul"u

sendo 2 < g < 2*.
Vamos supor que A < A1, sendo que A\; denota o primeiro autovalor de —A em 2. Como

A < A1, podemos introduzir em H}(2) uma norma equivalente aquela utilizada na Segao 1.1:

|ul| = (/Q (IVul|* — Au?) dx) 1/2.
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Definimos entao
1 1
B(u) = -/ (IVul — M?) dz — / Flz, u)de = ~[[ul]? = I(u),
2 Ja Q 2

em que, como antes, F'(x,u) fo
Pelo Teorema 1.4, & € C’l(E,]R), I ! é completamente continuo e os pontos criticos de ®
sao solugoes de (1.1).

Na demonstracao do proximo resultado aplicaremos o Teorema 2.13.

Teorema 3.1. Suponha que N\ < \i. Se a funcao f satisfizer a restrigao de crescimento
(3.2) e

(i) f(z,u) = o(u) uniformemente em = quando u — 0;

f(z,u)
Jul

(i) u— for estritamente crescente em (—o00,0) e (0,00);

F
(vi1) (52’ u) — 00 uniformemente em x quando |u| — oo,

entdo a equagdo (3.1) tem uma solucao de estado fundamental. Além disso, se [ for impar

em u, entdo (3.1) tem infinitos pares de solugdes.

Lembramos que ¢ = inf,en ®(u) e que uma solugao ug € N de estado fundamental

satisfaz ®(ug) = c.

Demonstracao. Decorre de (i) e do Teorema 1.4 que I'(u) = o(||u||) quando u — 0. Assim,
a hipotese (i) do Teorema 2.13 estd satisfeita.
Afirmamos que (i7) implica que s — I'(su)u/s é estritamente crescente para u # 0 e

s > 0. De fato, de acordo com o Lema 1.3, temos
I’(u)v:/ﬂf(x,u)v dz V¥V wve Hy Q).
Consequentemente, denotando
={zreQ : ulx) >0} e Q" ={ze€Q: uzr) <0},

para 0 < s1 < s e x tal que u(z) # 0, temos

I’(slu)u "(s1u)u f(z, s1u)u f(z, seu)u
S1 / /
:/ (f(f’%slu) _ f($732U)> ulu| da
o\ [siyl |sou)
[ (LS b,
ot S1U S2u
P (e L) g,

S1U SoU

<0,
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uma vez que, por (ii), se 0 < s; < So temos

flas) _ flos)

S1 52

Isso mostra que a hipdtese (i) do Teorema 2.13 esta satisfeita.

Para verificarmos a hipétese (ii7) do Teorema 2.13, sejam W C FE \ {0} um conjunto
fracamente compacto e (u,) C W. Note que é suficiente mostrar que, se s, — oo quando
n — 00, entao o mesmo acontece com uma subsequéncia de I(s,u,)/s2.

Podemos supor, passando a uma subsequéncia, que u, — u € E \ {0} e u,(x) — u(x)
q.t.p. Como |s,u,(x)] — oo sempre que u(x) # 0, definindo a fungdo g; para tais pontos
x por g;(x) = F(x, spu;)ui/(spu;)* = F(x, syu;)/s5, temos que g; é continua e, portanto,
mensuravel.

Afirmamos que g; > 0. Para mostrar nossa afirmagao basta verificar que F' > 0. A

hipétese (i7) garante que f(x,u)/|u| é sempre crescente para u # 0. Pela hipotese (i) temos

h(z,u) = lim f(z, )

u—0 |u|

=0 Vze,

o que implica que podemos definir h(x,0) = 0. A hipdtese (ii) entdao implica que f(x,u)
deve ser negativo para u < 0 e positivo para u > 0. Assim, o integrando na definicao de F
é positivo, se u > 0, e negativo, se u < 0. Isso nos mostra que F' sempre é nao negativa.

Logo, pelo Lema de Fatou segue-se que

/ liminf g; do < / g; dz para todo j,
Q Q
o que implica, em particular, que

2 2
/F(m,snu)u de/F(:zc,snun)un e
Q Q

(snu)? (Sntin)?

Mas, de acordo com (i),

F a)u?
/Mdméoo quando n — oo,
o (snu)?

concluimos que

F nn 2
/de—ﬂm quando n — oo,
o  (snun)?

ou seja,

u
5 > dz quando n — oo,
s2 (Sntn)

uniformemente para u € K.
Por fim, (iv) do Teorema 2.13 é assegurada pelo Teorema A.8.
Agora, pelo Teorema 2.13 a equagao (3.1) tem uma solugao de estado fundamental. Se

f é impar em u, temos que F' é par em u e, consequentemente, I também é par em u. Logo,
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pelo, Teorema 2.13, segue-se que (3.1) tem infinitos pares de solugoes. [ |

Na sequéncia, mostraremos que cada solucao de estado fundamental uy é positiva ou
negativa. Denotemos por u™ := max{u,0} e por u~ := min{u,0} as partes positiva e

negativa de u, respectivamente.
Observagao 3.2. Se u € Hg(2), entao u™,u~ € Hy(Q). <

Lema 3.3. Seja u uma solugao de sinais trocados, ou seja, uma solugao que assume tanto

valores positivos quanto negativos. Entdo ut € N.

Demonstracao. Vamos mostrar apenas que ut € N, pois a outra demonstracao é inteira-
mente analoga.

Afirmamos que

/ Vu - Vut doe = / Vut - Vut dz (3.3)
Q Q

implica
O (u)u™ = &' (uM)u,

o que garante que u™ € N, pois ®'(u)ut = 0.

Para provar nossa afirmagao, basta notar que, para todo v € H} (), temos

CD/(U)UZ/VU'VU dx—)\/uv dx—/f(a:,u)v dz
Q Q Q

e entao tomar v = ut . [ |

Na sequeéncia, considere o lema abaixo. Embora seja muito simples, o mesmo serd muito

util no restante do trabalho.
Lema 3.4. ®(u) = ®(u™) + ®(u).
Demonstracao. De fato, uma vez que ut é nula quando u~ é positiva e vice-versa, resulta

ut+u~ ut u-
I(ut +u”) :/0 f(z,s) dS:/O f(z,s) ds+/0 f(z,s) ds,

o que implica

Flz,um +u) = F(z,u") + F(z,u").
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Consequentemente, temos

Bu) = B(ut +u) = %Hu+ +u P = I +u)
= P 4 ) P ) — T
= Sl P Gl |~ 2) — ()
— (%ku? —~ I(u+)) + (%Hu‘ll2 - I(u‘))
— (") + O(u")

Proposicao 3.5. Seja uy uma solugao de estado fundamental. Entdao
up >0 ou ug <0.

Demonstrag¢ao. Suponha que ug tenha partes positiva e negativa. Como uOjE € N, pelo Lema
(3.4) temos:
c=®(ug) = P(ud) + ®(uy) > 2c,

um absurdo. [}

Note que, aplicando a desigualdade de Harnack, podemos concluir que ug > 0 ou ug < 0

em ).

Observacao 3.6. Um resultado conhecido (veja [5]) garante que se f satisfizer a condigao
de crescimento (3.2), a hipdtese (i) do Teorema 3.1, bem como a condigdo de Ambrosetti-

Rabinowitz dada por

(AR) Existem p > 2 e R > 0 tais que

0 < pF(r,u) < flx,u)u V |u| >R

entao o problema (1.1) possui uma solugao positiva. Mais do que isso, se f for impar em u,
entdo (3.1) possui infinitas solugoes
Um exemplo tipico de funcao f que satisfaz nao apenas essas condigoes, mas todas as

hipoteses do Teorema 3.1 é dado por
fla,u) = [u|"u,

para 2 < ¢ < 2*. Por outro lado, se tomarmos f(z,u) = u|g(u)| e escolhermos adequa-
damente a funcao g, teremos exemplos satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.1 mas nao
satisfazem a hipdtese (AR): veja [1, Remark 17]. <
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O nosso préximo resultado aborda a existéncia de solugoes com sinais trocados e é devido

a Liu e Wang [31]. Para isto, definimos

Nee={u€eE: v eN} e co:= ir}\; O (u).
uEN sc

Como u* € N, vemos que toda solugao de sinais trocados de (3.1) pertence a N..

Teorema 3.7. Sob as hipdteses do Teorema 2.13, o problema (3.1) admite uma solugdo de

menor energia com sinais trocados, isto €, uma solugao u € N, satisfazendo ®(u) = cqe > 2c.

Demonstragao. Seja (u,) C N uma sequéncia minimizante, isto é,
O (u,) — ¢csc quando n — 0.

Como ®(u,) = ®(u}) + ®(u,) e ®(uf) > ¢ > 0 para todo n, podemos concluir que
®(uF) é limitada. De fato, como ®(uF) > 0, temos ®(u;) = ®(u,) — ®(u;) > 0, mostrando
que ®(u,) > ®(u, ). Como ®(u,) ¢é limitada, temos que P(u, ) é limitada. Analogamente
para ®(u).

Logo, pela Proposi¢ao 2.17, u;t — u; # 0 e u;, — uy # 0. Definindo @ = u; + ug, temos
u, — u quando n — oo. Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir
convergéncia em quase todo ponto. Dai decorre que ujus = 0. Além disso, definindo

U = Sy, U1 + Syuyiz = ut 4+ u”, pelo Lema 3.4 temos:

2¢ < O(u) = P(sy,u1) + P(Su,u2)
< ligioréfq)(u:{) +lim inf & (u,, )
< lim inf(®(u) + B(uy)) = liminf B(u,) = e,
a pentltima desigualdade sendo consequéncia da Proposigao 2.17 (i), enquanto a tltima
igualdade decorre da escolha da sequéncia (uy,).

Dessa forma,

2¢ < P(u) < cq. (3.4)

Além disso, por definicao, temos
Cse < P(u). (3.5)

De (3.4) e (3.5) decorre que
O(u) = c5 > 2c.

Mostraremos agora que ®'(u) = 0. Para tal usaremos o Lema da Deformagao (veja o
Apéndice F) com S = Bs(u) em que § > 0. Essa escolha de S determina que Sas = Bss(u).
Escolhemos entao ¢ = ¢4.. Para mostrar que ®'(u) = 0, apresentaremos o seguinte resultado,

que demonstraremos posteriormente:

Lema 3.8. Se s,t forem niumeros reais maiores do que 0 e ao menos um deles for diferente
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de 1, entao temos
O(sut +tu) = d(su) + P(tu™) < P(u') + P(u") = cy.

Suponhamos entao ®'(u) # 0. Pela continuidade da aplicacao ®': H}(Q) — (HJ (),
existem 0 > 0 e p > 0 tais que

vEByu) = PO >p (3.6)

Seja D = [3,3] x [3,3] e g(s,t) = su™ + tu". Segue-se do Lema 3.8 que ®(g(s,t)) = cy

se, e somente se, s =t = 1, com ®(g(s,t)) < cs caso contrario. Logo,
= P .
6} I%%X( 0g) < Cse (3.7)

uma vez que (1,1) ¢ dD.

Csc_ﬁ M_(S
4 7 8 )"

servagao 3.9 logo abaixo) Note que a defini¢ao de € imediatamente nos dd, como consequéncia

de (3.6),

Seja € = min{ (Essa escolha de ¢ vai ser justificada na sequéncia-veja Ob-
9@l 25> 5, Vo€ Buw)
Entao, para este ¢, o Lema da deformacao implica a existéncia de uma deformacao n tal que
(i) n(1,v) =vsev & D ([cse — 26, Cse + 2€]) N Sos.
(17) ®(n(1,v)) < csc — € para todo v € E com ||[v —ul| <0 e P(v) < cg + ¢
(7i1) ®(n(1,v)) < ®(v) para todo v € E.
Pelo item i)
(n(1,g(s,1))) < P(g(s,1)) < cse se (s,t) # (1,1),

onde a desigualdade anterior se deve ao Lema 3.8. Se (s,t) = (1,1), entao

g(s,t) =u
e i1) se aplica (com v = u). Portanto,

max (I)(W(179<57t>)) < Csc (38)
(s,t)eD
Observacao 3.9. Desejamos que 7(1, g(s,t)) = g(s,t) para todo (s,t) € OD e por (i) isto
acontecerd se provarmos que g(s,t) nao pertence a ®1([cs. — 2¢, ¢, + 2¢]. Entao, se € for
como definido acima, teremos que ¢ < % e, como vale ®(g(s,t)) < 5 < ¢4 para todo

(s,t) € D (veja (3.7)), concluimos que ®(g(s,t)) < csc — 2¢ e segue-se o resultado. <

Vamos provar que n(1, g(D)) NN, # 0. (Note que isto produzird uma contradi¢ao: De
fato, suponha a existéncia de ug € E tal que uy € (1, g(D)) NN;.. Entao, existe (sg,tg) € D
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tal que
n(1, g(s0,t0)) = uo.

Por (3.8) temos

®(u,) = P(n(1, g(s0,t0))) < [ ®(n(1,9(s,1))) < Cse

fato que contradiz a defini¢ao de cg..)

Definamos as aplicagoes
h(s,t) = n(1, (s, t)),

Wo(s,t) := (&' (sut)ut, @ (tu")u"),

U (s, 4) i (1q>'<h+(s,t))h+(s,t), %(I)’(h‘(s,t))h‘(s,t))) |

s
Considere
Como u* € N segue-se que

d(s)=d(sut)ut =0 s=1

a(s) =@ (sut)ut >0

para 0 < s < 1, isto é, antes de su™ intersectar N e
o (s) = &' (sut)ut <0

para s > 1, isto é, depois da intersecgdo de su®™ com N (veja a condi¢ao (As). De forma
similar, o mesmo acontece com u~. (Este fato garante que 0 ¢ 0Vy(D)).

Consequentemente, a formula produto para o grau (veja Proposicao (G.4)) fornece
deg(Wy,int D,0)) = 1.
Segue-se de (3.7) e da propriedade i) de n que
g=h emdD.
(veja Observagao (3.9)). Consequentemente,

U, =V, em J(int D)

deg(Uy,int D,0) = deg(Vo,int D,0) = 1.
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Portanto,
\111(87 t) =0

para algum (s,t) € int D.(veja Proposi¢ao (G.3)(iv)). Logo,
(L, g(s, 1)) = (s, 1) € N

Concluimos, entao, que u é um ponto critico de . [ |

Demonstracao do Lema 3.8. Note, primeiramente que todas as igualdades ja foram verifica-
das anteriormente, restando-nos somente mostrar a desigualdade estrita.

O fato que u® pertence a N nos diz que, para s # 1 temos
®(su™) < d(uF).

Relembre-se que
O (s,u) = max (su)

s>0
e que
ueN & s, =1.

Portanto, é suficiente mostrar que se s # 1, entao ®(su®) # ®(u*). Vamos mostrar para
o caso u =u". (O caso u = u~ é andlogo).

Suponhamos, por absurdo, que ¢ vélida a igualdade
1 1
B(su’) = Sllsu™|* = I(su™) = [l |* = I(u™) = @(u”) (3.9)

para algum s > 0, que suporemos maior do que 1. (O caso 0 < s < 1 é andlogo.)

Como u = u™ segue-se que u™ > 0 e, consequentemente,
1 1
42 412
- > — .
st 2 > |
Dessa forma, para mantermos a igualdade em (3.9) devemos ter
I(su™) < I(u™"),

e vamos mostrar que, pela hip6tese (ii) do Teorema (3.1) isto ndo pode acontecer. De fato,
como u™ > 0e s> 1, segue-se que

su+ > u+.

Entéao, por (ii) do Teorema (3.1) resulta que

flz,u®) < f(x,Tsuﬂ

23



Consequentemente,

ut ut flz,st) . sut f(z,w)
/Of(a;,t)dt</0 Tdt_/o e g

Dessa forma,

// f:ctdtda:<// 1&: ) 4 d S%I(su)

Como s > 1, temos

— <1

e, consequentemente,

I(u®) < I(su™),

contradizendo, assim, nossa suposi¢ao anterior.

3.2 O problema para o p-Laplaciano

Consideremos agora o problema (1.5):

{ —Apu— NulP2u = f(z,u), z€Q (3.10)

u =0, x € 0N.

Seja €2 um dominio limitado. Sabemos, entao, que

/|Vu\p dx
A= mf

wew, / lulP dx
u;éO

é atingido e é o primeiro autovalor de Dirichlet do p-laplaciano.(Para mais detalhes, veja,
por exemplo, [11] ou segao 7.5A em [23].)

Considere

1 1
Io(u) = - /(|vu|p _Aul) de = all? = 1 ().
P Ja p
Lema 3.10. Se A\ < Ay, entao Iy € positivamente p-homogéneo e satisfaz (2.7).

Demonstragao. Segue da definicao de I e da hipotese A < ;.

O seguinte resultado abaixo é uma generalizagao do Teorema (3.1).

Teorema 3.11. Suponha que A < A\ e f € C(Q x R, R) satisfaz (3.2) com 2* substituido

por p* e 2 por p. Suponha além disso que

(i) f(z,u) = o(|ulP~ ) uniformemente em x quando u — 0;
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f(z,u)

T € estritamente crescente em (—00,0) e (0,00);

(i) u+—

(iii) & 5 o0 uniformemente em z quando |u] — co.
|ulP

Entao a equagdo (1.5) tem uma solugdo de estado fundamental. Além disso, se f € impar em

u, entao (1.5) tem infinitos pares de solugdes.

Demonstracao. Vamos aplicar o Teorema 2.15 ao funcional

B(u) ;—]%/Qwu\p—%/mepdx—/gp(m,u) de = Tp(u) — I(u),

em que
1 1
Io(w) = S ulP =~ [ Al do = () - L(w)
p DJa

I(u) = /QF(:I;,u) dz.

E imediato que (A4;) acontece com (u) = X||ul” e J = ¢/ dado por

p
J: E— E", J(u)v:/ |VulP~2Vu - Vo dz.
Q
De forma muito similar & prova do Teorema (3.1) obtemos que as hipdteses (i) a (iii) do
Teorema (2.15) sao satisfeitas. Além disso, ambos I’ e I] sdo completamente continuos pelo

Teorema (1.8) e, entao, (iv) também é satisfeita. Em vista da Observagao 2.2 é, portanto,

suficiente mostrar que J satisfaz
(J(v) = J(w)) (v = w) = ([JolP~ = [JwlP ) (Joll = [lw]) ¥V v,w € E.

Mas esta propriedade é conhecida e pode ser encontrada em [23],d, p.501, e em [11].

Portanto, pelo Teorema 2.15 segue-se o resultado. [

Utilizando a P-homogeneidade I, pode ser mostrado também aqui, de forma quase
analoga ao caso do Laplaciano, que existe uma solucao de menor energia com sinais tro-

cados satisfazendo c,. > 2c¢ e cada solucao de estado fundamental satisfaz ug > 0 ou ug < 0.
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Apeéendice A
Teoria de ponto critico

Neste apéndice sintetizaremos alguns resultados da Teoria de ponto critico que foram
utilizados na elaboracgao do trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrados, por exemplo,
em [3], [14], [19], [20], [21], [23] e [27].

Definigao A.1 (Ponto critico). Seja E um espago de Banach e ® € C1(E,R) um funcional.

Um ponto u € E é chamado ponto critico se ' (u) = 0. O correspondente valor ¢ = ®(u) €

um valor critico ou um nivel critico.

Defini¢ao A.2 (Sequéncia de Palais-Smale e (PS).-sequéncia). Seja E um espaco de Banach
e ® € CY(E,R) um funcional. Uma sequéncia (u,) C E é chamada uma sequéncia de Palais-
Smale se (P(uy,)) € limitada e ¢'(u,) — 0. Se ¢(u,) — c € R e ®'(u,) — 0, entdo (u,) é
dita ser uma (PS).-sequéncia, ou sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ relacionada a ®.

Exemplo A.3. Considere a fungdo real f(x) = we'™. A sequéncia x, = 1 — * € uma

3

sequéncia de Palais-Smale para f no nivel 1. Ela converge para o ponto critico z=1. A
sequéncia T, = n € uma sequéncia de Palais-Smale para f no nivel zero. FEla diverge para

Q.

Defini¢ao A.4 (Condigao de Palais-Smale e (PS). condigao). Seja E um espago de Banach e
® € CY(E,R) um funcional. ® € dito satisfazer a condi¢io de Palais-Smale ((PS). condigio)

se cada sequéncia de Palais-Smale((PS). sequéncia) tem uma subsequéncia convergente.

Exemplo A.5. A funcgio f(z) = ze' ™" satisfaz a (PS); condi¢do, mas nao (PS)o condigdo.
Notamos que um funcional ® satisfaz a condicao de Palais-Smale em um certo nivel ainda
1—x

que nao ezista sequéncia de Palais-Smale neste nivel. Com este argumento, f(x) = xe

satisfaz (PS). se e somente se ¢ # 0.

Proposicao A.6. Se uma (subsequéncia de) uma sequéncia de Palais-Smale converge a wu,

entao u € um ponto critico.

Demonstragao. De fato, considere F um espago de Banach, ¢ € C'(E,R), (u,) € E uma
sequéncia de Palais-Smale, ou seja, ¢(u,,) é limitada e ¢'(u,) — 0. Por hipétese u,, — u e,
da continuidade de ¢, temos que ¢'(u,) — ¢'(u). Logo, pela unicidade do limite, seque que
¢'(u) = 0. Note que uma subsequéncia de uma sequéncia de Palais-Smale é também uma

sequéncia de Palais-Smale. |
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precisaremos, agora, a nogao de genero.

Definicao A.7 (Género). Seja A um subconjunto fechado de E\{0} tal que A = —A. O
género de A, denotado por v(A), € o menor inteiro k tal que existe uma aplicagdo impar
h € C(A,RF\{0}). Colocamos v(0) =0 e y(A) = oo se nao existe h para qualquer k finito.

Pode ser mostrado que se A é homeomorfo a esfera unitaria em R* por um homeo-
morfismo impar, entdo, v(A) = k. Isto implica que a esfera unitdria S em um espago de
Banach de dimensao infinita contém conjuntos compactos de qualquer género k > 1 e sendo
7(A) < ~(B) quando A C B, segue que v(S) = oo.

Seja ' um espago de Banach tal que a esfera unitaria S em E é uma subvariedade de

classe (a0 menos) C'! e considere ® € C'(S,R).

Teorema A.8. Se ® ¢ limitado inferiormente e satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale entdo

c=1infg ® € atingido e é um valor critico de .

Demonstracao. Seja (u,) C S uma sequéncia minimizante para ®, ou seja, uma sequéncia
tal que ®(u,) — ¢ sendo ¢ := lll,relg ®(u). Pelo principio variacional de Ekeland podemos
assumir que ®'(u,) — 0. Dessa forma, (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale e como ¢
satisfaz a condicao de Palais-Smale,temos que u,, — u depois de passar a uma subsequéncia.
Como ® € C'(S,R), implica que

Pluy=c e  D'(u)=0.

Portanto, ¢ = infg ® é atingido e é um valor critico de .

Considere
Iy ={ACA:A=—-A, Aécompacto ey(A) > j}

cj = jglﬁj ilelliA)(I)(u),j =1,2...

Se E é tem dimensdo infinita, entdo v(S) = oo e I'; # para qualquer j. Se ® é limitado
inferiormente, entao temos ¢; < ¢ < ... e ¢; < oo para todo j uma vez que os conjuntos

A €T’ sao compactos. O seguinte acontece:

Teorema A.9. Se E é um espago de Banach de dimensao infinita, ® € C'(S,R) € limitado
inferiormente e satisfaz a condicao de Palais-Smale, entao ® tem infinitos pares de pontos

criticos.

Este resultado pode ser encontrado em [19] e [21] para S respectivamente em um espago
de Hilbert e em um espaco de Banach tal que S é de classe CY! e em [6] para S em um
espaco de Banach tal que S € C*. Podemos, de fato, remover a exigéncia de compacidade

na definigdo de I';; esta exigéncia foi ¢ essencial para o argumento em [6].
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A prova deste resultado mostra que todos os ¢; sao niveis criticos e se ¢; = ... = ¢j4p

para algum p > 0, entdo y(K.,) > p+ 1, sendo
K., ={ueS:®d(u)=c;ed(u)=0}

Logo, o nimero de pontos criticos é infinito independente de ser o niimero de c;»s distintos

finito ou nao.
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Apeéendice B
O principio variacional de Ekeland

Neste apéndice enunciaremos algumas versoes do principio variacional de Ekeland. Mai-
ores detalhes, podem ser encontrados, por exemplo, em [13], [14] e [21].
O principio variacional de Ekeland é uma condi¢ao necessaria e sufiente para a completeza

de um espaco métrico.(veja, por exemplo, [25].)

Teorema B.1 (Principio variacional de Ekeland- Forma fraca). Seja M um espago métrico
completo e ® : M — R U +{oo} um funcional semicontinuo inferiormente, limitado infe-

riormente e nao identicamente +00.Entao, existe v € M tal que
O(v) < O(u) + d(u,v)

para todo u # v € X.

Teorema B.2 (Principio variacional de Ekeland- Forma forte). Seja M um espago métrico
completo e ® : M — R U +{oo} um funcional semicontinuo inferiormente, limitado infe-

riormente e nao identicamente +00. Seja € > 0 dado e u € M tal que
O(u) <infd +e.
M

Entao, para todo v > 0 , existe v € M tal que

P(v) < p(u) (B.1)
d(u,v) <~ (B.2)

e, para todo w # v em M,
B(w) > 6(v) — (¢/7)d(v, W) (B.3)

Teorema B.3 (Ekeland, 1974). Seja X um espago de Banach, ® € C'(X,R), limitado

inferiormente, v € X ee,0 > 0. Se
d(v) < igl{f(I) + 2¢
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existe u € X tal que

D(u) < i&f(ﬁ—i— 2¢ , |9’ (u)]] < 8¢/d, ||lu—vl| < 26.
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Apeéendice C
Espacos de Sobolev

Os pré-requisitos desse apéndice sao resultados de um curso basico de medida e integracao.
Provaremos poucos dos resultados enunciados.

Sejam  um aberto do RY e u € L}, (). (Quer dizer, para todo K C  compacto,
[ udr < o00.)

1
loc

Definicao C.1. Dizemos que v € L; () é a derivada parcial fraca de w com relagdo a x;,

se

/ u(0;0) dox = / vioder, V¢ e CP(Q).
Q

Q

E facil verificar que a derivada parcial fraca de u, se existir, é tnica (a menos de con-
juntos de medida nula). Nesse caso, a denotaremos por d;u. Diremos que u é fracamente
diferencidvel se existirem as derivadas O;u para todo 1 < i < n. Decorre da férmula de inte-
gragao por partes que toda fungao v € C1(Q) possui derivadas parciais fracas, que coincidem

com as derivadas parciais tradicionais.

Definigao C.2. Para todo p > 1 definimos o espaco de Sobolev W1?(Q) por
WP(Q) ={u e LP(Q) : du e LP(Q), Vi=1,...,n}.

Em W'P(Q) definimos a norma

n 1/p n
lufliy =3 ( / |aiuwpdx) = 3" |9l
1=0 1=0

em que Oou =u e | - ||, denota a norma em LP(S2).

E facil verificar que || - ||1,, ¢ uma norma, que é equivalente & norma

n 1/p
(Z/ |0;ul? dx) :
i=0 /2

Definicao C.3. Definimos o espaco de Sobolev W, () como sendo o fecho de C5°(R)

com relagdo a norma || - |1,
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Assim, por definicao, VVO1 P(Q) é um subespago fechado de W1P(£2). Esses espacos sao

distintos, como consequéncia da desigualdade de Poincaré, que enunciaremos posteriormente.

Teorema C.4. W'P(Q) é um espago de Banach separavel para todo 1 < p < oco. Se

1 < p < oo, entago W'P(Q) € reflexivo e uniformemente convexo.

A demonstragao do Teorema C.4 é simples e pode ser encontrada, por exemplo, em [8].
Note que, uma vez que Wy () é um subespaco fechado de W'?(£2), o enunciado do Teorema

C.4 também ¢é vélido para o espago W, (€).

Proposicao C.5 (Regra do produto). Seja ¢ € C°(Q2) e u € W'P(Q), entao pu € WHP(Q)

e

9i(¢u) = (9i9)u + ¢(Ou).

Demonstracao. Seja ¢ € Cg°(Q2). Entao temos

K}WWWd$:[ﬁW@Mdw=Au@ww—w@@dx:_/

[ (@ujov do - /Q wpdip dz
=~ [ (@)o -+ u@ ol aa.

Para os proximos resultados, lembramos que estamos utilizando
v’ (r) = max{u(x),0} e  u (r)=min{u(x),0}.

Proposigao C.6. Se u € W, 7 (Q), entdo |u|, ut e u™ pertencem a Wy (Q). Além disso,

vale
/|V|u||pdx:/|Vu|pd:B.
Q Q

Teorema C.7 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C RY um aberto limitado. Entao existe

uma constante C' > 0 tal que

/|u|pdx§0/ |Vu|Pde.
Q Q

Como consequéncia da desigualdade de Poincaré, temos que

Jull = [ 1Valras
Q

é uma norma em W1P(Q) equivalente & norma usual.

O proéximo resultado coleta as principais imersoes de Sobolev que utilizaremos dos espacos
WhP(Q):

Teorema C.8. Seja Q C RY um aberto limitado com fronteira suave e N > 3. Entao vale:

(i) Se 1 < p < N, entao a imersio W'?(Q) < L%(Q) € continua para todo q € [1,p*] e

Np .

compacta para todo q € [1,p*), em que p* = et
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(i1) Se p= N, entio W'P(Q) — LI(Q) € compacta para todo q < oo;
(iii) Se p > N, entdo WHP(Q2) — L>(Q) é compacta.
No caso especial do espaco T/VO1 (), o seguinte resultado que utilizaremos repetidamente
é valido:
Teorema C.9. Seja Q C RN um aberto limitado. Entdo, para todo p € (1, N) vale:

Wy () = LU(9),

desde que q € [1,p*).

O préximo resultado serd utilizado repetidamente. Para conveniéncia do leitor, recorda-

mos O

Teorema C.10 (Banach-Alaoglu). Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se B C X for

limitado, entao B € relativamente compacto na topologia fraca de X.

Exemplo C.11. Seja Q C RY um aberto limitado. Suponha que uma sequéncia (u,) C
WP (Q) satisfaca

/ |Vu,|Pdz < C,
Q

em que C' > 0 independe de n. Como consequéncia da Desigualdade de Poincaré, temos que
(u,) é limitada em W, ?(Q).

Como I/VO1 P(Q) é reflexivo, podemos aplicar o Teorema de Banach-Alaoglu e concluir que
(u,) é relativamente compacta em W, ”(Q) com a topologia fraca. Assim, existe u € W, *(Q)
tal que u, — u em W,”(Q). De acordo com o Teorema C.9, temos que u,, — u em L7(Q),
para todo ¢ € [1, p*|.

Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que u,(x) — u(x) q.t.p. em
Q.

Sintetizando, toda sequéncia (u,) em W,7(Q) que satisfaca |lu,|| < C para todo n

satisfaz, apds passagem a subsequéncia,
(1) Existe u € Wy*(Q) tal que u,, — u em Wy (Q);
(17) u, — u em LI(Q2) para todo ¢ € [1, p*];

(13i) up(x) — u(x) q.t.p. em Q.

Novamente, pelo Teorema C.9, existe g € LP(Q2) tal que |u,(x)| < g(z) q.t.p em Q para
todo n. <
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Apeéendice D
Operador de Superposicao

Neste apéndice mostraremos a continuidade do operador de superposi¢ao

A: LP(Q) — LYQ)
u = flr,u).

Nossa principal referéncia para este apéndice é o livro de Willem [19]. Outras informagoes

relevantes podem ser encontradas em [10] e [11] , também utilizadas neste apéndice.

Definicao D.1. Uma funcao f: Q2 x R — R é de Carathéodory se

(1) a fungao
x> f(z,s)

for mensurdvel em €2, para todo s € R fizo;

(17) a funcgdo
s f(x,s)

for continua para quase todo ponto x € Q) fizo.

Lema D.2. Sejam u: Q@ — R uma funcdo mensurdvel e f: Q x R — R uma funcao de

Carathéodory. Entao
x> f(z,u(z))

é mensurdvel.

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia de fungoes simples tal que u,(x) — u(z) q.t.p.
em 2. Como z — f(z,s) é mensuravel para todo s € R, temos que x — f(z,u,(x)) é
mensuravel, para todo n € N. Como s — f(x,s) é continua para quase todo = € €2, temos

que f(x,un(z)) = f(z,u(x)) quando n — co. Isso mostra o afirmado. [

Assim, denotando por M o conjunto das fungoes u: 2 — R (Lebesgue) mensuraveis,
cada fungao de Carathéodory f: 2 x R — R define um operador Ny: M — M, chamado
operador de Nemytskii.
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Lema D.3. Sejam Q um subconjunto aberto do RY e 1 < p < co. Se u,, — u em LP(Q),

existem uma subsequéncia (uy,) de (u,) e g € LP(Q) tais que u,, — v em LP(Q) e

u(2)], [un, (2)] < g(2)
em quase todo ponto x € ().
Demonstracao. Passando, se necessario, a uma subsequéncia, podemos supor que
un () = u(z) q.t.p. em €.

Tomando outra subsequéncia, podemos supor que ||u,+1 — uy||, <277, ¥V n > 1.

Definimos entao

g(x) = w ()| + Z () = uy(2)].
Afirmamos que g € LP(€2). De fato, seja

gn(x) = [ua ()| + |ua(2) = (@) + . . 4 [un(@) = una (2)].

Temos que g, € LP(Q2) pois, de acordo com a desigualdade de Minkowski, temos
lgnllp < llull” + Z [tir — willp < fJuallp + Z 5 < llully +1,
=1

o que implica, em particular, a existéncia de C' > 0 tal que ||g,||, < C para todo n € N.
Uma vez que a funcao |z|P é continua e g,(x) — g(x), concluimos que |g, ()P — |g(x)|?

q.t.p. em 2 quando n — oo. Decorre entao do Lema de Fatou que

/ lg(x)]P da < liminf/ |gn(2)|P dz < C,
) n— oo 9]

provando nossa afirmagao.

Agora definimos

f(z) +Z U1 () — ui(z)) .

n—1

Para todo n € N, n > 2, podemos escrever u,(x) ) + Z (uiy1(z) — ui(x)), o que
i=1

implica que u,(z) = f(x) q.t.p. em Q. Além disso, como

o0

If(l‘)\:ul(fv)+Z(ui+1(fC)—ui(fc>)Slul |+Zluz+1 —ui(z)) = g(x), (D.1)

concluimos que f € LP(Q).
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Decorre entao da desigualdade triangular que

—_

()] = () 3 wn(2) — ()

< Jua ()] + Z |ti1(2) = wi(2)] = g(x).

Como [un(z)| < g(x) e [f(2)] < g(x), temos entao que |un () — f(2)] < [un(z)[+|f(2)] <
2¢g(x) e, portanto, |u, — f|P < (2¢)P. Dessa forma, o Teorema da Convergéncia Dominada
garante que

lim [ |u,— f]P =0,

provando que ||u, — fl|, = 0.
Uma vez que, por hipdtese, u, — u em LP(Q)), concluimos que f = u em LP(Q)

e
|un, — u|l, = 0 quando n — oco. Como (D.1) garante que |f(z)| < g(z), temos |u(z)| < g(z)

q.t.p. em (2, finalizando nossa demonstracao. [ |
Lema D.4 (Forma finita da desigualdade de Jensen). Seja ¢ uma fun¢do convexa eay, ..., a, >
0. Se xy,...,x, estao no dominio de ¢, vale

n

n
Z ;5 Z aiﬂp(%)
i=1 < =l '
n n
Yo Y
i=1 i=1

Demonstra¢ao. Suponhamos que A, Ay > 0 satisfacam A + Ay = 1. A convexidade de ¢

'

implica entao
O(Mz1 + Aawa) < M) + Aap(x2).

Essa desigualdade pode ser facilmente generalizada: se \; > 0 para todo ¢ sao tais que

A + ...+ A\, =1, entdo obtemos, por inducao!

® (Z )\ﬂﬁ') < Z Aip(zi).
i=1 i=1
Dai decorre o afirmado. |
Corolario D.5. Para r > 1 vale
o+ 8" <277 (Jaf" + |6])
Demonstracao. A desigualdade dada é equivalente a
Lo (el 181
— 2 .

k+1 k+1
Ai .
!Supondo verdadeiro o caso n = k, escreva ¢ (Z /\ixl) =y <)\1x1 +(1—=X\) Z x1> e aplique

i=1 =2

atp
2

o cason = 2.
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Sem perda de generalidade, podemos supor « # 0 # f3.
Uma vez que, para z > 0, a fungao p(x) = 2" satisfaz ¢”(z) = r(r — 1)z"~2 > 0, vemos

que z" é convexa. Para oy = 1 = ay, decorre entao da desigualdade de Jensen (Lema D.4)

- (ol + 181\ _ lal+ 1817
- 2 - 2 [ |

que
atp
2

Teorema D.6. Assuma que [ < 0o. Se 1 <p,r <oo e f € C(QxR) satisfizer
[fa, )] < e(1+[ul7), (D.2)

entdo, para todo u € LP(S2) vale:

<Z> f(vu) S LT(Q);

(i) o operador
A: LP(Q) — L"(Q)
u = f(z,u)

é continuo.

Demonstragao. Assuma que u € LP(2). Decorre da desigualdade de Jensen (Lema D.4) que

/|f(x,u)|r dxﬁ/ (c(l—l—]uﬁ))rdxg/CT2T_1(1+|u|p) §/0T2T_1—|—CT2T_1/ lul? dz < oo,
Q Q Q Q Q

mostrando que |f(z,u)|” € L'(Q).
Suponhamos que u, — u em LP(Q2). De acordo com o Lema D.3, existe g € L7(Q) tal
que, passando a uma subsequéncia, |u(z)| < g(x) e |u,(z)| < g(z) q.t.p. em  para todo n.

Decorre de (D.2), da desigualdade triangular e da desigualdade de Jensen que

) = f( ) < (@) + 1 f@wl) < (e (1 unl?) + e (1+]ul?))

<(c(1+197) +e(1+19%)) = (2¢ (1+191%))

= 27"cr<1 + \gﬁ) :

Uma vez que

/ 27" (1 + |g|g> dz < / 221" da + / 222 glP da < o0,
0 0 0

concluimos que

|f (2, un) = flz,u)]" € LHQ).

Uma vez que f € C(QxR), temos que u,(z) — u(z) implica que f(z, u,(x)) — f(x,u(x))

q.t.p. em €. Decorre entao do Teorema da Convergéncia Dominada que
flx,u,) = f(z,u) em L7(Q).
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Isso quer dizer que A(u,) — A(u) em L"(£2). Note que a passagem a uma subsequéncia nao
interfere: foi provado acima que A(un,) — A(u) em L"(2). Como (u,) ¢ de Cauchy, dai
decorre que A(u,) — A(u) em L"(Q)) para toda a sequéncia (u,). |

Observagao D.7. A utilizacao da desigualdade de Jensen nao € necessdria na demonstra¢ao

do Teorema D.6: uma desigualdade mais simples € suficiente:
|+ 0] < (Ja] + 1b]) < 2max{]al, [o[}.
Dai decorre imediatamente que
o+ 0" < 27([a]" + [b]").

Essa desigualdade conduz a uma outra desigualdade interessante: se p,q sao expoentes con-
jugados, e a,b >0, entao
(a+b)" <pa"+ qb".

Em particular, podemos tomar o coeficiente de a” bem proximo de 1, pagando o preco ter
termos um coeficiente bem grande para b".
A prova € obtida ao se verificar que ou a+b < pa ou a+b < qb. De fato, caso contrario,

teriamos a+b > pa e a+b > gb, de onde decorre (119 + %) (a+0b) > (a+Db), uma contradicdo.
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Apeéendice E
A aplicacao de dualidade

Neste apéndice, faremos algumas obervacoes sobre a aplicagao de dualidade correspon-
dente a uma funcao de normalizacao ¢. Admitiremos quase todos os resultados aqui sem
demonstragao. Para uma discussao detalhada, veja [11].

Sejam X um espaco de Banach real, X* seu dual e (-,-) a aplicagao de dualidade entre
X e X*. Aqui a norma em X e X* sera denotada por || ||.

Consideremos um operador A: X — P(X*) que associa a cada elemento z € X um
subconjunto Az € P(X*). Definimos o dominio D(A) de A por D(A) = {z € X : Az # 0}
e a imagem de A, R(A), por R(A) = U,cpa) Az

Definicao E.1. A aplicacao A: D(A) — R(A) é mondtona se
(] — a5, 21 —x9) >0 YV 21,29 € D(A), 2] € Axy, x5 € Axs.

Exemplo E.2. Sejam H um espago de Hilbert e (-,-) o produto interno em H. FEntao
A: H — H* definida por A(z)(-) = (-,x) é uma aplicagao mondtona.
De fato, dados x,y € H, entio A(y — z)(-) = (-,y — x), de modo que

Ay—2)y—z)=(y—z,y—z) = |ly—=z|* > 0.
<

Definicao E.3. Uma funcao continua ¢: [0,00) — [0,00) € uma fungao de morma-

lizacao, se ¢ for estritamente crescente, ¢(0) =)0 e lim ¢(r) = co.
r—00
Definicao E.4. Uma aplicacao de dualidade correspondente a funcao de normalizacdo

¢ € a aplicacao J,: X — P(X*) definida por

Jor ={a" € X* o (z%,2) = @([[z[Dll<]l, [l="] = e(l=[])}-

Lema E.5. Temos que D(J,) = X.

Demonstragao. Para x € X fixo, defina o funcional linear f(Ax) = o(||z||)A|lz]|. O resultado

decorre entao da aplicagao do Teorema de Hahn-Banach ao funcional linear f. [ |

Note que, para cada x € X, nao podemos garantir unicidade de z* € J,z. (O Teorema

de Hahn-Banach nao garante unicidade.)
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O proximo resultado, que nao sera demonstrado, relaciona as principais propriedades de

uma aplicacao de dualidade.
Teorema E.6. Se ¢ é uma funcao de normalizacao, entao:
(i) Para cada x € X, J,x € um conjunto limitado, fechado e convero de X*;

(it) Jox € mondtona:
(@7 — 23,71 — 22) > (@(l|21])) = @(l2])) (2ol = [l=])) > 0

para todos x1,x2 € X e x] € Jox1, x5 € J,T0;

(i17) para cada v € X, Jox = 0yY(x), em que

llll
wie) = [ ettt
0
e OY: X — P(X*) € a subdiferencial de 1 no sentido de andlise convexa, isto €,
Op(z) ={2" € X* : Y(y) —¥(x) = (z",y — ), Vy € X}

Observacao E.7. Um funcional f: X — R é Gateaux diferenciavel em =z € X se existir
f'(x) € X* tal que
th) —
lim LEF = S@) ey e x

t—0 t

E fécil verificar que, se uma funcao convera f: X — R for Gateaux diferenciavel em

xr € X, entdo Jf(x) consiste de um unico elemento, qual seja, z* = f'(x). <
Definicao E.8. X ¢ dito ser:

a) Uniformemente convezo se para cada € € (0,2], existe 6(€) tal que se ||| = |ly]| =1 e
[ = yll = € entao [lz +y[| < 2(1 —d(e));

b) Localmente uniformemente convexa se a partir de ||z|| = ||z.|| =1 e ||z, + 2| — 2

com n — 00, resulta que x,, — oo (fortemente em X );

c) Estritamente convezro se para cada x,y € X com ||z| = =1,z el e (0,1),
) p Y y Y
Az + (1 —2)y|| < 1.

Teorema E.9. X uniformememente convero = X localmente uniformemente convexo = X

estritamente convezxo.
Teorema E.10 (Pettis-Milman). Se X € uniformemente convezo entio X € reflexivo.
Na sequéncia, consideraremos ¢ uma funcao de normalizacao.

Proposicao E.11. Seja ¢ uma funcdo de normaliza¢ao. Entdo:
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i) Se X € convexo, entio J, € estritamente mondtona:
(2] — a3, 1 — @) >0 Vo, a0 € X, 21 # 23 ex] € Jpx1, T3 € J,To.

Em particular, Joxq N Jyze =0 se x1 # xs.
ii) Se X* € estritamente convezo, entio card(J,x) =1V 2 € X.
Proposicao E.12. Se X ¢ localmente uniformemente convexo e J, : X — X*, entao J,

satisfaz a (S4) condi¢do: se x, — x e lim (Jyxp,z, —x) <0 entdo x, — .
n—oo

Proposicao E.13. Se X ¢ reflexivo e J, : X — X* entdao J, é demicontinuo: Se x, — x

em X entao Jox, — Jox em X*.
Teorema E.14. Seja X reflexivo e J, : X — X*. Entdo R(J,) = X*

Teorema E.15. Seja X reflexivo, localmente uniformemente convexo e J, : X — X*. Entao

J, € bijetivo com inversa J;l limitado, continuo e mondtono. Além disso,
-1 _ . -1 *
Jgo =X ijgofl
onde x : X — X™* € o isomorfismo canonico entre X e X** e J;,l : X' —= X™ € a aplicagao

de dualidade em X* correspondente a funcao de normalizacao @~ '.

Teorema E.16. O espaco WP com a norma || ||1, € separdvel, reflexivo e uniformemente

convezo.
Teorema E.17. O espaco W, *(Q) com a norma || |1, € uniformemente convexo.

Teorema E.18. O operador —/, : Wy *(Q) — W1 (Q) é um operador potencial. Mais

precisamente, seu potencial é o funcional ¥ : Wol’p(Q) — R, dado por

1
Y(w) = flulf,
(&
V= —A, = J,

onde J, : Wol’p(Q) — W (Q) = R € a aplicagio de dualidade correspondente a fungdo de

normalizacao p(t) = tP~1.

Teorema E.19. O operador —/A\, define uma correspondéncia injetiva entre W,P(Q) e

W=1(Q), com inverso (—/\,)~! mondtono, limitado e continuo.
Teorema E.20. O funcional i é continuamente Frechét diferencidvel em Wol’p(Q).

Observacao E.21. Naturalmente, vamos denotar a diferencial de Frechét de ¥ em u €
W,y P(Q) por W'(u) e W'(u) = —Ayu. <

Teorema E.22. O operador —/\, satisfaz a condi¢io (Sy): se u, — u em Wy (Q) e

lim sup(— Ay, u, — u) <0, entdo u, — u em Wy ().
n—oo
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Apeéendice F
Lema da deformacao quantitativa

Neste apéndice, forneceremos uma versao do Lema da deformagao quantitativa. Para

melhores entendimentos, recomendamos, principalmente, [23].

Lema F.1. Seja X um espago de Banach e considere ® : X — R, ® € CY(X,R) S C X,
S#0, ce€R, e,d tal que para qualquer u € ®~1([c — 2&, ¢ + 2¢]) N Sy temos

Entao, existe n € C([0,1] x X, X) tal que
(i) n(t,u) =u set =0 ou se u & ®~([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sas;
i) n(1, < N S) C b= 2

i11) Para qualquer t € [0,1], n(t,.) € um homeomorfismo de X,

(
(
(iv) Para qualquer uw € X e qualquer t € [0,1], ||n(t,u) — ul| <,
(v) Para qualquer v € X, ®(n(.,u)) é decrescente,

(

vi) Para qualquer u € ®°N Sy e qualquer t € (0, 1], ®(n(t,u)) < c.

1Sos :={u € X : dist(u, S) < 26}
29ete = @71 ((—o0,c £ g]).
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Apendice G
Grau Topoldgico

Neste apéndice, seguindo [23], enfatizaremos as propriedades basicas do Grau de Brouwer
de uma uma aplicacao continua em um espaco de dimensao finita. Existe também uma teoria
do grau no caso de dimensao infinita, devida a Leray e Schauder,porém nao entraremos em

detalhes aqui.

Definicao G.1. Seja Q um subconjunto aberto e limitado do RY e F € C(Q,RY) N
CHQ,RY). Assuma que yo € RN\F(0Q) e yo € um valor reqular de F. Entdo definimos

o Grau de Brouwer de F' como

deg(F, ), y0) = Z sgnJF(x)l (G.1)

z€F~1(yo)N2

onde Jr()y denota aqui o determinante da matriz jacobiana de F' em x e

1 se ,Jp(x) >0

sgndpy) =
IIFG@) {0 se JF(x)<0-

Observacao G.2. Como consequéncia do Teorema se Stone-Weierstrass, temos que para a
definicio do grau deg(F,$,yo) nao é necessdrio assumir que F € CY(Q,RY) uma vez que

qualquer F € C (2, RY) pode ser aprozimada por aplicagdes suaves.

Enfatizamos que a soma em (G.1) é finita. De fato, Caso contrario o conjunto
Fly)NQ:={ze€Q: F(x) =y}

tem um ponto de acumulagio 7 € Q. Pela continuidade de F, F(Z) = yp, e como yo ¢ F(95,)
z € . Pelo Teorema da Funcao Inversa, F' ¢é injetiva em uma vizinhanca 4 de z. Mas U
contém pontos de F~!(y,) diferentes de T, uma contradigao. Note que neste argumento

usamos todas as hipdteses da defini¢ao (G.1).

Proposigao G.3. Seja Q) um subconjunto aberto do RY. O grau definido na Definicio (G.1)

tem as sequintes propriedades:
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1 € Q, . .
(1) deg(1,Q,y0) = 5 WE sendo I a aplicagao identidade.
0 se yo ¢ L

Suponha que F € C(Q,RN)NCHQ,RY) e yy € RN\F(9) ¢ um valor reqular de F. Entdo:
(ii) deg(F, 2, 90) € Z;
(idi) deg(F, 2 yo) = deg(F — yo, 2, 0);
(1v) Se deg(F, 2, y0) # 0, entdo a equacao

F(z) =yo

tem uma solugao em 2,
(v) Se 2 € um subconjunto aberto de 2 e yo ¢ F(Q\), entdo

deg(F7 Q?ZJO) = deg(F7 Qla yO)

Mais geralmente, se Sy, ..., sao subconjuntos abertos de €2 dois a dois disjuntos e 1y €
k

F (ﬁ\ U Qj> , entdo
j=1

k
deg(FaQqu) = Zdeg(F7 ijyO)

=1

(vi) Para todo y € RY suficientemente prézimos de ypo,
deg(F7 Qu y) = d@g(p, Qu yO)

acontece.
(vii) Para toda G € C(,RY) N CHQ,RY) que sio suficientemente prézimas a F na
C'-topologia,?
deg(G,Q, yo) = deg(F, €2, yo)

é valido.

(viii) se f =g em 0N, entao
deg(f7 QJ yO) = deg(Q? Q7 3/0)

O teorema de Sard nos diz que se 2 é um subconjunto aberto de RY e F' € C(Q,RY),
entao a medida de Lebesgue do conjunto de valores criticos de F' é zero. Um coroldrio deste
teorema é o seguinte: Sobre as hipoteses do Teorema de Sard o conjunto de valores regulares
de F: Q — RY ¢ denso em R .(Veja [23].) Portanto, podemos, agora definir deg(F, €2, y)
onde yo € RN\ F(09) é um valor critico de F. De acordo com o corolério anterior, existe

uma sequéncia y, de valores regulares de F' tal que

Isto ¢, existe € > 0 tal que ||F — Gl|c1(qry) := sup [|[F(z) — G(x)|[gy + sup ||[F'(x) — G'(z)|| vy < €
z€Q zeQ
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Em particular, deg(F,€,y,) estd bem definido pela Definigao (G.1). A parte (vi) da pro-
posigao (G.3) permite-nos supor que a sequéncia deg(F, Q, y,) -, ¢ eventualmente constante
e ela nao depende da escolha da sequéncia y,,,> ; de valores regulares. Para ver isto, extende-
mos a Proposicao (G.3)(vi) para garantir que deg(F, €2, y) é constante em qualquer conjunto
conexo

U c RM\F(OQUS)

(veja [23].)

Por fim, mais geralmente, definimos, entao
deg(Fa Qa yU) = lim deg(F7 Q7yn)
n—oo

e todas as propriedades da Proposi¢ao (G.3) continuam validas.

Proposicao G.4 (Férmula Produto para o grau).

d€9(9, Q, yo) = deg(fl, Qbyl,o) ' deg(fg, Qy, y2,0)

Onde g = (f17f2) : Q — RNI"FNQ, Q = Ql X QQ, Yo = (yl,anQ,o), QZ C RN—L" fz c C(@’RNZ)’
Yio & [i(08Y), i =1,2.
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