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Resumo

Neste trabalho, apresentamos relagoes entre o grupo unitario de evolugao gerado por um operador

auto-adjunto definido em (*(Z%) := {u : Z¢ — C: Z lu(n)|* < oo} e algumas propriedades
nezd
fractais de suas respectivas medidas espectrais. Mais especificamente, apresentamos resultados que

fornecem limitantes inferiores para os expoentes de transporte em termos das dimensoes fractais
generalizadas associadas as medidas espectrais do respectivo operador auto-adjunto. Para a
situacdo particular de um operador de Schrodinger definido em ¢2(Z%) := (2({n € Z | n > 0}),
apresentamos limitantes inferiores para tais dimensées em termos das chamadas matrizes de

transferéncia.



Abstract

In the present text we discuss some relations between the unitary evolution group generated by

a self-adjoint operator defined in (*(Z%) := {u : Z — C : Z lu(n)|* < oo} and some fractal

nezd
properties of its spectral measures. More precisely, we present some lower bounds for the transport

exponents related to a self-adjoint operator in terms of the generalized fractal dimensions of its
spectral measures. In particular, for Schrédinger operators defined in £2(Z*1) := ¢2({n € Z | n > 0}),

these lower bounds are presented in terms of transfer matrices.
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Introducao

A teoria de operadores auto-adjuntos definidos sobre espacos de Hilbert separdveis é vasta, assim
como o seu campo de aplicagoes. Parte desta teoria se dedica ao estudo de modelos, que determi-
nam a descricao da evolugao temporal do “estado quantico nao-relativistico”de um sistema fisico,

intensamente estudados por fisicos e matematicos.

Sabemos que, se descrito pela mecéanica quantica nao-relativistica, o movimento de um elétron
em uma rede cristalina estd relacionado a dinamica do grupo unitario de evolugao gerado por
um operador auto-adjunto; como veremos, a presenca de transportes balistico ou quase-balistico
(definidos adiante) se deve a propriedades (fractais) das medidas espectrais associadas a estes
operadores; a ocorréncia de tal fenomeno tem uma conexao direta com a existéncia de uma “fase

metélica” em materiais condutores (para detalhes vide [13]).

Neste trabalho, nosso principal objetivo é justamente estudar relagoes existentes entre a dinamica
do grupo unitario de evolucao gerado por um operador auto-adjunto e algumas propriedades frac-

tais de suas respectivas medidas espectrais.

Seja H um espago de Hilbert separavel, H : H — H um operador auto-adjunto e ¢ € H
(com [[¢|| = 1). A medida espectral p, de ¢ (e H) é unicamente definida pela identidade
(vide a Secao A.3)

(4, F(H)) = / F(@)dpr (),
R

satisfeita para toda funcao Borel mensuravel f. A evolucao do vetor v, ou a dinamica associada
ao grupo unitdrio de evolugdo gerado pelo operador H (via Teorema de Stone, vide Se¢io A.4) é

dada por
v(t) = e,

O estado ¥, no contexto da mecénica quantica, é chamado de vetor de estado (ou de pacote de

onda) e descreve o “estado quantico ndo-relativistico”de um sistema de uma particula.

Vejamos como os objetos acima se relacionam. Para tanto, introduzimos a chamada probabili-
dade de retorno, isto é, a probabilidade, no instante de tempo ¢, de uma particula se encontrar em

seu estado inicial 1 (0) = -



=| i (t)]*.

[(¥(0), () = [{, e~ H1y) |2 :‘ /e’mduw(af)
R

A relagao acima nos diz que a probabilidade de retorno coincide com o quadrado do médulo

da transformada de Fourier da medida espectral fi.

A medida espectral p,, é uma medida finita sobre R (vide a Segdo A.3); logo, o Teorema de
Decomposigao de Lebesgue [Teorema 6.10 [21]] nos diz que essa medida admite decomposicao tinica
em partes absolutamente continua, iy, e singular, j, , com respeito & medida de Lebesgue. A
medida p,, se decompoe, por sua vez, em partes singular continua, piy ., € puramente pontual,

[T Assim, temos que

u¢:”wac+“¢sc+u¢pp'

Em teoria espectral classica, usamos essa decomposi¢gao para estabelecer uma correspondente

decomposigao no espago de Hilbert [Teorema 12.1.8. (iii)[18]]:
H=Haoc D Hse D Hpp,
em que

Hae = {|py ¢ absolutamente continua}
Hse = {’(/J|/J¢ é singular continua}
Hypp = {¥|py é puramente pontual}.

Esses subespacos sao fechados, mutuamente ortogonais e invariantes por H. Os espectros cor-
respondentes, dqc, 0sc € 0pp sd0 definidos como o espectro de H restrito a cada subespago. Neste

caso, temos

0=04cU0sc|Jopp-

O préximo resultado nos diz como se comporta a probabilidade de retorno caso uma dada

medida finita seja absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue [Lema 13.3.2 [18]].

Teorema (Lema de Riemann-Lebesgue). Se u € uma medida finita absolutamente continua com

respeito a medida de Lebesgue, entdo i(t) — 0 quando t — oo.

Logo, para qualquer vetor ¢ € H,., a probabilidade de retorno tende a zero quando t — oc.
Este é um exemplo claro da relacao entre uma propriedade espectral de um operador auto-adjunto

e a dinamica do grupo unitario de evolugao gerado pelo mesmo.

Consideremos, em particular, o operador de Schrodinger d-dimensional livre [24], ou seja,
o operador Hy : £2(Z%) — (?(Z%) dado por



(Hou)(n) = — Z u(n + k), n €z,
kezZd,|k|=1

em que k = (ki,...,kq), com |k| = k1| + - + | kgl

Seja F : L2([0,2m)%) — ¢2(Z%) a transformada de Fourier, definida pela acio

Fom = [ glaerd

[0,27)¢

—iz.n

trata-se de um operador unitdrio, com inversa (Flu)(z) = A}im —— Z u(n)e ,
oo/ (27) neZd,|n|<N

em que x.n = xini + - - - + xqgng. Entao, de

(Ho(Fg)m)= — > \/(;T)d / g(@)e ) g

kezd,|k|=1 [0,27)2
1 —izT.n —iz.k
= — g(z)e Z e dx
V(2m)? /
7 amye REBLIk=L

d
_ _\/(;T)d / g(g;)e_i”"ZQCos(xi)dxz (F)(n),

—
[0,27)" !

em que ¥(z) = (=230, cos(x;))g(x), conclufmos que FHoF~' =M, em L2([0,21)?), em
que ¢(z) = =2 Zle cos(z;). Em outras palavras, Hy é unitariamente equivalente ao operador

de multiplicagao M em L3([0, 2m)%h).

Assim, segue-se (Teorema A.1 e Proposigdo A.2) que Hy é auto-adjunto, limitado e que o es-
pectro de Hy é igual a 0(Hy) = 0(Mgy) = Im¢ = [—2d, 2d].

Por outro lado, dado um boreliano qualquer A C R, segue-se que |[A| =0 = |¢~1(A)| = 0 (|4]
denotando a medida de Lebesgue de A) donde se segue (Proposicao A.3) que o(Hy) = o(My) =

Oac(My) = [—2d,2d], ou seja, Hy tem espectro puramente absolutamente continuo.

O Lema de Riemann-Lebesgue nos diz que a probabilidade de retorno de qualquer particula
livre tende a zero quando o tempo tende para infinito, uma vez que Hy tem espectro puramente
absolutamente continuo. Com efeito, tal resultado é esperado ja que fisicamente a particula de-
senvolve um “movimento retilineo uniforme”; assim, a probabilidade da particula retornar ao seu

estado original é assintoticamente nula.

Em contrapartida, a presencga de espectro puramente pontual estd, em um dado sentido, asso-
ciada & ocorréncia de localizagdo. Seja (f)y = = fOT f(t)dt a média temporal (de Cezaro) entre 0 e
T > 0 de uma fungao f: Ry — R (Borel) mensurdvel. O resultado a seguir pode ser encontrado
em [18].



Teorema (Teorema de Wiener). Tlgnc>o (| fip(®)*) = 0 se, e somente se, Pyt = 0, em que Py,

representa a projecao ortogonal sobre Hpy.

Antes de prosseguirmos, fagamos a seguinte observagao. Primeiramente, o Teorema de Wiener
apenas nos diz que a média temporal entre 0 e T" > 0 da probabilidade de retorno tende a zero
quando T tende ao infinito, caso a medida espectral seja puramente continua. O teorema, no en-
tanto, nao nos fornece informacao sobre a convergéncia da probabilidade de retorno. E natural,
portanto, indagarmos se existe uma extensao do Lema de Riemann-Lebesgue para vetores quais-
quer em H, ou seja, se o resultado se estende a todos os tipos espectrais. Infelizmente, quando nao
temos espectro puramente absolutamente continuo, a situagao é mais delicada, como discutiremos

ao longo do texto.

Nas ultimas décadas, foram desenvolvidas técnicas para se estudar algumas relagoes entre a
dinamica do grupo unitario de evolugao gerado por um operador auto-adjunto e as proprieda-
des fractais de suas medidas espectrais, particulamente no caso em que hé componente singular-
continua. O que se faz, em geral, é buscar determinar o momento médio de ordem p associado ao

operador de posigao, |X|P := Z [n|P{d,, -)0n, a saber,
nez?

T
1 —iH 2
XPYyri= 7 [ 3 bl 0,8, e,
0 neza
em que {d,},cze 6 uma base ortonormal de H. Mais especificamente, obtém-se em geral
limitantes inferiores para os chamados expoentes dinamicos, que neste caso denominamos

expoentes de transporte, que nada mais sdo do que os expoentes de crescimento de ((|X[P)),, 7

lo x|
a” (1, p,d) := liminf M
T—o0

logT

log (| X[7)), 7

at (i, p,d) = limsup ——— LT
(v, p,d) msup ——

Sob algumas condigdes, pode-se mostrar que a* (1, p, d) € [0, p] (vide [12]). Existe uma conexao
entre tais expoentes e o comportamento (como fungao do tempo) da distribuicao do pacote de onda.
Com efeito, pode-se assegurar que o que entendemos por localizagdo, ou seja, quando para todo
n>0,

X))y
lim ———= =0,

T—o0 Tn
nao ocorre caso existam limitantes inferiores positivos para tais expoentes. Neste caso, dizemos
que ha transporte, ja que ao menos para uma sequéncia temporal, parte do pacote de onda nao se
encontra confinado em uma dada regiao limitada do espago. Para mais detalhes sobre o fendmeno
de dispersdo do pacote de onda, vide [10]; para uma discussao sobre os diversos tipos de localizagao,

vide [7].



No caso particular em que o™ (1, p, d) = p (e, portanto, existe Ty > 0 tal que para todo T > Ty,
(| XP))yr ~ TP), dizemos que o transporte é balistico, ja que a “lei hordria” que descreve o com-
portamento do pacote de onda se remete & do movimento retilineo uniforme; caso a* (¢, p,d) = p
(e, portanto, existe uma sequéncia T, tal que ngaf_loo Tn — 400 e ((IXIP))y 5, ~ TPF), dizemos
que o tranporte é quase-balistico. Como veremos (Teorema 1.6, caso o = 1), transporte balistico
esta associado a ocorréncia de espectro puramente absolutamente continuo; ja o transporte quasi-

balistico pode ocorrer mesmo quando o espectro é puramente pontual (vide Sec¢ao 3.4).

Um dos objetivos deste texto é, portanto, apresentar, para os expoentes de transporte, limi-
tantes inferiores que justamente independam da natureza espectral do operador, indo bem além
dos resultados classicos sobre dinamica quantica apresentados até aqui. Para tanto, discutimos os
resultados centrais demonstrados por Barbaroux et. al. em [2], por Germinet et. al. em [10] e por
Y. Last em [15].

O texto se estrutura da seguinte maneira: no Capitulo 1, introduzimos alguns conceitos basicos
e demonstramos uma versao mais forte do Teorema de Guarneri-Combes, que fornece limitantes
inferiores para ((|X|?)), ;. Para tanto, usamos uma teoria devido a Rogers e Taylor [4] sobre
decomposicao de medidas positivas e finitas com respeito as medidas de Hausdorff. Ainda neste
capitulo, apresentamos sucintamente os resultados demonstrados por Guarneri em [§8], os quais
também fornecem limitantes inferiores para ({|X|")), 7, 86 que em termos das dimensoes de Haus-
dorff e de empacotamento. No Capitulo 2, obtemos limitantes inferiores em termos das chamadas
dimensoes fractais generalizadas, mostrando que estes resultados aprimoram os resultados de [8].
Por fim, no Capitulo 3, estabelecemos uma relagdo entre os resultados demonstrados no Capitulo
2 e as chamadas matrizes de transferéncia, obtendo-se um método pratico de determinacao de li-
mitantes inferiores para as dimensoes fractais generalizadas das medidas associadas a operadores

de Schrodinger unidimensionais.

Adicionamos dois apéndices ao texto, um com topicos sobre teoria espectral e outro com topicos
sobre medidas em espacos euclidianos. Estes compoem as principais ferramentas que utilizamos ao

longo do texto.



Capitulo 1

Expoentes de transporte I

Iniciamos a se¢ao apresentando o conceito central deste capitulo.

Definicao 1.1. Seja p uma medida de Borel em R, a € [0,1] e denote por | - | a medida de
Lebesgue. Dizemos que p é uniformemente a-Hélder continua (denotamos UaH) se existir uma

constante C' tal que para qualquer intervalo I com |I]| < 1, u(I) < C|I]*.

Guarneri [9] em 1989 mostrou que, para qualquer operador auto-adjunto H definido em ¢?(Z%),
se uy € UaH, entao ((\X|2>>w > CT* /In®T, em que C é uma constante que depende somente

de . Em 1993, Combes [5] estendeu esse resultado para qualquer momento de ordem p > 0.

Teorema 1.1 (Teorema de Guarneri-Combes). Se H é um operador auto-adjunto definido em
2(7%) e iy € UaH, entdo, para cada p > 0, existe uma constante Cy , que depende somente de 1)

e p, tal que para todo T > 0,
{1X1P)) g > CoppT .

O nosso principal objetivo, neste capitulo, é demonstrar uma versao mais forte do Teorema
de Guarneri-Combes (Teorema 1.6). Para tanto, seguimos a exposigao feita por Y. Last em [15].
Este capitulo cumpre o papel de introduzir técnicas basicas que empregamos no decorrer de todo

o texto.

1.1 Dinamica para operadores compactos e medidas UaH

Discutimos, de inicio, uma condigao suficiente para que uma dada medida de Borel em R seja UaH.

Lema 1.1. Sejam p uma medida de Borel em R e

T

(e = [ dt [ e i=tduta).

0



FEntao,

sen’((z — y)T/2)
((z —y)T/2)?

Demonstragio. Vide [15]. O

(fl)r = 5 [ du(o)du(y)

Teorema 1.2. Se ezistir uma constante C  tal que (|i))r < CT~% para qualquer T > 0,

entio p ¢ UGH.

Demonstragdo. Suponha que p nao seja USH, entdo existe uma sequéncia de intervalos {1, }52;
tais que a sequéncia |I,,| converge a 0 quando n tende ao infinito e u(l,) > n|l,|*/%. Seja

T,, = 7/2|I,|, entao para qualquer z,y € I, ndés temos que |(z — y)T,,| < |L,|T, < 7/2. Assim,

sen?((x — y)T,/2) - sen?(m/4) 8

(z—y)Tn/2)> = (w/4? =«
Por outro lado, pelo Lema 1.1,
A 1 sen’((z — y)T,/2)
> = d d
(i, =5 [ dnwintn) T2
I, xI,
Desta forma,
. A(u(Ip))? _ an?® 5 AnPme
> ) S 70 - " 7-a
<‘/"L|>Tn = 7_‘_2 = 71_2 ‘In| 7T220‘ Tn )

o que demonstra o Teorema.

Discutamos agora um exemplo.

Exemplo 1.1. Consideramos 8 € (1/2,1) e du(z) = x=Pdz em (0,1]. Seja a = 2(1 — j3), entdo

|u(t)] < Ct=. Com efeito,

1 1 ¢
/;(t\) = /e‘ixtaﬁ_ﬁ dx = tﬁ_l/e_mt(xt)_ﬁt dx = t_a/Q/e_i“u_B du.
0 0 0

o

Como / e ™yuP du  converge (use o Teorema de Residuos), nés concluimos que

0

t*|u(t)| — Const quando t — oo.

Sejam H um espago de Hilbert separdvel e A : D(A) C H — H um operador linear. Definimos

o valor esperado de A no instante ¢t como

(4) == (®(t), Ap(1))-

Teorema 1.3 (Teorema RAGE). lim ((A)); = 0 para qualquer operador compacto A se, e

T—o0
somente se, [y, € puramente continua.
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Demonstragao. Vide [18].

Uma consequéncia interessante do Teorema RAGE é que, se H = (2(Z<), entdo, para vetores
¥ & Hpp, 0 momento médio de ordem p associado ao operador de posigao tende ao infinito quando
T tende ao infinito, o que é bem intuitivo. Com efeito, quando olhamos para o complementar da
bola de raio N, esperamos que o momento cresga proporcionalmente a uma constante que dependa

da “dimensao”do espago multiplicada por N. Mais precisamente:

Corolario 1.1. Seja H = (?(Z%). Se Pap # 0 para i € H, em que P, representa a projecdo
ortogonal sobre H, = Hae D Hse, entdo para qualquer p > 0 Tlim ({1 X[P)) = 00.
—00 ’

Demonstragio. Sejam 11 = Pup, g = (1 — P e ¢;(t) = e ), j = 1,2. Entdo, ¥; e 1o
pertencem a subespacos (invariantes) mutuamente ortogonais, ¥1(t) e ¥o(t) sdo ortogonais para
todo ¢, [[v;(1)|[* = [[v;]* para j = 1,2 e [[1][* + [|v2]|* = [[¢|]* = 1. Com efeito,

(W1,1h2) = (Pep, (1 — Po)p) = (Potp, ) — (Potp, Petb) = (b, Petb) — (b, P2ap); (1.1)

como P? = P., (1.1) nos fornece (11,12) = 0. Agora, como e~ 4! é um operador unitdrio, temos
que

(a(), (1)) = (7 1epn, e MMg) = (P, (e e M) = (Y1, 40) = 0. (1.2)
Um cédlculo andlogo ao realizado em (1.2) nos mostra que |[1;(¢)||* = |[¢;]|* para j = 1,2 e a or-

togonalidade dos vetores 11 e 1y implicam em ||11]]? + |[v2]]? = [|¥]]? = 1.

Consideramos agora a projecao Py sobre a esfera de raio N, a saber

Pyi= > (6n,")0n,

[n|<N

que é um operador de posto finito, e portanto compacto. Observamos que fi, é puramente conti-
nua, j& que ;= P.p #0. Desta forma, o Teorema 1.3 nos diz que (||Py¢1(t)[|*)p — 0

quando 7" — oo. Usamos a linearidade da projecao e a desigualdade triangular, para obter

([Pxyp@)]F)7 = (1P r(t) + Pyt (B)|*)r < (1PN @] + [[Pxia())?) 7. (13)

Por outro lado, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica em

I1Pn2(t)]* = (W2 (t), Puoa(t)) < [la(t)]] [[Pxta(®)]l. (1.4)

Dividimos os dois membros de (1.4) por ||Py2(t)|| e tomamos, em seguida, o quadrado, para

obter

P2 ()7 < [[2 (O = [lv2]. (1.5)



Combinamos (1.3) a (1.5) e usamos o fato de que (||Pnt1(t)][*); — 0 quando T — oo,

para chegar a

limsup (IPny()]1%)p < lim sup (|| Pwr (9)ll + 1Pn 2 (0)]))2)p < (192 (1.6)

Agora, escrevamos

1= ([[¢®1*)7 = (IPvO1) 7 + (1L = Px)d O,

ou equivalentemente,

(11 = Px)p(®)*)7 =1 = (1PN (O) (1.7)
entdo, de (1.6) e (1.7), obtemos

liminf {[|(1 = Py)y(8)][*)7 = liminf(1 — ([[Pye@)][*)7) = 1= [lall* = |leal*. (1.8)

Por fim, uma vez que e~ ** ¢ unitario, a igualdade de Parseval implica em

D NP (e M 6,) 7 = NP|[¢]]P = NP.

nezad

Dai,
NP |[(1 = Py)e(t)[[* = NP (4(t), (1 = Pn)i(t))
= NP — W(t)vaPN?/J(t» = NP — <¢(t)7 Z Np<6naw(t)>5n>

[n|<N

=N?— Y NP e )P = Y0 NP (e T 8P < Y InlPlfem ey, 6,).

In|<N In|>N nezd
Assim, (1.8) implica em
lim inf ({| X |? > ZNP.
i inf (1 X[7)), > |9
Como N é arbitrario, obtemos

lim ((|X]"), 7 = oc.

T—o0

O

Apesar de simples, os argumentos utilizados acima ndo foram introduzidos apenas com o
propdsito de demonstrar o Corolario 1.1; veremos que tais argumentos, combinados com um re-
sultado da teoria de decomposicao de medidas de Rogers e Taylor (Teorema B.3), nos dardo uma

demonstracao de uma versao mais forte do Teorema 1.1.

Teorema 1.4 (Strichartz [25]). Seja p uma medida UaH, e para cada f € L*(R, du) considere,

Futt)i= [ e f@ydu(o).

10



CAPITULO 1. EXPOENTES DE TRANSPORTE I 11

Entdo, existe uma constante C, que depende somente de p, tal que para quaisquer f € L*(R, du)
el >0,

(fu®)?)y < ClIfIIPT,

em que ||f|| é a norma L? de f.

Demonstracdo. Como a desigualdade el= (/%) > 1 é vélida no intervalo [0, T, temos que

T T 0
- 1 - € 422 € 422
TPy = 7 [ TP < & [ao e (FaoP < & [ a0 e | FawpP. 09
0 0 —00
Observamos que
Fao = [ f@auto) [ I Tduty). (1.10)
Combinamos (1.9) a (1.10) e aplicamos o Teorema de Fubini [Teorema 8.8. [21]] para obter
—_ e 42 2 N —i(z—
TPy < 4 [ e/ [ au@anto) ) Fge
(& —_ 4272 (o
= & [ dn@dn T [ e et (1.11)
Agora, da identidade
/ dt 67t2/T27i(x7y)t _ T:\/;Tef(:vfy)2T2/47

obtemos

(Fu®)?)y < ev/m / dp(@)dp(y)(|f (@)]e~ @ T2 (| f(y)|e~ @0 T7/2), (1.12)

Em seguida, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Teorema de Fubini a

(1.12), e chegamos a

(Fu)?)y < evm / dp(@)|f(x)]? / dply)e” @ T/, (1.13)

Nesse momento, a hipétese de que  é UaH nos permitird estimar du(y)e_(“_y)2T2/4.
De fato, como puéUaH, existe uma constante Cj tal que p(I) < Cy|I|* para |I| < 1.

Sem perda de generalidade, suponhamos T > 1 (para o caso T < 1 a partigdo que faremos na reta

real depende de T'); entdo, para qualquer z € R,

oo
/alu(y)e‘(“”‘-”!)r“TQ/4 =2y / dp(y)e~ v T/
n=0

2 |o—yl<2Et



<2y O T~ e /4,
n=0

Por fim, se definirmos C := e\/m2C1 Y " e’”2/4, o resultado se segue da desigualdade
acima combinada a (1.13).
O

Encerramos esta secao com um resultado que nos permitird demonstrar uma versao mais forte

do Teorema 1.1 (Teorema 1.6).

Lema 1.2. Se py ¢ UaH, entdo existe uma constante Cy tal que para qualquer ¢ € H com
llell <1,

({o, (@) *) 7 < CypT™2.

Demonstragdo. Primeiramente, lembramos que o subespago ciclico gerado por ¢ (e H) é definido

por

Hy o= {F(H) | | € LR, duy)}.

Pelo Teorema Espectral (vide Teorema A.3), H restrito a H, ¢ unitariamente equivalente ao
operador de multiplicagdo por x em L?*(R, duy), ou seja, existe um operador unitério
U:Hy —L*R, duy) tal que

(UHU™f)(2) = 2 (a).

Temos também que U (e~ ty))(z) = e,

Seja Py : H— H, a projegao ortogonal sobre o subespago ciclico gerado por 1. Entao, para
todo ¢ € M existe f, € L*(R, duy) com || follr2m,au,) < ll¢l| tal que

(0, 0(t)) = (p, e ) = (p, Py(e ")) = (Pygp, e 1)
= (U(Pypep), U(eithw»L%R,duw)

— (Fole ™) oy = [ € o (a) = T

Assim, o Teorema 1.4 implica em

(e, v = (fora®)r < 1fellF2m, auy) CoT ™ < ll@lPCoT™ < Cy T,

0 que encerra a demonstragao.

12



CAPITULO 1. EXPOENTES DE TRANSPORTE I 13

Antes de demonstrarmos o préximo resultado, recordamos que se A : D(A) C H —H é um
operador linear compacto, em que H é um espago de Hilbert separavel, entdo A pode ser obtido
como o limite uniforme de uma sequéncia de operadores de posto finito. Simon [23] apresentou

explicitamente uma forma de se escrever essa sequéncia, a saber,

A= Z En<§0n7 >7pn7

n=1

em que {wn}n L€ {gon} , Sa0 bases ortonormais de H, {E } 1 En 20, é uma sequéncia mo-
nétona decrescente e |\A||p = (320° | B,”)'/P define uma norma no espago vetorial dos operado-

res compactos, a chamada p-ésima norma de Schatten de A.

Teorema 1.5. Se uy € UaH, entdo existe uma constante Cy tal que para qualquer operador

compacto A, pe N eT >0,
(A < Cp7 ||AJl, T/,
em que ||Al|, denota a p-ésima norma de Schatten de A.

Demonstragdo. Escrevamos

A= Z En<§0na >wn7

entao,

<|<A>|>T=;/T it 650, 3 Bl 0

T

1
= — t
K
0

Z En @na¢(t)>1/}n>

<> P /dtls@m OVl (119

> Enlen, v() (0
n=1

T
1
=— [ dt
i
0
Para obter a desigualdade em (1.14), usamos a desigualdade triangular e o Teorema da

Convergéncia Mondtona [Teorema 1.26. [21]]. Aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz
a (1.14) e obtemos

T

T o0 A 1/2 1/2
> g [ atlign v <X £ [ atltenvir?) (5 [ awo,var)

0

ou equivalentemente,



ANz <D En (on w()) 1) ([0, n)P)p) 2. (1.15)

M8

n=1

Sejam p, ¢ € N com % + % = 1; a desigualdade de Hoélder e (1.15) implicam em

/P 1 oo 1/q
[Z(<I<<pm¢(t)>l2>T)“2 (<<¢(t)7¢n>l2>T)"/2]

n=1

> 5
n=1

o0

[e'e) 1/2q
D {ln vt Z >T)q] . (1.16)

n=1

<Al

Agora, o Lema 1.2 nos garante que existe uma constante Cy, tal que, para todo n € N,

({n, v )Py < CuT™ (|(¥n, b))y < CpT ™.

, . oo oo ~ . —4 , ) .
Além disso, como {1, e {pn sao bases ortonormais e et ¢ unitdrio, a igualdade de
’ n=1 n=1 ’

Parseval implica em

[eS) 9]
> Al{en, =2 (@) wn)*)p = II9]* =1
n=1

Assim, i
Z (s W(O)) )T < (CoT™ )Y (1), ) [P)p)? < (CypT )7 (1.17)

e portanto, (1.16) e (1.17) implicam em

—a\q— —a\q— 1/2 —« - —«
((A)y <Al [(CoT )T HCWT ) ] = [|Allp(Cy =)@V = Cy VP || All, TP,

como queriamos demonstrar.

1.2 Uma versao mais forte do Teorema de Guarneri-Combes

Demonstramos em seguida uma versao mais forte do Teorema 1.1. Com efeito, em vez
de pedirmos que p,, seja UaH na hipétese do teorema, pediremos que P,c) # 0, em que Py
representa a projegdo ortogonal sobre H,., o subespaco «-Hausdorff continuo (vide Defini-
gdo B.7 e Teorema B.2). Enfatizamos que o novo resultado se estende a vetores cuja medida
espectral associada seja, em um certo sentido, quase UaH, isto é, cuja medida associada possa ser
decomposta em uma parte UaH e outra parte que atribui peso arbitrariamente pequeno a todo

boreliano da reta (vide Teorema B.3).

14



CAPITULO 1. EXPOENTES DE TRANSPORTE I 15

Teorema 1.6. Se H ¢ um operador auto-adjunto definido em €*(Z%) e P,.1p # 0, entdo, para cada
p > 0, existe uma constante Cy , (que depende somente de i e p) tal que para todo T > 0,

({(1X|P)) g > Cypp T
Demonstragao. Sejam oe = Poct) € Pos = (1 — Pac)®. Como P,p # 0, temos que py,, ¢

a-Hausdorff continua.

Agora, sabemos do Teorema B.3 que existem medidas de Borel mutuamente singulares, iy, . ,
€ M"/’ac,Z? tais que dl’[’wac = dluwac,l + duwac,z’ €m que /’("‘l)ac,l é UaH € Mwac,2 (R)< %||wa0||2 COmO
essas medidas sdo mutuamente singulares, existe um conjunto de Borel S C R tal que py, ., é

suportada em S (vide Definicao B.5) e iy, ,(S) = 0.
Sejam P(S) := xs(H), a projecao espectral sobre S, 1)1 = P(S)Pact) e g = (1 — P(S))tac +
Yas- Entao, py, = iy, . De fato,
Hapy (S) = (1, P(S)h1) = <P(S)Paci/}aP(S)2Pac7/}> = (P(S)Pact), P(S) Pact))

= <Pac¢7 P(S)Qpaci/» = <Pac7/)a P(S)Paci/» = <¢am P(S)¢ac> = .uwac(s) = /‘wac,1(s) + Hapoe o (S)

= Hapacr (8) +0 = pryg, 1 (5)- (1.18)

Logo, como iy, () = iy, (S) € fy,., € py, sdo suportadas em S, a igualdade em (1.18) ¢é

vélida para qualquer boreliano. Assim, temos que py, ¢ UaH e

1 1
lalfP = [ din = [ dvrac = [ e > ol = 510l = 5 el P> 0

pois Pyt # 0.

Note que ¥ = 91 + 2 e ||[t1]]* + |[2]|? = |[¢||? = 1 (para um argumento andlogo, vide a

demonstragao do Coroldrio 1.1).

Consideramos, agora, a projecdo sobre a esfera de raio N, Py = Z (0n, +)0n. Entao,
[n|<N
existe uma constante Cy, que depende somente de d, tal que

||Pn|]1 < CaN®. (1.19)

Usaremos agora as hipdteses de Py ser um operador compacto (pois é de posto finito) e de

oy, ser UaH. De fato, combinamos (1.19) ao Teorema 1.5 para obter

([Pxer (1) = (¢1(), Pntbr(8))) < Cu, [IPN[W T~ < Cy CaN T~ (1.20)

Definamos



1/d
4 T
(BT (1.21)
64 Cy, Cq
Entao, (1.20) implica em

(1Px v B)) 7 < LI (122

Por fim, usamos (1.22) (e raciocinamos de modo andlogo ao modo como raciocinamos na

demonstracao do Corolario 1.1) para obter

(1Pnr (1) < {Prrr Ol + [ Par b2 ())*) < (1 Prrpa (] + [14211)%) 7

2 9 4 2
o e L B A R L
o nll® o [l
<Wol" + = =1 (1.23)

Observamos que a terceira desigualdade de (1.23) se segue da desigualdade de Jensen

[Teorema 3.3 [21]].

Agora,

= (1PN O 7 + {11 = Py ) (0)]*)ps (1.24)

logo, (1.23) implica em

(11 = Puy ) (®)[1%) > W

e assim obtemos

p/d
2 lgalP? [l [l l*
P P _ pa/d
s i el F v eneerl A

o que encerra a demonstragao.
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CAPITULO 1. EXPOENTES DE TRANSPORTE I 17

1.3 Expoentes de transporte I

Para encerrarmos a discussao deste capitulo, apresentamos outro resultado que relaciona a dindmica
do grupo unitdrio de evolugao gerado por um operador auto-adjunto (expoentes de transporte o™
e a™) e algumas propriedades fractais de suas medidas espectrais, mais especificamente, suas
dimensoes de Hausdorff e de empacotamento (vide a Segdo B.1 para as definigoes). Nao nos pre-
ocupamos em demonstrar tal resultado, que foi apresentado por Guarneri em [8]; para detalhes,
vide [17].

Teorema 1.7. Se H ¢é um operador auto-adjunto definido em (*(Z%), entdo
o~ (¢, p,d) > dimp (py )p/d

ot (46, p,d) > dimp (1 )p/d.

O resultado acima, apesar de interessante, certamente nao é 6timo. Com efeito, alguns operado-
res de Schrodinger unidimensionais apesar de possuirem espectro puramente pontual (e portanto,
com dimg (ps,) = dimp(us,) = 0), admitem transporte quase-balistico (isto é, a™(¢,2,1) = 2).

Para mais detalhes sobre esses exemplos, consulte [7].

No préximo capitulo, estudaremos em detalhes um resultado que fornece limitantes inferiores
para os expoentes de transporte mais precisos dos que os fornecidos pelo Teorema 1.7. Para tanto,

introduziremos as chamadas dimensoes fractais generalizadas.



Capitulo 2

Expoentes de transporte 11

Este capitulo representa o cerne do nosso trabalho. Buscamos, inicialmente, relacionar as dimensoes
de Hausdorff e de empacotamento as chamadas dimensoes fractais generalizadas (Proposigao 2.1).
Em seguida, discutimos como estas relagoes nos levam a obtencao de limitantes inferiores para os
expoentes de transporte (¢~ e a’) mais precisos (Teorema 2.1) do que os fornecidos pelo

Teorema 1.7.

Os resultados que discutiremos neste capitulo foram apresentados por Barbaroux et. al. em [2].

2.1 Dimensoes fractais generalizadas

Seja p uma medida (de Borel positiva) de probabilidade. Sejam ¢ € (—o0,1) e € € (0,1).
Definimos a funcao I,(q,€), que toma valores em [1,00], a qual damos o nome de integral de

transporte, por

@9 = [ ule = ext )t duta).

suppp

As dimensées fractais generalizadas inferior e superior da medida p sdo definidas, respectiva-

mente, por
1 log I
D (q) := lim inf 8269, €) w(9)
F 1—q =0 —loge
1 log I
Df(q) == lim sup e h/TA A4 ”(q’e).
. 1- qd =0 - lOg €

Se para algum € > 0 I,,(g,€) = oo, entdo D}t (q) := 00 e D, (q) := oo. E possivel mostrar que,
quando ¢ € (0,1), Df(q) <1 (para detalhes, consulte [2]).

Encerramos esta segao estabelecendo algumas relacoes entre estas dimensoes e as dimensoes de

Hausdorff e de empacotamento.

18



CAPITULO 2. EXPOENTES DE TRANSPORTE II 19

Proposicao 2.1. Para qualquer ¢ € (—o0,1), valem
(i) D, (q) > dimu(p)

(ii) Djf(q) = dimp(u)

Demonstragao. (i) Como ¢q € (—o0, 1), temos que ¢ — 1 < 0; entdo, para qualquer boreliano A C R,

vale
1/(g—1)
10,9 = ([ ullo — et ) (o)
R
1/(g—1)
< ([ ullo - ecos @) (2.1)
A
Por outro lado, a desigualdade de Jensen [Teorema 3.3. [21]] nos diz que
. 1/(a-1)
([ atia = et dyrtau@) "< [ ue - ex + o) (2.2
A A
assim, (2.1) e (2.2) implicam em
1097 < [ (le - e+ d)d(a), (2.3)

A
Para todo d € (0,1), seja

AgH)(e) ={zeR | wlz —ex+¢) < edimul)=01,
Agora, definamos
(H) . qs . (H)
Ay = lim inf A7 (e).
Observamos que

AYD 5 {z e R |y () > dimp(u) — 4 },

log(u([z — €, 2 + €]))

log(¢)
assim, dado ¢ suficientemente pequeno, para todo € € (0, ¢), vale

em que v, (7) := hgl}élf . Com efeito, seja x € R tal que vy, (z) > dimpu(p) —6;

log(p(lz — €,z +€))
log(e)

> dimg (@) — 4. (2.4)

Logo, (2.4) implica em

log(u([z — €, + €])) < log(e?™™10=7), (2.5)



e portanto, em

p(r — e,z + ¢]) < edimul=2, (2.6)

assim, temos que xeAgH).

Por outro lado, como dimy (1) = p-ess. sup v, (z) (vide Teorema B.1), temos que
u({ € R |y (2) > dimgg (1) — 6}) > 0,

Logo, limiélfp(AgH))(e) > u(A((SH)) > p({z € R |y, (x) > dimg(p) — 0}) > 0. Assim, o logaritmo
€E—

do ntimero pc(AE;H)(6))6‘]1““‘{(“)_‘S estd bem definido.

Por fim, se tomarmos A = A((;H)(e) em (2.3), obtemos
109" < [ e = et ddunte) < (Al @)etmn05,
A5

0 que resulta em

log T 1/(q—1)
D7 (¢) = liminf 08 Iu(4; ¢)
# =0 log(e)

log (ju( A" (e))etimnti=2)
> lim inf
=0 log(e)

= dimy (u) — 0. (2.7)

Como a desigualdade em (2.7) vale para todo ¢ € (0, 1), demonstramos (i).
(ii) Seja e, = e~*. Para todo ¢ € (0,1), definamos
AP e) = {z € R | p([z — e, + €]) < gdimp) =3},

Observamos que klim log(eg)/ log(epy1) = klim k/(k+1)=1. Assim,
—00 —0o0

lim sup log p([z — e, + €x])/ log(er) = limsuplog u([z — €,z + €])/ log(e). (2.8)
e—0

k—o0
Deixamos implicito acima o emprego do Teorema do Confronto para k — oo, em que

€ € [€x+1, €. Logo, (2.8) implica em

I —
AP = limsup AP (e) > {o € R | limsup -8~k T F &x])

k—oo k—o0 IOg(ek)

={z e R |, (x) > dimp(p) — d}.

> dimp () — 6}

20
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A inclusdo acima é obtida de modo anédlogo ao que fizemos em (i). Assim (do Teorema B.1) te-
mos que ,u(A((;P)) > 0. Logo, pelo Lema de Borel-Cantelli, ), ,u(A((SP)(ek)) = 00, e portanto, existe
uma subsequéncia e,y N\ 0 de € tal que M(Agp)(ek(n))) > k(n)=2 = (log €x(n)) 2. Com efeito,
se tal subsequéncia nao existisse, pelo critério da comparagao, esta série seria convergente, uma

contradicao. Desta forma, o logaritmo do nimero ,u(A((;P) (€k(n))) (ek(n))dimp(“)*‘s estd bem definido.

Agora, tomamos A = Agp)(ek(n)) em (2.3) e obtemos

(g, )Y < / wle = 6 + )dp(@) < pAS” (exn))) (ekim) ™72,
(P)
As(er(ny)

0 que resulta em

. 1og IL(q 6)1/(q71)
Df(q) = limsu D
() nsup log ()

P im -
10g (:LL(AES )(ek(n))) (ek(n))d e (k) 5)
> lim

~ n—oo 1Og(€k(n))

= dimp () — 9. (2.9)

Como a desigualdade em (2.9) vale para todo ¢ € (0, 1), demonstramos (ii).

2.2 Expoentes de transporte 11

Na secao anterior, introduzimos as dimensoes fractais generalizadas e estabelecemos algumas
relagoes entre estas dimensoes e as dimensoes de Hausdorff e de empacotamento. Uma observagao
interessante que poderia ser posta na secao anterior, mas que propositalmente deixamos para agora
é que ha exemplos de medidas finitas puramente pontuais cujas dimensdes fractais generalizadas
sdo nao-nulas [Apéndice D, [2]]. Recorde que, neste caso, as dimensées de Hausdorff e de empaco-
tamento sao necessariamente nulas. Isto nos leva a crer que as estimativas fornecidas pelo
Teorema 1.7 podem ser aprimoradas ao se usarem as dimensoes fractais generalizadas, uma vez
conhecidas as desigualdades da Proposicao 2.1. De fato, sob uma hipétese adicional, podemos obter

estimativas melhores.

Teorema 2.1. Sejam H um operador auto-adjunto definido em H = (2(Z%) e € H com ||1b|| = 1.

Assuma que a medida espectral p1y, associada a ¢ € tal que

+
Dw(s) < 400 para qualquer s € (0,1). (H)
Entao, valem

a”(¥,pd) =2 5 Duw<m>



1
+ > P 5+ .
o pd) > dDNw(Hp/d)

H4 critérios para se verificar a validade da hip6tese (H); basta, por exemplo, que a medida es-
pectral tenha suporte compacto, o que sempre ocorre caso o operador seja limitado. Para detalhes,

vide o Apéndice C em [2].

Agora, discutiremos em detalhes os resultados que implicam no Teorema 2.1. De inicio, assim

como no Teorema 1.6, encontraremos limitantes inferiores para ((|X[*)),,

Lema 2.1. Considere h(z) uma fungdo qualquer em L'(R). Sejam H um operador auto-adjunto
definido em H = (*(Z%) e A um operador de Hilbert-Schmidt (Exemplo A.4) também definido em

H. Para quaisquer dois vetores 1, ¢ em H, definamos as quantidades

+o00
Dy(T) ?% / (Ae™ g, e~ Mty n(t/T)dt

— 00

://dﬂ¢ )y (y) [h((x —y)T)P.

Entao, vale

h h 1/2
DG < 1Al (U2,(T))
em que ||All2 € a norma de Hilbert-Schmidt de A.

Demonstra¢ao. Como A é um operador de Hilbert-Schmidt (em particular, compacto [Teo-

rema 1.4.6 [18]]), escrevamos

A= Z En(-s én)tbn,
n=1
em que ||Al|3 = (302, E2). Assim,
+oo
DY (T) :% / > Enle M, ¢0) (W, e ) h(t/T)dt. (2.10)
N n=1

Agora, paratodo ¢ € H, pelo Teorema Espectral (Teorema A.3), existe um operador
unitdrio U : Hy — L*(R,dpy) tal que Up = 1 e U(e Hlp)(z) = e . Denote a projegao
ortogonal sobre H,, por Py; entdo, existe uma fungo u(n,x) em L*(R, duy), u(n,-) = U(Pydy)(+),

de modo que

(™, ¢n) = / dpig(x) e uln, ). (2.11)

R
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Uma férmula andloga vale para v, com v(n,-) = U(Pyy,)(-) (uma construcdo semelhante a esta se
encontra em detalhes na demonstragdo do Lema 1.2). Desta forma, (2.10), (2.11) e uma mudanca

de varidvel do tipo z = t/T implicam em

D) = [ [ ds@aa il ~ 9IS ), .12
R R
em que
S(e.9) = S Byl w)otn )
n=1

Esta série converge em L2(R2, dugy X dpiy).
Agora, (2.12) implica em

DU, (T / / 2)dpy () [h((x — 1) T)21S (@, ). (2.13)

Aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz a (2.13), e obtemos

h
DY) < US L) 1812, dpy g

Resta-nos mostrar que ||5]| |%2(R2 i xdpy) S [|[A]|*. Uma construcio andloga a que foi feita em
(2.11) nos leva a
oo
HSHL2(]R27 dpg Xdpy) — Z E,Ey ankbnk; (214)
n,k=1
em que ank = <P¢¢k7 ¢n> e bpr = <1r/)k7 wan>
Sabemos da igualdade de Parseval que
o) oo
D lankl? = [[Pydil[* e D [buk | = [|Pytoul (2.15)
n=1 k=1
assim, como ||¢x|| = [|¢n|| = 1 para todos n, k € N, temos

||SH%2(R2, dpg X dftay) S Ziil Ek2||P¢¢k||QZZO 1 2\|Pw¢n||2 < (Zn 1 En )2 = ||AH47
como queriamos demonstrar. O

Antes de prosseguirmos, definiremos algumas quantidades que serao tteis no que se segue.

Dados ¥, ¢ € H = (*(Z%) e p € N, seja

(2p/d)
(6, )+ .16)

Lo(@ D) = 15 Tr, s



Aqui, Uy (T) := //d,u¢ x)dpy (y) R((x —y)T), em que R é a funcao de decaimento rdapido
R R

1 se |w| <1,
R(w)=<¢ _ (2.17)
[h(w)|* se Jw| > 1,

e h é qualquer funcao positiva em C§°([0,1]) (o espago vetorial das fungoes suaves com suporte
1
compacto em [0, 1]) que satisfaz /h(z)dz =1.

Observamos que, se ¢ = xa(H )1, em que A é um boreliano qualquer, entdo podemos reescrever
(2.16) como

][>t/

L¢(¢7T) = Udm/)(T)p/d :

(2.18)

Por fim, seja

Ly(T) :=sup {Ly(¢,T) | ¢ € Hy, (¥, ¢) # 0}

Teorema 2.2. Sejam H um operador auto-adjunto definido em H = (2(Z%) e € H com ||| = 1;
entdo, para qualquer p > 0, existe uma constante C (v, p, h) tal que para todo T > 0,

(XN .0 = C(W,p, h) Ly(T).

Demonstragdo. Seja h(z) € C§([0,1]) tal que [ h(z)dz = 1.Se z € [0, 1], entdo h(z) < [|h|[ooX[0,1)(2);

o—__

em particular,

h(t/T
T < X 0/7) (219)
Assim, (2.19) implica em
T
(XP e =7 [ 3 Inplle 0 6.7 > oo / S nlPle e, 5.0 Ph(t/T) 5
) nezd 9 nezd

NP r 2 NP r 2 2 dt
> / 10 = Pr)(olPh/T) G = [ (101PAe/T) = [IPxu P/ T)) G

0

2 e~ iHt 2 ﬂ
— (1 /Z|< .5 PH0/TYE). 220)

[n|<N
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Definamos By, (T, N) := % Z |(e=*Hp, 6,)|?h(t/T)dt; entdo, (2.20) nos fornece
0 Inls<N
NP
(X)) = W(llwll2 — By(T, N)). (2.21)

Usualmente é preciso controlar By (T, N) (essa quantidade pode ser interpretada fisicamente
como a probabilidade, ponderada por h, de se encontrar o pacote de onda na esfera de raio N
centrada na origem no instante T'). Reescrevamos ¢ = ¢ + x, com (¢, x) = 0 e ¢ # 0 (isto pode
ser feito tomando-se ¢ = xa(H)v e x = (1 — xa(H))v, para um boreliano A estritamente contido

na reta). Assim,

By(T,N) = —B4(T,N)+ By (T,N)

+% Re lgN@%, 8,) (e, 5, h(t/T)dt. (2.22)
0 Inl<

Agora, uma vez que 1/T/h(t/T)dt = 1le h(z) >0, temos que B,(T,N) < ||x||* =
0

[|]? — ||¢||>. Ponhamos A = 2 inj<n (s 0n)0n; entdo, o Lema 2.1 e (2.22) implicam em

By(T,N) < |[¢l1* = ||6]]* + 2Re D) (T, N) < [[]]* — [|¢]|* + CNV2 (U (T)V2. (2.23)

Como |/f;(w)\ < ||h||rr = 1, pela defini¢ao de R (vide (2.17)), temos que R(w) > |ﬁ(w)|2 para todo
w. Portanto, Uq(shJ; (T) < Up,(T) e a desigualdade em (2.23) é vélida para Uy (T).

Finalmente, podemos concluir a demonstracao do Teorema 2.2. A estratégia que empregamos
agora é padrao: seja N um inteiro tal que CN%2(Uy ,(T))'/? < ||$||?/2; entdo, (2.23) implica em

Bu(T.N) < [t - L2 (221

Assim, (2.21), (2.24) e o fato de que N foi escolhido para satisfazer N2 < ||¢||2/2C(Ug (T))*/?

implicam em

][>+ 42/

U (TYPIT = C(¢,p,h)Ly(,T). (2.25)

Em particular, a desigualdade em (2.25) vale para Ly (T), o que encerra a demonstragao.

(XN g e = CW,p, 1)

O

Vejamos agora como a quantidade dinamica L, (1) se relaciona com as dimensdes fractais ge-

neralizadas. Demonstremos o seguinte:

Teorema 2.3. Sejam H um operador auto-adjunto definido em H = (*(Z%) ep € H com ||| = 1.

Assuma que a medida espectral ., associada a ¥ € tal que que valha (H) (vide Teorema 2.1).



Entao, valem

. oJdogLy(T)  p o 1
liminf —2=2) _ P p

Tooe  logT d m\1+p/d
. log Ly(T) _ p 1
lims _ P+

Tos logT  d " \1+p/d

A demonstragdo do Teorema 2.3 resultard da combinacao dos resultados que demonstraremos

a seguir.

Teorema 2.4. Sejam H um operador auto-adjunto definido em H = (2(Z%) e € H com ||1b|| = 1.
Assuma que a medida espectral py associada a 1 € tal que (H) se segue. Entdo, para todo 5 > 0

racional, existe uma constante C; > 0 tal que para todo € > 0,

o 1 1+3 ) 1 148
K < Lyle ) <K —_ 2.26
\loge|1+5 Mw<1+5a€> > w(€ ) < uw<1+ﬂa€) ) ( )
em que
—B/(1+8)
Ku,¢<1i,37 ) / dpiy (x (/duw —y)/6)>
SUPPiLyp

e R € a funcgao dada por (2.17).

Demonstragio (da segunda desigualdade em (2.26)). Tome ¢ = f(H)y, com f € L*(R, duy).

Entao,

() = | F(&) Py () € (6,0) = / dyu (2) ().

Escrevamos agora (recorde (2.16))

2428

\ [ans@rsta)

(/duw I@i?) ([ amstols >|26<R<a:e>)5

Ly (f(H),

: (2.27)

com b(F)(z, ¢) = /duw (y) R((z—y)/e). Em seguida, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz

ao numerador de (2.27) para obter

\ [nst)s@

< ([ awsta v <x,e>—ﬂ/“+ﬂ>)l+5x (f dnotay o <x7e>ﬁ/“+ﬁ>|f<x>2)l+ﬁ

2428 2428

= ’/duw(ﬂ«“) bR (x76)—6/(2+2,8) p(R) (w76)5/(2+2ﬂ)f(x)
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148
— K, (/14 8), M (/ e b<R><x,e>5/<1+B>|f<x>|2) @)

Por fim, usamos a desigualdade de Holder aplicada ap =1+ 8 e p’ = (1 + 8)/8 para obter

(/ dpg () BB (x,e)ﬁ/(1+5)f(x)|2>l+ﬁ

1+8
(/ dpy (x )1/(1+B)(|f( )| 2p(R) (, 6))ﬁ/(1+/3))
B
< ([ awsto) @R ) [ duoti) 17000 ) (2.20)
Combinamos (2.27) e (2.28) a (2.29) para chegarmos a
Ly(f(H),e ') < K, (1/(1+5), )7,
o que encerra a demonstragio. O

Para demonstrarmos a primeira desigualdade em (2.26), necessitaremos dos seguintes lemas.

Lema 2.2. Seja g € (0,1) e suponha que valha a hipdtese (H). Defina

b, ) == / dyiy (@)g(( — y)e),

com g(w) = x[—1,1)(w) ou R(w) (a func¢io de decaimento rdpido definida em (2.17)). Entdo,
existem A = A(q) e eo(q) > 0 tais que, para todo € € (0,€p),

b(w,€)? tdpy(z) < e

{z € suppuy| b(x,e) < A}

Demonstra¢do. Para quaisquer A > 0 e € > 0, definamos
B(A, ) = {z € suppp| b(z, ) < '},

Sejam 0 < s < ¢ < 1. Como b(x,€) > u([x — €,z + €]), podemos obter a seguinte estimativa:

[ teardue) = [ dw0r b0 duto)

B(Aje) B(Aje)

< eAla=s) / b(x, €)™t du(z)

B(Ae)

< ¢Ala—9) / w(lz — e,z 4+ €)*t du(x)
B(Ae)

< eA(q_S)IH(s, €). (2.30)



Como D:(s) < 400, para € > 0 suficientemente pequeno vale

1\ (PE @+ (=5)
) : (2.31)

Iu(s,e) < (

€

Portanto, se tomarmos A = (¢ —1)"'((D; (s) +1)(1 —5) 4+ 1) e s = ¢/2 em (2.30) e combinarmos
(2.30) a (2.31), obtemos o resultado.
O

Lema 2.3. Sejam py, g, A = A(q) e b(x,€) como no Lema 2.2 e N € N. Entdo, existem um ro e
um congunto Q(rg) = {x € supppy| €0 tAN < p(z,€) < €0} tais que, para todo € suficientemente

pequeno,

[ b (o) = 5 [ w0 (),

Q(ro)

Demonstracio. Sejam By = {x € suppuy| b(z,¢) < et} e BA = {x € suppuy| b(x,e) > €}

Entao, se segue do Lema 2.2 que, para e suficientemente pequeno,

[ b @) = [ b, (o) + [ b0t i)

SUPPLy) BA Ba

< /b(x,e)q_lduw(x) +e (2.32)

BA
Observamos que b(x, €) < 1 (uma vez que R(w) < 1). Assim, podemos decompor o conjunto B
em N partes: Q(KA/N) = {x € supp juy| e KFVAN < p(z,¢) < KANY com K =0,1,...,N — 1.
Pelo menos um desses conjuntos dd origem a uma integral maior ou igual do que 1/N vezes a

integral sobre o conjunto B#; com efeito, se isso nio ocorresse, chegarfamos a

[ et dnsta) > N 5 [ et o),
BA BA

um absurdo. Escolhemos agora Kj e ro = AKy/N, em que a integral sobre Q(KoA/N) é 1/N vezes

maior do que a integral sobre o conjunto B4.

Por fim, segue-se que /b(m, €)7 rdpy(z) > 1, uma vez que ¢ — 1 < 0 e b(z,€) < 1. Portanto,
para todo € < 1/2, se segue de (2.32) que

[ s st = ([t gt - )

Q(ro)

1
> q-1
5N /b(x, €) 9  duy(z),

como queriamos demonstrar. O
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Demonstragao (da primeira desigualdade em (2.26)). Seja A como no Lema 2.2 e no Lema 2.3.
Tome ¢ = 1/(1+ ), de modo que ¢ — 1 = —3/(1+ 3). Fixados € e ¢ = xq(ry)(H )1, em que Q(ro)

é dado pelo Lema 2.3, segue-se da definigdo de (rg) que

Upu(eh) = / b (2, )y () < € iy (Uro). (2.33)
Q(ro)

Por fim, usamos uma expressdo andloga a (2.27) para Ly, (f(H)¢,e7 '), com f(H) =

XQ(ro)(H), aplicamos o Lema 2.3 para N = —loge, com € suficientemente pequeno, e obtemos
1+28
Loty > Bul200)
€70 1y (Q(ro))?

1+
> ((AB)/N / b (1, )~H/ 1) g ¢(w)>

Q(ro)

148
& _
= (—210ge)1+ﬂ</ b ()~ D Wj))

—AB

Cy 1 1+8
= K 2.34
|1Og€|1+ﬁ Hop (1 +5’6> ) ( )

como queriamos demonstrar.

O

Lema 2.4. Seja g € (0,1). Suponha que a hipdtese (H) valha para py. Entdo, para todo 6 € (0,1),

existe um €g tal que para todo € € (0, €p),

1

227_111#24; (Q7 6176) < K/Lw (qa 6) < I;Lw (Q7 E)a (235)

Observagao: segue-se de (2.35) que

1 .. . logK,, (q,€) _
nf ——~ = D (q)

—q =0 —loge

log K, (¢ €)
li —— 227 — DY (q). 2.36
g msup —— s (@) (2.36)

Demonstragao. Primeiramente,

L, (0.¢) = / 11 (B, )T (1)

:/dﬂw(x) (/X[—Ll](xe_y)dﬂw(x))ql'

Como x[—1,1)(w) < R(w) e ¢ — 1 <0, temos que



Ky, (g€ / dpy (x (/duw —y)/€)>q_1

SUppply

o

ou seja, K, (q,€) < 1,,(q,¢€). Resta-nos obter a primeira desigualdade de (2.35).

Observamos inicialmente que

o) (z,€) = /duw(y)RCCE_y)
= / duw(y)R<I€_y> + / duw(y)R(x — y)

l(z—y)/el<e? [(z—y)/e|=e?

< py(B(z, e 7%) + sup R(w), (2.37)

B |w|>e—0

ja que R(w) < 1. Sejam R(z) := sup R(w),

o]
AL (€)i= o € suppngl oy (Bl 9) )2 R, (238)
A((;R)(e) = suppuw\AgR)(e). (2.39)

Para qualquer z € A((;R)(e), segue-se de (2.37) e (2.38) que b (z,¢) < 2u,, <B(z, 616)>; logo,

K, (q¢€ /d/w )0 (2, €)a1 / dpg (2)bH (2, €)1 >

Aé%) )
/ duw(w)<2uw(3(%615))>q
A§V(e)
i (b0 = [ B ). (2.40)

A ()

Como R(w) decai quando w tende ao infinito, temos, para e suficientemente pequeno (e < €(9)),

R(e7%) <€, em que A é dado pelo Lema 2.2. Assim,

As(€) := {x € supppy| py (B(av7 61_6>> >} D A((;R)(e).

1-06

Agora, aplicamos o Lema 2.2 com € = ¢'7° e com g(w) = x|—1,1](w), e obtemos

279Ky, (,€) 2 Ty, (q:¢17%) — / dprg () (B, €' 7°)) 77!

A (e)
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>1,,(q, %) — / dpiy () poy (B, €' 70)) 71
As(e)
>1,,(q.6€7°) —€. (2.41)

Assim, escolhemos €' =% < 1 (uma vez que I,,, (¢, %) < 1) em (2.41), e obtemos o resultado.

O

1
Demonstragao (Teorema 2.3). Para cada T > 0, tomamos 8 = p/d, € = 7 Do Teorema 2.4 e
g =1/(1+ B) no Lema 2.4 e obtemos

log Ly (T 1 log Ky, (1572 € 1
lim inf ~& w(T) -2 limin v 1tp/d ) - Pp-
T=oo  logT d1—gq =0 —loge d " \1+p/d
e
1
logLy(T) p log K%(@ﬁ) D 1
1 = limss _Pp- (L
1;n_§012p logT d1l-—q H?:élp —loge d " \1+p/d)’

como queriamos demonstrar.

Demonstragdo (Teorema 2.1). O teorema resulta do Teorema 2.2 ¢ do Teorema 2.3 O



Capitulo 3

Matrizes de transferéncia e

operadores de Schrodinger 1D

No capitulo anterior, apresentamos limitantes inferiores para os expoentes de transporte (o~ e a™)
em termos das dimensoes fractais generalizadas. No entanto, nao mencionamos como é possivel
obter explicitamente tais dimensoes, dado um operador auto-adjunto qualquer. Como veremos, a
determinacao dessas dimensoes nao é um problema trivial. Para o caso particular de um operador

de Schrédinger discreto unidimensional em ¢2(Z7), isto é, um operador definido pela agao

(Hu)(n) = (—Au)(n) + (Vu)(n) =u(n+ 1)+ uln—1) + V(n)u(n), (3.1)
(em que V(n) é uma sequéncia de nimeros reais) satisfazendo uma condigao de contorno do tipo
cosa u(0) +sen a u(l) =0, a € (—7/2,7/2),

Germinet et. al. [10] obtiveram limitantes inferiores para tais dimensdes em termos das chamadas
matrizes de transferéncia (Teorema 3.2). Neste capitulo, discutimos como é possivel obter tais

limitantes.

3.1 Expoentes de transporte para o caso unidimensional

Nesta se¢ao, mostraremos como as matrizes de transferéncia constituem uma ferramenta poderosa
para determinar limitantes inferiores para os expoentes de transporte associados a um operador de
Schrédinger discreto unidimensional (vide [6] para resultados envolvendo matrizes de transferéncia
e limitantes superiores para os expoentes de transporte). Para tanto, introduzimos uma versao

modificada do momento médio de ordem p associado ao operador de posicao; a saber,

2
dt,

‘IXI”/Qethf(H)wo

2 o
e
0
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em que f € C§° (J) e ¥o = &) (vetor da base candnica de £>(Z%)), e os respectivos expoentes de

transporte

_ .. logM(p,f, T)
log M T
B+ (p, f) 1= limsup 2BMPST)
T— 00 plogT

+
, o
E possivel mostrar que f* = ——. Desta forma, segue-se do Teorema 2.1 que
p

1 1
8=, f) > ED;":J"(H)WO (1 +p/d>'

Como veremos, para o caso unidimensional, isto implica (pelo Teorema 3.2 e pelo Teorema 3.3)

em

1 20
+ + S
B (pa f) ZD“f(H)wo <l_|_p)> 1_?7 (32)

em que fg é uma constante obtida a partir das matrizes de transferéncia associadas a H.

Introduzimos, agora, as matrizes de transferéncia. Sejam H definido como em (3.1) e a equagéo

de autovalores

Hu= Eu, E€R. (3.3)

Entao, se ¢(n) é uma solugdo da equagdo (3.3), definimos a matriz de transferéncia no sitio n,
n € N, associada ao operador H como a matriz que, quando aplicada ao vetor (¢(n), ¢(n —1))7,

T

resulta no vetor (¢(n + 1),¢(n))*, ou seja,

A(E,n) := ( E-Vin) -1 )

1 0

Observamos que detA(E,n) = 1 (isto é, A(E,n) € Sl(2,R)). J&4 a nomenclatura matriz de
transferéncia se deve ao fato da matriz “transferir’a solugao da equagio (3.3) em n e n — 1 para a

solugao em n + 1 e n.

Agora, se p(n) é solugao da equagdo (3.3), entdo ¢(n) é unicamente determinada, a menos de
constantes C7 e Cy (trata-se de uma equagao de diferenca finita de ordem 2). Desta forma, para
evitar essas constantes, fixamos condigoes iniciais ug(m) = senf e ug(m + 1) = cos @ e definimos a
matriz de transferéncia nos sitios n e m (n > m) associada a equagao de autovalores (3.3) (chamada

simplesmente matriz de transferéncia) como



T(E,n,m) = < up(n+1) wug/o(n+1) )

uo(n) Uy s2(N)

Note que T(E,n,m) = H A(E,17).

i=m

Exemplificando, considere F = 2 e a equacao de autovalor
—Au = 2u;

entdo, u(n) = ¢; + can é solugdo da equagdo acima, donde se segue que

1 —
T(2,n,0) = ( n; 1_”n )

No que se segue, discutiremos em detalhes a demonstracao dos resultados (Teorema 3.2 e Teo-

rema 3.3) que resultam em (3.2).

Seja Ey € R. Definamos, para N € N | o operador de volume finito
HEN) = — A+ Vxpo.n + Eo(1 = x[0.n),5
em (*(Z%1), em que xpo,n] := Pn.

Denotamos por ubeO’N) a medida espectral associada a ¢ e a HFo-N) e por RFo-N)(z) =

Ey,N)

(H(EO’N) — 2I)~1 o resolvente correspondente. Uma vez que H( é uma pertubacao compacta

do Laplaciano A (que possui espectro puramente absolutamente continuo, como discutido na In-
trodugao), segue-se que uprO’N) é absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue.
Lema 3.1. Seja H = —A+V um operador de Schrodinger discreto unidimensional. Entdo, existe

uma constante Cy tal que para quaisquer Eg e R, E € [Ey —1,Eg+1] e N > 1

d/J/((;lEO ) Cl Cl

> > .
i B2 BN B e LB - TE N0 (34

(E(),N)

em que T(E,N,0) € a matriz de transferéncia do operador H , que coincide com a matriz de

transferéncia do operador H.

Demonstragao. Recordemo-nos da férmula de Stone [22]
d (EO’N) 1
P (B) = = tim nl|REN (B + i)y 2 (35)

dx T n—0

Seja ¢ = REo-N)(E +in)éy, n > 0. Entéo,

34
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1< 1
|REN) (B 4 in)éy||? = Zl@ :5XIISO(W)IQ+§Z:|90(n+1)|2
n=1 n=0
1 > 1 O )
= Z 5 D e+ 1)
n=N n:N
1 & )
=5 2 (e +lo(n+ 1)), (3.6)
n=N

Note que para todo n > N, temos

[o(N)[? + (N + )P = [|T~H(E +in,n, N)(p(n + 1), o(n)) ]2
<|T(E +in.n, NP () + lo(n + 1)), (3.7)

em que T é a matriz de transferéncia do operador HFo-N) Em (3.7), usamos o fato de que
[|T|] = ||T~|| para matrizes 2 x 2 com coeficientes complexos e determinante igual a 1. Agora,
note que T(E +in,n, N) = To(E — Ey +1in,n, N) paran > N, em que Ty é matriz de transferéncia

do Laplaciano:

TO(Zvnvm) :AO(Z)n7m7 AO(Z) = ( i 701 ) :

Note também que

sup sup ||To(w,n,m)|| =C < 4o0. (3.8)
lw|<1n,mEZ

Assim, para |w| <1, |n| <1, como Ag(w + in) = Ag(w) + inJ, em que

10
J = , com |[J[| =1,
00

[|To(w +in,n,m)|| < C(1+ Cnp)"~™. (3.9)

segue-se que

Combinamos (3.6) e (3.7) a (3.9) e obtemos

| REN(E +in)éy || > 2Cg(lsa( P+ le(N+ D7) Y (1 +Cy) 2N
n=N



> L (le(N)P + (N + DP). (310)

Agora, ponhamos

@(N) = (RN (E 4+ in)51)(N) = urja(N, E + in) +m(E + in)uo(N, E + in),

em que m é a funcao de Weyl-Titchmarsh do operador H(Fo-N)

. Esta funcéo coincide com a trans-
formacdo de Borel da medida espectral associada ao vetor ciclico &y, e é tal que p € (?(Z"). Para
detalhes, vide [Apéndice C, [3]].

Agora, observamos que as solugoes ug(n, E), u,/2(n, E) sdo as mesmas para H(Eo,N)

e H para
n < N + 1, uma vez que os potenciais associados coincidem em [0, N]. Além disso, como a medida
espectral de H(Fo:N) & absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue,
m(E +1i0) < +oo [Proposi¢ao D.4.1, [3]]. Assim, como ug(N, E) e ur/2(N, E) sao fungdes reais,

temos que

lim |p(N)|* > (ur/2(N, E) + Re m(E + i0)ug(N, E))>. (3.11)

n—0

Portanto, uma vez que vale uma férmula andloga para (N + 1), (3.5), (3.10) e (3.11) implicam

em
du(EO’N)
‘ET(E) > C [(un/o(N, E) + Re m(E + i0)uo(N, E))?
+(trj2(N + 1, E) + Re m(E + i0)ug(N + 1, E))?]. (3.12)
b+ cd
Por fim, o minimo do polinémio ¢t — (a + tb)? + (c + td)? é obtido quando t = — %.

Assim, como o Wronskiano de ug € uy/s é
W[UO,UTF/Z](N7 E) = UO(Na E)uﬂ/2(N +1, E) - uO(N + 1)“77/2(]\[3 E) =1,

(para mais detalhes a respeito da constancia do Wronskiano consulte [Apéndice C, [3]]) fazendo-se
algumas manipulacoes algébricas se mostra que ab+cd = —1. Desta forma, a primeira desigualdade
de (3.4) é consequéncia imediata de (3.12). J4 a segunda desigualdade se segue do fato de que
(uo(N + 1, E),uo(N, E))T = T(E, N,0)(0,1)7.

O

Lema 3.2. Sejam Hy = —A+ V) e Hy = —A + Vs, operadores de Schridinger definidos em (*(Z),
tais que existe N > 1 tal que para todo |n| < N, Vi(n) = Va(n). Assuma que existam A > 0 e
b > 0 tais que

Vi(n) = Va(n)| < A(n)", (3.13)
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em que (n) := /1 4+ |n|?2. Sejam M > 0,0 >0e f € C(R), 0 < f < 1. Entdo, existem constantes
C(f,M,0,A,b) >0 e m(M,o0,b) tais que para todos € > N T exe R,

(01, fie (H)01) = (81, fue(Ho)81)| < C(f, M, 0, A, b)(L + [ ) M70 M, (3.14)

em que fre(y) = f((y — x)/e). Se J é um intervalo compacto, uma vez que

(61, forc(H1)61) = / Foe(w)dps, () < / Frey2 ()5, (1) = (61, foepo(Ha)r),

entao existe uma constante C(J, M, o0, A,b) > 0 tal que para todos € > N T ex € J,
ugl(x —€,x+€) > ,ug?(x - %,z + %) —C(J,M,0, A, b)eM. (3.15)
Demonstragao. Vide [10]. O

Observamos que a existéncia da funcao f usada no Lema 3.2 é garantida pelo Lema de Urysohn.
Apesar da demonstragdo deste resultado estd presente em [10], sugerimos que o leitor consulte

também [11] para o melhor entendimento das técnicas envolvidas na demonstracgéo deste resultado.

Proposicao 3.1. Seja H = —A +V um operador de Schrédinger definido em (?(Z%1), em que V

€ polinomialmente limitado, ou seja, existem A, b > 0 tais que

[V (n)| < A(n)®. (3.16)

Considere 1y = 0, em (*(Z*1) e J um intervalo compacto. Entdio, existe uma constante C; e,
para quaisquer M, o > 0, existe uma constante Cy (que depende de J, M, 0, A, b) tal que, para
todos € € (0,1) e A € J,

A5

dE

_ > - M .

/L%(/\ 6,)\4—6)701 / HT(E,N,O)||2 Che s (3 17)
Al

[N

em que N = [e177].
Demonstragcdo. Para A € J e N > 1 tomamos Hy = H e Hy = HXN) Como V é polinomialmente
limitado e J é compacto, existem constantes A,b > 0 tais que |V;(n) — Va(n)| < A(n)’. Assim,

segue-se do Lema 3.1 e do Lema 3.2 que, para quaisquer M,o > 0,

>
3
ol

CidE
N — e ) > (>\7N)>\7£)\ &\ _ M Bt
papo (A = € X+ €) > g™ (A= 5, A+ 5) = Cae = J IT@E NP

— CaeM, (3.18)

ol

em que N = [¢e7177] e C5 é uma constante que depende de J, M, o, A, b.



O préximo resultado, como veremos, relaciona as matrizes de transferéncia com as integrais de

transporte.

Teorema 3.1. Sejam H e V' como na Proposi¢ao 3.1. Sejam K >0 e S C [-K, K| um conjunto
mensurdvel de medida de Lebesgue positiva. Tome f € C§°, (R) tal que f =1 em S. Entdo, para
quaisquer g € (0,1) e 0 > 0, existem constantes Cy > 0 e Cy (que depende de q, f,0,A,b, K) tais
que para todo € € (0,1),

dF
—1
I,U«f(H)wo (Q, 6) > quq /||T(E,ZV,0)|2’1 — Cse, (3.19)
S

em que N = [e177].

Demonstrag¢do. Barbaroux et. al. em [1] demonstraram que, dado € > 0 e dada uma medida de

Borel positiva e finita, existem constantes C; > 0 e Crlz > 0 tais que

Cy &
— [ de plz—e,x+€)? <I,(q¢) < — [ de plx —e,x+€)l. (3.20)
€ €
R R

Assim, o Teorema 3.1 se seguird de (3.20) e de

1 dE

1 d _ q > q—1 - C .
6/ T gy (T — €T+ €)1 > € /||T(E,N,O)||2q 2
R S

Seja f € C§°(R), com f > 0e f =1em S (novamente, a existéncia desta fun¢ao é garantida
pelo Lema de Urysohn). Como f é uniformemente continua (ja que f é continua e de suporte com-
pacto), podemos garantir a existéncia de um n € (0, 1) tal que | f(z)— f(y)| < % quando [z—y| < 2n.

Definamos

F:={zeR |d(z,S) <n}.

Entao, para todos e <n e x € F, temos que

(x—ex+e) C{y|dy,S)<2ny C{y| fly) > 5} (3.21)

| =

Com efeito,
ze€(x—€e,x+e)=|r—z <e<n.
Dai, se w € S, como x € F, temos que

|z —w| <[z — x|+ |z —w| <2n =z € {y|dy,S) <2n}.
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Agora,
se z € {y, d(y,S) < 2n}, entdo |z — w| < 25 para todo w € S,

0 que por sua vez resulta em
f(2) = f(w)] < 3;
no entanto, como f(w) = 1, para todo w € S, segue-se que z € {y, f(y) > 3}.
Portanto, segue-se de (3.21) para todos e <npe z € F

xr+e€
1
s — o+ = [ 1) dua(0) = gy o - ez +-0). (322)
r—e€
Por outro lado, se segue da Proposicao 3.1 que para quaisquer M,o > 0,se x € J =
[-1— B,1+ B] (com B tal que suppf C [-B, B]), entao

Popo (. — €, 2+ €) > A(z,€) — D(e),

com
z+5
dr
TE NP
2

r—E£

Az, e) = Cy D(e) = CoeM.

Recordamos que (A —D)? > A?—D? quando ¢ € (0,1) e A > D. Assim, como
Papo (. — €, + €) > 0, temos que
typo (T — €, +€) > Az, €) — D(e). (3.23)
Além disso, segue-se da desigualdade de Jensen que

z+5

q
601 dE _ dE
Az )7 — N o P N L 24
9 (/ (8, N,0) P ) =G T N o 2

T—3

T+ 5

Combinamos (3.22), (3.23) e (3.24) ao fato de que F C J para obter

1
€ / dx (b, (T — €2 +€))?

Clel=2 dE €

> Oy 2

/ @ | rE N op - P (3.25)
F



em que fixamos M = %.

Por fim, seja E € S. Entdo, se |[x — E| < €/2 e € < 1, segue-se da definigdo de F que
x € F. Portanto, usando-se o Teorema de Fubini e se integrando em E somente sobre S (note que
| {z, [t —E| < §}NF | > %), temos que

1 dE €

- [|d - 1> Cure?™ | ———————— — (= 3.26

6/ x ('uf(H)dJo(‘T €,r+e€))? > q€ /||T(E,N,O)H2q 25> ( )
S

R

com ¢ suficientemente pequeno e N = [¢"177], o0 que encerra a demonstragao.

Por fim, relacionamos as dimensoes fractais generalizadas as matrizes de transferéncia.

Teorema 3.2. Sejam H e 1y como no enunciado do Teorema 3.1. Sejam K >0 e S C [-K, K]
um conjunto mensurdvel de medida de Lebesgue positiva tal que g := Leb-essinfg 0(E) < 400,

em que

1
6(F) := limsup ] log ||T(E, n,0)||.

n—oo 1087

Entao, para qualquer f € C’éﬂ_(R), f=1emS, temos que para todo p > 0,

_ 1 205
D s mywe (1+p) z1- p (3:27)

Demonstragao. Pela defini¢ao de g, dado § > 0, existe S5 C S tal que se E € S, entdo |Ss| > 0
e O(F) < 0s + 5. Agora, da defini¢ao de 0(FE), para todos E € S5 e N € N, temos que

IT(E, N,0)|| < h(E)N"s*3, (3.28)

em que h(E) = sup, n~%~°||T(E,n,0)|| > 1 é uma fungio mensurdvel. Note que h(E) é finito
para todo E € Ss. Como Ss ¢é um conjunto limitado e f = 1 em S5, podemos aplicar o

Teorema 3.1 para S = S5 e 0 = §, e assim obter

Ly istyo (@ €) > Coe?™ I N 724(05H0) / h=29(E)dE — Cae. (3.29)

Ss
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1
Como h é finito em Ss, a integral em (3.29) depende apenas de 6, S e p (= — — 1). Finalmente,
q

1
como N = [T'19], T = =, segue-se de (3.29) que, para todo § > 0,7 > 0,
€

1 p—(146)(205+26)— Cae
I“f(HWo (g,€) > Cps <€) (3.30)
O resultado se segue portanto, da definicao de dimensao fractal generalizada.
O

A demonstracao do préximo teorema é analoga a do Teorema 3.2 e portanto serd omitida.

Teorema 3.3. Sejam H ey como no enunciado do Teorema 3.1. Para uma sequéncia decrescente

(n;)i>o tal que lim n; = co e para todo E € R, definamos a fungdo mensurdvel
- 1— 00

1
6(E) := limsup 1

i—00 ng

log [|[T(E,ni,0)[|.

Considere K > 0 e S C [-K, K] um conjunto mensurdvel de medida de Lebesgue positiva tal que

05 := Leb-essinfgs 0(F) < +oo. Entdo, V f € C§%. (R), f =1 em S, temos para todo p > 0, que
1 26
D} () >1- 25 (3.31)
f(H)Yo ]_ + p p

3.2 Transporte quase-balistico para o almost Mathieu

Encerramos o capitulo apresentando uma aplicacao dos resultados aqui obtidos anteriormente a

uma perturbacdo de posto 1 em n = 1 do operador Almost Mathieu:

Hpox = —A + Acos(man + 0) + A{(61, -)d1.

9()
t

Entao, existe um subconjunto genérico Q) (isto é, um G5 denso) dos irracionais tal que, para todos

Teorema 3.4. Seja g: R — R tal que lim g(t) = oo e lim = 0 (tipicamente, g(t) = logt).
t—o0 t—o0

aef, 0e0,2n), A€ 0,1] eq € (0,1), existem uma constante Cy e uma sequéncia e, — 0 tais

que

Demonstragao. Vide [10]. O



O Teorema 3.4 representa uma extensao do Teorema C.1 de Del Rio et. al. [7] para um conjunto
genérico de frequéncias, e nos d4 um exemplo concreto de um operador cujo espectro é puramente
pontual, mas cuja respectiva medida espectral (associada ao vetor ciclico §;) possui dimensédo
fractal generalizada superior igual a 1 (o que acarreta em transporte quase-balistico). Para mais
detalhes, vide [7].

42



Apéndice A
Teoria espectral

Abordamos aqui, alguns tépicos sobre teoria espectral. Nosso objetivo neste apéndice é criar
uma sequéncia légica e natural para podermos expor o Teorema Espectral e o Teorema de Stone.

Para mais detalhes sobre essa teoria, vide [18] e [20].

A.1 Adjunto de Hilbert

No que se segue, apresentaremos a definicao de operadores auto-adjuntos em espagos de Hilbert.

Definicao A.1. Seja H um espago de Hilbert. Um operador linear A em H é uma aplicagao linear
A:D(A) C H—H cujo dominio D(A) é um subespago vetorial de H.

Definicao A.2. Um operador linear A : D(A) C H—H ¢ dito densamente definido se o dominio

do operador, D(A), é um subconjunto denso de H.

Defini¢ao A.3. Um operador linear A : D(A) C H—H é dito simétrico se
(A, ) = (1, Ap) V1, € D(A).

Neste caso, quando D(A) é denso em H, o operador é dito hermitiano.

Definigao A.4. O operador adjunto (de Hilbert) A* de um operador linear A em H densamente

definido é definido por

D(A") ={peM[FoeH (A, p) = (¢,p), VY e DA},
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Assim, vale

(A, ) = (¢, A*p) Vo€ D(A), ¥V p € D(A*).

Pode-se garantir que A* estd bem-definido, uma vez que D(A) é denso em H. Diz-se que A é

auto-adjunto quando A = A*.

Exemplo A.1. Seja H = L*([0,27]), com produto interno definido por

/f g(x) dz, ¥V f,g € H.

[0,27]

Considere Ay, As e Az, com
D(Ar) = {f € C'[0,2n] | f € L?([0,2n])}
D(Az) = D(A1) NAf | f(0) = f(2m)}

D(As) = D(Ar) NAS | f(0) = f(2m) = 0},
(@)

em que A;f = T para f € D (4;), ¢ = 1,2,3. Cada um desses dominios é denso em
x
L3([0,27]). Além disso,

A’{:A:;, A;ZAgeAngl

Veja que todos os operadores acima sao hermitianos (use a defini¢ao do produto interno e integre

por partes), mas somente As é auto-adjunto. Para mais detalhes sobre esse exemplo, consulte [26].
Introduzimos agora uma classe interessante de operadores lineares.

Definicao A.5. Seja A : H — H um operador linear definido sobre um espago de Hilbert H. A
é dito limitado se existir C' € R tal que, para todo ¢ € H,

1Al < Cllel]- (A1)

Denotamos por B(H) o conjunto de operadores lineares limitados sobre H. Note que (B.1) é
uma forma prética de se exigir uma certa regularidade do operador; mais precisamente, esta é uma
forma de se exigir que este seja uma fungéo de Lipchitz (em particular, uniformemente continua).
Por outro lado, qualquer operador linear que seja continuo em ¢ = 0 é limitado. Com efeito, da

continuidade no zero, para qualquer vetor ||| < 1, para algum § > 0 temos
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Sl <0 = [|Ag]| <

7| =

Assim, C' = sup ||Ap|| < 400, e portanto vale
[lell<1

©
HAwH< O = [l A¢]l < Cllel]

para todo ¢ € H.

Exemplo A.2. Seja A € B(H) , entao

ed = Zﬁ

k=0
converge em B(H). Com efeito, para todo N > 0 inteiro,

N
<
k=

k
% = el < 400,

N
k=0

1Al
!
0

e portanto a série converge absolutamente, o que basta.

Dado um operador linear A : D(A) C H — H, definimos o seu gréfico como

Graf(A) = {(p,Ap) € D(A) x H }.

Exemplo A.3. Seja A : H — H um operador auto-adjunto. Entdo, A é limitado. Com efeito,
uma vez que Graf(A) = Graf(A*) = J(Graf(A))t em H x H, em que J (¥, ¢) = (—¢,v), o
resultado se segue do Teorema do Grafico Fechado [18]. Observamos que este resultado nos diz que

qualquer operador auto-adjunto nao-limitado tem como dominio um subconjunto préprio de H.

Exemplo A.4. Um operador A € B(H) ¢ dito ser de Hilbert-Schmidt se existir uma base orto-

normal {e, }neca de H tal que

1/2
(Z ||Aen|2> < 0.

neA



Defini¢ao A.6. Um operador linear U : H; — Ho é chamado unitério se (U, Uy, = (¥, ©)1,
Vi, o€ HieUHi) = Ha.

Definicao A.7. Dois operadores A : H; — Hy, e B : Ho — H, sao ditos unitariamente

equivalentes se existir um operador unitario U : Hq, — Ho tal que B = UAU*.

Definicdo A.8. Sejam Q C R? e ¢ : © — R mensurdvel. Definimos o operador de
multiplicacao por ¢, My : domMy — L2(2), pela lei Myp = ¢, em que 9 € domMy
={¢ € L*(Q) : ¢y € L*(Q)}.

Um célculo simples (integracao por partes) e o Teorema de Hellinger-Toeplitz [18] nos dizem

que esse operador é auto-adjunto e limitado.

A.2 Espectro

O espectro de um operador linear A : D(A) C H — H generaliza o conceito de conjunto de

autovalores de operadores lineares definidos sobre espacos vetoriais de dimensao finita.

Definicao A.9. Seja A: D(A) C H — H um operador linear. Seja p(A) := {A € C| Rx(A) =
(A — XI)~! existe e é limitado}; tal conjunto é chamado de resolvente de A, o seu complementar
em C, o(A) := C\p(A), é chamado o espectro de A.

Proposicao A.1. Seja A : D(A) C H — H um operado linear. Entdo, p(A) é aberto em C;

consequentemente, o(A) é fechado.
Demonstragio. Vide [18]. O

E possivel mostrar que se A ¢ limitado, entéo o(A) # P eV A € o(A) X < [|A]|; segue-se dai que
o(A) é compacto, neste caso. Além disso, também é possivel mostrar que quando A é auto-adjunto,
temos o(A) C R.

Definicao A.10. Sejam Q C R% e ¢ : Q@ — R mensurdvel. A p-imagem essencial de ¢ é
definida como o conjunto de todos os y € R tais que, para todo € > 0, u({z € Q : |¢(z) —y| <
€}) > 0.

Observamos que quando ¢ é continua, a imagem essencial de ¢ coincide com o fecho da imagem
de ¢.
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Proposicao A.2. O espectro o(My) € igual a imagem essencial de ¢.

Demonstragao. Vide [18]. O

Teorema A.l. Sejam A : H1 — Hy1 e B : Hoy — Ho operadores lineares unitariamente

equivalentes, entao
(i) A € auto-adjunto e limitado se, e somente se, B € auto-adjunto e limitado.
(ii) o(A) = o(B).

Demonstragio. Vide [18]. O

A.3 Teorema Espectral

Nesta secao, apresentamos o Teorema Espectral para operadores lineares limitados definidos

em espagos de Hilbert.

Introduzimos agora um resultado que nos permitird definir, de modo elegante, a medida espec-

tral associada a um operador auto-adjunto A definido sobre um espaco de Hilbert #.

Teorema A.2 (Célculo Funcional Continuo [20]). Seja A : D(A) C H — H um operador auto-

adjunto. Entdo, existe uma unica aplicagio @ : C(o(A)) — L(H) com as seguintes propriedades:

(i) @ € um x-homomorfismo algébrico, ou seja, ®(fg) = ®(f)P(g), P(Af) = AO(f), (1) =1 e
o(f) = 2(f)".

(i) @ € continua, ou seja, ||2(f)l e, < ClIflsc-
(iii) Se f(z) =z, entio ®(f) = A.

(iv) Se Ay = M, entio ®(f)ib = F(A)0.

(v) o[@(f)] ={f(N) : A € o(A)}.

Usualmente, usaremos a notagao f(A) := ®(f).

Sejam A : D(A) CH — H um operador auto-adjunto e 3 € H. Entdo, uma vez que
f — (@, f(A)Y) é um funcional linear possitivo sobre C(c(A)), pelo Teorema de Riesz-Markov

[20], existe uma tnica medida p,, definida sobre o(A) que satisfaz a identidade:

(W, f(A)) = [ f(a)dpy(x). (A.2)
)

o(A



Definicao A.11. A medida p, é chamada medida espectral associada ao vetor 1.

A relagdo (B.2) se estende a qualquer funcdo Borel mensuravel e o(A) é o suporte topolégico

da medida espectral. Para detalhes consulte [20].

Segue-se imediatamente de (B.2) que a medida espectral p, ¢é finita. Com efeito, py(R)=
/1d,uw(m) = (¢, Iy) = ||[||>. Se S é um boreliano, entdo denotamos P(S) := xs(A), que chama-
mos de projegao espectral sobre S (note que como a fungao caracteristica s6 assume os valores 1 e

0, P(S) é auto-adjunto e P(S)? = P(9)). Assim, uy(S) = /Xsduw(ff) = (¢, P(S)V).

O préximo resultado estabelece um critério para existéncia de espectro puramente absoluta-

mente continuo.
Proposicao A.3. Se [A| = 0 implica em |¢p~1(A)| = 0 para todo boreliano A, entio o espectro
o(My) € puramente absolutamente continuo.

Demonstracao. O resultado segue de

o (8) = (10, Xa (M) = / xa(6(2)) [f(@)]? dz = / f(@)|2de,

Q d=1(A)

em que f é uma fungio (Borel) mensurdvel.

Finalmente, apresentamos o Teorema Espectral. Primeiramente, uma versao pouco refinada:

Teorema A.3. Seja A : H — H um operador auto-adjunto definido sobre um espaco de Hilbert
separdvel H e ¢ € H. Entao, existe um operador unitdrio U : Hy — L*(R, duy) tal que

(AU f)(z) = 2 f(2),

em que o subespago ciclico gerado por ¢ (e A) é definido por Hy := {f(A)¢ : f € L*(R, duy)}.
Além disso, Up =1 e U(e™Aty) = e~it,

Demonstragdo. Vide [20]. O
Mais geral, temos
Teorema A.4 (Teorema Espectral - operador de multiplicagdo [20]). Seja A : H — H um

operador auto-adjunto definido sobre um espaco de Hilbert separdvel H. Entdo existem medidas de

Borel {un,}N_ em o(A) e um operador unitdrio

N
U:H — P LR, dun),

n=1
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de modo que

(AU f)n(2) = 2 fn(@),

N
em que escrevemos f € ®L2(R, dpty) como a N-upla (fi(x), ..., fu(z)).

n=1

A.4 Teorema de Stone

Apresentamos no que se segue o Teorema de Stone, que estabelece uma relagao entre operadores

auto-adjuntos e os grupos unitarios de evolugao .
Definigao A.12. Seja H um espago de Hilbert. Uma fungdo G : R— B(#) é um grupo unitdrio

de evolugao sobre H se G(t) é um operador unitdrio sobre H e G(t + s) = G(t)G(s), para todos t,
s € R.

Definigao A.13. Se G(t) é um grupo unitdrio de evolugao, o operador linear definido por

D(A) ;:{w e H: 3lim %(G(h) _ 1)1/)},

AY =i lim %(G(h) — D), V¢ € D(A)

¢é chamado de gerador infinitesimal de G(t).

O que torna interessante o estudo dos grupos unitarios de evolugao para nosso trabalho é

justamente a relacao biunivoca entre tais grupos e os operadores auto-adjuntos:

Teorema A.5. Se A ¢ auto-adjunto, entdo existe um grupo de evolug¢do unitdrio U(t) sobre H tal

que A € o gerador infinitesimal de U(t). Neste caso, escrevemos U(t) = e~ t € R.

Demonstragio. Vide [18]. O

Teorema A.6 (Teorema de Stone). Se U(t) é um grupo de evolugio unitdrio sobre H, entdo o

seu gerador infinitesimal A ¢é auto-adjunto. Neste caso, U(t) = et t € R.

Demonstragdo. Vide [18]. O



Apéndice B
Medidas em espacos euclidianos

Neste apéndice, definimos as medidas de Hausdorff e de empacotamento e apresentamos um pouco
da teoria de decomposi¢io de medidas devido a Rogers e Taylor [4]. Para mais informagoes, suge-

rimos que o leitor consulte [16].

B.1 Medidas de Hausdorff e de empacotamento

Introduzida em 1918 pelo matematico Felix Hausdorff, a classe de medidas de Hausdorff surge
naturalmente em diversos segmentos da matematica moderna. Tais medidas, juntamente com a
nocao de dimensao de Hausdorff de um conjunto boreliano surgiram com a necessidade de se en-
tender a complexa estrutura dos fractais que, devido as suas formas geométricas nao-padrao, nao

sao classificados segundo a geometria euclidiana.

Seja M C R™ um boreliano. Considere todas as familias {U;};ea de subconjuntos de M que

possuam as seguintes propriedades:

(i) {Ui}iea é enumerdvel ou finita.

(i) (JUi = M.

€A
Denotando-se por 4 uma familia qualquer de subconjuntos de M com essas propriedades,

definimos o didmetro de U como diam(U) := sup{diam(U;) : U; € U }. Para cada a > 0, a medida

de Hausdorff a-dimensional de M é definida por

he (M) = lim inf{Z(diam(Ui))"‘ - diam(U) < 6},
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em que o infimo é tomado sobre U.

Observamos que hf(M) < §"~*h®(M) para quaisquer a e t, com t > « e § > 0. Logo, se
h*(M) < +oo, entao h*(M) = 0. Isto nos leva & seguinte:

Definicao B.1. A dimensao de Hausdorff de um boreliano M C R" é definida como dimgM :=
inf{a : (M) = 0}.

H& uma série de exemplos interessantes de fractais cuja dimensao de Hausdorff é conhecida.
Dentre eles, podemos citar o conjunto de Cantor terndrio na reta real, cuja dimensao de Hausdorff
é log(2)/log(3), e também o tridngulo de Sierpisnki, cuja dimensao de Hausdorff é log(3)/log(2).
Para detalhes, vide [19].

Al . A
1+|+-| I+rli1 it e el

x 5
(et b il

Figura B.1: Triangulo de Sierpisnki

Definicao B.2. Seja M C R™ um boreliano. Um d-empacotamento de M é uma colecao €5 disjunta

e contavel de bolas fechadas centradas em pontos de M de raio menor ou igual a d.

Para a > 0, definimos

Py (M) i=sup{}_(diam(B;))? : B; € s} e P (M) := lim 7' (M),



em que o supremo é tomado sobre todos os d-empacotamentos de M. Entao, a medida de empa-

cotamento a-dimensional de M é definida por

P(M) :=inf{) _ P§(U;) : U; € U},

em que o infimo é tomado sobre todas as familias enumeraveis U de subconjuntos de M cujas

unioes resultem em M.

Definicao B.3. A dimensao de empacotamento de um boreliano M C R™ é definida como dimpM
= inf{a: P*(M) = 0}.

No que se segue, definimos as dimensoes de Hausdorff e de empacotamento de uma medida u

de Borel positiva e finita. Estamos interessados, em particular, nas medidas de Radon.

Definicao B.4. Seja p uma medida em R™. Dizemos que p é de Radon se as seguintes proprie-

dades sao satisfeitas:
(i) u(K) < 400 para todo compacto K C R™.
(ii) Se U C R™ é aberto, entdao u(U) = sup{u(K), K é compacto K C U}.

(iii) Se A C R", entao u(A) = inf{u(U), U é aberto A C U}.

Seja 1 uma medida de Borel positiva, finita e de Radon em R™. Definimos as dimensoes (supe-

riores) de Hausdorff e de empacotamento da medida pu, respectivamente, por

dimy(p) := inf{dimy (E) : E é boreliano e p(E°) = 0}

dimp () := inf{dimp(E) : E é boreliano e u(E°) = 0}.

O resultado que se segue nos permite caracterizar as dimensoes definidas anteriormente através

das dimensoes locais (v~ e vT) da medida p.
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Teorema B.1. Seja p uma medida de Borel positiva, finita e de Radon em R™. Entao,
(i) dimg(p) = p-ess. sup v, (v)
(ii) dimp(p) = p-ess. sup v} (),

logu(B@, )

log u(B(x, )
em que 7, () := lim inf e ~f () == limsup log u(B(z, €))

e—0 log(e) e—0 IOg(G)
Demonstragio. Vide [17]. O

B.2 Teoria de Rogers e Taylor

Nesta secao, apresentamos de forma objetiva algumas definicGes e resultados sobre a teoria de

decomposigao de medidas devido a Rogers e Taylor. Para detalhes, vide [4] e [15].

Definicao B.5. Seja pu uma medida de Borel em R. Diz-se que p estd suportada em S,
S CR,sep (R\S)=0.

Definigao B.6. Seja S C R. Uma colegdo contdvel (finita ou enumeravel) de intervalos {5,}2 é

chamada uma d—cobertura de S se S C |J; 0; e |0;] < ¢ para todo d;.

Definicao B.7. Sejam p uma medida de Borel positiva e finita em R e o > 0.

(i) Diz-se que pu é a-Hausdorff continua (denotamos ac) se u(S) =0 para qualquer conjunto
S C R com h*(S) =0.

(ii) Diz-se que p é a-Hausdorfl singular (denotamos «s) se p possui suporte em um conjunto S
com h*(S) = 0.

Teorema B.2. Sejam Heye = {1/1|de € a-Hausdorff continua} e Hos = {w|duw € a-Hausdorff
smgular}. Entao, Hae € Has sGo subespagos fechados, mutuamente ortogonais e invariantes por
H7 eH:Hac@Has-

Demonstragdo. Vide [15]. O

Teorema B.3 (Rogers e Taylor). Seja pu wma medida de Borel positiva e finita em R e seja o > 0.
Entao, p € a—Hausdorff continua se, e somente se, para todo € > 0, existem medidas mutuamente

singulares, u1€ e pof, tais que du = dur© + duo, em que 1€ é UaH e ua®(R) < e.

Demonstragao. Vide [4]. O
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