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Resumo

Este trabalho consiste em apresentar uma classificagao completa dos elementos reversiveis
e fortemente reversiveis no grupo de isometrias holomorfas do espaco hiperbdlico complexo,
denotado por PU(n, 1), e nos grupos U(n), SU(n), U(n,1) e SU(n, 1), grupos estes que sao
de profundo interesse para a geometria hiperbdlica complexa. Este trabalho foi baseado no

artigo “Reversible Complex Hyperbolic Isometries” de K. Gongopadhyay e J. R. Parker [15].

Palavras-chave: Elementos Reversiveis e Fortemente Reversiveis, Grupo de Isometrias,

Espago Hiperbdlico Complexo, Geometria Hiperbdlica Complexa.



Abstract

This dissertation presents a complete classification of the reversible and strongly reversi-
ble elements in the holomorphic isometries group of the complex hyperbolic space, denoted
by PU(n,1), and in the groups U(n), SU(n), U(n,1) and SU(n,1). Those groups are of
large importance to the complex hyperbolic geometry. This work is based on the “Reversible

Complex Hyperbolic Isometries” authored by K. Gongopadhyay and John R. Parker [15].

Keywords: Reversible and Strongly Reversible Elements, Isometries Group, Complex

Hyperbolic Space, Complex Hyperbolic Geometry.
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Introducao

Os elementos reversiveis e fortemente reversiveis (ver Defini¢ao vém sendo estudados
em muitos contextos. Para elucidar estes contextos, podemos citar como referéncia [3], [10],
[22], [28], [29], [30] para elementos reversiveis, e [4], [B], [6], [7], [8], [I7], [18], [19], [24], [31]
para elementos fortemente reversiveis.

Um bom exemplo de contexto em que esses elementos vem sendo estudados é em geo-
metria hiperbdlica real. Denotemos o espago hiperbdlico real de dimensao n por HEg, o seu
grupo de isometrias por I'som(Hf) e a componente conexa da identidade de Isom(Hf) por
Isomy(HE) (grupo de isometrias de Hp que preservam orientacao). Para n = 2, todo ele-
mento de I'som(HZ) é fortemente reversivel e consequentemente reversivel. Entretanto, em
Isomy(H2%) ~ PSL(2,R) existem elementos que nio sao reversiveis. Identificando PSL(2,R)
com o grupo das aplicagoes de Mobius, podemos tomar por exemplo a aplicacao z — z + 1
a qual nao é conjugada a sua inversa z — z — 1 em PSL(2,R).

Para n = 3, W. Fenchel [T1] demonstra que todo elemento de Isom,(H3) ~ PSL(2,C) é
fortemente reversivel. Ainda em [I1], prova-se que todo elemento de Isom(H3) é fortemente
reversivel.

Para dimensoes maiores, K. Gongopadhyay e R. S. Kulkarni [I4, Teorema 1.2], provaram
que todo elemento de Isom(HE) é fortemente reversivel (ver também [4], [I8], [T7], [24], [31]).
Os elementos reversiveis em Isomy(H) foram caracterizados por K. Gongopadhyay [13] e I.
Short [27] (ver também [21]). K. Gongopadhyay [13] deu uma caracteriza¢ao no ambito da
algebra linear, associando isometrias que preservam orientacao com a componente conexa da
identidade do grupo ortogonal especial, denotado por SOy(n,1). I. Short [27] obteve uma
classificagdo geométrica para os elementos reversiveis de Isomq(HE).

O estudo dos elementos reversiveis e fortemente reversiveis também vem sendo feito em



geometria hiperbdlica complexa conforme segue. Sejam Hf o espago hiperbdlico complexo
de dimensao n, Isom(Hg) seu grupo de isometrias. Sabe-se que podemos identificar o grupo
das isometrias holomorfas de H com o grupo unitdrio projetivo denotado por PU(n, 1) (ver
[12]). Para n = 2, E. Falbel e V. Zocca [9] provaram que todo elemento de PU(2,1) pode
ser expresso como um produto de duas involugoes anti-holomorfas, ou seja, todo elemento
de PU(2,1) é fortemente reversivel em Isom(H2). Posteriormente, H. Choi [2] estendeu este
resultado para as isometrias de HZ.

Neste trabalho, tivemos como ponto de partida o problema de caracterizar os elementos
reversiveis e fortemente reversiveis de PU(n,1). Grupo este, que tem uma relacao natural
com os grupos U(n,1) e SU(n,1). Deste problema, surgiu a necessidade do estudo de
caracterizagoes desses elementos nos grupos U(n) e SU(n). Assim, por uma questdo de
completude, resolvemos estuda-los e inclui-los neste trabalho. Para o estudo destes grupos,
nos baseamos nos artigos K. Gongopadhyay e J. R. Parker [15], E. W. Ellers [7] e M. J.
Wonenburger [31].

Como a maioria dos resultados deste trabalho sao demonstrados com ferramentas da
algebra linear, apresentamos no Capitulo [Ij uma breve revisao de alguns conceitos basicos da
algebra linear que precisamos para os fins deste trabalho. Além disso, ainda neste primeiro
capitulo, fazemos uma introducao ao estudo da geometria hiperbdlica complexa. Definimos
o espago hiperbdlico complexo, apresentando um de seus modelos, e definimos o seu grupo
de isometrias holomorfas classificando as isometrias quanto ao nimero de seus pontos fixos
em HE U OHZE.

Para o Capitulo 2] reservamos a apresentacao de uma caracterizagdo para os grupos
U(n) e SU(n). Essas caracterizagoes sao uteis para classificarmos, quanto a reversibilidade,
os elementos dos grupos U(n,1) e SU(n,1), que por sua vez, nos ajuda a classificar os
elementos de PU(n,1) quanto a reversibilidade. Dai segue a importancia deste capitulo
para nossos objetivos nesta dissertagao. Além disso, ainda no Capitulo [2| mostramos que se
uma transformagao linear nao-singular unitaria 7' € U(V}2) é reversivel, entao V}} é a soma
direta de subespagos regulares W, mutuamente ortogonais, onde cada W, é ciclico, ou é a
soma direta de dois subespacos ciclicos regulares de mesma ordem, onde U(V}) é o grupo

das transformagoes lineares unitdrias nao-singulares definidas em V}} (ver Teorema [2.10)).



Finalmente, no Capitulo|3| apresentamos uma classificacao para os elementos reversiveis e
fortemente reversiveis de U(n, 1), SU(n,1) e PU(n,1). Tal classificagdo é dada relacionando
a reversibilidade dos elementos desses grupos aos seus polinomios caracteristicos e autovalores

respectivos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, como o préprio titulo sugere, trataremos dos conceitos preliminares ne-
cessarios para o entendimento do propédsito deste trabalho. Muitos dos resultados relevantes
que apresentaremos no decorrer desta dissertacao, serao demonstrados utilizando-se de fer-
ramentas da Algebra Linear. Assim, traremos na Segao deste capitulo, alguns conceitos
e resultados necessarios da Algebra Linear. Reservamos para a Secao , uma breve in-
troducao ao Espago Hiperbdlico Complexo, onde por conveniéncia para os nossos fins nesta
dissertacao, adotamos o chamado Modelo Projetivo para esse espaco. Ainda na Secao [1.2]
falaremos sobre o Grupo de Isometrias Holomorfas do Espaco Hiperbdlico Complexo, cujos

elementos serao nossos principais objetos de estudo neste trabalho.

1.1 Conceitos Preliminares de Algebra Linear

Nosso primeiro passo para podermos falar do Espaco Hiperbdlico Complexo é definir
Formas Hermitianas. Entao, comecaremos esta secao trabalhando num contexto mais geral
de Formas Sesquilineares, e posteriormente nos restringiremos as Formas Hermitianas.

Para comecar, vamos denotar por V), um espaco vetorial de dimensao finita, sobre um
corpo comutativo K. Consideremos a aplicacao J : K — K, que toma t € K e leva em

t/ € K, satisfazendo as condicoes:

(i) J ¢é injetiva;



(ii) (t+s)? =t/ + s e (ts)! =t's/, para todo t,s € K;
(iii) (/)7 =t, para todo t € K.

Assim, dizemos que a aplicagao (-,-) : Vi x Vo — K é uma Forma Sesquilinear se

satisfaz as propriedades:
(i) (v+tw,u) = (v,u) + t(w, u), para todo u,v,w € Vi et € K;
(i) (v,w +tu) = (v,w) + t’(v,u), para todo u,v,w € Vp et € K.

Isto é, a aplicacao ¢é linear em relagao a primeira coordenada e semilinear em relacao a
segunda coordenada. Além disso, dizemos que uma forma sesquilinear ¢ Nao Degenerada
se 0 Unico vetor u € Vi que satisfaz (u,v) = 0 para todo v € Vj, é o vetor u = 0, caso
contrério a forma é dita ser Degenerada. Se V. é tal que a forma (-,-) é nao degenerada,
dizemos que Vj é Regular.

Em geral, vamos considerar neste trabalho formas sesquilineares (-, -), tais que satisfazem
a propriedade de que {(u,v) = (v,u)’, para quaisquer elementos u,v € V. Em particular,
considerando V. um espago vetorial de dimensao finita, sobre o corpo dos complexos C, e
tomando J como sendo a conjugacao complexa, denotada pelo simbolo “—”, temos a seguinte

definicao:

Defini¢ao 1.1 (Forma Hermitiana.) Uma forma sesquilinear (-,-) : Vo x Vi — C € dita

ser uma forma hermitiana, se para todo u,v € Vi temos que (u,v) = (v, u).

Veja que para uma forma hermitiana (-, -), temos que para todo v € V., (v,v) = (v,v), ou
seja, (v,v) € R. Assim, dizemos que uma forma hermitiana é Definida Positiva se (u, u) >
0 para todo u € V- nao nulo, e Indefinida se a forma admite valores positivos, negativos
e eventualmente nulos. Dado um subespaco vetorial W de V., dizemos que W ¢é Eliptico,
Parabdlico ou Hiperbdlico se a forma restrita a W é definida positiva, degenerada, ou nao
degenerada e indefinida, respectivamente. Além disso, denotando por V¥ um espaco vetorial
de dimensao n sobre o corpo dos complexos C, munindo esse espago de uma forma hermitiana
(+,-) e considerando uma base B = {b,, ..., b, }, dizemos que B é uma Base Ortonormal de

V& se (b;,b,) =—1,00u lparai=1,..,n,e (b,b;) =0 paratodoi,j=1,..,n, comij.

1) 7 1) 7]
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Pelo que vimos, a expressao (b;,b;) pode resultar em trés valores: —1, 0 ou 1. Dessa
forma, vamos agora denotar por p = #{b, € B;(b;,b;) = 1}, ¢ = #{b;, € B; (b;,b;) = —1} e
r = #{b, € B; (b;,b;) = 0}. Isto é, p, ¢ e r indicam a cardinalidade do conjunto de vetores da
base de V¢ tais que, quando aplicados na forma hermitiana, resultam respectivamente em
1, —1 e 0. Assim obtemos uma terna denotada por (p,q,r). Agora, uma pergunta natural
a se fazer é: essa terna que obtemos depende da base ortonormal que estamos considerando

para o espaco vetorial em questao? O préximo teorema responde a essa pergunta.

Teorema 1.2 (Sylvester.) Seja V¥ munido de uma forma hermitiana (-,-). Considere
B = {by,....,b,} uma base ortonormal para V. Entdo a terna (p,q,r) é sempre a mesma

para qualquer base ortonormal que considerarmos no espaco.

Prova. A demonstracao deste fato pode ser encontrada em [20], paginas 104 e 105. m

O Teorema de Sylvester nos diz que a terna (p,q,r) é intrinseca a forma, no sentido
de nao depender da base ortonormal que tomamos. Assim, chamamos a terna (p,q,r) de
Assinatura da Forma Hermitiana. Para simplificar a notacao, sempre que r = 0 na
assinatura da forma, denotaremos a assinatura (p, ¢, 0) apenas pelo par (p,q). Além disso,
daqui para frente nés denotaremos por V' um espacgo vetorial de dimensao n sobre o corpo
dos complexos C e por V¥? o par (VZ, (-,-)) tal que a forma hermitiana (-,-) tem assinatura
(p,q) com n =p+q. Aqui o par (VZ,(-,-)) denota um espago vetorial V¥ munido de uma
forma hermitiana (-, ).

Para finalizar esta secao, seguem aqui dois resultados importantes da algebra linear que
serao utilizados neste trabalho. As respectivas demonstragoes podem ser encontradas em

livros do género.

Teorema 1.3 (Decomposicao Primaria.) Sejam Vi um espaco vetorial de dimensao
finita sobre um corpo K e T : Vi, — Vi uma aplicacao linear cujo polinomio minimo
é m(t) = g,(t)"...g, ()", onde os polinémios g, sao monicos, distintos e irredutiveis, e
hy,....,h, € N. Entdo, os fatores g,(t)" sdo os polinomios minimos das restricoes de T a

W, = Ker(g,(T)"%) e Vie =W, D ...EDW,.

No teorema acima, quando falamos do polinomio minimo da transformacao linear T,

estamos nos referindo ao polindomio minimo da matriz associada a transformagao linear 7'
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Essa relacao entre transformacoes lineares e matrizes pode ser encontrada em livros do género

(ver Observagao [1.5). Veja que também estamos usando dessa relagao no resultado abaixo.

Teorema 1.4 Sejam Vi um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo algebrica-
mente fechado K e T : Vi — Vi uma aplicagdo linear. Entdo Vi = @, V, , onde V, sdo

autoespacos de T' associados respectivamente aos autovalores \,.

1.2 O Espaco Hiperbdlico Complexo

Uma vez entendido sobre as formas hermitianas, estudadas na Secao (1.1, estamos em
condicoes de falar sobre um modelo do espaco hiperbélico complexo que sera til para nossos
propositos neste trabalho. Tal modelo é conhecido como Modelo Projetivo do Espaco Hi-
perbdlico Complexo, e serd definido na subse¢ao[I.2.1] Ainda nesta segao, mais precisamente
na Subsegao [[.2.2] falaremos do Grupo de Isometrias do Espago Hiperbélico Complexo, o
qual é nosso principal objeto de estudo neste trabalho, ja que um dos nossos objetivos nesta

dissertagao é classificar os elementos desse grupo quanto a reversibilidade (ver Definigao 2.3)).

1.2.1 O Modelo Projetivo

~ . . . 1
Para comegar esta subsec@o, definimos os seguintes subconjuntos de V"

V.o o= {ue VP (u,u) <0}

V., = {ue V&' (uu) >0}
Vo = {ueVgs(uu) =0}

onde os vetoresem V_, Ve V{; sao chamados de vetores Negativos, Positivos e Isotrépicos,
respectivamente.

Agora considere em V{ ’1—{0} a seguinte relagao de equivaléncia: dados u,v € V{¥ ! temos
que u ~ v se, e somente se, u = tv para algum ¢t € C nao nulo. Seja P(VZ') = V' —{0}/ ~,
o conjunto das classes de equivaléncia dadas pela relacao “~”. Seja também a projecao
natural m dada por:

T Vg’l —{0} — IP’(V(Cn’l)

u = m(u) = [u]

12



ou seja, associa cada vetor em V' 1 {0} a sua respectiva classe de equivaléncia. Com isso,
definimos o Espaco Hiperbdlico Complexo por H = 7(V_), isto é, a projetivizacao do
conjunto dos vetores negativos de V{ 1 Esse é o chamado Modelo Projetivo do Espaco
Hiperbodlico Complexo. Além disso, temos que a projetivizagao do conjunto de vetores
isotrépicos em V' ! nos d4 a Fronteira do Espaco Hiperbédlico Complexo, denotada
por OHE = w(V}), e a parte externa ao espaco hiperbdlico e a sua fronteira, é dada pela
projetivizacdo do conjunto dos vetores positivos, o qual denotamos por (Hf = 7(V,) e
chamamos de Alhures.

No modelo projetivo do espaco hiperbdlico complexo, a distancia entre dois pontos u, v €
HE é dada por uma fungao distancia p, definida pela férmula:

cosh® (M> = —@’?)Wﬂ’ @ :
2 (@, u)y(v,v)

onde @ e ¥ sdo vetores negativos em V2! tais que 7(@1) = u e 7(¥) = v. A fungao distancia p é
chamada de Métrica de Bergman, e os elementos @ e v sao chamados de Levantamentos
dos pontos u e v de Hf, respectivamente. Veja que a métrica de Bergman esta bem definida,
ou seja, a expressao acima nao depende do levantamento que tomamos. De fato, se tomamos
outros levantamentos v’ = at e v = v de u e v respectivamente, com «, 8 € C nao nulos,
temos que:

(W V)W) _ (ol 50) (B0,00) _ |of?B2 (0, 5)(0,3) _ (a,0)
(W Y v) (o) (50, 55)  Jaf?(B2 (i) (5.5) (i) (0,0)

1.2.2 O Grupo de Isometrias do Espaco Hiperbdlico Complexo

Antes de falar sobre o grupo de isometrias do espaco hiperbdlico complexo, vamos expli-
citar alguns grupos que sdo importantes para os fins deste trabalho. Para isso, seja GL(n,C)
o conjunto das matrizes n x n invertiveis, com entradas em C. Esse conjunto tem uma es-
trutura de grupo quando munido da operacao de multiplicacao de matrizes. Vale lembrar
que uma matriz A € GL(n,C) é dita ser Unitaria com respeito a forma hermitiana (-, -), se
(Au, Av) = (u,v), para quaisquer vetores coluna u,v € V. Dito de outra forma, matrizes
unitarias sao aquelas que preservam a forma hermitiana. Tendo isso, dado V' munido de

uma forma hermitiana (-, -), denotamos o conjunto das matrizes unitarias de ordem n x n

13



por:
U(n) ={A € GL(n,C); (Au, Av) = (u,v),Vu,v € VZI}.
Munindo esse conjunto com a operacao de produto de matrizes, temos que U(n) tem uma

estrutura de grupo, e é chamado de Grupo Unitario. Um subgrupo importante de U(n) é

o Grupo Unitario Especial, dado por:
SU(n)={AeU(n);det(A) =1},

onde det : U(n) — U(1) é a aplica¢ao determinante.

Se consideramos V&' munido de uma forma (-,-) de assinatura (n, 1), ou seja, o par
V& = 2t (.4)), o grupo unitério e o grupo unitério especial sdo dados respectivamente
por:

U(n,1) = {A € GL(n +1,C); (Au, Av) = (u,v),Vu,v € VZ'}

SU(n,1) ={A € U(n,1);det(A) =1} .

Observacao 1.5 Se consideramos uma base em V&, temos que GL(n,C) e GL(V{) sao
grupos isomorfos, onde GL(V) € o grupo das transformagoes lineares de V& em V¥ ndo-
singulares, ou seja, transformacoes cujo o nicleo € o trivial. Assim, sempre podemos associar
a cada matriz inversivel uma transformacgao linear nao-singular, e a cada transformacao
linear nao-singular uma matriz inversivel. Com isso, a cada matriz A € U(n) podemos
considerar Ty € U(VE) a transformagao linear nao-singular unitdria associada a matriz
unitdria A, onde U(VE) € o grupo das transformagoes lineares unitdrias nao-singulares, que
vao de V& em V. O mesmo podemos fazer com as matrizes do grupo U(n,1). Para facilitar

a notagao, denotaremos por T, =T, para alguma matriz A € U(n).

A Observacao também ¢ vélida para casos mais gerais. Isto é, se consideramos um
espago vetorial V2 de dimensao finita n sobre um corpo K, temos que GL(n, K) = GL(V}).
E assim obtemos a mesma relacao citada acima entre os elementos desses grupos.

Agora, seja a projecao natural 7 : U(n, 1) — Aut(P(VZ")), onde Aut(P(VE)) é o grupo
de biholomorfismos de P(VZ"'). A imagem 7(U(n, 1)) é o grupo de todos os biholomorfis-
mos de HE, e denotamos m(U(n,1)) = PU(n,1). Assim definido, temos que PU(n,1) é a

projetivizagao do U(n, 1), e é chamado Grupo Unitario Projetivo.

14



Observacao 1.6 Veja que a aplicacao © acima faz sentido, ou seja, a cada aplicacao T €
U(n, 1) podemos associar uma aplicacio T € Aut(P(VE")). Para isso, basta definir T(v) =
m(T%), onde © é um levantamento de v de P(VZ'). Além disso, podemos notar que 7 estd
bem definida, isto €, m nao depende dos levantamentos que considerarmos, e como T preserva

a forma hermitiana, temos que T é uma isometria de HE.

O proéximo teorema vai nos dizer que cada isometria de HE ou ¢ holomorta, ou seja, ¢ dada
por um elemento de PU(n, 1), ou é anti-holomorfa, dada pela composicao da aplicagdo con-
jugagao complexa com um elemento de PU(n, 1). Veja que a aplicagao conjugagao complexa
dada por:

7S N V& 1
u — flu)=1u

é uma isometria pois, usando a métrica de Bergman, temos que:

cosh? (M) I Y G PO G ) PR (p(u,v)) |

2 (@, ay, (0,0),  {(@,ay, (0,0),

onde @ e v sao levantamentos dos pontos u e v de Hf, respectivamente. Assim, temos

g}
I~g}

Y

que a conjugacao complexa é uma isometria de Hf, mas ndo estd em PU(n,1) pois ndo é

holomorfa.

Teorema 1.7 Cada isometria de HE ou € holomorfa ou € anti-holomorfa, ou seja, ou estd
em PU(n,1) ou € a composicio da aplica¢io conjugacdo complexra com um elemento de

PU(n,1).

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em [25] pdgina 14, para o caso
n = 2. Para o nosso caso, a demonstracao ¢ similar. Esse teorema nos permite dizer que o
PU(n, 1) é o Grupo de Isometrias Holomorfas do Espago Hiperbdlico Complexo. Além disso,

a definigao abaixo nos diz quais os tipos de isometrias holomorfas que existem em PU(n,1).

Definicao 1.8 Uma isometria de Hy. em PU(n, 1), diferente da identidade, é dita ser:
(1) Eliptica se fiza pelo menos um ponto de HE;

(11) Parabdlica se fixa um unico ponto, e este ponto estd em OH;

15



(#i) Hiperbdlica (ou Loxodrémica) se fiza exatamente dois pontos, e estes pontos estio em

OHIL.

Para ver a prova de que esta definicao cobre todas as possibilidades possiveis para os

pontos fixos de uma isometria holomorfa, ver [I]. Com isso encerramos este capitulo.
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Capitulo 2

Elementos Reversiveis e Fortemente

Reversiveis em U(n) e SU(n)

Em Geometria Hiperbdlica Complexa, cada isometria do espago hiperbdlico complexo ou
é holomorfa ou é anti-holomorfa (ver Teorema[L.7)). As isometrias holomorfas sao identifica-
das com elementos do Grupo Unitéario Projetivo PU(n, 1). Além disso, o PU(n, 1) tem uma
relagdo natural com os grupos U(n, 1) e SU(n,1). Essa relacao surge do fato que PU(n,1)
é a projetivizagao tanto do grupo U(n, 1), quanto do grupo SU(n,1). Segue dai um bom
motivo para se aprofundar na busca por informacoes sobre os elementos desses grupos.

Neste trabalho, temos como objetivo obter informagoes e caracterizagoes dos elementos
reversiveis e fortemente reversiveis (ver Defini¢ao dos grupos U(n), SU(n), U(n,1),
SU(n,1) e PU(n,1). Neste capitulo fazemos um estudo desses elementos nos grupos U(n) e
SU(n), e apresentamos caracterizagoes para esses elementos em seus respectivos grupos.

Vamos assumir as seguintes propriedades dos elementos do grupo U(n):
(i) todo autovalor de um elemento de U(n) é um nimero complexo de médulo 1;

(ii) todo elemento de U(n) é diagonalizavel.
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2.1 Um Estudo dos Elementos Reversiveis e Fortemente
Reversiveis do U(n)

Dividimos esta secao em duas subsecoes. Na primeira subsecao, nos dedicamos ao pro-
blema de decompor um espaco vetorial em soma direta de subespacos regulares mutuamente
ortogonais, onde cada subespaco ou é T-ciclico, ou é a soma direta de dois subespacos T-
ciclicos regulares de mesma ordem, partindo da hipdtese de que a aplicagao linear unitaria
T seja reversivel. O conceito de T-ciclico ficara claro no decorrer do texto. Na segunda
subsecao, apresentamos uma caracterizacao para os elementos reversiveis e fortemente re-

versiveis de U(n).

2.1.1 Uma Decomposicao em Subespacos Ciclicos

Sejam Vg' ~ R"™ um espaco vetorial com dimensao finita n, isomorfo a R", sobre o
corpo dos reais R, e (-,-) uma forma bilinear simétrica. Sabe-se que todo elemento do
Grupo Ortogonal, denotado por O(Vg) = {T € GL(V§); (Tu,Tv) = (u,v),Yu,v € Vg},
pode ser escrito como um produto de duas involugdes (ver Definigao . Para o leitor
interessado neste problema, ver [5], [16] e [31]. Um passo importante para a demonstragao
deste fato é demonstrar que para toda aplicacao T' € O(V{'), o espago vetorial V' pode ser
decomposto na soma direta de subespagos regulares mutuamente ortogonais T-ciclicos e T-
biciclicos. Assim, nesta subsecao, sob certas hipoteses, apresentamos um resultado similar a
esse para transformagoes lineares tais que preservam uma forma sesquilinear (-, -) que satisfaz
a propriedade de que (u,v) = (v,u)’, para quaisquer elementos u e v do espago vetorial em
questao (ver Teorema . Em verdade, daqui para frente, sempre que falarmos em formas
sesquilineares, estaremos sempre supondo que a forma satisfaca a propriedade (u, v) = (v, u)’
para todo u e v do espaco vetorial em questao.

Para comegar, seja V- um espaco vetorial de dimensao finita, sobre um corpo comutativo
K, munido de uma forma sesquilinear (-,-) : Vi x Vo — K, onde J : K — K ¢é uma
aplicacio que toma t € K e leva em t/ € K (ver Secao do Capitulo . Nesta secao,
vamos considerar V- um espaco vetorial regular, ou seja, Vj é tal que a forma (-,-) é nao

degenerada.
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Agora, considere transformacoes lineares T : V. — V) tais que preservam a forma
(-,-), ou seja, (T'u,Tv) = (u,v) para todo u,v € V. O conjunto dessas transformacoes
munido da operacao de composicao de fungoes possui estrutura de grupo. Denotemos esse
grupo por U(Vy). Denotemos por Im(T') e Ker(T) a imagem e o niicleo de T € U(Vy),
respectivamente.

Considere V%, o espago vetorial V. com uma base B = {b,....,b,,}. Veja que dados
T € UWVE) e p(x) € Klz], onde Klz| é o anel de polinomios com coeficientes em K,
temos que p(T') € U(V}Y), onde nesse caso, estamos olhando a composi¢ao p(7') como a
composicao de um polinomio com uma matriz associada a T', obtendo assim uma matriz que
estd associada & aplicacao p(T') de U(V}2) (ver Observagao [L.F). Agora, fixado T' € U(V}2),
defina a aplicagdo K[z| x V2 — V}2, que toma pares (p(x),v) de K[z] x V}2, e leva no
elemento p(z)v = p(T)v de V2. Observe que com esta aplica¢ao, V* é um maédulo sobre o
anel de polinomios, para todo T fixado. Com isso, faz sentido falarmos de polinémios agindo
em vetores, no sentido de que p(x)v = p(T)v, como ocorre em alguns dos resultados desta

secao. Agora, faremos uma definicao de grande relevancia no contexto deste trabalho.

Definig¢ao 2.1 Dado um polinomio p(z) € Klz] de grau s e p(0) # 0, dizemos que o
polinomio p(z) = p(0)~'zfp(x1) € o dual de p(x). Se p(x) = p(z), dizemos que p(x) €

auto-dual.

Explicitamente, se p(z) € K[x] com p(0) # 0, tal que p(x) =ty + t;z + ... + t 2%, temos
que o seu dual é dado por p(x) = p(0) txsp(z~!) = i—o + tt—;lx + ..+ i—;xs_l + 2°. Se p(x)
¢ auto-dual, ou seja, p(z) = p(x), temos que necessariamente t, = 1, ou seja, p(r) ¢ um
polindomio moénico. Além disso, os polindomios auto-duais também tém a propriedade de que
se A é uma raiz de multiplicidade %k, entao A\~! também o é. Reciprocamente, se vale a
propriedade que acabamos de citar, entao o polinomio é auto-dual.

Antes de enunciar a préxima proposicao, vale ressaltar também que dado um espaco ve-
torial V', dizemos que dois subespagos vetoriais V| e V,, de V' sao Mutuamente Ortogonais
se (u,v) = 0 para todo u € V] e todo v € V,. Além disso, dado p(z) € K|z], com a forma
p(z) =ty + tjx + ... + t 2, definimos p’(x) = tJ + t{x + ... + t/2°. Definimos também
um subcorpo de K, dado por F(J) = {t € K;t = t'}, e denotamos por F(J)[K] o anel de
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polinémios com coeficientes em F'(J). Veja que se um polinomio p(z) € F(J)[K], entao o

seu polinomio dual p(z) € F(J)[K]. Agora, estamos em condigdes de enunciar a proposigao.

Proposigao 2.2 Sejam V3 um espago vetorial reqular de dimensao n, sobre um corpo K,
munido de uma forma sesquilinear (-,-), T € U(V) e p(x) € K[z] tal que p(0) # 0. Entdo,
os subespacos Im(p(T)) e Ker(p’(T)) de V, sao mutuamente ortogonais. Se p(x) € F(J)[z]

¢ auto-dual, entao os subespacos Im(p(T')) e Ker(p(T')) de Vi, sdo mutuamente ortogonais.

Prova. Fixado T € U(V}), seguem das propriedades de forma sesquilinear que (tv,w) =
(v,t’w) e (Tw,w) = (v, T 'w), para todo v,w € Vg t € K e T™t € U(VE), onde T~}
é o elemento inverso de T' o qual existe pois U(V}}) é grupo. Agora, tome um polinémio
p(z) € K[z] de grau [, onde p(x) =ty + t;x + ... + t,2'. Usando as duas igualdades obtidas

pelas propriedades de forma sesquilinear, temos

(p(Tyv,w) = {((to +t,T+ ... +t,T v, w)

tov + 6, Tv + ... + T, w)

tov, w) + (¢, Tv,w) + ... + (T v, w)

v, tqw) + (Tv, t{w) + ... + (T, tj w)

v, tjw) + (v, ] T w) + ... + (v, t] T~ 'w)
vtow—l—t‘]T w4t Tw)

v, (t] +TH+ .+t T Hw)

{
{
{
(v,
(v,
{
{
{

v,p! (T Hw)
para todo v,w € V&, e T € U(V}E) fixado. Assim, segue que
(T, w) = (v,p” (T~ ). (2.1)

Usando a igualdade ({2.1)), considerando p(z) € Klz] tal que p(0) # 0, temos que (p(T)v,w) =
(v, p (T YYw) = (v, p’(T)T'p(0)’w), onde p(z) é o polinomio dual de p(z). Logo,

(p(T)v, w) = (v, 5" (T)T~'p(0)”w). (2.2)

Agora, tome u € Ker(p?(T)) e v € Im(p(T)). Como v estd na imagem de p(T'), existe w €
Vi tal que v = p(T)w. Usando (2.2), temos que (v, u) = (p(T)w,u) = (w, 5’ (T)T'p(0) u) =
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0, pois u € Ker(p’(T)). Segue que Im(p(T)) e Ker(p’(T)) sao mutuamente ortogonais. Por
outro lado, suponha que p(z) € F(J)[z] e é um polindémio auto-dual. Como p(z) € F(J)[x],
entdo p(xr) € F(J)[z]. Assim, temos que p(z) = p’(z). Como p(z) é auto-dual, segue
que p(xr) = p(z) = p’(x). Logo p(z) = p’(x), e consequentemente p(T) = p’(T). Ja
que p(T) = p?(T), temos que Ker(p(T)) = Ker(p’(T)). Tendo isso, tome u € Ker(p(T)) e
v € Im(p(T)). Assim, existe w € V2 tal que v = p(T")w. Usando novamente (2.2), segue que
(v,u) = (p(Tw, u) = (w, p’(T)T'p(0)"u) = (w, p(T)T~'p(0)”"w) = 0, pois u € Ker(p(T)).
Segue que, se p(x) € F(J)[z] e é auto-dual, temos que Im(p(T")) e Ker(p(T)) sao mutua-

mente ortogonais. m

Agora vamos definir os tipos de elementos que temos interesse de caracterizar e trabalhar
nesta dissertacao. Esta definicdo nos diz o que vem a ser um elemento reversivel e um

elemento fortemente reversivel de um grupo.

Definigao 2.3 Seja G um grupo. Dizemos que um elemento g € G € reversivel se existe
h € G tal que go' = hgh™'. Se existe uma involugcdo h € G, ou seja, h = h™, tal que

gt = hgh™ = hgh, dizemos que g € fortemente reversivel.

Observe que, se g € G é fortemente reversivel, entao g = hg~th = h(g~'h) é decomposto
como um produto de duas involucoes. Essa afirmacao segue do fato de hg = g~ 'h, e do fato
de hg ser uma involucao, ji que (hg)? = hghg = e, onde e é o elemento neutro de G. Recipro-
camente, se g = hyhy, com h, e h, involugoes, temos que g~ = hyh,, e consequentemente,
gt = hyhyhohy = hy(hyhy)hy = hygh,. Logo, g é fortemente reversivel.

Para os proximos resultados, lembremos que o polindomio minimo de uma matriz A é
o polinomio m(z) de menor grau tal que satisfaz a propriedade m(A) = 0. Veja que por
defini¢do o polinémio minimo é moénico. Além disso, dizer que m(x) é o polinémio minimo
de uma aplicagao T' € U(V}}), é dizer que m(x) é o polinomio minimo da matriz associada
a aplicagdo T'. Algumas vezes cometeremos o abuso de escrever m(7') = 0, tendo em vista

que estamos nos referindo & composigao do polinéomio m(z) com a matriz associada a T'.

Proposicao 2.4 Seja V2 um espaco vetorial reqular de dimensao n, sobre um corpo K,
munido de uma forma sesquilinear (-,-). Sejam T € U(V}) reversivel e m(x) € Klx] seu

polinomio minimo de grau l. Entao m(x) € F(J)[x] e m(z) € auto-dual.
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Prova. Sejam m(x) o polinémio minimo de 7', com T € U(V}), e m(z) o seu polindmio
dual. Veja que faz sentido falar do polinomio dual de m(z), pois m(0) # 0, j4 que T
é inversivel. Afirmamos que se m(x) é o polindmio minimo de 7', entdo o seu polindomio
dual m(z) é o polinomio minimo de 7~!. O primeiro passo para verificar esta afirmagio é
notar que 71 é raiz de m(z). De fato, temos que m(T~1) = m(0)"1T~!'m(T) = 0, onde a
tltima igualdade segue do fato de T ser raiz de m(z). Logo, T~ é uma raiz de m(z). Pela
defini¢ao de m(z), temos que o mesmo é um polinémio moénico. Resta provar que m(z) é o
polinoémio de menor grau tal que m(7!) = 0. Para isso, suponha que r(x) seja o polinémio
minimo de 7!, com grau s. Como m(x) tem o mesmo grau de m(x), entdo o grau de
m(x) é 1 > s. J& que T~ ¢ inversivel, temos que r(0) # 0, e assim faz sentido falar no
polinomio dual de r(z), dado por 7(z) = r(0)'z*r(z™!), que também tem grau s. Veja que
F(T) = r(0)~'Tr(T') = 0, pois r(z) é polindmio minimo de T~!. Logo, T é raiz de 7(z).
Segue que 7(x) é um polinémio monico tal que T é raiz e tem grau menor que o grau de
m(x). Isso contradiz o fato de m(x) ser polinémio minimo. Logo, m(z) é o polindmio minimo
de T—1. Agora, como T é reversivel, temos que m(z) também ¢ polindmio minimo de 7.
Segue da unicidade do polinémio minimo que m(z) = m(x). Logo, m(x) é auto-dual. Para
provar que m(x) € F(J)[z], veja que m(0) # 0, m(z) = m(xz) e m(T)v = 0 para todo v € V}2.
Assim, segue de que 0 = (m(T)v,w) = (v, (T)T'm(0)’w) = (v,m’(T)T~'m(0)’w),
para todo v, w € VZ, sendo [ o grau de m(z). Assim, temos que (v, m’(T)T~'m(0)’w) = 0
para todo v,w € V. Como V2 é regular, temos m’(T)w = 0 pra todo w € V. Logo,
m?(T) = 0 e consequentemente, pela unicidade do polinémio minimo, m(z) = m’(z). Segue

que m(z) € F(J)[z]. m

Agora faremos uma decomposicao para os polindmios auto-duais, conveniente para nossos
propositos nesta subsegao. Para isso, seja p(z) € K[z] um polindémio auto-dual. Considere
p(x) = [L,(g;(x)") a decomposi¢do de p(x) em poténcias de fatores irredutiveis monicos.
Veja que cada g;(x) ou é auto-dual, ou existe algum g;(r) tal que g;(r) = g;(v), ja que p()
¢ auto-dual. Observe que cada termo do tipo g;(z)g;(z), também é auto-dual. Com isso,

consideremos

px) = [ [ (ri()"), (2.3)



onde cada r;(z) ou tem a forma r;(z) = g;(z) para o caso em que o termo g;(z) é auto-
dual, ou tem a forma r;(z) = g;(x)g,;(z) para o caso em que o termo g;(x) nao ¢ auto-dual e
g;(r) = g;(z). Chamaremos a expressao de decomposigao de p(x) em fatores auto-duais
irredutiveis. Com esse conceito e com a definicao que faremos abaixo, podemos enunciar
o proximo resultado, o qual nos dard uma decomposicao em soma direta, para um espago

vetorial V2.

Definigao 2.5 Dizemos que dois polinémios p(x),q(x) € K[z] sdo primos entre si, se exis-

tem polinomios a(z),b(z) € Klz| tais que a(x)p(x) + b(x)q(z) = 1.

Proposicao 2.6 Seja V2 um espaco vetorial reqular de dimensao n, sobre um corpo K,
munido de uma forma sesquilinear (-,-). Sejam T € U(V}) reversivel e m(z) € F(J)[z] o
seu polinomio minimo. Considere m(x) = [],(r;(z)") a decomposi¢io de m(z) em fatores
auto-duais irredutiveis, onde ri(x) # r;(x) para i # j. Entio, Vi = @,;(Ker(r,(T)"))
é uma decomposicao em soma direta de V3, em subespacos invariantes sob T', requlares e

mutuamente ortogonais.

Prova. J4 que T é reversivel, pela Proposicao , temos que m(z) € F(J)[z] e m(x) é

h

auto-dual. ja que Hi#('ri(m)hi) e r;(z)" sdo primos entre si em F(J)[z], entdo eles sdo

primos entre si em K[z]. Dessa forma, pelo Teorema da Decomposi¢gao Primaria (ver Te-
orema , temos que V2 = @,(Ker(r,(T)")), a qual é uma soma direta. Como V2 =
@i(Ker(ri(T)hi)), temos que (Ker(?“j(T)hj))L = Vﬁ—Ker(rj(T)hj) = @#j([(er(ri(T)hi)),
onde (Ker(r; (T)"i))* é o complemento ortogonal de Ker(r; (T)"3). Pela Proposicio [2.2] te-
mos que ]m(rj(T)hj) - (Ker(rj(T)hj))L. Segue dai que ]m(rj(T)hj) C @i#j(Ker(ri(T)hi)).
Além disso, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, temos que
dim([m(rj(T)hJ')) =dim(V) — dz’m(Ker(rj(T)hJ‘)) = dim(@(Ker(ri(T)hi))).
i#]

Segue que Im(rj(T)hf) = @i#(Ker(ri(T)hi)), e como cada r;(x)" é auto-dual, temos pela
Proposigao que os subespagos Ker(r,(T)") sao mutuamente ortogonais. Como V32 é

regular, e os subespacos Ker(r;,(T)") sio mutuamente ortogonais, temos que cada subespago

Ker(r,(T)") também é regular. Agora, dado v € Ker(r,(T)"), temos que r,(T)"Tv = 0.
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Segue que Tv € Ker(r,(T)"). Logo, o subespago Ker(r,(T)") é invariante sob T. Segue o

resultado. m

Antes de avancar para o préximo resultado, vale ressaltar que um subespaco W de
um espago vetorial V2, de dimensao s, invariante com respeito a uma transformacao 7' €
U(V}E), é dito Ciclico (relativo a T'), ou T-Ciclico, se existe um elemento v € V tal
que v,Tv,T?v,...,T*'v é uma base de W. Nesse caso, dizemos que v gera W e denota-
mos o espago gerado por v por span{v} = W. Agora, seja W = span{v} um subespago
T-ciclico de V2, com v € V# nao nulo. Entdao v, Tv,T?v,...,T* 'v é uma base para W,
com s > 1. Como W ¢ invariante por T, temos que o vetor T%v = TT* v € W. As-
sim, podemos escrever T%v = tyv + t;Tv + t,T%v + ... + t, ;T 'v, com ty,....t, ; € K.
Desta forma, temos que m(T)v = Tv — tyv — t,Tv — t,T%0 — ... — t, ;T*'v = 0, onde

s=1. Como s > 1, temos que m(zx) é nao nulo.

m(z) = 25—ty — tyx — tyx? — ... —t,_ T
Além disso, veja que m(x) é monico, e é o polinomio de menor grau tal que a propriedade
m(T)v = 0 é satisfeita. Nessas condigdes, chamamos o polinémio m(z) de Ordem do vetor
v. Para mais detalhes sobre subespagos T-ciclicos e ordem de um vetor, ver [23].

Veja que, o que fizemos até agora foi tomar uma aplicagdo T' € U(V}2) reversivel, con-
siderar o polinémio minimo m(z) da matriz associada a aplicacao T, e decompor m(z) em
fatores auto-duais irredutiveis. Tal decomposicao é possivel pois T' é reversivel, e consequen-
temente m(z) é auto-dual (ver Proposicao [2.4). Além disso, vimos que cada fator auto-dual
irredutivel tem uma das duas formas possiveis, ou é escrito como poténcia do produto de
um polinémio com o seu respectivo polinomio dual, ou como a poténcia de um polinomio

auto-dual. Veremos que para cada uma das formas desses fatores, poderemos decompor o

espago vetorial, que neste caso é V2, em subespacos ciclicos (ver Lemas e2.9).

Lema 2.7 Seja V2 um espago vetorial reqular de dimensao n, sobre um corpo K, munido
de uma forma sesquilinear (-,-). Seja T € U(V}}) reversivel o qual o polinomio minimo é
a h-ésima poténcia do produto de dois polinomios, g(x) e o seu dual §(x), ou seja, m(x) =
(g(x)g(x))", onde g(x) é um polindmio irredutivel, monico e ndao auto-dual em F(J)[z].

Entao Vi € uma soma direta de subespagos ciclicos requlares, mutuamente ortogonais.

Prova. Veja que, assim definido, m(x) é um polinémio monico auto-dual em F(J)[z].
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Além disso, como g(x) é um polindmio moénico irredutivel em F'(J)[z], temos que §(z)
também ¢é um polinémio ménico irredutivel em F'(J)[z]. Observe que os polinomios g(z)
e g(x) podem nao ser irredutiveis em K[z], mas eles sdo primos entre si em K[z], j&
que o sao em F(J)[z]. Assim, pelo Teorema da Decomposi¢do Priméria, temos V@ =
Ker(g(T)") @ Ker(§(T)"). Com o mesmo argumento usado na prova da Proposicao [2.6]
temos que Im(§(T)") = Ker(g(T)"). Por outro lado, como g(z) = g(z), pois g(x) é ménico,
e como g(x) € F(J)[z], pela Proposigao , os subespacos Im(g(T)") e Ker(g(T)") sao
mutuamente ortogonais, bastando considerar p(z) = §(z) na Proposi¢ao 2.2] Isso nos dé

que Im(g(T)")  (Ker(g(T)"))*. Logo, temos que
(Ker(g(T)"))* > Im(g(T)") = Ker(g(T)"),

ou seja, o subespaco Ker(g(T)") é totalmente isotrépico, ou dito de uma outra forma, para
todo v € Ker(g(T)") temos que (v,v) = 0. Analogamente, Ker(g(T)") também é totalmente
isotrépico. Agora, seja u um elemento de ordem g(x)". Entao, g(T)" 1u # 0 e existe w €
Ker(g(T)") tal que ( (T)"'u,w) # 0. De fato, primeiro veja que g(T)" 'u € Ker(g(T)"),
pois g(T)'g(T)"u = g(T)"g(T)"u = 0, j4 que a ordem de u é g(z)". Agora suponha
que nio exista w € Ker(g(T)") tal que (g(T)" 'u,w) # 0. Entao (g(T)" u,w) = 0 para
todo w € Ker(g(T)"), ou seja, g(T)"'u € (Ker(g(T)"))*. Tome v € V2. Temos que v =
vy + vy, onde v; € Ker(g(T)") e vy € Ker(g(T)"). Assim, (g(T)" u,v) = (g(T)" u,v,) +
(g(T)"1u,vy) = 0 para todo v € Vi, pois Ker(g(T)") C (Ker(g(T)"))* e g(T)" u €
(Ker(g(T)")*. Isso contradiz o fato de V% ser regular. Com isso, podemos tomar w €
Ker(g(T)") tal que (g(T)"'u,w) # 0. Além disso, usando a igualdade (2.1, o fato de
g(z) € F(J)[z] e a Definigao 2.1 temos que

(g(T)" u,w) = |
{

= (u, TOM9r @) (0)h=15(T)"1w)
{

T(hfl)gr(g(:r))u, g(o)hflg(T)hflw

= g(0) IOy, (7))
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onde gr(g(x)) denota o grau de g(x). Com isso, temos que
g(0)" =T MDDy, (T)" ) £ 0. (24)

Segue daf que w tem ordem §(z)". Dessa forma, temos que o elemento u + w tem ordem
(g(x)g(x))". Agora, considere N = span{u + w}. A ideia agora é escrever o espaco V{ na
forma V2 = N @ N1, mas para isso precisamos provar que N é regular, ou seja, mostrar
que a forma restrita a IV é nao degenerada. Para tanto, tome v € N nao nulo. Temos que v
tem a forma v = T™1q,(T)g(T)" u+T"2q,(T)§(T)"2w, com ¢, (z), g,(x) € K|[z], onde ¢,(x) e
g(x) s@o primos entre si, e g,(z) e §(x) também o sdo, com ¢, (0) # 0 e ¢,(0) # 0, e ty,t, < h.
Como ¢, (x) e g(x) sdo primos entre si, segue que ¢,(x) e g(x) também o sdo. Assim, temos
que Gj (z) e §’(x) sao primos entre si. Como g(x) € F(J)[z], temos que g(x) € F(J)[z], e
entdo §’(z) = g(x). Logo, ¢/ (z) e §(x), e consequentemente G/ (z) e g(z)" sdo primos entre
si. Dessa forma, existem a(z),b(z) € K[z] tais que a(x)gi (x) + b(z)g(x)" = 1. Veja que ao
aplicarmos w dos dois lados dessa 1ltima igualdade, temos que (a(T)g{ (T) +b(T)§(T)")w =
a(T)q] (T)w + b(T)§(T)"w = a(T)¢] (T)w = 1.w = w, j& que w tem ordem §(z)". Agora,
como v é nao nulo, entao pelo menos um de seus termos é nao nulo. Vamos supor que o
termo T™1q,(T)g(T)"u é nao nulo, ou seja, v = T™q,(T)g(T)"u. Precisamos provar que
existe um vetor z € N tal que (v,z) # 0. Para isso, vamos considerar z com uma forma
conveniente dada por z = TYa(T)g(T)" = w, com f = m,+(t, —h+1)gr(g(x))+gr(q,(z)).

Assim,

v,2) = (T™q(T)g(T)ru, T a(T)g(T)" " w
(v, 2) (T™q,(T)g : g
= T T tlu Tf_mla T =~ T h—tl—lw
(¢:(T)g(T)"u, g
= (T @D g (0)g, (T~ )T 9D g(0) 1 g(T ) )u, TF ™ a(T)g(T)" " w)
G (Tﬁl)g(Tfl)tl u, T f=mi=gr(a (x))*gr(g(x))tla(jﬂ)g(T)h—tlflw)
= ¢,(0)g(0)" (u, ¢ (T)g” (1) TP a(T)g(T)" " aw)

(0)9(0)"(
(0)9(0)"(
= (0)g(0)s (T D90y, a(T)G] (T)3(T)43(T) ")
(0)9(0)"(
(0)9(0)"(
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donde a ultima desigualdade segue de . Logo, (v,z) # 0 caso o primeiro termo de
v seja nao nulo. De maneira andloga, se o segundo termo de v for nao nulo, ou seja,
v = TM2qy(T)§(T)2w, prova-se que (v,z) # 0 com z = T7a(T)g(T)" 2~ u para um f
escolhido de forma conveniente. Dessa forma, temos que para todo v € N nao nulo, existe
z € N tal que (v,z) # 0. Segue que a forma restrita a N é nao degenerada. Assim,
podemos escrever V2 = N @ N+. Se N+ for ciclico, o lema estd provado. Caso N+ nao seja
ciclico, veja que T restrito ao espaco N* satisfaz as hipéteses deste lema, e assim repetimos
0 processo para o espaco N+, para decompo-lo em soma direta de um subespaco ciclico
nao degenerado e seu respectivo complemento ortogonal. Continuando assim nesse processo,
obteremos enfim uma decomposicao de V¢ em soma direta de subespagos ciclicos regulares,

mutuamente ortogonais. ®

O préximo resultado serd usado na demonstragao do Lema Antes de enunciarmos,
vale ressaltar que quando falarmos de um subespago U gerado como um K [x]-médulo por
u, com u € V2, estamos querendo dizer que todo elemento w € U tem a forma w = h(x)u =

h(T)u, para algum h(z) € K[z], com T € U(V}2) fixada.

Lema 2.8 Seja V2 um espaco vetorial reqular de dimensao n, sobre um corpo K, munido
de uma forma sesquilinear (-,-). Seja T € U(Vy) reversivel, o qual o polindmio minimo €

5, onde g(x) € irredutivel e moénico em F(J)[x]. Sejau € V2 um vetor de ordem

m(z) = g(x)
m(zx), entao o subespaco U gerado como um Klx|-mddulo por u € reqular se, e somente se,

existe v € U tal que (g(T)* 'u,v) # 0. Essa desigualdade implica que v tem ordem m(z).

s=1y, v) # 0. Isso nos diz que para

Prova. =>| Suponha que nao exista v € U tal que (g(7")
todo v € U, temos que (g(T)* 'u,v) = 0. Considere w = g(T)* u. Assim, existe w € U tal
que (w,v) = 0, para todo v € U. Logo U nao é regular.

<=] Suponha que existe v € U tal que a condigao (g(T)* ' u,v) # 0 é satisfeita. Como
v € U, ele pode ser escrito da forma v = h(T)u, para algum polinémio h(x) € K[z]. Veja
que T' é reversivel, entdao m(z) é auto-dual pela Proposigao , e consequentemente g(x)
também o é. Agora, dado w € U nao nulo, podemos escrever w na forma w = T"¢(T)g(T)*u,
com k < s, onde ¢q(z) € K[z] é tal que g(x) e g(x) sao primos entre si, e ¢(0) # 0. Como ¢(x)

e g(z) sdo primos entre si, temos que ¢(x) e g(x)® também o sdo. Como g(x) é auto-dual e
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g(z) € F(J)[x], temos que g(z) = g(z) = §’(x). Assim, G(z) e §(z)*, e consequentemente
¢’ (z) e g7(x)* = g(x)®, sao primos entre si. Dessa forma, existem polindomios a(z),b(z) €
Klz] tais que a(x)¢’(z) + b(z)g(x)® = 1. Precisamos mostrar que para todo w € U nao
nulo, existe pelo menos um vetor z € U tal que (w,z) # 0. Para isso, vamos considerar
um vetor z € U com uma forma conveniente dada por z = Ta(T)h(T)g(T)** 'u, com
f=gr(q(z)) —gr(g(xz)(s — k — 1)) + r. Assim, basta verificar que para todo w nao nulo,

(w, z) # 0 para esse z que estamos considerando. De fato,

T)*ou, T a(T)W(T)g(T)* % 1u)

)ﬂ
3
Q
~
)ﬂ
~—
Q
~—

<waz> =
¢(T)g(T)*u, TI " a(T)h(T)g(T)** tu)

O)Tgr( q(x)) (T)ku,Tf_TCL(T)h(T)g(T )s k—1 ( )s k— ngr (g(z))(s—k— 1)U>

— o~

O>Tgr( (m))g(T)ku,Tf*T‘FgT‘(g(l‘))(sfkfl) ( ) ( ) ( )s k—1 (O)sfk71u>

= q(0)g(0)" " HG(T )T @D g(T) u, T7 U a(T)R(T)G(T ™)+ )
= q(0)g(0) AT )g(T) u, a(T)MT)g(T "))

= (0)g(0) " Hg(T)*u, a(T)g" (T)W(T)g(T )"~ )

= (0)g(0) " Hg(T)*u, (1 = (T)g(T))R(T)(T )" "u)

= q(0)g(0) ™ {g(T)* u, M(T)g(T~") )

= q(0)g(0) " g"(T)* ="' g(T)"u, h(T)u)

= q(0)g(0) " {g(T )S (1), v)

= q(0)g(0)* Hg(T)""u,v)

# 0,

e com isso temos que (w,z) # 0. Logo U ¢ regular. Além disso, como (g(T)* 'u,v) # 0,
entao com um argumento andlogo ao usado no Lema temos que v tem ordem g(z)® =

g(x)* = m(x), pois g(x) é auto-dual. m

Lema 2.9 Seja Vi um espaco vetorial reqular de dimensao n, sobre um corpo K, munido
de uma forma sesquilinear (-,-). Seja T € U(V}}) reversivel, o qual o polinomio minimo é
m(z) = g(x)*, onde g(x) € F(J)[x] e é irredutivel em F(J)[z]. Entao, um dos dois casos

abairo acontecem:
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(1) existe um vetor w € V2 de ordem m(z) o qual gera um espago reqular U;

(ii) existem dois vetores u,w € V2 de ordem m(x), os quais geram os subespagos U e W,

respectivamente, tais que UNW =0 e U@ W € regular.

Prova. Tome u € V}}, e considere o subespaco U = span{u}, onde u tem ordem m(x) =
g(x)®. Se U é regular, nada precisa ser provado. Vamos supor entdao que U nao é regular.
Pela regularidade de V7, existe w € V2 tal que (¢(T)* 'u,w) # 0. Pelo Lema temos
que w ¢ U e a ordem de w ¢ g(x)®. Agora, considere o subespago W = span{w}. Suponha
que existe y € U N W, com y nao nulo. Mostraremos que W ¢é regular, ou seja, que (7)
é verdadeira. De fato, como y € U N W, temos que y = ¢,(T)g9(T)u = ¢(T)g(T)"2w,
onde ¢,(x),gy(z) € K|[z], tais que ¢,(z) e g(z) sdo primos entre si, e ¢,(x) e g(x) também
o sdo, com ¢;(0) # 0 e ¢,(0) # 0. Veja que y tem ordem g(z)* ", j4 que g(T)* "y =
g(T) g (T)g(T)ru = ¢, (T)g(T)*u = 0, e g(x)* " é o polinomio de menor grau com essa

propriedade, pois caso contrério contrariaria o fato da ordem de u ser g(z)°.

De maneira
analoga, obtemos que g(T)* 2y = 0. Logo, s —t; = s — t, e consequentemente temos que
t; = ty. Com isso, jd que y = ¢, (T)g(T)u = qo(T)g(T)"2w, temos que ¢,(T)g(T)ru =
¢ (T)g(T) 1w, e consequentemente ¢, (T)u = ¢,(T)w. Agora, como ¢,(x) e g(x) sdo primos

entre si, segue que ¢, (z) e g(z)® também o sdo. Assim, existem polinémios a(z), b(x) € K|z]

tais que a(x)q,(x) + b(z)g(z)® = 1. Entao, temos que

a(T)g(T) ™"ty = a(T)g(T) " q,(T)g(T)"ru
= a(T)q,(T)g(T)*"u
= (1=0(T)g(T))g(T)"u
= g(T) 'u.

Como ¢,(T)u = g(T)w, temos que a(T)q,(T)g(T)* ™ w = a(T)q,(T)g(T)* " u = g(T)*'u.
Assim, temos que a(T)qy(T)g(T)*‘w = g(T)*u. Com isso, (a(T)qy(T)g(T)* 1w, w) =
(9(T)*~tu, w) # 0. Segue que (a(T)gy(T)g(T)* " w, w) = (g(T)*"'w,a”(T™H)q3 (T~ w) # 0.
Como a’(TY)q) (T~ )w € W, pelo Lema [2.8| temos que W ¢é regular. Logo (i) é satisfeita.

Por outro lado, suponha que U N W = 0. Mostraremos que o subespaco U + W é regular.
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Para isso, tome v € U + W nao nulo. Entao v tem a forma
v =T (D)g(T) 10+ T™q,(T)g(T) 2w,

com q,(z),q(z) € Klz], onde ¢,(z) e g(x) sdo primos entre si, e gy(z) e g(z) também
sdo primos entre si, com ¢,(0) # 0 e ¢,(0) # 0, e t;,t, < s. Se t, < t;, tomando z =

T?a(T)g(T)* 2" u e f =mgy+ gr(g(z))ts, temos que

(2. T™qo(T)g(T)w) = (T'a(T)g(T) ™" u, T"2ga(T)g(T) " w)
= (T a(T)g(T) =" g (T u, g2(T)w)
= (T77"2a(T)g(T)* "= [g" (T) =T~ 9D (g(0)7) " ]u, qa(T)w)

g(T)* == (1) u, g2(T)w)

ou seja, (z, T™qy(T)g(T)?w) # 0, onde a(z) é escolhido de forma conveniente. Por outro

lado, temos que
(2, T™q,(T)g(T)u) = (TTa(T)g(T)* "2 u, T™q,(T)g(T)"ru)

= (T/"™a(T)g(T)*~" g (T71) " u, ¢ (T)u)

= (T/"™a(T)g(T)* "= [g" (1) T (g(0)”) u, 4y (T)w)

~

JrmmorOlhg(T) g(T)*~ 1 g7 () u, ¢,(T)u)

onde h(z) = z~I+mror@hgl(p=1)q (z), e a tltima igualdade acima segue do fato de

g(T)s~ =ty = ( para o caso em que t, < t;, e segue do Lema , juntamente com o fato
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de U nao ser regular, para o caso em que t, = t;. Logo, (z,v) = (z,T™2qo(T)g(T)"2w) # 0.
Para o caso t, > t;, a demonstragao ¢ andloga, bastando tomar z = T/2ay(T)g(T)* " tw,

para as(T") e fy tomados de forma conveniente. Segue o resultado. m

Enfim, enunciaremos e demonstraremos nosso principal resultado desta subsecao. O
préximo teorema nos dé uma decomposicao em soma direta de subespacos ciclicos, regulares,
e mutuamente ortogonais, para um espaco vetorial V3, partindo da hipétese de que 1" €

U(V}E) é reversivel. Esse resultado finaliza esta subsegao.

Teorema 2.10 Seja Vi um espago vetorial regular de dimensdo n, sobre um corpo K,
munido de uma forma sesquilinear (-,-). Seja T € U(V}) reversivel. Entao, V{2 é a soma
direta de subespacos requlares W, mutuamente ortogonais, onde cada W, ¢é ciclico, ou € a

K3 (2

soma direta de dois subespacos ciclicos de mesma ordem.

Prova. Pela Proposicao , temos que o polinémio minimo m(z) de T' é auto-dual. Com
isso, podemos escrever m(z) = [],(r;(z)"), a qual é sua decomposigao em fatores auto-
duais irredutiveis. Além disso, pela Proposicao [2.6] temos que V2 = @,(Ker(r,(T)"))
¢ uma decomposicao em soma direta de V3, em subespagos invariantes sob 7', regulares
e mutuamente ortogonais. Com essa decomposicao de Vg, podemos escrever T' = @, T,

onde cada T}, = T]K ( ¢ uma transformacao linear unitaria, reversivel, com polinomio

er(r, (T)hi)

h

minimo 7;(z)"%. Como cada r,(x)" tem a forma (g(z)g(z))" ou g(z)", o resultado segue

dos Lemas [2.7 e 2.9] ou de repedidas aplica¢oes dos mesmos, se necessério. m

2.1.2 Uma Caracterizagao para o U(n)

Embora os elementos de O(Vg') possam ser escritos como produto de involugoes, este
fato nem sempre é verdade para os elementos de U(V{). Como exemplo, podemos tomar a
aplicacdo linear unitaria T, : VZ — V2 associada & matriz diagonal D = diag(i,i) € U(2),
com VZ munido da forma hermitiana (-, -) : VZ x VZ — C definida por (v, w) = v,w; + v,w0,,
onde v = (vy,vy),w = (wy, wy) € VZ. Temos que Tj, ndo pode ser escrita como produto de
duas involucoes.

Assim, veremos condigoes para que um elemento de U(V{¥) possa ser escrito como um

produto de duas involugoes (ver Teorema [2.11)). Usaremos esse resultado na prova do iltimo
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teorema desta secao, que é a caracterizacao dos elementos reversiveis e fortemente reversiveis
de U(n) (ver Teorema [2.12). Como U(V{) =~ U(n), daqui para frente vamos olhar sempre
para elementos de U(n) (ver a Observagao [L.F)).

A partir de agora, vamos considerar a aplicacao J como sendo a conjugacao complexa e o
corpo K = C. Vamos considerar também V' ~ C" um espago vetorial isomorfo a C" sobre o
corpo dos complexos C, munido da forma hermitiana definida positiva (-, -), : V& x V& — C,
definida por (v,w), = v,w; + ... + v,,W,, onde v = (vy,...,v,),w = (wy, ...,w,) € V&

Dato T' € U(n), temos que se A € C é um autovalor de T', entao A\ = 1. Assim, se A € R
temos que A = £1. Dado a € C, definimos o subespago V, = {v € V& Tv = av} de V.
Veja que se o, 8 € C e a # 3, entdo V,, é ortogonal a Vj;. De fato, tome v € V, e w € V,

temos que

(v, w) = (Tv, Tw) = (aw, fw) = aB{v, w),

e segue que (v, w) = 0. Além disso, dizemos que o conjunto de autovalores de T' é Simétrico
com Relagao ao Eixo Real se os subespagos V,, e V. tém mesma dimensao e se a dimensao

de V,, é finita para todo o € C.

Teorema 2.11 Seja V¥ =~ C" munido da forma hermitiana (-,-),. Seja T € U(VE). Se V&
tem uma base de autovetores de T, e se o conjunto dos autovalores de T' é simétrico com

relacdo ao eizxo real, entao T é um produto de duas involucoes unitdrias.

Prova. Suponha que V¥ tem uma base de autovetores de 7. Considere o espago W =

PB.cc V.- Veja que para a € R e a # %1, temos V,

. = 0. Suponha que o conjunto dos

autovalores de 7' ¢ simétrico com relagao ao eixo real. Nesse caso, o espago V, tem uma
base ortonormal B, e existe uma bijecao o, entre B, e B,. Assim, para o € C — R, com
V., # 0, temos que V,, + V.. é uma soma ortogonal de subespagos bidimensionais U, , com
b, € B, e U, = span{b,,0,(b,)}, ou seja, temos que V, + V; = @B, .5 U, . onde cada
Uy, é ortogonal a Uba/’ sempre que b, # b,,. J& que os espacos V; e V_; também tém bases
ortonormais, segue que W é uma soma ortogonal de subespacos invariantes por 7', regulares,
unidimensionais e bidimensionais. Agora, para todo @« € C—R com V,, # 0, a restri¢ao de T’

a U, ¢éum produto de duas involugoes unitarias (ver [31]). Além disso, temos que T restrito
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a V) e a V_; s@o involugoes. Segue que T restrito a W é um produto de duas involugoes

unitarias. Logo T pode ser escrito como um produto de duas involugoes unitarias. m

Para finalizarmos esta se¢ao, faremos mais dois resultados. Agora temos todas as ferra-
mentas necessarias para enuncid-los e demonstra-los. O primeiro deles é a caracterizacao do

U(n), a qual almejamos nesta subsegao, e o segundo é uma consequéncia dessa caracterizagao.

Teorema 2.12 Seja V& = C" um espaco vetorial munido da forma hermitiana (-,-),. Um
elemento T € U(n) € fortemente reversivel se, e somente se, seu polinémio caracteristico,

denotado por pr(x), € auto-dual.

Prova. =] Suponha T fortemente reversivel em U(n). Entao existe S € U(n) tal que
STS = T~'. Assim, para cada autovalor A de T, temos que S aplica bijetivamente V,
sobre V,_,, onde V), e V,_; sao os autoespagos de T' associados aos autovalores A e AL
respectivamente. Segue que V, e V,_, tém a mesma dimensdo. Assim, A e ™! sdo rafzes de
pp(x) com a mesma multiplicidade. Logo pp(x) é auto-dual.

<] Seja pp(z) o polindmio caracteristico de 7. Suponha p;(x) auto-dual. Segue que
se A é raiz de pp(z), entao A7! também o ¢, e com a mesma multiplicidade. Como as raizes
de pr(z) sdo os autovalores de T', segue que o conjunto de autovalores de T' é simétrico com
relacao ao eixo real. Por outro lado, como V¥ tem dimensao finita e 7' é diagonalizavel,
segue que V¥ tem uma base de autovetores de 7. Assim, pelo Teorema temos que
T é um produto de duas involugbes unitarias, ou seja, T' = S15,, onde Sp, 5, € U(n) sao
involugoes. Como T = 519, temos que T—! = 555;. Segue que T~ = 555 = 5551(525,) =
S9(5152)Ss = SoT'Sy. Logo, T é fortemente reversivel. m

Corolario 2.13 Seja V& ~ C" um espago vetorial munido da forma hermitiana -,-),. Um

elemento T € U(n) € reversivel se, e somente se, seu polinomio caracteristico é auto-dual.

Prova. =] Suponha T reversivel em U(n). Entao existe S € U(n) tal que STS™t =T

A prova segue de maneira andloga & primeira parte da demonstragao do Teorema [2.12]
<] Se o polindémio caracteristico de T' é auto-dual, temos pelo Teorema que T é

fortemente reversivel. Mas todo elemento fortemente reversivel, em particular, é um elemento

reversivel. Segue o resultado. m
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2.2 Uma Caracterizagao para o SU(n)

Para finalizar este capitulo, faremos mais um resultado importante para nossos fins neste
trabalho. Esta sec¢ao consistira da caracterizagao do SU(n) quanto aos elementos reversiveis
e fortemente reversiveis (Teorema [2.14]). Nesse caso, a prova nos exige um pouco mais de

cuidado.

Teorema 2.14 Seja V& = C" um espaco vetorial munido da forma hermitiana (-,-),. Um
elemento T' € SU(n) € reversivel se, e somente se, seu polinémio caracteristico é auto-dual.
Contudo, para um elemento T' € SU(n) com polindmio caracteristico auto-dual, as sequintes

condigoes sao equivalentes:

(i) T € reversivel mas nao € fortemente reversivel;
(i1) n=4m+2 com m € Z e £1 nao sao autovalores de T

Prova. Primeiro provaremos que um elemento 7' € SU(n) ¢ reversivel se, e somente se,
seu polinémio caracteristico é auto-dual. Para provar que se T' € SU(n) é reversivel, entao
seu polinomio caracteristico ¢ auto-dual, basta seguir os mesmos passos da demonstracao
da primeira parte do Teorema , fazendo a mudanga de que S € SU(n), e assim obter o
resultado desejado. Reciprocamente, suponha que 7' € SU(n) tem polindomio caracteristico
auto-dual. Seja E o conjunto dos autovalores A\ # +1, tais que A~! é também autovalor,
e com mesma multiplicidade. Entao, V¥ possui uma decomposi¢cao em soma direta, mu-
tuamente ortogonal, invariante por T' de autoespagos, ou seja, V& = VP V_, P W, com
W =@,c.p Wy, onde W, =V, @ V,_,, cada V, é autoespaco de T" associado ao autovalor
A, e dim(Vy) = dim(V,_,). Como V, e V,_, s@o ndo vazios, podemos encontrar bases or-
tonormais {e,...,e,} e {fi,..., f.} de V) e V,_, respectivamente, onde 7 é a dimensao dos
autoespacos V) e V,_,. Defina S, : W, — W, tal que S,(e;) = f; e S\(f;) = —e;, para cada

t=1,...,7. Observe que S, tem a forma

onde [, é a matriz identidade de ordem r X r e o 0 representa a matriz nula de ordem r x 7.

Assim, dados u,v € Wy, temos que (S,u,S\v), = (u,v),. Isso nos dd que S, preserva a
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forma. Além disso, podemos ver que det(S,) =1 e que S, nao é uma involugao, ja que

0 —I 0 I )
S)\: :S)\
I 0 1 0

Por outro lado, veja que se v € V,, temos que Tv = Av, e segue dai que T 'v = A" v.
Isso nos diz que V, é o autoespago de T—' associado ao autovalor A™'. Analogamente
obtemos que V,_; é o autoespaco de T~ associado ao autovalor A\. Usando esses fatos, temos
que S,\T|WAS,\_1(61‘) = S\Tlw (=fi) = S\(=AT ) = Ale; e Ty (e;) = A7le;. Assim,
SAT|W)\S;1(61-) = Ty (¢;). Analogamente, obtemos que S/\T|WAS;1(fi) = T Yy (f)).
Segue que LS”)\T]WA,S’/\_1 = T‘1|WA. Agora, seja W, =V, @ V_,, onde V| e V_; s@o autoespagos
de T associados aos autovalores 1 e —1, respectivamente. Veja que, eventualmente V| ou
V_, pode ser vazio. Defina S; : W, — W, dada pela identidade. Considere S = S; @ Sy,
onde Sy, = @, S\ Pela construcao de S, temos que S preserva a forma pois é formada
por blocos os quais preservam, e det(S) = 1, ou seja, S € SU(n), e além disso, também pela
construgao de S, temos que STS™! = T, Logo, T é reversivel em SU(n). Isso prova a
primeira parte deste teorema.

Agora, vamos provar a segunda parte do teorema. Tomemos T' € SU(n) com polindmio
caracteristico auto-dual, e demonstremos primeiro que (i) = (7). Para isso, como 7" tem po-
linomio caracteristico auto-dual, podemos usar toda a construcao feita na prova da primeira
parte deste teorema. Entretanto, veja que se queremos que T seja fortemente reversivel
em SU(n), entdo precisamos mudar um pouco a construgao de S feita acima, de forma a
garantir que S seja uma involugdo. Para tanto, consideremos bases ortonormais {ey, ..., e, }
e {f,.... f,} de V e V,_, respectivamente, onde r é a dimensdo dos autoespagos V, e V| _,.

Seja Sy : Wy — W, tal que Sy(e;) = f; e S\(f;) = €;, com W, =V, PV, ;. Assim, S5, tem

a forma
0 I
S}\ ==
I, 0
Dessa forma, temos que det(S,) = (—1)%mVy) e
0 I, 0 I, )
I 0 I 0

35



Isto é, S, é uma involugao. Agora, seja Sy, = @@,.p Sy Assim, por construcao temos que
Sy é uma involugio, preserva a forma e det(Sy, ) = (—1)24%mW) onde W = DB.cr Wy Veja
que se T' nao tem autovalores 1 e —1, ou seja, se V; e V_, sao vazios, entao W = V¥, ja
que V& =V, PV, W, en é par, jd que a dimensao de W assim construido é sempre
par. Considere S = Sy,. Assim, det(S) = 1 somente quando n é um multiplo de 4. Isto é,
temos que se n tem a forma n = 4m, com m € Z, entao det(S) = 1. Com um argumento
andlogo ao feito na prova da primeira parte deste teorema, temos que ST'S™! = T, Assim,
T é fortemente reversivel em SU(n). Dessa forma, nos resta o caso em que n é impar, ou
seja, n =4m + 1 oun = 4m + 3, e o caso em que n = 4m + 2 com +1 como autovalor.
Entao, suponhamos que n é impar ou n = 4m + 2 com +1 como autovalor. Assim, temos
que V; ou V_; é nao vazio. Tomemos v € V; P V_; = W, e definimos S, : W, — W, tal
que S (v) = (—1)%‘“’”("‘/)1}, e S, é a identidade para os elementos do complemento ortogonal
de v em W,. Consideremos S = S; @ Sy,. Entao, assim construida, S é uma involugao,
preserva a forma e tem determinante 1. Logo, S é uma involu¢do em SU(n). Além disso,
STS! = STS =T~ Segue que T é fortemente reversivel. Portanto, se T é reversivel, mas
nao ¢é fortemente reversivel, entao precisamos ter n = 4m + 2 com =1 nao sendo autovalores
de T Isso nos da que (i) = (i7). Reciprocamente, suponhamos que n = 4m+2 e que 1 nao
sejam autovalores de T. Como T' é reversivel em SU(n), existe S € SU(n) tal que STS™! =
T-'. Suponhamos que T seja fortemente reversivel em SU(n). Entdao, podemos tomar
S € SU(n) tal que seja uma involucdo. Vamos decompor V¥ na forma V@ = W, @ W_,
onde por exemplo, W, pode ser a soma direta W, = @, V, e W_ = ,_, V,_.. Sejam
S:W,—-W_eSt=8:W_— W,. Assim construido, dim(W_) = dim(W_) = 2m + 1,
ja que estamos supondo n = 4m + 2. Seja {e, ..., €,,,, 1} uma base ortonormal de W, . Com
isso, temos que {S(e,), ..., S(€s,,11)} forma uma base para W_. Entao, com respeito a base

fe1,S(e1)s s eappars S(egnin) s temos que S tem a forma

onde S tem ordem 4m + 2 x 4m + 2, 0 representa a matriz nula de ordem 2 x 2, e A é uma
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matriz de ordem 2 x 2 dada por

0
A=
10
Veja que S possui 2m + 1 matrizes A em sua diagonal. Logo, como det(A) = —1, temos que
det(S) = (—1)?""!1 = —1. Assim, temos uma contradicio, ja que S € SU(n). Segue que

(1) = (7). Isso conclui a prova do teorema.
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Capitulo 3

Elementos Reversivels e Fortemente
Reversiveis em U(n,1), SU(n,1) e
PU(n,1)

Neste capitulo, nos voltaremos para o grupo de isometrias holomorfas do espaco hi-
perbdlico complexo, isto é, o PU(n,1). Mas para trabalharmos com o PU(n, 1), olhamos
para levantamentos sobre os grupos U(n,1) e SU(n,1). Nesses grupos nem sempre é ver-
dade que os autovalores tenham modulo 1 ou que seus elementos sejam diagonalizaveis,
como acontece para os grupos U(n) e SU(n). Além disso, veja que se T é um elemento
reversivel de U(n,1) (ou SU(n, 1)), entdao por definigdo existe S em U(n, 1) (respectiva-
mente em SU(n,1)) tal que ST'S™! = T, Isso nos diz que se A é um autovalor de T' com
multiplicidade m, entdao A\~! também o é. Assim, temos que o polindmio caracteristico de
T ¢é auto-dual. Ou seja, o que acabamos de mostrar é que dado um elemento reversivel de
U(n,1) ou SU(n, 1), temos que o polindmio caracteristico desse elemento é auto-dual. A
parte mais interessante é a reciproca desse fato. Mas antes de vermos condicoes para que a
reciproca seja verdadeira, precisamos de algumas defini¢coes e alguns comentarios sobre os
elementos de PU(n,1). Vamos comecar dando uma defini¢do que classifica os autovalores

de elementos de U(n, 1) (respectivamente SU(n, 1)).

Definicao 3.1 Um autovalor A de T € U(n, 1) é dito ser de tipo negativo (de tipo positivo)
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se todo autovetor do autoespaco Vy estd em V_ (estd em V., ). O autovalor X € dito nulo se
o autoespago V, € parabélico. O autovalor \ € dito ser de tipo indefinido se o autoespago V
contém vetores de V_ e vetores de V. Além disso, para X de tipo indefinido, a restri¢ao da

forma hermitiana para V, tem assinatura (r,1), com 1 <r <mn, onde dim(V,) =r + 1.

Dado um elemento 7" € PU(n,1), vimos na Definigao que ele pode ser eliptico,
parabdlico ou loxodromico. Essa classificacao é dada de acordo com os pontos fixados por
T em HZ U JHZL. Agora, considere T um levantamento de T para U(n,1) ou SU(n,1).
Os pontos fixos de T' correspondem aos autoespacos de T, ou dito de uma outra forma, a
projetivizacao dos autoespagos de T sdo os pontos fixos de T'. Assim, se consideramos 7" um
elemento eliptico de PU(n, 1), temos por definicdo de elementos elipticos que T fixa pelo
menos um ponto em Hg. Como cada ponto fixo de 1" corresponde a um autoespaco associado
a algum autovalor A\ de T, temos que nesse caso A é de tipo negativo ou indefinido. Para o
caso em que T' é parabdlico (respectivamente T loxodromico), de maneira andloga, podemos
notar que T possui um autovalor nulo (respectivamente T possui dois autovalores nulos), no
sentido da Definicao [3.1. Daqui para frente, cometeremos algumas vezes o abuso de dizer
que T é eliptico, parabdlico ou loxodromico, subentendendo que estamos nos referindo ao
levantamento de um elemento 1" € PU(n, 1), tal que T é eliptico, parabdlico ou loxodrémico,

respectivamente.

Observacao 3.2 Os elementos elipticos, parabdlicos e loxodromicos possuem algumas pro-

priedades relevantes que precisaremos nos resultados que sequem, as quais listaremos agora:

(i) Elementos elipticos e loxodrémicos sao semi-simples, ou seja, o polinémio minimo é

um produto de fatores lineares. Ja os elementos parabolicos, nao sao semi-simples;

(i1) Elementos parabdlicos T possuem uma inica decomposi¢ao de Jordan T = AN, onde A
¢ eliptico, N € unipotente (todos os autovalores sao 1) e AN = NA. SeT € unipotente,
temos que o polinémio minimo de T tem a forma (x — 1)* ou (x — 1)%. Se T ndo ¢é
unipotente, temos que T' tem um autovalor nulo A, e o polinomio minimo de T contém
um fator da forma (x — \)? ou (x — \). Isso implica que V2" tem uma decomposicio

em soma direta de subespacos mutuamente ortogonais invariantes sob T, dada por
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V(g’l =U@W, onde T|y, é semi-simples, U é parabolico, dim(U) =k com k =2 ou

k=3, eT|, tem polinémio minimo (z — \)¥;

(iii) Se T € eliptico, entao T' possui um autovalor de tipo negativo ou indefinido, e os demais

sao todos de tipo positivo. Mais ainda, todos os autovalores terao modulo 1;

(iv) SeT € lozodromico, entio T tem um par de autovalores nulos, re®® e r=te comr > 1.
Além disso, os autoespacos de T associados a tais autovalores sao unidimensionais. Os

demais autovalores sao de tipo positivo e todos tém modulo 1.

Definicao 3.3 Dados V}} um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K e
T uma matriz quadrada de ordem n X n. Dizemos que um autovalor A de T € puro se
o autoespaco de T associado ao autovalor N\, {v € V;(T — \,,))v = 0}, coincide com o
autoespaco generalizado {v € V(T — X[)"™'v = 0}, onde I, é a matriz identidade de

ordem n X n. Caso contrdrio, dizemos que A € um autovalor misto.

Vamos considerar neste capitulo Vé‘“ ~ C""! um espaco vetorial isomorfo a C"™! so-
bre o corpo dos complexos C, munido da forma hermitiana de assinatura (n,1) dada por
(), VET x VI — C, definida por (v,w), = —v,W; + oWy + ... + U, Wy, q, onde
v = (U1, s Upyr), W = (Wy, .y, ) € VETL Ou seja, vamos sempre considerar o par
VIt = (VAT () 4),) neste capitulo.

Agora estamos em condigoes de enunciar e demonstrar um dos principais resultados
deste trabalho. O préximo teorema nos da uma caracterizacao para os elementos elipticos,
loxodromicos e parabdlicos nos grupos U(n, 1) e SU(n,1). Essa caracterizacdo exige que o
elemento em questao tenha polindmio caracteristico auto-dual. A Defini¢ao feita acima,

serd usada exclusivamente na demonstracao do item (iv) do préximo teorema.

Teorema 3.4 Seja VZ'. Considere T um elemento de U(n,1) ou SU(n,1) tal que o po-

linomio caracteristico é auto-dual.

(i) Seja T eliptico. Entao T € reversivel se, e somente se, o autovalor de tipo negativo ou

indefinido de T € 1 ou —1.
(11) Seja T unipotente com polinémio minimo (x — 1)2. Entdo T nao é reversivel.
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(iii) Seja T unipotente com polinomio minimo (x — 1)3. Entao T € reversivel.

(iv) Seja T'= NA parabdlico e nao unipotente. Entao T € reversivel se, e somente se, o

autovalor nulo de T é 1 ou —1 e o polindmio minimo de N € (x — 1)3.

(v) Seja T lozodromico. Entao T é reversivel.

Prova. (i) =| Suponha 7" um elemento de U(n,1) tal que o polinémio caracteristico
seja auto-dual. Suponha também que T seja eliptico, ou seja, T é um levantamento de
um elemento eliptico de PU(n,1) (fixa pelo menos um ponto de Hf). Assim, 7" tem um
autovalor do tipo negativo ou indefinido, ja que seu autoespago possui pelo menos um vetor
de V_. Seja A o autovalor de T' de tipo negativo ou indefinido. Entao, V¢ ! tem uma
decomposi¢ao em soma direta de subespagos mutuamente ortogonais, invariantes sob 7', da
forma V{ 1 =V, @ W, onde V, é o autoespaco de T associado ao autovalor X e W é o seu
complemento ortogonal. Como Tv = Av para todo v € V,, segue que T~ 'v = A~1v. Isso nos
diz que V, é o autoespago de T~! associado ao autovalor A™*. Logo, A™! é um autovalor de
T~ do tipo negativo ou indefinido. J4 que o polinomio caracteristico de T é auto-dual, temos
que A\~! também ¢é um autovalor de T. Como T é reversivel em U(n, 1), entao existe uma
matriz S € U(n, 1) tal que STS™! = T~1. Dessa forma, temos que 7' e T~! tém o mesmo
autovalor de tipo negativo ou indefinido e existe uma matriz Sy, tal que Sy, 7|y Syt = Ty’
(ver em [I] o Teorema 3.4.1). Logo A = A~!, e consequentemente A = +1. Por outro lado, se
T é um elemento de SU(n, 1), a prova é inteiramente andloga ao que fizemos para o U(n, 1).

<=| Suponha T" € U(n,1). Suponha que o autovalor de tipo negativo ou indefinido
de T seja A = 1. Segue que A™! = X\ = 1. Seja V, o autoespago de T associado ao
autovalor \. Assim como foi feito acima, V{ 1 tem uma decomposicio em soma direta de
subespagos mutuamente ortogonais, invariantes sob T, da forma V' 1= V@ W, onde W
¢ o complemento ortogonal de V,. Como V, ¢é hiperbdlico, ou seja, a forma restrita a V, ¢é
nao degenerada e indefinida, entao W é eliptico, ou seja, a forma restrita a W é definida
positiva (ver em [I] a Proposicao 2.1.4). Assim, se dim(V,) = m, temos que T, é um
elemento de U(n + 1 —m). Como o polinémio caracteristico de T' é auto-dual, temos que
o polinémio caracteristico de T'|;, também o é. Logo, isso nos deixa em condigoes de usar

o Corolério que nos garante que 7’|y, é reversivel em U(n + 1 — m), ou seja, existe
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uma matriz Sy, € U(n + 1 —m) tal que Sy T)y Syt = Ty Como A™! = A, temos que
T|y, e T|(,A1 tém o mesmo autovalor de tipo negativo ou indefinido. Assim, existe S, tal
que S’/\T|VAS;1 = T|‘_/A1 (ver em [I] o Teorema 3.4.1). Tome S = S, @ S;,. Por construgao,
temos que S € U(n,1) e STS™! = T71. Segue que T ¢ reversivel em U(n,1). Por outro
lado, suponha agora que T' € SU(n,1). Suponha também que o autovalor de tipo negativo
ou indefinido de T seja A = 1. Assim, A™! = A\ = 1. Agora, decompomos Vg’l como acima,
ou seja, V¢ 1= V, @ W. Como V, é hiperbdlico, temos que W ¢ eliptico. Além disso, como
o polindomio caracteristico de 7' é auto-dual, temos que o polindémio caracteristico de Ty,
também o é. Se dim(V,) = m, temos que T'|,;, ¢ um elemento de SU(n + 1 —m), e pelo
Teorema temos que existe uma matriz Sy, € SU(n+1—m) tal que Sy, Ty Syt = Tyt s
ou seja, Ty, é reversivel em SU(n + 1 —m). Segue do fato de A™' = A, que Ty, e T"_&l
tém o mesmo autovalor de tipo negativo ou indefinido (ver em [I] o Teorema 3.4.1). Assim,
existe S, tal que S)\T|V)\S)T1 = T|;j. Tome S = 5, €D Sy, e se necessdrio, ajuste S|, como
no Teorema , para garantir que det(S) = 1. Dessa forma, obtemos que S € SU(n,1).
Logo, T é reversivel em SU(n,1). Para A = —1 a prova é inteiramente andloga ao caso em

que A = 1, pois obtemos da mesma forma que A = A\7%.

(17) Seja T' um elemento unipotente de U(n, 1) ou SU(n, 1), ou seja, todos os autovalores
de T sao 1. Suponha que T' tem polindomio minimo (z — 1)2. Usando a Forma Normal de
Jordan para autovalores reais, podemos encontrar vetores u e v de V{ " tais que Tu = \u e
Tv = A +u, onde A é um autovalor de T'. Como todos os autovalores de T" sao 1, temos que
as tltimas igualdades ficam Tu = u e Tv = v + u. Consequentemente, temos que T 'u = u
e T 'v = v —u. Além disso, u e v geram um subespaco invariante sob 7' e nao degenerado,
W = span{u, v}, tal que a forma (-, -), restrita a W tem assinatura (1,1). Como T preserva

a forma, temos que
<U,U>1 = <TU7TU>1 = <'LL,’U + u>1 = <'LL,’U>1 + <U,u>1-

Assim, segue que (u,u), = 0. Como a forma hermitiana restrita a W tem assinatura (1,1),
segue que (u,v), # 0. Agora, suponha que T seja reversivel, ou seja, existe S tal que
STS™1 = T-1 J4 que S satisfaz STS™' = T~!, e W ¢ invariante por T, temos que W é

invariante por S, ou seja, S(W) C W. Como S preserva a forma, temos que (Su, Su), =
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(u,uy, = 0. Segue que Su € Vj, isto é, Su é isotrépico. Além disso, veja que T'Su =
T(T'ST Yu = ST 'u = Su, jid que STS™! = T~1. Segue que Su é um autovetor isotrépico
de T', associado ao autovalor 1. Entretanto, pela Forma Normal de Jordan, u é o tinico vetor
da base de W tal que Tu = u. Assim, como vimos que S(WW) C W e consequentemente
Su € W, a unicidade do ponto fixo de T nos da que Su deve ser um multiplo de u, e Sv sera
uma combinagao linear de u e v. Isto é, Su = au e Sv = bu + cv, onde a,b,c € C. Como

(u,v); =0 e S preserva a forma, temos que
(u,v); = (Su, Sv), = (au, bu + cv), = (au, cv), = ac(u,v),.

Logo, at = 1, pois (u,v), # 0. Agora, segue de STS™! =T"! que ST = T-'S. Aplicando

ST e T71S em u e em v, obtemos as igualdades:
STu = Su=au
STv = Sw+u)=Sv+ Su=bu+cv+au=(a+bu+cv
T-'Su = T lau=au
T7'Sv = T ' bu+cew) =0T 'u+ T 'v=but+cv—cu=(b—cJu+cv.

Como STu = T~ 'Su, segue das tltimas igualdades que au = au, e como STv = T~'Sv,
segue também das ultimas igualdades que (a4 b)u+ cv = (b — ¢)u + cv, e consequentemente
a = —c. Assim, temos que ac = 1 e a = —c, nos dando que |a]* = |¢|* = —1, que nao é

possivel. Logo, T nao é reversivel.

(77i) Seja T um elemento unipotente de U(n, 1) ou SU(n,1). Suponha que T tem po-
lindmio minimo (z—1)3. Usando a Forma Normal de Jordan para autovalores reais, podemos
encontrar vetores u, v e w de V(g’l tais que Tu = u, Tv =v+ueTw =w+v, jaque T
tem somente autovalores iguais a 1. Além disso, W = span{u,v,w} é nao degenerado e

invariante sob 7. Decomponha V{ ! na forma V& R @ W+, onde W+ é o complemento
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ortogonal de W. Como T preserva a forma, temos as expressoes

(w,v), = (Tu,Tv), = (u,v+u), = (u,v), + (u,u),

= (u,u), =0

(w,wy, = (Tu,Tw), = (u,w+v), = (u,w), + (u,v),

= (u,v), =0

(v,w), = (Tv,Tw), = V+u,w+v), = (v,w), + (v,v); + (v, w),

= (v, 0); + (u,w); =0

(w,w), = (Tw,Tw), = (w+v,w+v), = (w,w), + (w,v), + (v,w), + (v,v),
= (w,v), + (v,w), + (v,v); =0.

Seguem das implicacoes acima as igualdades
0= (u,u), = (u,v); = (v,0); + {u,w), = (w,v); + (v, w); + (v,0),. (3.1)

Como a restrigao da forma (-,-); a W é nao degenerada, temos que (v,v); # 0, pois caso
(v,v); = 0, por (3.1) terfamos que (u,v); = 0 e (v,w), = 0. Dessa forma, (v, z), = 0, para

todo z € W. Logo, a forma restrita a W seria degenerada. Assim, tendo que (v,v), # 0,

defina
k _ <U7w>1
2<U>U>1
Por (3.1)), temos que
0= (w,0), + (v, w), + (0,0), = 200 L0l 0 e oy

(vv);  (vv)y  (v,0)
Com isso, temos que 2k + 2k 4+ 1 = 0, e consequentemente 2k + 2k = —1. Agora, defina S
sobre W por Su = —u, Sv = v + 2ku e Sw = —w + 2kv + 2|k|>u. Entdo, temos que

STu = Su=-—u
STv = Sw+u)=Sv+Su=v+2ku—u=v+u(2k—1)

STw = S(w+wv)=5Sw+ Sv
= —w+ 2kv + 2|k[>u + v + 2ku
= —w+ 2k + v+ (2/k)? + 2k)u .
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Veja que S, assim definida sobre W, é uma involucao. De fato, temos que
SSu = —Su=wu
SSv = Sv+2kSu=v+2ku—2ku=v
SSw = —Sw+ 2kSv + 2|k|>Su = w — 2kv — 2|k[*u + 2k(v + 2ku) — 2|k|*u = w .
Além disso, ST sobre W também é uma involucao, pois
STSTu = —STu=u
STSTv = STv+ (2k—1)STu=v+u2k—1)— (2k—1u=v
STSTw = —STw+ (2k+1)STv + (2|k|> + 2k)STu
= w— 2k + v — 2k> + 2k)u + (2k + 1) (v + u(2k — 1)) — (2|k|*> + 2k)u
= w— 22k + 2k)u + (2k + )u(2k — 1)
= w— (4k? + 4k)u + (4)k|> + 2k — 2k — D)u
= w— (4|k|* + 4k)u + (4|k|* + 2k + 2k)u
= w s
donde no caso STSTw = w, usamos o fato que 2k + 2k = —1. Como ST é uma involucao,
temos que ST = (ST)~! =T-1571 ouseja, ST = T1S~!. Como S ¢ uma involugao, temos

que S = S7!, e assim obtemos que ST = T718, isto é, ST'S = T~! sobre W. Por outro

lado, temos que S preserva a forma (-, -),, pois

(Su,Sv), = (—u,v+2ku),
= —(u,v), — 2k (u, u),
=0

= <uv U)l

(Su, Swy, = (—u,—w + 2kv + 2|k|*u),
= <u7w>1 - <U’7 2EU>1 - <u72|k|2u>1

= <uv ’LU>1
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(Sw, Sv),

(—w + 2kv + 2|k|?u, v + 2ku),

(w,v)
ol b+ B
—(w,v), — <ww>1<w’u<>;:><zw>l<U’U>1
—(w,v), + <w’”>1(*21:;)u>>11+<v,v)1)
—(w,v), + <wvv>1(<z;jjv)>11+<u,u>1)
—{w,v), + 2l
= —(w,v); +2(w,v),

donde para obter as igualdades acima usamos (3.1)) e a definigao de k. Veja que ST também

preserva a forma, pois

(STu, STv), = (—u,v+u(2k—1)),
=0
= <U7U>1
(STu, STw), = (—u,—w+ (2k + Vv + (2|k|* + 2k)u),

(STv, STw),

= (~u, —w),
= (u,w)
(v+u(2k — 1), —w + (2k + D)v + (2|k|? + 2k)u),
(v, —w), + (v, (2k + 1)v), + (u(2k — 1), —w),
(v, —w), + (2k + 1)(v,v), + (2k — 1)(u, —w),
(v, —w)y + (2k + 1){v, v); + (2k = 1) (v, v),
(v, —w), + 4k(v,v),
—(v,w); +2(v,w),

donde as expressoes acima seguem de (3.1)) e da defini¢ao de k. Como S e ST assim definidas,
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sobre W, tém respectivamente as formas

—1 2k 2[k? —1 (2k—1) (2/k]* + 2k)
SlW — 0 1 2% e ST|W — 0 1 (2E+ 1)
0 0 -1 o 0 -1

temos que det(S) = det(ST) = 1. Como a forma restrita a W é ndo degenerada e indefinida,
ou seja, W é um subespaco hiperbdlico, temos que o complemento ortogonal de W é um
subespago eliptico (ver em [I] a Proposi¢ao 2.1.4). Para terminar a prova de (iiz), basta ver
que T' é a aplicagao identidade quando restrito ao complemento ortogonal, eliptico, de .
Assim, basta considerar S|;,, como sendo a aplicagao identidade. Dessa forma, temos que

para S = S|y @ S|y, T ¢ fortemente reversivel, e consequentemente reversivel.

(iv) Seja T um elemento de U(n, 1) ou SU(n, 1). Suponha T" parabdlico e ndo unipotente.

=] Seja T' = AN = NA, a decomposicao de Jordan de 7', onde N é unipotente e A
é eliptico. Como A é eliptico, temos que A é semi-simples (ver em [I] o Teorema 3.4.1),
ou seja, o polinomio minimo de A é um produto de fatores lineares. Suponha T reversivel,
entdo A e N sao reversiveis (ver em [I] o Teorema 3.4.1). Como N é unipotente, temos
que N tem polinémio minimo com a forma (z — 1)? ou (z — 1)3. Como N é reversivel e
unipotente, pelo item (i), temos que o polinémio minimo de N nao tem a forma (z — 1)2.
Segue que o polinomio minimo de N tem a forma (z —1)3. Por outro lado, como A ¢ eliptico
e é reversivel, pelo item (i) temos que o autovalor de tipo negativo ou indefinido de A é 1
ou —1. Segue que o autovalor de tipo nulo de T"é 1 ou —1.

<] Como T é parabdlico e nao unipotente, T tem a decomposi¢ao de Jordan T =
NA = AN, onde N é unipotente e A é eliptico. Nesse caso, T tem um autovalor nulo A e o
polinémio minimo de T tem a forma (x — A)? ou (x — A)3. Suponha que o autovalor nulo de
T é 1 ou —1, e que o polindmio minimo de N é (z — 1)3. A decomposigiao de Jordan nos d4
que T é reversivel se, e somente se, A e N sao reversiveis (ver em [I] o item (¢) do Teorema
3.4.1). Assim, a demonstracao agora se resume em provar que A e N sdo reversiveis. Como o
polinémio minimo de N é (z —1)3 e N é unipotente, segue da parte (iii) que N é reversivel.
Por outro lado, como 71" ¢ parabdlico, temos que 7' tem um autovalor nulo A\. Veja que esse

autovalor nulo é misto (ver Definigao [3.3). Entretanto, para A, A é um autovalor de tipo
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indefinido e o autoespaco generalizado V, de T' serd o autoespago usual de A associado ao
autovalor \. Caso A =1 ou A = —1, temos que A é um elemento eliptico, tal que o autovalor

de tipo indefinido é 1 ou —1. Segue de (i) que A é reversivel. Logo, T' é reversivel.

(v) Suponha que T' é um elemento loxodromico de SU(n,1) ou U(n,1). Entao T tem
dois autovalores nulos dados por A = re' e = r~1e® onde r > 1, tais que os respectivos
autoespacos V) e VX‘I sao unidimensionais. Além disso, os demais autovalores de T sao
de tipo positivo e de médulo 1. Assim, decompomos V' 1 em soma direta de subespagcos
mutuamente ortogonais e invariantes por T, dada por V@' = U@ UL, onde U = V, @ Vo
e U+ é seu complemento ortogonal, o qual é um subespaco eliptico, ou seja, a forma restrita
a UL é definida positiva. Temos que a forma restrita a U tem assinatura (1,1), entdo a
restri¢ao T'|;; pode ser visto como um elemento de U(1,1). Além disso, veja que se v € V),
temos que T'|,v = Av, e segue dai que T|(}lv = A"!v. Isso nos diz que V, é o autoespago de
T \(}1 associado ao autovalor A\~!. Analogamente obtemos que VX‘l é o autoespaco de T]l}l
associado ao autovalor A. Com isso, temos que T |y € reversivel em U(1,1) se, e somente se,
A é real. De fato, se T|;; é reversivel em U(1, 1), temos que o polinémio caracteristico de T'|,,
¢ auto-dual. Assim, se A é raiz do polindmio, temos que A\~! também o é, e com a mesma
multiplicidade. Mas os autovalores de T|;; sao A e Xﬁl, entao isso nos diz que \7! = Xﬁl,
ou seja, A ¢ real. Reciprocamente, suponha que A é real. Vimos que V) e VX*I tém a mesma
dimensao. Isso nos diz que os autovalores A e ' sdo rafzes do polinomio caracteristico de
T)y, com a mesma multiplicidade. Como ) é real, temos que 2= Assim, XA e A7!
sao autovalores de T'|;; com a mesma multiplicidade. Da mesma forma, temos que A e A~
também sdo autovalores de T'|;;' com a mesma multiplicidade. Com isso, temos que T/, e
T|;* tém os mesmos autovalores. Logo, T, é reversivel em U(1,1) (ver em [I] Proposicao
3.2.3). Assim, o polinémio caracteristico de T|;; ¢ auto-dual, com raizes reais A e A\™! = Xﬁl,
e T|y estd em SU(1,1). Segue também do fato de T'|;; e T|;;' terem os mesmos autovalores
A e M1 reais, que T|;; é reversivel em SU(1,1). Agora, sabemos que U+ ¢é eliptico, entdo
T'|,;. pode ser visto como um elemento de U(n — 1) ou SU(n —1). Como T' tem polinomio
caracteristico auto-dual e T'|;; também tem, temos que T'|,;. tem polinomio caracteristico
auto-dual. Logo, como T'[;. é um elemento de U(n — 1) (respectivamente de SU(n — 1)),

temos que T'|,;. ¢é reversivel pelo Teorema (respectivamente pelo Teorema . Como
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T=T|,@T|,., segue que T é reversivel em U(n,1) (respectivamente em SU(n,1)). m

Dado um elemento de U(n, 1) ou SU(n, 1), se este elemento ¢ fortemente reversivel temos
que em particular ele é reversivel. Agora, se este elemento é reversivel, sob quais condicoes
podemos obter que o mesmo seja fortemente reversivel em um desses grupos? O préximo
teorema nos responde a essa pergunta. Veremos no préximo teorema que em U(n, 1) todo
elemento reversivel é fortemente reversivel. Entretanto, este fato nem sempre acontece para

os elementos de SU(n, 1). Segue o teorema.

Teorema 3.5 Seja V(g”l. Temos que sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:
(i) Seja T € U(n,1). Entdo T € fortemente reversivel se, e somente se, T" € reversivel.

(ii) Seja T € SU(n,1) tal que o polinémio caracteristico é auto-dual. Entao as sequintes

condicoes sao equivalentes:
(a) T € reversivel mas ndao é fortemente reversivel;

(b) T é loxodromico, n = 4m + 1, com m € Z, e +1 nao é um autovalor de T.

Prova. Primeiramente, se T é fortemente reversivel em U(n, 1) ou em SU(n, 1), em parti-
cular temos que T' é reversivel em U(n, 1) ou em SU(n, 1), respectivamente. Isto conclui a
primeira parte da prova.

Por outro lado, suponha 7' reversivel em U(n,1) ou SU(n,1). Seguindo a construcao
da prova do Teorema [2.14] sejam E o conjunto de autovalores A # +1 de T e W =
DV @ V,-1). Entao, podemos construir S|y, assim como no Teorema m tal que
SlwTlwSlut = Tlyt, det(S|y) = (—1)2%mW) ¢ §|2, = I, onde I ¢ a identidade. Seja U o
complemento ortogonal de W. Entao U contém os autoespacos de +1, se esses autovalores
existirem. Defina S|, como sendo a identidade, e considere S = S|, & S|y. Dessa forma,
temos que ST'S = T~!, isto é, T é fortemente reversivel em U(n,1). Se 1 ou —1 é um auto-
valor de T', entdo nés podemos ajustar S|, como no Teorema [2.14] de forma que det(S) = 1,
obtendo que T' é fortemente reversivel em SU(n,1). Agora, caso T' seja unipotente, temos
que 1 é um autovalor de T, W é vazio e seu polinomio minimo tem a forma (x — 1)? ou

(x—1)3. Como T é reversivel, temos pela parte (i7) do Teorema [3.4] que o polinémio minimo

49



de T nao pode ter a forma (z — 1)?, e assim temos pela parte (iii) do Teorema que T
¢ fortemente reversivel em U(n, 1) (respectivamente em SU(n, 1)), j& que na prova de (i)
nos demonstramos que 1" era fortemente reversivel para garantir que 1T', em particular, era
reversivel. Caso T seja parabdlico e nao unipotente, ja que T' é reversivel, temos pela parte
(1v) do Teorema que T possui autovalor nulo 1 ou —1. Com isso, usando a construcao
feita acima, temos que T' é fortemente reversivel em U(n, 1) (respectivamente em SU(n, 1)).
Para o caso em que T é eliptico, como T é reversivel, temos pela parte (i) do Teorema|3.4| que
T tem autovalor de tipo negativo ou indefinido 1 ou —1. Assim, usando a construcao feita
acima, temos que 1" é fortemente reversivel em U(n, 1) (respectivamente em SU(n,1)). Até
agora, o que temos é que se T € U(n, 1) é reversivel em U(n, 1), entao é fortemente reversivel
em U(n,1) para os casos em que 7' é unipotente, eliptico ou parabdlico e ndo unipotente.
Se T' é loxodromico reversivel com autovalor 1 ou —1, temos pela construgao acima que 7' é
fortemente reversivel em U(n, 1). Se T" é loxodromico reversivel, tal que +1 nao é autovalor
de T, temos que T' é também fortemente reversivel em U(n, 1), j& que ndo é necessario que
a matriz S = S|y, (construida acima), tal que STS™' = T~! tenha determinante 1. As-
sim, para matrizes em U(n, 1) nio temos problemas com o fato de det(S|,,) = (—1)2%m(W)
na construgdo acima. Agora, veja que para T € SU(n, 1) reversivel em SU(n, 1), temos
provado que T' é fortemente reversivel em SU(n, 1) para os casos em que 7' é unipotente,
eliptico ou parabdlico e nao unipotente. Se T é loxodromico com autovalor 1 ou —1, segue
da construgao acima que T é fortemente reversivel em SU(n,1). Entretanto, para o caso
em que T' é um elemento loxodromico de SU(n, 1), tal que £1 nao é autovalor de T', nao
podemos concluir que 7" seja fortemente reversivel em SU(n, 1) diretamente da construcao
acima, para qualquer n, pois necessitamos que a matriz S, tal que STS~! = T~!, tenha
determinante 1. Entao, agora vamos ver o que acontece no caso em que 7' é um elemento
loxodromico de SU(n, 1), tal que £1 nao é autovalor. Veja que, como T' é reversivel, temos
que o polindmio caracteristico de T' é auto-dual. Assim, temos que se A é um autovalor
de T, entao \~! também o é, e com a mesma multiplicidade. Dessa forma, temos que os
autoespacos de T, V, e V,_,, associados respectivamente aos autovalores A e A™!, tém a
mesma dimens@o. Assim, como A # £1, temos que a dimensao de V¢ 1 ¢ par. Segue que n

é necessariamente fmpar. Como T é loxodromico, temos que T' tem dois autovalores nulos
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dados por A = re? e 2= r~le? onde r > 1, tais que os respectivos autoespagos V, e
VTl sao unidimensionais. Além disso, os demais autovalores de T' sao de tipo positivo e de
médulo 1. Assim, decompomos V' ! em soma direta de subespacos mutuamente ortogonais
e invariantes por T', dada por V¢ T=U@UL, onde U=V, P VX‘l e Ut seu complemento
ortogonal, o qual é um subespaco eliptico. Defina S|, uma involucdo em U(1, 1) a qual troca
os autoespacgos de A e A_;. Temos que det(S|;) = —1. Veja que T'|,,. pode ser visto como
um elemento de SU(n — 1), j& que UL é eliptico. Agora, se T é fortemente reversivel em
SU(n, 1), entao T'|,. precisa ser fortemente reversivel através de um elemento S|,., cujo
determinante é —1. Ajustando o que foi feito no Teorema [2.14] nds temos que esse é o caso
se, e somente se, (—1)%("_1) = —1 e entao, temos que n — 1 = 4m + 2, ou seja, n = 4m + 3.
Segue que T ¢ fortemente reversivel em SU(n, 1) quando n = 4m+ 3. Logo, como vimos que
n é impar, e T é fortemente reversivel em SU(n, 1) somente quando n = 4m + 3, entao segue

que T nao é fortemente reversivel para o caso em que n = 4m + 1. Isto conclui a prova. m

Agora, enunciaremos e demonstraremos dois lemas cujas provas sao simples mas tém
aplicacoes relevantes neste trabalho. O primeiro nos diz que se um elemento de U(n, 1)
tem autovalor A, entao o inverso conjugado de A, isto é, X_l, também é um autovalor deste
elemento. O segundo lema nos d4 um levantamento conveniente em U(n, 1) para elementos

de PU(n,1). Este segundo lema serd importante para a demonstra¢ao do Teorema |3.8|

Lema 3.6 Sejam V@' ¢ T € U(n,1). Se A é um autovalor de T, entdo N ¢ também um

autovalor de T', e tem a mesma multiplicidade de \.

Prova. Sejam T' € U(n,1) e (-,-),. Considere H, = diag(—1,1,...,1), a matriz diagonal
que representa a forma hermitiana (-,-),. Temos que T estd em U(n, 1) se, e somente se,
TH \IT'= H,, onde T' indica a matriz T transposta e conjugada. Equivalentemente, temos
que T' = Hy 1(Tt)*lHl. Assim, segue que 7' tem os mesmos autovalores de T_l, com suas

respectivas multiplicidades. Segue o resultado. m

Lema 3.7 Seja Vg’l. Para todo T € PU(n,1), existe um unico levantamento T de T em
U(n,1), tal que para cada ponto fizo de T em HE U OHE, o autovalor associado de T € um

numero real positivo.
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Prova. Temos que para o caso em que T é parabdlico ou eliptico, T' fixa um subconjunto
conexo de Hg U OHE. Esse subconjunto fixado por 7', corresponde a um autoespago V.
associado ao autovalor ¢? de algum levantamento T'. Agora, considere T =eT. Veja que
T = e T satisfaz as condi¢des do lema. De fato, como T é um levantamento e e~ € C,
temos que T também é um levantamento de 7. Além disso, como T preserva a forma,
temos que 1" também preserva, e entdo 1 € U(n,1). Como para cada ponto fixo de T
em HE U JHE, o autovalor associado de T é 1, temos o resultado para esse caso. Agora,
se T' ¢ loxodromico, entao os pontos fixos em JH correspondem aos autoespagos V, e V,
associados aos autovalores A\ e pu, respectivamente, de algum levantamento T de T. Pelo
Lema temos que p = Y Ou seja, A = re e p = Y=l para algum r > 1.
Assim, basta considerar 7' = e~*T'. De maneira andloga ao que foi feito acima, temos que 7T’
¢ um levantamento de T e que TeU (n,1). Entretanto, nesse caso temos que para os pontos

fixos de T, os autovalores associados de T sao 7 e 7!, que sdo ntimeros reais positivos. A

unicidade segue da construgao. Segue o resultado. m

O que fizemos até agora foi dd algumas caracterizagoes para os elementos reversiveis
e fortemente reversiveis dos grupos U(n,1) e SU(n,1). O préximo teorema nos da uma
relacdo entre elementos do grupo de isometrias holomorfas de H, isto é, PU(n, 1), e seus
respectivos levantamentos em U(n,1). Essa relagdo nos dd uma caracterizagdo para os

elementos reversiveis e fortemente reversiveis de PU(n, 1).

Teorema 3.8 Sejam V(g’l eT € PU(n,1). Entiao T € reversivel, ou fortemente reversivel,
em PU(n,1) se, e somente se, o levantamento T de T em U(n,1) dado no Lema é
reversivel, ou fortemente reversivel, respectivamente. Em particular, T € reversivel, ou for-

temente reversivel, em PU(n,1) se, e somente se, sao satisfeitas as sequintes condigoes:
(i) o polinomio caracteristico de T' é auto-dual e,
(ii) se T é parabdlico, o polinémio minimo da parte unipotente de T é (z — 1)3.

Prova. Sejam T € PU(n,1) e T € U(n,1) o levantamento de 7' dado no Lema .
—| Suponha que T é reversivel. Entao podemos encontrar S € U(n, 1) tal que STS1 =

T-'. Aplicando a projecao canonica de U(n, 1) para PU(n, 1), ou seja, projetivizando, temos
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um elemento S € PU(n,1) tal que STS™' =T~ e entao T é reversivel em PU(n,1). Além
disso, se T ¢ fortemente reversivel, temos que S é um elemento de ordem 2, isto é, S2 =17 ,
onde I é a identidade. Consequentemente, temos que a projetivizacao S tem ordem no
maximo 2. Segue que T é fortemente reversivel.

<] Suponha que T é reversivel. Entao existe S € PU(n,1) tal que STS™! = T~
Seja S um levantamento de S para U (n,1). Note que a expressao STS~! independe de qual
levantamento tomamos para S. Se S tem ordem 2, entao multiplicando S por um escalar se
necessario, nés podemos supor que S tem ordem 2 também. J4 que STS~! = T-! temos
que STS™ = kT~! para algum k € C. Veja que, |k| = 1. A prova agora se resume a
demonstracao de que k = 1. Para tanto, seja z € Hf UOH um ponto fixo de 7. Entao Sz é
fixado por T}, e consequentemente também ¢ fixado por T'. Pela definicao de 7', sabemos

que z corresponde a um autovetor v de 17" com autovalor A\, o qual A\ é real e positivo.

Considere Sv. Temos que

TS0 = k" Y(STS™1)Sv = k™1STv = k™15,
ou seja, Sv é um autovetor de 7! com autovalor Ak, Com isso, obtemos que Sv é um
autovetor de 7' com autovalor A\~'k. Agora, Sv corresponde a um ponto fixo de T em

Hg U OHE, que é o ponto Sz. Assim, pela construcao de T, sabemos que A~k é real e

~

positivo. Como A™! é real e positivo e |k| = 1, temos que k = 1. Segue que STS =11,

Logo, T é reversivel.

Para provar o caso particular, veja que por construgao, temos que se 1" ¢é eliptico ou
parabdlico, o autovalor de tipo negativo ou indefinido, respectivamente o autovalor nulo, é
1. Assim, o resultado segue da aplicacao do Teorema para o caso em que T é reversivel,

e segue do Teorema para o caso em que 1T’ é fortemente reversivel. m

O préximo lema relaciona elementos de SU(n, 1) cujo polinémio caracteristico é auto-
dual, com os coeficientes do polinomio caracteristico em questao. Em particular, o lema nos
diz que se um elemento de SU(n,1) tem polinémio caracteristico auto-dual, entao o trago

do elemento em questao é real.

Lema 3.9 Sejam V(C"’1 eT € SU(n,1). Entdo o polinomio caracteristico de T' é auto-dual
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se, e somente se, os coeficientes do polinomio caracteristico de T sao reais. Em particular,

se o polinomio caracteristico de T € auto-dual, entao o traco de T € real.

Prova. =>| Seja A um autovalor de 7. Entao, pelo Lema temos que 2 também é um
autovalor de T' e com mesma multiplicidade. Suponha que o polinémio caracteristico de T’
é auto-dual. Assim, como X' ¢ um autovalor de T, temos que (X_l)_1 = \ também o é, e
com a mesma multiplicidade. Dessa forma, temos que o conjunto de autovalores é invariante
sob conjugacao complexa. Ja que os coeficientes do polinomio caracteristico sao polindmios
simétricos desses autovalores, temos que os coeficientes sao reais.

<—| Suponha que os coeficientes do polinémio caracteristico de T' sao reais. Entao,
suas raizes sao reais ou vém em pares de conjugados complexos, ou seja, se A é uma raiz do
polinémio caracteristico, entdo A também serd. De toda forma, temos pelo Lema que se A
¢é uma raiz do polindmio caracteristico, entao 3" também o é, e com mesma multiplicidade.
Segue que A\~ = ﬁ ¢ raiz do polinomio caracteristico. Logo, o polinomio caracteristico
de T'" é auto-dual.

Em particular, se o polinomio caracteristico de T' é auto-dual, temos que os coeficientes
do polinomio caracteristico de T sao reais, e consequentemente, o traco de 7" é real. Segue

o resultado. m

Seja T' um elemento reversivel de SU(n,1). Vimos no inicio deste capitulo que todo
elemento reversivel de SU(n, 1) tem polinomio caracteristico auto-dual. Observe que o Lema
3.9 nos diz em particular, que o fato de T" ter polindomio caracteristico auto-dual nos garante

que o traco de T' é real. Isto prova o nosso préximo resultado.

Corolério 3.10 Sejam V' ¢ T um elemento de SU(n, 1) tal que T € reversivel em SU(n, 1).

Entao o traco de T € real.

Veja que a reciproca do Corolario [3.10] nem sempre é verdadeira. Por exemplo, considere

o elemento loxodromico T € SU(4, 1) tal que os autovalores sao:

(3+\/5)ez'7r/5 (3—\/5)€¢7r/5 _ein/5 _gin/5 _gim/5
2 9 2 9 9 9 .

Temos que neste caso o traco de T° é 0, mas no polinomio caracteristico de T  existem

coeficientes que nao sao reais. Assim, pelo Lema temos que o polindmio caracteristico
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de T nao é auto-dual, e consequentemente 7' nao é reversivel em U(4,1). Entao, paran > 4
temos que a reciproca do Corolario [3.10| nao é verdadeira. Entretanto, veremos no préximo

lema que para n = 2 ou n = 3, a situagao ¢ um pouco melhor. Segue o lema.

Lema 3.11 Seja V(g’l. Paran =2 oun =3, sejaT € SU(n,1) tal que o trago de T' € real.

Entao o polinomio caracteristico de T' € auto-dual.

Prova. Considere n = 3. Sejam T € SU(3,1) e A; os autovalores de T', para j = 1,2, 3,4.
Considere também 7 = tr(T) = A\; + Ay + A3 + A, 0 trago de 7. Como T" € SU(3,1) temos
que det(T) = 1. Assim, segue que

AMAA A, = 1 (3.2)

Dessa forma, temos que o polindmio caracteristico de T' tem a forma

pr(z) = 2" — az2® + a,2® — ayo + 1.

Agora, relacionando as raizes e os coeficientes do polinémio caracteristico, temos pelas

relagoes de Girard para polinomios de grau 4 que

a1 - )\1A2)\3 + )\1)\3)\4 _|_ AQ}\3)\4 + )\1)\2)\4 - )\1_1 + )\2_1 _I_ )\3_1 + )\Zl 5
donde a tltima igualdade segue da igualdade 3.2l Pelo Lema [3.6] temos que para cada

. : —-1 _ — .
J, existe k tal que A; = A, ', e consequentemente )\jl = A,. Assim, temos que a, =

AL+ Ay + A3 + A, = 7. Segue que o polindmio caracteristico de T agora tem a forma

pr(z) = 2* — 72% + aya® — Fo + 1.

Veja que a, ¢ real, pois, novamente usando as relacoes de Girard e a igualdade temos

(1;2 - )\1)\2 + >\1>\3 + )\1)\4 _I_ )\2>\3 + )\2)\4 _|_ A3)\4

— /\3—1)\21 +A2—1)\Zl +)\2_1A3_1 +)\1_1)\Zl +A1_1)\?:1 _I_)\I—IAQ—I

= M F AN+ AN A F A+ AN A3

= (12,
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ou seja, a, = a,. Como por hipétese temos que 7 também ¢é real, segue que os coeficientes
do polinémio caracteristico p,(z) sdo reais. Dessa forma, temos que as raizes de pp(x) ou
sdo reais ou vém em pares de conjugados complexos, ou seja, se A é uma raiz de pp(z), entao

X também serd. De toda forma, temos pelo Lema que se A é uma raiz do polindmio

. ~ ~—1 . , T _ ~—1
caracteristico, entao A~ também o é, e com mesma multiplicidade. Segue que A™! = (A )

¢é raiz do polinomio caracteristico. Logo, o polinomio caracteristico de T' é auto-dual. Para

n = 2 a prova é similar. Segue o resultado. m

Para finalizar este trabalho de dissertacao, enunciamos o préximo teorema, cuja demons-
tracao segue imediatamente da aplicacao do Teorema|3.4|e do Lema Como consequéncia

desse resultado, temos o Corolario [3.13

Teorema 3.12 Sejam V2" e T um elemento de SU(n, 1).

(1) Seja T lozodromico. Entao T € reversivel em SU(n,1) se, e somente se, o polinémio

caracteristico de T tem coeficientes reais.

(ii) Seja T eliptico. FEntio T ¢é reversivel em SU(n,1) se, e somente se, o polinémio

caracteristico de T tem coeficientes reais e o autovalor de tipo negativo ou indefinido

deT é1 ou —1.

(iii) Seja T = NA parabélico. Entao T € reversivel em SU(n,1) se, e somente se, o
polinomio caracteristico de T tem coeficientes reais, o autovalor nulo de T € 1 ou —1

e o polinémio minimo de N é (x — 1)3.

Prova. (i) =] Seja T' um elemento loxodromico e reversivel em SU(n,1). Vimos no
inicio deste capitulo que todo elemento reversivel de SU(n, 1) tem polindémio caracteristico
auto-dual. Segue do Lema (3.9 que T tem polindmio caracteristico com coeficientes reais.
<=| Suponha que o polindémio caracteristico de 7" tem coeficientes reais. Assim, pelo
Lema temos que o polinémio caracteristico de T' é auto-dual. Como T é loxodromico
e o polindmio caracteristico de T' é auto-dual, pelo item (v) Teorema , temos que T é

reversivel em SU(n,1).

(i1) =] Seja T um elemento eliptico e reversivel em SU(n,1). Vimos no inicio deste

capitulo que todo elemento reversivel de SU(n,1) tem polinémio caracteristico auto-dual.
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Assim, pelo Lema [3.9] temos que T' tem polinémio caracteristico com coeficientes reais.
Segue do item (i) do Teorema que o autovalor de tipo negativo ou indefinido de 7" é 1
ou —1.

<=| Suponha que o polindomio caracteristico de 7" tem coeficientes reais. Assim, pelo
Lema temos que o polinomio caracteristico de T' é auto-dual. Como T é eliptico, o
polinomio caracteristico de T' é auto-dual e o autovalor de tipo negativo ou indefinido de T’

é 1 ou —1, pelo item (i) do Teorema [3.4] temos que T" ¢ reversivel em SU(n,1).

(i7i) =] Seja T = NA um elemento parabdlico e reversivel em SU(n,1). Vimos no
inicio deste capitulo que todo elemento reversivel de SU(n, 1) tem polindmio caracteristico
auto-dual. Pelo Lema [3.9] temos que T' tem polindmio caracteristico com coeficientes reais.
Agora, se T' nao é unipotente, segue do item (iv) do Teorema que o autovalor nulo de T’
¢ 1 ou —1 e o polinémio minimo de N é (z — 1)3.

<=| Suponha que o polinomio caracteristico de 7" tem coeficientes reais. Assim, pelo
Lema[3.9temos que o polinémio caracteristico de T é auto-dual. Como T' = N A é parabdlico,
o autovalor nulo de 7" é 1 ou —1, o polinomio caracteristico de T é auto-dual, e o polinomio
minimo de N é (x — 1)3, para o caso em que T nao é unipotente, temos pelo item (iv) do

Teorema (3.4 que T ¢ reversivel em SU(n,1). =

Corolério 3.13 Sejam V(Cn’l e T um elemento de SU(n, 1), para n =2 oun = 3.

(i) Seja T loxodromico. Entao T € reversivel em SU(n,1) se, e somente se, o traco de T

¢ real.

(i1) Seja T eliptico. Entao T € reversivel em SU(n,1) se, e somente se, o trago de T' € real

e o autovalor de tipo negativo ou indefinido de T € 1 ou —1.

(11i) Seja T = NA parabdlico. Entao T € reversivel em SU(n,1) se, e somente se, o trago

de T € real, o autovalor nulo de T é 1 ou —1 e o polindmio minimo de N é (x —1)3.

Prova. (i) =] Suponha T reversivel. Entao, pelo Corolario [3.10, temos que o trago de T’

é real.
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<=| Suponha que o trago de T é real. Entao, pelo Lema o polinomio caracteristico
de T é auto-dual. Assim, como o polinémio caracteristico de T é auto-dual e T" é loxodromico,

temos pelo item (v) do Teorema [3.4] que T ¢ reversivel em SU(n,1).

(44) =] Suponha T reversivel. Entao, pelo Coroldrio [3.10] temos que o traco de T ¢é
real. Por outro lado, como T é eliptico, reversivel e tem polinémio caracteristico auto-dual,
temos pelo item (i) do Teorema que o autovalor de tipo negativo ou indefinido de T" é 1
ou —1.

<—| Suponha que o trago de T é real. Entao, pelo Lema o polinoémio caracteristico
de T é auto-dual. Agora, como o autovalor de tipo negativo ou indefinido de T é 1 ou —1,
o polindmio caracteristico de T' é auto-dual e T' é eliptico, temos pelo item (i) do Teorema

que T é reversivel em SU(n, 1).

(i4) =>] Suponha T reversivel. Entdo, pelo Coroldrio [3.10} temos que o trago de T ¢é
real. Por outro lado, como T é parabdlico, reversivel e tem polindmio caracteristico auto-
dual, temos pelo item (iv) do Teorema para o caso em que 71" nao é unipotente, que o
autovalor nulo de T' é 1 ou —1 e o polindmio minimo de N é (z — 1)3.

<] Suponha que o trago de T é real. Entao, pelo Lema o polinomio caracteristico
de T é auto-dual. Agora, como T é parabdlico, tem polindomio caracteristico auto-dual, o
autovalor nulo de T' é 1 ou —1 e o polinémio minimo de N é (z — 1)3, temos pelo item (7v)

do Teorema para o caso em que 7' nao é unipotente, que 1" é reversivel em SU(n,1). =
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