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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a prova da conjectura de Willmore no espago projetivo
real RP?(1), feito por A. Ross [24], que nos diz, para qualquer toro ¥ imerso no espaco
projetivo real RP?(1) com curvatura média H, tem-se

/(1 + H*)dA > 7°,
)
e a igualdade ¢é valida se, e somente se, X é o toro de Clifford minimo. Em termos de

superficies imersas na esfera S3(1), o resultado diz que a conjectura de Willmore é valida
para qualquer toro Y imerso na esfera unitaria S?(1) invariante sob a aplicagao antipoda.



Abstract

In this paper, we study the proof of the Willmore conjecture in the real projective
space RP?(1), made by A. Ross [24], which tells us for any torus ¥ immersed in the real
projective space RP?(1) with mean curvature H we have that

/(1 + H*)dA > 7*
)
and that the equality is true if and only if X is the minimal Clifford torus. In terms

of immersed surfaces in S3(1), this result says that the Willmore conjecture is true for
immersed tori in S*(1) invariant under the antipodal map.
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Introducao

Em 27 de Fevereiro de 2012, os matematicos Fernado Coda Marques e André Neves
anunciaram uma solu¢ao da chamada Conjectura de Willmore. A conjectura foi proposta
em 1965 pelo matematico inglés Thomas Willmore, [31], e nos diz que qualquer toro X
imerso no espaco Euclidiano R? satisfaz a desigualdade

/ H?dA > 272,
by

onde H é a curvatura média de ¥, e a igualdade é vélida se, e somente se, > é a imagen
conforme de qualquer toro de Clifford minimo imerso em S?(1) (via projecao estere-
ografica). Por outro lado, se m : S3(1) — {p} — R3 denota a projegao estereogréfica e
% € $3(1) — {p} ¢ uma superficie fechada tal que 7(X) = ¥, entao

/fﬂdﬁ: /(1 + H?)dA,
) b))

onde H e H sdo as curvaturas médias de ¥ C R? e ¥ C S3(1), respectivamente. Donde
podemos definir o funcional energia de Willmore de ¥ C S*(1) por

W(E) :/E(1+H2)dA.

Esta energia é muito interessante porque tem a notavel propriedade de ser invariante sob
transformagoes conformes de S*(1).

O presente trabalho tem por objetivo estudar algumas propriedades das superficies
isoperimétricas e expor a resolugao da conjectura de Willmore para qualquer toro (imerso)
na esfera S?(1) que é invariante sob aplicagoes antipodais, ou equivalentemente, achar o
minimo do funcional energia de Willmore para o toro imerso no 3-espaco projetivo real
RP?(1). Mas precisamente, veremos que

Se ¥ € um toro imerso em RP?(1), entdo [i,(1+ H*)dA > 72, e a igualdade € vdlida
se, e somente se, > € o toro de Clifford minimo.

De fato, estudaremos a desigualdade anterior para qualquer superficie fechada, ori-
entével de género g > 1 imersa no espaco projetivo real RP?(1). Em termos de superficies
imersas na esfera S*(1), o resuldado diz que



Se 3 € um toro imerso na esfera S3(1) invariante pela aplicagao antipodal, entdo
fz(l + H?)dA > 272, e a igualdade € vdlida se, e somente se, ¥ € o toro de Clifford
minimo.

Esta dissertagao estd dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo, faremos
uma breve introducao a Geometria Riemanniana e daremos algums conceitos basicos
de espagos de recobrimento com o intuito de fixar a notacdo e a teminologia para os
capitulos subsequentes.

No segundo capitulo faremos uma breve descricao da teoria de superficies
isoperimétricas, a qual usaremos como ferramenta para provar o teorema principal deste
trabalho. Finalmente, no dltimo capitulo, faremos o desarrolho da prova da conjectura
de Willmore no espaco projetivo real, nossa principal referéncia para este capitulo foi o
trabalho de A. Ross [21].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos os principais requisitos que serao usados neste traba-
lho. Nao temos o intuito de fazer uma exposicao sistematica nem completa desses pre-
liminares. Sempre que for possivel, damos as indicacgoes bibliograficas necessarias para
que o leitor encontre as demostracoes aqui omitidas. De um modo geral, as referéncias
para este capitulo sao [7], [L1], [17], [18], [20], [21], e as notas de aula do Profesor Rodney
Josué Biezuner.

1.1 Teoria basica da Geometria Riemanniana

1.1.1 Variedades Diferenciaveis

A nocgao de variedades diferencidveis é necessaria para estender os métodos do Calculo
Diferencial a espacos mais gerais que o R™. Assim como os espacos topoldgicos formam o
dominio natural das fungoes continuas, as variedades diferenciaveis sao o dominio natural
das aplicacoes diferenciaveis.

Ao longo deste trabalho a palavra diferenciavel significard sempre de classe C*.

Definicao 1.1.1. Seja M um espaco topolégico de Hausdorff com base enumerdvel. Um
atlas de dimensao n para M é uma familia

O ={py: Uy — M}oen

de aplicagdes continuas tais que pq : Uy — ©o(Uy) € um homeomorfismo de um aberto
U, C R™ sobre um aberto ¢, (Uy) de M para cada o € A, satisfazendo as sequintes
condicoes:

(a) Os abertos po(Uy) cobrem M, isto é

U Spa(Ua) =M

a€el

10



(b) Para todos os indices «, 5 € A, com ©o(Us) Ns(Us) = Vag # 0, as aplicagoes
Pap = 5 0P P (Vag) = 05" (Vap)

Vo = 0o 00p 05 (Vag) = 0o (Vag)

sao diferencidveis.

Figura 1.1:

Cada aplicacao ¢, é chamada uma parametriza¢ao ou carta local de uma vizinhanga
de M, e ¢,(U,) é chamada uma vizinhanga coordenada.

Se p = pu(zt, ..., 2"), entao z!,..., 2" sdo chamadas as coordenadas de p na para-
metrizacao .. Por esse motivo, a aplicagdo ¢, também é chamada um sistema de
coordenadas locais.

Um atlas diferencidvel ®, sobre M, é dito mazimal se, além das condicoes da definigao
de atlas, estiverem satisfeitas ainda esta:

(c) Se ¢, : Uy — M é um homeomorfismo de um aberto U, C R", sobre ¢, (U.,) de M,
de modo que para todo sistema de coordenadas ¢, € @, com ¢, (Uy) N, (Uy) =
Vi # 0, se tenha que

07" 000 1 0 (Vay) = 00! (Vay)
seja diferenciavel.

Uma estrutura diferencidvel para M é um atlas maximal.

11



Definicao 1.1.2. Uma wvariedade diferencidvel de dimensdo n, € um espaco to-
poldgico de Hausdorff M, com base enumerdvel, munido de uma estrutura diferencidvel
de dimensao n.

Para denotar que M ¢é uma variedade de dimensao n usaremos as vezes a notac¢ao
M".

Exemplo 1.1.1. A esfera S"(1) definida como
S"(1) = {(z, ..., 2"y e R™™; (21?2 + .+ (2" =1},
¢ uma variedade diferencidvel.

Com efeito, sejam N = (0,0,...,0,1) e S = (0,0,...,0,—1) os pdlos norte e sul de
S™(1) = S™, respectivamente. Observe que os conjuntos Uy e Us sdo abertos em S,
tais que S™ = Uy UUg, onde Uy =S"—{N} e Ug = S" —{S}, defina as aplicagoes on
e @s por

ON R" — on(R") = Uy
e= (@ a) = (e e )
Vg - R" — ps(R") =Us
r=(2',..,2") (1_5‘:‘0;”2, . 1ff|c:||z, L:Hi”i)

sao chamadas de projecao estereografica norte e sul, e suas respectivas inversas sao
definidas por
gojvl : Uy — R"
(2!, ..,z = (2t 2"
gogl ; Us — R”
(@', 2™ = (et 2,

Observe que on(R™) N pg(R™) =S™ — {N, S} # 0, donde as aplicagoes

s opn: oy (S*—{N,5}) — R"

r=(z'...,2") — (ﬁ,..., IIZTP)
oy own: oy (S"—{N,5}) — R"
r= (2, ... a") — (ﬁ,,ﬁ)

sao funcgoes diferencidaveis. Logo, a estrutura diferencidvel para S™ é dada por

D = {pa : R" = S"}acqn,sy

e pelo fato de que S™ é um espago topologico de Hausdorff com base enumerdvel, conclui-se
que S™ € uma variedade diferencidvel.

12



Exemplo 1.1.2. (O espago projetivo real RP"(1)). Seja RP"(1), o conjunto das retas de
R™ que passam pela origem.

Vamos introduzir em RP"(1) uma estrutura diferencidvel. Para isto, sejam x,T €
R"™! ¢ observe, inicialmente, que RP™(1) pode ser considerado como o espago quociente
de R"™ — {0} pela relagao de equivaléncia:

r~T<3INER-{0} talque z= Az,

0s pontos de RP"(1) serdo indicados por [z, ...,x"], onde (z!,...,2"™) =z € R"*L.
Observe que se x* # 0,
Il xz 1 l’i+1 xn—&—l
1 n+171 _ 1
[0, " = e L
x x x x

Definamos em RP"(1) subconjuntos Vi, ..., Vi1, dados por:
Vi = {[ml, Ll P 0} , i=1,...,n+1.

Geometricamente, V; € o conjunto das retas do R que pasam pela origem e nao perten-
cem ao hiperplano x* = 0. Vamos mostrar que podemos tomar os Vs como vizinhangas
coordenadas, onde as coordenadas em V; sao

Para isto, definamos as aplicacoes
$i R™ — Vi
(y17"'7yn) H [ 17"'7yl_1717y7/7 "'7yn]7
e mostremos que ¥ = {p; : R" — ‘/i}ie{ly'”’n_i_]_} ¢ uma estrutura diferencidavel, sobre
RP™(1).
Com efeito, cada aplicacao @; € biunivoca e

n+1

Jw(®) =RP(1).

Resta mostrar que wjl(ViﬁVj) € aberto em R" e go;logoi € ai diferencidvel, j = 1,...,n+1.
Como os pontos de ¢; '(V;N'V;) sio da forma:
{', .y €R™ ¢ # 0}

Portanto ¢; ' (V;NV;) € aberto em R™, e, supondo i > j (o caso i < j é andlogo),

Soj_l o Spi(yl, ,y"> = gpj_l[yla "'7yi_1a 17yi’ ""yn]

o y_l yi! X i+l yi! 1 y_z y"
TP T g 0 T T i g g
y! yiml i gyl 1y y"

13



sao fungoes diferencidveis. Logo, a estrutura diferencidvel para RP"(1) € dada por ¥, e
considerando RP"(1) com a topologia quociente. O espago RP"(1) com esta topologia é
Hausdorff e compacto, sendo denominado espago projetivo real de dimensao n.

Definigao 1.1.3. Sejam M7 e M3" variedades diferencidveis. Dizemos que uma aplicagao
F: M, — M, é diferencidvel em p € M, se dada uma parametriza¢ao ¢ : V C R™ —
My em F(p) existe uma parametrizacao ¢ : U C R™ — My em p tal que F(p(U)) C ¢(V)
e a aplicacao

¢ loFoyp:UCR"—R™
¢ diferencidvel em ¢~ (p). F é diferencidvel em um aberto de M, se € diferencidvel em
todos os pontos deste aberto.

Definigao 1.1.4. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicacao diferencidvel
Y : M — N € uma imersao se d, : Ty,M — Ty, N € injetiva para todo p € M. Se,
além disto, 1 € um homeomorfismo sobre (M) C N, onde ¥(M) tem a topologia indu-
zida por N, diz-se que 1 é um mergulho. Se M C N e a inclusio i : M — N ¢é um
merqulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

Seja M uma variedade diferenciavel e ® = {p, : U, — M }aen seu atlas maximal.
Considere uma cobertura enumerdvel por abertos ¢, (U, ) = V,, da variedade M. Dizemos
que esta cobertura é localmente finita se todo ponto de M admite uma vizinhanga que
intercepta apenas um nidmero finito de V/s.

Definigao 1.1.5. Uma particao da unidade subordinada & cobertura (V;) € uma
colecao enumeravel de funcoes reais diferencidveis &1,&a,...,&pn, ... : M — R ndo nega-
tivas, definidas em M tais que:

(1) O suporte de &; estd contido em V;. Lembramos que o suporte de uma fungdo é o
fecho do conjunto de pontos onde a fun¢ao nao se anula.

(2) Z@-(p) =1, paratodo pe M.

1.1.2 Campos Vetorias e Tensoriais
Definigao 1.1.6. Sejam v : I — M uma curva diferencidvel com y(ty) = p e
Cr(M)={f: M —R; f ¢édiferencidvel em p € M}

o espacgo vetorial das fungoes reais em M diferencidveis em p. O vetor tangente a
curva 7y em p € a fungao ¥'(to) : C;°(M) — R definida por

v (to) f = (f o) (to)-

Nota: Se na fefinicao acima, f : M — R ¢é diferenciavel para todo p € M, entao
indicaremos, para simplificar a notagao, C;°(M) simplesmente por C*°(M).

Proposicao 1.1.1. O vetor tangente v, : C3°(M) — R satisfaz a propriedade
vp(f9) = vp(f)g(p) + f(P)vp(p)

14



Demonstracao. Sejay:I C R — M uma curva diferencidvel com v(ty) = p. Entao

Y (to)(fg) = ((fg) o) (to)
= (

O

Definicao 1.1.7. Seja M uma variedade diferencidvel. O conjunto dos vetores tangentes
a um ponto p € M € chamado o espago tangente a M em p e denota por T,M.

Observacao 1.1.1. O espago tangente T,M é um espago vetorial n-dimensional, onde
n € a dimensao de M.

Denote por B = {ey, ...,e,} a base canonica de R". Seja ¢ : U C R* — V C M uma
parametrizacao de uma vizinhanca V de p = p(z) € V| entdao denotando

0
: =d z\Ci ),
oz, Pz(e:)
segue que
o) 9
ozt p’"" ox" »

formam uma base para T,M que ¢ a base coordenada associada a parametrizacao ¢,
muitas vezes denotaremos —} por 0;(p).

Observe que, se f € C°(M), entdo

9
oxl »

(fop)
oz’ ().

(f) = dea(e:)(f) =

Definicao 1.1.8. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n com um atlas
@ = {@a . Ua — M}QEA

diferencidvel. O fibrado tangente de M ¢ a variedade diferencidvel de dimensdo 2n

TM ={(p,v); pe M eveTl,M}
com um atlas U = {1, : Uy X R" = T'M},ep definido por

n ~,; 0

Definicao 1.1.9. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X, € T,M. Em termos de
aplicacoes, X € uma aplicacao de M no fibrado tangente T M.

15



Em termos de coordenadas locais, se B = { o 9 ‘

B lp " Bz |p
gente T, M associada a uma parametrizagao ¢ : U — M para pontos p € ¢(U), entao

} é a base do espaco tan-

=1

)
p

é o campo vetorial X e diferencidvel em ¢(U) se, e somente se, as fungdes coordenadas
X1, ..., X" sdo diferencidveis em ¢(U).

Outra forma de ver um campo vetorial diferenciavel em M é como uma aplicacao que
associa a cada func¢ao f € C°(M) uma outra fungao X f € C°°(M) através da expressao

(X)p) = X,
onde X, : C*(M) — R é um vetor tangente.

Definicao 1.1.10. Seja M wma variedade diferencidvel. um campo vetorial dife-
rencidvel em M é uma aplicagio X : C®°(M) — C*(M) que satisfaz as sequintes pro-
priedades

(a) X € linear: X(af +Pg) =aXf+Xg, paratodosa,fER e f,ge C®(M),
(b) X satisfaz a regra do produto: X (fg) = (X f)g+ f(Xg), para todos f,g € C®(M).

Agora denotemos o espaco vetorial dos campos vetoriais diferenciaveis em M por

X(M), isto é,

X(M)={X:C®(M)— C®(M); X € um campo vetorial diferencidvel em M}
Definigao 1.1.11. Sejam X,Y € X(M). O colchete de Lie de X e Y € definido por
[X,Y] = XY - YX.

Observacao 1.1.2. O colchete de Lie é um campo vetorial, isto €,

(X,Y]: M — TM
p = [va]p

logo [ X,Y], € T,M. Entdo

X,Y],: C®(M) — R
[ — XYL =X,(Y ) = Y (XS).

Definicao 1.1.12. Seja V' um espaco vetorial real de dimensdo finita e V* seu espaco
dual. Um k-tensor covariante em V (ou tensor covariante de ordem k) € uma funcao
real k-linear
T:Vx..xV—R
————

k—vezes

16



Um I-tensor contravariante em V é uma funcao real [-linear

T:Vx..xV"—R
—_——

l—vezes

Um tensor de tipo (k,l) é um tensor k-covariante e l-contravariante, isto €, uma fung¢ao
real multilinear
T:Vx. . xVxV"x. . .xV'—R

TV TV
k—vezes l—vezes

O espaco vetorial real dos k-tensores covariantes sobre V serd denotado por T*(V); o
espago vetorial dos I-tensores contravariantes sobre V' serd denotado por T,(V) e o
espago vetorial dos tensores de tipo (k,1) sobre V serd denotado por T (V).

Algumas identifica¢oes naturais

1. O-tensor sao numeros reais: T°(V) =R,

2. tensores do tipo (k,0) sdo k-tensores covariantes : TF(V) = Tk(V),
3. tensores do tipo (0,1) sdo I-tensores contravariantes : (V) = T;(V),
4. 1-tensores convariantes sao covetores: T(V) = V*

5. 1-tensores contravariante sao vetores: Ti(V)=V** =V.

Definigao 1.1.13. Sejam T e S tensores de tipos (k,l) e (p,q), respectivamente. Seu
produto tensorial é o tensor T ® S do tipo (k+ p,l + q) definido por

(T @ S) (V1 ey Vg, s oy W) = T(1, ey O, W o W) S (V1 ooy Vkpy W oy 9.
Exemplo 1.1.3. Sejam w',w? dois covetores (1-tensores covariantes). Entdo
w!' @ W (v, v2) = w'(vy) - W3 (vy)
¢ um 2-tensor covariante (uma forma bilinear).

Definicao 1.1.14. Seja M uma variedade diferencidvel e ¢ : U C R™ — o(U) uma
parametrizacao de uma vizinhanga de um ponto p € M. A base coordenada

0
Bp:{@ }
p

do espago tangente T,M associada a parametrizacao ¢ dd origem a uma base dual
coordenada para o espago cotangente Ty M associada a parametrizagao ¢ que denotamos
por

0

PIEEET) _n
» ox

B = {dz'|,, ..., dz"|,}.

17



dat lp 0 B Iy

By = {dz'],, ...,dx"|,} a base dual de Ty M, entdo

Observacao 1.1.3. Se B, = { 0 0 ‘ } ¢ a base para o espago vetorial T,M e

0

'l g

=0, ,j=1,...,n
P

Exemplo 1.1.4. Sejam M wma variedade diferencidavel e u,v € T,M, escrevendo w,v
em coordenadas locais temos

seque que

dln) = S u)dr, (a%

= u'(p),

logo dz'|,(u) = u'(p), similarmente, tem-se dz’|,(u) = u/(p). Dai pelo Exemplo 1.1.3,
obtém-se

u'(p) v’ (p) = da'ly(u) - da’,(v)
= (d$i’p®dl'j|p)(u7?]), Z?] = 1,...,TL.

Definicao 1.1.15. Sejam M uma variedade diferencidvel. Para cada p € M definimos
o espaco tensorial tangente T}(T,M) a M em p. Seja p : U C R™ — @(U) uma
parametrizacao de um ponto p € M. A base coordenada

0
P

do espaco tangente T,M associada a parametriza¢ao ¢ e sua respectiva base dual

0

g eeey _n
» ox

B = {dz'],, ..., dz"|,}

dao origem a base coordenada associada a parametrizacao ¢ para o espaco tensorial
tangente T} (T, M)

.0 7=

1
j
ox »

(Blk)p = {dm“ b, ® ... ® dz"™*|, ®

18



Definicao 1.1.16. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n com um atlas
O ={py:Us — M}oen. O fibrado (k,l)- tensorial de M ¢é a variedade diferencidvel
de dimensdo n + nF*!

TFEM = {(p,T); pe M e T € T,(T,M)}

com um atlas

U= {% U, x R™ TﬁTM}

acl
definido por

n

-1 .1 . .
= | vala), X T pda't],® ... det|, ® 5

0
. Q... —

ozt
p

p

Observacgao 1.1.4. O fibrado (k,l)-tensorial de uma variedade M se pode definir também
como
M = [ THT,M),

peEM

onde [] denota unido disjunta.

Definicao 1.1.17. Um campo tensorial é uma se¢ao do fibrado tensorial. Um campo
tensorial diferencidvel é uma secao diferencidvel do fibrado tensorial.

Defini¢ao 1.1.18. Um campo (k,l)-tensorial é uma aplicagcio diferencidvel
T:M—TFM

tal que woT = idys, onde 7w : TFM — M ¢é a projec¢do candnica do fibrado (k,)-tensorial
de M sobre M.

Observagao 1.1.5. A Definicao 1.1.18, € equivalente a dizer

n

-1 -1 i ; a
L= ) Tl 0dh),® . 0dt),e

+l
J
or »

®..Q

p

Y

oxd'

1 -l ~ ~ . .. . - .
onde T] 7V C M — R sdo fungdes diferencidveis para todos os indices e para todas

as vizinhangas coordenadas de M.

O espago vetorial dos campos (k, [)-tensoriais é denotado por T,* M, isto é,

T'M ={T: M —T}M; T éum campo (k) — tensorial }.
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1.1.3 Meétricas e Conexoes Riemannianas

Definicao 1.1.19. Seja M uma variedade diferencidavel de dimensdo n. Uma métrica
Riemanniana em M € um campo 2-tensorial covariante diferencidvel g, que é simétrico
(isto €, gp(u,v) = gy(v,u) para todos u,v € T,M) e positivo definido (isto €, g,(u,u) > 0,
se u # 0). Uma variedade diferenciavel M com uma métrica Riemanniana g dada €
chamada de variedade Riemanniana.

Observagao 1.1.6. g € T#M, isto é,

g: M — T2M
p = gp: T,MxT,M — R
(u,v) —  gp(u,v)

Notacao: Na maioria das vezes a métrica Riemanniana serd denotado por g, = (-, -),.

Em outras palavras, uma métrica Riemanniana em M é uma aplicacao que associa
a cada ponto p € M um produto interno (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva
definida)

no espago tangente 7,M.

Escrevendo o tensor métrico em coordenadas: Sejam ¢ : U C R* — V C M uma
9 8

ozt p’ Y oz P
de T, M associada a esta parametrizacao, para cada p € V, e By = {daz|,, ..., dz"|,} a
base dual para o espago cotangente 777 M, logo

a base coordenada

parametrizacao de uma vizinhanca V' de M, B, = {

g T,MxT,M — R
(u7 U) — gp(“’ﬂ U) = <u7 U>P

escrevendo u,v € T,M em coordenadas temos

U= ;U (p)@

p

)
p
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logo

gp(u,v) = (u,v),
_ <Zzlui(p)aiz ;2 j(p)% p>p
> < 2| p>pu1<p> )
_ jzl <aii p,% p>pdxi|p(u) - da], (v)
= jZ:l < 8‘; K % p>p (dz'], ® da’,) (u,v)

Portanto, a métrica em coordenadas é dada por

9p = Z gij(p)da’l, @ dal,,
onde as funcoes g;; : V' — R sao definidas por

ij=1
0

9i;(p) = <—Z > :

J ox o/,

Observagao 1.1.7. A métrica Riemanniana g € diferencidvel no sequinte sentido: Se

0

, —
j
» ox

p:UCR"-VCM

€ uma parametrizacao de uma vizinhanga V- de M, B, = {a%l

d
P B |p
denada de T, M associada a esta parametrizagdo, para cadap € V, e B, = {dx*|,, ..., dz"|,}
€ a base dual para o espago Ty M, entao as fungoes

} € a base coor-

Gij : VcM — R
p —>g@-j(p)=<%

- >
) Oxd
p xpp

sao diferencidveis.

Sempre que for necessario denotaremos a variedade Riemanniana M junto com sua
métrica Riemanniana g por (M, g).

Exemplo 1.1.5. (Métrica para a esfera unitdria S™(1)). Da projecdo estereogrdfica de-
finida no Exemplo 1.1.1, tem-se

PN R™ — on(R") = Uy
— (1 n 221 2" [l]~1
r=(alna) = (B e
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26k, _ 4adghk
0l TP T ey ¢ ARt
8xj (ZE N dxd
W Se k’ =N + 1

Seque-se, que as componentes do tensor métrico nas coordenadas dadas pela parame-
trizacao @y sao

S = (2 By Z O (1)er, S > S
Jii o\ 02t T O on (@) B o’ < Oz :
N(T Rn+1

n+1

n+1 n+1

_ Ol Oy (en, e)gnn — 0ok ¢y N~ 99 0p
dai Oxi * P TUE Ozt Oxi M — Ox’ OxI

k=1 k=1

_ HZH< 20y 4o’ x® ) ( 201 4ot ) N 1622
o\l @z Nl (@ 2l (@ flel?)

HZH < Aoidr; 8(OpiIa® + Opjaiak) 16xixj(:ck)2) 162 27
N ( (

=\ (14 ||=)?)* (1+[|]12)° (1+[|]2)* 1+ [l]?)
_ 46;; 162z 16227 ||z ||? 16227

A+ [~ W o) @) (L ol

40;; 162" 2? 1622’

- 2\2 53 T 2)3

(T4 @+ =*)” @+

(1+ [|l2]12)?

Dai 16
gij(z) = ——L—, i,j=1,..,n.
(1+ [l?)?

Definigao 1.1.20. Seja M™ uma variedade Riemanniana e R C M uma regido (= con-
Junto aberto e conexo) cujo fecho é compacto, tal que R estd contida em uma vizinhang¢a
coordenada (U) de uma parametrizagio ¢ : U — o(U) C M e a fronteira de o~ (R)
tem medida nula em R™. O volume de R € definido por

vol(R) = / \/det(gq;)dar?
e~ H(R) ’

Se R C M € um compacto, tome qualquer cobertura finita {V;}i=1. . de R por vizinhang¢as
parametrizadas de M e consz’dere uma parti¢ao da unidade {p;}i=1,. n subordinada a esta
cobertura; se p; : U; — V;, i = , N 8ao parametrizacoes destas vizinhangas, definimos

vol(R) = Z/_l pir/det(gi;)d

Se f: M — R ¢ uma funcdao continua com suporte compacto R, definimos

/de Z/_l(R z))\/det(gi;)dzt...dz™.
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Para o que se segue covém observar que X(M) é um modulo sobre C*°(M), isto é,
X(M) tem uma estrutura linear quando tomamos como escalares os elementos de C*°(M).

Definicao 1.1.21. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Uma conexao
V em M é uma aplicagao

V:X(M)xX(M)— X(M)
denotada por (X,Y) — VxY que satisfaz as sequintes propriedades:
(a) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
(b)) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
() Vx(fY)=fVxY + X(f)Y.

Para todos os campos X,Y,Z € X(M) e para todas as fungoes f,g € C*°(M). Dizemos
que VxY € a derivada covariante do campo Y na direcao de X.

O simbolo VxY deve ser interpretado como a derivada direcional do campo Y na
direcao X.

Observacao 1.1.8. Se V € uma conexao em uma variedade diferencidvel M, entdo
(VxY), depende apenas do valor de X em p e do valor de Y ao longo de uma curva
tangente a X,.

Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexao V. Se B = {0(p),...,0n(p)}
¢ uma base do espago tangente T,,M, entao

(V5,0;) ZP iji=1,..n. (1.1)

Definicao 1.1.22. As funcoes diferencidaveis Ffj definidas pela expressao (1.1) sao cha-
madas stimbolos de Christoffel associados a parametrizacao particular utilizada.

Observagao 1.1.9. Sejam M wuma variedade Riemanniana com uma conexao V e XY
campos de vetores em X(M), se B, = {0i,...,0,} € uma base coordenada do espaco
tangente T,M, entao a expressao local para o campo VxY ¢é

VXY:Z( X(YF) +ZX"YJF’“>
k=1 1,7=1

Exemplo 1.1.6. (Conexdo FEuclidiana). Identificando espagos tangentes em R™ com o
proprio R™, vetores tangentes com vetores de R"™ e campos vetoriais em R™ com aplicagoes
diferencidveis R — R, definimos a conexao euclideana por

V: X[RY x X(RY) — X(RY)
(X,Y) — (VxY), = dY, (X)),
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ou seja, a derwada direcional do campo Y em p na dire¢ao de X,. Observe que a conexao
euclidiana satisfaz todas as condicoes da Defini¢cao 1.1.21. :

(VixigyZ)p = dZ,[(fX + gY),]
dZ,(f(p)X, + g(p)Yy)
= f(p)dZ,(Xp) + 9(p)dZ,(Y))
= f(P)(Vx2)p +9(0)(VyZ),,

Vx(Y+2)], = dY +2),(X,) = dY,(X,) + dZ,(X,)
(VXY)p + (VXZ)pv

[VX(fY)]p = d(fY)p(X,) = f(p) [dY;)(Xp)] + df(Xp)Y,
= J)(VxY), + X(/)(2)Y,.

A Definicao 1.1.21., nao é tao transparente quanto a de estrutura Riemanniana. A
seguinte proposi¢ao, no entanto, devera esclarecer um pouco a situacao.

Proposicao 1.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao V. FEntao
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva
diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial 2¥ d ao longo de ¢, denominado derivada
covariante de V ao longo de c, tal que:

(a) B(V+W) =274 2W

t

(b) 2(fv) = %(V) + fE2L, onde W é um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma

fungao diferencidvel em 1.
(¢) Se V' ¢é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y(c(t)),
entao % =VaY.
dt
Demonstracao. A demonstragao da proposigao pode ser encontrada em [I1], Cap. 2,

P. 55.
U

Defini¢ao 1.1.23. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com uma conexao V. Di-
zemos que a conexao ¢ compativel com a métrica g quando ela satisfaz

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ), XY € X(M). (1.2)

Definigao 1.1.24. Uma conexdo V em uma variedade diferenciavel M ¢é dita stmétrica
quando

Teorema 1.1.1. (Levi-Civita) : Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica
conexao NV em M satisfazendo as condigoes:
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(a) V € simétrica.
(b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstracao. A demonstracao do teorema pode ser encontrada em [I 1], Cap. 2, P.
61.

O

Observacgao 1.1.10. A conexdo dada pelo teorema acima € denominada conexdo de
Levi-Civita (ou Riemanniana) de M.

Lema 1.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexao Riemanniana V.
Entao, para todos os campos X,Y, 7 € X(M), vale

<VYX7 Z> = % (X<Y> Z> +Y<Xv Z> - Z<X’Y> - <[X7Y]>Z> - <[X’ Z]>Y> - <[Y7 Z]’X»

Demonstracao. A demonstracao do lema pode ser encontrada em [18], Cap. 5, P. 69.
O

Observacao 1.1.11. Se M é uma variedade Riemanniana com uma conexdao Riemanni-

ana V, entao
n

1
Ff] = 5 Z(aigjm + ngim — 8mgij)gmk. (14)

m=1
De agora em diante, sempre que nos referimos a uma variedade Riemanniana, esta-

remos supondo que ela estd munida da sua conexao Riemanniana.

Definicao 1.1.25. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma curva dife-
rencidvel v: I CR — M € uma geodésica se
D~/
dt

() =0

para todo t € I.

1.1.4 Curvatura

Nesta subsecao, recordaremos alguns dos conceitos basicos de curvatura em uma
variedade Riemanniana. A curvatura, intuitivamente, mede o quanto localmente uma
variedade Riemanniana deixa de ser o espago Euclidiano.

Definicao 1.1.26. Seja M uma variedade Riemanniana. O endomorfismo curvatura
de M é um campo (3,1)-tensorial

R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M)

definido por
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ.
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Observagao 1.1.12. R ¢ multilinear sobre C*(M).

Proposicao 1.1.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Temos
R(0:,0;)0k = (Vo,Va, — V5, Vo, )0k

Em particular, as componentes do tensor endomorfismo curvatura sao

i ort.  ort
! o ml m ik k

Observagao 1.1.13. Seja M é uma variedade Riemanniana, entdo

R(X,Y)Z= Y RLXYIZ'0, XY, ZeX(M). (1.6)
ij,k,l=1

Definicao 1.1.27. Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de M €
um campo 4-tensorial covariante

R:X(M)xX(M)x X(M)xX(M) — C*(M)

definido por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W).

Definicao 1.1.28. Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de
Ricci de M, denotado por Ric, € um campo 2-tensorial covariante definido como o trago
do tensor endomorfismo curvatura em relagao ao seu indice contravariante e sequndo
indice covariante ou, equivalentemente, como o traco em relacao a métrica do tensor
curvatura no seu sequndo e ultimo indices. Portanto, os componentes da curvatura de

Ricci sao dados por
n n
_ ko _ km
Rij = ZRZM = Z 9" Rikjm-
k=1 k,m=1

Observagao 1.1.14. A curvatura de Ricci € um campo tensorial simétrico, isto €,
Rij - Rﬂ

Definicao 1.1.29. Seja M uma variedade Riemanniana. A curvatura escalar de M,
denotada por S, € a funcgao real S : M — R definida como o trago em relacao a métrica
do tensor de Ricci
n
. 11
S =tryRic = E g7 R;;.
ij=1
Relacionado com o tensor curvatura esta a curvatura seccional, que passaremos a

definir. Dados um espago vetorial V' com produto interno (,) e x,y € V, indicaremos
|z A y| por a expressao

VizPlyP = (2, 9)%,
que representa a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par de vetores
r,y e V.
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Definicao 1.1.30. Seja M uma variedade Riemanniana. Dado p € M e um subespaco
bi-dimensional o C T,M, o nimero real

R(x,y,x,y)

K(o) = K(ay) = =0

I

onde x,y € uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccitonal de o em p.

1.1.5 Imersoes Isométricas

Seja 1) : M — M uma imersao de uma variedade diferencidvel M de dimensdo n em
uma variedade Riemanniana M de dimensdo k = n + m. A métrica Riemanniana de
M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M: se u,v € T,M, define-se
(u,v)p = (dipp(u), dipp(v)) (- Nesta situacdo, ¢ passa a ser uma imersao isométrica de
M em M.

O objetivo desta subsecio é estudar as relacoes entre as geometrias de M e M. Ini-
cialmente notamos que, para cada p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que
Y»(U) € M é uma subvariedade de M. Isto quer dizer que existe uma vizinhanca U C M
de 1(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R* em um aberto V do R*, tais que ¢ aplica
difeomorficamente ¥(U) N U em um aberto do subespaco R C RF.

Para simplificar a notagdo, identificamos ¢ (U) com U e cada vetor di),(u) € Ty M,
comu€T,M,pelU.

Para cada p € M, o produto interno em T},M, decompoe T, M na soma direta
TPM =1,M® (TpM)J_7
onde (T,M)* é complemento ortogonal de T,M em T, M.

Denominamos espago normal da imersdo ¢ em p ao conjunto (7,M)*. Assim, cada
v € T, M pode ser escrito como

v=ov"+ovt, Wl eT,M e vt e (T,M)*"

T 1

Diz-se que v* ¢ a componente tangencial de v e v a componente normal de v. Tal
decomposicao é diferenciavel no sentido que as aplicagoes de T'M em T'M dadas por

(p,v) = (p,0") e (p,v) = (p,v?)
sao diferenciaveis.
A partir da decomposicao acima, obtemos o fibrado normal em M

Mt = [ (T,M)"

peEM
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Observe que neste caso

NI _ 1L
TM| oy =TM & TM".

A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sao campos dife-
renciaveis locais de vetores em M, e X, Y sao suas respectivas extensoes locais a M,
definimos a conexao em M por

VY = (VeY)T
xY = X .

No que se segue, indicaremos por X(M)1 os campos diferencidveis em U de vetores
normais a ¥ (U) ~ U.

Observagao 1.1.15. Se X,Y € X(M) e X, Y sdo suas respectivas extensoes locais a
M | entao - o -
VY = (VYT + (VY)' = VY + (VgY)h, (1.7)
de modo que o o
(VYY) =VxY — VY.
Queremos definir a segunda forma fundamental da imersdo ¢ : M — M. Para isto
convém introduzir previamente a seguinte definicao. Se X,Y sao campos locais em M,
B(X,Y) :=VgY — VY, (1.8)
é um campo local em M normal a M.

Observe que a defini¢do acima, estd bem definida, isto é, B(X,Y) ndo depende das
extensoes X, Y. Com efeito, se X é outra extensao local de X a M, entao

(VxY)™ = (Vx,Y)" = (VxY = VxY) = (Vg Y = VxY)
_ VY Ve Y
= v?*?lv‘
Como em M, X — X, = 0, concluimos que

(VxY)' = (Vg Y)™
Analogamente, se Y7 é outra extensdo local de Y a M, entdo
(VxY)' = (VY

Proposigao 1.1.4. Se X, Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)* definida
por
B(X.Y) = (VxY)*

¢ bilinear e simétrica.
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Demonstragao. Sejam X,Y,Z € X(U), f € C*(U) e X, Y, Z, f suas respectivas
extensoes locais a U. Entao

B(X,Y) = VgY —VyY
= VxV — VX + VX — VxY — (=Vy X + VyX)

[(X,Y] - [X,Y]+ B(Y,X) = B(Y, X)

pois, em M, [X,Y] = [X,Y]. Com isso, B é simétrica.
Observe também que em M
B(fX,Y)=VY = VixY = fV5Y — fVxY = fB(X,Y).
Além disso,
B(X+Y,Z) = Vx,vZ—VxivZ

= Vyi — sz + 677 — VYZ
B(X,Z)+ B(Y, Z).

Usando a simetria de B provamos assim a linearidade na segunda componente. Portanto,
B é bilinear.

O

Como B ¢ bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coordenadas, que o
valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y(p).

Notagao: Na maioria das vezes a métrica Riemanniana sera denotado por

g T,MxT,M — R
(u7 U) — gp(“’ﬂ U) = <u7 U>P

G (T,M)" x (T,M)" — R
(u, ) — Gp(u,v) = (u,v),

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejam p € M e n € (T,M)*.
A aplicacao H,, : T,M x T,M — R definida por

Hy(z,y) = (B(z,y),m),  x,y€T,M,
é, pela Proposicao 1.1.4, uma forma bilinear simétrica.
Definicao 1.1.31. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
II(x) = Hy(z,x)

¢ chamada a segunda forma fundamental de v em p sequndo o vetor normal 7).
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As vezes se utiliza também a expressao sequnda forma fundamental para designar a

aplicagao B que em cada p € M é uma aplicagao bilinear, simétrica, tomando valores em
i
(T,M)~.

Proposigao 1.1.5. (1) A aplicagio (X, X(M) x X(M)*+ — S,(X) € X(M) ¢

S
bilinear sobre C*°(M); Além disso, (S,(X)), depende apenas de X, e n,, e existe uma

aplicacao induzida por S de T,M x (Tp]\/_l')L sobre T,M, onde p € um ponto qualquer de
M.
(2) Para cada n € (T,M)", tem-se

9(5,(X),Y) = g(B(X,Y),n) (1.9)

para todo X,Y € T,M; Além disso, S, € uma transformacao linear e simétrica de T, M,
com respeito de g,.

Demonstracao. A demonstracao da proposigao pode ser encontrada em [17], Cap. 1,
P. 14.

O

Observe que a aplicacao bilinear H,, fica associada a uma aplica¢ao linear auto-adjunta
Sy T,M — T,M por
<S77(ZL’), y) - Hn(JT, y) - <B(ZL‘, y)v 77>
Esta aplicagao linear auto-adjunta é chamada de operador forma. A proposicao se-

guinte nos da uma expressao deste operador associada a segunda forma fundamental em
termos da derivada covariante.

Proposicao 1.1.6. (Férmula de Weingarten). Sejam p € M, x € T,M, n € (T,M)*
N uma extensao local de n normal a M. Entao

S, (@) = ~(Vo V).

Demonstragao. Sejam z,y € T,M, X,Y extensoes locais de z,y, respectivamente, (e
tangentes a M) e X,Y extensoes locais de X,Y respectivamente. Entao (N,Y) =0, e
portanto

(Sn(x),y) = Hylz,y
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Teorema 1.1.2. (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entdo

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y,y)) — | B(z,y)*.

Demonstragao. Sejam X,Y extensoes locais ortogonais de z,y, respectivamente, e
tangentes a M; indicamos por X, Y as extensoes locais de X,Y a M. Entéo

K(z,y) — K(z,y) (R(X,Y)X,Y)(p) — (R(X,Y)X,Y)(p)
(VyVXX VxVyX 4+ Vixy X

( VX — VXVyX—l-V[X{/X

(VyVxX —VxVyX — (VyVX — VgV X), Y)(p) +
(VixyX = Vix 71X, Y)(p).

Observe inicialmente que o ultimo termo se anula, pois

(VixyX = Vi X, Y)(p) = (Vg1 X) " Y)(p) = 0.
Por outro lado, se indicarmos por Ei, ..., E,,, m = dimM — dimM, campos locais

ortonormais e normais a M, tem-se

B(X,Y)=> Hi(X,Y)E;, H;=Hg, i=12...m.

i=1
Como B(X,Y) = VY — VxY. Segue-se que
VX =B(X,X)+ VxX. (1.10)
Portanto, em p,

VyViX = Vy(B(X,X)+ VxX)

= Vy (Z Hi(X, X)E; + VXX>
=1
= Y {H(X, X)Vy B, + Y Hi(X, X)E;} + Vy Vx X.

i=1

Logo, em p,

(VgVX)Y) = <Zm:{Hi(X,X)vyEi+YHi(X,X)Ei},Y>+<V,—/VXX,Y)

= > {H(X,X)(VyE,Y) + YH(X,X)(E;,Y)} + (Vy Vx X,Y)

i=1
m

= > Hi(X,X)(VyE;,Y)+ (VyVxX,Y).

=1
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Dai

(VyVX,Y) =) Hi(X,X)(VyE,Y) + (VyVxX,Y). (1.11)
i=1
Observe que o
0=(B(Y,VxX),Y)=(VyVxX — VyVxX,Y),

entao

(VeVxX,Y) = (VyVxX,Y). (1.12)
Por outro lado

Hy(Y)Y) = (B(Y,Y),E;) = (VyY — VyY, E))

o~~~

Dai
(Y, VyE;)) = —H,(Y,Y). (1.13)

Utilizando as equagoes (1.13), (1.12) em (1.11), obtém-se

(VyVgX,Y) = — i Hy(X, X)H;(Y,Y) + (VyVxX,Y). (1.14)

i=1
Analogamente,

(VgVyX,Y) = — Xm: Hy(X,Y)H;(X,Y) +{(VxVyX,Y). (1.15)

i=1
Utilizando as equagoes (1.14) e (1.15) na seguinte equagao
K(l’,y) - ?(%y) - <VYVXX - VxVyX — (v’vXX — Vs

H

v
— iHZ-(X,X)Hi(Y,Y)—i (X, Y)H (X, Y).

Obtém-se o
K('Ta y) - K('Ta y) = <B(QZ, $), B<y7 y)> - ‘B(LE, y)|2
O
Uma imersdo ¢ : M — M é geodésica em p € M se para todo 1 € (T,M)* a segunda
forma fundamental 17, é identicamente nula em p. A imersao ¢ ¢ totalmente geodésica

se ela é geodésica para todo p € M. A razao desta terminologia é dada pela seguinte
proposicao.

Proposicao 1.1.7. Uma imersio ¢ : M — M € geodésica em p € M se, e somente se,
toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.
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Demonstracao. veja [I1], Cap. 6, P. 145.
[

Definicdo 1.1.32. Uma imersao ¢ : M — M €é minima se para todo p € M e todo
n € (T,M)* tem-se que trago S, = 0.
Escolhendo um referencial ortonormal E, ..., E,, de vetores em X(U)*, onde U é uma

vizinhanga de p na qual ¢» é um mergulho, podemos escrever, em p,

m

B(%,y):ZHZ<$,y)E“ l’,yETpM,

i=1

onde H; = Hp,. Logo o vetor normal ¢ dado por

1 m
H=- traco S;)FE;,
- ZZI( ¢o S;)
onde S; = Spg,, nao depende do referencial E; escolhido. O vetor H é chamado o
vetor curvatura média de ¢. E claro que ¢ é minima se e s6 se H(p) = 0, para todo
p e M.

A razao da palavra minima neste contexto é que tais imersoes minimizam o volume
da métrica induzida do mesmo modo que as geodésicas minimizam o comprimento de
arco. Mais precisamente, se M C M é uma subvariedade minima e  C M um domifnio
suficientemente pequeno de M com bordo 0f2 regular, entao o volume de 2 na métrica
induzida é menor ou igual ao volume de qualquer outra subvariedade de M com o mesmo
bordo.

Definicao 1.1.33. Sejam M wuma variedade riemanniana com métrica { , ), p € M
e f: M — R uma funcao diferencidvel. O gradiente de f em p € o (unico) vetor
gradf(p) € T,M que satisfaz

(gradf(p),v) = df,(v) =v(f), VveT,M.

1.2 O Toro de Clifford

Seja S'(r) o circulo de raio r em R? definido por
SY(r) = {r(cosf,sinf); 0<0<2r}.
Entéao o toro de Clifford em R* é definido por

1 1 1
T? =§! (—) xS! (—) = {— cosf,sinf,cosp,sinp); 0<60<2mr, 0<p< 2%}.
7 7 ﬁ( p,sing); 0<6< <p<
Uma parametrizacao desta variedade é dada por
x: [0,27] x [0,27] — R*
0, ) > \/Lﬁ(cos 6,sin 0, cos p, sin ).
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Observe que x([0,27] x [0, 27]) C S3(1), pois para todo (6, ¢) € [0, 2] x [0,27], tem-se
que

1
Ix(8, ) ||* = 5(0082 0 + sin® @ + cos® p + sin® ) = 1.

1.2.1 Meétrica e Volume do Toro de Clifford

Seja x : [0,27] x [0,27] — T? a parametrizagao anterior, definida por

1
X = —(cos f,sin b, cos p, sin ).
\/5( ¢, sin o)
Temos,
ox 1 )
%(9, ) = 5(— sinf, cos 0,0, 0),
1
Z_Z(ev 80) = 5(07 0, —singp, cos 90)
Dai
o o
1
= —(cos?0 +sin?0) =

2

0x 0x
Ji12 = 921=<%,%>:
B 0x 0x
- (220)

1y 1
= 2(Cos © + sin gp)—2.

SR Y

Portanto a métrica do toro de Clifford é dada por

|

O NI
= O

@)= |

Agora, pela definigao de volume, tem-se

vol(T?) = / det(g;;)d0dy
[0,27] x[0,27]

1
= / —dfdy = 27°.
[0,27]x[0,27] 2

Portanto o volume do toro de Clifford é 272
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1.3 Espacos de Recobrimento

Os espagos de recobrimento se introduzem, muitas vezes como simples ferramentas,
porque eles sao geralmente mais simples do que aqueles espacos que cobrem: Por exemplo,
S™(1) frente a RP™(1), como veremos mais adiante.

11,

Figura 1.2: Aplicacao de recobrimento

Definicao 1.3.1. Sejam )Z, X espagos topologicos e p : X = X uma aplicagao continua
p, chama-se aplicagao de recobrimento quando para cada ponto x € X, existe uma
vizinhanga V- C X de x, tal que p~*(V) = U, Ua € uma reuniao de abertos Uy, dois
a dois disjuntos, cada um dos quais se aplica por p homeomorficamente sobre V. Cada
aberto V' desse tipo chama-se uma vizinhanga distinguida. O espago X chama-se uma
espaco de recobrimento de X e, para cada v € X, o conjunto p~*(x) chama-se a fibra
sobre x, As vezes, X chama-se a base.

Observacao 1.3.1. Se p: X = X éuma aplicacao de recobrimento, 0s espacos X e
X sao localmente idénticos, mas podem ser completamente distintos num sentido global.

Exemplo 1.3.1. Seja RP?(1) o quociente de S*(1) pela relagdo de equivaléncia que iden-
tifica dois pontos antipodas (x e —x). A aplicacdo p : S*(1) — RP*(1) que associa a cada
x € S™(1) a sua classe de equivaléncia {x,—z} é um recobrimento.

Definicao 1.3.2. Se p: X — X é uma aplica¢ao de recobrimento e x € X, a cardinali-
dade dos conjuntos p~*(x) é chamada de nimero de folhas do recobrimento.

Definicao 1.3.3. Sejam X, Y, Z espacos topologicos e f : X — Y, h: Z — Y
aplicagoes continuas. Um levantamento de h (relativamente a f) é uma aplicagao
continua h : Z — X tal que foh = h.
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Observacao 1.3.2. Os levantamentos das funcoes diferencidveis sao diferencidveis.

Observagao 1.3.3. Se f: X — Y ¢ uma aplicagdo de recobrimento e h: Z —Y uma
aplicacao continua com Z simplesmente conexa, entao existe um levantamento h: Z —
X de h.

Teorema 1.3.1. Para toda variedade diferencidvel M existe uma aplicagao de recobri-
mento p : M — M com M simplesmente conexo.

Teorema 1.3.2. Sejam (My,q1) e (Ms,g2) duas variedades Riemannianas.  Se
W My — My € uma imersao isométrica de (My, g1) em (Ma, g2), entao para cada fun¢ao
f My — R continua e com suporte compacto em My vale

fdv(g2) = | fovdu(gr),

M, M,y
onde dv(gs) e dv(gy) denotam os elementos de volume.
Demonstragao. veja [21], Cap. 4, P. 115.
O

Corolario 1.3.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, p M — M uma aplicacao
de recobrimento de k—folhas e g = p*g. Para cada funcao f : M — R continua e com

soporte compacto em M
1 N
[ savtg) = [ fopavie
M M

Demonstracao. Seja ® = {p, : Uy, = M },en 0 atlas maximal de M. Tome qualquer
v € PeVs=s(Upg) C M. Como p: M — M é uma aplicagao de recobrimento. Entao
existe k coberturas disjuntas Vﬁl, - VB’C de M tais que

Observe que para cada m € {1,...,k}, a aplicacdo de recobrimento p é uma difeo-
morfismo de V3" sobre Vs. Resulta entao que para qualquer m € {1,..,k}, p é uma

imersao isométrica de (17/3”1, g) em (V3s,g). Logo, pelo Teorema 1.3.2., para cada funcao
f M — R continua e com suporte compacto em Vj, tem-se

/Mfopdv(é) = Z fop du(g)

VTYL

= k[ fdv(g)
Vs

— ) /M fdu(g)



Agora, considere (A\g) uma parti¢do da unidade subordinada ao atlas ® e uma fungao
f M — R continua com suporte compacto em M. Logo,

| revata) = [ st

BEA

= > [ watavty

BeA

_ Z%/M(Aﬁop)(fop)dv(é)

BeA

= 1 [ forda)
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Capitulo 2

Problema Isoperimétrico e
Supertficies Isoperimétricas

O problema isoperimétrico classico pode entao ser enunciado da seguinte forma:

FEntre todas as curvas fechadas simples ¢ : I C R — R? de dado comprimento L = L(c),
achar aquelas para as quais a drea do interior de ¢ é mdrima.

A solucao deste problema era conhecida desde a antiguidade. Aristételes, no século
IIT A.C., enunciava explicitamente que o circulo era a solucao do problema isope-
rimétrico. Porém, nao havia demonstracao: a afirmagao era verdadeira devido a razoes
filosoficas.

Varias demonstracoes desta propiedade de circulo apareceram, ligadas a grandes no-
mes da matematica, algumas incompletas. Entender bem o que é uma solucao completa
do problema isoperimétrico foi muito importante para a formulagao correta do que é a
solucao de problemas variacionais em matematica. Principalmente no que se refere ao
aspecto existencial das solugoes.

Neste capitulo, M denotara uma variedade Riemanniana compacta, orientavel sem
fronteira, e de dimensao 3, e ¥ uma superficie diferenciavel compacta e orientavel. O
volume de M sera denotado por V' = V(M). Alguns dos resultados que veremos mais
adiante sao também verdadeiros em dimensao maior. No entanto, por questoes de clareza,
iremos considerar somente o caso de dimensao 3.

2.1 O Problema Isoperimétrico para uma Regiao

Seja M uma variedade Riemanniana com volume V(M) € [0,00). Dado um niimero
positivo v < V(M), o problema isoperimétrico para uma regido consiste em achar uma
superficie compacta ¥ (mergulhada) em M tal que

(1) 3 delimita uma regiao © de volume V() = v, e

(2) X minimiza a drea sob a restrigao (1),
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Figura 2.1: Problema isoperimétrico em uma regiao

Existéncia e regularidade para o problema isoperimétrico tem sido considerados por
vérios autores. Dos trabalhos de [1], [I1] e [13], Antonio Ros no artigo [25], considerou o
seguinte resultado.

Teorema 2.1.1. Se M € uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo 3, entdo,
para qualquer v, 0 < v < V(M), existe uma regiao compacta Q C M cugjo bordo 0 =X é
uma superficie com curvatura média constante mergulhada em M, que resolve o problema
1soperimétrico acima.

Definicao 2.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensao 3. Uma
superficie > mergulhada em M € chamada de superficie isoperimétrica se, dentre
todas as superficies merqulhadas que delimitam alguma regiao 2 C M de algum volume
V(Q) =v,0<0v < V(éw), > tem drea minima. Cada regiao £ desse tipo chama-se
regiao isoperimétrica.

Para ter uma ideia geométrica vejamos o exemplo das bolhas de sabao, (veja a Figura
2.2), que sao uteis para melhorar a nossa intuigdo sobre o comportamento das solugoes
do problema isoperimétrico. Do ponto de vista tedrico, uma pelicula de sabao é uma
membrana que também ¢é um liquido homogéneo. Para deduzir como a pelicula de sabao
em equilibrio empurra o espaco perto dele, vamos cortar um pequeno pedaco X na mem-
brana. Se queremos que X permaneca em equilibrio, devemos reproduzir de alguma
maneira o restante da membrana sobre a peca, devido a hipdtese dessa acao é dada por
uma distribuicao de forcas ao longo da fronteira de . Além disso, estas forcas seguem
a direcao do vetor normal v: elas sao tangentes a membrana e normal a fronteira de .
Finalmente, a homogeneidade implica que o comprimento dos vetores desta distribuicao
¢é constante, digamos de comprimento 1, e assim, empurra o espago 2 em torno dele, com
uma forca determinada por

F(X) = /aE vds.

Definicao 2.1.2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo 3. O
perfil isoperimétrico de M é uma func¢ao continua Iy : (0,V(M)) — R, definida por

In(v) = min{A(0Q); Q C M regigo com V() = v}.
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Figura 2.2: bolha de sabao

Observacgao 2.1.1. O complemento de uma regiao isoperimétrica é uma oulra regiao
isoperimétrica, In; é sempre simétrica, isto €, In(V (M) — 2v) = Ip(v).

Propriedades gerais desta fungao serao consideradas na préxima subsecao. Limites
inferiores explicitos para o perfil I, sao muito importantes em aplicacoes e sao chamados
desigualdades isoperimétricas. Para os resultados deste tipo, veja [3], [9], e [12].

Teorema 2.1.2. Superficies isoperimétricas em R? sao esferas redondas.

Demonstracao. veja [25], Cap. 3, P. 151.

Teorema 2.1.3. Superficies isoperimétricas em S3(1) sao esferas geodésicas.

Explicaremos agora varios fatos sobre superficies estaveis de curvatura média cons-
tante. Alguns destes argumentos de estabilidade nos permitem resolver o problema iso-
perimétrico no espaco projetivo real RP?(1).

2.1.1 Superficies Estaveis

A estabilidade é uma nogao fundamental no estudo do problema isoperimétrico. Mais
adiante veremos varias consequéncias interessantes desta ideia.

Seja M uma variedade Riemanniana e {2 C M um dominio relativamente compacto
cujo bordo 0f2 = ¥ é uma superficie. Sujeitaremos X a variagoes que mantenham o
volume de 2 fixo (pelo menos até segunda ordem).

Definicao 2.1.3. Seja ¢ : X — M wma imersao de uma superficie compacta, conexa e
orientdvel ¥ com borbo 0% (possivelmente = (), na variedade Riemanniana orientdvel
M tal que a orientacdo de Y seja compativel com a orientacao de M. Uma variagcao
de v € uma aplicacdo diferencidvel

X : XX (—€€6) — M

satisfazendo as sequintes condigoes:
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1. A aplicagio X (-,t) : ¥ — M € uma imersdo para todo t € (—e€,¢€)
3. X(Vt)‘az = waz para todo t € (—€,¢€).

O campo de vetores W (p) = %—)t(‘ o €m X é chamado de campo variacional associado
a variacao X.

O funcional drea A : (—e¢,€) — R associado a variagdo X é dado por

Alt) = /Z s,

onde d¥; denota o elemento de volume de Y na métrica induzida por X;.

O funcional volume V : (—e¢, €) — R associado a variagao X é dado por

V(t) = / X*dM,
[0,t]x%

onde dM denota o elemento de volume de M.
Lema 2.1.1. Seja ¢ : ¥ — M uma tmersao com curvatura média H. Se
X : XX (—€€) > M

¢ uma variacao de 1, entao

(a) 2(0) = -2 [, H fdX

(b) G (0) =—J5 fdx,
onde f = (W,N) e N € o campo normal unitdrio a X.
Demonstracao. veja [5], Cap. 2, P. 125.

OJ

Observacao 2.1.2. Uma variacao € normal se W € paralelo a N e preserva volume
se V(t) = V(0), para todo t € (—¢,€).

Lema 2.1.2. Seja ¢ : ¥ — M uma tmersao com curvatura média H. Dado uma func¢ao
diferencidvel f : ¥ — R com flos = 0 e fz fd>¥ =0, existe uma variacao normal de
que preserva volume e cujo vetor normal € fN.

Demonstracao. veja [5], Cap. 2, P. 126.
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Dada uma variacao X de uma imersao 1 : ¥ — M podemos escrever
Hy=A™! / HdY, A= A0),
b

e logo definir J : (—¢,¢) — R por
J(t) = A(t) + 2HoV (). (2.1)
No artigo de Lucas Barbosa [5], Cap. 2, P. 126., se considera o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.1. Seja ¢ : ¥ — M wuma imersao. Entao as sequintes afirmacoes sao
equivalentes:

(1) 1 tem curvatura média constante H # 0
(73) Para toda variagdo X de ¢ que preserva volume, tem-se A’(0) =0
(i13) Para toda variagdao (arbitrdria) X de v, tem-se J'(0) = 0.

Observe que a condigao Hy # 0, é desnecessdria (isso corrigue um engano no artigo
[5]). Assim hipersuperficies minimas também sao incluidos dentre os pontos criticos do
area para variagoes que preservam volume.

Derivando a expressao (2.1), segue-se
J'(t) = A'(t) + 2HoV'(¢).
Dai, usando o Lema 2.1.1, obtém-se que

dJ

& /(—2Ht + 2H,) f1dS,
at s

onde H; é a curvatura média de Xy, e f; = <%—)f, Nt>, onde N; é o vetor normal unitério

de X;. Entao
OH,
J'(0) = — /Z <W) (0)fds.

No artigo de Lucas Barbosa [5], Cap. 2, P. 126., se considera o seguinte resultado

Proposicao 2.1.2. Sejam ¢ : ¥ — M uma imersao com curvatura média constante H
e X uma variagdo de 1. Entdo J"(0) depende somente de f e é dado por

TO) = [ (~FAf = (Rie(N) + |BP) ) 5,
)
onde A € o laplaciano na métrica induzida em %, |B| é a norma da sequnda forma
fundamental da imersao ¢, e Ric(N) = 2Riccy(N), onde Ricepy(N) € a curvatura de

Ricci (normalizada) de M na dire¢io N.
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Agora, em virtude dos resultados anteriores podemos definir estabilidade da seguinte
forma.

Definicao 2.1.4. Seja ¢ : X — M uma imersao com curvatura média constante. Dize-
mos que X € uma superficie estdvel (pela identificacao ¥(X) = X), se A”(0) > 0 para
toda variacao de 1 que preserva volume.

Observagao 2.1.3. ¢ : X — M € estdvel se, e somente se, J"(0)(f) > 0 para toda
fungao f.

Da Definigao 2.1.4., podemos dizer que uma superficie 3 C M é estdvel se satisfaz as
seguintes condigoes:

(1) 3 tem curvatura média constante;

(2) Q(f,f) =0 para toda funcdo f em um espago de Sobolev H'(X) com [y, fd¥ = 0,
onde () é uma forma quadratica definida pela formula da segunda variacao de area,
isto é,

QUf. f) = / (IVS2 — (Ric(N) + |B]?) f2) dS.

onde Ric(N) é a curvatura de Ricci de M na diregdo do vetor normal unitario
N, e B a segunda forma fundamental da imercao. A funcao f corresponde a
uma deformacao infinitesimal da superficie X, e a condicao fz fd>¥ = 0 garante a
existéncia da variacdo normal da imercao que preserva volume, (dado pelo Lema
2.1.2.).

Agora, em virtude destas condigoes de estabilidade para uma dada superficie ¥ C M,
no trabalho [26], Cap. 2, P. 18 e P. 19, Antonio Ross provou os seguintes teoremas.

Teorema 2.1.4. Seja M uma variedade compacta, orientdvel, de dimensao 3 com OM =
0 e curvatura de Ricci, Ric > 2. Se ¥ é uma superficie isométrica de M, entao X €
compacta, conezxa e orientdvel de género menor ou igual a 3. Além disso, se género(X) =
2 ou 3, entao (1 + H*)A(X) < 27.

O problema isoperimétrico para uma forma espacial de dimensao 3, isto é, espagos
completos de dimensao 3 com curvatura seccional constante, é uma situagao particular
muito interessante. No caso simplesmente conexo o problema isoperimétrico é resolvido
por simetrizacao mas, se o grupo fundamental é nao trivial, entao este método nao
funciona ou fornece pouca informagcao.

Teorema 2.1.5. Seja X uma superficie isoperimétrica de um forma espacial M?>(c) ori-
entdvel com curvatura constante c.

(a) Se X tem género zero, entdo ¥ € uma esfera umbilica;
(b) Se ¥ tem género um, entao ¥ é plana.

Usaremos estes resultados como ferramentas para provar alguns dos resultados que
nos levam a solucao do Teorema Principal.
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Capitulo 3

A Conjetura de Willmore no Espaco
Projetivo Real

Seja ¥ uma superficie fechada imersa em S?(1). O funcional energia de Willmore da
superficie ¥, com curvatura media H, é definido por

W(E) = /2<1 + H)dA.

Neste capitulo, estudaremos a notavel propriedade da energia de Willmore de ser
invariante sob transformagoes conformes de S3(1),[32], veremos também a prova the con-
jectura de Willmore no espago projetivo real RP?(1) feita por Antonio Ros [24].

Ao longo deste capitulo, X denotara uma superficie diferenciavel orientavel sem bordo.

3.1 Invariancia Conforme

Definicao 3.1.1. Duas métricas Riemannianas g e ¢* em uma variedade diferencidvel
M de dimensao n, sio conformes se existe uma funcdio diferencidvel X : M — R*
positiva, tal que para todo p € T,M e todo u,v € T,M se tenha

g;‘(u,v) = \g,(u,v). (3.1)

Em particular, se \(p) = k onde k € uma constante positiva, dizemos que g e g* sdo
métricas Homotéticas.

Proposicao 3.1.1. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensdo n, g e g* métricas
conformes em M com ¥V e V* as conexdes Riemannianas em M induzidas pelas métricas
g e g*, respectivamente. Entao V e V* sdo relacionados por

VY — VxY = X(log \)Y + Y (log \) X — g(X,Y)grad(log \), (3.2)

para cada X,Y € X(M).
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Demonstragao. [3] Usaremos a seguinte notacio: ¢* = (-,-)* e g = (-,-).
Seja B, = {01, ..., 0, } uma base coordenada ortonormal do espago tangente T, M.

Da Observacao 1.1.9 tem-se
ViV =) ( Z X’YT’“)
k=1 i,j=1
Observe que
(VxY,0) = <Z <X(Y’f) + ) X’YTZ) ak,al>
k=1 ij=1

= XY+ > XYT,

ij=1
Dai, obtém-se

VY =) (VxY,0)0. (3.3)
Similarmente, tem-se

VAY =) (VXY,0)0.. (3.4)

I=1
Logo, das equagoes (3.3) e (3.4), obtém-se

n

VAY = VY =) ((VAY,0) — (VxY,d)) 0,

=1

e pelo fato de serem g e ¢* métricas conformes, segue-se que

N(VAY = VxY) = ((VXY,0)" = \(VxY,0)) 0.

=1

Por outro lado, usando o Lema 1.1.1, tem-se

1
(VXY,0)* = \(VxY,0) = —{Y<X7 ot + X(Y,9)* — oy, X)*

—([Y, X],0)* — <[Y731LX>A—<[X731]7Y>A
-\%y <X 8l> (Y az> +)\281<Y,X>
+XH([Y, X],0)) + )\2<[Y a2, X) + N{[X,0],Y)}.
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Logo, pelo fato de ser g e ¢* métricas conformes, tem-se

(VAYV, 00"~ X(VxY,0) = S{YOHX,0)) + XV (¥,2)) ~ XY, X))

—V([Y X100 — A2<[Y, al, X) = A([X,a],Y)
—NY(X,0) — NX(Y,0) + N (Y, X)
+>\2([Y X], al> + X{[Y, 0], X) + XX, 8], Y)}

_ é{y(vxx, O + X(N)Y, 0) — 0(A)(Y, X)}.

Dali, obtém-se

ViY — VxY = Z{Y (A)(X,8) + XN, 9) — (A, X)}d,. (3.5)

22

Como X = > X709; e YV = Z Y'0;, tem-se
j=1

=1

(X,0) = <ZX aj,a,> => X7 (0;,0) = X'
j=1

Dai, obtém-se
n

X => (X,0)0. (3.6)
=1
Similarmente, tem-se
Y =) (Y,0)0. (3.7)
=1

Logo, usando as expressoes (3.6) e (3.7) na equagao (3.5), e pelo fato que grad(\?) =
S 01(\?)0y, segue-se que
=1

VAY - ViV — %ﬂYA?X+XMmﬂwKXMm%W}
_ w {2AY (V)X + 20X (V)Y — (Y, X)2\grad())}

= 3 {Y(A)X + X(AN)Y — (Y, X)grad(\)} .
Dai ]
VY —VxY = 3 {YOOX + XY — (Y, X)grad(\)} . (3.8)
Observe que, se X, € T,,M, entdo existe uma funcao diferenciavel f : (—e,e) — M tal

que f(0) =pe f'(0) = X, donde

XyflogX) = (logo 7)(0) = - (log (7)),
1 , B i
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Dai

X(log \) = %X(A). (3.9)

Agora, substituindo a equacao (3.9) em (3.8), obtemos
VY —VxY = X(log \)Y + Y (log \) X — g(X, Y)grad(log \).
U

Usaremos este 1ltimo resultado para provar o seguinte teorema, que é um caso particular
do Teorema 1., do artigo [3].

Teorema 3.1.1. Seja f : ¥ — M uma imersao de uma superficie compacta Y2 sobre uma
variedade Riemanniana M de dimensao 3. Entao o funcional energia de Willmore

W(E) = /E (H? + K)dA

¢ invariante sob transformacoes conformes de M. Onde H € a curvatura média e K € a
curvatura seccional de M.

Demonstracao. Sejam g e g duas métricas conformes em M, isto é

onde X\ : M — R* é uma funcio diferencidvel positiva. Denotemos por VeV as
conexoes de Levi-Civita de M induzidas por g e g* respectivamente. Definamos

g=f'g

g)\ — f*gA

como duas métricas Riemannianas em 3, induzidas pela imersao f, observe que

gt =7 = F1(N%g) = (Ao f)2fg= Ny,

onde A = Ao f. Logo g e ¢ sdo duas métricas conformes em ¥.

Denotemos por V e V* as conexodes de Levi-Civita de ¥ induzidas pelas métrica g e
g* respectivamente.

Sejam X, Y € X(X), pela formula de Gauss, temos

VixfY = f.(VxY)+ B(X,Y) (3.10)
V)oY = £ (VAY) + BMX,Y) (3.11)
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onde as aplicacoes
B:TExTY — TS cTM

BN TS xTY — T cTM

sao as sequndas formas fundamentais de X com respeito das métricas ¢ e ¢, respec-

tivamente.
Logo, das equagoes (3.10) e (3.11), obtemos
BNX,Y) = B(X,Y) =V, x f.Y =V x LY — f. (VXY — VxY). (3.12)

Agora, usando a Proposicao 3.1.1., na equagao (3.12), obtemos

BMX,Y) = B(X,Y) = (fX(log)) £.Y + (f.Y(log\)) f.X — g (f.X, £.Y) grad(log )
—fe (X(log )Y + Y (log\)X — g (X,Y) grad(log \)) (3.13)

Observe que, se ¢ = log A : M — R, entdo po f = (logA) o f =log(Ao f) = log \.

Portanto, ~
log Ao f=1logA\. (3.14)

Por outro lado, temos

(f:X(log X)) (f(p)) = (£:X) ) (log A) (3.15)

Como X, € T,%, isto é, existe uma curva diferencidvel a : (—e,¢) — X tal que
a(0) =ped(0) = X,, dai

(f*X)f(p) = dfy X, = df,d/(0) = (f 0 )'(0),
logo na equagao (3.15), temos

(f:X(log X)) (f(p)) = (foa)(0)(logA)

= G lesNooa)] )
= 2 llogoal (1)

a'(0)(log A)
X,(log A) = (X (log M) (p)

Portanto, B
(fX(log X)) o f = X(log \), para todo X € X(X). (3.16)
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Note que,

[« (X(log \)Y) (f(p)) dfy (X(log M) (p)Y;)
X (log N (p)df,Y,

= X(log\)(p) (1Y) (f(p)),

logo, usando a equagao (3.16), tem-se

£ (X (g NY) (f(p) = [(£:X(og)) o f] (p) (£Y) (f(p))
= (£:X(ogX) (f(p)) (£.Y) (£(p))
= [(£X(ogN)) (£.Y)] (f(p))
Portanto,
fe (X (g \)Y) = (f.X(log \)) (£.Y) . (3.17)

Analogamente, temos

f (Y (log ) X) = (£.Y (log V) (f.X). (3.18)

Agora, usando as equagoes (3.17) e (3.18) na equacao (3.13), tem-se

BNX,Y) = B(X,Y) = ¢(X,Y)[f. (grad(log X)) — grad(log \)]
— g(X,Y) [(gm@og )" — grad(log x>] .

Portanto,
BNX,Y) - B(X,Y) = —g(X,Y) [grad(log )] . (3.19)

Seja n € X(X)*. Logo pela equacao (1.9), tem-se

[§]

g(S)(X),Y) = g(BMX,Y),n)
para todo X,Y € X(X)*. Daf

Logo, usando a equacgao (3.19), obtemos

9(S)(X),Y) = g(8,(X),Y) = =g(X. V)3 ([gradlog V] ",n)  (3.20)

Observe que, S,(E;) = k;(n)E;, onde {E;} é um referencial (ortonormal) mével em U,
onde U é uma vizinhanga de p em M, logo ¢g*(\ "' E;, \™'E;) = §;;.
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Observemos também que,

7 (S,?()\’lEi),)\’lEj) )2 ( SOE, ,)ClE]-)
= 9(5)(E). Ey) )
g(S( ) i) — 9(Ei, E;)g ([grad(log A
= g (ki(n)(Ey), E;) — 69 ([grad(log A
= (k( ) — ([grad(log N, )) 8ij-

(3.21)

Portanto, {\"'E;} é uma base ortonormal que diagonaliza S;. Denotamos por k7 (n) e

k3(n) as curvaturas principais de S;. Isto é,
SAAIE) = KA E,
Por outro lado, como S, (E;) = k}(n)E; obtemos
9(S)(E), Bj) = k)6
Logo, das expresoes (3.21) e (3.23), obtemos
ki (n) = ki(n) — g ([grad(log A) =, 7]) .
Da expressao acima, decorre que
ki (n) — k3 (n) = ki (n) — ka(n).
Observe que, §* =MX2¢ e n*=X"1n Como
gt n) = Ng(\ ", ) = g(n,n) =1

logo, n* é uma secao normal unitaria respeito a §*. Dali,

gA (S;\A(X)a Y) = gA (B)\(Xa Y)7 77)\)
= Mg (BMX,Y), A ')

e dai decorre a seguinte expressao

9" (S (X),Y) = Ag (BMNX,Y),n)
Por outro lado, tem-se

9" (8)(X).Y) = NG (B(X,Y).n)
Agora, das equagoes (3.25) e (3.26), segue-se

g (9)(X),Y) = g* (ASK(X),Y)
de onde segue-se que

A A
577 — )\Sn)\
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Logo, das equasdes (3.22) e (3.27), tem-se
AOEPVACOE
Agora, substituindo a expressao (3.28), na equacao (3.24), obtemos
A (kY () = k3 () = ki () — ka(n)

Assim,
N (k) = k3 () = (ka(n) = ka(n)”

Dai, pelo Teorema de Gauss (no caso de hipersuperficies), obtemos

(ki(n) — k2(n))® = (ka(n) + ka(n))® — dky()k2(n)
= (2H)* - 4K - K).

Assim,
(k1(n) — ka(n))* = 4(H* — K + K).

Analogamente, temos
(B2 0) = B30r)" = A(HR — Ky + )
Logo, substituindo as equagoes (3.30) e (3.31) na equagao (3.29), obtemos
N (H; - Ky\+ K, =H-K+K.
Observe que,
dAy = /ExG» — (F))2dzdy = N*VEG — F2dzdy = \*dA.

Assim,

(H; — K+ K))dA, = (H* - K + K) dA.

Logo, aplicando o teorema de Gauss-Bonnet, obtemos
/ (Hy + K)) dA, —2mx(2) = / (H; — K\ + K) dA,
b )

= [ (- K+ Ry

= / (H? + K) dA — 27x(%).

Portanto,

/E (H? + ) dA, = / (H? + &) dA.

by
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3.2 Demonstracao do Teorema Principal

Seja ¢ : ¥ — S3(1) € R* uma imersdao de uma superficie diferencidvel orientavel 3
na esfera unitdria S*(1), a qual denotaremos simplesmente por S*, ¢ N : Y — S um
campo diferenciavel de vetores normais unitarios em Y. Considere, para cada t € R, a
aplicagao paralela

P ¥ — S
p — P(p)cost+ N(p)sint.

Além disso, para todo p € X, a aplicagao v, : R — S? definida por 7,(¢t) = ¢:(p) é uma
geodésica de S3, isto é,

D

—,(t) = 0.

dt%( )

]

Figura 3.1:
Seja n € (T,%)* tal que N‘p = 1. Como o operador forma
S, T,5 — T,

é uma aplicacao linear auto-adjunta, entao pelo teorema espectral existe uma base orto-
normal de vetores préprios {ei,es} de T, tal que S,(e;) = Nie;, 1 =1,2, onde )\
e Ay sdo valores proprios reais de S,. Além disso, sendo ¥ e S* orientadas (isto
é, podemos escolher uma orientacao para ¥ e S?), entdao o vetor 71 fica univocamente
deteminado, se exigirmos que {ej,es} seja uma base na orientagao de X e {ey, e, n}
seja uma base na orientacao de S®. Neste caso, denotamos os e; direcoes principais e
0os A\; = k; as curvaturas principais de . Logo

Sn(ei) = k‘iei, 1= 1, 2. (332)

Sendo agora V, Ve V_as_conex()es Riemannianas de 3, S? e R*, respectivamente,
e considerando os campos X,Y € X(R?), X, Y € X(S?) e X, Y € X(X), tais que X,Y
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sejam as extensoes locais de X, Y e estes por sua vez sejam as extensoes locais de XY,
respectivamente. Agora, identificando os espacos tangentes em R* com o préprio R*,
definimos a conexao euclidiana, como o Exemplo 1.1.6., por

(ViY), =dY,(X,), X,Y cX(RY. (3.33)

Como S? C R* é a esfera unitdria com a métrica induzida pelo R*, entdao a conexao
Riemanniana de S? é dada por

ViV = VY — (ViY,N)N, (3.34)

onde (,) indica a métrica euclidiana do R*. Além disso, se Y = N, entdo segue-se

ViY =VxY. (3.35)
Observe que, podemos escrever:

VLY = (V) + (V7). (3.36)

Como V )257 = (VxY)7, e substituindo esta tiltima expressdo na equacio (3.36), obtém-se
ViV = VY + (ViY)*,
substituindo a equagdo acima em (3.34), obtemos
(VY)*t = (VxY,N)N. (3.37)

Agora, sejam V € X(R*), V € X(S?) e v € T, X tais que V' seja uma extensdo local de
V e este por sua vez é uma extensao local de v. Substituindo Y = N na equagao (3.37),
tem-se

(V,N)*= =0. (3.38)

Logo V,N = (V,N). Considerando agora que S,(v) = —(V,N)? e usando a equagio
(3.33), obtém-se B
Sy(v) = Vu,N = —dN,(v)

Como S),(e;) = k;e;. Entao

de(€i> = —k:iei, 1= 172 (339)

Dai, como 1, = @ cost + Nsint, entdao (¢).(e;) = (¥)«(€;) cost + (N).(e;)sint,
i =1,2. Logo pela equacao (3.39) e (¢).(e;) = e; tem-se

(U)«(€;) = (cost — k;sint)e;, i=1,2. (3.40)

Logo, obtemos que o Jacobiano de v é

(Jac ) (p) = (cost — ky sint)(cost — ko sint). (3.41)
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Lema 3.2.1. Dadot, 0 <t <m o Jacobiano da aplicacao 1y paralelo ao v satisfaz
Jac P, < 14 H?,

onde H = %(l{:l + ko) € a curvatura média da imersao . Além disso, a igualdade é
valida em todo ponto de 3 se, e somente se, 1 € totalmente umbilica e 1, é totalmente
geodésica ou v € uma tmersao minima e t = 0.

Demonstragao. Seja ki e ko as curvaturas principais de 1, como 0 < (k1 —ko)?, tem-se

kiky < H? (3.42)

Agora, das expressoes (3.41) e (3.42), e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue-
se que

(Jac ¥y)(p) = (cost — kysint)(cost — kosint)

= cos’t — (ki + ky)sintcost + kjkysin®t (3.43)
< cos’t—2H sintcost + H*sin*¢ (3.44)
= (cost — Hsint)?

= |{(cost,sint), (1, H))|? (3.45)
< [[(cost,sint)[*[|(L, H)| (3.46)
= 1+ H.

Dai, dado 0 <t < 7, obtemos

Jac ), <1+ H?.

Agora provemos que a igualdade é valida em todo ponto de X se, e somente se, 1) é
totalmente umbilica e v, é totalmente geodésica ou ¢ é uma imersao minima e ¢t = 0.

19 (=) Se Jac ¢y = 1+ H?, mostremos que (H = 0 e t = 0) ou (¢ é totalmente
umbilica e 1, é totalmente geodésica).
Com efeito, pelas expressoes (3.43) e (3.44), tem-se
kikysin®t = H?sin’t.

Dai
(kiky — H?*)sin®t = 0,
donde
sint =10 ou kiky = H?.

Se sint = 0, entdao t = 0, pois 0 < t < 7, logo usando as expressoes (3.45)
e (3.46), obtém-se que os vetores (cost,sint) e (1, H) sao paralelos, isto é, existe
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uma constante k € R — {0} tal que (cost,sint) = k(1, H). Agora, usando o fato
que t = 0, tem-se H = 0, isto é, ¢ ¢ uma imersao minima.

Se kiko = H?, entao a imersao v é totalmente umbilica. Logo (X)) ~ ¥ é
totalmente umbilica e pelo fato de serem ¥ uma superficie fechada, segue-se que X
¢ uma esfera de dimensao 2. Portanto, 1) é uma imersao totalmente geodésica.

29 (<) Agora, provemos que, se 1) é totalmente umbilica e v é totalmente geodésica
ou v é uma imersao minima e t = 0, entdao Jac v, = 1 + H?

(1) Se v é uma imersdo minima (isto é, H = 8552 = 0) e ¢ = 0, entéo

(Jac y)(p) = (cost — kysint)(cost — kosint)
= cos’t — (ki + ko) sint cost + kyky sin® ¢
= cos’t — 2H sintcost + H?sin?t
= (cost — Hsint)?
= |{(cost,sint), (1, H))|?
= J(cost, simt) (1, H)|
= 1+ H*

(71) Suponha agora que 1 é totalmente umbilica e 1, é totalmente geodésica. Entao
pelo fato de ser ¢ totalmente umbilica temos que k; = ko, donde k1 = H = ks.

Como
(Jac Yy)(p) = (cost — ky sint)(cost — ko sint).

Dai
(Jac v;)(p) = (cost — Hsint)?.

Por outro lado, 1; é totalmente geodésica, isto é, para cada t € [0,7) e para
cada p € Y (X) ~ X, temos que, a segunda forma fundamental de ; em
p segundo o vetor normal 7, € (7,%;)% é identicamente nula em p, logo a
curvatura média H; de ¥; é identicamente nula em p, para ¢ € [0,7), em
particular H,—g = H = 0, logo usando as equagoes (3.22) e (3.23), obtém-se
que os vetores (cost,sint) e (1, H) sao paralelos, isto é, existe uma constante
k€ R—{0} tal que (cost,sint) = k(1, H), pelo fato de ser H = 0, obtém-se
que sint =0, dai t =0, pois 0 <t < 7. Logo, pelo mesmo argumento da
parte (i) concluimos que (Jac ¢;)(p) = 1+ H?.

O

Seja Q2 uma regido delimitada por uma dada superficie fechada ¥ mergulhada em S3.
Para qualquer ntimero ¢, 0 <t < 7w, podemos considerar o conjunto

O ={peS* dist(p,Q) <t}
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Figura 3.2:

de pontos cuja distancia a {2 é menor ou igual a ¢, (veja a Figura 3.2). A distancia entre
2 e um ponto em €, — 2 é atingido por uma geodésica minimizante a qual atinge a
superficie ¥ ortogonalmente. Esta distancia é controlada pela funcao de corte

c: ¥ — {0<t<m7}
p — c(p) =inf{t; ¥u(p) € O}
Como N :¥ — S? é um campo normal unitario ao longo de X, entao c¢(p) é o tempo
final, tal que a geodésica normal

v: [0,7) — SP
t — 7(t) =pcost+ N(p)sint

alcanca a distancia a . Logo, temos

QO =QU{pcost+ N(p)sint; p€ £,0 < s <min{t,c(p)}}

Além disso, ¢(p) é menor ou igual ao primeiro valor focal ao longo da geodésica normal
em p e, por isso, para qualquer ¢, 0 <t < ¢(p), o Jacobiano em p da superficie paralela
Yy 3 — 5 é ndo negativa, isto é, (Jac ¥y)(p) > 0.

Como qualquer ponto da fronteira de €2; encontra-se a uma distancia ¢ de ¥ obtemos
que

0 C Yy ({p €% (Jac ) (p) > 0}). (3.47)

Proposicao 3.2.1. Seja X C S uma superficie compacta merqulhada em S® e Q C S? o
fecho de uma das componentes de S*(1) — X. Entdo para qualquert, 0 <t <, tem-se

A(0SY) §/(1+H2)dA,

onde H € a curvatura média de 3. Além disso, a iqualdade € satisfeita se, e somente se,
Y € qualquer superficie umbilica e Q; € uma semiesfera en S3(1), ou 3 € uma superficie
minima.
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Demonstracao. A partir da inclusao (3.47), tem-se
A(0) < A(yhe ({p € I3 (Jac ¢)(p) > 0})). (3.48)

Sejam D =4 ({p € X; (Jac ¢)(p) 2 0}) e

fi (D) — R
y  — fly=1

uma funcao integravel, logo usando o Teorema de Mudanca de Variavel, obtém-se
A(Y(D)) = / 1dA = / (f o) Jac P dA = / 1Jac YdA = / Jac PdA. (3.49)
Yi(D) D D D
Dai, usando as expressoes (3.48) e (3.49), segue-se

A©) < AWD)) = [ Jac buda

Dai, usando o Lema 3.2.1 na tltima expressao, obtemos

A9, < /

D

Agora, se a igualdade é satisfeita, entao conclui-se que Jac ¢, > 0 em ¥ e usando o
Lema 3.2.1, temos que ou Y é uma esfera umbilica e 1, é totalmente geodésica, ou t =0
e Y é uma superficie minima.

(1+ H*)dA < /(1+H2)dA.

O

An
2 "
@ﬁ a

Figura 3.3:

Observagao 3.2.1. Se M ¢é uma variedade Riemanniana, orientavel e fechada com curva-
tura de Ricci positiva, entao seu perfil isoperimétrico I, é concavo, (veja [0] ). Portanto,
a partir da simetria de I}/, temos que o valor maximo do perfil isoperimétrico é dado por

I (Y52).
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Proposicao 3.2.2. Se ¥ C S? € uma superficie compacta que separa S* em duas com-
ponentes, entao

/(1 + H?*)dA > max Igs = 4,
)
e a iqualdade € vdlida se, e somente se, 33 € uma esfera umbilica.

Demonstragao. Observe que X é uma superficie fechada, pois ela é uma superficie
compacta e sem bordo.

Seja Q uma das componentes de S* — ¥, (isto é, 9Q = X). Considere
QO =1{pesS? dist(p,Q) <t}, 0<t<m.
Como a funcao volume

V(Q(.)) : [O,?T) — R
t = VI(Q),
é uma funcao continua, entao existe to € [0, 7) tal que
V(S3
V(Qto) - %

Além disso, pela Observacao 3.2.1, tem-se

max Lss = Lo (V(QSB)> | (3.50)

2 2

Como Igs (V(Sg)) = min {A(@Qto); Uy CS? regigo com V(Qy,) = LSS)} , entao

Ieo (V(QS?’)) < A(00,,). (3.51)

Logo, das expressoes (3.50) e (3.51), e usando a Proposigao 3.2.1, segue-se que
max Igs < /(1 + H?)dA.
2

Por outro lado, como §* é uma variedade compacta e 0 < vy = V(€,) < V(S?), te-

mos pelo Teorema 2.1.1, que existe uma regiao isoperimétrica 2 com V(Q2) = vy, e cuja
fronteira 0{2 = ¥ é uma superficie isoperimétrica. Por outro lado, as superficies isope-
rimétricas da esfera S* sao esferas geodésicas de dimensao 2, portanto ¥ = S?(r). Além

A V(S?)

do mais r = 1, pois caso contrario V(€2) # 5. Logo max Igs = 4.

O
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Caso Y seja uma superficie compacta imersa, nao mergulhada em S?. Entao
/(1 + H*)dA > 8. (3.52)
b

Para a prova desta ultima desigualdade, veja [19], P. 286.

Agora, vejamos uma aplicacao do perfil isoperimétrico, mais precisamente veremos a
relacdo do perfil isoperimétrico da esfera unitédria S* e o espaco projetivo real RP?(1).
Seja

Iss: (0,27%) — R
v — Igs = {A(0Q); Q C S? regido isoperimétrica com V(Q) = v}

a funcao que determina o perfil isoperimétrico da esfera unitéria S*, isto é, para qualquer
v € (0,27?), a funcio Igs denota o drea das esferas geodésicas de S* que delimitam as
regioes isoperimétricas com volume v.

Teorema 3.2.1. O perfil isoperimétrico de RP*(1) é dado por

Iss(v), se 0<v<pu
Irps(y(v) = 2})%(#2 - v)%, se p<v<nai-p
s3(m2 + ), se m—p<v<m

onde p = 4.1432835. Além disso, no primeiro caso a solugdo do problema isoperimétrico
¢ uma esfera geodésica, no sequndo caso a solugcao € um tubo ao redor de uma geodésica,
e no ultimo caso a solucao € o exterior de uma esfera geodésica.

Demonstracao. veja [23], Cap. 3. P. 302.

Teorema 3.2.2. As superficies isoperimétricas de RIP*(1) sdo esferas geodésicas e tubos
ao redor das geodésicas de RP*(1).

Demonstragao. Seja ¥ C RP?(1) uma superficie isoperimétrica. Pelo Teorema 2.1.4,
Y é compacta, conexa e orientdvel de género menor ou igual a 3. Se género(3) = 0
ou 1, entao pelo Teorema 2.1.5, 3 é uma esfera umbilica ou plana. Tais superficies sao
facilmente classificadas [20] e coincidem com as do enunciado do Teorema 3.2.2.

Se género(X) = 2 ou 3, entao pelo Teorema 2.1.4, tem-se (1+ H?)A(X) < 2. Observe
que, pela Proposicao 3.2.2, para qualquer superficie fechada Y imersa em S?, tem-se

/(1 + H?*)dA > 4, (3.53)

by

e a igualdade ¢é valida se, e somente se, 3. é uma esfera umbilical. Se tomamos ¥ como
a imagem do pullback de ¥ em S?, entao pelo Corolario 1.3.1, obtém-se

/2(1 + H*)dA = %/~(1 + H*)dA, (3.54)

by
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onde H e H sao as curvaturas médias de ¥ e X, respectivamente. Como ¥ C S? é uma
superficie isoperimétrica segue que sua curvatura média é constante, logo

4 > 2(1+ HHAZ) = 2/

(1+ H*)dA = /(1 + H*)dA > 47. (3.55)

Dai, das expressoes (3.53), (3.54) e (3.55), segue-se que

21+ HHA(R) = /(1 + H*)dA = /~(1 + H*)dA > 4r (3.56)
2 >
Por outro lado, (1 + H?)A(X) < 27. Substituindo essa desigualdade na expressao

(3.56), obtemos

4t > /~(1 + H?*)dA > 4.
>
Entdo % é uma esfera redonda, o que é impossivel, porque 5> deve delimitar uma
regiao simétrica de modo antipodal. Portanto, > s6 pode ser de género=0 ou 1, isto é X
pode ser ou uma esfera geodésica ou um tubo ao redor de uma geodésica de RIP*(1).

O

Corolério 3.2.1. Seja ¥ C RP?(1) uma superficie compacta de género positivo.

(a) Se ¥ divide RP*(1) em duas regides de mesmo volume, entdo A(X) > 72 e a
tgualdade € valida se, e somente se, 3 é o toro de Clifford minimo.

(b) Se ¥ divide S3(1) em duas regices antipodalmente simetricas de mesmo volume,
entio A(X) > 27% e a igualdade € valida se, e somente se, 3 € o toro de Clifford
minimo.

Demonstragdo. A parte (a). Com efeito, seja 2 C RP*(1) um dominio delimitado por
%, (isto é, 9Q = X). Como ¥ divide RP?(1) em duas regides de mesmo volume. Entao
usando a Observagao 3.2.1, segue-se que

max Ipps (1) = Ipps(1) (M) : (3.57)
Observe que,
Igps (1) (M) = min {A(@Q); Q C RP*(1) regido com V(Q) = M} :
Dai
s (VRO .

Resta provar que
max Ipps (1) = 2.
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Com efeito, como RP?(1) é uma variedade compacta com 0 < v = V(Q) < V(RP?*(1)),
usando o Teorema 2.1.1, segue-se que existe uma regiao isoperimétrica Q com V(Q) =,
e cujo bordo Y = ¥ é uma superficie isoperimétrica, logo usando o Teorema 3.2.1,
segue-se que as superficies isoperimétricas de RP?(1) sdo esferas geodésicas e tubos ao
redor das geodésicas, pelo fato de ser Y de género positivo, descartamos o fato de serem
3 esferas geodéscas. Portanto ¥ é um tubo ao redor de uma geodésica de RP?(1), isto ¢,
3 é um toro de género positivo. Além disso, Y é uma superficie isoperimétrica, usando
o Teorema 3.2.1, tem-se

Como v =V (Q) = V(Q) = VRPW) : (V(SS)> — = logo

- 2 2\ 2 , w22 )
‘[RIP’S(I) (7) =2 (3) (7'(' — ?) =T .

— 7{'2
max Igps 1) = Igps () (7> = 72 (3.59)

Portando, das expressgoes (3.57), (3.58) e (3.59), obtemos

[ SIS

Dai

A(X) >

Teorema 3.2.3. Seja ¢ : ¥ — RP?(1) wma imersdo, de uma superficie orientdvel
compacta ¥ no espago projetivo real RP*(1) com curvatura média H. Entdo

/(1 + H*)dA > 7°,
b
e a igualdade € satisfeita se, e somente se, ¥ é o toro de Clifford.

Demonstragiao. Seja p:S® — RP?(1) uma aplicacdo de recobrimento de duas folhas.

$ ==
p lp
E T/J RP3<1) QPMJ

Se Y é uma superficie compacta simplesmente conexa, entao, pela Observacao 1.3.2,
a imersao ¢ admite um levantamento ¢ : ¥ — S® da superficie ¥ na esfera unitédria S°.
Observe que pls : ¥ — RP?(1) é uma aplicacdo injetiva, (onde ¥ =~ (X)) e pelo fato de
ser p uma aplicagao de recobrimento, segue que p|s; é um difeomorfismo sobre sua imagen

pls: Z = p(%).
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Por outro lado, Y — §3 ¢ um levantamento de ¢, isto &, 1 é continua tal que
po 1 = 1. Observe que, p(X) ~ X, pois p(X) = (po¥)(X) = ¥(X), segue-se que

p\§:§—>2

é um difeomorfismo, e pelo fato de serem S* e RP?(1) ambas orientaveis, podemos con-
siderar p|s como um difeomorfismo que preserva orientagao. Portanto

/ (14 H2)dA = / (14 H2)dA.

P x

Dai, pela Proposicao 3.2.2, tem-se
/(1 + H*)dA > 47 > 7°.
)

Agora, no caso que X nao é simplesmete conexa, podemos usar o Teorema 1.3.1, que
garante a existencia de uma aplicagao de recobrimento

ﬁ:i—)Z,

com X simplesmente conexo. Como ¥ C RP*(1), podemos considerar p : > — ¥ como
uma aplicacio de recobrimento de 2—folhas e ¥ : > — S? uma imersdo localmente
congruente a 1. Logo, se tomamos a imagem do pullback de ¥ em S*, entao pelo Coroldrio
1.3.1, obtém-se

2/(1 + H*)dA = /(1+ﬁ2)d[1, (3.60)

by

onde H e H sao as curvaturas médias de X e X, respectivamente.

Se 1) ndo é um mergulho, entdo pela expressao (3.52), obtém-se

2/(1 b H?)dA = /(1 + B?)dA > 8,
by

b
segue-se que

/(1+H2)dA > 4 > 2.
s

Agora, considere 1) um mergulho em S? tal que &(i) ~ ¥ é invariante sob a aplicagao
antipoda. Seja Q uma componete de $*—3, (isto é, 9Q = 2), tal que 0 < V(Q) < LV/(S?).
Como Y é orientavel, segue-se que () é invariante sob a aplicagao antipodal, logo €); é
também antipodalmente simetrica. Como o volume de €2; é uma aplicacao continua em ¢
e V(Q) < 1V(S?), entao existe to € [0,7) tal que V() = 3V (S?). Logo pelo Coroldrio
3.2.1, tem-se

A(Sy,) > 272, (3.61)
onde, ito = 0SY,, Por outro lado pela Proposigao 3.2.1, tem-se
/~ (14 2)dA > A, (3.62)
5
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Logo, das expressoes (3.61) e (3.62), segue-se que

/~<1 + A > o,
by

substituindo esta tltima expressao na desigualdade (3.60), obtemos
/(1 + H*)dA > r°.
s

Se a igualdade ¢ vélida, entao pelo Lema 3.2.1, tem-se que 3 é uma esfera umbilica,
out =0eX éminima. A primeira opcao ¢ descartada pois {2 é invariante sob a aplicacao
antipoda e assim obtemos do Corolario 3.2.1 que ¥ é o toro de Clifford mergulhado em

S3(1).
O
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