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Abstract

We consider planar focusing billiards on annular tables constructed by adding
a circular obstacle of center p and radius r in the interior of a region bounded
by a convex curve . Parameterized families of billiards are obtained by fixing
the pair (v,p) and by taking the radius r as a parameter. We show that
for a generically choice of (v,p) and for r small enough, the map induced
by the return of trajectories to the obstacle admits uniformly hyperbolic
sets in neighborhoods of periodic orbits whose corresponding trajectories
have perpendicular collisions with the obstacle. Generic conditions for the
existence of such orbits are given and the geometry of the corresponding
hyperbolic sets is described. In the case that the external boundary = is
a unitary circle and the center of obstacle has distance 0 < § < 1 from
the center of -, we consider a two parameter (0,7) family of billiards to
obtain hyperbolic sets A5, which are e— dense in phase space with e — 0 as
(0,7) — (1,0). We also show the existence of parameters, arbitrarily close to
(1,0), such that the corresponding billiard admits homoclinic tangences and

linear elliptic periodic orbits with are ¢ dense in phase space.



Resumo

Estudamos bilhares planos em mesas anulares construidas pelo acréscimo de
um obstaculo circular de centro p e raio r no interior da regiao limitada por
uma curva convexa 7. Fixando (v, p) obtemos familias a um parametro de
bilhares ao variar o raio r. Consideramos a familia de sistemas induzidos
pela dinamica de retorno ao obstdculo. Para uma escolha genérica de (v, p)
e r pequeno o suficiente construimos familias de conjuntos hiperbdlicos. Se
~ é um circulo de raio unitario e o centro do obstaculo dista 0 < § < 1 do
centro de v obtemos uma familia de bilhares a dois paramteros (d,r). Para
estas familias construimos conjuntos hiperbélicos As, que sao e— densos no
espago de fase com € — 0 quando (4,7) — (1,0). Também mostramos a
existéncia de subconjuntos no espago de parametros, acumulando (1,0), tais
que os correspondentes bilhares admitem pontos de tangéncia homoclinica e

pontos periddicos elipticos de érbitas €(d, 7)— densas no espago de fase.
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CAPITULO 1

Introducao

Um bilhar no plano é o sistema dinamico que descreve o movimento retilineo
e uniforme de uma particula no interior de uma regiao @ C R? (mesa) sujeita
a colisoes elasticas com o bordo JQ) satisfazendo a lei de reflexdo. As tra-
jetorias da particula sao completamente descritas pelos sucessivos estados de
colisao com o bordo d@Q) que por sua vez descritos por um ponto de impacto
e a velocidade imediatamente apds este impacto. Isto induz um sistema dis-
creto, bidimensional e conservativo (T, M, i) em que M (espago de fase) é
o conjunto de todas as colisoes, T': M — M (aplicacao de bilhar) é trans-
formacao associando colisoes consecutivas e p é uma medida absolutamente
continua com respeito a medida de Lebesgue e preservada por T'. Birkhoff
[1] introduziu bilhares como modelos para problemas da mecanica classica
e Sinai [2] como modelos para problemas da mecanica estatistica. Bilhares
apresentam dinamicas variadas dependendo da geometria da mesa (). Uma
questao central, que surgiu a partir dos trabalhos de Sinai, é a de saber quais

as condigoes sobre a geometria do bordo da mesa que induzem dinamicas



hiperbdlicas.

Um bilhar na mesa @) é dito disperssivo se todas as componentes de 9(Q) sao
curvas concavas e focalizador se 0() admite componentes convexas. Sinai
[2] observou que uma familia infinitesimal de trajetdrias se dispersa quando
refletida em uma curva concava e, consequentemente, bilhares dispersivos sao
(nao uniformente) hiperbdlicos, i.e o conjunto de pontos com exponentes de
Lyapunov positivos (regiao de Pesin ) tem medida total. Em contraste,
familias de trajetérias focalizam quando refletidas em uma curva convexa
implicando que, tipicamente, a dinamica de um bilhar focalizador é mista
apresentando regides de hiperbolicidade e regides de nao hiperbolicidade (il-
has elipticas e regides de Lazutkin [22] ). Bunimovich [16] apresentou os
primeiros exemplos de bilhares focalizadores hiperbdlicos (regiao de Pesin
de medida total) observando que, apds passar por um ponto de focalizagao,
uma familia de trajetérias refletidas em uma componente convexa volta a se
dispersar, portanto, se as componentes convexas estao suficientemente dis-
tantes das demais componentes de 0(¢) entao a dinamica é hiperbdlica. Este
argumento (mecanismo de desfocalizagao) ¢é a técnica padrao usada na prova
da hiperbolicidade de bilhares focalizadores. Sao conhecidos alguns poucos
exemplos de bilhares focalizadores cuja hiperbolicidade nao é provada via

este argumento [17], [7].

Aqui, estudamos bilhares focalizadores cujas mesas sao construidas pelo
acréscimo de um obstéculo circular no interior da regiao limitada por uma
curva fechada e convexa (bordo externo). Estes bilhares nao satisfazem as
hipoteses requeridas para a aplicagao do mecanismo de desfocalizacao mas hé
evidéncias numéricas de que apresentam comportamento hiperbélico como
ilustrado numericamente por Sait6 et al [5] considerando a dindmica em
mesas construidas pelo acréscimo de um obstaculo circular no interior de
um disco de raio unitario. Os resultados numéricos de Saito sugerem que
a regiao de Pesin destes bilhares tem medida positiva quando o obstaculo
concavo esta muito proximo do bordo externo convexo, o que contrasta com

o que dita o mecanismo de desfocalizagao.




Resultados de C.Foltin [3] e Y.Chen [4] mostram que, para uma escolha
genérica do bordo externo convexo, o sistema apresenta entropia topologica
positiva e tao grande quanto se queira bastando para isso diminuir o raio
do obstaculo. Este resultado é obtido analisando a dinamica em torno de
uma classe especial de trajetorias periddicas que colidem perpendicularmente
com o obstéculo. Prova-se em [3] e [4] que em torno de tais érbitas existem
conjuntos invariantes restritos aos quais a aplicacao de bilhar é conjugada a
um shift. O nimero de simbolos deste shift corresponde ao niimero de pontos

normais e cresce quando o raio do obstaculo vai a zero.

Estudamos familias de bilhares em mesas com obstaculos considerando a
evolucao da dinamica quando o raio do obstaculo tende a zero. Consider-
amos a dindmica em torno das trajetérias periddicas estudadas em [3] e [4]
provamos a hiperbolicidade da dinamica restrita aos conjuntos invariantes
construidos em torno destas trajetorias. Usamos este fato para dar uma
descricao da complexidade da dindmica dos bilhares considerados em [5].

Nossos resultados sao formalmente apresentados na proxima secao.

1.1 Resultados

Seja D o espago das aplicagoes injetoras v : R/27Z — R? de classe C* e
derivada segunda nao nula em todo ponto. A imagem 7 é uma curva fechada

convexa que limita uma regidao Q. C R% Seja B C D x R? definido por

B:={(v,p) :v€D e peintQ,} (1.1)

Dado (v, p) € B seja 1y > 0 menor que a distancia entre v e p. A cada tripla
(v,p,7) com r € (0,rg] correspondente uma mesa (convexa) com obstéculo
que é a regiao anular @), ,, limitada por v e um circulo a de centro p e
raio r. O espago de fase do bilhar em uma mesa Q = @,,, ¢ a uniao
M = M, U M, em que M, é o conjunto das colisoes com a curva v, isto

é o conjunto dos pares (q,v) onde g é um ponto de impacto com v e v a




velocidade imediatamente apds este impacto. A componente M, é o conjunto
das colisoes com o obstaculo av. A dinamica é descrita por uma tranformacao
T =T,,, : M — M, T(q,v0) = (q1,v1) que associa estados de colisdes
consecutivos. A aplicacao T induz uma tranformacao T, : M, — M, que
descreve a dinamica de retorno ao obstaculo. Ambas, T" e T, sao aplicacoes
diferenciaveis a menos de um conjunto de singuralidades de medida nula e

suas propriedades sao descritas detalhadamente na secao 2.1.

Fixando (v,p) € B obtemos familias a um parametro de aplica¢oes T = T,
e T, = T,, variando r no intervalo (0,79). Estudaremos familias deste tipo
considerando a dependéncia genérica na escolha de (,p) € B e considerando
a evolucao da dinamica quando r — 0. Nosso foco é a dinamica em torno da

classe especial dos pontos peridédicos definidos a seguir.

Seja R : M — M a involugao R(q,v) = (¢,v) em que U é a reflexdo de v com
respeito ao vetor normal n(q). As aplicagoes T' e T, sao reversiveis com
respeito a R, i.e Vn € Z temos T~" = RoT™o R analogamente para T,. Note
que R fixa colisoes perpendicualres, i.e elementos (q,v) € M tal que v = n(q).
Seja £y := {(q,v) € M, : v =n(q)} a curvas de colisdes perpendiculares com
o obstédculo. Da reversilibidade de T" temos que se zg € ¢y e 2z, € T™(2y) € £y

entao zy é um ponto periddico de por T' com periodo divisor de 2n.

Definigao 1.1. Dizemos que zy € o N T, () é um ponto periédico

normal de forma curta ponto normal.

Trajetérias (normais) associadas a pontos normais ( figura 1.1) sdo carac-
terizadas por possuirem ao menos uma e no maximo duas colisbes p com
o obstaculo, todas perpendiculares. Entre estas colisoes ha um sequéncia
de colisoes com o o bordo externo. Estas trajetorias exibem continuagoes
naturais quando, mantendo fixos o bordo externo e o centro do obstaculo,
fazemos r — 0. Precisamente, a continuagao de um ponto normal x para
uma aplicagdo T, é o ponto normal 2’ para uma aplicacdo Ty ,» com 1’ < r
tal que a trajetoria corresponendente a ' é uma extensao da trajetéria cor-
respondente a z. A trajetéria P| na figura 1.1(b) é uma continuagao da

trajetéria Py na figura 1.1(a).




Figura 1.1: Trajetorias periddicas normais em uma familia de mesas com
obstaculos

Estudaremos a dinamica em torno de pontos normais em familias {77 }re(0,r)
obtidas fixando (v, p) e variando r. Consideramos familias deste tipo satis-

fazendo algumas condicoes.

Definicao 1.2. Uma familia {T,,}rc(0,0) satisfaz a condi¢io P se:

Para cadar < 1o, Ty, admite um conjunto finito X, de pontos normais.

Se r1 < 1y entao todo ponto de X,, € uma continuacao de um ponto

X

TO *

Todo x € X, € transversal i.ec x é uma intersecao transversal entre o

segmento da curva by e um segmento de T} | ({o).

Todo par 1 = (qo,v0), T2 = (q2,v2) € X, é nao alinhado, i.e os

pontos q1 € qa nao sao antipodas em .

Seja {Tur }reo,ro) ma familia satisfazendo P. Para cadar € (0, 7] o conjunto
X, de pontos normais estd contido em um aberto U, C M, restrito ao qual

T, ¢ diferenciavel (ver secao 2.1). O teorema a seguir, provado no capitulo




3 diz respeito a dinamica de T4, , restrita ao conjunto maximal invariante

A= () TiWh)

i€

Teorema A. Se {Ta7r}re(07r0] satisfaz a propriedade P e ry € suficientemente
pequeno entao, para todo r € (0,7r¢] o conjunto mazximal invariante A, C
M, € uniformemente hiperbélico para T, , e a restricio T,, : A, — A, €
topologicamente conjugada ao shift no espaco das sequéncias de m = $X,

sitmbolos.

A existéncia de subconjuntos invariantes em torno de pontos normais com
dinadmica conjugada a um shift é um resultado conhecido provado em [3] e
[4]. O teorema A mostra que, além disso, estes conjuntos sao hiperbdlicos.
A hiperbolicidade destes conjuntos é obtida construindo campos de cones
preservados pela aplicagao T, em torno de pontos normais. Estes cones nao
sao obtidos via mecanismo de desfocalizacao, como normalmente se faz, mas
sim através de uma analise do comportamento assintético da derivada da

aplicago T, , quando r — 0.

A existéncia de familias de bilhares satisfazendo as hipdteses do teorema A,
ou seja, a propriedade P é tratada no capitulo 4. Embora nao possamos
garantir que qualquer familia {7}, ,},c(0,, satisfaga a propriedade P, temos

o seguinte teorema.

Teorema B. Seja (v,p) € B tal que a familia {T.,}rcor,) associada ndo
satisfaga P. Existe uma curva v € D arbtitrariamente proxima de v na
topologia C? tal que a familia {fam}r(omo] associada a (7,p) satisfaz P. De
fato, para cada N > 1 existe uma cota ry > 0 tal que toda aplicacao '-fa,r com
r < ry admite um conjunto conjunto X de N pontos normais transversais e

dois a dois nao alinhados.

Combinando os teoremas A e B obtemos uma descri¢ao da dindmica genérica

de bilhares em mesas com obstaculos. Precisamente, temos o seguinte corolario.




Corolario 1.3. Dado p € R? seja D, C D o subconjunto de todas as curvas
convezas 7y tais que p € intQ.,. Existe um conjunto D; denso em D, tal que
sey € Dz/> entdo existe ro tal que toda aplicagao T, ., com r € (0,70, admite
um conjunto uniformemente hiperbélico A,tal que a restricao T, , : A, — A,
€ conjugada ao shift no no espaco das sequéncias simbolicas de m, simbolos

com m, — 0o quando r — 0.

No capitulo 5 aplicamos resultados dos capitulos anteriores para a familia a
dois parametros de bilhares introduzidas por Saito [5]. O espago de parametros
desta familia é:

Q:={(,r):6+r<ler>0}

A cada (0,7) € § corresponde uma mesa Qs,, 0Qs, = 7 U a em que v (o
bordo externo)é um circulo de centro p, e raio unitario e a (o obstaculo) é
um circulo de raio r e centro p distando ¢ de p,. No que se segue um Bilhar

de Saito6 é o sistema dinamico que descreve a dinamica de bilhar na mesa

Qs
© @ €)

Figura 1.2: Retratos de fase da aplicacao de primeiro retorno ao bordo ex-
terno para alguns pametros (6, 7).

Experimentos numéricos com a familia de bilhares de Saito (figura 1.2) sug-
erem uma transi¢ado continua entre a integrabilidade quando § = 0 (circulos

concéntricos) (figura 1.2(1)) e a caoticidade quando (§,7) ~ (1,0) (figura
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1.2(4)). Tipicamente, a dinamica é mista e ilhas elipticas sdo notadas quando
0 > 0 assim como duas faixas de curvas invariantes correspondente ao con-
junto de trajetérias que nunca se chocam com o obstaculo. Conjectura-se
que regiao complementar as ilhas e entre as duas faixas de curvas invariantes
se trata da regiao de Pesin. Um gradual desaparecimento das ilhas e cres-
cente predominio da "regiao de Pesin”é percebido quando (4,7) — (0,1).
Uma questao que surge naturalmente ¢ a de saber se existe algum par de
parametros (4, 7) € € para o qual a regiao de Pesin do bilhar correspondente
tem medida positiva. No intuito de responder afirmativamente a esta questao

obtemos o seguinte:

Teorema C. Ezxiste um subconjunto )y C ) de interior nao vazio, contendo
(1,0) em seu fecho e tal que se (§,1) € Q4 entdo a aplicagdo T,, associadada ao
bilhar na mesa Qs5, admite um conjunto uniformemente hiperbolico As, C
M, que € €(6,7)-denso em M, e tal que a restrigio T, : A5, — As, €
conjugada a um subshift no espagco de m(d,r) simbolos com €(6,r) — 0 e

m(d,r) = oo quando (§,7) — (1,0)

Um conjunto C' em um espago métrico (M, d) é e— denso se para todo z € M
existe ¢ € C tal que d(z,¢) < e. O teorema C' corrobora o comportamento
observado na figura 1.2(4) embora nao permita estimar a medida da regido
de Pesin de bilhares Bs,., j& que u(As,) = 0. Os conjuntos hiperbdlicos A,
assim como aqueles referidos no teorema A, sao obtidos via construcao de
campos de cones preservados por T, . Mas, para os bilhares de Saito, pode-
mos garantir a preservacao destes cone para além da vizinhanca de pontos
normais. Precisamente, provamos a preservagao destes cones em uma regiao
Hs, C M, com (0, r) satisfazendo u(Hs,) — pu(M,) quando (6,7) — (1,0).

Nao podemos garantir a preservacao de cones no complementar M,\H;, e
obtemos resultados que mostram que a dinamica nesta regiao complemen-
tar é a fonte para todo comportamento nao hiperbélico de um bilhar de
Saito. Estudando a dinamica de retorno ao complementar de Hs, obtemos

os seguintes resultados:

Teorema D. FEziste um subconjunto €} C Q, contendo (1,0) no seu fe-
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cho e tal que se (6,r) € ) entdo o bilhar Bs, admite um ponto periddico
em Ns, cujas variedades instdvel e estdvel possuem um ponto de tangéncia

homoclinica.

Teorema E. Eziste um subconjunto 2 C i, contendo (1,0) no seu fe-
cho e tal que se (6,r) € f entao o bilhar Bs, admite um ponto periddico

linearmente eliptico cuja orbita é um congunto €(9,r)-denso em M,

Os teoremas acima siao semelhantes a resultados conhecidos sobre a familia de
aplicagoes Standard, i.e a famila a um parametro k € [0, 00) de difeomorfimos

do toro T? dadas por:
fu(z,y) = (—y + 22 + ksin(2rz),z)  mod Z>

Sobre esta familia sabe-se [6] da existéncia de conjuntos hiperbélicos Ag que
sao €(k) densos em T? e cuja resticao fr : A — Ay é topologicamente
conjugada ao shift no espaco de m(k) simbolos, com €(k) — 0 e m(k) — oo
quando £ — oo. Além disso a dimensao de Hausdorff de A, tende a 2 quando
k — oo, existe kg > 0 e um conjunto denso de parametros em [kg, 00) para
os quais o sistema apresenta tangéncias homoclinicas e um conjunto residual
para o qual A, é acumulado por ilhas elipticas. Estes resultados sobre a
familia de aplicagoes Standard indicam os possiveis melhoramentos para os
teoremas C, D e E: a dimensao de Hausdorf dos conjuntos A;,, a existéncia
de ilhas de estabilidade associadas aos pontos linearmente elipticos referidos
no teorema F e uma descri¢do mais precisa da topologia dos conjuntos 2] e
(Y sdo questoes a ser consideradas. Este paralelo também indica a dificuldade
em dar uma resposta a questao sobre a regiao de Pesin de um bilhar de Saito,
uma vez que a mesma questao nos contexto da familia de aplicagoes Stantard

é um problema em aberto ha muitos anos.




Figura 1.3: A complexidade da dinamica em um bilhar de Saito: variedades
invariantes de um ponto periédico normal hiperbdlico ao redor da ilha de um
ponto periédico normal eliptico
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CAPITULO 2

Preliminares

Neste capitulo, descreveremos mais detalhadamente a aplicacao de bilhar em
mesas com obstaculo. Também recordaremos algumas definicoes e conceitos

necessarios para futuros argumentos.

2.1 Propriedades da aplicacao de Bilhar

Consideremos uma mesa ) = Q,,, 0Q = v U, o espago de fase do bilhar

correspondente é o conjunto M = M, U M, sendo:

M, = {(gv)l g€, [lvll =1 (v,n(q) > 0} (2.1)
Mo = {(gv)l g€, [jvll =1 (v,n(q)) = 0} (2.2)
onde ||.|| e (.,.) sdo respectivamente a norma e o produto interno usuais em

R? e n(q) o vetor unitdrio normal a dQ no ponto ¢ apontando para o interior

11



da mesa. Note que, como 9@ é a uniao de curvas fechadas disjuntas, ambos,
M, e M,, sao, topologiamente, cilindros. O cilindro M, tem o bordo 9M,
dado pelo conjunto das colisoes tangente a «, i.e os pares (g, v) tais que ¢ € «
e v é tangente a . Ignoramos colisoes de tangéncia com -, portanto M, nao

tem bordo.

Figura 2.1:

Para introduzir coordenadas em M consideramos a curva v € 9@ orientada
no sentido anti-horario e parametrizada por comprimento de arco s € [0, |y|)
(|7] é o comprimento de 7). Introduzimos coordenadas (s,6) € [0,27) x
(=%, %) para elementos (¢,v) € M, sendo ¢ = y(s) e § o angulo entre v e n(q).
Consideramos o circulo o € 9@ orientado no sentido horario e parametrizado
por comprimento de arco € [0,27.r). Introduzimos coordenadas (w,¢) €
[0,27.1) x [-Z, 2] para (¢,v) € M, em que ¢ = o(w) e ® é o angulo entre v

T 202
e n(q).

Também podemos parametrizar a curva convexa 7y pelo angulo ¢(s) € [0, 27)
entre 7/(s) e o vetor u = (1,0) e o circulo « pelo angulo f(w) € [0,27) en-
tre o/ (w) e u. Com isso podemos adotar coordenadas alternativas (¢, 0) €
0,2m) x (=%, 5) em M, e (3,¢) € [0,27) <[5, 5] em M,. Adotaremos estas
novas coordenadas, sempre que for util eliminar a dependéncia em r do sis-
tema de coordenadas o que ocorre quando usamos o parametro comprimento

de arco w € [0, 27.r) do obstéculo a.

12



Figura 2.2:

A aplicacao de bilhar na mesa ) = @, ¢ a transformacao
T=T, :M—>M T(qo,v0) = (q1,v1) (2.3)

em que q; € 0Q é o primeiro ponto de impacto com o bordo de uma trajetéria
partindo de go com velocidade vy e v; a reflexao de vy com relagao a tangente

do bordo no ponto ¢;. Formalmente, se 70 = ||¢1 — qol| entao:

G =qo+710v0 e v =1v9—2{v,n(q)) . n(q1) (2.4)

A diferenciabilidade de 9@ implica que T estd bem definida e é invertivel.
Cada 6rbita {(q;, v;) = T'(qo,vo) : @ € Z} corresponde a uma tnica trajetéria
de bilhar na mesa , i.e um caminho poligonal cujos vértices sao os pontos
de impacto ¢; com i € Z. Seja L(z) = {g+tv : t > 0} o raio partindo de
q € 9Q na direcao de v. Se z = (¢,v) € T"Y(OM,) entao L(z) tangencia a
curva concava a donde todo z € T~HOM,,) (resp. z € T(OM,,)) é um ponto
de descontinuidade de T' (resp. T~ '). Por cada q € v passam exatamente
duas retas tangenciando «. Portanto, T-'(0M,) é a uniao de dois graficos
em M, assim como T(0M,) = Ro T *(0M,) como ilustrados na figura 2.3.

Sejam S_1 = OM, U T Y(OM,) e 8 := OM, UT(OM,). A restricao T :
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M\S_; — M\S; é um difeomorfismo C*~1 se Q é de classe C* [13]

Figura 2.3:

A pré-imagem M, = T—'(M,) ¢ a regiao limitada pelas duas componentes
de T71(OM,) e a imagem M} = T(M,) a regiao limitada pelas duas com-
ponentes de T(OM,). As restricoes T' : M, — MF e T : M, — M, sao
homeomorfismos e as restrigoes T : int M, — intM} e T :intM, — intM,

difeomorfismos C'.

As compostas T" : M — M e T™" : M — M sao aplicacoes descontinuas
respectivamente nos conjuntos S, == S UTH(S_1)U...UT™™(S ) e
S, =S UT(S)U...uT"(S;). Cada conjunto S, com n € Z é a uniao de

uma quantidade finita de segmentos compactos de curvas de classe C* [13].

Sera util considerar a aplicacao de bilhar /' = F, : M, — M, que descreve
a dindmica na mesa convexa (), (sem o obstaculo). Esta aplicacdo é um

difeomorfismo de classe C*~! de 7 é de classe C* e preserva a medida .

Para definir a aplicacao T,, que descreve a dinamica de retorno das trajetorias
ao obstaculo, consideremos o subconjunto N— C M, dos pontos z € M,
para os quais existe n > 0 tal que T"(z) € M,. Seja n, : N~ — N definida
por ng(z) := min{j > 0 : T9(z) € M,}. O nimero n,(z) define o que

chamaremos de tempo de retorno de z a M. A aplicacao de primeiro retorno
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ao obstéaculo é definida por:
T.: N~ = M, To(z)=T"C(z). (2.5)
no conjunto N+t :=T,(N~) definimos a inversa
TV NY = M, T7H2) =T"E)(2) onde To(2) = 2. (2.6)

Em algumas situacoes especificas pode-se mostrar que M,\NT # 0 , ou
seja, nem toda trajetoria partindo do obstaculo retorna a esta componente
do bordo da mesa (ver observacao 5.1). No entanto, como 7' preserva p e
wu(M,) > 0, segue do teorema da recorréncia de Poincaré que u(M,\N*) = 0.
Assim sendo, e para simplificar a notacao, ignoraremos a diferenca entre M,

e N* considerando T,, e sua inversa como sendo aplicacdes de M, e M,,.

Pela concavidade de «, dada uma condicao incial z € M, teremos, neces-
sariamente, T'(z) € M.,. Logo n,(z) > 2 para todo z € M,. Note que M,
é decomposto em conjuntos M’ := n_'(i) para i > 2. Se z € M! entdo
o segmento da orbtia deste ponto por 1" até o primeiro retorno a M, é da
forma {29, 21, ..., Zi—1, 2;} com {z1, ..., zi_1} C M,,. Segue disso que a restricao

T, : M! — M, admite a fatoragao:

Tu(2) =T o F"20T(2) (2.7)

2.2 Projetivizacao da derivada

Seguindo [8] descreveremos a agao da derivada D,T da aplicacao T' em um
ponto z € M em termos de coordenadas projetivas no espaco tangente. Por
simplicidade, denotaremos indistintamente por s o parametro comprimento

de arco para vy e a adotando coordenads (s, ) em M = M, U M,.

Dado zyp = (s0,60) € M\S_1 seja z1 = (s1,01) = T(z0). Seja 19 = ||((s1) —
((so)|| onde ¢ € {v,a}. A matriz da derivada de T'(s,f) tem a seguinte
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expressao [13]

_ _thko __ cosfo __To
cos 01 cos 01 cos 01
D. T = (2.8)
__kim9.ko _ kicosby _ 1ok1
cos 01 cos 01 ]{?0 cos 61 1

Em que k; = k(s) é a curvatura do bordo da mesa no ponto ((s). Como em

[13] adotamos a seguinte definicao de curvatura: k(s) = —||¢"(s)|| se ( = v

e k(s) = [[¢"(s)]| = 1/r se ¢ = o

Sejam (ug,us2) as componentes de um vetor v no epaco tangente T, M, com

o 9
ds’ 00

n(ug) = 2 e R onde R = RU{oc} é uma coordenada projetiva para o espaco
P(T,M) das retas passando pela origem 0 em T,M = R2.

respeito a base { }.A inclinagao de u = (uy,us) € T, M, definida por

Se z1 = T(z) euy = D, T.ug € T,, M entao, por 2.8, a inclinagao 1, = n(uy)

é dada por em funcao da inclinagao 1y = n(ug) pela equagao:

cos 6,
m =k + cos 0g (2.9)
T0 +
ko + 10
costy ..
O termo A é um outra coordenada projetiva para P(T,M) e tem um
o T 7o

significado geométrico que descrevemos a seguir: todo vetor vy € T, M nao
nulo é representado por uma curva diferenciavel \(e) = (s(e€),0(¢€)), || < €,
tal que A(0) = zg e N'(0) = ug. A uma curva A representando uy € T, M

associamos um feixe de retas em R?:
Ly(e,t) = q(e) + t.v(e) (2.10)

onde q(€) = ((s(e)) e v(e) é o vetor unitario formando angulo #(e) com o
vetor normal n(sg).Se v/(0) = %|_ # (0,0) entdo a envoltéria do feixe

L(e, 1) é a curva:

Ex(€) = q(e) + f(e).v(e) (2.11)
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tal que F4(e) é paralelo a v(e) para todo e, i.e (E'(€),v'(¢)) = 0 o que pode
ser expresso por (¢'(e) + f(€).v'(€),v'(¢)) = 0 donde:

__{g(e).v'(¢)
fle) = 7 (0)) (2.12)

Se v'(0) # (0,0) dizemos entao que Ly(¢,t) focaliza ao longo da reta L(0,t)
no ponto( de focalizagao) gy = L(0, fy)e tem tempo de focalizagao f, =
f(0). Dizemos que um feixe de retas focaliza para frente de fo > 0 e para
tras de fy < 0. Em aproximacao linear, i.e € =~ 0, o ponto de focalizagao
¢o ¢ a intersecdo comum entre as retas Ly(e,t). Se v'(0) = (0,0) entdo,em
aproximacao linear, Ly (e, t) consiste em uma fam ilia de retas paralelas, neste

caso definimos ¢g como um ponto no infinito e fy = oo.

Lema 2.1. Sejam zy = (so,6p) € M\S1, up = (uo1,u02) € ToyM um vetor

nao nulo e Ly(e,t) um feize de retas associado a ug. O tempo de focalizacao

de Ly depende apenas de zy e da inclinagao de ug sendo dado por fo = —%
onde ko = k(sg) e no = %

Prova: Seja t(s) é o vetor unitdrio tangente a ¢ no ponto ((s) e n(s) o

vetor unitario normal a t(s) apontando para o interior da mesa. Temos

v(e) = cosfh.n(s)+ sinf.t(s) (2.13)
V(e) = (=0 +k.s)sinfn+ (0 —k.s')cosb.t

onde " = s'(e) e 0 = 0'(¢). Observando que s'(0) = ug1, 0'(0) = upo,

¢'(0) = t.up e considerando 2.12 obtemos:

(t.s',v") cos 6p.ug 1 cos Oy cos 6y
fo=—" =1 = W = (2.15)
<U , U > 0-U0,1 + U2,0 0+ w01 0 + Mo

O

A acgao da derivada em termos de tempos de focalizagao é descrita no seguinte

lema:

17



Lema 2.2. (equagdo do espelho) Seja zy = (so,6p) € M\S_1 e ug €

T.. M, zy = (s1,01) =T (20) euy = D, T.ug € T,, M. O tempo de focalizagao

fi = f(z1,u1) € dado em termos do tempo de focaliza¢ao fo = f(z0,u0) da

curvatura ky = k(s1) e do comrimento 19 = ||((s1)—C((s0)]|| sequndo a equagao
1 1 2k,

— + —
f1 7'o—fo cos 6y

(2.16)

Prova: Basta observar que se f; = —k‘;oTsjh en =k + % entao :
1 o —k'l — M - k’l k’l 1 o 2k’1 1
f1 N COS 01 n COS 91 COS 01 T0 — fo N COS 491 T0O — fo

O

Seja [(s) o angulo entre ('(s) e u e consideremos em M as coordenadas (53, 6).
Dado zg = (5o, 6p) € M\S1 e z1 = (B1,61) = T(20) a derivada D, T expressa

por:

kit _ Eki.cosfp __kimo
cos 01 ko cos 01 cos 01
D. T = (2.17)
__kio _ ki.cosby 1 — kim0 _ 1
cos 01 kg cos 01 cos 01

Dado uy € T,,M o tempo de focalizagao de uy e a inclinacao do vetor u; =

D, Ty sao dados respectivamente pelas féormulas:

cos By cos 0,

foz_ko(1+770) = +k1(7'0+f0)

(2.18)

2.3 Hiperbolicidade via campo de cones

Seja U aberto de uma variedadade M de dimensao 2, f : U — f(U) um
difeomorfismo de classe C*' e ||.]| um norma riemanniana em 7M. Um con-

junto fechado A C U invariante por f é um conjunto uniformenmente
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hiperbdlico para [ se existe uma decomposicao T, M = E! & E; para
todo x € A, invariante pela derivada D, f, e uma constante p > 1 tal que
/D, f.u|| > pllu|| para todo v € E¥ e ||D,f~ .u|| > pllu|| para todo u € E3.

Um cone em um espago vetorial V' de dimensao 2 é um subconjuntoC =
{a.uy + b.ug : ab > 0} onde u; e uy sdo vetores linearmente independentes

em V. O interior de um cone C' e seu bordo sao respectivamente:

intC : {au; +bug:ab>0}U0 e 9C = C\intC

Um campo de cones em um aberto U de uma variedade bidimensional M
¢ uma aplicagdo z — C(z) que a cada z € U associa um cone C(z) C T,U.
Se f: U — U é uma aplicagao diferenciavel dizemos que o campo de cones
z +— C(z) definido em U é preservado por f se D,f.C(z) C C(f(z)) para
todo z € U e estritamente preservado por f se D, f.C(z) C intC(f(z))
para todo z € U.

Construiremos os conjuntos hiperboélicos dos teoremas A e D usando o seguinte

critério ( ver [11] coroldrio 6.4.8)

Teorema 2.3. Seja f: U — f(U) C M um difeomorfismo de classe C* e
A C U um compacto invariante por f. Se existem campos de cones z +—
C%(z) e z — C%(z) estritamente preservados por f e f~' respectivamente
uma constante p > 1 tal que para todo z € A temos ||D,ful| > plul| se
ue CU2) el||D.f |l > pllul| entdo A é um conjunto hiperbdlico para f.

Observagao 2.4. Note que se [(v) é uma coordenada projetiva para P(V)
entao qualquer cone C' pode ser descrito por C': {u € V : I(v) € J} onde
J = [e,d] C R é um intervalo fechado. Com esta descricio temos 9C = {v €

Vil(v) =c ou l(v) =d}.
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2.4 Dinamica Simbodlica

Seja Xy, = {b = {...b_1.09.b1....} : b; € {1,...,m} e i € Z} o conjunto das
sequéncias simbolicas bi-infinitas de m simbolos e seja d,, : ¥, X ¥, = R

definida por:

|bi, ai - - .

dp (b, a) == Z ol onde |i,jl €{0,1} e |i,jl=1<i=j (2.19)
i€z

O par (X,,,d,,) ¢ um espago métrico compacto [19]. Dada uma b € %,, e

n > 0, um cilindro simétrico de centro b e comprimento 2n + 1 é o conjunto:

Cppny = A{b' € By, b =b; Vi tal que |i| <n} (2.20)

2n+1

Para cada n > 0 existem exatamente m subconjuntos de 3, e da

definicao de d,, segue que:

b e C[b,n] A= dm(b/,b) < (2.21)

2n71

O shift em X, é o homeomorfismo o : ¥, — 3, que a cada sequéncia b as-
socia a sequéncia a = o(b) tal que a; = b; 41 para todo i € Z. Dizemos que um
homemorfismo F : E — E é topologicamente conjugado a o : %, — X,
se existe um homeomorfismo S : ¥, — E tal que F'o S(b) = S o (b) para
toda b € X,,.
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CAPITULO 3

Conjuntos Hiperbdlicos em torno de pontos normais

Neste capitulo provaremos o teorema A construindo conjuntos hiperbdlicos
em torno de pontos normais associados a uma familia de aplicacoes {7y, }re(0,r]

satisfazendo a propriedade P.

3.1 Preliminares

Durante todo este capitulo consideraremos uma familia {75, }re(o,, sat-
isfazendo a propriedade P. Recordemos que isso significa que para todo
r € (0,70 o aplicacao Ty, admite um conjunto X, C M, de pontos normais
transversais e nao alinhados (ver defini¢ao 1.2). Além disso, o conjunto X,
¢ invariante, T, ,.(X,) = X, e , para todo 1 < 19 0s pontos de X, sdo
continuacoes dos pontos de X,,. Adotaremos coordenadas (¢,0) em M, e
(B, ¢) em M, (como definidas em 2.1). Com estas coordenadas temos que se

r1 = (p1,0) € X,, é uma continuacao de zy = (5y,0) € X,, entdo 5, = [y
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como ilustrado na figura 3.1. Portanto, nestas coordenadas, o conjunto X,

independe de r e assim denotaremos X = X,.

Figura 3.1:

Dado z € X, seja U, (resp U,) o maior conjunto conexo em M, contendo
x restrito ao qual Tg, ( resp. T 1) é continua. Como as trajetérias de
pontos normais nao tangenciam o obstaculo, temos que T, (resp T,,}) é um
difeomorfismo na vizinhanga de todo ponto normal. Segue disso que U, (
resp. Uf.) tem interior, intU,, (resp. intU],), ndo vazio e o bordo 0U_,
(resp. OU,.) é um subconjunto do conjunto de singularidades S_, (resp
S_,) onde n = ny(x) é o tempo de retorno de z. Note que se v € X e

T ="T,,(z) € X entao, pela definicio de UE

z,r

temos que T, ,(U;,) = U, e

as restricoes
7T + . - : +
Toy Uy, = Uz, € Ty, intU,, —intUz,

sao respectivamente um homeomofismo e um difeomorfismo de C'. O maior
aberto de M, contendo o conjunto X e restrito ao qual T, e (resp. T, }) é

difenciavel é denotado por:

U = U intU,, (resp. Ur = U intUL)

LEEXT $€X'r

Cosideraremos a familia de aplicagoes

Tor U~ = U 1€ (0,10 (3.1)
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objetivando provar que se 1 € suficientemente pequeno entao o conjunto

A, = ﬂ T;,r(u;t)
€4
¢ uniformemente hiperboélico para T ,. Nossos argumentos estao organiza-
dos da seguinte forma: na secao 3.2 descrevemos a geometria dos conjuntos
U;'fr mostrando que se r( € suficientemente pequeno entao estes conjuntos ad-
mitem um tipo de estrutura retangular quando r é suficientemente pequeno.
Na secao 3.3 construimos campos de cones estritamente preservados por Ty, ,
restrita a estes retangulos. Na secao 3.4 descrevemos as acao T, sobre uma
colecao finita de retangulos e usamos esta descricao na secao 3.5 para a con-
struir conjuntos hiperbdlicos em torno de pontos normais. A geometria e
a dependéncia em r das variedades invariantes associadas a estes conjuntos

hiperbdlicos sao estudadas na se¢ao 3.6

3.2 Retangulos

Nesta se¢gao mostramos que se ry (como em 3.1) é suficientemente pequeno
entdo so conjuntos U=, admitem um tipo de estrutura retangular que defin-

imos a seguir.

Definicao 3.1. Seja I = [-5,5] e mp : My, — I a proje¢do na sequnda

coordenada, a cada x € X associamos as as aplicagoes:

G U, —IxI G_(z) = (m2 0 Tp,(2),m(2)) (3.2)
Gy:Uf, = IxI Gi(z) = (m 0 T, (2), m2(2)) (3.3)

Dizemos que um conjunto U, ( resp. U;T) ¢ um retangulo se a aplicacao
G_ ( resp. G4) for um homeomorfismo e neste caso definimos o bordo

horizontal de U, (resp U, ) por

ouUs, =G (1x {£3})  (resp. 0wty = G (1x {+7}))
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ogU_~

z,r

o,

Figura 3.2: Em (1) um conjunto U, que nao é um retangulo e em (2) um
conjunto U, . que ¢ um retangulo

e o bordo vertical por:

onu,, =G~ ({:I:g} X I) (resp. WU, = G ({:i:g} X [>)

Para o que se segue sera util considerar certas curvas nos espago de fase.
Recordemos que uma curva A C M, (resp. M, ) é dita rotacional se for sim-
ples, fechada e homotopicamente néo trivial em M, (resp. M,). O conjunto

M, é folheado pelas curvas rotacionais:
by ={z€ My :m(2) =0p} pel

A imagem M} = T,(M,) e a pré-imagem M, = T,"'(M,) sao respectiva-

T

mente folheadas pelas curvas
g;,r - TT" (&P) ¢ g;,r = Tr_1(€§0>

que sdo rotacionais em M., ( ver lema 3.3). O seguinte lema nos da um critério

para decidir se um conjunto UZ, é um retangulo em termos das curvas ﬁir.
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Lema 3.2. Se z € X tem tempo de retorno n.(x) = n entao os conjuntos
U, e Uf, sio retingulos se e s6 se para todo par (p1,90) € I X I a curva

T,

T "+2(,, ) intersecta a curva Lf . em um tnico ponto de T.(U,,) C M,.

Prova: Segue da defini¢ao de U, que as aplicagoes T, : U, — T.(U;,) e
G_:U,, — I x I sao continuas. Portanto, G_ : U, . — I X I ¢ um homeo-
morfismo se e s6 se G_oT~' : T(U,,) — I x I também o for. Considerando

este fato observemos que para todo z € T'(U,) temos:

mo T (2)=¢1 e moT '(z) =
Tl ) € by € T2 € by,

G_oT, '(2) = (p1,00) &
=
& Tz el,, e zel]
=

$o,T

z e T2 (0, YNt (3.4)

©1,7 ©o,7

Assim, G_o T : T,(U;) — I x I é uma bijegao continua se e sé se

UG, DTG )T U} =1 V@) €TxT  (35)

$o,T

Recordemos que toda bijecao continua entre espacos métricos compactos é
um homeomorfismo [20]. Logo, se a condigao 3.5 ¢ verificada entao G_o T, !
¢ um homeomofismo e consequentemente o conjunto U, , ¢ um retangulo.
Por outro lado ¢é claro que se U, for um retangulo entao 3.5 também é
verificada. Para tratar dos conjunto U, consideremos o homeomorfismo
Y:IxI—=IxILY(,¢") = (¢, ¢). Pelas definicoes de G e G_ temos:

Gi(2) = (20 T M), ma(2)) = Y (ma(2), ma 0 T () = Y 0 Tay 0 Gy (2)

donde U, ¢é retangulo se e s6 se U, também o for o que conlui a prova. O

+

- em especial sua dependéncia em r, sao descritas

Propriedades das curvas ¢

nos dois lema a seguir.

Lema 3.3. Para todo o € I existem fungoes 07, : [0,2m) — I dependendo

de r tais que
+ +
b= Gmf(@wv,,)
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Existem fungoes H;t :10,27) — I dependendo apenas de v e p tais que para
todo r
lo, = =Graf(60;)

Prova: Dado (5, ¢) € M, seja (1,0) = T,(8,¢). Pela expressao 2.17 para

a derivada de T, temos:

Oy kimy  kicosg . %_8_1/}_1 (3.6)
9B  cosf  kg.cosb o3 0B '

onde 7 = ||a(B) — y(V)||, ko = k(So), k1 = k(¢)). Note que g—"g > 0, ja que
70 > 0, cosp > 0 e k; < 0. Portanto, fixado ¢ temos que  — (3, ) é um
difeomorfismo e podemos reparametrizar f:gm como o grafico de uma fungao
Y+ 07 (). Para todo ¢ temos R({,) = {_, donde, por reversibilidade de
T, (0, = R((*,,) eassim, (7 é o gréfico da funcao ¢ — 0 .(¢) = =07, (¢)).

™ Fr —pr

Dado ¢ € [0,27) seja 6, (¢)) o angulo entre o vetor p — y(¢)) e o vetor
normal n(¢)). Para todo ¢ € [0,27) a reta L passando por 7(¢) e formando
angulo 0 (¢) com n(¢) intersecta perpendicularmente qualquer circulo a
centrado em p. Pela defini¢ao de T, e £y temos que T,.(v, 0, (v)) € Lo, ou
seja £y, ¢ o gréfico da fungao ¢ — 6, (1) que depende apenas de v e p. Por
reversibilidade, ¢, é o gréfico de ¢ — 6} (v) = -0, (). O

Lema 3.4. As familias de fungoes {07, }, e {07}, convergem na topologia

C* respectivamente para (9; e 8, quandor — 0

Prova: Cada tripla (¢, ¢,7) € [0,27) x I x (0,79) determina um unico
segmento de trajetdria de bilhar, I'(¢), ¢, r), na mesa @, ,, que tem extremos
nos pontos ¢ = q(¢,¢,r) € a e y(¢), forma angulo ¢ com o vetor normal
no ponto ¢ e cuja reflexdo com respeito ao vetor n(¢)) forma um angulo
07 (1) com n(z). Uma tripla (3,0, 7) determina um segmento de trajetéria
['(¢,0,7) de extremos gy = ¢(1,0,r) € a e (1), que forma angulo ¢ = 0

com a normal no ponto ¢p e cuja reflexdo com respeito ao vetor n(¢)) forma
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angulo 0, (¢) com com n(v). Na figura 3.3(1) ilustramos segmentos I'(¢, ¢, )
e I'(¢,0,7) para um par (¢, ¢) fixado.

Considerando a construcao na figura 3.3(1) observamos que I'(¢), @, r) estd
contida em um reta que tangencia um circulo de centro p e raio r sin ¢ em um
ponto ¢’ e o angulo o = o (v, p,r) entre as reflexoes de T'(¢), p,r) e T'(¢,0,71)

satsifaz:

165 (1) = 0 ()] = |o] =

() oo

onde 7,(¢) = |[p—(¢)||. Denotando por 7(1, ¢, r) a distancia entre (¢, ¢, r)
e ¥(1) e observando que ||q(v, ¢, ) — ¢'|| = 1 cos ¢ obtemos:

(V) = (T(¢, @, 7) + 1rcosp) < rsing (3.8)

Considerando as expressoes 3.6 para as derivadas g_lﬁp e g—g e observando que

7,(¢) = 7(¢,0,7) + r obtemos:

doz, B cos 05 (1) . doy - cos 6, ()
i (lp)_1+k(¢)(7<¢’%r)+mow> 7 (¢)—1+W{3.9)

Note que a funcao ¢ — 7,(¢) = ||7(¢») — p|| definida no compacto [0, 27), é
continua e estritamente positiva uma vez que p ¢ . Sejam:

Tmin = min {1,(0)} e e(r) = min{aresin< - >r} (3.10)

pe[02m) Tmin

Segue de 3.7 e 3.8 que V(¢, p) € [0,27)

105.(0) =0, (V)| < e(r) (3.11)
|cos 67 (1) — cos 07 (V)| < e(r) (3.12)
IT(¢, 1) +rcosp —1,(¢)] < €(r) (3.13)

onde 3.12 segue de 3.11 ja que |cos 8 (¥) — cos O ()| < |07 ,.(¥) — 05 ().

Por 3.11 temos que {6}, converge na topologia C° para a fungao 9
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6,(1)uma vez que lim,_,¢ €(r) = 0.Considerando 3.9 e denotando 7, = 7,(¢), 7’
T(Y, p,7) +rcosp, k= k(y), 0F =05 (¥) e 07 =07 (1) temos:

e de; cos@t  cosBf
—W) - —=@)| = s
dip dip kT, k.t
cos OF _ cos 05 cos 0f _ cos 05
k.7, kT, k.7, k.’
e(r)  €(r) T +1
< —= < 3.14
k.7, * kt'.T, e(r) (k.T’.Tp (8.14)
O termo kT;fip ¢ limitado ja que as curvaturas £ < 0 e o os comprimentos

7 > 0e7 > 0 sao limitados. Como lim, ,o€(r) = 0 temos por 3.14 que

lim, g ‘C{j—i(@b) - C{j—j(@b) = 0 donde {6}, converge na topologia C* para a
fungao 6, (¢) quando r — 0.0

KL = e

O : . frsing
lIp - ¢l = rsing lla—d/|| = reos 16, (%) 9¢<¢>‘<drwn(ﬂ,@>))

Figura 3.3:

No que se segue, dada uma familia de conjuntos { A, }, C M, UM, escrevemos
lim,_,o A, = B para indicar que lim, ,ody(A, B) = 0 onde dy é a distanica

de Hausdorff. Segue do lema 3.4 que lim,._,o Eiﬂ, = @t e, como M, ;T é folheado

+

: +_ ot
b > UEMOS lim, ,o M = ép.

pelas curvas ¢

. . . + o+
Exploraremos o comportamento assintético lim, o My = £ para provar a

seguinte proposicao.
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Figura 3.4: (1): conjuntos M, folheados pelas curvas (Z,. (2): conjuntos
M, e M, para um valor ' <r.

Proposicao 3.5. Se {14, }re(0,0) Satisfaz P e 1y € suficientemente pequeno
entao para todo x € X os conjuntos U;fr sao retangulos.

Prova: Consideremos um ponto normal trasnversal x € X com tempo de
retorno n,(x) = n, como x é intersecao transversal entre um segmento de
(o e um segmento de T }(¢y) = T,7"({o) temos que T,(x) é uma intersecao
transversal entre segmentos das curvas £ = T,(ly) e T,7" () = T, (4o).

Pelo lema 3.3 existe r(x) tal que se r < r(x) entdo para todo par (¢1,¢g) €

I x I a curva £} intersecta transversalmente a curva T, "7 1(¢7 ) em um

®o,r ®Y1,T
tnico ponto de uma vizinhanga de 7T}.(x). Assim, pelo lema 3.2, temos que se
r < r(x) entdo U, e US, sdo retangulos. Definindo r; = min{r(z) : z € X}
temos que se r < r; entdo para todo x € X os conjuntos U, e U/, sdo um

retangulos. O

Concluimos esta secao descrevendo a dependéncia em r das trajetérias de
bilhar na mesa @), associadas as érbitas de pontos nos conjuntos Ujfr. No
que se segue, dado x € X tal que n,(x) = n, denotamos por (5o (2), Yor(2))
as coordenadas de um ponto z € U, por (8,,(2), ¥n.r(2)) as coordenadas de
Tor(2) e por (¢ ,(2),6;,(2)) as coordenadas de T}'(z) para i € {1,...,n — 1}.
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Denotamos por k;,(z) a curvatura do bordo da mesa e por 7;,.(2) a distancia
166(2) — Gier o (2)]] onde gi,(z) = 7(Wis(2) ¢ um ponto do bordo externo
v para i € {1,....,n — 1} e ¢;(z) = a(f;(z)) um ponto do obstéculo para
i€ {0,n}.

()

(IZ,r(Z>

P m—

Figura 3.5: Comportamento assintético de trajetorias de pontos z € U

Como as coordenadas dos pontos na érbtia de x € X independem de r, temos
que (Y, (x),0;,(x)) e ki(x) para i € {1,...,n — 1} assim como 7;,(x) para
i = {1,...,n — 2} independem de r, portanto omitiremos o indice r nestas
notagoes escrevendo (v;(x),0;(z)), ki(x) e 7;(x). O segmento da trajetéria de
bilhar associada a z € U, (resp. x) até o primeiro retorno ao obstaculo é
um caminho poligonal I',(2) (resp. I'.(x)) na mesa Q. que identificaremos

por seus vértices, ou seja:

Ir(z) = A{a0r(2), 010(2), s Gu-10(2), @ (2))} (3.15)
Lr(@) = {qor(@), u(2), s gu1(2), gur(2))} (3.16)

Note que apenas os extremos de I';.(z) dependem de r e I'.(z) estd contido
na trajetérias singular T'o(z) = {p, ¢1(2), ..., ¢o_1(x), p} qué o limite, quando

r — 0, dos caminhos I',.(x). No que se segue denotaremos 73 (z) = ||p—q1 ()]
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e Tt () =|lp— gu_1(x)]|. Serd ttil observar que:

(@) =T1.(2)+1r e T8 (2)=Tho1,(x) + 7T (3.17)

Figura 3.6: T'g(z)

Notagao 3.6. Dada uma familia de fungoes A, : U, — R, 7 € (0,71] e
um a € R escreveremos A, < a para indicar a existéncia de uma funcao
€ : (0,71] — R satisfazendo lim, g e(r) = 0 e tal que |A,(z) — a| < e(r) para
todo z € U,

Lema 3.7. Seja x € X com tempo de retorno ny(x) = n e considere as

Jungoes ;. 0; 1, ki v, Ty Uy — R como acima.

(1) kix < ki(x), ¥, < i(x) € 0;, < 0;(x) para todo i € {1,...n — 2}.

(2) i < Ti(2) para todoi € 1,...,n — 2

(3) i < 7 (x) parai € {0,n — 1} onde ij(x) =llp—q(x)|],ie{l,n—1}
Prova: (1) Se nq(r) = n entdo para todo z € U, temos T,,(z) = T, o
Fff‘z o T.(z) onde F, : M, — M, é a aplicacao de bilhar na mesa convexa

Q. Portanto, cada imagem T7(U; ), i € {1,...,n—1} é a componente conexa

do conjunto:

1—1 n—2—1i -
Fi- (M7, N P2 (M) (3.18)

o,T
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contendo o ponto

Ti(z) = (Vir(2). i (2)) € EY7H(G) N EYT27H(L) (3.19)

Como F, é um difeomorfismo e lim,_,o M, = £ temos: lim, o FZ~ ' (M}, )N
Fr27 (Mg,) = F e N Er=27y donde

hmTf( ) (Vi(), () (3.20)

Logo, existe uma fungao € : [0,71) — R satisfazendo lim, 0 €(r) = 0 e tal que
para todo z € U, e todo i € {1,....,n — 1}:

[Vir(2) = Yilz)| < e(r) e |0;,(2) = 0i(z)] < e(r) (3.21)

ou seja, 1¥;(z) < ;(x) e 0;(z) < 0;(x) para todo 7 € {1,...,n — 1}.

(2) Se B: R — R é continua A, =< a entdo B o A, =< B(a). Observando
que k;.(z) é uma fungdo continua de 1;,(z) temos k;, =< k;(z) para todo
i€{l,..,n— 1} e observando que 7;,(2)é uma funcdo continua de v, ,.(z) e

Yiy1,(2) temos 7, < 7;(x) para todo i € {1,...,n — 2}.

(3) Observando que 1o(z) = ||gor(2) — qur(2)|| = r 4 7, (x) temos para todo
zeU,,

10,(2) = [la(Bor(2)) = v(¥rr(2))|
< la(Bor(2)) = pll + llp = (@1 @D + [ (1 (2) = v (@1a ()]
= r+7(@) + [ (Wi(2) = 7 (@1 (2))]] (3.22)

donde
70.0(2) = 7 ()| <7+ [y (W () = (W10 (2))]] (3.23)

Como 1;, < 1;(x) temos por 3.23 que 7y, < 74 (x). De forma andloga prova-

se que 7,1, <X 74 _i(x). O
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Y TN
7 S

Figura 3.7:

Como consequéncia do lema acima temos que os segmentos de trajetéria de
bilhar I'.(2), z € U

2+ convergem, quando r — 0 para a trajetoria singular

[g(x) como ilustrado na figura 3.7

3.3 Campos de cones

Nesta secao construiremos campos de cones estritamente preservados pelas

aplicagoes T,, : U — U, r € (0,7¢] e suas inversas. Precisamente, con-

T )

siderando o campos de cones z — C*(2), z € intM, definidos por:

Ct(z) == {ueT.M, |n(u) € |0,+x]} (3.24)
C (2) = {ueT.M,|n(u) € |—o0,0]}. (3.25)
provaremos a seguinte proposicao

Proposicao 3.8. Se {1, ,}oc(o,] satisfaz P e rq € suficientemente pequeno

entao existem fungoes cy1,co, p: (0,19] = R satisfazendo:

lime(r) =1, p(r)>1 e limp(r)=o0

r—0 r—0
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e cones:

C"(z2) = {ueT.M,:ci(r) <n(u) <cy(r)} CintC*(2) (3.26)
C(z) = {ueT.M,:—ci(r) <n(u) < —ca(r)} CintC™(2) (3.27)

tais que se r < 1o entao:

D.T,,C*(z) € CT.,(2)) C ntCT(T,,(2)) Vzel (3.28)
DZT;}.C’(z) C C’S(Tozi(z)) C tintC~ (T, X (2)) VzeU' (3.29)

)

| D Torull >pllul|  Vzeld. e u tal n(u) €[0,c(r)] (3.30)
ID. T, ul| > pllul|  Vzel e u tal n(u) € [—ca(r),0] (3.31)

onde ||(u1, us)|| = Vu} + u3

No que se segue supomos, sem perda de generalidade, que todo ponto z € X

tenha tempo de retorno n,(z) = n. Denotamos:

N, = {(zu) :2€U,, e ueC¥(z)} (3.32)
N, = {(zu) :2€U}, e ueC (2)} (3.33)

Vot

e definimos familias de funcgoes:
NN, =R e fi,: NJ. >R re(0,r]

tais que 7;,.(z,u) e fi, (z,u) sdo respectivamente a inclinagdo e o tempo

de focalizacao do vetor D.T!.u para i € {0,...,n} com (z,u) € N . Das
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formulas 2.18 e 2.16 segue que:

Jor(z,u) = %m (3.34)
08 0;11,(2)
kiv1,r(2)(Tin(2) = fir(z,0))
fivrr(z,u) = () ! 1 ie{l,...,n—1}(3.36)

cosbii1,(2)  Tir(2) = fir(z,u)
T COS @nr(2)

Tnfl,r(z) - fnfl,r(zy 'LL)

Nig1r(u,z) = 1+ ie{l,..,n—1} (3.35)

Nnr(z,u) = 1+ (3.37)

onde k;,, 6;,, pi, € T, sao como definidas na se¢ao anterior e usamos que
kiy(2) = %, i € {0,n} para obter 3.34 e 3.37. Para provar a proposigao 3.8
estudaremos o comportamento assintético, quando r — 0, das fungoes 7;,
e f;, tomando como referéncia os valores destas funcoes em (x,u") € N,

onde u" = (1,0) € T, M,. Sera 1til observar o seguinte:

Lema 3.9. Para todo i € {1,....,n — 1} as inclinac¢ées n;.(x,u") e os tem-
pos de focalizagio f;,(x,u") independem do parametro r e temos 72_;(z) —

fn—l,r(xa uh) 7& 0.

Prova: Observando que ¢p(z) = 0 e n(u”) = 0 temos fo,(z,u") = —r.
Como 7y,,(z) = 7,(z) — 7 temos 79,.(z) — fo(z,u") = 79,(z) donde, por 3.36
e 3.35:

zm ¢ Sirlet) =5 (as>_1 1
* P ’ T
cos 01 () + T0,p(T)

mr(z,u) =14 (3.38)

portanto 11, (z,u") e f1,(z,u") independem de r e como ,parai € {2,...,n —
1}, temos n; . (x,u") e f;,(z,u") dados em termos de 1y, (z,u"), fi,(z,u"),

ki(z) e 7i(x) temos também que ;. (z,u") e fi(x,u") independem de r.
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Observando que ¢, (x) =0 e 7,_1,(x) = 75_,(x) — r temos por 3.37:

r

7 (x) —r — fao1(z,u?) (3.39)

Como u" € T, M, é vetor tangente a {; e T, ,(x) é uma intersec@o transversal
entre ¢y e T, (ly) temos n,(z,u") # 0. Assim, por 3.39, temos 77_,(x) —

Jor(z,ul) #£0. O

Lema 3.10. Para todo x € X existe ro(x) > 0 e fungoes ¢, 1, ¢z : (0,79(x)] —

R satisfazendo lim,_,g ¢, ;(r) =1 e tais que se r < ro(x) entao

0 < cp1(r) < Mngs(z,u) <cpo(r) V(z,u) € N;T (3.40)

Prova: Se (z,u) € N, entdon(u) € [0, 00] donde fo,(z,u) € [~ cos o, (2),0].
Segue disso que |fo(z,u)| < r para todo (z,u) € N, donde fy, < 0. Con-

siderando isto e observando 79, < 7¢(z) (lema 3.7) obtemos:
To,r — fO,r = T(:)p(x) (341)

considerando 3.36 e observando que k;, < k;(x) para i € {1,...n —1} ¢
0, =< 0; parai € {1,...,n — 2} (lema 3.7) obtemos
fir = = = o) (342)
T 9 k() I 1o '
cosbi(z) 75 (x)

Como f,,—1,(2,u) depende continuamente de fi,(z,u), 0;,(2).kir(2) e 7. (2),
segue de 3.42 e do lema 3.7 que f,_1, < fn_1(x,u"). com este tltimo fato e

observando que , pelo lema 3.7, temos 7,1, < 77_,(x) obtemos:

Tnfl,r - fnfl,r = T£—1($) - fnfl(ma uh) (343)

Do lema 3.9 segue que 77, (z) — fn_1(z,u") # 0, portanto considerando 3.43
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acima temos que existe ro(z) > 0 tal que se r < ro(x) entao
Tn-1,(2) = fac10(z,u) #0 VYV (2,u) € Ny,

Para concluir definimos ¢, ; : (0,7(x)] — R por:

r r
z =1- z =1 3.44
C1, (T‘) dx(r) € Co (T) + dx(T') ( )
onde
de(r) = inf{|T-1,(z,u) — foc1.(2,0)] : (2,u) € Ny}
Note que lim, o ———= = 0, uma vez que, por 3.43, temos lim, ,od.(x) # 0.

dz (1)
Segue disso que lim,_, ¢;(r) = 1 para i € {1,2}. Portanto podemos redefinir

ro(x) de forma que se r < ro(x) entdo 0 < ¢, 1(r) < ¢z2(r). Pela expressao

3.37 para 1, ,(z,u) obtemos 3.40 o que conclui a prova. O

Prova da proposicao 3.8: Seja {74, }oe(0,r,) satisfazendo P com ry suficien-
temente de forma que oy < min{rg(x) : x € X} sendo ro(z) como definido
no lema 3.10. Considerando as fungoes ¢; () como definidas neste mesmo

lema, definimos ¢; : (0,79] — R, ¢ € {1,2} por:

ci(r) = min{ci.(r):x e X e 0<r <ry} (3.45)
co(r) = max{cox(r):zeX e 0<r <ry} (3.46)

Como 0 < ¢1,(r) < c2.(r) < oo temos 0 < ¢1(r) < ca(r) < 00, i = 1,2 e,

pelo lema 3.10 temos que se r < ry entao:

0<cr(r) < mulz,u) < eo(r) <oo V(zu) € | N, (3.47)
zeX

Pela definicao de N;f . € pela inequagao acima temos que se r < ry entao:

Dszr.C”L(z) C CYTur(2)) C intC’+(Ta7r(z)) Vzel, (3.48)
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Da reversibilidade de Ty, , segue também que se r < ry entao:
D.T,).C(z) C C*(T, }(2)) CintC~ (T, (2)) VzelU (3.49)

Fixando = € X, seja (z,up) € N,, e denotemos u; = (u(l) u@)) = D, T¢.ug

[ Eat)

para i € {0,...,n}. Pela expressdo 2.8 para a derivada de 7" temos:

1 _k’i+1,r(2) A (1) (2) cos 0 .(2) 1 3.50
il = -l () )+ ) (30

Note que se u,gl) # 0 entao ||ul|| = |u§1)|.,/1 +n7, onde n; = 1, (2, up).
u® )

Supondo r < 19 e 9 = =45 € [0, co(r)] temos 1, = “(L?) € [e1(r), co(r)] uma
’lLO Unp

vez que D,T,,C*(z) C C*(T,,(2)). Assim, temos ul(-l) > 0 para i € {0,n}

donde ||u;|| = |ul(-1)|.\/1 +n?, para i € {0,n}. Observando que u(()l).uéQ) >0

temos , pela expressio 3.50, que |ul"| # 0 donde [|uy|| = |u{"|.\/T+ 2.

Feitas estas observagoes podemos escrever:

DT . (1) 7(11) 1 2
1D Toruoll _ M|l _ Jui’| |u ): VoI oy w eN,, (351)

[ [uol| luoll  julV| [ulV] 1+

onde:
(1) (2)
U k1,(z U,
el = el o (1445 reosencts 352
0 : 0
] L (e ) o) g
|u§1)| rcospnr(2) | ug) ugl) kn—1,r(2) ugl)

Note que, como 19 € [0,c2(r)], nn € [c1(r), c2(r)] e lim, o ¢;(r) = 1 para
i € {1,2}, temos:

\/1+ng>\/1+cf(r) . lim 14 ¢ (r)?
VIt J148(r) =0 /14 ca(r)?

=1 (3.54)
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)
e como 0 < cosby,(z) <1emny> 0 segue de 3.52 que % > k1, (2)|.70,(2).

@)
Uo
Pelo lema 3.7 temos ky .70, =< ki(z).75(z). Considerando este dltimo fato e

limite em 3.54 podemos supor 7y pequeno o suficiente de forma que se r < rq

entao :

i VIR 1
A2 Z k() (2)  Y(z,u) € Nz com n(u) € [0, ca(r)](3.55)
fup | T+ 2 g

(1)
U 1 .
| ?1)} > =.0,(z,u) onde:

|y T

unl—l u721—1 cos en—l,r (2) un2—l
or(z,u) = | Tn1.4(2). o t—o |t (3.56)
1 1

Fnir(2) o

Observemos agora que por 3.53 temos

r

1 2
Uy q Uy 1 . e
( nl 1) = -Dle 2.U1 = Dler 2(17771) (357)

e denotemos

n—2 _  diir(2) di2r(2)
DZlTT B ( d2,1,r(2) d2,2,r(2) )

Pela expressao 2.17 para a derivada de T, temos que cada entrada d;;,(2)
¢ uma funcao continua de 6,,(z), 7;,(2) € k1,(2) com i € {1,...,n — 2}.
Assim, pelo lema 3.7 temos d; ;, < d; ;(x) para todo [ e j. Observemos que

a inclinac@o 1m = 1, (2,u) do vetor u; tem a seguinte expressao:

cos b .(2)

kl,r(z) (7—0,7"(2) - fO,?"(Z7 U))

m=ma(zu) =1+
Como 0, < 6,(x), k1, < ki(x) e j& mostramos que 1y, — fo, =< 70 () temos:

cos b1(x) ) =y (x, u") (3.58)

=14+ ——
mE A

Denotando v = (v, v®) = D, T"2(1,n,(x,u")) e considerando as ob-
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servacoes acima obtemos:

I~

n—

=M ¢ Il (3.59)
Uy u

)

Observando que 7,1, < 751 (), kn—1, < kn-1(x) € 01, < 0,,_1(x) obte-

1mos:

cos 0,,_1(x)

b (@) oW = o(x) (3.60)

or =<7 (2). (v +0@) +

Por 3.55 e 3.60 acima podemos supor ry pequeno o suficiente de forma que:

| 1o(x)
> — U mﬂ com n(u) € [0, ca(r)] (3.61)
|u( )| 2 r
1 zeX

Segue disso que:

IDTl 1 ola)rbe) k)] U

Al 4 r

com n(u) € [0, c2(1(3.62)

zeX

Note que ki(z) e 78(z) independem de r e sdo ndo nulos. Também temos
o(x) # 0, para provar isto observemos que v = (v, v?) = D, T"72(1,n,(x, u"))

é nao nulo assim caso v 4 v = 0 devemos ter v*) # 0 e neste caso

cos 0,1 (x)

T oW =£0 (3.63)

o(z) =

Se no entanto v* +v2) #£ 0 entdao denotando por f(v) o tempo de focalizacio

de v temos

cos,_1(x) oW

o(x) =0 & 77 () + Fa(z) o0 0@ 0
v cos B,_1(x) r
s 1 () + () 1) 0
s 1P (x)— flv)=0 (3.64)

Como f(v) = f(x,u") e z é um ponto normal transversal temos pelo lema
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3.9 que 77_,(x) — f(v) # 0. Portanto, considerando 3.64 temos o(z) # 0
também quando v + v® #£ 0. Assim, o(z) # 0 para todo € X. Para

concluir a prova definimos p : (0, 7] — R por:

k Ty,
p(r) = T onde ¢ := min {| 1($)|47'0 o) s X} (3.65)
r
Note que ¢ independe de r e é sempre nao nulo donde lim, 5 p(r) = oo.
Assim, podemos supor 7y suficientemente pequeno de forma que p(r) > 1

para todo r < ry. Note que por 3.51 temos:

DT ptl| > p(r)lJull - V(z,u) | Ny, com n(u) € [0,¢5(r)]

zeX

Da reversibilidade de T, segue também que:

DT > p(r)|[ull - V(z,u) | Ny, com n(u) € [=es(r), 0]

zeX

O
Como consequéncia da proposicao 3.8 e do teorema 2.3 obtemos o seguinte:

Proposigao 3.11. Se {7, }oc(o,ro) satisfaz P erg € suficientemente pequeno
entao todo A C U, compacto invariante por T, , € um conjunto uniforme-

mente hiperbdlico para Ty, .

3.4 Dinamica de retangulos

Nesta secao descrevemos mais precisamente a dependéncia em r € (0,rg]
dos conjuntos UZ, e a agdo de T, sobre estes conjuntos. No que se segue

supomos 1 suficientemente pequeno de forma a valer a preservagao dos cones

definidos na secao anterior. Iniciamos com algumas definigoes.

Dado z € X, recordemos que = = T, .(z) € X e que a restri¢ao ToiUg, —

Uy, ¢ um homemoforfismo. Portanto T, (0U,,) = 0U;,. Da definicao
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3.1, o bordo horizontal dyU,_

IT’

assim como 8HU£ ., ¢ a uniao de duas cur-
vas disjuntas contidas em componentes distintas de dM,. O bordo vertical
OvU,, a uniao de duas curvas distjuntas contidas em componentes distintas
de T, }(0M,) enquanto Oy U é a unido de duas curvas disjuntas contidas

em componentes distintas de T, ,(0M,). Assim sendo, temos:

Tw(aHU;T) = avU%:r (& TO[’T(avU;T) = 8HU£T (366)

Figura 3.8: Uma curva horizontal A C U, e sua imagem & C Ugr.

Definicao 3.12. Uma curva A C U, (resp. A C U], ) € horizontal se tem
extremos em componentes distintas de OyU, (resp OyU, ) e € vertical se

tem extremos em componentes distintas de OyU,, (OvU},).

Segue de 3.66 que se A C U, é horizontal ( resp. vertical ) entao Ty ,.()) é

uma curva vertical ( resp horizontal) em U  como ilustramos na figura 3.8

Definicao 3.13. Se A\(t) = (B(t),¢(t)) € M,, t € [0,1], € uma curva
diferencidvel para todo 0 < t < 1, denotamos seu comprimento por l(\) =
fol || N||dt e dizemos que A\ é instdvel se N'(t) € C*(A(t)) ou estdvel se
N(t) € C5(A(t)) para todo 0 <t < 1.

Dado z € X, a restricao Ty, : intU,, — intUZ, é um difeomorfismo que

preserva estritamente os cones C'* expandindo vetores a uma taxa maior que
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p = p(r) > 1. Assim sendo, se \(t) C U_,, t € [0,1] é uma curva instével

entdo DyyTo,-N(t) C C*(Th,(A(t))) para todo 0 < ¢t < 1 donde 15, ,(X) é

uma curva instavel em U{ . tal que:
U Tor(N) > pl(N)

A inversa T, } : intUZ, — intU,, preserva estritamente os cones C'* também
expandindo vetores a uma taxa maior que p. Se £ C U, é uma curva estdvel

em U entao T, }(£) é um curva estével em U, tal que [(T,}(£)) > p.l(§).

Seja € o conjunto das fungoes g : I — [0,27) de classe C! para todo ¢ €
int(I) e tais que

1 1
—<ld )l < - Ve eint(l)
2 (&1

onde ¢; = ¢(r), i € {1,2} sdo como definidas na proposi¢ao 3.8. Se A(t) =
(B(t),¢(t)), t € [0,1] é uma curva instavel e vertical em um retangulo U,

entao:
a <@ t)/B(t) <e VEE(0,1)

donde A = Graf(g) para uma fungao g € £ estritamente crescente. Analoga-
mente, se A\ é vertical e estavel em um retangulo U;f . entdo A = Graf(g) para

alguma fungao g € &€ estritamente decrescente.

Definicao 3.14. Um subconjunto U C U, (resp. U C Uf,) é uma faiza
estdvel ( resp. instdvel) se U é uma regido limitada por duas curvas ver-
ticais disjuntas estdqveis ( resp. instaveis). Toda faiza instavel ou estdvel é

uma regiago de M, da forma:

U={(B,¢):h(p)>B>g(p)} com hge& (3.67)

Os bordos vertical e horizontal de uma faiza estavel ou instavel U como acima
sao respectivamente os conjuntos OyU = Graf(g) UGraf(h) e OgU = 0U N

OM, e a largura de U é o numero:

L(U) = sup{[h(p) — 9(#)[} (3.68)

pel
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Lema 3.15. Se {14, }re(o,0) Satisfaz P erg € suficientemente pequeno, entdo
para todo v € X temos que Uy, (resp. UJ,) é uma faiva estdvel (resp.

instdvel ) e temos:

L(UE,) < cop™* onde ¢y =co(r) =71+ c1(r)2

sendo p e c1(r) como definimos na proposi¢ao 3.8.

Prova: Para todo a € I = [~F, 5] o conjunto U, . N{z € M, : mo(2) = a}
¢ uma curva A\, (t) = (t,a), t € [to,t1], horizontal em U, . Note que U,
¢ folheado pelas curvas A\, e se a € int(I) entdo A\, € intM, e N, (t) €

ICT (N (t)) para ty < t < t;. Como estamos supondo a preservagao:
D.ToyCH(2) C C*(Tuy(2)) Ve € intUy,

temos que para todo a € int(/) a imagem &, = T, ,()\,) é uma curva instavel
vertical em Ugr. Portanto ¢, = Graf(g,) para alguma g, € £. Assim,

Ugr\ﬁngr é folheado pelas curvas instaveis &,, a € int(I).

_ +
Uxﬂﬂ U’x\,r
TOZ,T
—
Figura 3.9:

Recordemos que 8VU§ . € a uniao de duas curvas , A\; e Ay, contidas no
conjunto de singularidades da aplicacao de bilhar , portanto estas curvas

sao de classe C' [13] e pelo exposto acima temos que ambas, A\; e Ay, sdo
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acululadas por graficos de funcgoes estritamente crescentes g, € €. Assim,
existem g¢i,go € & tais que \; = Graf(g;), i € {1,2}, ou seja, UgT ¢ uma
faixa instavel. Por argumentos andlogos e considerando a reversiblidade de
T, provamos que U, é uma faixa estdvel. Agora, observemos que, pela

definicao 3.68 de largura de uma faixa estavel, temos :

L(U,,) = sup{l(Aa)}

acl

Como &, = Graf(g,) para uma fungao g, € £ temos:

x/2
(e = /_ ) VI G (@)2de < m/T ()2 = 6o (3.69)

Como a curva instavel £, é imagem por T, , da curva A\, e DT}, , expande os
vetores horizontais X, (t) a uma taxa maior que p temos [(&,) > p.l(A\,). Segue
deste fato e de 3.69 que I(\,) < co.p" donde L(U;,) = sup,e{l(Xa)} <

co-p~ . De forma andloga mostra-se que L(U;") < co.p™!. O

Para descrever o comportamento assintotico, quando r» — 0, de um conjunto
U:I:

T,

a cada = (f;,0) € X vamos associar as fungoes:

9. €€ g () =Bu— (3.70)
gr €€ gi(p) =Pt (3.71)

Os grafico GE = Graf(gf) é um segmento de reta passando por z, com
extremos em 0M, e de inclinagdo +1. Dada g € £ e € > 0 definimos uma

¢ — O''-vizinhanca de ¢ por:

Ve(g) ={h €& : |g(p) = Mo)| <€ e |gd () =N (p)| <€}

Lema 3.16. Se {1y, }re(0,0) Satisfaz P entio para todo e > 0 e x € X existe

r(z,€) tal que se r < r(x,€) entdo toda curva vertical estdvel (resp instdvel
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Jde U, (resp. Uf,.) € o grifico de uma funcio g € Vc(g, ) (resp. g € Ve(gi)).

Prova: Se A é uma curva estdvel e vertical qualquer em U, entao A\ =

Graf(h) para alguma funcao decrescente h € £ . Sendo assim, temos

o) - YOI < | 5 -1 e e i) (372
Como h é decrescente, temos
1
M) =h0) < =50 Voel (3.73)
e como L(U, ) < < temos:
10 (0) = Bl = e (0) = 07 (0)] < (3.74)
Assim :
[h(p) = 9. (©)] = [h(p) = h(0) + h(0) — Bz + ¢

< (@) = h(0) + @l + [1(0) — 5a]

1 Co
<1 - Cl(r)) lel+=2 veel  @7)

IN

Observando que lim,_¢;(r) = 1,7 € {1,2}, temos lim,_,o (1 S ) =0e

como lim, g p(r) = 0o temos

lim co(r) = limmy/1 4 ¢;%(r) =0 (3.76)
r—0 r—0
Portanto, dado € > 0 existe r(z, €) tal que se r < r(x,€) entao:
h(p) — g, (P)l <€ e [h(p) = (g.)(p)l <e

ou seja A = Graf(h) para h € V.(g, ). Por argumentos analogos prova-se o

enunciado para curvas instaveis. O
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Cada curva componente de dyU,, (resp dyU,, ) é vertical e estdvel (resp
instavel) logo, pelo lema 3.16, quando » — 0, estas curvas convergem na

topologia C! para o graficos G

~ (resp GI). Portanto, para r ~ 0, UL, estd

z,r

contido em um pequena vizinhanga tubular de G< e seus bordos verticais

sdo, em aproximagao linear, segmentos de reta. (Figura 3.10)

: &

(1) (2)

Figura 3.10: Na figura (1) uma faixa estdvel U; estd encaixada em uma
faixa estavel U,. Na figura (2) uma faixa instavel U; atravessa uma faixa
estavel Uy

No que se segue descrevemos a acgao de Ty, , sobre faixas instdveis e estaveis.

Definigao 3.17. Dizemos que uma faiza estdvel (instdvel ) Uy atravessa
uma faiza instdvel (estavel ) Uy se cada curva do bordo vertical OyUy in-

tersecta transversalmente e em um unico ponto cada curva do bordo vertical
OvUs (figura 3.10(2)).

Definigao 3.18. Dizemos que uma faiza estavel (instdvel ) U estd encaix-
ada em uma faiza estdvel (instdvel) Uy se Uy C Uy e Oy U1 NOyUs = 0 (figura
3.10(1) ).

Lema 3.19. Se {14, }rc(or Satisfaz P e 1y é suficentemente pequeno entdo
r € (0,r0] e todo par x,y € X qualquer faiza instavel Uy C U;T atravessa

qualquer faiza estdvel Uy C U, ..
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Prova: Se z = (3,,0),y = (5,,0) € X entdo G intersecta transver-
salmente G, em um tnico ponto z,, € intM,, de fato, temos z = (8, ¢) €

Gy NG, seesése:

Beto=gr(p)=9g,(p)=8,—¢ & 20=P0,— B mod(2m) (3.77)

Recordemos x e y sao pontos normais nao alinhados, ou seja /3, # —f3,. Segue
disso que |3, — B;| < 7 donde existe um tnico —5 < ¢, < 7 satisfazendo
3.77 e G, interseta GG, em um unico ponto z,, = (g, (o), o). Observando
que —% < o < § temos z,, € intM, e como (g; ) (wo) = —1e (g5) (¢o) =1

temos que z,, ¢ um ponto de intersegao transversal entre G e G,.

Se U; uma faixa instavel qualquer de U j . entao dy U, é a uniao de duas curvas,
A1 e Ag, disjuntas, instaveis e verticais em Upre Se Us é uma faixa estavel
qualquer de U, entao dyU; é a unido de duas curvas, & e &, disjuntas,
estavels e verticais em U, . Pelo lema 3.16, podemos restringir o parametro
de r de forma que as curvas \; (resp &;), i € {1,2}, estejam tao proximas
quanto se queira do gréaficos G (resp. G, ). Considerando este fato e obser-
vando que G intersecta trasnversalmente G temos que existe 7(z, y) tal que
se r < r(x,y) entdo cada ), intersecta transversalmente cada §; em um tnico
ponto, ou seja, U; atravessa Us. Definindo ry = min{r(z,y) : z,y € X}

temos o enunciado para a familia 7, , O

Observacgao 3.20. Sejam = = (f3,,0) ey = (3, 0) pontos normais transverais.
Se x é ndo alinhado a y entdo U, atravessa U, e a intersegio A = U .NU, .
é um compacto conexo de interior nao vazio contido em intM,. Se = é al-
inhado a y entao |3, — 3;| = m donde ¢ = § e ¢ = —F sdo as solugoes de
3.77. Neste caso G} e (i se intersectam nos extremos contidos em M, e a
intersegao A possui duas componentes conexas cada qual intersectando uma

componente distinta de 0M,, como iustrado na figura 3.11.

Lema 3.21. Se {Ta,r}re(o,ro] satisfaz P e rq € suficentemente pequeno entao

para todo r € (0,ry] todo par x,y € X temos que:

(1) Se Uy € uma faiza estdvel encaizada em U, entdo Ay = Uy NUS # 0 e
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U1 Ul
Uz

3 B+2m

Figura 3.11: Uma faixa instavel U; que nao atravessa uma faixa estavel Uy

a pré-imagem T, Y(Ay) € uma faiza estdvel encaizada em U, satisfazendo:

L(TQ_}(A1>) < Cg.p_2 e 8VTQ_;(A1_) - Ta_,i(ﬁva_,'r)

(2) Se Uy € uma faiza instavel encaizada em Ugr entdo Dy = Uy NU, . # 0

e a imagem T, ,(As) € uma faiza instdvel encaizada em U;T satisfazendo:

L(Ta,r(A2)) < CO-p_2 € 8VT04,T’(A2) - TO‘77”<8VU?J_77’)

Prova: Pela reversibilidade de T, ¢ suficiente dar a aprova do item (1).
Segue do lema lema 3.19 que se ry é suficientemente entao para todo par
x,y € X temos que U;{ . atravessa qualquer faixa estdvel U; C U, donde
a intersecao Ay = U N U{T C intM, é um compacto conexo tal que A =
AU U OVUg . sendo A] e A3 duas curvas estdveis e disjuntas contidas em

OvU; e horizontais em U;f ., como ilustrado na figura 3.13.

Como )¢ é horizontal e estdvel em UZ ;| a pré-imagem T, (X;) é vertical

z,r’
e estdvel em U_ . e como A; C intM, temos A; disjunta de onUs, =
Tor(0vU,,). Portanto, T, }(A;) N dvU;, = 0 e concluimos que T, }(Ay,)
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¢ um faixa estdvel encaixada em U_,.

Figura 3.12:

o T2 (€)

A\’>§

Para todo a € I o conjunto &, := T, (A1)N{z € M, : my(z) = a} é uma curva
horizontal na faixa estdvel T'(Ay, 7). Pelos mesmos argumentos usados na
prova do lema 3.15 temos que T, ,(&,) é uma curva instavel emA; de com-
primento (T, (&)) > pl(&.). A imagem T7,.(£,) é uma curva instavel em
U, e novamente pelos argumentos na prova do lema 3.15 temos (T, (€4)) <
co.p~ ', Assim , 1(&) < co.p™? donde L(T; (A1) = supge{l(&a)} < co.p™>
O
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3.5 Construcao de conjuntos hiperbdlicos

Nesta secao provaremos o teorema A construindo conjuntos hiperbdlicos em
torno do conjunto X = {xy,.,,,2,} de pontos normais associado a uma
familia {74, }re(0,ry) satisfazendo P. No que se segue supomos ry pequeno
o suficiente de forma a valer para esta familia o enunciado no lema 3.21.
Recordemos que (%,,, d,,) denota o espago métrico das sequéncias simbdlicas

de m simbolos e o : X,, — X,, o shift. Denotaremos:

U =U,, e Uf=U: weX (3.78)

e a cada par [b,n], b € ¥,, e n > 0, associaremos os seguintes conjuntos:

n

Upmp = ﬂT‘i(Ub_i) ={zeM,: wa(z) eU, i€{0,1,..n}}

a,r

i=0
Up = (Te,Uy ) ={z € Ma: T, i(2) €U, i €{1,..,n}}
i=1
Nos lemas a seguir consideramos uma familia {7 am},«e(o,m] com as propriedades
descritas acima.

Lema 3.22. Para toda sequéncia b € ¥, e n > 0 temos:

e T + + +
(1) U[b,TH-l} o Ubo N Taﬂ” (U[U(b),n]) € U[b,n—i—l] — Ta,r (U[U—l(b),n]> N Ubl'

(2) O conjunto U[;,n} ¢ uma faiza estdvel encairada em U[;n_l] satisfazendo:

L <U[;n]> <cop ™t e WUy, C Tczf_l(ﬁMa)

(3) O conjunto Uﬁ:n} é uma faiza estdvel encairada em U[;)Ln satisfazendo:

L (U[bﬁm) <cp ™ e UL, C T (OM,)
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Prova: (1) Denotando a = o(b) temos b; = a;_; para todo i € Z donde:

n+1 n+1
1] = Upg N (ﬂ TJ(U@) = Up NI, <ﬂ TJ*l(UMl))
=1 =1

U-

escrevendo j = ¢ — 1 temos:

Uiy = Un N7 <ﬂOT j )) U e (U[a”}) Un <U["(b)’”]>
J

De forma andloga obtem-se me” =Tor (U+_1(b ) NU, .

(2) Faremos a prova por indugao em n. Observando que U;" = T'(U;) temos:
Uy = Uy, N 10, (Uy) = Ty (U NU,) W € X, (3.79)

donde, pelo lema 3.21, U[b1 é uma faixa estavel encaixada em U[b o= Upys

de largura L (U[b71]> < co.p~? e tal que:
OvUpy C TN (0vU,) C Ty 2 (OM,)

Portanto a afirmagdo em (2) vale para o caso n = 1. Como hipétese de
inducao, supomos que exista n > 0 tal que o afirmado em (2) valha para

todo j < n. Pelo lema 7?7 temos:

bnt1] — To?i (Ubo N U;(b ) (3.80)

Note que, por hipétese de indugao Ujgpyn) = Uy N...0T7"(Us,,,, ) € uma faixa
estdvel encaixada em U, com bordo vertical contido em T, 7~ (0M,). Pelo
lema 3.19 a faixa instavel Ung atravessa a U[;(b)m], logo, pelo lema 3.21, Uy 41

¢ uma faixa estdvel encaixada em Ub_0 e com bordo vertical satisfazendo:
O Upns1) C Top (OvUlo(vy,)) C T (OM.,)

Para conluir a prova observemos que para todo a € I o conjunto \, := {z :
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ma(z) = a}NU,

em componentes distintas de @VU[b ] CT.r <8VUbn+1>- Segue disso que

é uma curva horizontal em Uy, [ ou seja, com extremos

[b,n+1] b,n+1]?

T +'(Aq) é uma curva instével e horizontal em U, ., tal que:
Z<Tg,—:1<)‘a)) > pn+1l()‘a)

Assim T*?(),) uma curva instével e vertical em U, ., = Ta(Uy,,,). Portanto
T (\.)) < co.p donde

IN) <co.p”™ = L (U[gnﬂ]) = SUII){Z()\a)} < co.p"t?
ac

(3) Segue por argumentos andlogos aos usados na prova do item (3). O

Como consequéncia do lema acima temos:

Lema 3.23. O conjunto A, =)
para Ty, v € (0,70]

we T (U NUT) € uniformemente hiperbdlico

Prova: Seja:
Apn = U o MU ={7€ M, T. . (2) € U,, i €{-n,..n}t}

Pelo lema 3.22, para todo n > 1, Uﬁ: ] ¢ uma faixa instavel encaixada em
Ubt que atravessa a faixa estavel U[gn} encaixada em Uy . Assim, Ap, C

intUy, N z'melf1 é um compacto contido em U, NU;T e podemos escrever:

= To. U vt =) | Apm (3.81)

neL n>0bex,,

Ainda pelo lema 3.22 temos U[bimﬂ] C kan] donde {A[b,n] }nZO é uma sequéncia

de compactos encaixantes. Logo, para toda sequéncia b € Y.,,, temos:

m A[b,n} # 0
n=0

Recordemos que um cilindro simétrico em ¥,, é o conjunto Cp, : {a €
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2n+1

Ymia; =0 i€ {-n,..,n}}. Note que existe exatamente m cilindros

simétricos distintos em X,,. Pela definicao de Ay, temos a € Cppyy) se e

sé se A[bm] = A[a,n]. Portanto, para cada n > 1 existem exatamente m?"+!

subconjuntos como Ap, ) e assim

beX,, n>0

é uma sequéncia de compactos encaixantes donde, por 3.81 o conjunto A, é
nao vazio e compacto em U, NUT o que , pela proposigao 3.11, implica que

A, é um conjunto uniformemente hiperbdlico para 7Ty, ,. O

Seja €Y o conjunto das fungoes continuas g : I — [0, 27| tais que:

1 1
—|1 = ol < |g(e1) = g(po)| < —|e1 — wol
Co C1

O conjunto £ definido na se¢ao anterior é um subconjunto de £2. O conjunto
EY munido da métrica induzida pela norma da maximo é um espaco métrico

completo [20].

Lema 3.24. Para toda sequéncia b € ¥, existe uma funcdo estritamente

decrescente g, € E° e uma funcao estritamente crescente g € E° tais que:

(\Up =Graflgy) e [\ Ug, =Graf(g)
n=0

n=0

e a intersecao ()~ Apn € um tinico ponto de A,.

Prova: Segue do lema 3.22 que para toda b € Y, temos que {U[gn]}n
é uma sequéncia de compactos encaixantes portanto () ., (bn] # (). Para

todo n > 0 temos
Upn) = 1(8,9) : gul) < B < hu(0)}

sendo A, g, € £ C E° funcoes estritamente decrescentes. J4 que L (U [;n]> <

o4



co.p " temos

() = gn(p)] < cop™ " Vel (3.82)

Logo, {hn, gn}tn>0 = {h1, 91, h2, 92, ..., Bn, Gn, ...} ¢ uma sequéncia de Cauchy
em &Y convergindo para uma fungao estritamente decrescente g, € £°. Como
Uppny é a regiao de M, limitada pelas curvas Graf(g,) e Grf(h,) concluimos
que (7, U v = Graf(g, ). Usando a reversibilidade de T;, podemos provar
que (2, U[Z’n] = Graf(g;) para uma fungao g, € £° estritamente crescente.
Observando que (0", Apy = Graf(gy) N Graf(g)) e, temos que Ay,
consiste em um tnico ponto de A, uma vez que g, ( g;) ¢é estritamente

decrescente (crescente). O

Prova do Teorema A Seja {1}, }oc(o,r,) tma fam ilia satisfazendo P. Segue
do lema 3.23 que se ry é pequeno o suficiente entdo para todo r € (0,79] o
conjunto A, é hiperbélico para Ty, : U — U,". Logo, para provar o teorema
A, resta mostrar que T,,, : A, — A, é conjugada a o : ¥,, = X,,. Para

tanto, definimos:

[SRED SR Sp(0) = () Ay = [ ) Toi(Uy,) (3.83)
n=0

€L

Note que S, estd bem definida ja que (), Ap,, € um tnico ponto de A,. Se
bt € ¥, sdo sequéncias distintas entao existe ¢ € Z tal que b, # b; donde
Apn # A n) para todo n > |i| e assim temos S, (b) # S,(b'). Portanto, S,
é injetora. Como A, = [Upey, - (ﬂf;o A[bm]) temos S, sobrejetora. Quanto a

continuidade de S, recordemos que b’ € Clo,n) se e s6 se dpn (b, V) < 2n1_le que

pela definicao .S, temos:
ST(C[ZW}) C A[bm VbeY,, e Vn>0 (3.84)

Assim, dado z = (), Apy = Sr(b) e € > 0 existe ng dependendo de €
tal que Ap,) C B(z,€) para todo n > ng. Tomando n > ng temos que se
dn(b,b) < 52— entdo S,(V) € B(z,€) donde S, ¢ continua. Resumindo,
Sr 1 (Zm,dm) — (Ar,d) é uma bijecdo continua entre os espagos métricos
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compactos portanto S, é um homeomorfismo. Para concluir, observemos

que se a = o(b) entdo a;_1 = b; para todo i € Z e temos:

Ta,'r o S =T, RE (ﬂ T_Z > ﬂ T_H_l ﬂ Toa_i(Ua_J> - Sr(a)
€L 1€EZ JEZ
donde T, o S,(b) = S, o o(b) para todo b € X,,, ou seja T, : A, = A, é

topologicamente conjugada a o : 3, — X,

Observacao 3.25. A hipétese de nao alinhamento entre os pontos do con-
junto X = {x,...z,,} garante que todo retangulo U," atravessa todo retangulo
U ; oque é crucial para a prova da conjugacao de T, , : As, — As, com o shift
o Y, — 2, Sem esta hipétese podemos obter um conjunto hiperbdlico
A C U UU conjugado a uma restrigao de o a um compacto X/ C ¥,

Precisamente, suponhamos que nem todo par de pontos em X seja nao al-
inhado, dados i,7 € {1,...m} denotemos i ~ j de para indicar que x; é nao

alinhado a x; e no conjunto ¥,,, consideremos:
E%I{bezm blel+1 VZGZ}

o conjunto acima é compacto e invariante por o [19]. O conjunto A =
M=o UbeE;,L A[b, n] ¢ um compacto invariante por Ty, . portanto, pela proposigao
3.11, é um conjunto hiperbodlico para Ty, ,. Usando os mesmos argumentos
da prova do teorema A provamos que a restri¢do T, , : Al — Al é conjugada
aoc:X — Y.

3.6 Variedades Invariantes

Nesta segdo descreveremos a geometria e a dependéncia em r € (0,7 das
variedades invariantes associadas a pontos em conjuntos hiperbdlicos de uma

familia {A;},c(0r) C Mo como na secao anterior.

Fixando r € (0, 7] consideremos um conjunto A, e a decomposigao hiperbdlica
T.M, = E“(z) ® E*(z), z € A,. Dado z € A, seja B(z,¢) um bola
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aberta centrada em z e de raio e suficientemente pequeno de forma que
B(z,e) CU-NUT. As variedades instavel e estdvel locais de tamanho
€ de um ponto z por T, , sao respectivamente os conjuntos:

Wi(z) = {ye€ B(ze):dT, (y), T, (2) = 0,n— oo}

a,r ) Ta,r

Wi(z) = {y € B(z,¢) : dT;,(y), T} (%)) = 0,n — oo}.

Segue do teorema variedade estavel [11] que o conjunto W#(z) (resp. W(2))
é uma curva de classe C' contendo z e tangente a E*(z) (resp. E“(z)). Pela
preservagao dos cones C* por D, T ! temos que W?(z) é uma curva estdvel
(como definimos na se¢ao 3.4). De forma andloga W (z) ¢ uma curva instavel.
As variedades instavel e estavel globais de z € A, por T, respectivamente

por:

We(z) = {ye M :dT y), T (z)) — 0,n — oo}
We(z) = {ye M :dT."(y), T."(2)) = 0,n — oo}

T

Pela descontinuidade de 7, os conjuntos W*(z) e W*(z) sdo a uniao enu-
meravel segmentos compactos de curvas de classe C! cujos extremos estio
contidos nos conjuntos de singularidades Syoo = J,;50Sn € S—oo = U,;50 S—n-
Denotaremos por W (z) (resp. Wg(z)) a componen’ge conexa de W“(;;) N M,

(resp. W*(z) N M,) contendo o ponto z.

Proposigao 3.26. Se 2y € A, € tal que S (z0) = b € 3, entdo Wi(z) €
uma curva estdvel e vertical em Uy~ acumulada por curvas verticais estdveis
contidas em U~ Ty (lo) e Wi(z0) = Nyso Ter (U, )€ uma curva instdvel e

. + . . . P . . n
vertical em Uy acumulada por curvas verticais instdveis contidas em |, 1%, (o).

Prova: Sejaz) € Ay ez, =T.7(2),n > 1. Seb € %, étal que z = S,(b)
entdo z_, = S.(a) onde a = o~ "(b). A variedade instavel local W*(z_,,) é
uma curva instavel contida em U; NU, e o ponto z_, estd contido na faixa
estavel U

[a,n—1
oy,

an—1) COvergem, quando n — 0, para uma curva vertical em U,  que é

| = Nio Tat(U,,). Pelo lema 3.24, as curvas compenentes de
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grafico de uma funcao g, : I — [0,27) estritamente decrescente. Portanto,
existe ng tal que se n > ng entao W (z_,) NUsn—1]- € uma curva horizontal,
ou seja interctando as duas componentes de 8VU[_

an—1] COMO ilustrado na
figura 3.14.

& =To(lonU,,)

ay

Wi(z) =T,
Figura 3.14:
Para todo n > 1 temos T}, < [;n_1]> = Uy = Nizi Tas (Us_,), de fato,

como a = o~ "(b) temos a; = b;_,, para todo i € Z e assim:
n—1 n—1 n
I (U[;n_1]> = ﬂ T;,?”(Q;) = m To:f»Jrn(Ubrn) = m T2 ,.(Us_,) = U[Zn]
i=0 i=0 j=1

Pelo item (2) do lema 3.22, temos 9y Ujg,ni1)- C T, (0Ma), donde T3 (Ov U, 1) =

aHUUtn]' Recordando que para n > ng a curva A = W*(z_,)N U[am_l} é hori-
zontal instdvel em Uy, ., conluimos que 777 () C W*(z0) é uma curva ver-
tical instavel em U[Zn} C U,: , ou seja a componente conexa de W*(zg) N M,

contendo zg é um curva vertical e instavel em Ubt .

1 u _ oo - .
Pelo exposto acima temos Wi (20) = (.2,,, U (b PATA concluir que esta curva
é acumulada por curvas instéveis e verticais em | J, -, Tx,.(¢o) observemos que
a intersegao U, N{y ¢ uma curva horizontal em U, e como ja observamos an-
teriormente a imagem desta curva por Ty, , € uma curva, &, vertical instével

em U como ilustrado na figura 3.14. Assim, para todo n > 1, a intersecao
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& =& N U[;n_” é uma curva horizontal e instavel em U[ Usando os

a,n—1]"
mesmos argumentos do paragrafo anterior concluimos que, para todo n > 1,
a imagem &, = T, (&) é uma curva vertical e instavel em U, [Jbrn] e assim obte-
mos uma sequéncia {&, },>1 de curvas verticais e instaveis em (J,~, 7%, (fo)

convergindo para W (zp). O

No que se segue, a cada sequéncia b € ¥, associamos as familia de pontos:

{ZT'}TE(O,T()] Sr(b) =2z, € AT

+ AT = ‘o ta + _ 7t
Note que z, € U, NU,, se x,y € X sao os pontos normais tais que U, = Uy
e U,, = U,,. Associamos & familia {z,}, temos uma familia de segmentos de

variedades
{Wa(z) }TG(OJ’O] e {Wi(z) }TG(O,To]

Segue do lema 3.26 que cada Wj/(z,) é uma curva instavel e vertical em U,
donde, pelo lema 3.16, temos que {WX(z,)}re(0,] converge na topologia C!
para o grafico G. De forma andloga temos que {W2(z,) }re(o,r,] que converge

na topologia C! para o grafico G, .

Na proposicao a seguir descrevemos o comportamento assintético, quando

r — 0, das curvas:
Wi (z) = T(We(z)) € M7, e Wi(z) =T (Wa(z)) C M, (3.85)
Proposicao 3.27. Seja x € X e H C [0,2m) um intervalo tal que:
moF oT(x) ¢ J

seja D = H x 1. FEziste r} < ro dependendo de x e H tal que:

(1) Se {zr}reorg) € uma familia tal que S.(b) = z. para todo r e z, € Uf,
entdo a fam ilia {W"*(2.) N D},eor1) converge na topologia C* para ¥ N D
(2) Se {zr}reorg € uma familia tal que S,(b) = z, para todo r e z, € U,
entao a fam ilia {Wj(zr) N D}Te(o,m converge na topologia C* para t,ND.

Prova:  Por reversilibilidade é suficiente provarmos o item (1) e como
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W¥(2,)}re(or,] converge na topologia C! para o grifico G, é suficiente
a (0,r0]

x )

descrevermos o comportamento assintético da familia {7, (G2)™ }re,r)-

Se x = (5y,0) € X entao G = {(B,¢) : B = Po + ¢}. Denotando
(Ur(9),0:-(0)) = T(Bo + ¢, ), ilustramos na figura 3.15 segmentos de tra-
jetérias determinadas pelas condigoes iniciais (g + ¢, ¢) para alguns valores

de ¢. Na figura 3.15(2) as mesmas trajetérias prém considerando ' < r.

¥(m/2)
FloT(z
) 1)
P(—7/2)
(1) 2)
Figura 3.15:
Variando ¢ em I = [—-7, 7] temos que o angulo 1,(¢) varre um intervalo

fechado de J = J(x,r) C [0,27) de extremos v,(—7/2) e ¥,(7w/2). Deno-
tando J' = J'(z,r) = [0,27)\J temos que y(J') é o arco de v nado atingido
pelas trajetdrias partindo das condigoes iniciais (8y — ¢, ). Os extremos de
v(J') sao os pontos de intersecdo com 7 de duas retas paralelas tangentes
a «a e que distam 2r uma da outa.Portanto, o comprimento de J’ tende a 0

quando r — 0. Mais precisamente:
liH(l] Uo(E£7/2) = (z)  onde p(x) =m0 FtoT,(z)
r—
Como G é uma curva com extremos em componentes distintas de dM,

temos que 7,(G}) é uma curva com extremos em componentes distintas de
M, (figura ??(1)). Seja 7. = [[v(¥r)) — a(Bo + ©)|| € kr = k(1,). Segue da
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expressao 2.17 que:

do,
dp

dip,
dp

ke
cos 0,

_ diy
=

(p) = (27, + rcosyp) e (2) (p) —2 (3.86)

Ja que (ZZ (2) > 0, acurva T,.(G) é o gréafico de uma fungao ©, : J(x,r) — I.

Como os extremos do intervalo J(x,r) convergem para ¢ (x) quando r — 0

temos que dado um intervalo H C [0, 27) tal que 1(z) ¢ H existe 7’ tal que
H C J(z,r) para todo r < 1’ e o gréfico T,(G,) intersecta das duas retas
verticais do bordo da faixa D = H x I C M,. Recordando que lim_,o /M ;r .=
7 e considerando as observagdes acima temos que lim, o 7,(G,) N D =
thnD.

7

Figura 3.16:

Para ver que esta convergéncia de d4 na topologia C!, observemos que pelas

expressoes temos:

2c0s ©,.(1)
k(¥) (27(¥) + rcos )

() =1+ (3.87)

dip

Para todo i € H temos lim, 0 0,(¢) = 07 (¢) e como 7,.(¢) = |la(p) —

v(1))|| sendo a(¢) um ponto no obstaculo temos lim, .o 7.(¢) = 7,(¢) =
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llp — v(¥)]| e assim:

lim ©

, cos 07 () B doy
r—0 dlp

k)mp(0) v

(V) =1+ (¥) (3.88)
Portanto a familia {7,.(G}) N D},e(o, converge na topologia C' para £7 ND.
O

Observacao 3.28. Pela proposicao 3.26, para todo z € A, N U;r existe
uma sequéncia {&,» }n>o de curvas verticais e instdveis em (J,,., Ty, (o) con-
vergindo, quando n — 0, para W¥(z,). Fixando m temos pelo lema 3.16 que
{&nr}reo0) converge na topologia C'! para o gréfico Gf. Assim podemos
substituir a fam ilia {W}(2,)}re(o, no enunciado da proposi¢ao 3.27 por

uma familia {&,, }re,r) Obtendo o mesmo resultado.
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CAPITULO 4

Existéncia de pontos periddicos normais

Neste capitulo trataremos da existéncia genérica de pontos periédicos nor-
mais provando o teorema B. Damos também a prova do corolario 1.3 que

descreve a dinamica genérica de bilhares com obstaculos.

4.1 Bilhares convexos genéricos

Uma oval ¢ uma curva simples, fechada, convexa e de classe C?. Seja D o
conjunto das ovais 7 : [0,27) — R? parametrizadas pelo angulo ¢ € [0, 27)
entre o vetor tangente e um vetor fixo em R2. Este conjunto ¢ um espaco de

Baire [14] se munido da topologia induzida pela norma

7lle, = max {1V (WD) I (@)1}

Pef0,2m
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Toda 7 € D possui um fibrado normal (y(1)), n(¢))) de classe C' onde n(v) é
o vetor unitario normal 7'(1) apontando para o interior da regido @), limitada

por 7. Dado € > 0 e v € D consideremos a seguinte vizinhanca tubular

Ne(y)=={7(¥) +gn()| —e<g<e} CR?

Dizemos que uma oval ( é e-préxima a uma oval 7y se a imagem de ¢ pertence a
N.(v) e a projegao candnica ((¢) — (1)) é um difeomorfismo. Consideremos

no espago C?([0,27),R) das fungoes g : [0,27) — R de classe C* a norma:

llgll2 == max {|g(s)], [g"()], 19" ()[}

Ye(0,2m

Dizemos que uma oval ¢ é ¢ C? -préxima de uma oval 7y se ((¢) = v(¢) +
g(¥).m(v) € N() para alguma g € C?([0,27), R) satisfazendo ||g||2 < €.

Recordemos que F’, denota a aplicacao de bilhar na mesa (). Dizemos que
uma propriedade da dinamica de uma aplicagao de bilhar é genérica se vale
para toda F, com vy contida em um aberto e denso de ovais em D. O seguinte

lema de perturbagao, [23], serd 1til para nossos argumentos.

Lema 4.1. Dada v € D e by € [0,27) seja I C [0,27) um aberto contendo
Yo. FEziste uma familia {(}i<e, de ovais arbitrariamente proximas de vy

tal que (o = v e para todo € a curva (. coincide com v fora do arco (1)

satisfazendo ((1o) = v(vo), CL(vo) = (o) e
ke(1h0) = (o) (1 + 2€.k(1)0))

onde k(o) e k(1) sdo respectivamente as curvarturas de (. e vy no ponto

Yo-

Prova: Seja g : [0,27) — R, com €| < ¢y, uma familia de fungoes definidas
por g.(1) = e.h(1)).(¢ — 1bg)?, onde h(¢)) é uma fungao C* tal que h(¢)) = 1
se [ — o] < £ e h(¥) =0se [ — | > L para algum L suficientemente

pequeno de forma que h(y)) = 0 fora do intervalo I. Definimos a famila de
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curvas

C(¥) =7(¥) + 9(¥) n(yh) |e| < eo (4.1)

Pela definicio de g. e (. temos (. (v) = v(¢) para todo ¥ & I e (. (¢g) =
7(1000). Observemos que:

) = (@) +g.n(¥) = g.(v) () (4.2)
W) = (W) = 20.(V)e(¥) + (9¢ (V) — g(¥)) () (4.3)
gi() = el (W)W — o)® + 2eh(y)(¢ — o) (4.4)
gl(W) = eh"(Y)(¥ — o)’ +4e.h (V) (¥ — o) + 2¢.h(y)  (4.5)

Por 4.4 e 4.5 obtemos ||g¢||c2 < C.€y para alguma constante C' dependendo
de L. Segue disso que para ¢, suficientemente pequeno temos que (. é uma

oval para todo |e| < ¢y. Por 5.27 e 4.3 obtemos:

Ctho) =7 (o) e (I(¥o) =" (o) + 2e.n(t0) (4.6)

assim temos:

(¢"(Wo) AC()) _ (V'(W0) A (1)) (%) A (1))
[I¢E(o)l[? |1y (o) [[? @l

Observando que k(1g).7 (1) = t(¢0) temos ||v (vo)|] = k(o)™ e (n(bg) A
Y (1ho)) = k(tho) ™", assim temos kc(vo) = k(1) + 2€k>(to).

ke(1ho) = (4.7)

O seguinte teorema é consequéncia de uma série de resultados sobre a dinamica

genérica em bilhares convexos obtidos em [14].

Teorema 4.2. FExiste um aberto e denso D' C D tal que se v € D' entdo
a aplicagio F, admite uma orbita de periodo 2 hiperbdlica O., = {yo, v} tal

que cada ramo da variedade estdvel W*(y;) de todo y; € O, possui um ponto
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de intersecdo transversal com cada ramo da variedade instdvel W*(y;) de
todo y; € O,.

M,

W) ey W )

(//’*\\x ij><;;;£K3:;;><TWW
19()
v yo yl
1)

ru ru ”V‘
W*(y0) . W*(y1) W*(yo) B v
W(yo) W (y0)

Figura 4.1:

A trajetéria da drbita O, = {yo,y1} hiperbdlica associada a uma v € D’
corresponde ao maior diametro de y como ilustrado na figura 4.1(1)). Como
Yo € y1 sdo colisoes perpendiculares temos O., C ¥y donde R(O,) = O,, ou
seja, O, é a orbita de um ponto peirédico simétrico. Ilustramos na figura

4.1(2) a estrutra genérica do conjunto:

Wy = |J W) uW*(y,)
1€{0,1}
Note que, por reversibilidade, temos R(W*(y;)) = W"(y;) para i € {0,1}
eseu = (uM u?) € T, M, é um vetor tangente a W*(y;) entio v =
(uM, —u?) = D, R.u é tangente a W*(y;). Os vetores u e u’ sdo linearmente
independentes portanto u™ # 0 e u® # 0. Assim, para € > 0 suficiente-
mente pequeno, a variedade instével local W (y;), é o gréfico de uma fungao

¥ — 0“(1)) e a variedade estével local W(y;) é o grafico de uma fungao

5 0%(1) com 04(v)) = —0°(4).
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4.2 Critério de existéncia de pontos normais

O conjunto de pontos normais em um bilhar em uma mesa ), ¢ nao vazio
se e 56 se T (6y) N ly # . Mas, verificar a condigdao acima é pouco vidvel
dada a descontinuidade de 7,. No lema 4.3 contornamos este problema
obtendo um critério mais conveniente para tratar a existéncia de pontos
normais considerando a evolugao pelo difeomorfismo F., : M, — M, das
curvas £, = T~ () C M, e £} = T(ly) C M,. Recordando que para toda
yep € Q,acurva {; éa curva dos pontos (1,0, (v)) € M, tais que a
reta passando por (1) na diregao dada por 6, () passa pelo ponto p. A
curva £ é o conjunto dos pontos (¢, 0 (1)) € M, tais que 07 () = —0, (¥)

considerando isto e a construgao da figura 4.2 temos:

Figura 4.2:

Lema 4.3. Seja v uma oval e p € intQ,. Se zy € L7 N F™(()) para algum
m > 0 entao existe r(zo) > 0 tal que se T € a aplicagdo de bilhar na mesa

Qpr com T < 1(20) entao xg =T (z9) € M, € um ponto normal.

Prova: Suponhamos a existéncia de um ponto 2o € £ N F"(¢,) sendo

n o menor inteiro positivo satisfazendo esta condi¢do. Sejam z; = (s;,6;) =
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Fj(zo) para i € {1,...,n} e I' a trajetéria poligonal correspondente ao seg-

mento de orbita {z_1, 20, ... Zn, Zn+1}. Uma possivel configuracao de I' para
o caso n = 3 ¢ ilustrada na figura 4.3(1).

S3 S_1
c (@
@ (2) (4)

Figura 4.3: Construgoes para prova do lema 4.3

Seja I'; a aresta de I' com extremos (s;) e y(si41) . Como F,(£)) = £F
e zy € é; temos z_; € E; donde p € I'_y. Como z, € Elj temos p € I',,.
Parai=1,...,n — 1 temos p ¢ I';. Definimos r(zp) > 0 como sendo a menor
distancia entre p e uma aresta G; com i = 1,...,n — 1. Se e a é qualquer
circulo de centro p e raio r < r(z) entao aNT; =P parai=1,..,n—1lea
trajetéria I' contem a trajetéria de um ponto normal xo = T (zy) na mesa

com obstéculo Q. ,, com r < r(z). O

Usando o critério do lema 4.3 e a descricao da dinamica genérica de um
bilhar convexo dada pelo teorema 4.2 provamos o seguinte lema que ¢ um

dos principais argumentos para a prova do teorema B.

Lema 4.4. Daday € D' e p € int(Q,, suponhamos que uma das curvas £, ou
@f tenha um ponto de intersecao transversal com algum ramo das variedades
invariantes da orbita hiperbdlica O, = {yo, 1} associada a 7. Entao, para
todo N > 1 existe ry > 0 tal que toda aplicag¢io T,, associada a (y,p) e

comr < ry admite ao menos N pontos normais transversais dois a dois nao
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alinhados

Prova: Dada~y € D' ep € Q, seja z7 € M, seja uma intersecao transver-
sal entre £ W*(yo), os demais casos sao tratados de forma andloga Por

reversibilidade, 2~ = R(z") é uma intersecdo transversal entre £, e W*"(yo).

Seja B(yo, €) uma bola aberta centrada em y, de raio e. Como Ff(yo) = %,
2t e Wo(yg) e 2= € W¥(yp) existe um inteiro ng > 0 tal que:

F2"(z%) € B(yo,e) e F,?(z7) € B(yo,€)  Vn > ng (4.8)

Seja. A a componente conexa de FZ"(€7) N B(yo,€) contendo F2*(27) e
A, a componente conexa de F.>*(£;) N B(yo, €) contendo F*"(z7). Pelo
lema da inclinagao [21], a sequéncia de curvas {A}!},sn,( resp {A] }isng)
converge na topologia C'' para W#(yg,€) ( resp. W*(yo,€)) quando n — oo.
Portanto, existe n; > ng tal que para todo n > n; a curva A\ intersecta

transversalmente a curva A\, em um dnico ponto z, € B(yo,€) .

Figura 4.4:

Por reversibilidade de F, temos:

A, =R = z,eXin, €

n

e, pela definicao de A, e A}

+ 2n 7 . ~
45 0 ponto z = F"(z,) é uma uma interse¢ao
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transversal entre a curva £} e a pré-imagem F.- in ;).

Fixando um inteiro N > 0 consideramos o conjunto Zy = {2, 2, ....25} C
E;. Segue do lema 4.3 que para cada z;r € Zy existe r; > 0 tal que se T' ¢ a
aplicagao do bilhar na mesa @, ,, com r < r; entdo o ponto x; = (f;,0) =
T7'(z) € M, é um ponto periédico normal. Como z;
transversal entre (} e F.- 4”(@; ) temos que x; é um intersegao transversal

¢ uma intersegao

entre o e T~*""%({y). Logo, z; 6 um ponto normal transversal.

Seja ry :=min{r; : 1 < j < N}. Se T é a aplicagao de bilhar em uma mesa
Qqpr com 7 < ry entdo Xy = {x1, 22, ... x5} C M, é um conjunto de N
pontos normais transversais. Seja ¢y um segmento de E; contendo o ponto
2o € tal que:

T oT (ly) C (=7 + Bo, Bo + )

Dinimuindo o raio € da bola B(yo, €), se necessario, podemos supor que Zy C
ln. Neste caso, quaisquer dois pontos distintos x; = (5;,0) e z; = (5;,0) em

Xy satisfazem 3; — 8; # m donde sao nao alinhados o que conclui a prova. O

Os dois lemas a seguir descrevem propriedades das curvas E;t e sua relacao

com o conjunto conjunto W = U;cro 1y W*(y:) UW?* ().

Lema 4.5. Para toda oval v € D e ponto p € () temos que (, e é;; se

intersectam em ao menos dois pontos.

Prova: Como (] = R((;) temos (¢,0, (1)) € £y NLF < 0,(¢) =
0 (¢) = 0 donde £, N&F # () se e sé se 0, (¢) = 0 para algum ¢ € [0,27).

Para provar o enunciado consideremos a funcao:

7 [0,2m) = R 7(¥) = [lp = ()l
Como v é de classe C? e pN~y = () temos que 7, é de classe C? e satisfaz:

21, (V) h() = —2 {7 (%), p — 7 (¥)) = TL(¥) = — W(&f)’_pvz J)(ﬂ’” = — cos (1)
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onde (1)) é o angulo entre p — y(¢)) e a tangente 7/(3). Note que:

OW)=m/2-0,() = 7 ()=—sinb, ()

Como [0,27) é compacto existem ao menos dois pontos, digamos ¥; e
em [0,27), tais que 7,(1;) = —sin(0, (¢;)) = 0 donde 0, (¥;) = 0. Protanto
e, Ny} >2. 0

Observagao 4.6. Se v é um circulo de centro p entdo 7, : [0,27) — R e
b, = E; . Esta ¢ a tinica configuragao possivel em que £, e E; coincidem, em

- 4t
todos os outros casos £, # (.

Observacao 4.7. O conjunto W, possui uma curva rotacional em M, obtida
concatenando segmentos alternados de variedades instaveis e estaveis da

érbita O, como provado em [14]

Lema 4.8. Sey € D' ep € Q, entdo (£, UL "W, # (.

Prova: Como v € D’ temos que esta oval ndo é um circulo, ji que a
dinamica do bilhar no circulo ¢ integravel. Logo para todo p € (), a uniao
¢, UL} limita um compacto C, C M, de interior nao vazio. Cada componente
do interior de C, é um aberto homeomorfo a um disco como ilustrado na
figura 77(2).

Consideremos a érbita hiperbélica O, = {yo, y1} do bilhar B,. Como W*"(y;)
intersecta transversalmente W*(y;) para todo par ¢, j € {0, 1}, segue do lema
da inclina¢ado que podemos construir um aberto e conexo A(y;) contendo o
ponto y;, i € {0,1} cujo bordo é a unido de quatro curvas contidas em
W = Uizo1 W*(yi) U W?*(y;) como ilustrado na figura ?7(1) .

Temos dois casos complementares: O, C intC, e O, NOC, # 0. Se O, C
intC, entao W, N OC, # ), de fato como observado acima o conjunto W,
contem um curva rotacional em M, e como toda componente de intC, é
homotopicamente trivial temos que necessariamente W, N 9C,, # 0, ou seja,
W, n (€, Ulr) # 0. Se, no entanto, O, N IC, # 0 entdo necessariamente
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yi € £, N L5 e neste neste caso £ U L N A(y;) # . Observando que £, e
£ sdo curvas rotacionias e A(y;) é homeomorfo a um disco temos que nec-

essariamente £, U () intersecta JA(y;) C W,\O, donde também obtemos
W,n (€, uth)#0. O

4.3 Prova do teorema B

O roteiro da prova do teorema B ¢é o seguinte: tomamos uma oval v € D e
um ponto p € @),. Como D’ é aberto e denso em D, existe uma oval 7y € D’
arbitrariamente préxima de v na topologia C2%. Pelo lema 4.8 sabemos que
W, N (€, ULh) # 0, se existe algum ponto de intersecao trasnversal entre
algum segmento de W, e algum segmento de £, U 6; entao o teorema segue

do lema 4.4. Caso contrario tratamos o problema aplicando o seguinte lema:

Lema 4.9. Se v € D' e p € Q4 sdao tais que W, ndo itersecta transver-
salmente os segmentos de {; ULT entdo eviste uma familia de ovais {7 }o<t
arbitrariamente prézima de v na topologia C* e tal que vo = v e se W,,
denota a unido das variedade de drbita hiperbdlica O, e €,, e ), as curvas
associadas a 7y, e p entao existe um ponto de intersecao transversal entre

algum segmento de W., e algum segmento de E;t U, para todo t # 0.

Assim podemos obter uma oval v; € D' arbitrariamente préxima de vy tal
existe a0 menos um ponto de intersegao transversal entre W,, e (£, UZ, ).
Neste caso a prova segue novamente aplicando o lema 4.4. Assim sendo,

reduzimos a prova do teorema B a prova do lema 4.9.

Prova do lema 4.9 : Sejay € D', O, = {yo = (¥(,0),y1 = (¢1,0)} a érbita
hiperbdlica associada e suponhamos zy = (¢, 6p) seja um ponto de tangéncia
entre W*(yo) e £,
Seja z_; = (Y_4,0_;) = F%i(zo). Como zy € W"(yp), temos z_; — yo quando

as demais possibilidades sao tratadas de forma analoga.

J — 00 e consequentemente 1_; — .
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Yo ; \

Yo Y (R Yy g e

n

Figura 4.5:

Para € > 0 suficientemente pequeno a variedade instavel local W*(yq) é
um grafico logo, existe jy tal que se j > jo entdo ¢_; 11 > ¢_; > ¥ ou
Y_j1 < P_; < 1y dependendo do ramo de W*(yy) ao qual pertence o ponto
Zp. Vamos supor que ¢_j1q > ¥_; > 1 para todo j > jy como ilustrado
na figura 4.6. Observando que {¢y, ...¢)_j,} é um conjunto finito temos que
existe um n > j suficientemente grande de forma que ¢¥_, ¢ {1, ...00_, 11}
e como Yy # y1 podemos supor este n satisfazendo também _,, ¢ {¢), ¥ }.
Segue do exposto acima que existe um intervalo J C [0, 27) contendo 1, e

tal que:
J N {o, o ppyr b U {%71/)1}) =0

Aplicando o lema 4.1 construimos uma familia de ovais {7 } 1<, pertubando
v na dire¢ao da normal no arco (/) como no lema 4.1. Denotaremos por
F,, a aplicacao de bilhar associada a curva ;. Pelas propriedades da familia
{~¢}14)<t, descritas no lema 4.1, para todo —tg <t <ty e —n < ¢ < 0 temos

Ye(i) = o) e (i) = v(¢1). Estes fatos implicam que o conjunto
{70,221, ..., Z_n } é um segmento de érbita toda aplicacao F,,.

Também temos que, para todo t, as curvas 7 e ; coincidem em arco con-
tendo os pontos (1) e y(¢y), assim o conjunto O, = {yo,y1} é um 6rbita

hiperbélica para toda aplicacao F,,. Denotamos por W (y,) a variedade
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instavel do ponto yy por F,,. Como vy = 7 temos Wy(yo)* = W"(yo).

Seja é;t a curva associada ao ponto p e 7y, como 1y ¢ J temos que para todo

t as curvas (,, e ¢} coincidem em um segmento contendo 2.

Seja u(t) € T, M, o vetor tangente a W}*(yy) no ponto z,. Como zy é um
ponto de tangéncia entre W*(yo) e £ temos que u(0) é o vetor tangente a
£y no ponto zp. Para conluir a prova é suficiente mostrar que u(0) e u(t)
sao linearmente independentes para todo t # 0 ja que se isso ocorre entao

W (yo) intersecta transversalmente a curva £ no ponto z.

/‘712/ . W (o)
vos 7 ,/W“(yo)
"
Ep n
Yo
J \9 =0
Yo U (R (1 Yo Py

Figura 4.6:

Sejat — f(t) a fungao que a cada t € (—to, ty) associa o tempo de focalizagao
de u(t). Pela defini¢ao de tempo de focalizacdo temos que se f(t) # f(0)
entao u(t) e u(0) sdo linearmente independentes. Pela equacao do espelho

temos que f(t) é dada por:
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f(t) = 2ko 1
cos bty - 1
0 2k_, 1
cos 0_y S 1
_1 5 1
T 2kt 1

%0
COS Q,n —T—p-1*+ ffnfl
onde curvaturas k; é a curvatura de y; no ponto y(¢;) e 7 = ||ve(Viz1) —

v(1;)||. Para todo t e i # —n a curvatura k; é a curvatura de vy no ponto
Y0(;). Mas a curvatura de v, no ponto v,(v_,) é dada em termos da cur-

vatura k_, de vy no ponto vy(¢_,) pela equagao:

k_n(t) = k_n(0) 4+ 2k_,(0)%.t

Segue da expressao para f(t) que f'(t) = Q(t)2(k_,(¢))* > 0 sendo:

ol ok L\ 2 2ky 1 -
Q(t) = (H <COS 91 (TZ;l o fi*l) 2) ) % COS 0,71 (COS 9,71 * Tn—1 — fnl)

i=1

sendo f;_1 o tempo de focalizagao do vetor D, F_ *.u(t). Portanto, f(t) é es-

tritamente crescente e temos f(t) # f(0) se t # 0 donde segue o enunciado.O

4.4 Prova do corolario 1.3

Fixando p € R? seja D, = {y € D : p € Q,}, note que se 7y € D, entdo para
ovais 7 préximas de 7 temos p € @), logo D, é aberto em D. Concluimos
este capitulo provando o coroldrio 1.3 ou seja mostrando que para todo p € R?
existe um conjunto D, denso em D, tal que para toda v € D, existe r, tal
que todo bilhar em uma mesa @, ,,, com r < r,, admite um conjunto A,

uniformemente hiperbdlico para a aplicacao de primeiro retorno 7y , tal que
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a restricao T,, : A, — A, é conjugada ao shift no no espago das sequéncias

simbdlicas de m(r) simbolos com m(r) — oo quando r — 0.

Prova do corolario 1.3: Dado p € R? temos, pelo teorema B, que existe
um conjunto D], denso em D, tal que se v € D, entdo existe um sequéncia
{rm }m>2 como lim, o7, = 0 tal que, para todo m, se r < r,, entdo o bilhar
na mesa @), ,, admite um conjunto de m pontos normais transversais, dois
a dois nao alinhados. Definindo r, = 19 e m(r) = m se rpp1 < r < 1y
temos lim,_,om(r) = oo e, pelo teorema A, todo bilhar em uma mesa Q. ,,
r < ry admite um conjunto A, uniformemente hiperbdlico para a aplicagao

de primeiro retorno T, , e com dinamica conjugada ao shift o em X,,,). O
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CAPITULO b

Os bilhares de Saito

Neste capitulo estudaremos a familia a dois parametros de bilhares, {Bs, } (5.0,
introduzida por Sait6 [5]. Na secao 5.1 descrevemos a aplicagao de bilhar
definindo um conjunto Hs, C M, restrita ao qual a aplicacao de primeiro
retorno ao obstaculo, T, preserva campos de cones. Provamos o teorema
C' na secao 5.2 contruindo conjuntos As, C H;, uniformemente hiperbdlicos
para T, e cuja densidade em M, aumenta quando (d,7) — (1,0). Na segao
5.3 provamos, para alguns parametros, a existéncia de pontos normais tan-
gentes (nao transversais) no complementar de Hy, e descrevemos a bifuracao
da dinamica em torno destes pontos. Explorando a dinamica em torno de
pontos normais trangentes provamos na se¢ao 5.4 o teorema D sobre a ex-
isténcia de tangéncias homoclinicas entre as variedades de pontos em As,.
Na secao 5.4, provamos o teorema F sobre a existéncia de pontos peridédicos

elipticos para os bilhares B,
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5.1 Preliminares

Seja Q@ ={(6,r):0<d<1le0<r<1}eQs, aregido limitada por um
circulo v de raio unitario e centro p, e um circulo « de raio r e centro p
distando ¢ de p,. Seja y parametrizado por comprimento de arco s € [0, 27)
e orientado no sentido anti-horario. Adotamos coordenadas (s,6) em M.,.
Seja « orientado no sentido horério e adotamos coordenadas (3, ¢) para a
pontos (q,v) € M, onde 3 o angulo entre entre o vetor g—p e u = (1,0) € R?

medido no sentido horério (ver figura 5.1(2)).

Figura 5.1: Parametrizagoes do bordo externo e do obstéculo.

Seja T' = T5, : M — M, com M = M, U M,, a aplicacao correspondente
ao bilhar na mesa Q;,. Sejam M} =T (M,) e M, = T~'(M,). A restrigao
T: M, — M, é dada implicitamente pelas equagoes [5]

sind + dsin(f — s) = —rsing
T(s,0) = (Bp) = B—p=0—s (5.1)
|sinf + 0sin(6 — s)| <r

e a restricao T : M, — M} é dada implicitamente pelas equagoes:

sing + dsin(f + s) = —rsing
T(B,p)=(s,0) = B+o=—s—10 (5.2)
|sin€ + dsin(f + s)| <r

As restrigoes T : int M, — intM, e T : int M, — intM; sdo difeomorfismos
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C>®. Em z = (s,0) € intM; tal que T'(z) = (8, ¢) a derivada D,T é dada

pelas formulas:

op dcos(s — 0) op dcos(s—80)  cosf
gz_l—'— rcosp @:1_ rcosp  Tcosg
%:5008(3—0) dp _ cosf _ dcos(s —0) (5.3)
0s T COS (p 00 T COS T COS (p '
Em z = (8, ¢) € intM, tal que T'(z) = (s,0) temos:
9s . dcos(f+s) §:_1_5005(0+3)+rcos<p
ap cos 6 Op cos 6 cos
@:5008(9-1—8) %:5COS(G+S)_TCOS¢ (5.4)
op cos 0 0p cos 0 cos 0 '

A dinamica das trajetérias que nao colidem com o obstdculo é descrita pela

aplicagao I’ = M., — M., do bilhar na mesa () que tem expressao

F(s0,00) = (s1,01) = (so + 7 — 200, 6,) (5.5)

Figura 5.2:

Toda curva ¥y := {z € M, : my(z) = 0} é invariante por F e restrita a cada
¥y a aplicacao F' age como uma rotacao no circulo por um angulo 6 cuja
dinamica depende da racionalidade ou nao do quociente Qi. Se 2i =2cQ
™ I q
entao todo ponto z € ¥y é periddico com periodo ¢q. Se % ¢ irracional entao

todo ponto z € ¥y tem drbita densa em vJy. Para todo z = (s,6) € M, a
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trajetoria de bilhar associada é uma poligonal cujas arestas tangenciam o

circulo vy concéntrico a v e de raio sinf (figura 5.2).

Observacgao 5.1. Considere uma mesa ()5, em que o obstdculo a tangencia
internamente um circulo 7y concéntrico a v e de raio sin # com % ¢ Q. Seja
20 = (qo,v0) € M, em que go = a Ny € vy é tangente a a. A trajetéria
de bilhar, T, associada ao segmento {zo, z1, 22, ...}, z; = (q;,v;) = T%(20) nao
possui outro ponto de colisao com « alé de gq. De fato, se ¢; € o para algum
1 > 0 entao, necessariamente, ¢; = qp, mas isso implicaria que v; = vy, ja que
" esté contida no anel entre a e 9. Consequentemente I seria uma trajetoria
periédica do bilhar no disco @), tangenciando um circulo de raio sinf com
% ¢ Q o que nao é possivel. Assim, temos que T*(zq) ¢ M, para todo i > 0.
Este exemplo ilustra que a fung¢ao tempo de retorno ao obstaculo n, poder
nao estar definida em todo M, como obervado durante a defingao de T, na

secao 2.1.

No que se segue drescreveremos alguns subconjuntos no espago de fase anal-
isando sua dependéncia com relacdo aos parametros (J,r). O objetivo é
definir, para um subconjunto de parametros €y C €2, uma regiao Hs, C M,
restrita a qual as aplicagoes T, e sua inversa preservam campos de cones

analogos aos definidos no capitulo 3.

Observemos que, por 5.6 e 5.7, os conjuntos M e M sdo respectivamente

folheados pelas curvas:

b, = {(s,0):sinf +sin(f — s) = —rsinp} (5.6)
t; = {(s,0) :sinf 4 dsin(s +0) = —rsinp} (5.7)

Ainda por 5.6 e 5.7, existem funcoes 955 : [0,27) — I, dependendo de (4, 7),
tais que £ = Graf(6;). A funcao 6% (s) tem um ponto de minimo global e

um ponto de méaximo global dados respectivamente por:

st = g +arcsin(d +rsing) e st = —g — arcsin(é — rsing) (5.8)
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arcsin(d — rsing)

—arcsin(d + rsing)

—7/2 — arcsin(d + rsing) /2 + arcsin(d + rsinp)

Figura 5.3: Uma curva £

e valores maximos e minimos dados respectivamente por:

st ..) = arcsin(d — rsing) (5.9)

05 (5pin) = —arcsin(d +rsing) e 07(

J_rw com respeito ao
eixo horizontal § = 0.As curvas ¢f = T({y) e l; = T ({y) !, dependem

apenas do parametro 0 que localiza o centro p do obstaculo. Na figura 5.4

Por reversibilidade, a curva £, ¢ a refelexao da curva ¢

ilustramos algumas curvas da familia {8;}56[071). Recorde que, pelos lemas
3.3 e 3.4 na segao 3.2, fixado 0 temos que £, — {5 e f;’f — ¢ na topologia
C! quando r — 0.

O conjunto M, das colisoes com o bordo externo 7 ¢ folheado pelas curvas
Vo ={z€ M, :m(z)=0}, 0Oel

Pelas equagdes 5.2 temos que se |f| < arcsin(d + r) entdo Jg N M # 0 e
Yo N M, # 0. Supondo entao || < arcsin(d + r) temos que os seguintes

u a urv: n n itu nterior T ~ res i-
INote que estas sdo as curvas denotadas nos capitulos anteriores po é;r e Ep espect
vamente
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Figura 5.4: Familia de curvas £;:quando § — 1 as fungdes 6] covergem para
a funcdo descontinua 0 (s) = —1.sse s £ me 6 (m) =0

subconjuntos de M, sao nao vazios:

Oy =T (e N M) = {(B,p):sinf —dsin(B+ ¢) = —rsinp} (5.10)
Uy =TWeNM,) = {(B,¢):sind+dsin(Bf—¢) = —rsing} (5.11)

Das equagoes 5.2 segue que se 0 satisfaz arcsin(d — r) < |0| < arcsin(d + r)
entao o conjunto q%t ¢ uma Unica curva com extremos na mesma componente
de OM,,. Se || < arcsin(d —r) e § < r entdo entdo 95 é uma tnica curva
fechada contida no interior de M, e se || < arcsin(§ —r) e § > r entdo U é

a uniao de duas curvas com extremos em componentes distintas de dM,.

No conjunto M, das colisoes com o obstaculo definimos os subconjuntos:

Hy, = {(B,9) : =% < dsin(B + ¢) + rsing < §°} (5.12)
H;:r = {(B.p): —0° < dsin(B — ) +rsing < 6%} (5.13)
Hs, = H;, NHf = {(B,9) : =% < sin(B £ ) + rsing < §°}5.14)

)

Note que Hy, é a uniao das curvas ¢, com || < arcsin(6?). Da definiao

5.14 segue que se r < & — 6% entdo H; ¢ um compacto com duas compo-
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0=10,25 e r=0.5 6=0,5er=0.25

0=0,8er=0.15 6=0,98 e r=0.005

Figura 5.5: Conjuntos ng para alguns parametros (0,7). Os conjuntos
Hg, sao dados pela reflexao de H;T com respeito ao eixo horizontal, ou seja
R(H;,) = Hj,

nentes conexas contendo respectivamente os pontos z = (0,0) e z = (7,0), o

complementar M, \H; . possui duas componentes conexas contendo respec-
. . . ., .

tivamente os pontos (3,0) e (—3,0) e o bordo OH, é a unido de segmentos

de M, e as seguintes curvas

Al = {B,gp): 6:—4p+7r+arcsin<5+isincp>}

( o
Ay = {(ﬁ,gp) . = —p — arcsin <5+§Singp>}
Az = {(ﬁ,gp) : B = —p + arcsin (5—gsingo>}
Ay = {(ﬂ, @) : f=—p+m—arcsin ((5 — gsin gp)} (5.15)

Note que quando (4,7) — (1,0), as curvas Ay e Ay ( resp A3 e \y) convergem

para a curva:

™

=109 s=—0+5} (e &={09): s=-¢-73})

consequentemente, a drea do complementar de Hy, tende a 0 quando (0,7) —
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Hy,
Al

A

Figura 5.6:

(1,0). Observe ainda que , pela definigdo 5.14, temos Hgfr = R(H;,) e a
interseao Hj, = Hy, N Hy, que para r < § — ¢ é a unido de seis conjuntos

compactos como ilustrado na figura 5.7.

Considerando as equagoes 5.2 e 5.1 temos:

T(H;) = {(s,0) € M} :|sinf| < &%} (5.16)

T

TU(Hf,) = {(s,0) € M, :|sinf| < 4%} (5.17)
e como F preserva a segunda coordenada e T,(2) = T o F"(*)=20T(2) temos:

T&(Hc;r) = H(;"

No restante do capitulo consideraremos os parametros (d, r) restritos ao con-

junto:

Qo = {(5,7")€Q¢ 0€[09,1) e re (0’51052]}

As cotas na defini¢ao deste subconjunto sao justificadas na segao 5.6 onde
provamos a seguinte proposicao que garante a preservacao de cones por Ty, e
T, ' em Hs, para (d,7) € Q.
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Hy, H;, N H,

Figura 5.7:

Proposicao 5.2. Existem funcées ¢; : 29 — R e cones

C*z2) == {ueT.M,:ci(6,7) <nu) <ca(dr)} CCH(2)
C%(z) = {ueT,M,:—c(0,7) <nlu) < —c1(6,7)} C C(2)

tais que se(d,r) € Qy entdo para todo z € Hs,\ (S- N Sx) temos:

D.T,.C*(z) C CT(T,(2)) CintC"(T,(2))
DzT71.C%z) Cc C (T (2)) C intC*(T, *(2))

e seu € C%z) (resp. u € C%(z)) temos:

com lim,_,o p(1) = 00

Os cones C" e C* sao analogos aqueles usados no capitulo 3 para provar o
teorema A. A diferenga aqui é que podemos garantir sua preservagao para

além da vizinhanca de pontos normais.
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5.2 Conjuntos hiperbdlicos e-densos

Nesta secao provaremos o teorema C' mostrando a existéncia de um subcon-
junto ©; de Q de interior nao vazio, contendo (1,0) em seu fecho e tal que se
(0,7) € € entao o bilhar Bs, admite um conjunto As, €(d,r)-denso em M,
uniformemente hiperbdlico pela aplicagao de primeiro retorno ao obstaculo
T, e cuja restricao T, : As, — As, é conjugada a um subshift no espago das
sequeéncias simbdlicas de m(d, r) simbolos. Além disso lims,y— 1,0 €(9,7) =0
e lim(s,y—@,00m(6,7) = co. O conjunto §2; é um subconjunto de €y como
definido na se¢@o anterior e os conjuntos hiperbélicos As, sao construidos em
torno de pontos normais contidos em H;, . Portanto, iniciamos tratando da

existéncia e transversalidade de pontos normais em Hs, com (§,r) € €.

Ip, — qll = sin®

Figura 5.8:

Lema 5.3. Para todo § existe um conjunto Js denso em [0,2w) tal que para
todo B € Js existe r(B) tal que o ponto x = (3,0) € M, é um ponto normal
para todo bilhar Bs, com r < r(f).

Prova: Considere a construgao na figura 5.8: Fixando um ¢ temos associado
a cada (8 € [0,27) um unico segmento de reta I's(3) que forma angulo 5 com
o vetor p — p, e cujos extremos sao o centro p do obstaculo e um ponto do

bordo externo 7 parametrizado po ss(3) € [0,27). Denotaremos por 5(5) o
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angulo entre o vetor normal a vy no ponto v(s(3)) e a reflexdo de I's(f8) com
respeito a este vetor. Note que z5(3) = (s5(5),0s(F)) e é um ponto da curva
(f C M, e temos:

05(5) = — arcsin(d sin 3)

Denotando por I’ = {# € I : /7 € Q} o subconjunto dos angulos 0 € [ =

[—%, g] multiplos racionais de 7 definimos:

Js:={p€l0,2m) : 05(8) eI}

O conjunto I' é denso em I e funcao S +— 65(f3) é continua portanto, Js é
denso em [0,27) e se 5 € Js entdo 05(5) ¢ um multiplo racional de m donde
z5(8) é um ponto periédico por F', logo existe n tal que F™(z5(5)) = (25(5)),
e como F({;) = £} temos que 25(8) € F~""'(¢;) N¢f. Segue entao do lema
4.3 que existe r5(3) tal que se r < r5(5) entao z = (f,0) é um ponto normal
do bilhar B;,. O

Lema 5.4. Se (6,7) € Qy entdo todo ponto normal em Hy, € transversal.

Prova: de fato se (6,7) € y, x9 € Hs, um ponto normal qualquer e uy €
T,, M, é um vetor tangente a {y, temos ug € dC" () donde, pela proposi¢ao
5.2, uy = Dy Tug € C*(To(x0)) é um vetor de inclinagdo positiva. Logo, a
imagem T,(z) é um ponto de intersecao transversal entre um segmento de

lp e um segmento de T, ({y), ou seja, o ponto normal z( é transversal. O
Combinando os lemas 5.3 e 5.4 obtemos o seguinte:

Proposicao 5.5. Para todo € > 0 existe uma constante 6. tal que para todo
§ € [0.,1) emiste r9(8) tal que se r < r°(d) entdo o bilhar Bs, admite um

conjunto de m > 4?” pontos normais transversais
X5(€) - {xl - (617 0)7 """ y Tm = (BTTMO)} C H(s,r

tal que |B1 — Bl <5 e |Bi— Binal < § Vie{l,..,m}.
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Prova: Recordando que Hs, = {(83,¢) : |0 sin(B4¢)+rsinp| < 6} temos:
r=(8,00€ H;, & pe€Ls:={f€c]|0,2n):|sinf|<d}
O complementar [0, 27)\ Ls é unido dos intervalos abertos
Dy = (—m + arcsin(d), — arcsin(d)) e Dy = (arcsin(d), 7 — arcsin(0))
Uma vez que lim;_,; arcsin(d) = 5 temos que para todo € > 0 existe d. > 0.9

tal que se 0 > d. entao Dy e Dy tem comprimentos menores que 3.

Fixando e > 0 e § € [d, 1) seja K5 = Js N Ls onde Js é como no lema 5.4.
Uma vez que Js é denso em [0,27) temos Ks denso em Ls. Considerando
este fato e observando que [0, 27)\ Ls é a uniao de intervalos de comprimento

menor que 5 podemos escolher um conjunto

€ € .
Cs :={B1,....; Bm} C Ks tal que |f1—Pm| < 5 ¢ |Bi—Bit+1] < 3 Vie{l,..,m}

4?“ uma vez que Cys C

[0,27). Pelo lema 5.3, para todo i € {1,...m} existe r(5;) tal que x; = (;,0)

¢ ponto normal para todo Bs, com r < r;. Portanto Xs(e) = {z1,....,2n} é

Note que as desigualdades acima implicam que m >

um conjunto de pontos normais para todo bilhar Bs, com r < infgec, {7(5)}.
Como Cj5 C L; temos x; € H;,. Portanto, definindo:

r2(6) = min{ inf {r(3)} o
o BeCs 10
temos (d,7) € Qo para todo r < r%(§) e, pelo lema 5.4, X;(¢) é um conjunto

de pontos normais transversais para todo bilhar Bs, com r < r?(§). O

Nao podemos garantir que os pontos normais de um conjunto Xjs(¢), como
construido acima, sejam dois a dois nao alinhados. Considere como exemplo
a trajetoria na figura 5.8 cujo ponto normal correspondente ¢é alinhado a sua
préopria imagem por T,. Para o que se segue sera 1til recordar a notacao

i ~ j que indica que x; € X;(€) é nao alinhado a x; € X;(€) e considerar em
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Y= {1,...,m}* o subconjunto:

Proposigao 5.6. Para todo € > 0 e § € [0, 1) existe r}(5) < r%(0) tal que
todo bilhar Bs, com 0 < r < rl(8) admite um conjunto As, € e—denso em
M, uniformemente hiperbolico para T, e tal que a restrigao Ty, : A5, — Asy

€ conjugada a o : X, — X .

Prova: Fixandod € [d., 1) consideremos a familia a um parametro {Bs, }r<r,
onde 1y = r%(8). Todo bilhar nesta familia admite um conjunto de pon-
tos normais X;(e) com as propriedades descritas na proposi¢ao 5.5. Todo
x; = (B;,0) € Xs(€) é transversal portanto para r < ry suficientemente pe-
queno temos que z; estd contido na intersecao de um retangulo estével U,
com um retangulo instével U;". Assim, pela observagao 3.25, existe r!(0) tal

que se r < r}(d) entao existe um compacto
A&,r C U ntU;”

uniformemente hiperbdlico para a aplicacao T,,. Além disso a existe um
homeomorfismo Ss, : X, — As,. tal que T, 0 S5,.(b) = S5, 0 0(b) para toda
be¥r.

Podemos tomar 7} () pequeno o suficiente de forma que Aj, seja e—denso
em M,. Para provar isso recordemos que os retangulos UijE dependem do
parametro r e temos:

limUii:Gi_:Gmf(g;) 9z, () =Bitp, pel

r—0

Além disso, para todo par (i,5) € {1,...,m}*tal que i ~ j temos que G,
intersecta ij transversalmente e em um tnico ponto z; ; do interior de M,,
o retangulo U;" = T(U;") atravessa o retangulo U; e a intersegao Ay =
urnu j+ é um compacto conexo contido no interior de M,. Observando que

lim,_,q Uii = Gi_ temos lim,_,g A; ; = z;; 0 que implica que podemos definir
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r!(§) pequeno o suficiente de forma que se r < rl(d) entdao todo conjunto
Ay ;) com i ~ j estd contido em um bola aberta de centro z; ; e raio menor

€
que 7.

Observermos que A jj com i ~ j intersecta o conjunto As,, de fato Az, j]
contem todos os pontos z € As, codificados por sequéncias simbdlicas b =
.b_1.bg.by.by.... tais que b_; = i e by = j. Tomando r < rl(§) temos que
todo ponto zg € Ap ;) N As, dista §
¢ suficiente provar que o conjunto Zs = {z;} das intersecoes G} NG ¢é

de z; ;, portanto para conluir a prova

% denso em M,, de fato, neste caso teremos que para todo z € M, existe
zij € Zs tal que d(z,z;;) < % ey € As, tal que d(y, z;;) < ¢, ou seja para
todo z € M, existe y € As, tal que d(z,y) < §+ % = € 0 que mostra que

A5, é e—denso em M,,.

Pela definicao das funcdes g; e 9, temos que z;; = G n G; = (Bij, »ij)
sendo:
Bij = w ¢ ¢y = . 3 % (mod 2m) (5.19)

Como {81, B2, ..., Bm} = m1 (Xsr(€)) é um conjunto §-denso em [0, 27), para
todo z = (3, ) € M, existe um par (ig, jo) € {1,...,m}?* tal que:

(B=@) =Bl <7 e [(B+9) =Bl <7 (mod 2m) (520

donde
|4P_80ij|:‘ (ﬂzﬁﬁ]‘))‘ B_ﬁi0_¢+ﬁ_ﬁj°+¢’<e (5.22)
2 2 2
e

i) - [(ﬂ_(w)ﬂ(@ ()] < v

Portanto Zs é um ConJunto 2 — denso em M, o que conclui a prova. O
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Provado Teorema C: Dado ¢ > 0 sejam §, como na proposi¢ao 5.5, ()

como na proposicao 5.6 e no espaco de parametros {2 consideremos o conjunto:
Q) :={(6,7):6.<d<1 e 0<r<ri()}

Recordando que 0 < r!(d) < % temos € (€) é um subconjunto de €y que

tem interior ndo vazio e contem (1,0) em seu fecho. Assim sendo, a unido:

Ql = ﬂQl(E) C QO

tem inteior nao vazio e contem (1,0) em seu fecho. Denotando por m(e) é o
ntimero de pontos normais no conjunto Xs(e) associado ao bilhares B;, com
r < r!() definimos em §;(¢) as fungoes (6,7) — €(d,7) e (6,7) — m(d,r)

por:

e(d,r) = inf{e : (5,r) € Qi(e)} (5.23)
m(d,r) = sup{m(e) :(0,7) € Qi (e)} (5.24)

Da definigao de d. temos que € — . é crescente donde €(d,r) > 0 para todo
(6,7) e €(6,r) — 0 quando (6,r) — (1,0). Observando que m(e) > ** temos
que m(d,7) — oo quando (4,7) — (1,0). Para concluir a prova observemos
que, pela proposigao 5.6 , todo bilhar Bs,. com (6, 7) € €y admite um conjunto
As, uniformenemente hiperbdlico por T, que ¢ €(d, r)—denso em M, e cuja

restrigao T, : As, — As,- é conjugada a um subshift de m(d, ) simbolos. O

5.3 Pontos periédicos normais tangentes

Nesta secao mostramos a existéncia de um subconjunto QcO que tem
(1,0) como ponto de acumulacdo e tal que para todo (0,7) € Qo ponto
(—7/2,0) € M, ¢ um ponto normal tangente (ndo transversal) para o bil-
har Bs, (que descrece a dinamica na mesa @)5,). Também estudamos as

bifrucagoes da dinamica em torno de (—7/2,0) ao variar o parametro 9.
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6 = —arcsin(6)

5= g -+ arcsin(d)

Figura 5.9:

Proposicao 5.7. Existe um subconjunto Q C Q contendo (1,0) em seu fecho
e tal que (5,r) € Q entio xo = (=5,0) € M, \Hs, ¢ um ponto normal
tangente do bilhar Bs.,.

Prova: Em uma mesa ()5, seja Cs a corda passando por p e perpendicular
ao vetor p—p,. Os extremos de Cs sao os pontos ¢; e ¢z de v parametrizados
respectivamente por 7/2 4+ v(d) e —7/2 — v(d) onde v(d) = arcsin(d) e a
reflexdo de Cs com respeito ao vetor normal n(g;) forma angulo —v(J) com

n(g;)-como ilustrado na figura 5.9(1) para o caso v(d) = 3%.

Se v(§) é um multiplo racional de 7, i.e @ € Q, entao Cs é uma aresta de
uma trajetoria periddica I's do bilhar no circulo donde, pelos mesmos argu-
mentos usados no lema 5.3, temos que existe 7(d) tal que se r < 7(J) entao '
contem a trajetéria de um ponto normal do bilhar Bs,. Mais precisamente
temos que se v(d)/m € Q entdo o = (—n/2,0) é um ponto normal para o
bilhar Bs, com r < 7(d) tal que T, (x¢) = To = (7/2,0). Definimos

Q::{(é,r)eQ:@eQ e O<r<’r“(6)}

™

Seja (dg,r0) € ﬁ, das equaccgoes 5.2 e 5.1 que defininem respectivamente as
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restrigoes T : M, — M} e T : M, — M, segue que:
T(z0) = (v/2+v(do), —v(00)) € &5 e T~ '(Zo) = (—7/2 — v(do), —v(d0)) € {5,

Das propriedades das curvas 6} descritas na segao 5.1 temos que T'(xg) é
um ponto de tangéncia entre £; e {# = —v(d)} e T7'(Zp) é um ponto de
tangeéncia entre {5 e {6 = —v(dy)} como ilustrado na figura 5.11 para o caso

v(dp) = %. Note que se nq(x9) = n entdo
T (2y) = F"% 0 T(x0)

Assim, como curva {# = —v(dy)} é invariante por F' temos que T(zg) é um
ponto de tangéncia entre 65{0 e I’ _”“(ﬁgo) donde xy é um ponto de tangencia

entre £y e um segmento de T, *({y), ou seja, zo é um ponto normal tangente.

Pela continuidade de § — v(d) = arcsin(d) e densidade do conjunto QN |0, 1)
em [0,1), temos {6 : @ € Q} denso em [0,1). Pela definigio de €, se
(00, 70) € Q entdo (0g,7) € Q) para todo r € (0,79]. Logo, para todo € > 0
temos QN Q(e) # O onde Q;(e) é como definido na secao anterior. Segue

dessas observagoes que (1,0) pertence ao fecho de Q. O

Figura 5.10: Trajetérias de pontos normais tangentes em bilhares B;, com

(0,7) € Q

Para ilustrar o que se segue, consideremos o caso particular de (dg,79) € Q
onde dp = 0.5, ou seja v(dp) = §. Neste caso zp = (—7,0) ¢ um ponto normal

tangente do bilhar Bs, ,, com tempo de retorno n,(zo) = 4. Na figura 5.12
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Figura 5.11:

ilustramos a trajetéria do ponto normal z, e as curvas E}O e F72((;,) em
M,. Note que F~*((; ) tangencia £; no ponto T'(zo). Variando § em um
intervalo contendo &y temos as situagoes descritas na figura 5.12. Se §; < dy
entao a curva [ _2(8(;’1) deixa de tangenciar E;{l e intersecta transversalmente
esta curva em um unico ponto ponto préximo a x;, portanto o bilhar B;, ,
admite um ponto nomral transversal préximo a . Se d; > do curva F~2({5 )
deixa de tangenciar €§L1 e intersecta transversalemnte €5+1 em exatamente tres
pontos proximos a x, logo o bilhar Bj, , admite exatamente trés pontos

normais transversais proximos a .

Figura 5.12:
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A situacao particular descrita acima ocorre em geral, isso é o que diz a

seguinte proposicao.

Proposicao 5.8. Para todo (&, r0) € Q existe um aberto V C M, contendo
(—=7/2,0) e um aberto D C Q contendo (Jo,70) tais que se (61,7) € D e
01 < do entao o bilhar Bs, , admite um tnico ponto normal trasnversal em
V' se no entanto 61 > oy entao Bs,,, v < ¢ admite exatamente trés pontos

normais transversais em V.

Para definir os conjuntos V' e D referidos na proposigao acima fixemos (dg, 79) €
ﬁ, como a trajetoria de xy nao tangencia o obstaculo temos que existe um
aberto U C M, contendo xy e restrita ao qual a aplicacao T, ¢ difer-
enciavel e todo ponto z € U tem tempo de retorno n(z) = ny(zg) = n.
O bordo AU é a uniao de segmentos das curvas componentes do conjunto
do singularidades 0S8y, = U, T(0M,). Mais precisamente, temos OU C

T-YOMF)NT " 2(OM,) e recordando que
OME ={(s,0) € M, : |sinf + dsin(s + 0)| = r}

temos que se (6, r) esta suficientemente préximo de (dg, 79) entao existe uma
berto V' C U contendo (—7/2,0) e restrita ao qual a aplicacao T,, associada
ao bilhar Bj, ¢é diferencidvel e todo ponto z € V tem tempo de retorno

na(z) = n. Definimos entao:
D= D(&Q,To) = (50 -V, (50 + l/) X (0,7"0)

tomando v > 0 suficientemente pequeno de forma que a aplicacao T,, asso-
ciada a Bs,, (0,7) € D seja diferencidvel em V. Um bilhar Bs,, (6,7) € D

admite um ponto normal em V se e s6 se T, ' (£y) Nl NV # ().

Alternativamente, observando que T, (z) = T o F" 20 T(z) para todo z € V,

temos que B;, admite um ponto normal em V se e s6 se :

E-"P2U NN VT #£0 onde VT =T(V) (5.25)

o

95



Recordemos que ¢f = T({y) e {5 = T '({y) sao graficos respectivamente de

fungoes 05 (s) e 05 (s) definidas pelas equagoes:

sin 65 (s) + d cos(65 (s) + s)
5

0 (5.26)
sinfy (s) + dcos(b; (s) —s) =0

(5.27)

Observando que F*(s,0) = (s + k(7 — 20),0) e considerando 5.27 obtemos:

F'2(s,0) €y < sinf+dsin(0 —s — (n—2)(r—20)) =0
& sinf+dsin(—0—s+7—(n—1)(mr—20)) =0
& sinf+osin(f+s+(n—1)(r—20))=0 (5.28)

Como (0o, 79) € € temos que F~"2((s) tangencia {5 mo ponto (/2 +
v(do), —v(dp) donde podemos tomar v > 0 pequeno o suficientemente de
forma que para todo § € (§y — v,00 + v) a curva F-""2({;) N VT seja o

grafico de uma fungao 55 : J — I definida pela equagao:

sinfs(s) + dsin(s + O5(s) + (n — 1) (7 — 205(s))) = 0 (5.29)

com s variando em um intervalo aberto J C [0, 7] contendo /2 + v(dy).

No que se segue usaremos as seguintes notacgoes:
L} =Graf(0f),  Ly=Graf(fs) e Ly =F"%L;)  (5.30)

Na figura 5.13 ilustramos L;;, L, Ego. Tomamos o comprimento do intervalo
J pequeno o suficiente de forma que estas cuvas estejam contidas na faixa
[0,27) x [-%, —arcsin(dF)). Tomamos v > 0 pequeno o suficiente de forma
que para todo 6 € [6y — v, 80 + v] as LY, Ly, Ls também estejam contidas
nesta faixa.Os dois lemas a seguir descrevem propriedades das curvas L] e
Ls.

Lema 5.9. Para todo § € [0g — v, 6o+ ] as fungoes 55(3) e 05 (s) tem pontos
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Figura 5.13:

de minimo dados por respectivamente por:

305) = g Fu(8) — (n— 1)(r — 20(5)) e s7(8) = g +v(5)

6 = —arcsin(53)

6 = —arcsindy

Prova:  Encurtaremos a notacdo escrevendo ((f) = (n — 1)(m — 260).

Derivando com respeito a s as equagoes:

sin05(s) + dsin(s + O5(s) + € 0 f5(s))) = 0
sin 65 (s) + d cos(05 (s) +s) =0
obtemos:

5. D s s b,

cos ‘95'd_; + dcos(s + 05 + ((05)) (1 +(3— 2n)d_56> !
d6’+ d9+

+ aUs by _
cos 0. 7 + dcos(s +0) (1 + o > 0

(5.33)

(5.34)
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como s € J C [0, 7] temos:

o, P L

() =0 & cos(s + 05+ C(05) =0 ¢ 5405+ ((0:) = g (5.35)
doy + + T

d—s(s) =0 & cos(s+05(s) =0 s+0;(s)= 5 (5.36)

Substituindo s + 05 + Q(@;) = § na equagao 5.31 temos que 05(s) tem ponto

critico
T

5(0) = 3 +0(8) — (n—1)(r —2v(0)) com 05(3) =—v(6)  (5.37)

Substituindo s + 05 = % na equagio 5.32 temos que 6; (s) tem ponto critico

st(0)=—=+v() com 0Ff(s")=—v(d) (5.38)
Derivando as equacao 5.33 e 5.34 com respeito a s obtemos:

o\ 2 A N\ 2
~ [ do ~ d*0 ~ o
— sin s ((i.j) +00505K;—5sin(5+95+g) <1+(3—2n)d;> +
d*oF
+d cos(s + 0F +¢) <(3 —2n) dsg > =0 (5.39)

e
(AN eer g N
—sin 6 <ds> + cos 0 752 — dsin(fy + s) (ds+1> +
d*0F
+6 cos(0F + s) dsg =0 (5.40)
Considerando 5.39 e 5.40 acima e observando que
S0 9. + + (ot d§5 = dﬁg +
(+853) +C0) = (7 + 65 (M) =m/2 ¢ Z5E) =) =0 (5.41)
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obtemos:

2 20
Vit B 50 o The_ 0 ., (5.42)

ds? ds? V1= 82
a6 el 5
\/1—52.?3(&) —5=0 = dsg (st) = N >0 (5.43)

donde, 5(8) é um ponto de minimo para f5(s) e sT(§) é um ponto de minimo
para 65 (s). O

Lema 5.10. O ponto (s™(dg), —v(dg)) € uma tangéncia cibica entre a curva
L(}; e a curva E(;O.
Prova: Segue do lema anterior que

N 20+ 29,
ot = Bty =0 ¢ T oy = Dy =

S

. . '
portanto, é suficente mostrarmos que ——% d o - (57(d0)) # %(s(éo)). Derivando
a equg¢aond.39 com respeito a s obtemos.

~\ 3 —~ —~ ~
cosé\ <d65> sin@\ 2 d9s <d95) siné\ 465 d206 5 & 9
- s|—— ] — 62— | =/ | — 65— T 5= —
ds S ds = ds? ds3

- o\’ - 305
_5cos(5+95+§)<1+(3—2n) d;) ++dcos(s+65+¢C). [ (B3—2n )d3 _
d2 +

_36sin(s+§5+g).< +3-2n )d5;>.<(3—n2) dfg ) =(5.44)

Derivando a equcao 5.40 com respeito a s obtemos:

dor\? oy [ de; o+ d20+ BT
—00819('5Ir <5> — sin ¢9+2— <5> 9+ cos O )

ds ds ds ds = ds? 0 g3
o\’ o\ [ d6;
—dcos(s +0f) (1 + di) — dsin(s + 65)2. <1 + d) ( 7o )
ae;r %07 307
: + ) [ + )
—5sm(3+95).<1+d8>.< 732 > + d cos(s + 0 )< = = 0(5.45)
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Considerando as equagoes 5.45 e 5.45 acima e observando que:

) +
(5+05(3) +C(05) = (sT + 0] (sT) =7/2 e %(g) = Cfg(sﬂ =0 (5.46)
obtemos:

—— 305 ~ 362 d30; 362(3 — 2n)
— 2 _— _— — —__7(3 = ———-—-—-—
boon ds? (6s) m(g ) = ds3 (5) 1—62

30+ 2 30+ 2
ey A S i S
ds V1—6 ds 1— 62

donde %(s*) + @(/s\)ﬂ

Estudando a dependéncia em ¢ da posicao relativa dos pontos de minimo
sT(0) e 5(0) provamos a seguir a proposi¢ao 5.8. Serd 1til reforgar que:
st =2 +0u(d) e 5(06)= g +u(d) — (n—1)(x + 20(6)) (5.47)
e como 5(dg) = sT(dp) temos (n—1)(m—2v(dy)) = 0. Observando que v(J) =
arcsin(d) ¢ crescente no intervalo [0, 1] temos que 6 — (n — 1)(m — 2v(6)) é

decrescente donde, por 5.47 acima, temos:

/8\((51> > 8+(51) se (51 < (50 e §(51) < S+(51) se (51 > (50 (548)

Prova da proposicao 5.8: Seja (0, r0) € Q, V e D como acima e Bs, »
um bilhar como (d1,7) € D. Pela discussao anterior temos que Bs, , admite
um ponto normal em V' se e sé se Lj{l N 251 # (). Como observado acima, se
01 < do entao s*(dy) < 5(61) donde 5 (s) ¢é crescente e 05(s) é decrescente no
intervalo [s*(1),5(d1)]. Portanto as curvas Ly e Ls, se intersectam transver-
salmente em um tnico ponto zt = (s, 8 (s!)) com st € [s*,3] ( figura 5.14).
Consequentemente, o bilhar B, , admite um tnico ponto normal transversal

em V.

Se 01 > &y entao O (s) ¢ decrescente e 05(s) é crescente no intervalo [3(6;), s*(3;)]
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""""""""""""""""""""""" 55 —arcsin(&ﬁ)

0 = —arcsin(d;)

~ -------- R 6 = —arcsin(dy)

st(01) sf(0)  5(6)
Figura 5.14:

€ as curvas Lj{l e 25 se intersectam transversalmente em um unico ponto
(s*,0F(s*)) com s* = s*(6;) € [5,s"] (figura 5.15). Consequentemente, o
bilhar Bs, , admite um ponto normal transversal em V. Ainda supondo

d1 > Jg temos duas outras intersegoes entre Lsi e Ls, que ocorrem so-

bre a curva {# = —arcsin(dy)}. De fato das equagoes 5.26 que definem
05 (s) e das equagoes 5.29 que definiem @\5(5) temos 67 (s) = — arcsin(dy) ou
55(3) = —arcsin(dp) se e sé se s € {s], s]} sendo:

sy = 81(61) = v(dp)+arcsin (6/01) e 8] = s](61) = 7+v(dy)—arcsin (5y/1))

+ - . !/ !/ I/
Protanto, L; e Ls, se intersectam nos pontos z}y = (s}, —v(dy)) e x| =
(s7,—v(dp)) e consequentemente o bilhar By, , admite mais dois pontos nor-
mais em V. Para mostrar que estes pontos normais sao transversais observe-

mos que pela equacao 5.33 temos:

B (y= DB o AT
ds VT 1- 02+ /52— 2 ds *1 1— 62+ (3—2n)\/6% — &2
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------------------------------------------------------------------------- 6 = —arcsin(02)

0 = —arcsin(dy)

0 = —arcsin(d)

Figura 5.15:

%(Su): \/51_5% # d—é\&(s”): \/51_53
ds VT T2 — /52— 52 ds ! 1— 82+ (3—2n),/6% — 52

donde ' e z{ sdo intersegdes trasnversais ente L3, e Ls,, ou seja, z( e x( sao

pontos normais transversais do bilhar B, ,. O

5.4 Tangéncias Homoclinicas

Nesta secao provamos o teorema [, mostrando a existéncia de um subcon-
junto €} no espago de parametros 2 contido em 2, contendo (1,0) no seu
fecho e tal que se (d,r) € Q] ent@o o bilhar Bs, admite um ponto periddico
y € As, cujas as variedades instavel e estavel possuem um ponto de tangéncia
homoclinica, ou seja, um ponto de tangéncia ente W*(y) e W*(y). Iniciamos
constuindo familias de bilhares e de ponto peridédicos satisfazendo algumas

propriedades 1iteis aos nossos argumentos.

Pela prova da proposigao 5.7, dado € > 0 temos ©;(e) N Q # (). Portanto,
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podemos fixar um (Jg,79) € 241(€) N Q e definir:
D' = [bg, 00 + ') x (0,70]

tomando v/ suficientemente suficientemente pequeno de forma que D" C €2 (¢)
e D' C D onde D é como definido na secao anterior. A cada ¢ fixado em
[60, 0o +¢/'] corresponde uma familia a um parametro de bilhares {Bs, }re(0,r]-
E como D' C Q(e), todo bilhar By, com (d,r) € D' admite um conjunto
As,, e=denso em M, uniformemente hiperbdlicos para a aplicacao 7, , e tal
que a restrigao T,,, : As, — As, é conjugada a o : £} — X7 para algum m

fixo.

No que se segue consideraremos uma classe especifica de pontos periédicos
para a aplicacao T, que inclui a classe dos pontos perddicos normais. Observe
que, pela reversibilidade de T, se z € ¢y e T2 (z) € { para algum n > 1 entao
z é um ponto periddico de T, com periodo divisor de n. No que se segue
dizemos que um ponto periédico z € ¢y N1, "(¢y) como acima é um ponto

perddico simétrico.

Para construir uma familia de pontos peridédicos simétricos associada a uma
familia {Bs, }re(0,) iniciamos fixando uma palavra [by, .....,b,) € {1,...,m}?
tal que b; ~ b;1; para todo j € {0,n—1} e b, = by. Supomos que [by, ...., by
admita toda palavra de dois sfimbolos [i, j] € {1,...,m}? tal que i ~ j. Esta
ultima restricao implica que que se z € As, ¢ um ponto codificado por uma

sequéncia b € ¥¥ contendo a palava [by, ..., b,] entdo a dérbita:
Oulz) = {Ti, (=) i € T}

é um conjunto e—denso em M,, de fato basta observar que, neste caso, para
todo 7,7 tal que i ~ j existe k tal que T} (2) € Ay = U NU; assim,
pelos argumentos utilizados na prova da proposicao 5.6, podemos concluir

que O,(z) é um conjunto e— denso em M,.

A cada palavra [by, .....,b,] com as propriedades descritas acima temos as-

sociada uma colecao de retangulos estdveis U, ,....,U, e uma colegao de
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+
f’n,’r frlfl,r 52,7' 5177' Ubnq Ubt

Z5r

0 to

U, Uy, U, Uy,

0 n—1

Figura 5.16:

ratangulos instéveis U’ ..., U;". Recordando que U;" = T, ,(U;") considere-
mos a ilustracao na figura 5.16. A intersecao £y, N Ubt ¢ uma curva horizontal
em U;", portanto a pré-imagem &, = T} (loNU,") ¢ uma curva verti-
cal e estdvel em U, . Como U,  atravessa U, temos que &, NU,"  é
uma curva horizontal estavel de U, contida na intersecao U, NU,"_, logo
o =T, H(&1NU,- ) é uma curva vertical e estével em U, . Argumentando
desta forma obtemos uma curva &, vertical e estdvel no retangulo U, que
estd contida em T, "=1(fy). A curva &n,r interseta trasnversalmente e em um

Unico ponto a curva £y N U, . Definimos

Z5r = gn,r N 60

e obtemos assim uma familia a um parametro de pontos periddicos simétricos

{25, }re(o.o)- Note que para todo r € (0,7q] temos T? (z5,) € U,  NU,

portanto z;, ¢ codificado por uma sequéncia b € Xy cotendo a palavra

[bo, ..., by], donde Oy (z5,) é um conjunto e—denso em M,.

Como D' C D, a cada d € [0y, + V'] temos associadas as curvas Ls e Lf;t
como estudadas na segao anterior. Na prova do teorema D e do teorema
E usaremos o fato de que podemos aproximar a curva Ls por segmentos de

variedades estaveis dos z;, ou por segmentos das pré-imagens das curvas &, ,.
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Lema 5.11. Consideremos uma familia de bilhares {Bs, }re(0,ry) € uma familia
de pontos periddicos {25y }re(org COMO acima, existe ' < 1o e familias de
curvas

Ns(M) e €My, e {s(1) e € M,

ambas convergindo na topologia C* para Eg e tais que cada \s(r) é um seg-
mento da variedade estdvel de zs, e cada ls(r) é um segmento de T(&,,)

onde &, € como definida acima.

Prova: Seja v € Xs(¢) o ponto normal tal que z5, € U, para todo

r € (0,79, decorre da proposigao 3.27 e da observagao 3.28 que se
moF 'oT(zx) ¢ m(Ly) (5.49)

entdo existe 1’ < ro e familias de curvas {A(r)}re € {€(r)}re,v ambas
convergindo na topologia C'* para L; e tal que cada A(r) C W*(z;,) e cada
{(r) € T7Y(&,,). Recordando que Ls = F~"t2(L5) paraum n > 2 definimos

\s(r) = F7"P2(\(r)) e Ls(r) = F~""2(0(r)) Vr € (0,r]

e obtemos assim as familias {\s(7) }re0,] € {£5(7) }re(0, com as propriedades
desejadas uma vez que F' é um difeomorfismo. Para concluir a prova é sufi-
ciente mostrar que a condicao 5.49 é satisfeita, quanto a isso observemos que

o todo conjunto As, estd contido em H;, donde:
T(As,) CT(Hs,) CU={(s,0) € M, : |§] < arcsin(6*)}

A imagem T'(z) ¢ um ponto de ¢ NU e como F~1(¢f) = {5 e F preserva
a segunda coordenada, temos que F~! o T(x) é um ponto de £; N U. Como
Ly C [0,2m) x [—7/2,—arcsin(6?)) temos Ly NU = 0. A curva {5 se
projeta injetivamente sobre [0,27) e o segmento Ly C ¢; esta contido no
complementar de U portanto temos que m o F~t o T,.(x) ¢ m(L;) o que

conlui a prova. O

Considerando uma mudanga de coordenadas que retifica a curva L}, ilus-
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/2 6(5

6 = arcsin(6?) /f\ /\
| u

-1 -2 2
\ / [ 0 = — arcsin(4?)

\\, /

L(; w2 Ls

Figura 5.17:

tramos na figura 5.18 a familia {\s;(r)},c@, convergindo para a curva Ls.
No caso § = y, ilustrado na figura (1), a curva E(;O que tem um ponto de
tangéncia ctibica com a curva Ly . No caso d > &y, ilustrado na figura (2), a

curva L interseta LY transversalmente em trés pontos z}, 2} e .

- Ls,

Figura 5.18:

Proposicao 5.12. Para todo § € (dy,00 + V'] existe 7 tal que o bilhar Bs
admite um ponto de tangéncia homoclinica entre as variedades do ponto

periddico simétrico do conjunto As .
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Prova: Dado 6 € (dg,d0 + V'] consideramos {Bs,}re(ro: {261 fre(oro] ©

{Asr }reo,] como no lema 5.11 e definimos
Y ={re0,7]: )NNNLS =0}

onde N é uma regiao retangular contendo os pontos zj e x} de intersegao
entre Lf e Ls como ilustrado na figura 5.18. Como N(r)NLINN =10
temos Y # (). Como \s(r) converge na topologia C! para Ls quando r — 0
e LsN L} # 0, temos (0,71\Y # 0. No que se segue denotaremos:

r=sup(Y} e (0.r5)  X=XM() e z=z(07)

Temos E\HLZ{ # () e todo ponto na intersecao XHL} ¢ um ponto de tangéncia
entre \ e L(J{. De fato, se As (ro) nao intersecta ou intersecta transversalmente
Ly ) entdo existe um intervalo aberto I = (rg — €, + €) tal que para todo

r € I a curva A\s(r) nao intersecta ou intersecta transversalmente L} .

Seja T a aplicagao do bilhar B, recordando que T—(L}) C {y temos que
T-Y()\) é um segmento da variedade estavel W*(2) tangenciando £, em um
ponto j. Por reversibilidade temos R(W?*(z) = W*(z) donde RoT (%) é um
segmento da variedade instével W*%(z) que tangencia ¢y no ponto RoT (7).
Como R deixa fixo todo ponto de ¢y temos que R(y) = y é um ponto de
tangéncia entre W*(z) e W"(2), ou seja o bilhar Bs; admite um ponto de

tangéncia y entre as variedades do ponto periédico simétrico z. O

Prova do teorema D: Seja {¢;}i>1 uma sequéncia tal que lim; o ¢; = 0,
Pela proposicao 5.12, para todo ¢ existe (d;,7;) € Q1(¢;) tal que o bilhar By, .,
admite um ponto de tangéncia homoclinica entre as variedades de um ponto
periddico simétrico z € Ay, .. Definimos Q} = J,~,(;,7;) e para conlcuir que
este conjunto tem as propriedades enunciadas nc; teorema [ basta observar
que, pela definigao de 24 (€), temos que lim; . (;,7;) = (1,0) donde (1,0) é

ponto de acumulagao §2}. O
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5.5 Pontos peridédicos linearmente elipticos

Seja & € M\S+o um ponto periédico de periodo n, pela expresao 2.8 para
a derivada de T temos detD,T™ = 1. De acordo com o autovalores de x; e
x2 de D,T™ : T,M — T, M classificamos o ponto x como sendo hiperbdlico
se x1 e o sdo reais e |y;| # 1 ¢ € {1,2}, parabdlico se x1 e x2 s@o reais e
Ixi| =1, i € {1,2} e elipticos se x1 e x2 sdo complexos. Neste ultimo caso
a transformagao linear D, 7™ : T,M — T,M ¢é uma rotacao e todo circulo
centrado na origem de T,M = R? é um conjunto invariante por D,T™.
Sob certas hipéteses adicionais [15] a dinamica de 7™ em torno z reflete o
comportamento de D, T" e x esta contido em uma ilha de estabilidade, i.e um
cojunto de interior nao vazio U contendo x, invariante por 7" admitindo uma

colecao de curvas fechadas invariantes por 7™ limitando abertos contendo .

Nesta secao estudamos a existéncia de pontos periddicos elipticos em bilhares
de Saito e provamos o teorema E mostrando que existe um subconjunto 2
no espago de parametros €2, contido em €2y, contendo (1,0) no seu fecho e
tal que se (6,7) € €} entao o bilhar Bj, admite um ponto periédico lin-
earmente eliptico z. cuja dérbita O(z.) = {T(z.) : i € Z} é um conjunto
€(d,r)-denso em M, com €(d,7) — 0 quando (6,7) — (1,0). Neste ponto
do nosso estudo ainda nao podemos garantir a existéncia de ilhas em torno
destes pontos periddicos embora experimentos numeéricos indiquem que elas
existam. Iniciamos caracterizando convenientemente a estabilidade linear de

pontos periddicos simétricos em bilhares com obstéculos.

Lema 5.13. Seja z9 € M, \S_« um um ponto periodico simétrico de um

bilhar em uwma mesa Q. ,, com periodo 2k por T,. Denotando D, TF =

( Z Z ) temos que o ponto xg €:
(1) parabdlico se ad =0 ou cb =0
(2) eliptico se ad > 0 > be
(

3) hiperbdlico se ad e cb sao nao nulos e de mesmo sinal.

Prova: Seja U C M, um aberto contendo o ponto perddico xq restrito ao
qual T ¢ diferencavel. Por reversibilidade temos (RoT* o R) o T*|y, = idy,.
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Denotando z, = T*(z0) e observando que R(zy) = x) obtemos:

D, R.D,TF.D, R.D,,T" =1, = DR.D, TF.DR=[D,,TF]" (5.50)

zrta rot o T+ o+«
= D, T%=DR.[D,,T¥]"".DR (5.51)
Como zg, 13 € o temos ¢(xy) = ¢(z) = 0 donde det(D,,T*) = %&2; =1
Como denotamos D,, Tk = ( Z Z > temos [D,,T*]~! = ( i ;b ) e como

1
0

Datu= (1 °) (4 2 ( )= (") e

DR = ( 31 > Por 5.51 temos:

donde

DxOTZk —D.TED. Tk — ( d b ) ' ( Z b > _ ( ad+bc  2bd > (5.53)

Tk« To~" « c a d 2.a.c a.d+b.c

Os autovalores de D,,T?* sao solucoes da equacao x% —tr(D,,T?).x+1 = 0.
Assim, xq é parabdlico se |tr(D,,T2*| = 2 , hiperbdlico se [tr(D,,T2*)| > 2

e eliptico se |tr(DzoT?*)| < 2. Observando que: tr(D,,T*) = 2(a.d + b.c) e
a.d — be = detD,, TF = 1 obtemos:

o~ «

tr(Dy, T**)| <2 < |a.d+b.c|<1=ad—b.c (5.54)
& —(ad—bc)<ad+bc<ad—bc (5.55)
& a.d>0>be (5.56)

donde zg é parabdlico se a.d = 0 ou b.c = 0, eliptico se a.d > 0 > b.c e

hiperbélico se ad # 0 e bc # 0 e tém o mesmo sinal. O

Tornaremos a considerar familias {Bjs; }re(,r) com 0 € [0y, dg + '] como na

secao anterior mantendo as mesmas notagoes.

Proposigao 5.14. Para todo 6 € (b, 0g+V'] existe e tal que o bilhar By, ad-
mite um ponto periddico simétrico linearmente eliptico z. cuja orbita Oy (ze)

€ um conjunto € denso em M,.
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Prova: Dado 0 € (g, 6o +2'] sejam {Bs, }re(0.r0], {26, reo,0] € 145(7) Fre(0.1
como no lema 5.11. Por argumentos andlogos aos usados na prova da proposi¢ao
5.12 temos que existe 7 < r’ tal que todo ponto de intersegao entre ¢(7) e L
¢ um ponto de tangéncia entre estas curvas. Denotaremos por z o ponto da
intersegao £(7) N L mais préximo do ponto 2} € L N Ls. Denotaremos por
L o segmento de L; com extremos z} e T e por K C (0,7] o conjunto com
a seguinte propriedade:se r; € K entao para todo r € (0,71] a curva £(r)

intersecta transversalmente o segmento L em um dnico ponto x(r).

I; ) oF)
; = Ly

Figura 5.19:

Como L intersecta transversalmente Lgr no ponto z e a curva £(r) converge
na topologia C! para Ls quando r — 0 temos que K é nao vazio. E como

{(7) tangencia L} no ponto Z temos que:
r=sup{K} <7

A curva £(7) tangencia L, de fato se £(7) N L} = () ou £(7) intersecta transver-
salmente L} entao existe um intervalo aberto contendo 7 tal que para todo
7 neste intervalo a curva £(r) ou ndo intersecta L ou intersecta esta curva
tranversalmente em um unico ponto o que contradiz 7 = sup{K}. Deno-
taremos por T o ponto de £(7) N L} mais préximo de 2} e no que se segue

consideramos a familia

{z(r) trem
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dada pelas intersecoes entre £(r) e o segmento L. Denotamos por T = T,
a aplicagao do bilhar e por T, = T, a aplicacao de primeiro retorno ao

obstédculo associadas a B;, com 0 < r < r. Denotamos

Como L é um segmento da curva T({y) temos que y(r)é um ponto de in-
terser¢ao entre £y e T~'(¢(r)). Recordando que ¢(r) C T~!(&,,) onde &, . é

um segmento do conjunto 7., 7'({) para algum n > 0 fixo temos que:

§(r) =Ta" (y(r)

é um ponto de T"(¢y) N {y. Portanto, y(r) é um ponto periédico simétrico
para o bilhar Bs, e pela definicao das curvas &, , na secao anterior temos
também que a érbita O, (y(r)) é um conjunto e— denso em M, sendo T"(y(r)) €
Hs, para todo i € {0,...,n}.

Para conluir a prova é suficiente mostrar a existéncia de algum ponto y(r)
eliptio. Para tratar da estabilidade dos pontos y(r), no que se segue deno-

taremos

pmr1 _ [ alr) b(r)
Dy Tar = ( o) d(r) )

e no espago tangente de y(r) consideraremos os vetores:

v(r) = (a(r),c(r)) = Dy o (1,0)
u(r) = (b(r),d(r)) = Dy To"(0,1)

Note que v(r) e u(r) sao os bordos do cone DyT2.CH(y(r)). E como

Ti(y(r)) € Hs, para todo i € {0,...,n} temos pela poposigao 5.2
Do) T2.C*((r)) € CHTLGT))) i € {0,.m}
Considerando estes fatos e recordando que:

CU(z) ={ue T, M, :c1(6,7) <nlu) <cy(d,7)}
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com

lgr(l)ci(é, r)=1 para i€ {1,2}

Temos que o angulo entre os vetores u(r) e v(r) tende a 0 quando r — 0.

T(re) Tl
Tl

£y

Figura 5.20:

Observando que z(7) é uma tangéncia entre ¢(7) e Ls temos que y(7) é uma
tangéncia entre T~ 1(£(7)) e £y. Segue disso que as coordenadas do vetor v(T)
satisfazem ¢(7) = 0 e a(7) # 0. No que se segue supomos, sem perda de
generalidade, que a(7) > 0 o que implica que a segunda coordenada do vetor

u(7) satisfaz d(r) > 0 como ilustrado na figura 5.20

Para todo r < 7o ponto y(r) é uma intersegao transversal entre £o e T~ (4(r)).
Neste caso o vetor v(r) tem coordenadas satisfazendo a(r) > 0 e ¢(r) < 0 para
todo r < 7. Como o angulo entre u(r) e v(r) tende a 0 quando r — 0 existe r”
tal que se se r < 1" entao o vetor u(r) tem coordenadas satisfazendo b(r) > 0
e d(r) < 0. Pela continuidade das fungbes r — b(r) e r — d(r) temos que
existe . € (r”,7) tal que b(r.) > 0 e d(r.) > 0ea(r.) >0ec(r.) <0 como
ilustrado na figura 5.20. Assim sendo temos a(r.)d(r.) > 0 > ¢(r.).b(r.)

donde, pelo lema 5.13, o ponto y(r.) é eliptico o que conlui a prova. O

Prova do teorema E: Seja {¢;};>1 uma sequéncia tal que lim; . €; = 0.
Pela proposi¢ao 5.19, para todo i existe (0;,7;) € i(¢;) tal que o bilhar

Bs, », admite um ponto linearmente eliptico cuja érbita por T, é um conjunto
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e;—denso em M. Definimos Q = (J;5,(d;,7:) e para conlcuir que este con-
junto tem as propriedades enunciadas no teorema F basta observar que, pela
definigao de Q4(€), temos que (d;,7;) — (1,0) quando i — oo donde (1,0)

como ponto de acumulagao Q7.0

5.6 Prova da proposicao 5.2

Se zop = (Bo,0) € My\S+o tem tempo de retorno n,(zp) = n entdo o

segmento da sua orbita até o primeiro retorno ao obstaculo é da forma:
{20 = (Bo,0): 21 = (51,0), s Zn—1 = (80-1,0), 20 = (B, o)}

Dado um vetor ug = (ul”, ul?) € T, M, sejam u; = (ul,u'*) = D, T uy,

i
pelas equacoes 5.4 temos que u; = (ugl), u?)) = D, ,T.uy tem componentes:

o dcos(0 + s1) (1) (2) rCosPy  (2)

uy’ = (1 + st ) (uo + ug ) + pr (5.57)
@ d cos(0 + s1) (1) 2\ _ rcospo (2)

o= < cos 6 <u0 + o > cosg 0 (5:58)

A inclinagao n(uy) de u; dada por:

-1 )
n(uy) = —1 + [5 cos(f + s1) _ rcos SOOQO] Qo = (muo> (5.59)

cos cos ulV + u((]Q)

Recordando que Tyn(z) = T o FJ7? o T(z) temos que o vetor u, ; =

D., FI'"*.u; tem componentes:

u(l)l = ugl) —2(n— 2).u§2) u(Q)l = ugZ) (5.60)

n— n—

Das equagoes 5.3 seque que o vetor u, = ( ,(11), ugz)) =D, T,.up tem compo-
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nentes:

ul = <_1+ 5008(9—371—1>> (), — ) - cost)
T COS Y, T COS Y,
§cos(f) — sn—1) cos f
(2) - (2E8W T Sn-1) )o@\ _cosh (g
o ( T COS Yn, > (u”*1 u””) r Cos (’Dn'“n—l

A inclinagao n(u,) de u, dada por:

cosf cosé cosf

2

T COS Py, [5 cos(6 — sp—1) T COS Py } -t
- n

(5.61)

(5.62)

(5.63)

onde:
Q ey ui? 1
1=~y =
ugll_)l - “22—)1 ugl) —2(n — 2).u§2) - u§2) —2(n—-2)+1- ﬁ
B 1
o1+ !
" dcos(f+s1) rcospg
- Qo
cos cos 6

Recordemos que:

QO:{((;J);ae[o.g,n e re (0,51052]}

e que se (d,r) € Q entdo Hy, C M, é a regiao limitada por quatro curvas

iy 1 € {1,2,3,4} com extremos em componentes distintas de dM,. A uniao

destas curvas é a pré-imagem por T’ do conjunto {|f| = arcsin(6?)} C M, e

o complementar M, \Hy, contem o conjunto {(B,¢): 3+ p ==+

Serd 1til recordar também que a restricao T : M, — M é dada por:

sinf + dsin(s 4+ 60) = —rsing
B+yp=s+0

T(ﬁ,(p) = (870) Ag {

3

(5.64)
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21 29 Z3 <4

\1 2
Hé} H5,r
/\1 )\3 0
)\2 )\4
H-

)\4 o,r _g

z5 <6 . <7 <8

Figura 5.21:

e que a restrigao T~!: M, — M, ¢é dada por:

sinf + 0sin(f — s) = —rsing

S5 (5.65)

T(s,0) = (B,9) = {

Lema 5.15. Com as notagoes acima, se zy € Hs, e (0,7) € Qy entdo:

dcos(sy +0)| |dcos(fd — sp-1)
cos 0

> [52_1(_5;)2]5

cos

Prova: Das equagoes 5.64 e 5.65 segue que 6 +s; = By +¢p e 0 — s,_1 =
—Bn — @, donde:

dcos(0 — sp—1)
cos

cos(Bn + ©n)
cos 0

cos(Bo + o)
cosf

dcos(s1+0)|
cos N

Portanto, para provar o enunciado obteremos min |[A(f3, ¢)| e min|B(3, )|

onde:

A:H;, —R A(ﬂ,@)zw onde 0 =mo0T(B,p)
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_ dcos(f + @)

50 onde 6 =my0T (B, )

B:Hf, +R B(f,¢)

Recordando R(Hjy,) = Hy, temos (8,¢) € H;, < (8,—p) € Hf,. Assim
min |A(S, ¢)| = min|B(S,¢)| e precisamos considerar apenas a funcao A.
Observemos que para todo (3, ) € intHg, temos

dsin(B + ¢)

0A
G5B9 = g T tant- (A(B,0))° (5.66)
0A 0 si
6o = L) g (A5 ) — 1an0.A(S, ). (5.67)
portanto
0A _0A B TCOSp
5B =75B.9)=0 & A@B)-tanf.-F =0 (5.68)

Como Hy, N{(B,¢) : B+ = x5} = 0 temos A(B,¢) # 0 V(8,¢) € Hy,
donde A(S,¢).tan 0.2 = 0 se e s6 se § = 0. Das equagdes 5.64 segue que
0 =0seesbdse (5,p) € {(0,0),(r,0)}. Assim, os tinicos ponto criticos de A
no interior de Hy, sao (0,0) como A(0,0) =6 e (m,0) com A(m,0) = —4.

Das equagoes 5.64 segue que Jsin(f3 + ¢) = —sinf — rsin ¢ donde :

1
2 . 2735
0% — (sin® + rsinp) ] (5.69)

A =

| (B?QDN |: 1—Sin20
Os oito vértices de Hg, sdo pontos z; = (B, p;) tais que 8 = £7 e 0 =
7y 0 T(z;) = arcsin(6?). Assim se 1 € {2,3,6,7} e j € {1,4,5,8} entao:

A=) = {‘52_1@—2;7")2} < |A(z)| = {‘52_1@—2;”2} <6 (5.70)

Se (B,9) € X\ NintM, entao sinf = £6* donde, por 5.69, temos que a
restrigao de |A(f, ¢)| ao conjunto \; N intM, é uma fungao A(p) de ¢ €

( T T

-5 5) cuja expressao e derivada sao respectivamente
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[SIE

62 4 rsin @).r cos @

N
R A TV

Ap) =

62 — (0% + rsing)
1—64

donde A(p) tem um tinico ponto critico ¢ satisfazendo 62 — rsin(y’) = 0 e:

Ny o
A = > |

£ T)] ’ (5.71)

1—64

Agora, observemos que a restrigao de [A(3, )| ao conjunto Hy, NIM, e sua
derivada sao:

_ dsinf oo OcOSf 9
AB) =228 e 4(B) = 8 tan(A(B)) (572
Mas, das equagdes 5.64 segue que se ¢ = £7 entdo |sinf + rsing| =

[0 cos(B)]. Assim, a restricdo de [A(8,¢)| ao conjunto Hy, N OM, e sua

derivada também podem ser expressas por:

62 — 6% cos? B
(1—(dcospB+1)?

A(B) = [ ]é e AB) = (cos2ﬂ+ <T2+65:_1> cos (3 + 195.73)

N

(8)

Considerando esta segunda expressao para A'(f), denotando X = cosf e
g = (%) temos

or

— (X2 gX+1)=0 & X’—gX+1=0
A(ﬁ)( g ) g

A'(B) =
Mas esta tltima equacao tem raizes

X'=g—V¢@?—-1<1le X'=g++/g*—-1>1

donde o tnico ponto critico de A(S) é dado por f' = arccos(g — /g% — 1).

Para concluir a prova mostraremos que

1_52—r2]5 N {52—(52“)2}% 570

AlF) = [W =
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para tanto, observemos que por 5.72 temos

0=A(F) = 5;‘:; fl +tanfA(f) = A(F) =

B d cos 3
sin 6

1

Observando que g — /g> — 1 = proyac temos
9tV 9%~

A@)? = - 9-veml 1
sinf or+62(g— /> = 1) or(g+ g —1) + 67

2
=2 =824 (1= 2= 5%) — 4252
- 2
1+62—r24+1—172—§2
1

Segue disso que

(A<5/))2 _ (52 _1(i26‘: 7”)2) > : _1r2 . (52 _1<§25‘: 7“)2)
L6 = (10— 0 4 o))
(=19
1— 6% +20%r(1 —r?) +1r20%(0 — 62) + r?(1 — 1?)
(= )1 = oY
> 0 (5.76)

Portanto, vale a desigualdade 5.74. Considerando isso e ainda 5.70 e 5.71 e

1
acima obtemos min |A(S, ¢)| = [W} * 0 que conlui a prova.

O

Lema 5.16. Com as notagoes acima, se zo € Hs, e (6,1) € Qy eug € C*(z0)
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entao:

dcos(0 + s1)  1rcospg 1 dcos(0 — s,—1) TCOSP, 1
cos 6 cos 0 Qo > 2 cos 6 cos 0 Qn| > 2
Prova: A funcao
62 — (6% +1r)? 2 r
a:Qy—R a(o,r):= {1_—54} Vi

é crescente em d e decrescente em 7, de fato:

Jda §(1—2r) +25%(1 — (6% +1r)?) + 26° -

) VI= 0102 — (0" 1 1) o 6B

0 14 62
A e e NN iy S P (5.78)
or 02 — (02 +1)?
Assim, denotando §* = 0.9 e ry = 6*_1(3*)2 obtemos:
* * 3
a(d,r) > a(6*,r*) > 0.61 > R V(d,7) € Qo (5.79)
Se ug € C"(zg) entao:
Qo = u((f) c0,1] = ‘TCOS(,DOQ ‘< r
Dl cosf T YT 58
e assim, pelo lema 5.15 e por 5.79 temos:
cos(f + s1)  rcos g 1
— . ) - :
cos 0 cos @ Qo| > ad,) > 2 (5.80)
Quanto a segunda estimativa observemos que:
1
Qn_1 = : (5.81)

—2(n —

D+ dcos(f + s1) T Cos
cos cos 6

Qo
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considerando 5.80 e observando que a(d,7) > % obtemos:

1 1 T COS ¥n 3r
@ g 1 5_ 2 cosf O V1—54 (5.82)
a(o,r) 3
logo,
dcos(f — sp—1) T COS Py, 2 1
cos cos Q1] > al,7) V1—6% ” 2 (5.83)
O

Prova da proposigao 5.2: Sejam ¢; : Qo — R, i € {1,2} fungoes definidas

por
2 2
abn=1o =g ¢ b=l
Como r < % para todo (,7) € Qg temos:
2r 1— 42 V

-5 1
< < =
V1I—0t  5\/(1—02)(1+62) 5V1+6> 5

pOl"taIldOO<§<01<1<02<§<2€OSCOHGSI

CU(Z) = {U S TzMoc : 61(67 7”) S 77(“) S 62(67 7”)}
C(z) = {ueT,M,:—co(d,r) <nlu) < —ci(0,7)}

satisfazem C"(z) C intC*(z) e C*(z) C intC~(z).

Seja (0,7) € Q, 20 € (Hs;)\S+oo um ponto com tempo de retorno n,(zp) = n
e ug € C*(z), segue do lema 5.16 que

§cos(f — s, -1 2
cos( Sp—1) _ rcos cpn.Qn - r

cos 6 cos 6 1— 54

(5.84)

‘rcosgon

cos
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donde, considerando a defini¢ao de ¢1(d,7) e ¢3(6,r) e recordando que:

-1

Qn (5.85)

7 oS, [dcos(0 — sp—1) T COS P,

n(un) = 1+ cos 0 cosf cosf

temos ¢1(9,7) < n(u,) < co(d,r). Logo:
D, T.,.C"(2) C C(Tu(20)) = D, Tn.C"(2) C intC*(Tw(20))
Usando a reversibilidade de T}, obtemos de forma anéloga:

D, T .C™(2) C C(T; " (20)) = D.T,".C%(2) CintC* (T, ())

20" « 20" «
Segue do exposto acima que se ug = (uél),ué2)) € C%zp) entdo u, =
(U7(11)7u7(12)) = Dona-UO c Cu(Ta<Z0)) L0g07 u£Ll) 7é O) UT(“LI) 7é 0e pela‘ €X-
pressao 5.58 para as coordenadas de u; = D, T.uy também temos uf) # 0.

Assim sendo podemos escrever:

1Dz Lol _ Jug”] Juit)| V/T+n(ua)® (5.86)
ol ) 1@ VIt (w0

Considerando as expressoes 5.58 para as coordenadas do vetor u; e obser-

vando que 1(ug) € [c1, 2] C [2, I] obtemos:

|u§2)| dcos(f + s1) T COS ¥y
= (=22 ) -
me L)) (14 ) = T )
dcos(f + s1) T COS g cr_ 3
> n(uo) ( cos 6 ) cosh |2 10

(5.87)

Considerando as expressoes 5.62 para as coordenadas do vetor u, e observando
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que |28 Q| < A er < 2222 obtemos:
|u%:| _ ‘<_1 N d cos(f — sn_1)> 1 cosf (5.88)
ul®| 7 COS Yn, Qn TCOSPy
B cos 0 dcos(f — sp—1)  1COS Py, 7 COS (O
‘Qn.r oS ¢, | < cos 0 cos 0 cos 0 Qn(5-89)
V-6t 1 1—02)(1+ 62
> 0 > 0V ) + %) > > (5.90)
6r 6/rvVd — 62 3/
Observando que 7(ug), n(un) € [c1,¢2] C [2, I] temos
\/1+n( \/1+c1 1 (5.91)
V1 +n(uo \/1 +c3 2
e assim,
[1D= Toctiol| ] Jus’] /T +n(us LS
[|ol M| Jul®] /T + n(u
Definimos p(r) := 4\[ temos % > p(r) para todo uy € C%(zp) com

2y € Hs,. De forma andloga e usando a reversibiliade da aplica,ao T}, obtemos
|| D2 Te " uol|

ue
q ITuoll

> p(r) para todo uy € C*(zp) com zy € Hs,. O
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