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RESUMO

O assunto a ser tratado neste trabalho esté relacionado & Teoria de Galois. Iremos
estudar as consequéncias do teorema fundamental de Galois, e dissertar sobre o Teo-
rema de Artin-Schreier, que mostra o fato de uma extensdo de corpo E sobre K de
caracteristica p, com grau da extensao igual & sua caracteristica, pode ser escrita como

uma extensao simples gerada pela raiz de um polinémio do tipo 2P — z — a.

Estudaremos Cohomologia de Galois, em particular, mostraremos, como consequéncia
do Teorema 90 de Hilbert, que dada uma extensao galoisiana E sobre o corpo K, a
agao do grupo de galois G(F/K) sobre o grupo multiplicativo K* ou sobre o grupo
aditivo KT, implicara, em ambos os casos, na verificacdo de que o primeiro grupo de

Cohomologia é trivial, isto ¢, H'(G,K*) =1 e H'(G,K*) = 0 respectivamente.

Abordaremos o estudo das chamadas Extensces de Kummer e mostraremos a bijegao
entre as extensoes abelianas de um corpo K de caracteristica p e os subgrupos de K*
que contém o grupo K* := {a € K*| a = b™, para algum b € K*}. Como hipotese,
exigimos que mdc(m,p) = 1 e que a m-ésima raiz primitiva da unidade esteja em
K. De forma analoga, mostraremos a bije¢do entre extensGes abelianas de expoente
p e subgrupos aditivos de KT que contém o grupo p(K') := {a € K| a = ¥ —

b, para algum b € K™}, como consequéncia do Teorema de Artin-Schreier.

Na Teoria de Kummer, utilizaremos os dois primeiros grupos de Cohomologia Galoisi-

ana. Outra ferramenta a ser usada é a dualidade de grupos abelianos.

O tema deste projeto pode ser considerado como o comego da Teoria de Corpos de
Classes, que pode ser encontrada com detalhes no livro Class Field Theory 9], onde as
extensoes abelianas sao analisadas a partir de subgrupos aditivos de K ou multiplica-

tivos de K*.

Palavras-chave: Dualidade de grupos, Teoria de Galois, Extensao Artin-Schreier,

Teorema 90 de Hilbert, Cohomologia Galoisiana, Teoria de Kummer.



ABSTRACT

The subject to be treated in this work is related to Galois theory. We will study the
consequences of the fundamental theorem of Galois, and speak about the theorem of
Artin-Schreier, which shows whether a field extension E over K of characteristic p,
with a length of degree equal to its characteristic, can be written as a simple extension

generated by the roots of a polynomial of the type 2 — x — a.

Cohomology study of Galois in particular show, as a consequence of Theorem 90 of
Hilbert, that given a galois extension E on the field K, the action of galois group
G(FE/K) over the group multiplicative K* or the additive group K, implies in both
cases, the finding that the first cohomology group is trivial, that is, H*(G,K*) = 1 and
HY(G,K*) = 0 respectively.

We will cover the study of called Kummer extensions and show the bijection between
the Abelian extensions of a field K of characteristic p and subgroups of K* containing
the group K*™ := {a € K*| a = b™, for some b € K*}. As a hypothesis, we require
mdc(m,p) = 1 and the m-th primitive root of the unit is in K. Similarly, we will
show bijection between Abelian extensions of exponent p and additive subgroups of
K™ containing p(K*) :={a € K*| a =b — b, for some b € K*}, as a consequence of

Theorem Artin-Schreier.

In the Kummer Theory, we will use the first two cohomology groups of Galois. Another

tool to be used is the duality of Abelian groups.

The theme of this project can be considered as the beginning of Class Field Theory,
which can be found in detail in the book Class Field Theory [9], where the Abelian
extensions are analyzed from additive subgroups of K or multiplicative subgroups of
K*.

Keywords: Duality groups, Galois theory, Artin-Schreier extension, Theorem 90 Hil-

bert, Galois Cohomology, Kummer theory.
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INTRODUCAO

Este trabalho foi motivado pelo interesse nas consequéncias da Teoria de Galois e pela
curiosidade em verificar as intersegoes entre Cohomologia de Grupos e a teoria de

COTpOS.

Os resultados principais deste trabalho estao no capitulo 4 e que trazem a classificagao
de certas extensoes abelianas sobre corpos que contém o conjunto das m-ésimas raizes
da unidade. Para uma melhor compreensao do texto desse capitulo, inserimos, além
de preliminares béasicas, que podem ser ignoradas pelo leitor mais experiente, a secao
1.2 que trata de Dualidade de Grupos, as se¢oes 2.6 e 2.8 onde encontra-se o teorema
fundamental da teoria de Galois, o teorema 90 de Hilbert e o teorema de Artin-Schreier.
Também essencial é o texto exibido no capitulo 3 de Cohomologia Galoisiana sem o qual

nao conseguiriamos entender a segao 4.2.2.

A teoria de Kummer tem aplicagoes principalmente na teoria dos nimeros, desenvolvida
pelo alemao Ernest Eduard Kummer (1810-1893) e suas consequéncias serao comentadas

ao final desta dissertacao.

Com intengao de trazer clareza ao texto, o autor teve o cuidado de detalhar demonstra-
¢oOes e de inserir comentarios, observacoes e exemplos que trazem originalidade a este

trabalho e, de fato, o distingue do texto encontrado em qualquer das referéncias.



Capitulo 1

Grupos

Neste Capitulo apresentaremos resultados da Teoria de Grupos e em seguida resultados
da Teoria de Corpos. Tais resultados sao essenciais para entender os principais teoremas

dos capitulos seguintes.

1.1 Acao de Grupos

Vamos relembrar alguns conceitos basicos.
Uma permutacdo de um conjunto {2 é uma bijecao de 2 em €.

Chamamos de grupo simétrico de §2 o conjunto formado por todas as suas permutagdes.
Verifica-se a estrutura de grupo tomando a composi¢ao como operacao. Denotamos o

grupo de permutacoes de € por Sym(€2).
Se Q = {1,...,n}, representaremos o conjunto de todas as permutagoes de 2 por S,.

Se g € Sym(Q2) e a« €  denotaremos por ga a imagem de « via a permutagao
g. Sendo assim, a composicao gh, das permutacoes g e h, significa aplicar primeiro a

permutacao h e depois a permutagao g.

Chamamos a¢ao a esquerda de G em € uma aplicagao de G x Q em £, tal que (g, @) —
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ga, que satisfaz as seguintes condigoes:

a) la = a, para todo a € ©, onde 1 é o elemento neutro da operagao em G.

b) g(ha) = (gh)a para todo o € e para todos g, h € G.

Dizemos que G age em (), caso exista uma ag¢ao de G em ().

Exemplo 1.1.1. Considere a aplicacio Sym(Q)x Q — Q, com (g,a) — ga. E facil

de verificar que esta aplicagao define uma ag¢ao de Sym(Q2) em Q.

De maneira anéloga a que definimos acao a esquerda, podemos definir a¢do o direita.

Entretando usaremos regularmente a agao a esquerda, a nao ser que seja dito o contrario.

A partir de uma ac¢do de G em €2 e um elemento @ € ) podemos definir o conjunto
Ga = {ga | g € G} que é chamado ¢rbita de a em 2 e o conjunto G, = {g € G |

ga = a} chamado estabilizador de o ou grupo de isotropia de c.

Os elementos de uma mesma Orbita sdo equivalentes, isto é, a 6rbita de um elemento
«a é uma classe de equivaléncia com a seguinte relagdo: = ~ y entao 3 g € G tal
que z = gy. Observe que, se x = ha e y = ga, para g e h em G entdo x = ny com
n=hog ! € @. Assim, as diferentes érbitas formam uma particio disjunta para o

conjunto €.

Podemos observar também que o estabilizador G, como definimos, é um subgrupo de
G. Podemos generalizar essa definicado da seguinte maneira: dado um subconjunto S
de €, chamamos de estabilizador pontual de S ao conjunto Gg = (| G ={g € G |

a€es
ga =« para todo a € S}.

Vamos apresentar agora o principal resultado que envolve agoes de grupos. Uma de-

monstragao para esse resultado pode ser verificada em [5].

Teorema 1.1.2. Seja G um grupo agindo em ). Entdo se verificam:

i) Dados o, B € Q e g € G tais que f = ga, entio Gg = g 'Gag.



11 1.1. Agéo de Grupos

ii) Para qualquer a € Q temos |Ga| = |G : Go|. Em particular, se G for finito,
temos |G| = |Gal |G4l.

Seja G um grupo agindo em €2, dizemos que G é transitivo, ou que a acdo de G em §2

é transitiva, se existir uma tnica Orbita.

Temos diretamente da definicdo que G é transitivo se somente se, dados quaisquer
a, B € Q, existe g € G tal que o = gf ou se somente se Ga = (), para qualquer
a € Q. Além disso, se G for finito e transitivo o item ii) do teorema 1.1.2 implica que

1] = |G : Gy| para qualquer o € .
Dizemos que G age trivialmente em 2 se dado o € Q, temos ga=a Vg € G.

Dado um grupo G fixemos um subgrupo H e denotamos por 'y o conjunto de todas
as classes laterais a direita. Entao podemos fazer agir G, a direita, no conjunto I'y
definindo a aplicagao py : 'y X G — 'y por (Ha,g) — Hag. Esta é de fato uma agao

de G em 'y e é chamada multiplicacao a direita.

Por outro lado, seja K = Ng(H), entao desde que H < K < G, K também age em 'y
por multiplicagao & direita. Embora esta agdo possa dar-nos alguma informagao temos
interesse em definir uma outra agao de K em I'yy. Sendo assim, definamos a aplicagao
My : Ty x K — Ty por (Ha,x) — x~1(Ha) = Hz~'a. Dita aplicacio é uma agio e é

chamada multiplicacdo a esquerda.

Observagao 1.1.3. O fato de existir uma ag¢ao de G em ) € equivalente ao fato de
existir um homomorfismo v : G —Sym(). De fato, dada uma a¢io de G em €,
(g9,a) — ga, podemos definir i : G — Sym(2) por g — ¥(g), onde ¥(g) é uma per-
muta¢io que leva cada elemento o € Q em ga. Como (g,a) — ga € uma ag¢ao seque
que P é um homomorfismo.

Reciprocamente, dado um homomorfismo ¢ : G — Sym(2) podemos def inir a apli-
cagao (g, ) — P(g)a. Assim as propriedades de a¢ao sao verificadas, pois 1 € um

homomorfismo.

Desta forma, podemos ver as agoes de G e K em I, como homomorfismos pg : G —
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Sym(T'g) e Ay : K — Sym(T'gy).

1.2 Dualidade de Grupos

Seja G um grupo, dizemos que G tem expoente m, m € NseV ¢ € G, 9" = 1.

Seja G um grupo, e tomando um m tal que G tenha expoente m, podemos definir o
Grupo Dual de G, denotado por G, como o grupo formado pelos homomorfismos de
G em Z,,, isto ¢ G = Hom(G,Z,,). Esse é um grupo com a operagao adigdo, ou seja,

dados quaisquer vy e § em G" e g € G, vale que (v +6)(g9) = v(g) + d(g).

Dados dois grupos abelianos A e B, ambos de expoente m, seja f : A — B um
homomorfismo de grupos, entao f induz um homomorfismo f" : B — A", da seguinte

maneira;:

fMo)=o0of.

Seo, 7€ B fNlo+71)=(0c+T)of=0cof+710of=f"o)+ f (1), 0o que mostra

que " de fato ¢ um homorfismo. Podemos assim observar algumas propriedades:
o Id" =1d; e,
o (fog)t=g"of"

Vamos mostrar a segunda propriedade acima:

(fog)(o)=0o(fog)=(00f)og=(f"(0)) oy
Vale observar que f"(o) é uma aplicagao de A em Z,, e, portanto, f*(c)og: B —

Lo € B,
Por outro lado, (9 o /")(0) = g"(f(0)) = (f(0)) 0 g.

Teorema 1.2.1. Se A € um grupo abeliano, finito e de expoente m tal que A = B x C,
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entao A" € isomorfo a B x C". Portanto, se A é um grupo abeliano, finito e de

expoente m, temos A = AN,

Demonstracao. De fato, seja a aplicagao

p: B"xCN — (BxO)"
(f%9" = ¥ BxC — L

(x,y) = @)+ 9 ()

A aplicacao ¢ é homomorfismo:
(1 90) + (f2,92) = (" + f2 91 + 92)

e o(f1 + f2, 91 + 99) = ¥, tal que (zy) = (f' + f2)(x) + (91 + 95) () = f1'(z) +
gMN@) + @) + g) (y) = 1 + ¥, onde oy = o(F1, ) e o = o(f.9))).

Seja agora

¢: (BxC)» — Bx(C»
Vo= (Y1,12)

tal que ¢1(x) = ¢(2,0) e Pa(y) = 1(0,y), para (z,y) € B x C. Observe que ¢(z,y) =
P((2,0) + (0,9)) = ¥(2,0) + ¥(0,y) = Y1 (x) + Ya(y).
¢ é homomorfismo, pois
§(W+0) = ((+0)1, (¢ +0)2)
(¥ +o)i(@) = (¥ +0)(2,0) = ¥(2,0) + o(2,0) = Y1 (2) + 01(2) e
(¥ +0)2(y) = (¥ +0)(0,y) = ¥(0,y) + 0(0,y) = Y2(y) + 02(y).
Como (Y1+01,92+02) = (Y1,¥2)+(01,02) = £(¥) +&(0), temos {(Y+0) = £(¥)+&(0).

Para concluir que B x C" 2 (B x C)", basta observar que ¢ = 71,

De fato, po&(¢¥) = ¢(€(¥)) = p(11,92) = 0 onde O0(z,y) = ¢1(z) +Y2(y) = ¥ (2,y) isso
implica que ¢ o & = 1d.
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Por outro lado, £ o : BN x CN — B x C" e vale o p(f, g") = &£(¥) = (11,1)2) onde
Yi(z) = ¥(z,0) = f(z) + g™0) = f(z) e Ya(z) = ¥(0,y) = f(0) + 9" (y) = 9" (y)
isto &, (11,%9) = (f", g") e assim £ o p = Id.

Logo ¢ é isomorfismo.

Vamos mostrar agora que A = A",

De fato, A é finito e abeliano e portanto A é isomorfo ao produto de grupos ciclicos (ver

[10], pagina 226). Entao, basta fazer a demonstragao para o caso em que A é ciclico.
Veja que V a € A temos m.a = 0, pois A tem expoente meV a € An.A=0onden é
a ordem de A. Ou seja, m = k.n, k € {1,2,3,...}, isto é n | m.

Agora Z,, contém um tunico subgrupo de ordem n, que ¢é ciclico (ver [10], pagina 70).
Seja B esse subgrupo, entao B = Z,. Observe que, V ¢ € A", ¥(a) tem expoente n,
onde a é um elemento qualquer de A, pois ¥ € homomorfismo e A tem ordem n. Temos

assim, que Y(A) C B C Zy,.

Seja y tal que Z,, = (y) e 1 : A — Z,, com 91 (z) = y um isomorfismo.

Tome A € {0,1,....,n — 1} e considere os homomorfismos A1, isto & Ay (z) = 91 (Az).
O conjunto {0,21,211, ..., (n — 1)1} é um subconjunto ciclico de A”.

Ja que, para ¢ € AN @ : A — Z,, e A é ciclico gerado por x, v é unicamente
determinado por 1 (z), ou seja, é determinado pelo elemento onde ¥ leva . O que
implica que 1 é um dos Ay, ou seja, A" = {0,101, 21, ..., (n — 1)1} que é ciclico de

ordem n, gerado por ;.
Concluimos portanto que A" = A.

Sejam A, A’ dois grupos abelianos. Uma aplica¢do bilinear de A x A’ em um grupo C
é uma aplicagao:

Ax A = C

(x,2") — (x,2)
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tal que, para cada x € A, a fun¢do 2/ — (z,2’) é um homomorfismo e = — (z,2’)

também é um homomorfismo.
Tal aplicacao bilinear é também chamada de emparelhamento.

Um elemento x € A é chamado de ortogonal (com respeito a ( , )) a um subconjunto
S" de A" se (xz,2’) = 0V 2’ € S, onde 0 é o elemento neutro da operagao em C.
O conjunto S de elementos ortogonais & S’ formam obviamente um subgrupo de A.

Similarmente formamos subconjuntos de A’ ortogonais & subconjuntos de A.

Chamamos de nicleo a esquerda ao subconjunto de A formado por todos os elementos

ortogonais a A’. De forma similar definimos nucleo a direita.

Seja A x A’ — C um emparelhamento e sejam B e B’ os nicleos & esquerda e a direita.
Um elemento 2z’ € A’ induz um homomorfismo ¢, de A em C dado por z — (z,2').

Nesse homomorfismo, ¢,/ (B) = 0.

Além disso, 1),» = 1,y se somente se 2 =9y (mod B'). De fato, 1, = Yy & (z, ') =
(,y)VeeAds (v,2'—y)=0VeeAsad -y B
Portanto,

. A'/B" — Hom(A/B,C)

x — T/Jml

é um homomorfismo injetivo.
O mesmo vale para
v: A/B — Hom(A'/B',C)
r = Vg

Logo, se C = Zy,, mipy = Py = 0, isto é, A/B tem expoente m. Similarmente

mostramos que A’/B’ tem expoente m.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Dualidade). Seja Ax A" — C' um emparelhamento de dois
grupos abelianos em um grupo ciclico de ordem m. Sejam ainda B e B’ os nicleos a
esquerda e a direita respectivamente. Assuma que A'/B' € finito. Entao A/B € finito,

e A'/B’ ¢ isomorfo ao grupo dual de A/B.
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Demonstrag¢iao. Como vimos acima, ¢’ : A/B — Hom(A’/B’,C') é homomorfismo inje-
tivo. Vimos também que A’/ B’ tem expoente m. Pelo Teorema 1.2.1, A'/B’ = (A’/B")"
e portanto

|A/B| < |(A'/B')"| = [Hom(A'/B',C)| = |A"/B'].

Por outro lado, como A/ B é finito, também tem expoente me v : A’/B’ — Hom(A/B, C)

é homomorfismo injetivo, temos

|A'/B'| < [(A/B)"| = [Hom(A/B, C)| = |A/B|.

Logo |A’/B’| = |A/B] e mais ainda, ¥ e v’ sao bijegoes.
Assim, A'/B' = (A/B)".
|

Corolario 1.2.3. Seja A um grupo abeliano finito, B um subgrupo, A" o grupo dual
de A e B o conjunto de elementos de A" tais que, restritos a B sdo identicamente
nulos (isto ¢ B+ = {¢ € AN | p(B) = 0}). Entdo eriste um isomorfismo de A"/B*+

em B,

Demonstragio. Basta tomar o emparelhamento A" X B — Z,,, tal que (1, b) — 1(b),
com m expoente de A e de A", entdo BT é o nicleo a esquerda e {0} é o nucleo a direita.
Dai é 56 aplicar o Teorema acima para concluirmos que A"/B~ & isomorfo a (B/{0})" =

B".
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Capitulo 2

Corpos

2.1 Extensao de Corpos

Um corpo F é chamado de extensdo de um corpo K sempre que E O K, isto é, se K

for um subcorpo de E.

Observe que podemos enxergar F£ como um espaco vetorial sobre K e assim, se F tem
dimensao finita - como espago vetorial -, dizemos que F é uma extensao finita de K,

se F tem dimensao infinita, dizemos que E é uma extensao infinita sobre K.

Denotamos por [E : K] o grau da extensao E sobre K, que corresponde a dimensao do

espago vetorial E sobre K. O grau de uma extensao pode ser finito ou infinito.

Uma extensao E sobre K pode ser algébrica ou transcendente. Dizemos que F é uma
extensao algébrica se V o € E, f(a) = 0 para algum f(x) € K[z] (anel de polinémios),
nio nulo, nesse caso a ¢ algébrico sobre K. Se, para algum o € E, 3 f(x) € K[z], ndo

nulo, tal que f(a) = 0 ent@o « é transcendente e a extensao E & transcendente .

Usamos também a notagao K(aj,ag,...,an), com «; € E, i € {1,--- ,n}, K subcorpo
de E, para denotar o menor corpo que contém o corpo K e os elementos oy, as, ..., .

Entao K(aq, 9, ...,ap) é uma extensao de K, uma extensao construida dessa forma é
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chamada de FExtensdo Finitamente Gerada e os elementos aq, as, ..., o, sdo chamados

de geradores.
Dizemos também que uma extensao E sobre K é simples se 3 a € F tal que E = K(«).

Exemplo 2.1.1. Temos que R C C, C ¢ extensiao de R. Como C = R[i] e i é algébrico
sobre R, pois f(x) = 22 +1 € Rlx] e f(i) = 0, entdo C é uma extensdo algébrica e

stmples.

O corpo C tem grau 2 sobre R, logo [C : R] = 2. Isso seque do fato de {1,i} ser uma
base para C sobre R. De fato, todo numero complexo é da forma a + bi, ou seja, {1,i}

gera C. Além disso, a + bi = 0, entao a = b =0, que mostra que {1,i} € L.1..

Observagao 2.1.2. Observe que ¥ a+bi € C, f(z) = 2? — 2ax + a®> +b* € Rz] ¢

um polinémio tal que f(a + bi) = 0.

Exemplo 2.1.3. R ¢ extensao transcendente sobre Q, pois m € R € transcendente (ver

[15]).

Sendo « transcendente sobre um corpo K, a extensao K («) sera infinita. De fato, a base
de K(a) deve conter a e todas as suas poténcias, logo K («) ¢ extensao infinita sobre
K. Veremos, ainda neste capitulo, teorema que destaca o fato de K («) ser isomorfo a

K (z) (corpo quociente do anel de polindémios), toda vez que « ¢ transcendente.

Proposigao 2.1.4. Seja E uma extensio finita sobre um corpo K, entio E € uma

extensdo algébrica sobre K.

Para provar a proposicao acima, basta verificar que dado um elemento @ € FE, os
elementos 1,a,a?,---,a", ndo podem ser linearmente independentes para todo ni-
mero natural n, caso contrario, E' nao seria extensao finita. Desta forma, facilmente

construimos um polinémio f(z) € KJz| tal que f(a) =0, ou seja, « é algébrico.

Definicao 2.1.5. O polinémio minimal de um elemento algébrico o, o € E, onde E é
uma extensao sobre o corpo K, é o polinémio monico irredutivel f(x) € K|x] de menor

grau tal que f(a) = 0.
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Devemos ressaltar que o polinémio minimal é tnico (ver [10] pagina 377).

Teorema 2.1.6. Sejam E,F e K trés corpos tais que K C F C E, F extensao finita

sobre K e E extensao finita sobre F', entdo

[E:K|=[FE:F|F:K].

A demonstracao do teorema acima pode ser verificada em [1] na pagina 224.

Demonstraremos mais adiante que o grau de uma extensao algébrica finita sobre um
corpo K é igual ao grau do polindmio minimal dos elementos algébricos adjuntados

(polinémio moénico de menor grau que possui esses elementos como raizes).

Um homomorfismo de corpos é um homomorfismo de anéis. Como o ntcleo de um
homomorfismo de anéis é um ideal, e ideal de um corpo ou é nulo ou é todo o corpo,

um homomorfismo de corpos ou é injetivo ou é identicamente nulo.

Teorema 2.1.7. Seja ¢ : K[x| — E, onde E € extensao sobre o corpo K, e tal que

o(f(z)) = f(a), com a € E, entido ¢ € um homomorfismo e, além disso, vale que:

i) Im ¢ = K[a], onde Kla] := {apa™ + ap—1a" 1+ - +ajal +ap | a; € KVi=

1,---,n, comn € N} anel.
ii) Se « € transcendente sobre K, entao ker ¢ = {0}.

iii) Se o € algébrico sobre K e f(x) € o polinémio minimal de o, entio ker ¢ =

K[z]- f(x) é um ideal mazimal de K [x].
iv) K|[z]/ker ¢ (anel quociente) = K|a].

~

Assim, o corpo quociente K () = KJa] para « algébrico e, para « transcendente, K |[z]
=~ Kla], isto é, K(x) = K(a). O teorema acima pode ser demonstrado a partir do 1°

teorema de homomorfismo de anéis.

Como consequéncia do Teorema 2.1.7 podemos verificar o seguinte corolério:
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Corolario 2.1.8. Sejam av e f € L D K dois elementos algébricos sobre K com o

mesmo polinémio minimal. Entao K(a) e K(B) sao isomorfos.

Proposicao 2.1.9. Seja n o grau do polinémio minimal de « € E D K, com E
extensao de corpos sobre K, entao tomando f(x) € K[z], f(a) é expresso de modo

unico na forma

fla) =ap+ arat + .. 4 ap_1a™ !

coma; € KVie€{0,12,..,n—1}.
A partir da proposicio acima, observemos que V f € K(a), f = ag +aja! +... +
an_1a""1 desde que n seja o grau do polindémio minimal de a, assim n = [K(a) : K],

pois podemos considerar o conjunto {1,a!,...,a" 1} linearmente independente como

base de K(«), onde 1 é a unidade de K.

Exemplo 2.1.10. Sejam Q(v/2) D Q e Q(v/2) D Q. Os polinomios f(x) = x> —2 e

g(z) = zt — 2 sdo os polindmios minimais de V2 e V2 respectivamente e temos que:

o Vi €Q(W?2), k1 =ao+a1v2 coma; €Q, i € {0,1}.

o V ko € Q(V/2), ko = by + b1v2 + ba(v2)2 + b3(v2)3 com bj € Q, j € {0,1,2,3}.
Isto ¢ Q(v2) € Q(V2). Note que [Q(v2) : Q] = 2, [Q(V2) : Q] = 4 ¢ [Q(V2) :
Q(v2)] = 2. BEntdo [Q(V2): Q] = [Q(V2) : Q(v2)] - [Q(v2) : Q].

Exemplo 2.1.11. O elemento oo = /2 € algébrico sobre Q.

Q[V/2] € corpo e f(x) = 2> — 2 € o polindmio minimal de /2. Mas

B=y2<;+%?>ec

também tem f(x) como polinémio minimal, Q[5] é corpo. Temos entdo [Qa] : Q] = 3,

[Q[5] : Q] = 3 e Qo] = Q[5].
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Exemplo 2.1.12. Seja p primo e o; = ¥/p € R. Entio f(z) = ¥ —pe Q[z] € o

polinomio minimal de o, V j € N.

Como «j € algébrico, Qo] € corpo, [Q[ay] : Q] =27, Q C Qo] C R e ainda
Q C Q] € Q[ag] C Qlas] C ... C R.

Verif icamos que R € uma extensdao infinita sobre Q.

Definicao 2.1.13. Dado um corpo K, se ¥ f(z) € Klx] de grau > 1 possui raiz em

K, entao dizemos que K € algebricamente fechado.

Vamos lembrar aqui da defini¢ao de caracteristica de um corpo.

Definicao 2.1.14. A caracteristica de um corpo K € o menor nimero inteiro positivo
p tal que p.a = 0 Va € K. Se tal nimero nao existe, dizemos que K tem caracteristica

ZETO0.

Observe que a caracteristica de um corpo K ou é zero ou é um numero p primo. De
fato, suponha que a caracteristica seja n composto. Entao n = s.t, com s e t inteiros
positivos menores que n, e n.1 = 0. Isso implica que s.t.1 = (s.1).(¢.1) = 0, e portanto
s.1 =0out.l =0, ouseja, s.a=0out.a=0Va e K. Contrariando o fato de n ser

caracteristica.

Proposigao 2.1.15. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entao as afirmacoes

sequintes sao equivalentes:

i) K é um corpo algebricamente fechado.
ii) Todo polinomio f(x) € K[x] se decompoe num produto de fatores lineares.
iii) Se f(x) € K[z| € irredutivel, entao f(z) tem grau 1.

iv) Nao ezistem extensoées algébricas proprias de K.
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Essa proprosi¢ao pode ser facilmente verificada.

Para todo f(x) € Klz], f(z) = c(x —a1)™ - ... - (x —a;)™ tal que r, m; €N, a; #
a; Vi#j, comi, j€{l,...,r} ece K. Chamamos de m; a multiplicidade da raiz o

e, se m; = 1, a; é chamada de raiz simples de f(z).

No Capitulo 2.3 veremos mais detalhes e resultados que envolvem polindmios que se

decompoe em fatores lineares bem como os corpos onde esses polinémios se decompoe.

-

Proposicao 2.1.16. Seja K um corpo de caracteristica zero. Se f(x) € Klx| é um

polinémio irredutivel sobre K, entao f(x) possui apenas raizes simples.

Nas proposigoes 2.1.15 e 2.1.16, a hipotese de K ser corpo de caracteristica zero é

essencial, verifique o exemplo abaixo.

Exemplo 2.1.17. Seja K = F,(y) corpo de fracées de Fyly]|, onde [, denota o corpo
formado pelo quociente Z/pZ. Temos que K tem caracteristica p e seja 8 = §/a tal que
a € K, mas B ¢ K (tome por exemplo o = y). O polinémio f(x) = 2P — a € Klz],
é minimal de B. Agora considere a extensao L = K(B) e tome o polinémio l(z) =
aP — P = aP — o € L[z]. Observe que apesar de f(x) ser irredutivel em Klx|, 5 € raiz

de multiplicidade p em L[x].

Definicao 2.1.18. Seja E uma extensio do corpo K. Dizemos que E é um corpo de
fatoragao ou corpo de decomposigao de um polinéomio f(z) € K|x] sobre K se E € o

menor corpo que contém todas as raizes de f(x).

Exemplo 2.1.19. O corpo C é algebricamente fechado e C = R[i] € corpo de decom-
posi¢io de 2% + 1 € Rx].
2

Exemplo 2.1.20. Se f(z) € Q[z], f(z) = 2 —2, entdo a = /2, B = W(—;—i-zi

e B sio as raizes de f(x).

Observe que Q[B] > B, mas V2 ¢ Q|[B], entio Q[V/2,8] € corpo de decomposi¢io de
f(x) =23 — 2 sobre Q.



23 2.1. Extensao de Corpos

De forma mais geral, podemos mostrar que se f(z) = 2" —2 € Q[z], a = V2,
2 2

U = COS <7r> + isin <7T>, B = au, entao Qla,u] = Qa,B] € corpo de decomposi-
n n

cao de f(x) =z — 2 sobre Q.

Como sabemos, R[z]/(z? 4+ 1) é corpo que contém as raizes de f(x) = 22 + 1 € R]z]
e contém R, isto é, extensao de R. Apresentamos agora uma importante generalizagao

de tal fato.

O Teorema abaixo é também conhecido como o Teorema Fundamental da Teoria de

Corpos.

Teorema 2.1.21 (Kronecker). Seja K um corpo e f(x) um polindmio nao constante

de K[z]. Entao existe uma extensio E do corpo K que contém uma raiz de f(x).

Omitiremos aqui a demonstraciao do Teorema acima, mas é possivel vé-la de forma bem
clara em [10] na pagina 377. Entretanto, vale ressaltar que a extensao E procurada
¢ exatamente K[z]/(fi(x)), com f;(x) um fator irredutivel de f(z). Sempre podemos

tomar f;(x) pois K[z] é dominio de fatoragao unica. Entao a raiz de f(z) em E é raiz

de fi(z).

Teorema 2.1.22. Seja K um corpo e f(x) um polinémio nao constante de K|x]. Entao

existe um corpo de decomposicao E de f(x) sobre K.

A demonstracdo é como no teorema acima.
Abaixo seguem Teorema e Corolario cujas demonstracoes sao encontradas na referéncia

[1] na pagina 231.

Teorema 2.1.23. Seja K um corpo. FExiste uma extensdo algebricamente fechada de

K.

Corolario 2.1.24. Dado um corpo K, existe uma extensao algébrica L sobre K que é

algebricamente fechada.
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Definicao 2.1.25. A extensao algébrica E de um corpo K que contém as raizes de

todos os polindmios com coeficientes em K € chamada de fecho algébrico de K.

Definicao 2.1.26. Extensao Normal de um corpo K € uma extensao algébrica E tal que
todo polinomio irredutivel em K|x| que possui uma raiz em E pode ser decomposto em
E[z] em termos lineares, ou, equivalentemente, para todo elemento de E, todas raizes

de seu polinémio minimal estarao em E.

Exemplo 2.1.27. Tome C, extensao de corpo que contém R e [C : R] = 2. Tomamos
1, a unidade em R, e {1,i} a base de C, i € C ei ¢ R. Seja f(x) irredutivel em R|x]
com raiz em C, e seja a+bi, a,b € R, essa raiz. Agora, seja g(x) o polindmio minimal
de a + bi sobre R, entao g(x) tem grau 2, caso contrdrio, [C: R] # 2 e f(x) é maltiplo
de g(x). Como f(x) € irredutivel, f(x) = g(x)- A com A € R. Concluimos que, assim
como g(x) tem as raizes em C (se a+bi € raiz de g(z), a—bi € C € a outra raiz), f(x)

também o tem. Logo f(x) pode ser decomposto em termos lineares em Clx].

Exemplo 2.1.28. Q[V/3] ¢ extensio de Q, V/3 ¢ algébrico sobre Q e f(z) = a3 —3 é
o seu polinomio minimal. Mas Q[V/3] nédo possui as raizes complevas de f(x) € Q[z].

Assim, f(x) ndo pode ser decomposto em fatores lineares em Q[v/3][x].

Observe que numa extensdo normal E de K, se algum polinomio f(z) € K|[z] irredutivel

tem alguma raiz em FE, entao todas as suas raizes estdao em E.

2.2 Corpos Finitos

Quando falamos sobre a caracteristica de um corpo, dizemos que este corpo possui uma

copia de Q (caracteristica zero) ou uma copia de F,, para algum p primo (caracteristica
p)-
Para verificar a afirmacao acima tome um corpo F' e o homomorfismo ¢ : Z — F que

leva 1 de Z em 1p (unidade no corpo F'). Temos que n € Z positivo é levado em

lp+1p + ... + 1p, com n parcelas. Quando o nicleo de ¢ é zero, V n € Z, n # 0, a
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imagem n.1p é diferente de zero, e portanto podemos tomar o homomorfimo injetivo
Q — F, tal que m/n — (m.1g).(n.1g)~!, onde m/n é irredutivel. Logo F tem uma

copia de Q.

Por outro lado, se o nucleo de ¢ for diferente de zero, como ntcleo de homomorfismo
¢ um ideal e o dominio deste homomorfismo é Z, o nicleo sera um ideal principal. E
facil verificar também que esse ideal é primo, portanto gerado por p, um nimero primo,
isto é, é do tipo pZ. Desta forma, pelo primeiro teorema de homomorfismo de anéis,

Z/pZ ~Im ¢ e portanto F' tem uma copia de F).

Assim, um Corpo Finito F, digamos com ¢ elementos (atencao para a diferenca entre
corpos finitos e extensoes finitas), s6 pode ter uma copia de F),. Além disso, ¢ =
p" onde n é a dimensao de F' sobre [F), visto como espago vetorial. De fato, tome
{1,e1,e2,...,en—1} a base de F sobre [F,, onde 1 é o gerador de F,. Entao, dado ¢ € F,
g =A1.14+Xa.e1 + ...+ Ay.ep—1, onde cada A; € um elemento de F,. Mas temos apenas

p elementos distindos em F,,, o que significa que temos p" elementos distintos em F'.

Observe que um Corpo de Caracteristica p nao é sempre finito, como exemplo tome o
corpo quociente Fp,(z) = {f(z)/g(z) | f(z),g9(x) € Fplz], g(x) # 0}.

Considere um corpo finito F' com ¢ elementos, ¢ = p”, e ¢ o Homomorfismo de Frobe-
nius, ¢ : ' — F dado por ¢(x) = 2P para todo z € F. O nucleo desse homorfismo é 0,

pois F' é um corpo. Como F ¢ finito, temos que ¢ é um automorfismo. Entao:

Teorema 2.2.1. O grupo de automorfismos de F' € ciclico de ordem n, gerado por ¢.

Recomenda-se ao leitor verificar a demonstragao deste teorema em [1] (p. 246). Observe
que todo automorfismo ¢ de um corpo finito tem como caracteristica manter fixos os
elementos do corpo I, que ele contém, dizendo de outra forma, ¢ € Autp,(F) (tal

conjunto é definido no proximo capitulo).

Exemplo 2.2.2. Considere o polinomio f(x) = 2° + x + 1 € Fa[z]. Observe que f(x)
€ 1rredutivel sobre Fo, jd que possui grau 3 e nao possui raizes em Fo. Podemos entao

tomar a extensao finita E de Fy como no Teorema 2.1.21, isto é, E = Fa[z]/(f(x)).
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O corpo E assim formado possui 23 = 8 elementos. De fato, podemos ver E como o
corpo {ab? + b0 +c | a,b,c € Fo}, onde 0 € raiz de f(x). Como f(§) =603 +60+1=0,
temos que 6% = 0 + 1 (aqui vale lembrar que —1 = 1 em Fy) e portanto, nao é dificil
de verificar que 0> e 0* = 0% 4+ 0 também sdio raizes de f(x). Agora considere G o
conjunto de automorfismos de E, temos que os elementos de G sao trés, a saber: ¢1 tal
que ¢1(0) = 0%; ¢ tal que ¢2(0) = 6* e ¢3 tal que ¢3(0) = 0, jd que os automorfismos

levam raiz de f(z) em raiz de f(x).

Veja como calculamos a imagem de ¢q:

$1(0) = 0°=0
pi1(1) = 12=1
p1(0) = 0°
¢1(0%) = (0°)?=0"=0°0=(0+1)0=06"+0
p1(0+1) = +1)2=02+201+12=0>+1
Gr(02+1) = 0°+20°14+12=60>+0+1
$1(0°+0) = (740 =(0°)7+20°0+0"=0"+0° =0 +0+6>=20"+6=10
(0> +0+1) = (P+0+1)°=(*+0)*+20°+0)1+1°=0+1

Na tabela abaizo temos as imagens de todos os automorfismos de E:

Elementos de E | Imagem por ¢1 | Imagem por ¢o | Imagem por ¢z = 1d
0 0 0 0

1 1 1 1

0 62 62 + 0 0

0? 0%+ 0 0 0?

0+1 0% +1 0% +60+1 0+1

0> +1 02460 +1 0+1 0% +1

62+ 6 0 62 62+ 6

0% +60+1 0+1 0% +1 0% +60+1
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Como esperado, ¢; € G, i € {1,2,3}, mantém fizos os elementos de Fy.

Perceba ainda que ¢po = ¢p1 0 P1 € ¢p3 = P10 @1 0 ¢y = Id isto €, G é um grupo ciclico,

gerado por ¢1, de ordem 3, mesmo grau da extensio E/Fy.

O automorfismo ¢1 é o Automorfismo de Frobenius.

2.3 Extensoes Separaveis

Um polinémio irredutivel f(z) € K[z] é separdvel sobre K se suas raizes em um fecho

algébrico de K sao distintas.

Uma extensao algébrica E sobre o corpo K ¢é dita separdvel se para todo elemento de

FE seu polindbmio minimal for separavel sobre K.

Teorema 2.3.1. Sejam K e L corpos tais que L € algebricamente fechado e seja oo € L
um elemento algébrico sobre K. Se 1 é um homomorfismo de corpos de K em L, entdo
o nimero de homomorfismos de corpos o : K(a) — L, tal que o|x = ¥, € igual ao

numero de raizes distintas do polindmio minimal de o, f(z) € K|z].

A demonstracao do teorema acima pode ser vista no livro [1] pagina 233.

Seja E uma extensao algébrica sobre K e S o conjunto de todos os homomorfismos
de corpos do tipo 0 : K(a) — L, com o € E e tal que o|x = 9, onde ¢ : K — L
¢ um homomorfismo. Entao chamamos de grau de separabilidade de E sobre K a

cardinalidade de S que é denotado por [E : K],.

Os resultados apresentados abaixo podem ser verificados no livro [1] a partir da pagina

239.

Teorema 2.3.2. Se K C FF C FE, onde E € uma extensio finita sobre K, entdo
[E: K]|s € finita e vale
[E:K|s=[E:F|s-[F:K]s.

Além disso, [E : K|s < [E : K|, onde [E : K| € o grau da extensao.
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Teorema 2.3.3. Seja E uma extensao algébrica finita de K. E € extensdo separdvel
sobre K se somente se [E : K]; = [E : K|. O elemento o € separdvel sobre K se

somente se K(«) € separdvel sobre K.

Teorema 2.3.4. Seja E uma extensao algébrica de K e sejam aq,aa, ... ,ap elementos
que geram essa extensio. Se oy € separdvel sobre K para todo i € {1,2,...,n} entio E

€ separdvel sobre K.

Teorema 2.3.5. Seja E uma extensao finita de K. Fxiste um elemento o € E tal que
E = K(«) se, e somente se, existe um nimero finito de corpos intermedidrios entre K

e B. Se E € extensao separdvel, tal elemento o existe.

O elemento « como acima é chamado elemento primitivo.

As definicGes e os resultados apresentados a seguir nos ajudardo no entendimento de

um dos principais teoremas desta secao.

Defini¢ao 2.3.6. Seja f(z) € K[z], f(z) = apz"™ + ap_12" 1 + ... + @17 + ap. O
polinémio f'(z) = napz™ 1 + (n — Dap_12" 2+ ...+ 2a0z + a1 € K[x] é chamado de

derivada de f(z).

Para f(z),g(x) € K|x] valem as seguintes propriedades:

L (f(z) +g9(x)) = f'(z) + g'(x)

2. (af(x)) = af'(z) para todo a € K.
3. (f(x)g(x)) = f'(z)g(x) + f(z)g (x).

Esta defini¢ao nos auxilia na verificacao da existéncia de zeros miltiplos de um polind-

mio f(z) € Klz].

Teorema 2.3.7. Um polinomio f(x) sobre K tem raiz mailtipla em alguma extensio E

se somente se f(z) e f'(z) tem fator comum, dadas as respectivas decomposigoes.
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O resultado acima é uma importante ferramenta quando necessitamos verificar a ir-
redutibilidade de um polinémio com coeficientes em corpos de caracteristica 0 e nos

ajuda a compreender a prova de outro importante resultado, apresentado a seguir.

Teorema 2.3.8. Seja f(x) um polindomio irredutivel sobre K. Se K tem caracteristica
zero, entao f(x) nao tem raizes multiplas. Se K tem caracteristica p # 0, entao f(x)

tem raiz maultipla se somente se f(x) = g(zP) para algum g(x) € K|x].

Ver [2| pagina 233.

Definicao 2.3.9. Um corpo K € chamado de corpo perfeito se todo polinémio irredu-

tivel f(x) € Klx| € separdvel.

Podemos afirmar que K é corpo perfeito se tem caracteristica zero ou se tem caracte-

ristica p e K = {aP|la € K} = K.

De fato, f(z) € K[z] irredutivel com a caracteristica de K igual a zero, pelo teorema
acima, f(x) nao possui multiplos zeros, isto é, é separavel. Agora, se K tem caracteris-
tica p, suponha f(x) € K[z| nao separavel. Entao f(z) tera raizes multiplas e podera
ser escrito como g(zP) para algum g(x) € K[z] e cada termo de g(zP) pode ser escrito
como apazP*, comay € K ek € {1,2,...,n}. Como KP = K, temos que apzPle = bzxpl’c,
com by, € K, logo apzP* = (bpa!®)P. Assim f(z) é decomposto em polinémios do tipo

(h(x))P, e portanto nao sera irredutivel. Absurdo.

Dessa maneira podemos mostrar que todo corpo finito K é perfeito, basta tomar ¢ :
K — K tal que ¢(x) = zP, com p primo, a caracteristica de K, e mostrar que ¢ é um

isomorfismo.

Corolario 2.3.10. Se K € corpo de caracteristica zero, entao toda extensao finita E

sobre K € separdvel.

Ver [1| pagina 248.

Observagao 2.3.11. Os homomorfismos de corpos que compoem o cojunto S, def inido

no inicio desta se¢do, cuja cardinalidade define o grau de separabilidade, ird coincidir
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com o grupo de automorfismos da extensao que fizam o corpo base, toda vez que a
extensao for normal e separdvel. Em geral, dada uma extensdo E de um corpo K, os
1somorfismos que fixam os elementos de K que vao da extensao E até uma subextensdo
de um fecho algébrico de K podem ser vistos como os elementos de S (tal resultado pode
ser visto em [8], teorema 20, se¢ao 5 do Capitulo I). Como vimos, quando uma extensao
€ separavel e finita, o grau de separabilidade € o mesmo grau da extensdo, veremos nas
segoes sequintes que esse valor também serd igual a ordem do grupo de automorfismos

dessa extensdo que fizam o corpo base.

2.4 Raizes da Unidade

Seja K um corpo. Se ( € K é tal que (" = 1, para algum n > 1 natural, entdo

chamamos ¢ de raiz da unidade.

L, . ~ ~ m . ~
Se K tem caracteristica p, entdo a equagao P = 1 tem somente uma raiz, 1, logo nao

existe p™-ésima raiz da unidade além de 1.

Sejan € N, n > 1 e nao divisivel pela caracteristica de K, entdao o polinémio z™ — 1
¢ separavel pois a derivada na" ! =% 0 e sua Unica raiz é zero, isto é, ndo tem raiz
comum com z" — 1. Portanto em uma extensao de decomposicao de ™ — 1 sobre K,

encontramos n raizes da unidade distintas.

O conjunto das n raizes da unidade formam um grupo ciclico cujo gerador é chamado

de raiz n-ésima primitiva da unidade, denotado por (.

2.5 Extensoes Inseparaveis

Os resultados desta segdo podem ser verificados no livro [1] pagina 247 em diante.

Dizemos que uma extensao de corpos é insepardvel se nao for separéavel.

Proposicao 2.5.1. Seja a algébrico sobre K, o € L, onde L € fecho algébrico de K.
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Seja ainda f(x) o polindmio minimal de o sobre K. Se K tem caracteristica zero,
entao todas as raizes de f(x) tem multiplicidade 1 (f é separdvel em L). Se K tem
caracteristica p > 0, entdo existe um inteiro p > 0 tal que toda raiz de f(x) tem

multiplicidade p*. Além disso

[K(a) : K] = p"[K(a) : K]s

neo .
e aP € separdvel sobre K.

Corolario 2.5.2. Para qualquer extensao finita E de K, o grau de separabilidade
[E : K]s divide o grau da extensao [E : K|. O quociente é 1 se a caracteristica de K é

zero, e uma poténcia de p se a caracteristica de K for p > 0.

Definicao 2.5.3. Chamamos de grau de inseparabilidade o quociente [E : K]/[E : K4

e o denotamos por [E : K|;.
Corolario 2.5.4. Uma extensao finita é separdvel se somente se [E : Kl]; = 1.

Corolario 2.5.5. Se E D F D K sao duas extensoes finitas, entio [E : K]; = [E :

Definicao 2.5.6. Um elemento a algébrico sobre K, corpo de caracteristica p > 0, é
puramente inseparavel sobre K se eziste um inteiro n > 0 tal que aP" é um elemento

de K.

Tomando a extensao algébrica E sobre K pode-se verificar também as seguintes afirmagoes

equivalentes: (K corpo de caracteristica p > 0)

i) [F:K|s=1
ii) Todo elemento o de E é puramente inseparavel sobre K.

iii) Para todo elemento a € E, o polindémio minimal de a sobre K é do tipo f(z) =

2P —qa paraalgumn>0ea € K.
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iv) Existe um conjunto de geradores {«;};c; de E sobre K tal que cada «; é puramente

inseparavel sobre K.

Definicao 2.5.7. A extensao E sobre K que satisfaz alguma das propriedades acima é

chamada de extensao puramente inseparavel.

2.6 O Teorema de Galois

Definicao 2.6.1. Uma extensao E de um corpo K é chamada Extensao Galoisiana ou

Extensao de Galois se for normal e separdvel.

Uma extensao de corpo finita sobre um corpo K que é galoisiana, portanto separével,
pode ser formada pela adjungdo de um elemento algébrico o (elemento primitivo) ao
corpo K e, como também é normal, podemos tomar o polindémio minimal de «, cujo
grau é o mesmo da extensao, para que essa extensao seja seu corpo de decomposicao. De
maneira reciproca, se uma extensao finita é corpo de decomposi¢ao de algum polinémio
com coeficientes no seu corpo base entao é normal e separavel. (ver Teorema 3.11,

pagina 262, do livro [12])

Exemplo 2.6.2. Q(v/2) ¢ subextensio de Q(/2,w) sobre Q, onde w € uma raiz com-
pleza de f(x) = 2® — 2. A extensio Q(v/2,w) de Q ¢ galoisiana, mas Q(/2) ndo é

galoisiana.

Definicao 2.6.3. Seja E uma extensio de K. Chamamos de AutgE o conjunto de
todos automorfismos de E que fizam K, isto é, se ¢ € AutgE entao p|x = Id.

Também dizemos que ¢ € um K-automorfismo de F.

Dados @1, w2, v3 € AutgE, (¢1092)0ps =p10 (p20p3), Id € AutkE e pold =
Idop =9V ¢ € AutgFE, e, por fim, V¢ € Autg F, 3 cpfl tal que cpogo*l = gpflocp =1d

pois ¢ é isomorfismo. Portanto, Autx F forma um grupo com a operagao composigao.
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Denotamos por

G(E/K) = {¢:E— E| ¢ éum K-automorfismo}

= {plp € AutgE}

este grupo é chamado de Grupo de Galois de E sobre K.

Teorema 2.6.4. Seja E uma extensao finita de K. Entdo as sequintes condi¢des $Go

equivalentes:

i) E ¢ extensao galoisiana sobre K ;

iil) Vae E\K 3 o€ AutgFE tal que p(a) # «;

i) [E: K] = |G(E/K)|.

Exemplo 2.6.5. Q(v/2) ¢ uma extensio galoisiana, pois é também o corpo de decom-
posi¢ao de f(z) = 22 — 2, que é minimal sobre Q. Como [Q(v/2) : Q] = 2, Q(v/2) ¢

extensao normal (ver exemplo (2.1.10) na pdgina 20).

Agora, seja o € Q(v/2), entdo o = a + b\v/2, com a, b € Q. A base desta extensio é

{1,v/2}, e sendo ¢ um Q-automorfismo, 2 = p(2), mas
0(2) = (V2 V2) = p(V2)p(V2) = (p(V2)).

Logo p(V/2) = £v/2.

E essas sdo as possibilidades de automorfismos de Q(v/2). Se ¢(v2) = V2 e ¢lg =1d
entdo ¢ = Id. Portanto |G(Q(v/2)/Q)| = 2.
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Exemplo 2.6.6. Considerando Q(v/3,v/5) eatensio de Q

QWV3.5)
N
QW) |+ QvA)

AN
Q

Verif icamos facilmente que [Q(v/3,v/5) : Q] = 4 e que Q(v/3,7/2) € o corpo de decom-
posicio de f(z) = (2% — 3)(22 — 5) em Q[z].

Um isomorfismo leva base em base e {1,\/3,\/5,\/§\/5} ¢ base de Q(v/3,7/5) sobre Q,

visto como espaco vetorial.

Assim, se ¢ ¢ um Q-automorfismo de Q(v3,V5), ©(v3V5) = p(v3)p(V/5). Basta
entdo definirmos ©(v/3) e p(\/5). Mas,

(P(V3)?=0((V3)) = 0(3) =3 = (V3)==V3
(p(V5)? = o((V5)’) = 0(5) =5 = (Vb)) ==V5

e1(V3) = V3, ;i(VB) =V5 = ¢ =1d.
p2(V3) = —V3, »a(V5) =5
e3(V3) = V3, ¢3(vV5)=—-V5
pa(V3) = —V3, wu(vB)=—V5

Logo, |G(Q(v3,v5)/Q)| = 4.

Defini¢ao 2.6.7. Seja E uma extensao do corpo K e seja G(E/K) o grupo de galois.
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Se H é um subgrupo de G(E/K), o conjunto denotado por
Eg={z€FE|¢x)=2,V e H}

€ um corpo chamado de corpo fixo de H.

Lema 2.6.8 (Artin). Se G(E/K) € o grupo finito dos K-automorfismos de E, entao
IGE/K)| < [E: K]

Teorema 2.6.9 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). Seja L extensdao finita
e galoisiana de K. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre os subcorpos de L que
contém K e os subgrupos de G(L/K). FEssa correspondéncia é dada pela fungao i tal
que Y(H) — Ly, H C G(L/K) subgrupo, e a inversa ¢~ (E) + AutgL, K C EC L,

E subcorpo de L.

Nesta correspondéncia, se H = AutgL entao [L : E| = |H|. Além disso, E ¢é extensao
galoisiana sobre K se e sé se H for subgrupo normal de G(L/K), neste caso Autg B =

G(L/K)/H.

Exemplo 2.6.10. Seja Q(i,v/2), extensio galoisiana de Q. Temos que {1,i,v/2,iv/2} é
a base do espaco vetorial Q(i,/2) sobre Q e ¢(iv/2) = ¢(i)p(v/2), ¥ automorfismo ¢

de Q(i,v/2). Assim determinamos os automorfismos:

1, tal que p1(i) = iedp1(V2) =—V2
b2, tal que pa(i) = —ie cbg(\@) =2
¢3, tal que ¢3(i) = —i e d3(V2) = —V2

como elementos de G(Q(i,v/2)/Q) além da identidade. Neste caso sabemos também que

{Id,¢1}, {Id,p2}, {Id,¢3} sdo os subgrupos proprios de G(Q(i,v/2)/Q), e Q(i), Q(v/2),
Q(iv2) sdo os subcorpos préprios de Q(i,/2) que contém Q.
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Observe ainda que {I1d,¢1} = Ath(i)Q(i,\/i), assim

[Q(i,v2) : Q(0)] = |Autge Qi V2)|.

E, Q(i) ¢ extensdo galoisiana, pois € a evtensio de decomposicio de f(x) = x>+ 1 sobre

Q. O subgrupo {Id,¢1} de G(Q(i,v/2)/Q) ¢ normal. De fato,

¢yt oldogy = Id,
drlodrody i @y (d1(d2() = @5 (d1(—0)) = &3 (i) = i = d1(0)
05 (01(92(V2)) = 65 (61(V2)) = 05 ' (—V2) = —V2 = 6:1(V2)
= ¢y odiody =1 € {Id¢1}

Analogamente verif icamos que gbgl oldogg =1d e qﬁgl o @10 ¢3 = @1.

Portanto, AutgQ(i) = G(Q(i,ﬁ)/@)/Ath(i)Q(i,ﬂ), fato que pode ser facilmente

verificado, pois ambos os grupos possuem ordem 2.

Teorema 2.6.11 (Artin). Seja E um corpo e seja G o grupo de automorfismos de E,
com ordem de G igual a n. Seja K = E¢g (corpo fizo de G). Entio E é uma extensao

galoisiana de K, G = G(E/K) e [E : K| =n.

Corolario 2.6.12. Seja E uma extensao galoisiana finita de K e seja G(E/K) o grupo
de galois correspondente. Entao todo subgrupo de G(E/K) é grupo de galois de E sobre

alguma extensdo de K contida em E.

De fato, o corolario pode ser facilmente verificado com a aplicagdo do Teorema Tunda-
mental da Teoria de Galois e o teorema acima. A demonstracdo pode ser encontrada

em [1] pagina 264.

Definicao 2.6.13. Sejam duas extensoes E e F sobre um corpo K. Entao definimos
como extensao composta e denotamos por EF o menor corpo que contém E e F'. Se
F = K(a1,...,ap) e E € outlra extensio sobre K, entdo podemos usar a notagao

EF = E(ay,...,an).
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Teorema 2.6.14. Seja E uma extensdo galoisiana de K e seja F' outra extensdo al-
gébrica de K. Suponha que E e F sejam subcorpos de outra extensao algébrica de K.
Entio EF € extensao galoisiana sobre F', e E € extensao galoisiana sobre ENFE. Agora,
tome a aplicacao

¢ : G(EF/F) - G(E/K)

tal que p(o) = o), entdo ¢ ¢ um isomorfismo de G(EF/F) em G(E/ENF) C

A demonstracao do teorema acima esta na primeira se¢ao do capitulo sexto de [1].

Corolario 2.6.15. Seja E uma extensdo galoisiana finita de K e F' uma outra extensao

qualquer de K, entao [EF : F] divide [E : K].

E s6 verificar que a ordem de G(EF/F) divide a ordem de G(E/K) pelo Teorema de
Lagrange, pois G(EF/F) é isomorfo a um subgrupo de G(E/K), pelo Teorema (2.6.14).

Importante observar que se excluirmos a hipétese de E ser galoisiana sobre K, nao

teriamos o mesmo resultado. Basta verificar o seguinte exemplo.

—1++v-3 ,
Exemplo 2.6.16. Tome ¢ = %, a=+v2ep =Ca. Agora sejam as extensoes

E:Q(ﬁ)) F:@(a)7 E#F, €
EF = Q(a,8) = Q(a,¢) = Q(,V/=3).

Temos que ENF € subcorpo de F', logo tem grau 3 ou 1 sobre Q, pois F' tem grau 3
sobre Q. Assim, E N F deve ter grau 1 sobre Q (isto ¢ ENF = Q), ji que F ¢ E.
Como EF = Q(a,v/—3), EF/F tem grau 2, logo E/ENF = E/Q tem grau 2. Absurdo.

O absurdo aconteceu pois tentamos usar o Teorema (2.6.14) com E nao galoisiana.

Teorema 2.6.17. Sejam Ey e Ey extensoes galoisianas de K. Entao E1FEy € extensao
galoisiana sobre K, a aplicagio ¢ : G(E1Ey/K) — G(E1/K) x G(E2/K) tal que

¢(0) = (0],,,015,) € injetiva. Se Ey N Ey = K, entdo ¢ € isomorfismo.
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Observe que obtemos uma decomposi¢ao para G(E1Es/K) caso E1 N Ey = K.

Corolario 2.6.18. Seja E uma extensao galoisiana finita sobre K, e suponha G(E/K) ~
G1 X Ga X ... X Gy Seja ainda K; o corpo fizo de G1 X Gg X ... x {1} x ... X Gy, onde
o grupo {1} ocupa a i-ésima posi¢ao no produto direto. Entao K; € extensao galoisiana

sobre K e K;11 N (Ky..K;) = K. Além disso, E = K;...K,,.

O corolério acima nos diz que caso a extensao galoisiana seja finita e exista a decompo-
sicao do seu grupo de galois, podemos decompor também a extensao, de maneira que
cada extensao obtida nesta decomposicao tera seu grupo de galois correspondendo com
algum na decomposi¢ao do grupo de galois da extensao inicial. Observe que se o grupo
de Galois dessa extensao for abeliano, certamente havera uma decomposicao para ele.
Usaremos esse fato quando mostrarmos os teoremas de correspondéncia na teoria de

Kummer.

2.7 Norma e Traco

Seja F uma extensao finita de K tal que [E : K]; = r. Vimos que [E : K|; = p" se a

caracteristica de K ¢ p > 0 e [E : K]; =1 se a caracteristica de K ¢é zero.

Se a € um elemento de E e o1, ...,0, 0os homomorfismos distintos de E sobre L, fecho

algébrico de K, definimos a norma de E sobre K como
T T [EK]-L
Np/icla) =N (@) = [Touf@) = ([[onfe))
v=1 v=1

Também definimos tra¢o como:

Trp/k(a) = T (a) = [E: K}iZGU(a).
v=1

O trago é igual a zero se [E : K|; > 1, em outras palavras, se E/K nao é separavel.

(Basta observar que [E : K]; = p* para algum p natural.)
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Se E é separavel sobre K, temos
Nz (@) =[] o),
ag
onde o produto é dado usando os distintos homomorfismos de E em L sobre K.

Se E/K & separavel, entao

Trie(e) = Y o(a).

g
Teorema 2.7.1. e Seja E/K uma extensao finita. Entao a norma N% € um ho-

momorfismo multiplicativo de E* em K* e o traco € um homomorfismo aditivo

de E em K.

e Se E D F D K ¢ uma cadeia de corpos, entio
NE = Ng oNf( e Trf( = Trg o Trﬁ,

isto €, possuem a propriedade transitiva.

e Se E=K(a) e f(x) for o polinomio minimal de o sobre K, entao
Ng(a) () =(=1)"ay e Tr?a)(oz) = —an_1,

onde n é o grau de f(x), ag € an—1 sao, respectivamente, termo independente de

f(x) e o coeficiente de ™1 em f(z).

Exemplo 2.7.2. Tome N : C* — R*, a norma de C sobre R. Temos que C tem
caracteristica 0, portanto separdvel, e N(a + bi) = o1(a + bi).o2(a + bi) (temos dois
automorfismos distintos, um que leva i em i e outro que leva i em —i). Logo N(a+bi) =

a® + b%. E fdcil verificar que N de fato é um homomorfismo.

Vemos também que o traco Tr : C* — R, onde CT e RY sao grupos aditivos, é

homomofismo e Tr(a + bi) = o1(a + bi) + o2(a + bi) = 2a

Tome agora a transformacao linear my : C — C tal que mz(W) = W - Z, para todo
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WeCeZ=a+bicC. E ficil verificar que a matriz dessa transformagao linear na

base canonica de C, como R-espago vetorial, €

E assim verificamos que N(a + bi) = det A e Tr(a + bi) = Tr A.

Observe que no exemplo acima, a norma nao ¢ um homomorfismo sobrejetor. Em geral,
dada uma extensao L/K, a norma N : L* — K* nao é sobrejetora e o estudo do grupo

quociente K*/N(L*) é um problema importante na teoria dos nimeros.

2.8 Extensoes Ciclicas e Abelianas

Uma extensao E é chamada de ciclica sobre um corpo K se E for uma extensao galoi-
siana e se seu grupo de Galois for um grupo ciclico. Da mesma forma, uma extensao
galoisiana tal que seu grupo de Galois é abeliano, é chamada de extensao abeliana.

Obviamente, toda extensao ciclica é também extensao abeliana.

Teorema 2.8.1. Seja E uma extensao Galoisiana de K e F' extensdo de K tal que K C
F C E. Entao F € extensao normal de K se somente se, G(E/F') € subgrupo normal de
G(E/K). E ainda, a aplicagio ¢ : G(E/K) — G(F/K) é um homomorfismo sobrejetor
onde p(0) = 0|, e o niicleo de ¢ € G(E/F). Isto ¢ , G(F/K) ~G(E/K)/G(E/F).

Corolario 2.8.2. Seja E uma extensao ciclica e F' uma extensao tal que K C F C E.

Entao F € extensao Galoisiana sobre K também ciclica.

Observagao 2.8.3. O resultado acima também vale se substituirmos extensdo ciclica

por extensao abeliana e a demonstragao € andloga. Veja na referéncia [1], pagina 265.

Teorema 2.8.4 (Teorema 90 de Hilbert). Sejam E uma extensao ciclica de grau n

sobre um corpo K e G(E/K) o seu grupo de Galois. Seja 8 um elemento de E. Entao
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a norma NE(8) = 1 se somente se existe um elemento o # 0 em E tal que f = a/o(a)

onde o € isomorfismo gerador de G(E/K).

Demonstracao. Se considerarmos que tal elemento « existe, entao se vermos a norma
como um homomorfismo podemos obter da igualdade 8 = a/o(«) a seguinte igualdade

N(B) = N(a/o(a)) o que implica em N(8) = N(a)/N(o(«x)). Mas

N(o(a)) = o1(o(@)) - oa(0()) .. . on(0(a))

pois o grau de inseparabilidade é 1.

Como o é gerador de G(E/K), 0; = 0/, parai= 1,...,neparaalgum j € {0,..., n—
1}. Além disso 0; 0 0 = oy, para alguma k € { 0,..., n}, ou seja N(o(«)) = N(«) e
portanto N(8) = 1.

Antes de terminar a demonstragdo do teorema, vamos definir cardter de um grupo G

sobre um corpo K e anunciar um resultado importante.

Definicao 2.8.5. Um Carater de um monoide G sobre um corpo K € um homo-

morfismo f : G — K*.

Teorema 2.8.6 (Artin). Seja G um monide e K um corpo e fi, fa,..., fn cardteres
distintos de G sobre K. Esses cardteres formam um conjunto de elementos linearmente

independentes sobre K.

Demonstracao. Suponha a relagdo a1fi +...+apfn =0,coma; € K,i=1,... n, de
forma que nem todos a;’s sejam nulos. Temos que, no minimo dois a;’s sao diferentes

de zero. Tomando o menor m possivel tal que os a;'s sejam diferentes de zero, m > 2.
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Como fi e fa s@o distintos, existe z € G tal que fi(z) # fa(z) e ainda

a1f1(2)+"'+amfm<z) =0
OVzeG

a1 fi(xzz) + ...+ am fm,(22)

alfl(z)fl(x) +...+ amfm(z)fn(x) =0

pois f; é homomorfismo.

Se dividirmos a relagao acima por fi(z) teremos

£2(2) ),
fi(z) 2 T (o I =

ai f1 + az

(usamos simplesmente f; no lugar de fi(z) V x € G).

Subtraindo a1 f1 + ... + am fin = 0, temos

<a folz) —a2>f2+...+ (amfm<z) —am>fm 0

2
fi(z) fi(z)
onde a; J{ig)) —a; = B € K, pois fi(2), fi(z) € K,Vi= 2,3,..., m. Observe que, pelo
menos, B2 # 0 pois ;2523 # 1. Logo obtemos B2 fo+. ..+ Bmfm = 0, com m — 1 termos
1{2

e i's nao simultaneamente nulos, isto é, obtemos uma relacdo com menos termos que

a primeira relagao tomada. Absurdo, pois supomos m o menor possivel.

Portanto, a1 fi+...4anfn =0 & a; =0Vi= 1,2,...,n. Logo f1,..., fr sdo L.L. so-
bre K.

Voltando a demonstracao do Teorema (2.8.4), supomos que N () = 1. Temos G(E/K)

ciclico gerado por o. Sejam

oo=0"=1d,01=0,00=02%,...,0n_1 =0}
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os elementos de G(E/K). Cada o; é um caracter de E sobre E* e

1d + Bo + fo(8)0” + Ba(B)o*(B)0® + ...+ fo(B) -... " 2(B)o" "

é uma aplicacdo nao identicamente nula, pois Id, o, ..., 0" ! sdo L.I. (Teorema (2.8.6))

e

1, ﬁa Ba(ﬂ)’ SRR ﬁa(ﬁ) et Oﬂ_Q(B)

pertencem a F.

Portanto, existe 6 € E tal que o elemento

a=0+Bo(0) + Ba(B)o(0) + ...+ Ba(B) ... " 2(B)a"L(0) # 0.

o"(0) =1d(0) = 0, temos que

Ba(0) = Ba(0) + Bo(B)o(0) + ...+ Ba(B) ... " 2(B)e™ 1(O) + 0 = a

e fo(a) = «, entao S = a/o(a).

Exemplo 2.8.7. Tome a extensio Q(i)/Q galoisiana. Temos que G(Q(i)/Q) = {Id, o}
tal que o(i) = —i. Agora, tome 8 = (z +iy) € Q(i). Temos que Nog(f) =
[1d(8).0/(8)] @D como Q tem caracteristica 0, [Q(i) : Ql; = 1 e Ng(8) = B.0(8) =
(z +iy).(x — iy) = 2% + y*.
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Se a norma de 3 ¢ igual a 1, significa que o par (z,y) € R? € ponto racional no
circulo unitdrio. Nesse caso, o Teorema 2.8.4 garante a existéncia de o # 0, o € Q(1),

Q@
tal que = ﬁ Sendo a = a + bi, para simplificar, podemos supor a e b inteiros
o(a
(multiplicamos por um inteiro apropriado, por exemplo o produto dos denominadores
a+bi  a®+2abi —b?
de a e b, ou o mmc deles) e temos f = + - = + , e portanto encontrar
a—bi a? + b?
a? —b>  2ab
a? + b2’ a? + b2
que por sua vez corresponde a tripla ou terna pitagorica (a® — b?,2ab,a® + b?).

B € Qi) que satisfaz Ng(i)(ﬁ) = 1 € encontrar a solu¢do racional

O teorema abaixo utilizard diretamente o resultado obtido no Teorema 90 de Hilbert
acima e é fundamental para a teoria multiplicativa que veremos nos capitulos de Coho-

mologia Galoisiana e Teoria de Kummer.

Teorema 2.8.8. Seja K um corpo de caracteristica p > 0 e assuma que exista uma

raiz n-ésima primitiva da unidade em K, com n primo com p.

i) Seja E uma extensao ciclica sobre K de grau n. Entao existe « € E tal que E =

K(a) e a satisfaz a equagao =™ — a = 0 para algum a € K.

ii) Por outro lado, seja a € K. Seja oo uma raiz de ™ — a = 0. Entao K(«a) € ciclico

sobre K, de grau d, d divisor den e o € K.

Demonstragao. i) Seja ¢ a raiz n-ésima primitiva da unidade em K e seja G(E/K) o
grupo ciclico.

Temos que N(¢71) = (("H™ = 1, ja que (7! estd em K, isto ¢, é fixo pelos auto-
morfismos de G(E/K), e também é uma raiz n-ésima da unidade. Aplicando o Teorema

(2.8.4), temos que 3 a € E tal que (~! = a/o(a), entdo o(a) = Ca.
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Como ( estd em K,

oc'(a) = oooo...o0(a)

i vezes
= googo...o0(Ca)
i—1 vezes
= googo...o0(Co(a))
1—2 vezes
= gooo...0q((%a)

1—2 vezes

= o(¢"a) = ¢o(a) = ¢ ia = (a

parat=1,...,n.

Seja f(z) o polinémio minimal de a sobre K. Entdo, os elementos o'(a) = (‘a também
sao raizes de f(x) e, portanto, f(z) tem grau no minimo n. Mas como ¢! € K Vi, (‘a
serd elemento de K («) para todo i. Portanto, K («) é corpo de decomposigao de f(z)

e, portanto, [K(a) : K] <n. Como [E : K| = n, segue que E = K(a).
Além disso,
o(a") = o(a)" = (¢a)" = "a" = a",
isto é, o™ é fixo por ¢ e por todas as poténcias de . Logo o™ € K e tomando a” = a,
« satisfaz " — a = 0.

ii) Por outro lado, seja a € K e « raiz de 2" — a = 0. Entao (‘a também é raiz de

" —a =0, paratodo?=1,..., n. De fato,
(Ca)"—a=(")a"—a=a"—a=0,

portanto todas as raizes de 2" — a estdo em K (o), pois (* € K Vi=1,..., n e assim

K (a) é Galoisiana.
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Seja G(K(a)/K), o grupo de Galois. Entao
ceGK((@)/K) = (c(@)"—a=o0c(a")—a=a—a=0,

isto é, o(«) é uma raiz de 2" —a. Se o(a) = wya, wia™ —a =0 como a"” =a, W} =1,

isto é w, é uma raiz n-ésima da unidade.

Uma aplicagao ¢ que leva 0 — w, é um homomorfismo de G(K(a)/K) no grupo das
raizes n-ésimas da unidade, que é ciclico. Como ¢ é injetiva, (G (K (a)/K)) é subgrupo
de um grupo ciclico de ordem d, com d divisor de n. Se ¢ é o gerador de G(K (a)/K),

entao w, é a raiz d-ésima primitiva da unidade. No que temos,

isto ¢ a? é fixo por o e portanto fixo por G(K(a)/K). Logo a? € K.

Teorema 2.8.9 (Forma aditiva do Teorema 90 de Hilbert). Sejam K um corpo, E uma
extensao ciclica sobre K, [E : K] =n. Seja o o gerador de G(E/K) e f € E. O trago

TrE(B) ¢ igual a 0, se e s6 se, existir a € F tal que § = o — o(a).

Demonstragao. (<) Se = a — o(«), entao
TR () = [B: K] 3 0s(8),
[E: K]; =1 pois F & Galoisiana, 0; € G(E/K) VY j € {1,..., n}. Considere

2
01 =0,02=0 ,...,0p4+1 =01
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T (B) = o1(f) +oa(B) + ...+ ou(B)
= oi(a—o(a))+o(a—o(a))+...+ opn(la— o))

= o1(a) —oa(a) + o2(a) —o3(a) + ... + op(a) —o1(a) = 0.

(=) Se TrZ(B) = 0, considere § € K tal que TrE(0) # 0, a existéncia de tal elemento
0 esta garantida pela independéncia linear dos elementos de G(E/K), como vimos no

Teorema 2.8.6. Seja « elemento de E tal que

1

o= m o0+ BB O) +... 4 (B+o(8) +...+0"(B) - 0" (O)]

Como o é homomorfismo de corpos e G(E/K) é ciclico, o(Tr()) = Tr(f), e vale

1

o(a) = 0 [0(8)0*(0) + o (8)0*(0) + 0*(8)o”(0) + ...+

+0(B)a™(8) + o*(8)™(0) + ... + "1 (B)a" (0)].

Logo a—o(a) = ﬁ—%:((g)) ‘Tr(B) e entdo vale f = a—o(«a), ja que Tr(5) = 0 por hipdtese.

O seguinte teorema assemelha-se ao Teorema 4.1.2 e ambos podem ter em suas demons-
tragoes elementos das formas multiplicativa e aditiva do Teorema 90 de Hilbert. Além
disso, mostra a possibilidade de outra raiz de polinémio em corpos de caracteristica
p > 0. Esse teorema serd essencial quando trabalharmos resultados de Cohomologia
Galoisiana e da Teoria de Kummer nos casos em que consideraremos os grupos aditivos

obtidos a partir do corpo base.

Teorema 2.8.10 (Artin-Schreier). Seja K um corpo de caracteristica p.

i) Seja E uma extensao ciclica de K de graup. Entao existe o € E tal que E = K(«)

e a satisfaz a equagio zP —x —a = 0 para algum a € K.

ii) Por outro lado, dado a € K, se o polinomio f(x) = aP —x — a tem uma raiz em
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K, todas as raizes estao em K. Se f(x) nao tem raiz em K, € irredutivel e, nesse

caso, se o € uma raiz, entao K(«) € ciclico de grau p sobre K.

Demonstragao. Para provar o item 7), novamente iremos considerar

01=0,09=000,...,0,=0000...00,
N————

p vezes

onde o é um gerador do grupo de galois G(E/K).

Seja —1 € K, entdo 0;(—1) = -1,V i€ {1,..., p} e, por conseguinte,

TrE(-1) =o1(=1) + oo(~1) + ...+ 0p(=1) =p- (=1) = 0.

Pelo Teorema (2.8.9), temos que 3 @ € E tal que —1 = a—o(a), ou seja, o(a) = v+ 1.

Logo, temos que

O’Z‘(Ck) = O'i_l(Od + 1) = ai_l(a) +1= O'Z‘_Q(Oé + 1) +1= O'Z'_Q(Oé) +2=...=a+1
Vie {1,...,p}
Como «a tem p conjugagoes, isto é, o1(a),02(v), ... ,0p(a), que sdo raizes do polinémio

minimal de «, logo [K(«a): K] >p,como [E:K]=peacFE, K(a)=E.

Além disso, temos que

ol —a) = o(a?)—o(a)
= o(a)! —o(a)
= (a+1)P—(a+1)

= d+l-a-1=a’-a

Mas se a? — « é fixo por o, temos que (o —a) € K. Tomemos a = af — « e concluimos



49 2.8. Extensoes Ciclicas e Abelianas

que « é a raiz de
2 —x—a=0,
concluindo o item 7).

Para provar o item i) tome a € K e considere o uma raiz de f(x), entdo

P —a—a=0

e portanto

(a+i) —(a+i)—a=acP+P—a—i—a= (P —a—a)+i?—i=0,Vie{l,2,.,p—1}.

Logo f(z) tem p raizes distintas.

Devemos lembrar que todo corpo de caracteristica p possui uma copia de ), e os ele-
mentos inteiros ¢ = 1, 2,..., p em K sao vistos como elementos de F,, por isso ¥ =14
para todo i. Observemos também que, se alguma raiz de f(x) estd em K, entao todas

as outras raizes também estarao, pois a +1¢ € K = o € K para todo 7 € K.

Supondo que nenhuma das raizes estdo em K, entdo o polinémio f(x) é irredutivel. De
fato, se f(x) nao for irredutivel poderiamos escrever f(x) = g(z)h(z), com g(z), h(x)

€ K[x] e o grau de g(x) é igual a um d com 1 < d < p. Temos ainda que g(z) é da

forma
gx)=(x—(a+1))(z— (a+i2))...(z — (a+iq))
comi;j=1,2,...,pej=1,2,...,de portanto g(z) tera o termo %1 com coeficiente
igual a
d
D (—(a+ij) = —da+1
j=1

para algum [ € F,,. Como d # 0 em K e (—da+1) € K, temos que o € K, 0 que é um

absurdo. Logo f(x) é irredutivel.

Agora, adjuntando a a K, temos que K («) contém todas as raizes de f(z), logo K(«a)
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é normal e galoisiana. Seja G(K(a)/K) o grupo de Galois correspondente. Entao

o(a) = o(a+1) para algum 0 € G(K(a)/K), pois a+ 1 também é raiz de f(x), assim

oi(a) =0i1(a+1)=0i1(a)+1=...=a+i

Vie{l,...,p}, ouseja, G(K(a)/K) é gerado por o e portanto K («) é extensao ciclica.
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Capitulo 3

Cohomologia Galoisiana

3.1 Cohomologia Galoisiana

Dado um grupo G, um G-mdédulo & esquerda é um grupo abeliano A, tal que para cada

o € Gea € A existe uma tnica correspondéncia o(a) € A que cumpre:

i) o(a+b)=o0(a)+o(b)Va, b € A

ii) (o7)(a) =0(7(a))Vo,7 € Gea € A

Na definicdo acima, optamos por escrever o grupo A com a operacao adicao.

Sejam A um G-médulo e n um inteiro nao-negativo. Uma n-cocadeia de G sobre A é
uma funcao f de n varidveis de G em A se n > 0, isto é f : G" — A, e é um elemento

de Asen=0.

Denotamos por C"(G,A) ao conjunto formado por n-cocadeias de G em A. Podemos
verificar que o conjunto C"(G,A) forma um grupo com a operagao adi¢ao. Observe que

este grupo também é abeliano.

Podemos ainda definir uma (n + 1)-cocadeia a partir de uma n-cocadeia da seguinte

maneira:
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Dada uma f € C"(G,A), tomamos

n

0f(o1,ms0ny1) = 01 f (02,000 41) + Z(_l)if(o'la---70'z‘0'i+17~-70'n+1)+
=1

+(—1)"+1f(01,...,0n).

Assim definida, 6 ¢ um homomorfismo de C*(G,A) em C""(G,A) como consequéncia

de que (f + g)(e) = f(o) + g(e) e também da propriedade i) de G-mo6dulos.

Verifica-se também que §df =0 com f € C"(G,A). De fato,

n
0f(o1,.y0ng1) = 01f(02, s Opy1) + Z(—l)if(ah ey OO 1y oy O 1)+
=1

—i—(—l)"“f(al,...,an),

uma soma com n + 2 termos e portanto §6f é uma soma com (n + 2)(n + 3) termos,
isto é, tem um nimero par de termos somados para todo n natural e isso é importante

para nos certificarmos que os termos irao se anular. Agora,

n+1
00 f (o1, .., Ony2) = 016 f(02, oy On +2) + Z(—l)iCSf(Ul’ ey TiOig 1y ey Ong2) +
=1

+H(=1)"20f (01, s 0n41)
= (5(5f(0’1, ceey Un+2) = 0’1(5f(0’2, cery O + 2) + (—1)1(5f(0'10'2, cees Un+2)+
+(—1)2(5f(0'1, 0903, ..., O'n+2) + ...+ (—1)n+1(5f(0'1, ey Un+10'n+2)+

+(—1)n+25f(0'1, ...,Un+1)

e se substituirmos cada § f acima, teremos

(5(5f<01, vy Un+2) =01 [O’Qf(O’g, ...,Un+2) + (—1)1f(0'203, ey O'n+2) + ...+
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H(=1)" (02, 0 Onp10nt2) + (1) f (02, s 0np1)] + (1) o109f (03, 0, ong2)+
(=D f(010903, ..., Opy2) + . + (=1)" f(0102, 03, ..., Oy 10ms2)+
+(=1)" " f(o109,03, ey pi1)] + (= 1)2[o1 f (0203, .., Ong2) + (=1) f (010203, ..., Opio)+
Foo + (1) f(01,0203,04, oo Ont10n12) + (—1)" T f (01,0903, 04..., 0ni1)] + -
H(=1)" o1 f (02, s Ont10n42) + (=1) (0102, 03, ., 0100 42) +
+(=1)2f(01,0203, 045 oo Ops10n42) + oo + (1) f (01, ooy OpnOng10ns2)+
—|—(—1)n+1f(0'1, ey0n)] F (—1)”+2 [o1f(02, ..., ont+1) + (—1)1f(0102, O3yeeesOnt1)+

+(—1)2f(01, 0903,04y .y Opt1) + oo + (=1)" f(O1, ey Opont1) + (—1)”+1f(01, ey O]

Os resultados obtidos em cada par de colchetes acima podem ser organizados em n + 3
linhas de uma matriz. Observe ainda que cada linha dessas possuird n + 2 fatores,
dos quais podemos organizar em colunas. Dessa forma, teremos uma matriz como no
anexo 1. Se denotarmos tal matriz por (a[i;j})[n+3;n+g] com linhas representadas por
i € {1,...,n + 3} e colunas representadas por j € {1,...,n + 2}, entao sdo inversos os

elementos:

an;1) € ap2;1], A[2;2] © A[3;2] -+ An+2;n+2] € An+3;n+2]5

a[1;2] € A[3;1], 4[2;3] € A[4;2] - A[n+1;n+2] € An+3;n+1]

A[1;n42] € Ant3;1]

E portanto a soma dos termos se reduz a 0.

Sejam Z™(G,A) :={f € C"(G,A)|df =0}, B*G,A) :={6f | f € C"YG,A)} para
(n > 0), BY(G,A) := 0.

Chamamos f € Z"(G,A) de n-cociclo e §f € B"(G,A) de n-cobordo.
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Agora, pelo fato de ¢ ser homomorfismo, temos que Z"(G,A) é um subgrupo de
C™"(G,A), pois é niicleo de ¢ aplicado em C"(G,A) e B"(G,A) é um subgrupo de
C™(G,A), pois é imagem de § aplicado em C" }(G,A). Mas como §6f = 0, temos
que B"(G,A) C Z"(G,A).

Ja que C™(G,A) é abeliano, seus subgrupos sao normais e podemos definir o grupo quo-
ciente H"(G,A) = Z"(G,A)/B"(G,A) o qual chamamos de n-ésimo Grupo de Coho-
mologia de G sobre A.

Estamos especialmente interessados nos casos em que n = 0 e n = 1. Observe que, para

f € ZY(G,A), diante das definicdes acima, temos

O0f(o,7)=0f(1)— f(o1)+ flo)=0VoT € G

= [floT) = o f(7) + f(0)

Encontramos assim uma condigio para os elementos de Z!(G,A) e chamamos de ho-
momorfismo cruzado a fungdo que cumpre tal condi¢ao. (Note que f homomorfismo
cruzado implica f(1) =0.)

Agora, parag € B'(G,A) temosqueg=dfcom f € C°(G,A) = A,istoé f=a € A
e assim g(0) = oa — a, onde a notagdo oa representa a acdo de o em a. Por sua vez,

chamamos a fungdo que cumpre tal condigdo de homomorfismo cruzado principal.

Podemos também usar a seguinte notagao para uma n-cocadeia: {a, },eq, que equivale

a imagem de uma fungao f como usamos acima, isto é, f(o) = a,-.

Nesse caso, também podemos avaliar o G agindo em A ou, equivalentemente, podemos
assumir um homomorfismo G — Aut(A). (essa equivaléncia pode ser mostrada de

forma analoga & demonstrada na observacao 1.1.3).



55 3.1. Cohomologia Galoisiana

E portanto um 1-cociclo de G em A serd uma familia de elementos {a,}seq com

oy € A, satisfazendo a seguinte relagao

Qy +oa; =05 Vo, 7 €G.

Se {as}oec © {Bs}oec sdo l-cociclos, entdo podemos usar a soma em Z!'(G,A) da

seguinte maneira {&; }oeq + {Bs tocc = {0 + B }oca-

Similarmente, 1-cobordo de G em A é uma familia de elementos {a, }sci tal que para
cada ay,, 3 8 € A para o qual a, = 0 — 5. Ou seja, a, é a imagem de o por uma

aplicacdo f : G — A que satisfaz f(o) = o —  para algum 5 € A.

Observacao 3.1.1. Suponha que G € um grupo ciclico e finito e A wm G-mddulo. Seja
Trg: A — A
a — Y oa

oeG

Seja v o gerador de G e considere o subconjunto
(1-vA:={a€ A|a=0b—~bpara algum b € A}.

E facil ver que (1 —~)A é um subgrupo de A e como A é abeliano, é subgrupo normal.

Entao temos o sequinte isomorfismo

ker Trg

= ~ HYG, A)

De fato, se {ag}toec € ZY(G,A) entio a., é um elemento de ker Trg, pois
Qyz = Qyy = YOy + Qy

— — A2 _ A2
03 = Q2 = YV 0y + Qg2 = Y 0y + Y0y + 0y



Capitulo 3. Cohomologia Galoisiana 56

— _ n—1
Qgn = Qyn—1, =7 " Qy + oo + Q.

Isto é, ayn = Trg(any), mas ayn = agq = 0.

Agora, V a € Ker Trg, ay, = Y la + 420 + ... + ya + a define um elemento de
ZYG,A). Temos portanto Z'(G,A) ~ Ker Trg.

Basta verificar que BY(G,A) ~ (1—~)A, mas paraa € (1—v)A, 3b € A tal que a =
b — b e portanto cy = —b + b vai def inir um elemento de B*(G,A). Reciprocamente

para um elemento {a.i}ti e (1,..n} € BY(G,A) tomamos a., que obviamente pertence

a(l—v)A.

Proposigao 3.1.2. Seja A um G-mddulo. Suponha que dado a € A temos ca = a,

VY o € G ou, dito de outra maneira, suponha que G age trivialmente sobre A. Entao

HY(G,A) = Z1(G,A) = Hom(G, A).

Demonstragio. Basta observar que V g € B'(G,A), temos g(0) = ca — a, mas ca =
a, entdo g é identicamente nulo e portanto Z!(G,A)/BY(G,A) = Z'(G,A). Agora,
V f € ZYG,A) temos f(1) = 0 e ainda f(o7) = of(r) + f(0). Como o f(7) = f(7),
vale f(o7) = f(7) + f(0), caracteristica de todo homomorfismo de grupos de G em A.

Antes do proximo resultado, observe que dada uma extensao galoisiana de corpos E
sobre K, o grupo de galois G(E/K) age cononicamente nos grupos E* (E\ {0}, grupo

com a multiplicagao) e ET (E visto como grupo, com a adigao).

Teorema 3.1.3. Seja E/K uma extensao galoisiana finita com grupo de galois G =
G(E/K). Entao, pelas agoes candnicas de G nos grupos E* e ET nds temos, respecti-
vamente, H'(G,E*) = 1 ¢ HY(G,E*") = 0. Em outras palavras, o primeiro grupo de

cohomologia € trivial em ambos os casos.

Demonstragio. Seja {a, hyoeq um 1-cociclo de G em E*, isto ¢, {a, bvocq € ZY (G, E*).
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O cociclo multiplicativo nos d4a a seguinte relagao:

g0l

r = Qo1

Nesta relacdo, o, = f(0), com f homomorfismo cruzado e aZ = oo, (¢ agindo em a),
ou seja, aZ = o f(7). Observe que os elementos de G comportam-se como expoentes

nos elementos de E* ao considerarmos (o o 7)(a) = a”7 = (a7)°.

Vamos agora considerar os elementos de G como carateres distintos de E* em E* e,
pela independéncia linear desses elementos, garantida pelo Teorema 2.8.6, vai existir

um elemento 6 € E* tal que,

Z ar7(0) =B #0.

TG

Entao o(8) = > o(a,7(0)), 0 € G qualquer.
TeG

= 0(f) =D afoor(f) =Y alb7 =3 a;lagmt = a1 Y aprd’.

TEG TEG TEG TEG

Observe que enquanto 7 percorre todo o G, o7 também percorre, portanto temos o () =

a;'B,ouseja, 3B € E*talque o, =o(B)3 Vo € G

= a,' € BYG,E*) = o, € BY(G,E").

o

Concluimos dai que H'(G,E*) = 1.
Analogamente, para a forma aditiva, tomamos 6 tal que Tr(0) = > 7(0) # 0 e fazemos

T7€G
B= iy ¥ arr(0) = 0(8) = o(Tr(0) 1) 5 olar)o(r(6)).

TEG T€G
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Como a, + o(ar) = agr, temos o(a;) = aeT — .

=0o(B) = o(Tr(0)") D (aor — a5)(o 0 7)(0))

T€G

= o(Te(0) (D aor(o o)) = Y agloor)(9))
7€G T€G

— J(Tr(e)_l)(z agr(ocoT1)(0) — as Z(O’ o7)(0))
TG TeG

= B—a,Tr(0)o(Tr(c)™h)

= B-as

Usamos acima o fato de que o(Trf) = Trf e o(a~!) = o(a) ™!, pois o é automorfismo

de anéis e portanto preserva soma e produto.
Logo, ZY(G,E*) = BYG,ET) = HY(G,ET) = 0.

|
Lema 3.1.4. (Lema de Sah) Seja G um grupo e seja E um G-mddulo. Seja T um
elemento pertencente ao centro de G. Entio todo elemento de H'(G,E) € levado ao

zero pela composicao da aplicacao V : E — E tal que x — Tx —x em E. Em particular,

se esta aplicagio € um automorfismo de E, entdo H'(G,E) = 0.

Demonstracdo. Seja f um 1-cociclo de G em E. Como 7 esta no centro de G, entao

flo)=f(ror™") = f(r)+7f(or™h)
= f(O)+7(flo)+af(r™h)

Portanto,
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Mas f(1) =0, e vale

= 7)) = —rf()
E assim temos
Vo f(o)=0of(r)— f(r), Vo € G

Conclufmos que ¥ o f esta em B1(G,E).

Agora, se ¥ é automorfismo, implica que todo elemento de E pode ser escrito como

Tx —x e assim H'(G,E) = 0.
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Capitulo 4

Teoria de Kummer

4.1 Extensoes de Kummer

Consideremos agora o corpo de decomposigao de f(z) = 2P —a sobre um corpo K, com
p primo. Assumiremos que o corpo K esta contido em C e que K contém raiz p-ésima
primitiva da unidade (,. Seja a uma particular raiz p-ésima de a, entao as raizes de
f(z) sao

a, (pa, Cga, e (5_104, pois ()P =1V n.

Portanto o corpo de decomposigao de f(x) sobre K ¢é gerado por uma tunica raiz a, ou

seja, ¢ o corpo F = K(a).

Proposicao 4.1.1. Seja K um subcorpo de C que contém a raiz p-ésima primitiva da
unidade Cp e seja a um elemento de K que nao € uma poténcia de p em K. Entao o
corpo de decomposi¢ao de f(x) = aP — a tem grau p sobre K, e seu grupo de Galois é

ciclico de ordem p.

Demonstragao. Seja F' o corpo de decomposicao de f sobre K e seja o € F/K uma
das raizes de f. Entao existe um automorfismo ¢ € G(F/K) tal que ¢(a) # a. Uma

vez que as raizes de f sdo da forma (;oz, com i € {0,..., p— 1}, ¥(a) = (o, para
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algum r #£ 0, pois ¥ deve levar raizes de f em raizes de f. Assim os automorfismos de

G(F/K) sao encontrados da seguinte maneira:

D(Gper) = B(G) - dla) = (&) (),

como 9 ((p) = (p pois ¢, € K, temos

V() = ¥(G) () = Gr(a) = GMa

e ainda

P2 (a) = P(¥(a)) = ¢¥((Ta) = Ypb(e) = (a

e logo

W (a) =) o, para j €{0,1,...,p—1}.

Como ¢, é raiz p-ésima primitiva da unidade, a menor poténcia do automorfismo 1 que
fixa o & ¢P. Logo, ¢ tem ordem pelo menos p em G(F/K). Por outro lado, o é um
dos elementos da base de F' sobre K, e f(a) =0, logo [F : K] < p, pois f tem grau p.
Como G(F/K) tem no minimo p elementos, [F' : K| = p, f(z) ¢é irredutivel sobre K e
G(F/K) é ciclico de ordem p.

Teorema 4.1.2. Sejam K um subcorpo de C, {, € C\ K uma raiz p-ésima primitiva
da unidade e F' uma extensao galoisiana sobre K de grau p. Entdo obtemos F pela

adjuncao, ao corpo K, de uma p-ésima raiz.

Demonstragao. Sendo G(F/K) um grupo de ordem prima, ¢é ciclico. Dado ¢ € G(F/K),
¢ # 1d, entao ¢ gera G(F/K). Se tomarmos F' como um espago vetorial sobre K, temos

que ¢ é um operador linear de F', pois

pla+B) = o) +o(f) e dp(c-a) =cpla) Va, fe Fece K.
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Como G(F/K) é ciclico de ordem p, ¢ = Id. Além disso, tomando A um autovalor de
¢, entao N\’ =1, isto é, A € uma poténcia de (,. Os autovalores pertencem a K e pelo
menos um deles é diferente de 1. De fato, seja T a matriz correspondente ao operador
linear ¢, entdao temos que TP = Id. Assim, temos que T é diagonalizavel e portanto
existe uma matriz diagonal A semelhante a 7. Como T # Id, A # Id e assim alguma

entrada da diagonal de A é diferente de 1.

Escolhemos « autovetor com autovalor (; # 1. entdo ¢(a) = C;oz e portanto
$(aP) = ¢(a)? = ()’ = ()PP = o,

logo ¢ fixa a”. Como ¢ gera G(F/K), o elemento o € F(r/k) (Corpo fixo de G(F/K)
em F') que é o proprio K. Portanto o é um elemento de F' cuja p-ésima poténcia esta
em K. Ja que ¢(a) = (lae ¢} ¢ K, entdo ¢(a) # a e 0 elemento v ¢ K. Como [F : K]
é primo, « gera F, ou seja F' = K(«).

Definicao 4.1.3. Se K ¢é um corpo que contem as n-ésimas raizes da unidade, entdo
a extensdo F, obtida pela adjuncdo ao corpo base K de uma raiz n-ésima ou de vd-
rias raizes n-ésimas de elementos de K*, € frequentemente chamada de extensdo de

Kummer.

Vamos apresentar agora a teoria mais geral, que inclui extensoes de corpos de caracte-

ristica p.

4.2 Teoria Abeliana

Nesta secao apresentaremos os Teoremas de Correspondéncia. Duas provas distintas
serdo exibidas para a forma multiplicativa, a primeira nao depende dos resultados do

Capitulo de Cohomologia.

Em ambas as subsegoes, consideramos o fato de que, se E/K é uma extensao galoisiana
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e G(E/K) é o seu grupo de galois, E/K tem expoente m se G(E/K) tem expoente m

(ver defini¢ao no inicio da segao 1.2).

Vamos considerar m coprimo com a caracteristica de K e que a m-ésima raiz primitiva
de unidade estd em K. Denotamos por p,, o grupo das m-ésimas raizes da unidade e,

nesse caso, (, C K.

Se a € K, a*/™ ou %/a fara sentido se o™ = a para a € E e assim também vale
(€)™ = a, com & raiz m-ésima da unidade. Nesse caso, K(a) = K(a'/™). Denotamos
também como K*™ ao subgrupo de K* formado por todas as m-ésimas poténcias de
elementos nao nulos de K. Isto é, K* = Im¢ onde ¢ é homomorfismo tal que ¢ :

K* — K* com x — ™.

Se B é subgrupo de K* contendo K*™  denotamos por K(Bl/m) ou Kp a extensao
composta de todas as extensdes K (a'/™) com a € B (veja Defini¢do 2.6.13). Dessa

forma, Kp é unicamente determinada pelo subgrupo B.

4.2.1 Teorema de Correspondéncia, forma multiplicativa

Com as notagoes acima, considere a € B e ™ = a, entdao 2™ — a é um polinémio de
K|[z] que pode ser decomposto em fatores lineares em K (a'/™), pois as raizes m-ézimas
da unidade estdao em K, e portanto K (al/ ™) & uma extensao galoisiana sobre K. Ja que
isso vale para todo a € B, todo elemento de Kp que esta contido em alguma extensao
K (al/ ") seré& separavel e seu polindmio minimal possuira todas as raizes nesse corpo,
pois extensao galoisiana também é normal. Mas todo elemento de Kp esta contido em

1/m 1/m

uma extensao finita que ¢ gerada por elementos a;"",---, a;”, com a; € B para

todoi € {1,---,1}.

Tal extensao, por sua vez, é corpo de decomposicao do polinémio
(™ —a1). (2™ —ag).- - (2™ — ),

isto é, é galoisiana e portanto normal. Concluimos que todo elemento de K g é separavel
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e seu polinémio minimal tem todas suas raizes contidas nesse corpo, portanto Kpg é

extensao normal e separavel, isto é, é extensao galoisiana.

Observe ainda que, se 0 € G(Kp/K) e o™ =a € B, entao o(a) = wya onde w, €
m-ésima raiz da unidade, ou seja, wy, € uny C K*. A aplicagdo que leva 0 em w, é um

homomorfismo de G(Kp/K) em fin,.

Além disso, tomando dois elementos o e 7 em G(Kp/K), temos que 07(a) = wew, o =
wrwea, pois K é corpo. Como os geradadores de K sao os elementos do tipo o = at/m

concluimos que G(Kp/K) & abeliano.
Como vimos, o(a) = wya, portanto podemos considerar o elemento w, como o(a)/c.

Verificamos que w, nao depende da m-ésima raiz de a, pois se o é outra m-ésima raiz

de a, wy, = o(a/)/d = o(a)/a.

Podemos usar aqui a notac¢ao w, = (0, a) e temos o emparelhamento (ver defini¢ao na
secao 1.2):
G(Kp/K)x B —  pn
(0,a) — (o,a) '
Nessa aplicagao, se a € K*™, (0,a) = 1. De fato, pois a € K*" implica que a = b
para algum b € K*. Como (0,a) = w, e w, nao depende da raiz m-ésima de a
escolhida, o(b) = wyb, mas b € K implica que o(b) = b, para todo o em G(Kp/K),

portanto w, = 1.

No teorema abaixo vamos usar a notacgao (B : K*™) para denotar a ordem do grupo

quociente B/K*™, isto é, (B : K*") = |B/K*™|.

Teorema 4.2.1. Seja K um corpo, m € Z, m > 0, mdc(m,p) = 1, onde p € a
caracteristica de K, tal que K contém a m-ésima raiz primitiva da unidade. Seja ainda

B subgrupo de K* que contém K*™, e considere Kg = K(Bl/m), Entao temos:

1) Kp € extensao galoisiana, abeliana de expoente m;
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2) Seja G = G(Kp/K). A aplicagao

GxB — um

(0,0) = (0,a) =ws =0(a)/a
com o™ = a, € um emparelhamento;

3) O naicleo a esquerda da aplicagao dada no item 2) € 1 e o nicleo 4 direita é K*™.

4) [Kp: K| <oo& (B: K*") < oo e, nesse caso, B/K*™ ~ G" e vale [Kp : K| =
(B: K*™).

Demonstragao. 1) Mostramos anteriormente que Kp é extensao galoisiana e abeliana.

Vamos mostrar que tem expoente m.

Observe que K g é composicio de todas as extensdes K (a!'/™) tal que a € B e K(a'/™)/K
é extensao galoisiana, logo normal. Pelo Teorema Fundamental da teoria de Galois te-

mos G(Kp/K)/G(Kg/K(a'/™)) ~ G(K (a'/™)/K).

Agora, para 0 € G(K(a'/™)/K) temos o™ = Id, pois G(K(a'/™)/K) tem ordem
m. Portanto, se 0 € G(Kp/K), tomamos 0 € G(Kp/K)/G(Kp/K(a'/™)) e temos
o™ =5 =Id. Assim, 0 € G(Kp/K (a'/™)).

Logo, concluimos que crm(al/m) = /™ ¥ a € B. Mas os geradores de Kp sao os

1/m

elementos do tipo a™/™, entao ¢ = Id. Como o foi tomado arbitrariamente, obtemos

que G(Kp/K) tem expoente m.

2) Agora vamos mostrar que, de fato, temos homomorfismos nas aplicagoes o — (o, a)
com a fixo, e a — (0, a) com o fixo.

(coT1,a) — (0 0T,a) = Weor = (0 07T)(a)/ax = o(wra)/a = Wrwea/a = Wrwe =
(0,a)(t,a), onde ™ = a.

Por outro lado, (o, ab) — (o, ab) = w, = o(B)/5, onde f™ = abe = 152 com 1" = a
e B5' = b. Ou seja, o(B)/8 = o(B1B2)/B1B2 = a(B1)o(B2)/B1B2 = §5B1(sP2/ P12 =

&5Co = (0,a){o,b), com &, e (, elementos de fi,.
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3) Para que 0 € G(Kp/K) seja um elemento do nucleo & esquerda da aplicagao dada
no item 2) devemos ter (0,a) =1V a € B, com o™ = a. Isso significa que o(a)/a =1
e assim o(a) = a. Portanto, o(a'/™) =a'/" V¥ a € B.

Entdo o deve fixar todo elemento de tipo a'/™, a € B, isto é, o deve fixar todo

elemento gerador de Kp. Temos portanto que o =1Id em G(Kp/K).

Agora, se um elemento a € B estiver no nicleo a direita da aplicagdo dada no
item 2), devemos ter (o,a) = 1, V 0 € G(Kp/K), e assim o(a)/a = 1. Portanto
o(la) =aVoeGKp/K) e entao a esta no corpo fixo de G(Kp/K), isto é, « € K.

Mas o™ = a, entao a € K*™. Ja mostramos, antes de enunciar este teorema, que se
a € K*™ implica que (o,a) = 1.
Concluimos que K*™ é o nucleo & direita.
4) Supondo Kp/K finito, temos G(Kp/K) = G(Kp/K)/{ld} finito. Aplicamos o
Teorema de Dualidade (1.2.2) para concluir que a ordem de B/K*™ ¢é finita e que
B/K*™ = G(Kp/K)" e portanto [Kp : K] = (B : K*™).

|
Teorema 4.2.2. Seja K um corpo, m € Z, m > 0, mdc(m,p) = 1, onde p é a
caracteristica de K, tal que K contém a m-ésima raiz primitiva da unidade, e considere
os conjuntos A = {B C K* subgrupo | K*™* C B} e ®={E/K | E ¢é extensao abeliana

sobre K de expoente m}, entao a aplica¢ao

v: A —- O
BHKB

€ uma bijecao.

Demonstracao. Vamos mostrar primeiro a sobrejetividade de 1. Se E é extensao de K

abeliana de expoente m, temos que mostrar que F¥ = Kp para algum B € A.

Observe que toda extensao abeliana F de K adimite uma subextensao finita L sobre
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K, que é abeliana e de expoente m, como consequéncia do Teorema 2.8.1. Sendo
G(L/K) abeliano e finito é portanto produto de grupos ciclicos de expoente m, e, pelo
Corolario 2.6.18, L é extensao composta de extensoes ciclicas. Podemos entao tomar
a extensao F como a composta de extensoes ciclicas. Além disso, pelo Teorema 2.8.8,

toda extensao ciclica pode ser obtida pela adjun¢ao de uma m-ésima raiz. Portanto F

m

pode ser escrita como a composta de extensoes do tipo K(«;) tal que j

= b; com
b; € K*. Seja B o subgrupo de K* gerado por todos esses b;s e por K*™. Temos

portanto, K* C B C K* e = Kp como querfamos.

Outra forma de mostrar a sobrejetividade é mostrar que £ € © é igual & extensao

Kp € Aonde B=E*""NK*.

Agora, para mostrar a injetividade, dados B; e By em A e supondo Kp, = Kp,. Temos,
em particular, Kp, C Kp,. Vamos mostrar que B; C Bs. De fato, tome b € By, entao
K(bY™) c Kp, e K(b'/™) esta contida numa subextensdo finitamente gerada de Kp,.
Vamos chamar de E tal extensao. Entao Kjm C E C Kp,, e E = K(aq,---, o) tal

que )" =b;onde i € {1,---,l} eb; € Ba.

Considere agora N o subgrupo de Bs gerado por K*" e pelos elementos by, -, b;.

Entao temos que £ = K.

Tomando B3 o subgrupo de K* gerado pelo subgrupo N e pelo elemento b, entao
K*™ C By C K* e como K(b'/™) c Ky C Kp, temos que Kp, = Ky. Entao, pelo
teorema anterior, podemos concluir que (B3 : K*™) = (N : K*™). Isso implica que
Bs = N, pois N C Bs. Portanto, b € N e, como b € By foi tomado arbitrariamente,

concluimos que B C N C Bs.

Analogamente, considerando que Kp, C Kp,, concluiremos que By C Bj. Isto é

Kp, = Kp, implica B; = B>, ou seja, 1 € injetiva.

Logo 1 & bijetiva.
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4.2.2 Teorema de Correspondéncia, forma multiplicativa (Bis)

Teorema 4.2.3. Seja E/K uma extensio de galois finita, com grupo de galois G e

suponha p, C K. Entao (K* N E*™)/K*™ = Hom(G, fiy,).

Demonstra¢ao. Observe a seguinte sequéncia de homomorfismos:

0Ly L B* L2 prm By
Com fy(0) =1, f1i(¢) =CV { € pum homomorfismo inclusao, fo(5) ="V S € E*
e fa(a) =0V a € E*™.
Temos portanto que Im f; =Kerfi11 Vi € {0,1,2}. Sequéncia com tal caracteristica é
chamada de sequéncia exata, e induz, sobre os invariantes por G, a seguinte sequéncia

exata (ver [14], pg 95 ou [4] Teorema 5.4):

020 46 L (g6 Ly (pryG By ) T HYGLET) — -

m

Como K ¢é corpo fixo de E sobre G, puS = pm, (B¢ = K* ¢ (E*™)¢ = K* N
E*™. Além disso, G age trivialmente sobre os elementos de pi,,, entdo podemos usar a
Proposigao 3.1.2 e temos H'(G, ji,,) = Hom(G, ). Pelo Teorema 3.1.3, H(G, E*) =

0, e portanto temos

0%, o, A e Loy g Hom(G, ptm) Jig

sequéncia exata.

O homomorfismo f; tem imagem igual a K*™ que é nicleo do homomorfismo f3, usamos
o Teorema de isomorfismos para concluir que (K*NE*™)/K*™ = Im f; = Hom(G, fiy,).

Corolario 4.2.4. Se L o fecho algébrico de K e G = Gal(L/K), entao K*/K*™ =
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Hom(G, pm)-

Demonstracao. Temos que K* = K* N L*™. De fato, devemos mostrar apenas que
K* Cc K*NL*". Tome aw € K*\ (K* N L*™) entao o # ™ para qualquer € L* e
assim o polinémio ™ —a € K|[z| ndo tem raizes em L, o que contradiz o fato de L ser

algebricamente fechado.

Entao K*NL* = K*™ e vale (K*NL*)/K*™ = K*/K*™, usando o teorema acima,
obtemos K*/K*™ = Hom(G, fim,).

Tomemos agora um fecho algébrico L de K e G = G(L/K). Sejaainda ¢ € Hom(G, i)
e considere Ker ¢, que é um subgrupo normal de G. Tomemos entao a extensao Ey
como sendo a extensao de K contida em L formada pelos elementos de L que sao fixos

por Ker ¢.

Pela Teoria de Galois, tal extensao é galoisiana e vale que G(Fy/K) = G/G(L/Ey),
mas G(L/Ey) = ker ¢ e portanto G(Ey/K) = Im ¢ C fiy,.

Portanto G(E4/K) é grupo ciclico, ou seja, Fy/K é extensao ciclica com [Ey : K] =
|G(E4/K)| = d, onde d| m, m = |ii,|. Como ¢%(0) = (¢(c))V o € G, temos que ¢
tem ordem d, pois (¢(c))? =1V ¢ € G, isto é, ¢¢ = 1. Seja n relativamente primo
com d e suponha que ¢(o) =1, ¢"(0) = ¢(0)... - (o) = 1. Por outro lado, ¢" (o) =1
implica que ¢(o) = 1, caso contrario, teriamos ¢(c) # 1 e, para que valha ¢" (o) = 1,
deveriamos ter n = A - d para algum inteiro A, contrariando o fato de mdc(n,d) = 1.
Concluimos que ¢" e ¢ tem o mesmo ntcleo e portanto correspondem & mesma extensao

Ey4 de K, via Teorema fundamental de Galois.

Considere agora uma extensao E sobre K, ciclica de grau d, com d|m. Tomamos em
Hom(G, pm,) o conjunto dos elementos que sao triviais em G(L/FE), isto é, tomamos o

conjunto Hg = {¢ € Hom(G, unm) | ¢(0c) =1V o € G(L/E) C G}.

Seja ¢ € Hpeo € G(E/K) tal que o é o gerador. Pelo Teorema 2.8.1, temos
que G(E/K) =2 G(L/K)/G(L/E), isto é, podemos ver G(E/K) como subgrupo de
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G(L/K). Como o tem ordem d, ¢(o) tem ordem d em fi,.

Desta forma, temos uma bije¢ao entre os subgrupos ciclicos de Hom(G,uy,) = K*/K*™

tais que a ordem divide m e as extensoes ciclicas de K, cujo grau divide m.

Acabamos de mostrar o seguinte resultado:

Teorema 4.2.5. Fxiste uma correspondéncia bijetiva entre os subgrupos ciclicos de

K*/K*™ e as extensoes ciclicas sobre K.

Agora podemos melhorar esse resultado da seguinte forma:

Teorema 4.2.6. Ezxiste uma correspondéncia bijetiva entre os subgrupos abelianos de

K*/K*™ de expoente m e as extensoes abelianas finitas de expoente m.

Demonstra¢ao. Suponha que E/K ¢ uma extensao finita abeliana de grau d tal que
dlm. Podemos decompor G(E/K) = G1 x G X ... X G, tal que cada G; é ciclico de
ordem d; e d;/m. Tomamos E; como o corpo fixo de G; X ... X Gj—1 X Giy1 X ... Xx G,
com G(E;/K) como no Corolario 2.6.18, isto é, £ = K1 Ks...K,, onde K; é extensdo
ciclica e, pelo Teorema 4.2.5, temos ¢1, @2, ... ,¢, € Hom(G,up,) tais que ¢; tem nucleo
G(L/K;), com L fecho algébrico de K. Cada ¢; corresponde & um subgrupo ciclico de
K*/K*™ de ordem d;. Tomamos ¢ = ¢1 X ... X ¢, € Hom(G, pp,), entao ¢ tem nucleo

G(L/E). Assim, ¢ corresponde a um subgrupo de K*/K*™ com expoente m.

Por outro lado, dado um subgrupo finito H de K*/K*™ de expoente m, tomamos
H = H; x ... x H, tal que cada H; é ciclico de ordem d;, e cada um H; corresponde
a algum ¢; € Hom(G,uy,), ¢; com ordem d;. Cada ¢; corresponde & uma extensao de
Galois ciclica E; sobre K tal que o grupo de Galois G; = G(E;/K) = Im¢; de ordem

d;, assim como fizemos no Teorema 4.2.5.

Tomamos entao o produto G X ... X G, = G como o grupo de Galois da composigao

de extensées F = F1FE»...E, e assim G tem expoente m.
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Vamos agora apresentar dois exemplos em caracteristica 0, onde o resultado acima

também pode ser verificado.

Exemplo 4.2.7. Considere o corpo dos reais R. Sabemos que admite uma dnica ex-
tensao abeliana C de grau dois. E observe que o grupo multiplicativo R* contém as raiz
quadradas da unidade, e ainda que o grupo quociente R* /R*? tem apenas os elementos
—1 e 1, o que significa que temos apenas um subgrupo B tal que R*?> C B C R* que €

o proprio R* e assim Kg = C.

Exemplo 4.2.8. Considere agora o corpo dos racionais Q. O conjunto das extensoes
abelianas de grau dois serd bijetivo com o cojunto dos subgrupos de Q*/Q*? ou equiva-

lentemente, com os subgrupos de Q* que contém Q*2. Observe que

Q/Q?={-11}x P Z/2Z
p primo
onde o grupo & direita € a soma direta de {—1,1} com infinitas copias de Z/27 inde-
zadas por numeros primos. Um elemento desse grupo tem toda entrada a; = 0, exceto

por um numero finito de entradas.

Para verificar o isomorfismo, observe que cada elemento em Q*/Q*2 pode ser escrito
como o produto finito de r primos py-p2-... P, a menos de sinal. E, para cada elemento
(£1,az,a3,as,...) em {=1,1} x @ Z/2Z identificamos com o elemento de Q*/Q*?

p primo
que € o produto de primos p; nos quais a,, € diferente de zero, e o respectivo sinal.

As extensdes de Q de grau dois sdo obtidas pela adjuncao de um elemento que € do tipo
VP1 P2 .- Pr, @ menos de sinal, com p; primo para todo i € {1,...,r}. Tal extensao
obviamente tem grupo de galois isomorfo a /27, portanto € abeliana. Dai podemos ob-
servar que as possibilidades de elementos a serem adjuntados para formar extensdes de
grau dois, coincidem com as possibilidades de subgrupos de {—1,1} x @ Z/2Z, da se-

p primo

guinte maneira: dado um gerador de extensao abeliana de grau dois \/£1-p1 - pa - ... - Py
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tomamos

{-11} x{0}®..® Z/2Z ®{0}®..& Z/2Z {0} ..
—~— ~——

posi¢ao p1 POSi¢cao p2

como subgrupo correspondente.

4.2.3 Teorema de Correspondéncia, forma aditiva

Seja K corpo de caracteristica p, definimos o operador p por p(x) = 2P —x parax € K+
(K como grupo aditivo). Entao p ¢ um homomorfismo de grupo de KT nele mesmo.

De fato,
prt+y)=@+y) —(r+y)=aP+y* —x—y=a —z+ 9y’ —y = p(r) + p(y)

Esse operador nos d4 uma imagem em KT que desempenha papel semelhante a K*™
na teoria multiplicativa, toda vez que m for um nimero primo. A raiz do polinémio

1

2P—x—a,coma € K,serddenotada por p~'a (o elemento p~la ndo é necessariamente

um elemento de K). Se B é um subgrupo de KT contendo p(K), tomamos Kp =

1

K(p~'B) o corpo obtido quando adjuntamos p~'a & K para todo a € B. Observe que

B aqui é um subgrupo de KT, olhando K™ como grupo aditivo.
Teorema 4.2.9. Seja K um corpo de caracteristica p. Entao temos:

1) A aplicagio B + K(p~'B) é uma bijecio entre subgrupos de K+ contendo p(K)

e extensoes abelianas de K de expoente p;

2) Seja Kg = K(p~1'B) e seja G(Kp/K) o seu grupo de galois. Seo € G(Kg/K) e
a € B, com p(a) = a (observe que o nao estd necessariamente em K, pois basta

que seja raiz de 2P —x — a € K|z]), seja (0,a) = oa — . Entao a aplicagao

GxB — Z/pZ

(0,a) +— {o,a)
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€ bilinear;
3) O niicleo a esquerda da aplicagao dada no item 2) é 1 e o nicleo a direita € pK ;

4) A extensao Kp/K é finita se somente se (B : pK) € finita e, nesse caso, vale

[Kp: K|]=(B:pK).

Demonstragao. Devemos observar que oo — « realmente é um elemento de Z/pZ, ja que
p(ca—a) =0, isto é, (ca—a)P~! = 1, e portanto, como K* ¢ ciclico, admite apenas um
subgrupo de ordem p—1 (ver [11], pagina 157) que é exatamente Z/pZ* o que implica que
todo elemento que tem expoente p—1 esta em Z/pZ*. A prova do teorema acima é ana-
loga & prova do Teorema de correspondéncia apresentado na Subsegado 4.2.1, alterando
a operacao, usando raiz p-ésima ao invéz da raiz m-ésima, e o Teorema 2.8.10 no lugar do

Teorema 2.8.8.

O leitor interessado em conhecer mais sobre extenstes de Kummer, em particular, sobre
extensoes abelianas de corpos de caracteristica positiva p, de expoente poténcia de p,

recomendamos a leitura das se¢oes 8.10 e 8.11 de [15].
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Consideracoes Finais

Fizemos aqui a apresentagao dos Teoremas de Correspondéncia, como consequéncia da

Teoria de Galois, utilizando ferramentas de Cohomologia de Grupos.

A relevancia do tema proposto neste trabalho pode ser verificada nas aplicacbes em
teoria dos nimeros, como por exemplo, no artigo de Emmanuel Kowalski, "Some local-
Global applications of Kummer Theory"[17]| para responder se a afirmagao "a pertence
ao subgrupo gerado por b"obedece a um principio local-global, onde a e b sdo pontos

racionais de algum grupo algébrico sobre um corpo numérico.

Também podemos citar a aplicacdo da Teoria de Kummer para a lei da reciprocidade
quadratica que verifica o fato de as extensoes quadréticas estarem contidas em extensoes

ciclotomicas, sobre as quais tem-se maior controle (ver [18]).

Um trabalho interessante também foi apresentado por Vahid Shirbisheh, em seu artigo
intitulado A Relative Version of Kummer Theory [16], que estabelece um isomorfismo
entre os F),[G]-submddulos finitamente gerados de E*/E*P e o grupo de galois associado

a extensao de Kummer sobre E como um F,[G]-moédulo.

A expectativa agora é que este trabalho possa servir como subsidio para estudantes de
Matemética. Esperamos que, de fato, as observagoes e os detalhes das demostragoes

possam facilitar a leitura e o entendimento dos principais teoremas aqui apresentados.
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