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Resumo

Tudo é numero! Como diria Pitagoras na antiguid@enimeros estdo em nossa volta, como
0 ar que respiramos. Suas classificagdes em natuméeiros, primos, racionais, irracionais,
reais, imaginarios, algébricos e transcendentesniogaaprofundar nos conceitos do intrigante e

belo nUmeroe demonstrando sua irracionalidade e sua transceiadén
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1 — Introducéo

Ao longo do curso de matematica seja na licen@abur no bacharelado, nos deparamos com
varios teoremas, axiomas, conjecturas e uma igftlédle corolarios. No entanto, dificilmente
encontramos textos do calculo embasados na histarirmatematica. Nao quer dizer que um
texto sobre a historia da matematica e ou a histdei 0 porqué deste ou daquele teorema
facilite o estudo, mas pode fazer com que o alamha um melhor aproveitamento nas

disciplinas, pois, com isso ele vai saber comoisutgterminado assunto e para que ele serve.

“Existem varios motivos para isso, sendo que unesiel modo esotérico e
seco com que o tema é ensinado. Temos a preteessmbrbcarregar Nossos
estudantes com férmulas, definicdes, teoremas eomsmcdes, mas
raramente mencionamos e evolugdo historica desaéss,f deixando a
impressdo de que eles foram entregues a humanidadeo os Dez
Mandamentos, por alguma autoridade divina. A histdia Matematica € uma
boa maneira de corrigir essa impressao.” (Maor, @&y 2008).

Este fato também acontece com o numerp pois, aprendemos a utiliza-lo sem um

embasamento tedrico adequado, ou seja, sem teronhea@mento de sua origem e de sua

aplicacao.

Nessa monografia pretende-se contribuir para o sambento tedrico e mostrar as
demonstracdes da irracionalidade e transcendémciaicheroe, preenchendo as seguintes
ideias existentes no livro textdlUmeros Irracionais e transcendenteslo professor Djairo

Guedes de Figueiredo, possibilitando ao aluno ddugicdo um melhor aproveitamento nas

disciplinas que se utilizam desse numero.

Neste intuito, apresento, nesta introdugdo, umesdmthistérico da descoberta do numero
sua relacdo com o logaritmo natural na fungcéo eapcial e emprego no célculo. No capitulo
01, apresento alguns pré-requisitos utilizados damonstracfes da irracionalidade e
transcendéncia do nUmerpnecessarios para uma melhor compreensao do tessoc@pitulos

02 e 03, baseando no livro-texto do professor kigde, demonstrarei a irracionalidade e a

transcendéncia do nimeeo



1.1— Contextos historicos do nimere

As origens da descoberta do numesegundo Maor (2008) ndo sao téo claras, mas hé@osdi
de que ja era conhecido pelos matematicos pelo sner&o século antes da invencdo do
calculo. Uma explicacdo é de que teria aparecioogimo ligado a uma formula para o calculo
de juros compostos. Alguém nao se sabe quem ou, @®we ter notado que se um capita

composto d& vezes por ano, durant@anos, a uma taxa anual de jur@sse permitirmos que
aumente sem limites, a soma do dinheéroobtida a partir da formulss = P(L+r/t)". O
limite aproxima de 2,718 quan&o=1r =1e t =1. Fato que, provavelmente seja mais uma

observacédo experimental do que uma deducado matanatiis a no¢do formal de limite ainda

nao era conhecida.
1.2. Uso do namer& no Logaritmo

John Napier (1550-1617), um lorde escocés, foi wmém muito culto e conhecedor das
matematicas da época. Envolveu-se na procura dastema que facilitasse a multiplicacao de
nameros. Esse trabalho estendeu-se por mais de amals, antes de publicar seus resultados.
Napier publicou sua obra em 1614Mififici Logarithmorum Canonis Descriptio{Descri¢cao

da Maravilhosa Regra dos Logaritmos) que causondgraurpresa e entusiasmo, porque se
tratava de técnicas simplificadoras de resolucéprdelemas de calculo numérico, problemas
estes relacionados com o desenvolvimento do comércdo progresso da navegacdo e

principalmente astronomia.

Para minimizar o uso das fracbes decimais, Napeofque fazemos hoje quando dividimos
um quilometro em mil metros, ele dividiu a unidadem grande numero de subunidades,
considerando cada uma como uma nova unidade. Neipegou perto de descobrir o nimero
1/e definido como limite de (1 — )" quandon tende ao infinito.A obra de Napier envolvia de
forma ndo explicita o nimero que hoje se designaepdNapier ndo se apercebeu da
importancia do Numer@, somente um século depois, com o desenvolvimenmtoattulo, é

gue se veio a reconhecer o papel relevante déitatio.



1.3. Uso do numerae no calculo

O matematico suico Leonhard Euler (1707- 1783), doi dos primeiros a estudar as
propriedades desse numero. A paixédo de Euler palemnatica era tao forte que, em um unico
dia, escreveu varios trabalhos com uma matematmzadora e engenhosa, levando-o a uma
de suas maiores realizagfes que foi o desenvoltintenmétodo de algoritmos cuja finalidade
era lidar com problemas aparentemente insolUves Sonjeturas sdo ousadas, ndo hesitando

em sugerir questdes dificeis, sem apresentar, panéinacdes quanto ao meio de ataca-las.

De 1727 a 1783 Euler esteve ocupado aumentandontecmentos disponiveis em quase
todos os ramos da matematica pura e aplicada, dis efementares aos mais avancados.
Escrevia na linguagem e notacdo que usamos hadg,npahum outro foi tdo grandemente
responsavel pela forma da matematica do nivel tsitdeo de hoje quanto Euler, o

construidor de notagdes mais bem-sucedido em twgltsmMpos.

Em 1727 ele havia estado ocupado com experiéncbee sdisparo de canhfes e numa
exposicdo manuscrita de seus resultados, usaveae [gara representar a base do sistema de
logaritmos naturais. Um século antes, no entareahuma notacdo padronizada para ele se
tornou comum. Numa carta a Goldbach, em 1731 Hueamente usou a letepara “aquele
namero cujo logaritmo hiperbdlico é igual a 1”. &spareceu impresso pela primeira vez na
Mecanica de Euler de 1736, onde escreveu sobrtudoeda dindmica e da comunicacdo dos
movimentos nas colisbes entre corpos quando o ehoga € frontal. Essa notacdo, sugerida
talvez pela primeira letra da palavra “exponenciajo se tornou padréo.

Euler reuniu célculo diferencial e método dos flsxwum s6 ramo mais

geral da matematica que é a Andlise, o estudo dosepsos infinitos,

surgindo assim sua principal obra em 1748, a “itlubgdo a Analise

infinita” baseando-se fundamentalmente em funcdasto algébricas

como transcendentes elementares como as trigonigasttogaritmicas,
trigonométrico-inversas e exponenciais. (lezzg.pa1991.)
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Capitulo 01 — Pré-requisitos

Este capitulo destina-se a apresentar ao leit@ré@sequisitos matematicos necessarios para

gue o entendimento das demonstracoes, feitas megsagrafia, seja melhor possivel.

Denotaremos com o simboto a conclusédo de cada etapa parcial ou finalizac@o wina

demonstracao.
1.1- Série Geométrica

Uma série do tipo
S, =(a+ar+ar? +ar® +m= > art
n=1
Ondea#0er é uma razdo obtida dividindo o nUmero sucessaor $@l antecessor, € definida
como uma série geométrica.
1) Ser =1, temos:
S, =(a+ta+a+j=na
gue tende & co ou—co.
Assim o limite

lims, =limna=o

n-oo Nn-oo

nao existe e esta série diverge.
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2) Ser 21, temos

{Snz a+ar+ar®+ar® + I3 ar"?

rSn=ar+ar’+ard+ ¥ ar"* +ar"

Subtraindo

S, -rS, =a-ar" > Sn=M.
1-r

Sabemos que, sel<r <1, temosr" - 0 quandon - o

(@) O limitelim S, sera:

n- oo

. a . ar” a
=lim +lim =

1
n-ol—r n-el-r 1-r @)

Concluimos que a sériE ar"™ converge se, e somente $¢,<l e nesse caso, a soma vale
n=1

a

1-r
(b) Analisando a equacéo (1) para o gase-1 our >1, temos que a série

S, =(a+ar+ar? +ar®+m= > art
n=1

n- oo

é divergente, pois o limitBm S n&o existe. Logo a série geométrica diverge
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1.2 - Teorema do valor médio

Seja f :[a,b] -~ R uma fungéo real continua definida em um interfethadda,b|. Suponha
que a derivada%f exista para todox no intervalo aberto(a,b). Entdo, existedcom

0<@<1 tal que:

(o)~ f(a) = (b—a)% f(a+6(o-a).

1.3 — Divisibilidade

Sed, ,i=012,...,r séo inteiros, tais que a%, parai =1, séo divisiveis pomp, e d, ndo €

r
divisivel por p, entéoz d, né&o é divisivel pomp.
i=0

Demonstracéo
Seja

p/d, = d = kpe pndodivided, 0O 1<i<r.

Suponha, por absurdo, que Y d, .

i=0

Assim existek tal que)_d, = pk, ou seja,

pk=>.d =d, +kp+kp+..+k p=d,+ plk, +k, +...+k ),

i=0

Portanto
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d, = plk—k —k,—k,—---—k ), 0 que é impossivel, poimaodivided, .

Logo pnaodivide )  d, .
i=0

1.4 — Polindbmios

Seja o polinbmio
P(x) = (a-x)" @(x)
Entéo, a i-ésima derivade di{x) sera:
PU(a)=0, sei<p
Demonstracdo
P'(x) = -p(a-x)"" @(x)+ (a-x)" @(x)

P"(x) = p(p-1)(a-x)"> () - 2p(a- x)"* [Q'(x)+ (a- x)* @"(x)

. (a-x)"" [Q(x) +---ntermoscom(a - x)

Portanto,

P(a)=0;sei<p
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Capitulo 02 -A Irracionalidade do numeroe

Definimos nimeros racionais como sendo 0s niumeregpqgdem ser escritos na forma de uma
~_a o o

razaoE, com a e b inteiros eb#0.Com base nesta definicdo, vamos demonstrar, por

absurdo, que o niumer® € irracional. Para tanto, considera-se que 0 ndir@érum numero

. . a
racional e pode ser escrito na fornes: b
Sabemos que 0 nimeeopode ser escrito da seguinte maneira:
e={1+i+1 o1yt
1 20 3 “~n

Temos que:

e— 1+1+l+1|:[ﬂ}1 :2_ 1+1+i+1|:|m}1
r 2t 3 b) b r 2t 3 bl

Observamos que resta ainda uma infinidade de tewocseja:
E-(l.}-l.}-l.}-lﬂ]]}lj =
b r 2 3 b!

B B SR SN o
o e e L

=1 . :
0] termoz — pode ser analisado da seguinte forma:
j=b+1 J°

> 1 1 1 1 1
ZTE(H (b+1)(b+2)+(b+1)(b+z)(b+3)+m@<

<£ ! + ! + ! + Q)
bllb+1 (b+1)° (b+1)
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Observe que o ter el—+ 1 5+ 1 5 T[] é uma série geometrica que converge para
b+l (b+1)° (b+1)
1&, onde a, € o primeiro termo & € a razdo que, de acordo com o capitulo 01, sera:
-r
1
b+1 _1
1 b
b+1

Substituindo este valor em (1), obtemos:

2%

j=b+

Donde,

O<E_[l+1 14—1 lj<lg]_'
b r 2 3 bl) bl b

E, multiplicando toda a expresséo by temos:

O<b!(9— -
b

Analisando este resultado, observamos:

_1_1_m1] Y
21 3 b! b

[

1) b!(B—l—%—%—%—Dm};je um numero inteiro, pois todos os denominadores da

série,sao cancelados ao serem multiplicadodlpor

2) Ee um numero menor ou igual a 1, goé inteiro e diferente de zero.Estamos assim,

afirmando que um namero inteiro positivo € mena fjuo que € absurdo.

, ~ . a . . , ~ 2
Portanto o numere nao pode escrito na formgl, coma ebinteiros, Iogo 0 numera nao e

racional e sim irracional. O
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Capitulo 03 — A transcendéncia do numere.

Por definicho um nuamero transcendente é numeroorealomplexo que ndo seja a raiz de
nenhuma equacao polinomial com coeficientes irgei©om base nesta definicdo, vamos
demonstrar, por absurdo, que o numer@ transcendente, resolvendo 0s exercicios que o

professor Figueiredo propde em seu livro “NUmenagionais e transcenderites

Tal demonstracdo que faremos a seguir € baseadalaage Hurwitz fez em 1893.

Propriedade 3.1

Seja um poIinémidD(x) de graur . Definimos a seguinte funcao
F(x) = P(x)+ P'(x)+ P"(x)+ P"(x) +...+ PY)(x) ,

onde P"(x) representa a derivada de ordengé valida a expresséo

e F ()=-e"P(x),

Demonstracéo

Observe que temos uma derivada do produto e ddacom o capitulo 01 item 1.2,

9 [Pt Pl e o P = P9~ I P

Desenvolvende(;j— F(x), temos:
X

% F(x) = P'(x)+ P"(x) + P"(x) +... + PO(x) + P"*(x)

Assim,



(P(x)+ P/(x) + P(x) + P"(x) + T3 P(x) -

d _
(700G 9= { P09+ () + P () + I P+ P (1)

=P(x),

Logo:

9 ek (x)= —eP(x)

dx

Propriedade 3.2

Dado unk 0N, vale que
F (k) - €F(0) = —~ke“*"%)p(kg,)
para algum0<g, < 1

Demonstracéo

Aplicando o teorema do valor médio, dado no capi@il item 1.2,na fungéb(x)=

que é derivavel em toda reta entre os pdh®k [IN temos:

% @) 400K

Ou segja,

e F(k)- F(0)

= -e?P(¢) = e*F(k) - F(0) = -ke*P(¢).

Multiplicando-se ambos os lados da equacgdoghptemos

17

e *F(x),
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de™F(k)-€F(0)=-éke?P(p) = -k *P(g).
Observe que o nimegopode ser escrito na formga= k.6, , 6, 0(01).
Assim,
F(k)-€‘F(0) = ~ke-%)p(kg, ) O

Definimos

&, =F(k)-eF(0) = -ke®%p(kg,) (1)

E, supomos que o numer® seja algébrico, isto €, que exista um polinébmio

q(x) = ¢,x" + (¥ ¢ x + ¢, de graun, com coeficientes inteirosy # 0 e tal queq(e)=0.
Entéo,

d(e)=c,e" + 0B ge+c, =0, (@)

e portanto,

n -
c.e +I+ ge=—c,

Propriedade 3.3

Vale que:c,F(0)+c,F(1)+ 0B ¢ F(n)=ce +M3c,&, (3) para qualqueP(x)de graur .
Demonstracao
Observe que da equacéo (1), obtemos:

& = -et™ P(Bl)
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£, = —2e*%)p(26,)

g, =-ne"“"p(ng,) 4)
Agora, explicitandoF (k) na equacéo (1) temos:
F (k) = -ke“®%p(kg, ) + e“F (0).
Fazendok variar del a n, obtemos:

FO)=-eDpa)+eF(0) = oFD)=aleD pa))+a(eF(0)
F(2)=—2e2%p(26,)+e?F(0) = cF(2)=c,(-2e2¢% p(28,))+c,(€*F (0))
F(n)=-ne"“* p(ng,)+e"F(0) = c,F(n)=c,(-ne®® p(ng,))+c,(e"F(0)).

De (4) e das relacdes obtidas anteriormente, temos:

qF(D)+c,F(2)+---+c,F(n)=
= C + G+ CE, + (et et +o+ Ge"JF(0) (5)
Substituindo o valor de (2) em (5) obtemos:
¢,F(1)+c,F(2)+ O3 ¢ F(n)=ce, +c,e, + M c,e, +(-c,)F(0) (6)
E, somando-séc, )F (0) em ambos os lados de (6) temos:
F (0)+ ¢ F (1) +mm ¢, F(n)=ce, + 03 c,&, 7)

Com isso concluimos a demonstragéo da proprie@agle

Agora, considere o polinémdx) tal que:

_ 1 P11 = x)° n-x)°
P(X)_W (- x)" o( ) .



20

Sendo p um numero primo tal qug>n, p>c,, onden e ¢, sdo dados no item (2) da

propriedade 3.3. A ideia agora é demonstrar qua fampolinémio P(x), o lado esquerdo de
(7) € um inteiro ndo divisivel pop, enquanto o lado direito € menor que 1 em valsolaio.

Isso dara o absurdo.

Propriedade 3.4

r .
Seja Q(x):ZajxJ um polinbmio com coeficientes inteiros, tal qpe<r, entdo o produto
j=0

WQG)(X) parai = p , € um polinbmio, com coeficientes inteidhgisiveis porp .

Demonstracao

Observe que

Por indug&o finita mostra-se qué aésimaderivada deQ(x) é:

Q(i):jZ::i(

il o
ji. a;x'”" parak<re,

i)l

Q(k)(X) =0, parak>r.(1)
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1 - . . ..
Mostraremos agora queo prod 0(x) parai > , € um polinbmio, com coeficientes
gora queo p u(te—p_l)!Q()p p p
inteiros, divisiveis porp .

Assim,

r il .
1 J! ax =

ST il
(-1 Z (- ¥ T &=t (p-1)

ax ™=
]

_ Z[ijji(i ~1)(i-2)- p(p_l)!ajxj‘i . poisi = p

(p-1)!

Temos que o coeficiente éum namero inteiro divigieep .

Propriedade 3.5

Observe que o polinémmy(x) = (pfl)l xP*(1-x)° mIfn - x)°, dado em 3.3 equacéo (8), pode

ser escrito na forma:

_ (ny)? p-1 by P
R T T ®

Vale que:

(@) P(K)=0; k=12...,m i<p
(b) PP(0) = (n!)"

) PY(0)=0; i<p-1
Demonstracéo

(@) e (c) seguem do item 1.4 do capitulo 01.

Para demonstrar (b) desenvolvemos o polinGmio eaa¢l)
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@-x)°{2-x)°[3-x)° O..n-x)" =

=[@-x)q2-x)q3- x)0..n - x)]°

Observe que temas parcelas sendo multiplicadas termo a termo fornece
[n!+alx +a,X )+t afnx”]p =

= (n1P+hx + B + b +--- + b x™)

Substituindo o resultado encontrado em (3) na équék) temos:

1
(p-2)

P(x)= xP [ﬁn!p+box+ QX2+bzx3+-~-+QX“p):

(p-2)! (p-2!  (p-2)
b2 p+2 bn—l p-1+np
MO N e
Portanto,
PP (x) = (prlll)' (p-1)1+ (si(%l +(parcelascoma variavel x).
Logo:

PP2(0) = (n!)°(p - 1)+ b, (0L pt, (parcelascom a variavelx = 0) = (n!)P

(p-2)!

Propriedade 3.6

SejaF (k) definido em 3.1, um inteiro divisivel ppmparak =12,3...,n. E,
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F(0)é inteiro n&o divisivel pap .
Demonstracao

SendoF(x) = P(x) + P'(x) +... + P0)(x)
F(k) = P(k)+ P'(k)+...+ PO (k)

Em virtude da propriedade 3.4 e da propriedadeitgrs, “a”, temos queF(k), k :(12,3..,n)

é divisivel pomp .
E que,F(0) = P(0)+ P'(0) +--- + P"(0) = (n!)” em virtude da propriedade 3.5, item “b”.
Como p>n e pé primo, (n)’ ndo divide p .

Logo, F(O) nao é divisivel pomp .

Propriedade 3.7

Dado qué& < g, < lentdo vale

Demonstracéo
Observe que os, definidos na propriedade 3.3, calculado para muiio P(x), definido na

propriedade3.5, tem a forma:

6 = ket L (kg )P L-KE,)...(n-kg ), 0<6<1

(p-1)

Assim,
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— o pgta) 1 (] _

|gk|_‘ ke " (p_l)!(kek)" (1-k8,)"...(n-k8,)"
1 _

g
1 _ _

oo el -6 -6 <

(k6. @-k8,)|...(n-Kk6,)"| <

1 pie €0 _ &nP(n)°
(p-1)! (p-2)™ (p-1)

Logo:

e'n®(n!)°

< (p-2)

para k<n

Propriedade 3.8

Se p for um nimero primo suficientemente grande, elfuﬁrpfk C,E, ++--+CE, <1

Demonstracao
e'n”(n!)’ P ()’
el (p—(l))! = (o] -+ ) S

A medida quecresce, o numerador é multiplicado por uma constanb denominador é

multiplicado por nimeros cada vez maiores.

Logo, parap um numero primo suficientemente grande o resuléatdé menor que 1, ou seja:

N p
|01€1+c252+...+cngn|sQq|+...+|cn|) (p_l.)l <1
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Teorema: O numero € é transcendente.

Demonstracéo.

Supomos que O numerce era algébrico, ou seja, existem coeficientes rivgei
C.Co-hC, (comg,>0),  tais  que  Gge"+---+Ge+g =0. Sabemos  que
c,F(0)+---+c,F(n)=ceg, +--+c,.g,, pela propriedade 3.3. Pelos critérios de diiliddre no

item 3 do capitulo 01, segue-se qy(0)+---+c,F(n) é um ndmero inteiro nao divisivel por

p.

Porém pela propriedade 3.8, temos que nessas mesmﬂigﬁeéclgl +-.- +cn£n| <l1,jaqueo

anico inteiro com moédulo menor que 1 € zero, qdeigivel por p, temos assim um absurdo.

Tal absurdo encontrado foi pelo fato de suporeqéeim namero algébrico. Assim o numero

€ transcendente como queriamos provar.
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Capitulo 04 - Outros numeros Transcendentes

Determinar a transcendéncia de um ndamero ndo étareta muito facil como vimos no
capitulo 03. De um modo geral os numeros séo tizsds como algébricos e transcendentes.

Se um namero real ou complexo satisfizer algumagipuda forma,
GX" + G X" HC X+ OX T OX+ G =0

com coeficientes inteiros, dizemos que ele énimero algébricoSe um ndamero real nao

satisfizer nenhuma equacéao deste tipo dizemoslguewsnnumero transcendente

Apresento a seguir, sem a preocupacao nas dengiiesraalguns numeros transcendentes

importantes e conhecidos, como sugestao de |dittuea.

1- O ndmeron .

2- O numero2"?.

3- O nimeroe”.

4- O numerdog 2

5- Os numeros da fornma= 01+ Q01+ 0,00000% ---, conhecidos comoumeros de Liouville

Uma curiosidade com o nime®y? é que ele foi usado como exemplo especifico, gelode
matematico David Hilbert em 1900, quando apresemtma famosa lista de vinte e trés
problemas que, a seu ver, eram 0s mais destacaoloierpas matematicos ainda em aberto.
Nesta famosa lista, especificamente, o sétimo pnablde Hilbert consistia em decidir gé é

algébrico ou transcendente, dado que S sdo numeros algébricos, sendarracional.

Em 1934, A. Geofond e, indepentemente, Th. Schneidevaram que, nesse casg’é

transcendente. Temos cﬁ]@é um caso especifico deste resultado geral.

Nos cursos de matematica de hoje, muitas vezegrasrstracdes da transcendéncia desses
nameros Sao propostos como exercicios de partkyde &apitulo e muitos alunos podem nao

se atentar para a importancia historica de taisodstracoes.
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Ao escrever esta monografia, quis propor um pequexio escrito de uma forma acessivel
para todos os alunos gue ingressarem num cursatiamdtica seja ele de bacharelado ou de
licenciatura. Vou ficar com as palavras que o m®de Djairo Figueiredo expressa de forma
enfatica em seu texto “um livro de matematica, @ aqu estender aos artigos, monografias e
teses, ndo devem ser lidos como um livro de romantstor deve tentar desenvolver todas as

passagens, exercicios e lacunas deixadas peld.autor
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