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Capitulo 1

Introducao

Assim como muitas outras dreas da fisica, a Mecanica Quantica é mate-
maticamente fundamentada. Nesta area, um dos objetos fundamentais é a
Equacao de Schrodinger, que nada mais é que uma equagao diferencial que
descreve como um determinado estado quantico de um sistema fisico evo-
lui com o tempo, ou seja, descreve a evolucao temporal do estado de uma
determinada particula. A Equacao de Schrodinger é dada por

o d
H(t) = ih (1)

onde 7 é a unidade imaginaria, i é a constante de Planck dividida por 2,
¥ (t) é a fungao de onda, e o Hamiltoniano H é um operador auto-adjunto
correspondente a energia total do sistema; mais precisamente, H = —A+ V|
onde A é o Laplaciano e V' é um operador de multiplicacao chamado de Po-
tencial. Assim como a forca na segunda Lei de Newton, o Hamiltoniano nao
¢é definido pela equagao e deve ser determinado pelas propriedades fisicas do
sistema.

Sendo o Hamiltoniano um operador definido auto-adjunto, temos que seus
autovalores sao reais e portanto os possiveis valores de energia assumidos
pelo sistema também o sao. Precisamente, buscamos determinar as solugoes
da equacao de autovalores Hiy = Ev, em que F € R. Como qualquer ou-
tro operador auto-adjunto, o espectro do Hamiltoniano pode ser decomposto
através de suas medidas espectrais.

Como o Hamiltoniano unidimensional age como um operador diferencial, de-
terminar as solucoes da equacao de autovalores acima equivale a se discutir
o chamado problema de Sturm-Lioville, que pode ser tanto regular (ou seja,
deve-se resolver uma equacao diferencial com valores de contorno num certo



intervalo [a,b]) quanto singular (nesse trabalho especifico, consideraremos o
problema de se resolver uma equagao diferencial com valores de contorno na
semirreta positiva). Veremos como esse problema esta intimamente relacio-
nado com a caracterizacao do espectro de um operador diferencial.

No capitulo 2 trataremos dos seguintes assuntos: a definicao de operador
diferencial e seu adjunto, o operador diferencial auto-adjunto e o problema
de Sturm-Lioville, a conexao feita entre o problema de Sturm-Lioville e o
Hamiltoniano, a caracterizacao do espectro do operador de Sturm-Lioville
no caso regular, as propriedades de completude do espaco L? e o problema
nao-homogéneo de valores de contorno.

Ja no capitulo 3, serao tratados os seguintes temas: o problema de Sturm-
Lioville e a caracterizacao do seu espectro no caso singular, os casos ponto-
limite e circulo-limite e os resultados de completude e expansao no caso
ponto-limite.

O 1ltimo capitulo apresenta consideragoes finais, onde discutiremos nova-
mente o que foi pré-estabelecido aqui na introdugao e o que foi contruido no
decorrer dos capitulos 2 e 3.



Capitulo 2

Problema de Autovalor de
Operador Auto-Adjunto em um
intervalo finito

2.1 Introducao

A solucao de um problema de valor de contorno para uma equacao diferencial

linear pode, por vezes, se reduzir a solucao de uma equagao diferencial or-

dinaria contendo um parametro e certas condicoes de contorno. Um simples

exemplo dessa situacao é o problema de se determinar as solugoes de
Lr=—-2"=lx (2.1)
z(0)=2z(1)=0

no intervalo 0 < ¢ < 1. Afim de que (2.1) admita solu¢ao nao-trivial, devemos

assumir que sen!'/? = 0, e portanto | = 72k?, com k = 1,2, .... Tais valores

de [ sdo chamados Autovalores associados a (2.1). Consequentemente, as
solugoes sao

xi(t) = V2senkrt (k=1,2,...) (2.2)

as chamadas Autofungoes.

Os principais resultados relativos aos problemas do tipo (2.1) sao vélidos
em L%(0,1), o espaco vetorial das fungoes f em 0 <t < 1 a valores comple-

1
x0s, que sao Lebesgue mensurdveis e tais que [ |f(¢)|* dt < oco.
0

Necessitamos da seguinte definicao:



Definigao 2.1.1. Sejam f,g € L*(0,1). O produto interno de f por g €
dado por (f,q) = f01 fg dt e a norma induzida por tal produto interno é
Il = (f, f>1/2. Se (f,g) =0, entao f e g sao ditos ortogonais.

2.2 Problema de Autovalor de um Operador
Auto-Adjunto
Seja L o operador diferencial de ordem n dado por
Lz = pox™ + p1z™ Y + ..+ pox

em que pj, 0 < j < n, sao fungoes a valores complexos de classe C(=9) no
intervalo fechado a <t <be py # 0 em [a,b].

O adjunto do operador diferencial L é definido por M e satisfaz
(Lu,v) = (u, Mv)
YV u,v e C" em [a,b].
Seja
Uz = 325 (M D(a) + Nyz® D)) (j=1,....,n)

onde Mj, e Nj; sao constantes. Denote a relagao Ujz = 0,5 = 1,...n, por
Uz = 0. O problema

m: Lr=lx, Uxr=0
é chamado Problema de Autovalor e é dito Auto-Adjunto se
(Lu,v) = (u, Lv) (2.3)
YV u,v € C™ em [a, b] que satisfaz as condigdes de contorno
Uu=Uv=0.
Podemos definir formalmente o operador adjunto de L, como sendo
Mz = (—=1)"(@ox)" + (—=1)" Yaz) ™Y + ... + @pz.

Definicao 2.2.1. Dizemos que um operador diferencial L de ordem n € for-
malmente auto-adjunto se L = M.



Por simplicidade, trabalhemos com operadores de 2* ordem tais como
Ly = aoy” + a1y’ + azy (2.4)
My = (aoy)"” = (a1y)" + a2y, (2.5)

com M sendo o operador adjunto de L.

Vale destacar que os resultados que apresentaremos para operadores de 2%
ordem se seguem de forma andloga para operadores de ordem n.

O primeiro resultado que envolve operadores diferenciais e seus adjuntos é:

Teorema 2.2.2 (Identidade de Lagrange). Se L e M sdo operadores dife-
renciais adjuntos de sequnda ordem, entdo existe uma fungdio Q(x,y,y', 2, 2')
tal que

ZLy - yMZ = %Q(LE, Y, y/7 z, Z/)'
Demonstragao. Usando-se (2.4) e (2.5), temos
2Ly —yMz = zapy” + zary' + zasy — (y(agz)"” — y(a12)" + yasz) =
zagy"+zary' +zagy—y(aoz) +y(a12) —yasz = zapy”+za1y' —y(aoz)"+y(a12)".

Agora, usando-se a regra do produto para diferenciagao, chegamos a

d
zLy —yMz = @[aoy’z —y(aoz) + y(a12)].

]

Corolario 2.2.3. Se L e M sao operadores adjuntos de sequnda ordem,
entao

/ (xLy — yMz) dr = [aoz"y — {agy) + 2(ary)].
T

Demonstracao. O resultado é consequéncia imediata do Teorema 2.2.2. [

Estudemos o caso particular do operador de 2% ordem escrito na forma

d

Ly=—
y dz

[p(2)y'] + q(2)y, (2.6)

com p(x),q(x) fungoes de z.



Teorema 2.2.4. Um operador L de 2* ordem é Auto-Adjunto se, e somente

se, € da forma Ly = “L[p(x)y'] + q(z)y onde p(z) € diferencidvel.

Demonstracao. (<) Se expandirmos L, obtemos
Ly = p(x)y" +p'(2)y" + a(x)y.
De acordo com (2.5), o operador adjunto M de L é
My = (p(x)y)" — (P (x)y) + q(z)y,
e se usando a regra do produto para diferenciagao, obtemos
My = (p'(z)y+p(z)y") =p" (2)y—p'(2)y'+q(x)y = p"(@)y+p'(2)y'+p'(x)y'+
p(@)y" = p"(@)y = p'(@)y + q(x)y = p(x)y” + p'()y" + q(2)y,
ou seja,
Ly= My — L= M.
(—) Se M = L, entao
Ly = agy” + a1y’ + azy = (aoy)" — (ary) + azy = My,
ou seja,
ag’ = ay = p'(w).
O

Assim, temos de acordo com o Teorema 2.2.2, para expressoes da forma
(2.6), a seguinte igualdade

2Ly —yLz = zp(x)y" + 2p'(x)y" + 2q(2)y — yp(x)2" —yp'(2)2 —yq(r)z =
zp(x)y” + 2p (x)y — yp(x)2" — yp'(x)7,

e se usando a regra do produto para diferenciagao obtemos

sLy — yLe = lp()(y'= — v 2.7



2.3 O Problema de valor de contorno Auto-
Adjunto de Sturm-Lioville

Nesta se¢ao, ainda consideraremos operadores da forma (2.6), mas com

q(z) = Q(x) + AR(x),

ema <z <b.

Nessas condicoes, buscamos as solucoes da equacao linear homogénea as-
sociada, que assume a forma

d

E[P(x)y’] +[Q(z) + AR(z)]y = 0, (2.8)

com P(z) diferencidvel e Q(z), R(x) continuas em [a, b]. Sujeitas as seguintes
condicoes de contorno lineares:

any(zy) + apy'(x1) =0 (2.9)
an1y(x2) + axny'(z2) = 0.

O problema de resolver equagoes da forma (2.8) com as condigoes de contorno
acima é chamado problema de valor de contorno Auto-Adjunto ou problema
de Sturm-Lioville.

e Chamamos a atengao que se p(z) = —1 no operador definido em (2.6),
obtemos o Hamiltoniano unidimensional L = —A + gq.

O préximo resultado, é consequéncia imediata do Corolario 2.2.2 para fungoes
que satisfazem as condiges de contorno (2.9):

Teorema 2.3.1 (Lema de Green). Se y(z) e z(z) sao fungoes duas vezes
derivdveis e que satisfazem as condigoes de contorno (2.9), entdo para todo
operador Auto-Adjunto L, vale

f::f(zLy —yLz)dz = 0.

Demonstracao. Por (2.7), temos que

d
2Ly —yLz = —[P(y'z —yz)].

Integrando-se de z; até o, obtemos

/ (:Ly — yLz) de = [P(y/= — y2 ).

1
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Observemos que (2.9) nos fornece trés possibilidades: a primeira é que se
a2, 422 7é 0 entao

(y_> _ (y_> _ 0
Y ) o=ny arp’ Y ) o=z 22

e da mesma forma, obtemos

Reescrevendo

[P(y'> —y2)z2 = [Pyz (y—, - i/)r,

y z xr1

ao substituirmos as informagoes encontradas no desenvolvimento feito acima
temos que a parte direita da integral se anula;

A segunda possibilidade é que se a2 € ase sao ambos nulos entao aqq, as; # 0,
pois caso contrario terfamos solugao trivial. Dessa forma, y(z1) e y(z2) sdo
ambos nulos e consequentemente z(x1) e z(x2) também o sdo. Se substituir-
mos essas informacdes em [P(y'z — y2')]32, temos que a integral se anula;

E a terceira possibilidade é que ou a;s = 0 ou as = 0. Sem perca de
generalidade suponhamos que a;3 = 0. Se combinarmos o que foi feito nas
duas possibilidades anteriores obteremos que a integral se anula, donde se
segue o resultado. O

Nessas condicoes, dada a equacao diferencial homogénea, podemos en-
contrar condicoes de contorno que nos fornecam um operador Auto-Adjunto,
via o Teorema 2.3.1. Vejamos um exemplo que evidencia esse fato. Sejam

V' +uy =0,  y(0) —ay(1) =0, y'(0) —y'(1) = 0.
Obtemos, usando-se (2.7), que
[P(2)(y'z — y2 )]s,

e como P(x) =1 no nosso exemplo, temos

[P(x)(y'z —y2")o = [(¥'z — y2")]o
y'(1)z(1) —y(1)2'(1) — 4'(0)2(0) 4+ y(0)2'(0).



Como, pelas condigoes de contorno, y/(0) = y'(1), y(0) = ay(1), 2/(0) = /(1)
e 2(0) = az(1), efetuando-se as devidas substituigoes obtemos

[P@)(y'z =y = (1 — a)(y'(1)2(1) — y(1)2'(1),

que se anula se, e somente se, a = 1.

Concluimos que para um problema de condigoes de contorno (2.9), o operador
L é Auto-Adjunto se, e somente se,

f;f(zLy —yLz)dx =0,

para duas fungoes y e z que satisfacam as condigoes de contorno (2.9).

2.4 Ortogonalidade de Autofuncoes

Reescrevendo-se a equacdo (2.8) com a abreviacdo Ly = L [P(z)y'] + Q(z)y,
obtemos

Ly + AR(x)y =0,

com R(z) > 0 e L sendo um operador diferencial Auto-Adjunto.

Sejam \;, A, dois autovalores distintos de (2.8) e (2.9) e y;, yx suas correspon-
dentes autofuncoes. Entao, as equagoes

e as condigoes de contorno
@119 (21) + sz, (z1) = 0 (2.12)
a1y (T2) + agay,(x2) = 0, (2.13)

com v = i, k, sdo satisfeitas. Se multiplicarmos (2.11) por yx, (2.10) por y;,
e subtrairmos (2.10) de (2.9), obtemos:

yuLy: — yilyx + (N — M) R(2)yiyr, = 0. (2.14)
Usando-se (2.7), temos que

yeLy: — yiLyr = L[P(x)(yiyr — viy)),



em seguida, integrando-se (2.14) de z; até x5 e se usando o Lema de Green,
temos

(N = ) [ R(@)yiye do = —[P(2)(yiye — yiy)l52 =0,
pois L é auto-adjunto. Logo

/ R(x)ysye dz = 0, i 4k, (2.15)

1

assumindo-se que \; # Ag. Isso nos sugere o seguinte resultado:

Teorema 2.4.1. Sejam y;,yr duas autofuncgoes distintas do problema de
Sturm-Lioville (2.8), (2.9). Entao

{VR(@)yi(x), / R(z)ye(x) }
sao ortogonais no intervalo r1 < x < xo.

Demonstracao. Segue-se de (2.16) e da definigdo de ortogonalidade. ]

Teorema 2.4.2. Seja m um problema de autovalor. Entao, os autovalores
sao reais e as autofuncoes correspondentes a autovalores distintos sdo orto-
gonais.

Demonstracao. Sejam A autovalor de 7 e y uma respectiva autofungao. Entao,
como Ly = Ay, e por 7 ser auto-adjunto, temos

(Ly,y) = (y. Ly) = My, y) = My, y) = (A =Ny, y) = 0.
Como (y,y) > 0, segue-se que A = A, ou seja, A € R.

Se A1 e Ay sao autovalores distintos com autofuncoes y; e ys, respectiva-
mente, entao

0 = (Ly1,y2) — (1, Ly2) = (M1 — X2) (Y1, 2)

e como A; # Ao, segue-se que (yp,y2) = 0, ou seja, y;, y2 sao ortogonais. [

2.5 Numero e distribuicao dos Autovalores
do Problema de valor de contorno de Sturm-
Lioville

No problema (2.1), observamos que o nimero de autovalores daquele exemplo
era infinito. A pergunta que fica é o que podemos afirmar sobre o espectro

de um operador de Sturm-Lioville da forma (2.8), (2.9). Uma caracterizagao
interessante se da no seguinte resultado:
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Teorema 2.5.1. Seja P(x) diferencidvel, Q(z) e R(x) continuas, com P(z) >
0, R(z) > 0 e Q(x) limitada inferiormente em a < x < b. Entdo, existem
infinitos autovalores \y < Ao < ... para o problema de de Sturm-Lioville
(2.8), (2.9) de solugdo nao-trivial. Se y(x, \y) € solugdo correspondente ao
k-ésimo autovalor Ay, entao y(x, \x) tem mais um zero em x; < x < x5 do
que y(x, \g—1), que € solugcao correspondente ao (k-1)-ésimo autovalor A\,

e limy_,oo A\, = 00.

Necessitamos da seguinte construgao para a demonstracao desse teorema.

Seja

em (2.8). Dessa forma, teremos um sistema de duas equagoes diferenciais de
primeira ordem da seguinte forma

dy 1
dr  p(x)
dz
o = —a@)y.
Usando a mudanca de coordenadas polares, podemos escrever o seguinte:
y = r(z) cos ¢(x) (2.16)
z =r(z)sen @(x). (2.17)

Logo, nosso sistema de equacoes diferenciais pode ser reescrito assim
/ / 1
r cos¢ — r¢’ sen ¢ = —rsen ¢,
p
r'sen¢ — r¢’' cos ¢ = —qr cos ¢.

Escrevendo as equacgoes acima em funcao de ' e ¢’ temos

% = —(ﬁ sen” ¢ + ¢(x) cos® ¢) (2.18)
Z_; _ (ﬁ - q(m))rsen¢cos¢. (2.19)

Se ¢(z) é solugao de (2.18), entao por (2.16), ¢(z) + k7 também serd solugao
de (2.18), o que nos sugere o seguinte resultado:

Teorema 2.5.2. A solucdo y(x) de (2.8) tem um zero em x = x1 Se, e
somente se, p(x1) = (7/2) + k.

11



Demonstragao. Se ¢(x1) = w/2 + km, segue-se de (2.16) que y(x1) = 0.
Assumamos agora que y(z;) = 0, logo de (2.16) temos que

r(zy)cosp(xy) =0

A solugao da equagao diferencial (2.19) nos fornece que r(x;) # 0 para x; €
[a, b], logo cos ¢(z1) = 0 e portanto ¢(z1) = 7/2 + k. O

Enunciemos alguns resultados que nos darao suporte para a demonstragao
do Teorema 2.5.1. As demonstracoes de tais resultados podem ser encontra-
das em [1]:

Teorema 2.5.3. Seja ¢(x,\) uma ¢-curva correspondente a solugao y(x, \)
de (2.8) que satisfaz a primeira condi¢ao de contorno de (2.9) em x1, para
algum X. Sobre essas condigoes, afirmamos no Teorema 2.5.1 que ¢(xa, \) €
mondtona decrescente em A\, isto é:

¢<I2, )\1) > ¢($2, )\2) se )\1 < )\2.

Teorema 2.5.4. Seja ¢p(x, \) uma ¢-curva correspondente a solu¢ao y(x, \)
de (2.8) que satisfaz a primeira condigcdo de contorno de (2.9) em x; para
algum \. Entao

lim ¢(z2, \) = —00.
A—00

Demonstracao do Teorema 2.5.1. Seja y(x, A) solugao de (2.8) que satisfaz
a primeira condi¢ao de contorno de (2.9) em 7, e assumamos que y(z, \) é
continua em A. Escolhamos um \g tal que Q(z) + A\gR(z) > 0. A ¢-curva,
o(x, A\o), de solucao y(x, \g) que satisfaz a primeira condi¢ao de contorno de
(2.9) ird interceptar a linha z = x5 em algum ponto ¢o. Se ¢y = [, entao
d(xe, Ng) = B, isto é, y(x, \g) satisfaz a segunda condi¢do de contorno de
(2.9). Consequentemente, A = Ay é o primeiro autovalor.

Se ¢g # [, assumimos sem perda de generalidade que f — 7 < ¢y < f.
Para um certo A = Ay > Ao, ¢(x2, A1) serd monétona decrescente, pelo Te-
orema 2.5.2; e continua até A\ = A1, com ¢(x2, A1) = f — 7. Entao, A\ é
o primeiro autovalor. Usando o mesmo processo para um certo A > Aq,
digamos A = Ay, com @(x9, Ag) = 5 — 2, teremos que Ag é o segundo au-
tovalor, e assim por diante. O argumento acima se aplica indefinidamente,
pois limy 00 ¢(x2, \) = —00, pelo Teorema 2.5.3, e ¢(x2, \) é continua em A.
Assim, obtemos sucessivos valores \; tais que

¢(r2, \) = B — k.

12



Além disso, observemos que ¢(x9, \x) = B —km e ¢p(xe, \y_1) = — (k—1)7.
Segue-se que a curva ¢(x, \;) intercepta m/2, para r; < x < x9, mais uma
vez do que ¢(x, A\y_1). Consequentemente, y(z, \;) tem mais de um zero em
r1 < x <9 do que y(x, \p_1).

Ainda temos que provar que limy_,oo A\, = 00. Suponhamos que limy_,o, A =
a < oco. Entao V e > 0,3 N, tal que se

n> N, — |\ —al <e.

Mas como toda sequéncia convergente é de Cauchy, entao para n,m > N,
temos

|An — | < e

Mais ainda, como ¢(xg, \) é continua em A, temos que V ¢; > 0,3 J., > 0 tal
que se

An — Am| < 6y = |P(x2, A\n) — d(22, Am)| < €.
Tome €; = 7 e escolha € = §.,. Entao

|¢($27 An) - ¢($27 )\m)’ <,
no entanto, ¢(xs, \,) = — nw e ¢(xa, \yy) = 5 — mm, logo
[9(22, An) = @(32, An)| = |8 — nw — (B — mm)| = [w(m —n)| = 7,
uma contradicao. O]

A resposta que obtemos é que ao se considerar um operador, nas condicoes
do problema de Sturm-Lioville (2.8), (2.9), temos que o espectro desse opera-
dor serd discreto. Podemos ainda afirmar que o Problema de Sturm-Lioville
nao possui solucao em geral, mas existem infinitos autovalores Ay, Ag, ..., de
tal forma que o problema possui solucao nao-trivial. Essas solucoes, que cha-
mamos de autofungoes, tem a propriedade de que cada uma tem um zero a
mais no intervalo determinado pelas condi¢oes de contorno do que a préxima
menor, ou melhor, a solugao correspondente ao proximo menor autovalor.

2.6 Expansao de Fourier em termos de Auto-
funcoes e a Completude do Espaco L?

Seja {y1(x), y2(x), y3(), ...} um conjunto enumeravel de autofungdes do pro-
blema de Sturm-Lioville do tipo (2.8), (2.9). De acordo com o Teorema 2.4.1,

13



temos

(VE(@)yi(z), vV R(x)yp(z) ) =0 i # k. (2.20)

Se cada gy, é solugao do problema de valor de contorno linear homogéneo,
entao ¢,y também ¢é solucao, em que

cx = (VR(@)ye(w), R(z)yi(x) )2

de modo que o sistema {cyR(z)yx} = {R(2)y,} ¢é ortornormal, ou seja,

(V/R(x)7y, /R(2)7;, ) =

Seja f € L*(xy,13). E possfvel, para cada x € [x1, 2], escrevermos

f(@) = iy (2) + a2la (1) + asla(2) + ... = > axFy(w (2.21)
k=1

onde cada ay, é obtido multiplicando-se (2.21) por R(z)7,(z) e se integrando
o resultado termo a termo no intervalo x; < x < x5. Portanto, para cada
k € N, temos

a, = (f(x), B(x)y;,(x)). (2.22)

Definigao 2.6.1. Dizemos que f(x) com x1 < x < x9 € seccionalmente
continua se o intervalo [x1,x5] pode ser subdividido em um nimero finito de
intervalos nos quais a fungao f(x) € continua e possui limites finitos a direita
e a esquerda.

Definigao 2.6.2. Dizemos que um sistema ortogonal {¢} € completo em
L?, comxy <x <19, 5¢eVe>0 IN.€NeC,..C, tais que se n > N,
temos

INICE ; Cuonla)] < 2.23)

onde os Cy, sao obtidos usando (2.22).

Por conveniéncia, assumimos que o sistema {¢;} é ortonormal, ou seja,

|6%” = (n: 0r) = [, “prdr=1 e (¢, ) =0 se i#k.

Teorema 2.6.3. Se f € L*(a,b) e {¢x} € uma sequéncia ortonormal do
problema (2.8), (2.9), entdo a série

> Uf o)
k=0
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¢ convergente, e vale a chamada Desigualdade de Bessel
>l o0l < I
k=0

Demonstracao. Para um certo m > 0 temos

0 < I1F =S4 debul P = <f 01— s B
k=1

F—(F. 0061 = —(f. ¢m><z>m>.

Usando-se as propriedades do produto interno e a ortonomalidade das auto-
fungoes ¢, obtemos

0 < |IfIP =D 14f o)l
k=1

Logo,

> U o) < (111,
k=1

e se tomando o limite de m — oo provamos que a série é convergente, por ser
limitada superiormente por ||f||?, bem como a Desigualdade de Bessel. [

O ntumero (f, ¢x) é chamado o k-ésimo coeficiente de Fourier de f com res-
peito ao conjunto ortonormal {¢;}. Note que o coeficiente de Fourier coincide
com (2.22).

Enunciemos o seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada

em [2]. Tal resultado nos dard suporte para a demonstragao do Teorema de
Completude, um resultado central da teoria que vird em seguida.

Teorema 2.6.4. Seja f € C™ (em [a,b]) satisfazendo a condigao de contorno
(2.9). Entdo, em [a,b],

F=> (f oo
k=0

onde a série converge uniformemente neste intervalo.
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Teorema 2.6.5. Se f € L*(a,b), entdo

Mg

f=) {f ox)on,

i

0

onde a igualdade tem o sequinte significado:
lim || f — ;(fy Gr) ol = 0.

Como consequéncia, temos a identidade de Parseval,

AN =1 o), (2.24)

dita a relacao de completude.

Demonstragao. Assumimos que o conjunto de fungoes de classe C" em |[a, b]
que satisfaz as condigoes de contorno do problema de Sturm-Lioville é denso
no espaco L*(a,b), ou seja, V ¢, > 0, existe f satisfazendo

If = fll<ea= % (2.25)

Assim, para cada m > 0,

m

1= (o)l = I =F+F=D (T, ¢k+2<7, Sr) k= _(f, dr)onl| <
k=0 =

k=0

k=0
1f =TI+ 1T =) (.0 ¢k||+||z (f = £)s byl (2:26)
k=0

Usando-se a ortonomalidade de {¢}, podemos reescrever a tltima parcela
da soma acima assim

(ij (T - f>,¢k>|2)é.

Logo usando-se a Desigualdade de Bessel, obtemos
m 1
_ 2 _ €
(Z‘((f—f),qﬁm) SHf—fH<€1:§- (2.27)
k=0

16



Segue-se do Teorema (2.6.4), a existéncia de um inteiro M, que depende de
€2, tal que para m > M temos

If - ZG’ Or) k|| < € = g (2.28)
k=0

Por fim, combinando-se (2.25), (2.26), (2.27) e (2.28) temos para m > M
que

= € € €
Hf_§<fa¢k>¢k||<§+§+§=€

]

Definigao 2.6.6. Um sistema ortonormal {¢y} € fechado em x1 < x < 9
se para uma fun¢ao seccionalmente continua (x) temos, ¥ k

x2

W.n) = [ @)oo do=o. (2.29)
assim Y(x) = 0 em x1 < x < X9, com a possivel excessao de um nimero
finito de pontos (ou um congunto de medida nula).

Podemos provar que o conceito de completude e o de ser fechado sao
equivalentes. Para isso, assuma que {¢x} é completo mas nao é fechado,
lembrando-se que para o sistema ser completo este deve satisfazer a identi-
dade de Parseval (2.24). Entao, existe uma funcao ¢ (x) que nao é identica-
mente nula e seccionalmente continua tal que, V k,

(0, o) = 0. (2.30)
Como {¢y} é completo, de (2.24) temos

B2 =S [, 6P,
k=1

e de (2.30) vem que |[¢]* = 0, isto ¢, ¥ = 0, donde se segue que {¢} ¢
fechado, uma contradicao.

2.7 O problema nao-homogéneo de valores de
contorno

O problema nao-homogéneo consiste no sistema

Lr=Ilx+f, Ux=0; (2.31)
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Consideraremos f € C([z1,23]), e o caso particular discutido nas segoes

anteriores, a saber,

Ly = —[p(@)y] +a(z)y = —f(2)
any(z) + a2y’ (1) =0
asny(z2) + axny'(xs) = 0.

Para tanto, tomaremos a funcao
e = [ Gl €56 de

onde G(x,&) na integral acima é chamada func¢ao de Green.

(2.34)

Suponhamos que (2.34) seja uma solugao do problema (2.32), (2.33). Essa su-
posicao nos fornecerd ideias construtivas para estabelecer a funcao de Green.
Portanto, assuma que G(z,§) existe e que (2.34) é solugao de (2.32), e ao
substituirmos (2.34) em (2.32), efetuando-se as devidas diferenciagdes, obte-

mos

v - [ OGS b6y de 1 Glana — 0)f(a)

ox
2 0G(x,§)
* /x ox

Assumindo-se a continuidade de G(z, &) em &, temos
G(z,z —0) = G(xz,z + 0);
assim,
v(@) = [ "G ) de,

e consequentemente,

18
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v = [ g ag T g
+ [T g ag - T D )
2 902G (x, ) 0G(x,x —0) 0G(x,z+0)
[ s der )| =0 - 2R D)

Por fim, fazendo-se a substitui¢ao em (2.32), obtemos

o [ L i dg o+ g | X0 DG O]
1 Gz, )

#o/e) [T FERE ) derato) [ Gl f16) de -

[ 10 p0 =55 4 0 2 a6 de

0G(z,x —0) 0G(z,x +0)
Ox Ox

) )|

[ 101669 de 4t )| EEEZD L HELELD]

Temos, portanto, que se (2.34) é uma solucao da equagao diferencial (2.32)
e se G(z, &) satisfaz a equagao homogéna correspondente a (2.32), entao

LG(z,€) =0
em toda parte, exceto em x = &, e neste ponto vale a relagao
E=x+e€
— 1
0G(z,x —0)  0G(z,2+0) ~ lim 0G(x,¢§) _  (@2.35)
oz ox —0  Or . p(x)

As condicoes de contorno assumem a seguinte forma, tomando-se a solugao

(2.34):

[ @69+ g < o
/ 2 f(©lanG(21,€) + a22aGéi’ 5)] d¢ =0,
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desde que G(z,§) satisfaga as condigdes de contorno (2.33).

O seguinte resultado sintetiza o que foi demonstrado para a funcao de Green:

Teorema 2.7.1. Se existir uma func¢ao G(z,€) que possui derivada continua
em todo ponto, exceto em x = &, que satisfaz as condi¢des de contorno (2.33),
a equacao homogénea LG = 0 em todo ponto, exceto em x =& e (2.35), entao

L2 G, 8) f(€) dE € solucdo de (2.32), (2.33).

Discutamos um exemplo de utilizagao da funcao de Green para solucionar
o seguinte problema nao-homogéneo de condicoes de contorno. Sejam

y' +y =1, (2.36)

e as condigoes de contorno
y(0) =0 (2.37)
y(5) =0. (2.38)

De acordo com o Teorema 2.7.1, a funcao de Green satisfaz
G"+G =0, (2.39)

com 0 <z <§ef <x < T etambém a condigao (2.35). Efetuando-se os
devidos célculos, a solugao de (2.39) com 0 < = < & que satisfaz (2.37) é

Yo = senw,
e a solucao de (2.39) com & < x < § que satisfaz (2.38) ¢
Y1 = COS .

Portanto, a fungao de Green assume a forma

Gz, &) = {Senl’ o), para 0<uz <,

cosw p(§), para &<z < 7.

As fungoes ¢ e ¢ tais que (2.35) vale sao

G (.8)
ox

9G(x,£)

B = —senzx ¢(§) — cosz gp(f):—ﬁ:—l,

z=£40 x=£—0

Observemos que esta condicao ¢ satisfeita se, e somente se,
$(§) = cos& = y1(§), (&) = sen& = yo(§),
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e assim a funcao de Green assume a forma

G(x,€) = yo(x)y1(§) =senxcos(§), para 0<z <,
S y1(7)yo(§) = cosxsin(§), para &<z < 7.

Dal, obtemos a solucao de (2.36), satisfazendo as condigoes de contorno (2.37)
e (2.38), como

y(x) = /2 G(x, &) f (&) d¢ = —cosx/:seng df—senx/2 cos& d§ =

0
1 —cosx —senzx

Teorema 2.7.2 (Existéncia da funcao de Green). A fun¢do de Green definida
em (2.34) e que satisfaz as hipdteses do Teorema 2.7.1 existe se o problema
associado de valor de contorno homogéneo possui solu¢ao trivial unica.

Demonstracdo. Seja

Yy = ciy1 + G2y
a solugao geral da equagao homogénea
Ly =0,
onde L denota um operador diferencial auto-adjunto de 2* ordem. Determi-
nemos constantes cy, ¢s tais que a primeira condi¢ao de contorno de (2.33)
any(ri) + apy' (1) =0

seja satisfeita, e consequentemente

Yy = cgl)yl + cg)yz

Determinemos também constantes ¢y, ¢ tais que a segunda condicao de con-
torno de (2.33),

a1y (x2) + any' (r3) =0

seja satisfeita, e consequentemente

o = Py + Sy,

Temos, portanto, somente duas possibilidades: ou 7, = 7, ou §; # .

No primeiro caso, 7; é solugao nao-trivial do problema associado de valor
de contorno homogéneo, porém 7, é miltiplo escalar de 7, (o problema de-
les serem linearmente dependentes ficara explicito logo abaixo). No segundo
caso, a solugao nao trivial do problema homogéneo associado nao existe, e
assim podemos construir a seguinte funcao:
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Y1 (2)72(8)
e e Se T < &,
Gz, €) = {yl(ﬁ)yg(ﬂ—yl(f)yz(&) ¢

GG
noOnO-ene S (ST

Obervemos que o denominador nao se anula em nenhum caso, pois

W3O = | 218 DS | = 5O (©) - O,

e se assumindo 7,7, lineramente independentes, temos Wy, 7,] # 0, onde
Wly,,7,] é o Wroskiano. Podemos, ainda provar que

P(&)[1Y2 — 1¥a] = ¢ (constante).
De fato, usando-se a equacao (2.7), temos

ULy = o Lyy = P75 — 110,)]
e como Yy, Y, sao solucoes, segue-se que Ly, e Ly, se anulam. Logo, o membro
esquerdo da equacao acima se anula, e portanto

&P — 717,)] = 0.
Consequentemente,
p(Th¥s — Y1Y2) = c.
Resta-nos provar que a fun¢ao G(z,&) definida acima é a funcao de Green
do problema nao-homogéneo

‘Ly ::__f(m)a
com as condigoes de contorno (2.33).
Com efeito,

(1) G(x,€) satisfaz LG = 0 em 27 < z < £ e & < x < x9, POIS Uy, Ys
sao solugoes de Ly = 0;

(2) G(z,§) satisfaz as condigoes de contorno (2.33), uma vez que 7, e 7,
satisfazem cada condicao de contorno;

. &=x+0
(3) | = =L — T = 5
E=x—0
j& que p(x)(7,95 — 7192) = c.

Uma aplicacao do Teorema 2.7.1 completa a demonstragao. O
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Capitulo 3

Problema Singular
Auto-Adjunto de Valor de
Contorno para Equacoes de
Segunda Ordem

3.1 Introducao

Até entao, sempre supusemos que o problema de Sturm Lioville (2.8), (2.9)
era regular, ou seja, que P era diferencidvel, () e R continuas e R > 0 em
todos os pontos do intervalo [a, b].

Neste capitulo, trataremos do problema de Sturm-Lioville singular, que pode
ser varios tipos. Destacamos dois deles: no primeiro, temos uma determinada
classe de problemas de valores de contorno para o operador diferencial (2.8)
tal que as funcoes P, e R satisfazem as condig¢oes enunciadas no paragrafo
acima, no intervalo [a, b], mas pelo menos uma dessas fungoes deixa de sa-
tisfazer uma ou mais dessas condi¢bes em um (ou ambos) dos extremos do
intervalo; no segundo, temos um operador diferencial definido em um inter-
valo ilimitado, por exemplo, [a,o0) e (—o0, 00). Discutiremos nesse trabalho
apenas a situacao de um operador diferencial regular definido no intervalo
[a, 00).

Iniciemos a discussao analisando o seguinte problema
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para 0 < t < oco. Para tanto consideraremos o caso-limite do problema no
intervalo finito 0 < ¢ < b, com a condicao

z(b) = 0.
Para tal problema regular, obtemos o seguinte sistema ortonormal de auto-

fungdes {x }:

Y (t) = (%)2 sen% (k=1,2,3,...).

Qualquer funcao f que é continua em 0 <t < ¢ < bese anulaem c <t
satisfaz a seguinte relacao de completude de Parseval:

c ) _2 0
| o =33

Se escrevermos

krt 2

/0 sen Tf(t) dt

o(s) = / senst f(t) dt, (3.1)
0
a relacao de completude assume a forma

NG %fj o)

Definamos uma funcao escada p, de s nao-decrescente que dé saltos de mag-
nitude 2/b quando s passa por kr/b (k = 1,2,...) e seja constante caso
contrario.

2

(3.2)

Observemos que p, é descontinua justamente onde estao os autovalores do
problema regular e o mais interessante é que ao se tomar b — oo, teremos que
pu(s) — 2 (ver demonstragao do Teorema 3.3.1), ou seja, ao passarmos do
intervalo finito 0 < ¢ < b para o intervalo 0 <t < 0o, a fungao que era des-
continua nos autovalores do problema inicial se torna uma funcao continua,
monoétona nao-decrescente. E mais, podemos escrever o seguinte

/0 T IFO de = / 92 dp(s) (3.3)

e como feito acima, com b — oo, temos

/0 TP de=2 / T lg(s)P ds (3.4)

™
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a chamada Identidade de Plancherel.

O argumento heuristico anterior pode ser feito rigorosamente assumindo-se a
convergéncia de py(s) — % quando b — oco. A saber, suponha que f(0) =0,
e que f se anula para ¢ < t, e que f possui primeira derivada continua em
[0, c]. Entao, de (3.1) e se usando integragdo por partes, temos

ZIOI e
cos stf(t) + —/ cos st f'(t) dt‘ <
S 0 s Jo

1 &
—/|Cosstf )| dt = /]f )| dt =
S Jo

com M representando a integral. Para 1 < s,

e M

= )
82

965 = | -

l9(s)

e como g é continua, temos para p suficientemente grande

lim / 9() dp(s / 19(s)[? ds. (3.6)
b—o0

Para demonstrarmos (3.4) devemos analisar a integral no intervalo p < s <
oo. Usando-se (3.5) e (3.3) obtemos

o) 00 4M2 o0 4M2
/ lg(s)|? dpy(s) < MQ/ 572 dpy(s) < / 572 ds = . (3.7)
1 n T Ju

T

(3.5)

Consequentemente,
o 2 [ 4M?
2 2
g(s dpbs:—/ g(s)|” ds <

[ 1) doute) = 2 [ gt s <
°° 2M?
[ oo ds< =
m

1

e ao tomarmos p — oo, a parte direita da desigualdade acima tende a zero,
o que encerra a demonstragao.

3.2 Os casos Circulo-Limite e Ponto-Limite
Definicao 3.2.1. Se para um particular nimero complexo ly toda solugcao ¢
da equagao diferencial L = lyx satisfaz [ |¢]* dt < oo (¢ € L*(0,00)),

entao L € dito do tipo Circulo-Limite no infinito. Caso contrdrio, L € dito
do tipo Ponto-Limite no infinito.
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Demonstremos a seguir que a classificacao de L nao depende da escolha
particular de [y:

Teorema 3.2.2. Se toda solu¢io de Lz = lyx € de classe L*(0,00) para
lo € C, entao para todo outro | € C, toda solu¢ao de Lx = lx € de classe
L*(0,00).

Demonstragdo. Sejam ¢ e 1) duas solugoes Li. e de classe L*(0,00) de Lz =
lox. Seja y uma solucao arbitraria de Lx = lx, equacao esta que pode ser
reescrita como

Lz = lpx + (I — lp)x.
Usando-se a férmula da variacao das constantes, temos

X(t) = c19(t) + cp(t) + (1 = lo) /t(aﬁ(t)w(f) — o(§)v())x(§) dg (3.8)

onde ¢, ¢y e ¢ sao constantes. Usando-se a notagao

= ([ dt)é, (39)

existe M > 0 tal que ||¢||. < M, ||¢||. < M, para todo ¢ < t, ja que ¢, ¢ €
L?(0,00). Entao (3.8) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos fornecem

[ 6009 - oewne df‘ -

‘cb(t) / DO de — (1) / OO d&‘ <

oo (| (@) d§>§+M|w<t>| (/ (@) df)é — M) OD Il

Logo, integrando-se (3.8) de ¢ até t, tomando-se o médulo e usando-se a
desigualdade de Minkowski, temos

xlle < (Jex] + |ea) M + 2|1 — 1| M| |x]]. -

Pode-se tomar ¢ tao grande quanto se queira, de tal forma que |l —Iy|M? < %1,
donde segue-se que

1
[Ixlle < (erl + leah) M + 20 = Lo M| xlle < (lex] + [e2)M + SIxle
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e assim
lIxlle < 2(fer] + |ea] ) M.

Basta observar que o lado direito da desigualdade acima independe de t, o
que demonstra que y € L*(0,00). ]

Definicao 3.2.3. Uma funcao de valores complexos, definida em uma regido
A, € dita analitica em A se admite derivada em cada ponto de A. Uma fung¢ao
que € analitica em todo plano € dita inteira. Uma funcao que € analitica na
regiao A, exceto em seus polos, € dita meromorfa.

No caso Ponto-Limite, a definicao nos sugere que no maximo uma solugao
(a menos de miiltiplos constantes) de Lz = lx é de classe L?*(0,00). Mostre-
mos que nesse caso, existe uma tnica solugao de Lz = Iz de classe L?(0,00)
para qualquer [ tal que Im(l) # 0. Ficara evidente também o porqué do uso
da nomenclatura circulo-limite e ponto-limite. De fato, sejam ¢ e @ duas
solugoes de Lx = [z satisfazendo

#(0,1) =sena  ¥(0,1) = cosa
p(O)F(0,1) = —cosa p(0)(0,1) = senar

com 0 < a < 7. Claramente ¢, sao solugoes l.i. e além disso, o Lema

de Green (Teorena 2.3.1) nos fornece [p|(t) = (gb(t)@l(t) - w(t)al(t)) =
sent? 4+ cost? = 1, Vt > 0. Tais solucoes ainda satisfazem a condicao de
contorno em t = 0, a saber

cosa ¢(0,1) +sena p(0) ¢'(0,1) =0
sena 1(0,1) — cosa p(0) ¥'(0,1) = 0, (3.10)

e toda solucao y de Lz = lx é uma combinacao linear de ¢ e 1, ou seja, tem
a forma

X = ¢+ m,

onde m é uma func¢ao que depende de [. Considere agora a seguinte condi¢ao
de contorno real para o ponto t = b, com 0 < b < co:

cos B x(b) +sin B p(b) 2'(b) =0 (0< B < m). (3.11)

A pergunta que fazemos é qual deve ser a funcao m tal que a solucao x
satisfaga a condi¢ao de contorno acima, ou seja,

cos B x(b,1) +sen 3 p(b,1) x'(b,1) = 0.
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Assim,

cos B(p(b, 1) + map(b, 1)) + sen 8 p(b,1)(¢' (b, 1) + my)'(b,1)) = 0,

e portanto

senB(E50(0,1) + p(b)'(b,1)
sen B(<284(b,1) + p(b)y/ (b,1))’

ou ainda,

_cot (b, 1) + p(b)g/ (b, 1)
cot Bw(b, l) + p(b)¢,<b, l) :

Fica claro da identidade acima que m é uma fungao de [, b e 8; m = m(l, b, §).
Como ¢, @', e ¢’ sao fungoes inteiras de [, usando-se [4], segue-se que m
¢ meromorfa em [. Se escrevermos z = cot 3 e se (I,b) sdo fixados, entao
reescrevemos a equacao acima como

__Az—i—B
Cz+D’

onde

A= ¢(bv l) B = p(b)gb,(b, l)
C= ¢(b7 l) D= p(b)lﬂ/(b, l)

A medida que 3 percorre o intervalo (0, 7), z percorre a reta real. A fungao
m é, portanto, uma Transformacao de Mobius. As propriedades dessa trans-
formacgao podem ser encontradas em [3], e a propriedade que usaremos é que
a reta real do plano z tem como imagem o circulo C} que esta no plano m.
Assim, x satisfaz (3.11) se, e somente se, m se encontra em Cj. Fazendo-se
os devidos calculos, temos

B+ Dm
A+Cm’

z =

e a equagao da imagem do eixo real, I'm(z) = 0, torna-se
(A+ Cm)(B + Dm) — (A+ Cm)(B + Dm) =0,
exatamente a equacao para (. Temos ainda que o circulo C} tem centro
AD — BC
mpy = ————
CD—-CD
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e raio
|AD — BC|
Ty = —=——— .
|CD — CD|

Podemos reescrever a equacao de Cy, usando-se as definicoes de A, B,C e D,
como

AB + ADm + BCm + DCmm — AB — ADm — CBm — CDmm =

p(b)(¢(b, 1) (b,1) + &(b, )¢’ (b, )m + ¢ (b, ) (b, L)m + ' (b, )b (b, [)mim—

Qb(b’ l)¢/(b7 l) - ¢(b7 l)@/ﬂ(b, l)m - 77/)([?, l)¢/(b7 l>m - w(bv Z)W(b» l)mm) =0.

Como o membro esquerdo da segunda identidade acima é o Wronskiano de
x e x avaliado em t = b, temos

Wix, x](b) = [xx](b) = 0.

Usando-se argumentos analogos ao anterior, obtemos as seguintes equagoes:

AD — BC = [¢¢](b)

CD = CD = —[yy)(b)

AD — BC = [¢y](b) = 1.
Segue-se diretamente das identidades acima que

vy 1
" el T el)]

Segue-se do Lema de Green que

(3.12)

[GE)(b) — ) 0) = /O TLw — WTT di = 2ilm(1) /0 P dt

(S

b L b
hod(®) = / XEx — xIx di + [ (0) = 2iTm(1) / P dt + b (0).

Observando-se que [xx]|(b) = 0 é a condi¢do para que os pontos estejam em
Cy e como [xx](0) = —2iIm(m), temos

b
0 = [ (b) = 2iTm(1) / X dt + e (0),
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donde se segue que,

/O|Xy2 dt:I;ZL(g) (Im(l) # 0), (3.13)

que determina os pontos que estao em Cj. Por conseguinte, temos que

/0 N dt<% (Im(1) # 0)

determina o interior de Cj,.

A equagao de 7, em (3.12) pode ser reescrita, para Im(l) > 0, como

b
vt = 20m(l) / |2 dt. (3.14)
0
Agora, seja 0 < a < b < oo. Entao, se m estd dentro de C, temos
“ b Im(m)
2dt</ 2dt < 3.15
< [ ar< o (3.15)

e portanto m estd dentro de C,. Isso significa que o circulo C, contém Cj,
em seu interior se a < b. Logo, para um dado I (Im(l) > 0), e se tomando
b — oo o circulo Cj, converge ou a um outro circulo Cy,, ou para um ponto
Meo. Se Cy converge a um circulo, entao o raio ro, = limr, é positivo, e
implica que ¢ € L?(0,00), por (3.15). Se ys ¢ um ponto em C, entao Yoo
estd dentro de qualquer C, para b > 0. Consequentemente,

Im(me)

b
b+ yet Pt < E),
 to vl < ZE
e se tomando b — 0o, vemos que ¢+ ¥yt € L?(0,00). No caso Cy — Cy, to-
das solugoes sao de classe L?(0, 00) para I'm(l) # 0, uma vez que ¢ e ¢+ Yot
0 sao, e isso identifica o caso circulo-limite com existéncia do circulo C.

O caso ponto-limite é identificado com a existéncia do ponto m,, nesse
caso Cy — Mo, 0 que resulta em limr, = 0 e (3.14) implica que ¥ nédo é de
classe L?(0,00). Nessa situagao, apenas uma solucao (a menos de multiplos
constantes) é de classe L?(0,00) para Im(l) # 0.

No caso circulo-limite, m estd em C} se, e somente se, (3.13) ocorre. Logo,
se x = o(t, 1) + mi(t, 1), segue-se que m estd em C, se, e somente se,

Im(l) /000 Ix|? dt = Im(m).
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E como [xx](0) = —2iIm(m), segue-se que m estd no circulo-limite se, e
somente se, [xx](co) = 0. Todos esses resultados estao sintetizados no se-
guinte:

Teorema 3.2.4. Se Im(l) # 0 e ¢, sao solugoes l.i. de Lx = lx satisfa-
zendo (3.10), entao a solugdo x = ¢ + my satisfaz a condigdo de contorno
(3.11) se, e somente se, m encontra-se no circulo C, em um plano complexo
de equacao

[xx](b) = 0.

Quando b — oo temos C, — Co, um circulo-limite, ou C, — My, um
ponto-limite. Toda solugdo de Lz = lz é L*(0,00) no primeiro caso, e no
sequndo caso, para Im(l) # 0, exatamente uma solugdo l.i. é L*(0,00). Mais
ainda, no caso circulo-limite, um ponto estd no circulo Cx(l) se, e somente

se, [xx](co0) = 0.

Uma condicao suficiente para L ser do caso ponto-limite se segue abaixo
(para mais informacgoes sobre as ferramentas usadas na demonstracao desse
resultado, vide [4]).

Teorema 3.2.5. No caso ponto-limite, ms, € uma fungao analitica del para
Im(l) > 0 e ainda Im(my) > 0 para Im(l) > 0. Mais, ms tem zeros ou
polos no eixo real, todos simples.

Demonstracao. De (3.12) e das defini¢oes de ¢ e 1, segue-se que o centro e o
raio do circulo C; s@o fungoes inteiras de [ para I'm(l) > 0. Suponha que C},
estd no interior de C', para b > 1, e portanto se [ estd restrito a um subcon-
junto fechado e limitado A, entdo os pontos m = m(l,b, 8) em Cj sdo uni-
formemente limitados quando b — oo. As fungdes m (my(l, 8) = m(l, b, 5)),
sendo meromorfas e limitadas em A, sao analiticas também. Usando-se o te-
orema de Cauchy, as fungoes m, constituem um conjunto equicontinuo de A,
e m; converge uniformemente para mq,. Sendo o limite uniforme de fungoes
analiticas, ms, também é analitica em A. Isso prova que se a funcao m, tem
zeros ou polos no eixo real, entao eles sao todos simples, e temos ainda que
os polos possuem residuo negativo, o que prova o resultado. O

Teorema 3.2.6. Sejam M uma fungao positiva diferencidvel, ki e ko duas
constantes positivas tais que para t suficientemente grande,

hza), [ M=o
7 ()M ()M~ (t)| < ks (3.16)

Entao, L estd no caso ponto-limite.
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Demonstracao. Queremos provar que Lx = 0 nao possui duas solucoes Li. de
classe L?(0,00). Suponha que x seja uma solugao real de Lz = 0, e assuma
que x € L*(0,00). Logo, Lx = —(px')' +ax — (px) = qx, e se segue para

c> 0 que
t AV t t
/%dt:/ %)ﬁdtz—kl/fdt.

Agora, usando-se o fato de que Y € L?(0,00) e se resolvendo por partes a
primeira integral acima, existird uma constante k3 tal que

o t N2 t "N M
%4‘/ I%dt— %dt<k3. (3.17)

C

Escreva

H(t) = / t p%)z dt,

e entao, usando-se (3.16), a desigualdade de Schwarz nos fornece

t / / 2
X' xM <

M2

dt dt

N =

‘2 /t p%M/M—%p%XIX
c M

t oL 2 t
(kz/ P2Ixx dt) < kgH(t)/ X2 dt.
c M§ C

Novamente, por x € L?(0,00), existe uma constante k4 tal que a equagao
(3.17) fica na forma

[

_pxx

Se quando t — oo entdo H(t) — oo, a desigualdade acima, nos fornece, para
t suficientemente grande, % > % Mas isso significa que y e x’ devem ter
o mesmo sinal para t suficientemente grande, o que contradiz o fato de que
X € L*(0,00). Provamos com isso que

/: p(j\?Q dt < oo (3.18)

Suponhamos agora que ¢, € L?(0,00) sao duas solugoes 1.i. de Lz = 0,
isto é, L é do caso circulo-limite. Podemos assumir ainda que as solugoes sao
reais e que

Wlgy] = (¢’ — 9¢') = 1.
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Dividindo-se toda a equagao por (pM )% com p, M # 0, pelas defini¢oes dessas
funcoes obtemos
pi  pi¢ 1

ST (pM)3

Integrando-se a equagao acima de ¢ até 0o e se usando (3.18) para as solugoes
¢ e 1), vemos que a hipdtese de que ftoo (pM )’% dt = oo falha. Concluimos que
o caso circulo-limite nao é valido nessa situacao, o que prova o resultado. [J

No caso em que M (t) = 1 para 0 < ¢ < 0o, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.7. Se q(t) > —k, onde k é uma constante positiva, e

/ p_% dt = oo,
C

entao L € do caso ponto-limite.

No caso em que p(t) = 1, para operadores de segunda ordem de nosso
interesse, o seguinte resultado se segue:

Corolério 3.2.8. Se p(t) =1 para 0 <t < oo e q(t) > —kt* para um certo
k constante, entao L € do caso ponto-limite.

3.3 A Completude e os Teoremas de Expansao
do caso Ponto-Limite

Considere o seguinte problema para 0 <t <b< el <o, <

Ly = —(pa') +qr =z
sena 2(0) — cosa p(0)2'(0) =0 (3.19)
cos 8 x(b) 4+ sen 8 p(b)z'(b) = 0.

Este é um problema auto-adjunto de valor de contorno regular, e portanto
existe uma sequéncia {\,,}, n = 1,2,..., de autovalores reais e por conse-
guinte um conjunto ortonormal de autofungoes {6,,}. Sejam ¢ e ¢ solugoes
de Lz = lx satisfazendo as condigdes (3.10). Entao ¢ satisfaz a primeira
condicao de contorno acima e nenhuma outra solugao de Lz = [z l.i. com
respeito a 1, satisfaz esta condicao. Portanto,

Opn (t) = Ton0(t, Aon)
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onde 71, é constante e independente de t. A relacdo de completude de Par-
seval aplicada a toda fungao continua com 0 <t < oo e que se anula para
0 <t<e¢ onde 0<c<b, nos fornece

b ) 0 ) b 2
/O |f() dt:;mn\ ‘/0 FOWD(E, M) dt]|

(3.20)

Defina
g(n) = / R ) dr.

e seja p, uma funcao escada nao-decrescente de A, que possui saltos de magni-
tude \rbn|2 exatamente nos autovalores \y,, € é constante nos demais pontos.
Assuma ainda que py(A + 0) = pp(A) e pp(0) = 0. Entado, a identidade de
Parseval (3.20) pode ser reescrita como

b oo
/O O dt = / 9V dpu(). (3.21)

A fungao p, é chamada Fungao Espectral para o problema (3.19).

A ideia fundamental por tras da generalizagao da equagao (3.21), com 0 <
t < oo, é provar que quando b — oo, a funcao p, tende a uma funcao p
mondtona nao-decrescente, que nao é necessariamente uma funcao escada.

Se o é qualquer funcao mondtona nao-decrescente em —oo < A < 0o, consi-
dere L?(0) o conjunto de todas as fungdes h que sao mensurdveis a respeito
a medida de Lebesgue e tais que

/OO BV do(A) < oo.

Teorema 3.3.1. Seja L do caso ponto-limite. Entao,
a) existe uma fung¢do mondtona ndao-decrescente p: R — R tal que

p(A) = p(p) = lim (py(A) = po(p1)) (3.22)
nos pontos de continuidade, A\ e u, de p;
b) se f € L*0,00) existe uma fungio g € L*(p) tal que

2 dp(\) =0 (3.23)

o0

lim \gu) - [ sown a

a—oo J_ o
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/0 TR0 di = / TP do(V): (3.24)

c¢) a integral
| ot oy

converge em L*(0,00) para f, isto €,

00 v 2
o /0 ‘f (t) = L gNY(t,A) dp(N)| dt = 0; (3.25)
d) se moo, entdo
1 A
pM)—pW)zi%igllhmmva+k)m; (3.26)

nos pontos de continuidade, \ e i, de p, e inversamente

7m40—mw%y:/w<Ail—Ai%>dmw+ma—h) (3.27)

— 00

onde ¢ € uma constante nao negativa e Im(ly) # 0.
A funcao p é chamada Funcao Espectral para o problema
Lx =1z, sena z(0) — cosa p(0)z'(0) = 0.

Enunciemos alguns resultados que nos darao suporte para a demonstracao do
Teorema 3.3.1. As demonstragoes de tais resultados podem ser encontradas
em [?] e [2], respectivamente.

Teorema 3.3.2. Seja {h,}, n = 1,2,..., uma sequéncia de fungoes reais
nao-decrescente em R, e H uma fun¢ao nao-negativa no mesmo intervalo.

Se
O < HQ) (n=1,2,..),

entao ezistem uma subsequéncia {h, } e uma funcio h : R — R nao-
decrescente tal que

[h(A)] < H(A)

lim Ay, (A) = h(A).

k—o0
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Teorema 3.3.3. Suponha que {h,} € uma sequéncia de fun¢oes nao-decrescentes
e uniformemente limitadas no intervalo (a,c), e assuma que

lim h,(A) = h(A), XE€ (a,c).

n—oo
Se f € qualquer fun¢ao continua em (a,c), entao

i [0 an = [0 anos

a

Demonstragao do Teorema 3.3.1. (a) Seja my um ponto do circulo Cy, onde
Im(l) > 0. Entao, a igualdade de Parseval aplicada a solugao x, = ¢ + myt)
de Lz = lx nos fornece

b 00
/ @ dt =3 rf?
0 n=1

O Lema de Green aplicado a x; e ¢ resulta em

2

/Xb(t)lb(t,)\lm) dt| .

0

(3.28)

(I - /\bn>/0 Xo(E)U(t, Aon) dt = [Xp06n] (D) — [X6¥pn](0),

onde y, = (L, \pp). E facil ver que [Xp¥pn|(b) = 0, uma vez que x, € Yy,
satisfazem as condicoes de contorno em b, e que

(X} (0) = p(0) (x(0) ¥ (0) = ' ()01 (0) =
P(O)((6(0) + m1p(0)) s (0) = ($(0) +m(0)) P (0)) = 1,
usando-se as definigoes de ¢(0,1) = sena e 1(0,1) = cos a. Portanto, (3.28)

implica em
’ = dpy(N)
H|? dt = AN
/leb()| /_OO e

levando-se em consideracao a definicao da funcao mondtona p,. Como my,
estd em (Y, temos de (3.13) que

/0 Ixs(t)]? dt = %(bl()l))

Segue-se, assim, a importante identidade

X dpp(N) _ Im(m(1))
/_oo |Ab—z|2 - fm(bl) (Im(l) > 0). (3.29)
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Tome [ = i na igualdade acima. Como Cj, estda em C] para b > 1, entao existe
uma constante k tal que I'm(my(i)) é menor do que k para b > 1. Logo,

/OO dp(N) ) (3.30)

oo LA A2
Isto, juntamente com p,(0) = 0, nos da
s V)] < k(1 +)?).

Tomando-se a sequéncia b, — 0o, e se escolhendo 3, tal que 0 < 8 < m,
para cada b, segue-se do Teorema 3.3.2 que existe uma subsequéncia {py, }
da sequéncia {p,} que converge a uma fungao-limite p que é mondtona nao-
decrescente e que satisfaz

(V)] < k(14 X%).

(b) Seja f uma fungao com derivada segunda continua em 0 < ¢ < 0o, que se
anula em ¢ = 0 e para t suficientemente grande. Entao, aplicando-se (3.24)
para Lf e para b suficientemente grande, temos

| wser = [~ [ rioue a

com g(\) = [ Lf(t)1(t,\) dt, e portanto

2

dps(A), (3.31)

/0 CILF@)P di = / TP dou(N).

—00

Para um certo p > 0, segue-se que

/ GO dpo(N) < 2 / (LD dr, (3.32)
A A

onde A = (—00,00)\(—p, ]. Podemos ainda reescrever a relagao de comple-
tude para f como

| 1ror de= [ g0 daa (/ /)\g > dpy(N).

Agora, fazendo b — oo, segue-se do item (a) que p, — p, e de (3.32) e do
Teoreoma 3.3.3. que

/Ooolf(t)!2 dt = ([i+A)‘g(A)|2 dp(\)
/000 |f()]? dt — /_i: lg(\)[? dp()\)‘ _
‘/A|9(/\)|2 dp(/\)‘ < u‘Q/A|(Lf)(t)|2 &
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Tomando-se 1 — 0o, o membro direito da desigualdade acima tende a zero,
e pela igualdade de Parseval, obtemos

/0 AR di = / TP do(V) (3.33)

—00

para qualquer f assim escolhida.

Suponha agora que f € L?(0,00) é tal que se anula para t = 0 e para ¢
suficientemente grande. Usando-se o fato de que o conjunto C? é denso em
L*(0,00), existe um sequéncia de fungoes f,, € C?(0,00), com derivadas de
segunda ordem continuas que anulam em ¢t = 0 e para t suficientemente
grande, tal que

[e.e]

lim \fn — fI? =0. (3.34)

n—oo 0

Aplicando-se (3.33) a f, — fm, temos

/0 el dt = / 100N = gV d(N), (3.35)
onde
gn(A) = /000 fa()(t, A) dt. (3.36)

Sendo o membro esquerdo de (3.35) um sequéncia de Cauchy, ao se tomar
n,m — 00, segue-se que a sequéncia {g, } converge em L*(p), para g € L*(p),
uma vez que, tal espago é completo. De (3.36), temos que a func¢ao continua
g é dada por

g(n) = / RN

Usando-se (3.33), obtemos

/ P dt = lim / ol dt = lim / gu]? dt = / g2 dt,
0 n—oo O n—oo —00 —00

o que demonstra a relacio de Parseval para qualquer f € L?(0,00) que se
anula em ¢ = 0 e para t suficientemente grande. Suponha agora que f é
qualquer funcao de classe L*(0,00), e defina

£(0) = {f(t), se 0<z<a,

0, se a<t.
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e ainda

_ / T Rat( ) di = / "Ryt N di

Pela definigdo acima e pelo item (a), temos

/_°°|ga<x> gaVI? dp() /|f OF dt (a<d).

[e.9]

Como o conjunto {g,} converge (quando a — oo) em L?(p) para a fungao
g € L*(p), ao fazermos a — oo em

| 1w don) = [C1ro e
segue-se a equagao de Parseval (3.24) para f € L*(0, 00).

(¢) Queremos provar que [ g(t)¥(t,A) dt converge em L*(0,00). Para
tanto, usemos que A = (u, A e

falt) = /A g(NB(t, ) dp(N), (3.37)

onde g é a funcao que aparece em (3.25). A relagao (3.24) implica que, se
f1, f2 € L*(0,0) e g1, g» sdo as tranformagoes correspondentes, entao

/ fifs dt = / G1G5 dp(N). (3.38)
0 —00

Seja P € L*(0,00) tal que P se anula em ¢ > a > 0. De (3.37), segue-se que

/Oa fa(t)P(t) dt = /O ( /A g, )\)dp()\))ﬁ(t) dt =

[ o ( [ P de) o = [ ani@naso,
onde Q(X\) = [ P(t)¥(t,\) dt. Em (3.38), para f, = f, f» = P, temos

/000 fP dt = /_ Z g(NQ(N) dp(N).

Seja A® = (—o0,00)\A; assim,

fooma= [LasPan= [T P [ a0
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e se usando a desigualdade de Schwarz, obtemos

o0

[Pl < [ R a0 [ oo o) -

9P do(N) / PP dt.
Ac 0

Aplicando-se a desigualdade acima a funcao P definida por
t) — t 0<t<
P(t) = {f() fah), se 0<t<a
0, se a <t,

obtemos
[ s = s i< [ 0 dot) (3.39)

Observemos que o membro direito de (3.39) nao depende de a, e podemos
fazer a — co. Se A — (—00,00) entdao A¢ — 0, e se usando a defini¢ao de
fa, chegamos ao resultado desejado.

(d) De (3.29), segue-se que, para qualquer [ fixado com Im(l) > 0, existe
uma constante k tal que, para b > 1 e todo p > 0

*dpp(N)
/M <k (3.40)

Fazendo-se b — oo em (3.30), segue-se que p, — p. Uma vez que a desigual-
dade anterior é véalida para todo u, obtemos

/_oo |f\ip_(Al)|2 < 0. (3.41)
Se Im(l) # 0, Im(ly) # 0, por (3.29), temos que
Im(my(l))  Im(mp(lo)) [ 1 1
iy~ = [ (e g e
Segue-se que, se b — 0o, por (3.41) obtemos
Im(ms(1)) Im(me(lo)) o0 1 1
s Tl M e e L)

Logo,

Im(mo (1) _ /°° d,(\)

42
) ) h—ip (3.42)
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onde ¢ é uma constante que independe de [, ainda com Im(l) > 0 (ou
Im(l) <0).

Pelo Teorema 3.2.5, temos que Imq.(l)/Im(l) > 0. Por (3.42), usando-se
que Re(l) =0, Im(l) — oo, segue-se que 0 < ¢. Ainda, de (3.42), temos

() = mosi) = 1 [~ (525 = 52 Ao ) ¢
¢ Im(l—1ly) (3.43)

Assim, me, ¢ analitica em [ para Im(l) >0 (ou Im(l) <0), e Im(ms) de-
termina Re(ms,) como uma constante aditiva. A parte imagindria da funcao
analitica de [ (para [y fixado, com Im(l) # 0), definido pelo membro direito
de (3.27), é Im(ms(l) — ms(lp)), em virtude de (3.43), o que evidencia a
escolha de mu(l) — moo(lp) e demonstra (3.27).

Sejam A, i pontos de continuidade de p. Entao, em (3.42), temos

A
dp(
lim Im(meo(v + i€))dv = hm/ / ‘ p — L —dv =

=0t J, =0+ (0 —v) —|— €2

00 A
) dv 1 L [o—v
Jim mfdf)(")/ﬂ oopte dm | ~cdplo >Lta“ ( ‘ )}

o

lim : [tanl (/\ ; 0) — tan~ (“ Z 0>}dp(0) =
m(p(A) = p(1)),

o que nos fornece (3.26). Completamos assim, a demonstracao desse teorema.
O]
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Consideracoes Finais

Como o Hamiltoniano é um operador diferencial auto-adjunto cujos dominio
e acao sao determinados pelas propriedades fisicas de algum sistema pro-
posto, é evidente a importancia de se compreender as propriedades de tal
objeto.

Mais que isso, esse trabalho mostra que podemos fazer a conexao entre um
certo operador diferencial auto-adjunto de segunda ordem definido em um
intervalo finito (caso regular) ou na semirreta positiva (caso singular), di-
gamos o Hamiltoniano, com o chamado Problema de Sturm-Lioville. Ve-
rificamos ainda a enorme diferenga entre estudar os Problemas de Sturm-
Lioville nos casos regular e singular. Cada caso nos fornece propriedades
espectrais de suma importancia no entendimento dos operadores diferenciais
auto-adjuntos.

Como nossa motivagao é fazer estudos em Matematica com aplicagao em
Mecanica Quantica, esperamos que esse trabalho sirva de base para outros
estudantes que venham a se interessar por tal tema. Foi feita a tentativa de
facilitar a leitura do texto e o entendimento das demonstragoes, de forma
que o leitor consiga acompanhar a ideia das conexoes explicitas no paragrafo
acima e a matematica que foi usada para a construcao desse texto.
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