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Resumo

Esta tese é dedicada ao estudo de folheações holomorfas de dimensão n, locais e globais

no espaço projetivo, que possuem subconjuntos Levi-�at invariantes. Um subconjunto

analítico real H ⊂ CN de dimensão 2n+ 1, onde 1 ≤ n ≤ N − 1, é dito Levi-�at se a dis-

tribuição de espaços tangentes complexos em sua parte regular possui dimensão complexa

n e é integrável no sentido de Frobenius. No caso em que n = N − 1, dizemos que H é

uma hipersuperfície Levi-�at. Os subconjuntos analíticos reais Levi-�at H possuem uma

complexi�cação intrínseca, denotada por H ı: uma variedade complexa de dimensão n+1,

possivelmente singular, dentro da qual o subconjunto H é visto como uma hipersuperfície

Levi-�at. Essa é unicamente de�nida como germe em torno do fecho topológico da parte

regular de H.

Neste trabalho, vamos estender alguns aspectos da teoria de hipersuperfícies Levi-�at

tangentes a folheações holomorfas para subconjuntos Levi-�at. Estudaremos, em particu-

lar, nos casos local e global, situações em que uma folheação tangente a um subconjunto

Levi-�at H possui integral primeira meromorfa ou racional na complexi�cação intrínseca

H ı. Por �m, estudaremos a integrabilidade de tipos especiais de folheações projetivas

globais tangentes a hipersuperfícies Levi-�at, mais especi�camente folheações induzidas

por 1-formas fechadas ou que possuem integral primeira liouvilliana ou que são elemento

genérico de um feixe linear.

Palavras-chave: Folheações holomorfas, hipersuperfícies Levi-�at, variedade CR.
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Abstract

Holomorphic foliations tangent to Levi-�at subsets. This thesis is devoted to the

study of holomorphic foliations of dimension n, in local and global projective cases, which

are tangent to Levi-�at subsets. A real analytic subset H ⊂ CN of dimension 2n + 1,

where 1 ≤ n ≤ N−1, is called Levi-�at if the distribution of complex tangent spaces in its

regular part has complex dimension n and is integrable in the sense of Frobenius. In the

case where n = N − 1, we say that H is a Levi-�at hypersurface. A real analytic Levi-�at

subset H has an intrinsic complexi�cation, denoted by H ı: a complex variety of dimension

n + 1, possibly singular, in which the subset H is seen as a Levi-�at hypersurface. This

analytic set is uniquely determined as a germ around the topological closure of the regular

part of H.

In this work, we will extend some aspects of the theory of Levi-�at hypersurfaces

invariant by holomorphic foliations to the context of Levi-�at subsets. We study, in

particular, in local and global cases, situations in which a foliation tangent to a Levi-

�at subset H has meromorphic or rational �rst integral in the intrinsic complexi�cation

H ı. Finally, we study the integrability of special types of projective foliations tangent

to Levi-�at hypersurfaces, more speci�cally foliations induced by closed 1-forms or with

liouvillian �rst integral or that are generic element of a linear pencil.

Palavras-chave: Holomorphic foliations, Levi-�at hypersurfaces, CR variety.
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Introdução

Este trabalho de tese propõe estudos de natureza local e global � em espaços projetivos

� de folheações holomorfas tangentes a subconjuntos analíticos reais Levi-�at. O estudo

dá sequência ao desenvolvimento de alguns aspectos da teoria de hipersuperfícies Levi-�at

tangentes a folheações holomorfas que descreveremos abaixo.

Um subconjunto analítico real singular de dimensão 2n+1 em CN , onde 1 ≤ n ≤ N−1,

é dito Levi-�at se sua parte regular é folheada por subvariedades complexas de dimensão

n, ou seja, se possui uma distribuição de espaços tangentes complexos de dimensão n

integrável no sentido de Frobenius. Esta folheação é chamada de folheação de Levi e será

denotada por L. Se a folheação de Levi puder ser estendida a uma folheação holomorfa F
de dimensão n no espaço ambiente, dizemos que o subconjunto Levi-�at H é invariante

por F ou que F é tangente aH. Sendo um conjunto analítico real, H pode ser decomposto

como H = Hreg ∪ Hsing, onde Hreg é formado pelos pontos ao redor dos quais H é uma

subvariedade suave de dimensão dimRH e Hsing é formado pelas componentes irredutíveis

de H de dimensão estritamente menor que dimRH. Quando n = N − 1, temos que H é

uma hipersuperfície Levi-�at. Neste caso, um teorema de E. Cartan [Car33] diz que, em

vizinhança de cada ponto regular, existe um sistema de coordenadas locais holomorfas

(z1, ..., zN) tais que H é de�nida por Im(zN) = 0. Assim, a hipersuperfície é invariante

pela folheação de�nida por d(zN) = 0. No caso de hipersuperfícies, a possibilidade de

estender ao ambiente a folheação de Levi foi objeto de estudo de vários pesquisadores.

M. Brunella, em [Bru07], observou que essa extensão pode ser feita em um sentido local,

após o levantamento para a projetivização do �brado cotangente complexi�cado PT ∗CN .

O conjuntoH ′reg ⊂ PT ∗CN , obtido pelo levantamento da parte regular de uma hipersuper-

fície Levi-�at H, continua satisfazendo as propriedades Levi-�at, ou seja, H ′reg possui uma

distribuição integrável e de dimensão constante de espaços complexos. Além disso, está

contido em um conjunto analítico real H ′ de mesma dimensão. Entretanto, H ′ não mais

é uma hipersuperfície: sua dimensão real é a metade da dimensão do espaço PT ∗CN .

O conjunto H ′ é Levi-�at conforme a de�nição acima. Este é o primeiro momento na

literatura em que aparece o conceito de subconjunto Levi-�at.
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De modo geral, os subconjuntos analíticos reais Levi-�at H possuem uma complexi-

�cação intrínseca, denotada por H ı: uma variedade complexa de dimensão n + 1, pos-

sivelmente singular, dentro da qual o subconjunto H é visto como uma hipersuperfície

Levi-�at. Essa é unicamente de�nida como germe em torno do fecho topológico de Hreg.

Neste caso, uma versão para o teorema de E. Cartan a�rma que ao redor de cada ponto da

parte regular de H, existem coordenadas holomorfas locais (z1, ..., zn+1, zn+2, ..., zN), tais

que H é dado por {Im(zn+1) = 0, zn+2 = ··· = zN = 0}. Nestas coordenadas, H ı é de�nida

por {zn+1 = · · · = zN = 0} e é possível mostrar que se um germe de folheação holomorfa

F é tangente a H, então F é também tangente à complexi�cação intrínseca H ı. Quando

necessário, consideramos a restrição da folheação F a H ı, denotada por F ı = F|Hı .

Um resultado central da teoria de folheações holomorfas tangentes a hipersuperfícies

Levi-�at é o seguinte teorema de Cerveau e Lins-Neto:

Teorema: [CLN11] Seja F um germe de folheação holomorfa de codimensão um em

(CN , 0), N ≥ 2, tangente a um germe de hipersuperfície analítica real irredutível. Então

F possui uma integral primeira meromorfa não constante.

Este teorema foi motivador dos principais resultados dessa tese, que dividimos em

quatro capítulos. No Capítulo 1, apresentamos algumas de�nições e resultados prelimi-

nares. No Capítulo 2, estudamos a integrabilidade de folheações projetivas tangentes a

subconjuntos Levi-�at em PN :

Teorema A: Seja H ⊂ PN um subconjunto analítico real Levi-�at invariante por uma

folheação holomorfa F em PN de dimensão n tal que N > 3 e n >
N − 1

2
. Se a folheação

de Levi possui in�nitas folhas algébricas, então H ı é uma subvariedade algébrica de PN

de dimensão n+ 1. Além disso, a folheação F ı possui integral primeira racional.

Uma hipersuperfície algébrica Levi-�at em PN pode ser produzida tomando a imagem

inversa de uma curva algébrica real em C por uma função racional de�nida em PN . De
forma recíproca, J. Lebl em [Leb12], forneceu condições para que uma hipersuperfície

Levi-�at analítica H ⊂ PN , onde N ≥ 2, seja semialgébrica � contida na pré-imagem de

uma curva algébrica em C por uma função racional R : PN → C. O seguinte teorema, ge-

neralização desse resultado, fornece condições para que um subconjunto Levi-�at analítico

seja semialgébrico:

Teorema B: Seja H ⊂ PN , onde N ≥ 2, um subconjunto analítico real Levi-�at de di-

mensão 2n+1 invariante por uma folheação holomorfa F em PN de dimensão n. Suponha

que:

i) H ı seja algébrica e
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ii) a folheação de Levi possua in�nitas folhas algébricas.

Então existem uma função racional R : H ı ⊂ PN → C e um subconjunto algébrico real

unidimensional S ⊂ C tais que H ⊂ R−1(S). Além do mais, R é integral primeira racional

para a folheação F ı.

Observamos que, de um modo geral, se H ⊂ PN é algébrico, então H ı também é

algébrico. Isso pode ser demonstrado usando a técnica de complexi�cação de variedades

analíticas reais de H. Cartan [Car57].

No Capítulo 3, estudamos a integrabilidade de germes de folheações holomorfas tan-

gentes a subconjuntos Levi-�at em (CN , 0). Uma demonstração alternativa para o teorema

de Cerveau e Lins-Neto foi apresentada por M. Brunella, em [Bru12]. A técnica de M.

Brunella envolve o estudo da estrutura das variedades de Segre associadas à hipersuper-

fície analítica Levi-�at, ou seja, as variedades da forma Σp = {z ∈ U ⊂ CN , φ(z, p̄) = 0},
onde p ∈ U ⊂ CN e φ(z, z̄) = 0 é uma equação analítica real de H no aberto U .

As variedades de Segre também podem ser de�nidas no contexto de subconjuntos

Levi-�at. Se H é um subconjunto analítico real Levi-�at em (CN , 0), consideramos

{φ1, ..., φk} ⊂ ANR geradores do ideal I(H) das funções analíticas reais que se anu-

lam sobre H, com representantes em um aberto U ⊂ CN . Escrevemos H = {z ∈
U , φ1(z, z̄) = · · · = φk(z, z̄) = 0}. Para cada p ∈ H ı ∩ U , de�nimos a variedade de

Segre Σp = {z ∈ U , φ1(z, p̄) = · · · = φk(z, p̄) = 0} ∩ H ı. Quando H é algébrica, as

suas funções de�nidoras são algébricas e, com isso, as variedades de Segre também são

algébricas. Além disso, a folha de Levi no ponto p ∈ Hreg está contida na variedade de

Segre Σp. Dizemos que p ∈ H é um ponto Segre degenerado se Σp = H ı. No caso em que

codimCΣp = 1 em relação à H ı, dizemos que p é um ponto Segre ordinário. Assim, se

Σp tiver dimensão n, ou seja, se p é Segre ordinário, temos que Lp é uma componente

de Σp. Logo Lp é fechada. Uma vez que o conjunto dos pontos Segre degenerados tem

codimensão pelo menos dois na complexi�cação intrínseca H ı, todas as folhas de L em

H são fechadas. A compreensão da estrutura das variedades de Segre de um subconjunto

Levi-�at, adapatando as técnicas de M. Brunella, nos leva ao seguinte resultado:

Teorema C: Seja F um germe de folheação holomorfa de dimensão um em (CN , 0)

tangente a um germe de subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão três. Suponha

que a complexi�cação intrínseca bidimensional H ı possua singularidade isolada na origem.

Então F ı admite uma integral primeira meromorfa.

Suspeitamos que este resultado seja geral, ou seja, que germes de folheações holomorfas

F de dimensão n de�nidos em (CN , 0), tangentes a germes de subconjuntos Levi-�at H

de dimensão 2n + 1, possuam integral primeira meromorfa em H ı. Para isto, bastaria

mostrar a existência de um hiperplano em posição geral em relação a H e a F .
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Os exemplos conhecidos de hipersuperfícies Levi-�at em PN , N ≥ 3, são produzi-

dos a partir de folheações com integral primeira racional � aquelas cujas folhas estão

contidas nos níveis de uma função racional. Por isso, conjectura-se que folheações proje-

tivas tangentes a hipersuperfícies Levi-�at sejam sempre de�nidas por integrais primeiras

racionais.

No Capítulo 4, estudamos esse tipo de problema em situações especí�cas, por exemplo,

no caso em que a folheação projetiva F é de�nida por uma 1-forma fechada ou que possui

uma integral primeira liouvilliana ou que está em um feixe linear de folheações � ou seja,

em uma reta contida no espaço de folheações. Na primeira situação, é possível provar que

de fato F possui integral primeira racional.

Teorema D: Seja F uma folheação holomorfa em PN , onde N ≥ 3, de codimensão um

de�nida por uma 1-forma fechada racional Ω, tangente a uma hipersuperfície analítica

real Levi-�at H. Então F possui integral primeira racional.

Dizemos que uma folheação de�nida por uma 1-forma racional ω admite uma inte-

gral primeira liouvilliana se existe uma 1-forma racional fechada η tal que dω = η ∧ ω.
As técnicas da demonstração do teorema anterior podem ser adaptadas para a seguinte

situação:

Teorema E: Seja F uma folheação holomorfa em PN , onde N ≥ 3, de codimensão um

induzida pela 1-forma polinomial homogênea ω, que possui uma integral primeira liouvil-

liana. Se F é tangente a uma hipersuperfície analítica real Levi-�at H, então F possui

um fator integrante dado pela raíz r-ésima de uma função racional, ou seja, d(ω/F ) = 0

onde F = G1/r, para alguma função racional G.

Sejam ω1 e ω2 1-formas polinomiais homogêneas de grau d+ 1 em CN+1 que induzem

folheações de grau d em PN . São satisfeitas a condição de Euler iR(ωj) = 0, a condição

de integrabilidade ωj ∧ d(ωj) = 0, e, além disso, codimCSing(ωj) ≥ 2, para j = 1, 2.

Dizemos que ω1 e ω2 de�nem um feixe linear de folheações de grau d em PN , denotado
por Fωt , onde t ∈ P1, se as formas λω1 + µω2, t = (λ : µ) são integráveis, o que equivale à

condição ω1∧dω2+ω2∧dω1 = 0. O elemento genérico do feixe linear tem conjunto singular

de codimensão maior ou igual a dois e de�ne uma folheação de grau d. A folheação de

codimenção dois G de�nida pela 2-forma ω1 ∧ ω2 é chamada de eixo do feixe e é tangente

a todos os elementos do mesmo.

M. Brunella conjecturou que toda folheação de codimensão um em PN , N ≥ 3 ou bem

possui hipersuperfície algébrica invariante, ou bem é subfolheada por variedades algébricas

de codimensão dois. D. Cerveau, em [Cer02], demonstrou que um elemento genérico F
de um feixe linear de folheações holomorfas de grau d no espaço projetivo complexo PN

ou bem possui uma integral primeira liouvilliana � e nesse caso, possui hipersuperfícies
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algébricas invariantes � ou bem o eixo do feixe G possui duas integrais primeiras racionais

independentes e, portanto, é subfolheada por variedades algébricas de codimensão dois.

O trabalho de D. Cerveau portanto demonstra a conjectura de Brunella para folheações

em um feixe linear.

Consideramos a situação em que uma folheação F de codimensão um pertencente a um

feixe linear é tangente a uma hipersuperfície Levi-�at. No caso em que F possui integral

primeira liouvilliana, concluímos pelo Teorema E que F possui um fator integrante dado

pela raíz r-ésima de uma função racional. Quando o eixo do feixe G possui duas integrais

primeiras racionais independentes R1 e R2, observamos que a restrição da hipersuperfície

H a cada �bra de R1 ou R2 é um subconjunto Levi-�at tangente à folheação G. Aplicamos

então o Teorema B e concluímos que cada um desses subconjuntos é semialgébrico.

Teorema F: Seja F um elemento genérico de um feixe linear com eixo G em PN , onde
N ≥ 3, tangente a uma hipersuperfície analítica real Levi-�at H. Temos as seguintes

alternativas:

i) F possui um fator integrante dado pela raíz r-ésima de uma função racional;

ii) existem duas �brações racionais independentes tais que a restrição de H à �bra

genérica de cada uma delas é um subconjunto Levi-�at semialgébrico.
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Capítulo 1

Resultados preliminares

Ao longo deste trabalho, adotaremos as seguintes notações:

(a) ON : anel dos germes de funções holomorfas em 0 ∈ CN ;

(b) O∗N = {f ∈ ON ; f(0) 6= 0};
(c) AN : anel dos germes em 0 ∈ CN de funções analíticas reais com valores complexos;

(d) ANR : anel dos germes em 0 ∈ CN de funções analíticas reais com valores reais;

(e) Diff(CN , 0) : grupo dos germes de difeomor�smos holomorfos f : (CN , 0)→ (CN , 0)

com a operação composição.

Note que ANR ⊂ AN e F ∈ AN é tal que F ∈ ANR se, e somente se, F̄ = F. Ao longo

do texto convencionamos que as funções analíticas reais assumem valores reais, ou seja,

de�nem germes em ANR. Por simplicidade, denotaremos os germes e seus representantes

locais pelo mesmo símbolo.

1.1 Subvariedades analíticas reais em CN

A apresentação feita nas seções 1.1.1 e 1.1.2 é um resumo daquela feita em [BER99].

Remetemos o leitor a essa obra para mais detalhes.

1.1.1 De�nições básicas

Escrevemos z = (z1, ..., zN) ∈ CN , onde z = x + iy para x = (x1, ..., xN) ∈ RN e

y = (y1, ..., yN) ∈ RN . Temos que xj e yj representam respectivamente as partes real e

imaginária de zj ∈ C, para cada j = 1, ..., N. Considere z̄ = (z̄1, ..., z̄N), onde z̄j = xj− iyj
é o conjugado complexo de zj. Identi�cando CN com R2N , cada função f de�nida em um

aberto de CN pode ser escrita tanto como f(x, y) quanto como f(z, z̄).
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De�nição 1.1. Uma subvariedade analítica real suave de CN de codimensão d é um

subconjunto M de CN tal que para todo ponto p ∈ M existe uma vizinhança U de p e

funções analíticas reais suaves com valores reais ρ1, ..., ρd de�nidas em U , tais que

M ∩ U = {z ∈ U , ρ(z, z̄) = 0},

onde ρ = (ρ1, ..., ρd), com as diferenciais dρ1, ..., dρd linearmente independentes em U . As
funções ρ1, ..., ρd � ou o mapa ρ � são chamadas funções de�nidoras de M em p. No

caso em que d = 1, dizemos que M é uma hipersuperfície.

Dados uma subvariedade analítica real suave M de codimensão d e um ponto p ∈M,

por uma mudança analítica de variáveis em R2N , podemos encontrar novas coordenadas

(x′1, ..., x
′
2N) próximas de p, anulando em p, tais que M é localmente dada por x′1 = ... =

x′d = 0.

Para p ∈ CN ∼= R2N , de�nimos o espaço tangente real a CN em p como o espaço

gerado pelas derivações

TpCN = TpR2N =

{
X =

N∑
j=1

aj
∂

∂xj
(p) + bj

∂

∂yj
(p); aj, bj ∈ R

}
.

Dado um ponto p de uma subvariedade suave M ⊂ CN , denotamos por TpM o espaço

de todos os vetores reais tangentes a M em p. Analogamente, variando os escalares aj e

bj no conjunto dos números complexos, de�nimos o espaço tangente complexi�cado a CN

em p como

C⊗ TpCN =

{
X =

N∑
j=1

aj
∂

∂xj
(p) + bj

∂

∂yj
(p); aj, bj ∈ C

}
.

Denotamos por TpMC = C⊗TpM o espaço de todos os vetores tangentes complexi�cados

a M em p. Note que, para todo p ∈ M, vale dimRTpM = dimC(C⊗ TpM) = 2N − d. As
aplicações p 7→ TpM e p 7→ C ⊗ TpM de�nem os �brados vetoriais tangente e tangente

complexi�cado sobre M, denotados respectivamente por TM e TMC.

Qualquer vetor X ∈ C⊗ TpCN pode ser unicamente escrito na forma

X =
N∑
j=1

aj
∂

∂zj
(p) + bj

∂

∂z̄j
(p); aj, bj ∈ C.

Um vetor tangente X é holomorfo se bj = 0 para j = 1, ..., N e é anti-holomorfo se aj = 0

para j = 1, ..., N. Para p ∈ CN , denotamos por T 1,0
p CN o espaço dos vetores tangentes

holomorfos em p e por T 0,1
p CN o espaço dos vetores tangentes anti-holomorfos em p.
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Observe que dimCT
1,0
p CN = dimCT

0,1
p CN = N. Decompomos TpMC = T 1,0

p M ⊕ T 0,1
p M,

onde

T 1,0
p M = TpM

C ∩ T 1,0
p CN e T 0,1

p M = TpM
C ∩ T 0,1

p CN .

Um outro ponto de vista para a construção de T 0,1
p M é a seguinte: tomamos como base

de TpCN os vetores ∂
∂x1

(p), ..., ∂
∂xN

(p), ∂
∂y1

(p), ..., ∂
∂yN

(p) e introduzimos a aplicação linear

real J de TpCN em TpCN determinada por

J

(
∂

∂xj
(p)

)
=

∂

∂yj
(p) e J

(
∂

∂yj
(p)

)
= − ∂

∂xj
(p), j = 1, ..., N.

Note que J2 = −I, onde I é a identidade. O operador J é a estrutura complexa em

TpCN , que corresponde à identi�cação de R2N com CN . Temos que, para todo p ∈ M,

vale T 0,1
p M = {X ∈ TpMC; J(X) = −i(X)}.

1.1.2 CR-subvariedades e coordenadas locais

Dentre as subvariedades reais em espaços complexos, destacam-se as variedades CR (ini-

ciais de Cauchy-Riemann). Elas são caracterizadas pelo fato de o mapa p 7→ T
(0,1)
p M

determinar um sub�brado de TMC cujas �bras possuem dimensão constante. Esta classe

de subvariedades tem importância especial dentro da teoria de geometria complexa.

De�nição 1.2. Uma subvariedade real suave M ⊂ CN é dita CR se dimCT
0,1
p M é cons-

tante para todo p ∈ M. Para uma CR-subvariedade, dimCT
0,1
p M é chamada de CR-

dimensão de M e denotada por δCR(M).

De�nição 1.3. Uma subvariedade real suave M ⊂ CN de codimensão d é dita genérica

se próximo de cada ponto p ∈ M existe uma função de�nidora local ρ = (ρ1, ..., ρd) tal

que as diferenciais complexas ∂ρ1, ..., ∂ρd são C-linearmente independentes em p.

Se a propriedade de independência linear da De�nição 1.3 é veri�cada para uma função

de�nidora local, então ela vale para qualquer função de�nidora local. Uma subvariedade

genérica de codimensão d é necessariamente CR de CR-dimensão δCR(M) = N − d. O
seguinte resultado a�rma que toda CR-subvariedade pode ser vista, localmente, como

uma subvariedade genérica em algum espaço complexo [BER99, §1.8].

Teorema 1.4. Sejam M uma CR-subvariedade analítica real em CN e p ∈ M. Então

existem coordenadas holomorfas (Z ′, Z ′′) ∈ Ck×CN−k em p tais que M ⊂ {Z ′′ = 0} ∼= Ck

é uma subvariedade genérica.
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Para cada p ∈ M, denotaremos por δhp (M) = dimCT
1,0
p M a dimensão do espaço

tangente holomorfo de M. Vale

δhp (M) + δCRp (M) = dimCTpM
C = dimRTpM = dimRM. (1.1)

Corolário 1.5. Uma CR-subvariedade M é localmente uma subvariedade genérica em

um espaço complexo de dimensão δCR(M).

Demonstração. Mostraremos que, no teorema, vale k = δCR(M). Com efeito, se M é

uma CR-variedade, temos que δhp (M) e δCRp (M) não dependem de p. Denotaremos essas

dimensões por δh(M) e δCR(M). Pelo Teorema 1.4, podemos considerarM ⊂ Ck genérica,

logo de�nida por funções em Ck como na De�nição 1.3 por ρ1, ...ρd. Com isto, em Ck, vale

codimR,CkM = d e, assim,

dimRM + d = 2k. (1.2)

Por outro lado, em Ck, vale codimC,CkT
1,0
p M = d, logo

δh(M) + d = k. (1.3)

Das equações (1.2) e (1.3), obtemos que k = dimRM−δh(M) = δCR(M), como queríamos.

1.2 Folheações holomorfas

1.2.1 De�nições básicas

Seja M uma variedade complexa de dimensão N ≥ 2.

De�nição 1.6. Uma folheação holomorfa não singular de dimensão k (ou codimensão

N − k) em M, onde 1 ≤ k ≤ N − 1, é dada pelo seguinte conjunto de informações:

(a) uma cobertura {Uα}α∈A de M por abertos;

(b) para cada α ∈ A, um biholomor�smo Φα : Uα → Dk × DN−k, onde D ⊂ C é o disco

unitário na origem;

(c) sempre que Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅,

Φαβ : Φα(Uαβ) → Φβ(Uαβ)

(z, w) 7→ Φβ ◦ Φ−1
α (z, w) = (φ1, φ2)
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satisfaz Φαβ(z, w) = (φ1(z, w), φ2(w)).

>

> >

Uα Uβ

M

Φα Φβ

CN−k CN−k

Ck Ck

Φβ ◦ Φ−1
α

Figura 1.1: Abertos trivializadores de uma folheação holomorfa.

Cada aberto Uα é chamado de aberto trivializador da folheação. Por (b), Uα é decom-

posto em variedades complexas de dimensão k da forma Φ−1
α (Dk ×w0), onde w0 ∈ DN−k,

chamadas de placas. Por (c), as placas se sobrepõem nas interseções dos abertos tri-

vializadores, dando origem às folhas, variedades complexas de dimensão k imersas em

M.

De�nição 1.7. Uma folheação holomorfa singular de dimensão k (ou codimensão N−k),
onde 1 ≤ k ≤ N − 1, em uma variedade complexa M é uma folheação não singular de

dimensão k em M \ S, onde S é um conjunto analítico em M de codimensão maior ou

igual a dois.

Nesse caso, S é chamado de conjunto singular da folheação e é denotado por Sing(F).

As folhas de F são, por de�nição, as folhas da folheação regular F |M\Sing(F) .

Observação 1.8. É natural supor que o conjunto singular de uma folheação tenha codi-

mensão pelo menos dois. De fato, se D é a componente de codimensão um do conjunto

singular da folheação, dividimos as equações locais da folheação pelas equações locais de

D, obtendo uma folheação com conjunto singular de codimensão maior ou igual a dois.
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Uma distribuição de k-planos em M, onde 1 ≤ k ≤ N − 1 e dimCM = N, é uma

aplicação que a cada ponto p ∈ M associa um subespaço Dp de dimensão k de TpM.

A distribuição é dita integrável se existe uma folheação F de dimensão k em M tal

que em cada ponto p, o subespaço Dp coincide com o espaço tangente à folha de F
em p. A integrabilidade de uma distribuição é caracterizada pelo Teorema de Frobenius.

Apresentamos a seguinte versão (veja [CN77]):

Teorema 1.9. (Frobenius) Sejam M uma variedade complexa de dimensão N e D uma

distribuição de planos de codimensão k em M. Seja U um aberto em M onde D é de�nida

pelas 1-formas holomorfas ω1, ..., ωk. Então D é integrável se, e somente se, vale

dωi ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ωk = 0

para todo i = 1, ..., k.

De modo geral, uma folheação holomorfa regular de codimensão k é um objeto dado

por uma k-forma localmente decomponível não singular η =
∑

1≤i1≤···≤ik≤N αI(z)dzI , onde

I = (i1, ..., ik) e dzI = dzi1 ∧ · · · ∧ dzik , integrável no sentido de Frobenius. Analogamente,

uma folheação holomorfa singular F de codimensão k é um objeto dado por uma k-

forma com conjunto singular Sing(F) de codimensão maior ou igual a dois, localmente

decomponível em sua parte regular e satisfazendo as condições de Frobenius. No caso

de dimensão um, ou seja, quando k = N − 1, a folheação é induzida por um campo de

vetores holomorfo. Quando k = 1, ela é induzida localmente por uma 1-forma holomorfa

integrável ω, ou seja, tal que ω ∧ dω = 0, como descrito a seguir.

Exemplo 1.10. (Folheações geradas por 1-formas diferenciais) Sejam M uma variedade

complexa de dimensão n e ω uma 1-forma holomorfa não identicamente nula emM. De�na

S := {p ∈M ;ωp = 0}, o conjunto singular de ω. Neste caso, ω induz uma distribuição de

hiperplanos Ω no aberto M \ S, de�nida por

Ωp := ker(ωp) = {v ∈ TpM ;ωp(v) = 0}.

Se ω é integrável, ou seja, se ω ∧ dω = 0, então de�ne uma folheação F de codimensão 1

em M \ S.

Uma folheação holomorfa global em uma variedade complexa M de dimensão N é um

objeto localmente de�nido por k-formas localmente decomponíveis em sua parte regular

e integráveis tal que a estrutura local das folhas é compatível. Isto equivale a considerar

uma cobertura {Uα} de M e k-formas ηα que de�nem folheações holomorfas nos abertos

Uα, de modo que se Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅, então existe λαβ ∈ O∗(Uαβ) tal que ηα = λαβηβ.
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Uma folheação holomorfa de codimensão um em PN é dada, em coordenadas homo-

gêneas de CN+1, por uma 1-forma polinomial homogênea η que satisfaz a condição de

integrabilidade η ∧ dη = 0 e a condição de Euler iR(η) = 0. Para mais informações sobre

folheações holomorfas, veja [MS01] e [NS97].

De�nição 1.11. Seja F uma folheação holomorfa de codimensão um na variedade com-

plexa M. Uma integral primeira meromorfa de F é uma função meromorfa não constante

em M constante ao longo das folhas de F . Se M é uma variedade projetiva, a integral

primeira é dita racional.

Seja F uma folheação holomorfa de codimensão um, dada por uma 1-forma holomorfa

integrável ω em M. Então uma função meromorfa f é uma integral primeira de F se, e

somente se, ω ∧ df = 0.

1.2.2 Dessingularização de folheações em superfícies

O blow-up ou explosão de C2 em (0, 0) consiste em criar uma nova superfície complexa

ao substituir o ponto (0, 0) pelo conjunto de direções complexas nesse ponto, considerada

como a reta projetiva unidimensional, isomorfa à esfera de Riemman C̄. De�nimos então

o blow-up como sendo a superfície complexa C̃2 = {(x, y) × (u : t) ∈ C2 × P1; tx = uy}.
A curva complexa mergulhada D ' {(0, 0)}×P1 é chamada de divisor excepcional. Além

disso, a aplicação holomorfa

π : C̃2 → C2,

induzida por ((x, y), (u, t)) 7→ (x, y) é um difeomor�smo holomorfo entre C̃2\D e C2\(0, 0),

com π(D) = {(0, 0)}. O levantamento de F por π|C̃2\D pode ser estendido ao divisor,

como uma folheaçao com singularidades isoladas, denotada por π∗F . Chamamos π∗F de

transformado estrito de F . A partir de cartas locais, a mesma construção pode ser feita

em qualquer superfície complexa em vez de C2.

De�nição 1.12. Seja X um campo de vetores holomorfo de�nido em uma vizinhança de

0 ∈ C2 tal que 0 ∈ C2 é uma singularidade isolada de X . Sejam λ1 e λ2 os autovalores

de DX (0). Dizemos que 0 ∈ C2 é uma singularidade simples de X se uma das condições

abaixo é satisfeita:

a) Se λ1 · λ2 = 0, então um dos autovalores é não nulo. Neste caso, a singularidade é

chamada de sela-nó.

b) Se λ1 · λ2 6= 0, então λ1/λ2 6∈ Q+.
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As condições acima são invariantes por mudanças holomorfas de coordenadas e por

multiplicação de X por uma função que não se anula em 0 ∈ C2. Desta maneira, elas

podem ser estendidas às singularidades isoladas das folheações em superfícies complexas.

Dada uma sequência �nita de explosões em 0 ∈ C2, ou seja, π = πn ◦ · · · ◦ π1, onde π1

é a explosão em 0 ∈ C2 e πk é a explosão em algum ponto de (πk−1 ◦ ... ◦ π1)−1(0) para

k = 2, ..., n, podemos de�nir π∗F iterando os transformados estritos associados a cada

explosão.

O seguinte teorema de Seidenberg garante que através de uma sequência �nita de

blow-ups é possível transformar uma folheação em outra contendo apenas singularidades

simples:

Teorema 1.13. [Sei68] Seja F folheação em uma superfície e p ∈ Sing(F). Então existe

uma sequência �nita de explosões π em p tal que todas as singularidades de π∗F sobre o

divisor π−1(p) são simples.

1.3 Hipersuperfícies analíticas reais Levi-�at

Começamos notando que o subespaço R-vetorial V ⊂ CN de dimensão real 2N−1 contém

um único hiperplano complexo D ' V ∩ J(V ), onde J é a estrutura complexa tal que

J2 = −I, onde I é a identidade no espaço tangente, como visto na Seção 1.1.1. Em

particular, se H é uma hipersuperfície real suave de R2N ' CN , então para cada p ∈ H,
o espaço tangente TpH contém um único hiperplano Dp. Assim, podemos associar a H

uma distribuição D de (N − 1)-hiperplanos complexos através da relação p 7→ Dp. Uma

hipersuperfície real é sempre uma CR-variedade com δh = N − 1 e δCR = N .

De�nição 1.14. Seja H ⊂ CN uma hipersuperfície real e suave. Dizemos que H é uma

hipersuperfície Levi-�at se o campo de hiperplanos D : p 7→ Dp = TpH ∩ J(TpH) é

integrável no sentido de Frobenius.

Segue que H é suavemente folheada por variedades complexas imersas de dimensão

N−1. A folheação de�nida por esta distribuição é chamada de folheação de Levi, denotada

por L. Para cada ponto p ∈ Hreg, a folha de L passando por p será chamada de folha de

Levi e denotada por Lp.

Exemplo 1.15. Considere CN em coordenadas (z1, ..., zN). O (2N − 1)-plano real

H := {Im(zN) = 0} é uma hipersuperfície Levi-�at. De fato, temos que p 7→ Dp é o

campo de hiperplanos complexos dado por {Im(zN) = 0, Re(zN) = c}, onde c é uma

constante real. Variando a constante c no conjunto dos números complexos, a folheação

de Levi pode ser estendida a uma folheação holomorfa.
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O seguinte teorema apresenta uma forma local para hipersuperfícies analíticas reais

Levi-�at. Sua demonstração pode ser obtida em [LFP15].

Teorema 1.16. (E. Cartan, [Car33]) Seja H ⊂ CN uma hipersuperfície suave analítica

real Levi-�at. Então em vizinhança de cada ponto p ∈ H existem coordenadas holomorfas

locais z1, ..., zN , anulando em p, tais que H é dada por {Im(zN) = 0}. Consequentemente,

as folhas de Levi são dadas por {zN = c}, onde c ∈ R.

O Teorema de Cartan garante em particular que as folhas de Levi são variedades

complexas de codimensão um. Observe que a distribuição de Levi é analítica real e o

Teorema de Frobenius, a princípio, garantiria a existência de uma folheação analítica

real.

Além do mais, a folheação de Levi se estende a uma vizinhança de p como uma

folheação holomorfa de codimensão um com folhas {zN = c}, onde c ∈ C. Temos o

seguinte fato:

Observação 1.17. A extensão local da folheação de Levi ao ambiente é única. De fato,

sejam F1 := {ω1 = 0} e F2 := {ω2 = 0} duas extensões locais da folheação de Levi em p.

Vale ω1 ∧ω2 = 0 em H. Mas como codimRH = 1, devemos ter que ω1 ∧ω2 ≡ 0. Portanto,

F1 = F2.

Como consequência, se H é uma hipersuper�cie suave Levi-�at, as extensões locais da

folheação de Levi se colam, originando uma folheação holomorfa de codimensão um em

vizinhança de H.

Os subconjuntos analíticos reais tem uma decomposição canônica descrita na seguinte

observação:

Observação 1.18. Um subconjunto analítico real H ⊂ CN de dimensão dimRH pode

ser decomposto de forma única como uma união disjunta H = Hreg ∪Hsing, onde

• Hreg é um aberto não vazio de H, formado pelos pontos de H ao redor dos quais H

é uma subvariedade analítica real suave de CN de dimensão dimRH;

• Hsing é um subconjunto analítico real, no qual todas as componentes irredutíveis

possuem dimensão estritamente menor que dimRH.

Uma prova para esse fato é apresentada na Proposição A.9 (Apêndice). O conjunto

singular de H é o subconjunto Sing(H) formado pelos pontos ao redor dos quais H não

é localmente uma variedade suave. Evidentemente Sing(H) ⊂ Hsing.

De�nição 1.19. Uma hipersuperfície analítica real H singular é Levi-�at se sua parte

regular Hreg é Levi-�at.
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Em razão desta de�nição, ao longo do texto convencionamos que o conjunto singular

de H é o conjunto Hsing. A parte lisa de Hsing não nos interessa por não ter estrutura de

uma hipersuperfície Levi-�at.

Dizemos que um germe de hipersuperfície analítica real Levi-�at H em (CN , 0) é

invariante por a uma folheação holomorfa F de codimensão um � ou que F é tangente

a H � se F coincide com a folheação de Levi L na parte regular Hreg.

O seguinte resultado, devido a D. Cerveau e A. Lins Neto, caracteriza germes de

folheações holomorfas tangentes a hipersuperfícies analíticas reais Levi-�at:

Teorema 1.20. [CLN11] Seja F um germe de folheação holomorfa de codimensão um em

(CN , 0), N ≥ 2, tangente a um germe de hipersuperfície analítica real irredutível. Então

F possui uma integral primeira meromorfa não constante.

1.4 Complexi�cações

Nesta seção, apresentaremos a noção de complexi�cação de um germe de subvariedade

analítica real, de acordo com a de�nição apresentada por H. Cartan em [Car57], bem

como alguns resultados sobre a dimensão e irredutibilidade. As demonstrações dos resul-

tados aqui apresentados encontram-se no Apêndice A.1.2. Iniciamos com a de�nição da

complexi�cação de uma função.

1.4.1 Complexi�cação de uma função analítica real

Seja G ∈ ANR um germe de função analítica real em (CN , 0). Vamos de�nir a sua com-

plexi�cação GC, um germe de função analítica complexa em (CN × CN , (0, 0)). Podemos

escrever a série de Taylor de G em 0 ∈ CN como

G(z) =
∑
µ,ν

Gµνz
µz̄ν , (1.4)

onde Gµν ∈ C, µ = (µ1, ..., µN), ν = (ν1, ..., νN), z = (z1, ..., zN), zµ = zµ1

1 ...zµNN e

z̄ν = z̄ν1
1 ...z̄

νN
N . Uma vez que G ∈ ANR, os coe�cientes Gµν satisfazem Gµν = Gµν .

De�nição 1.21. Seja G ∈ ANR um germe de função analítica real em (CN , 0). A comple-

xi�cação de G, denotada por GC ∈ O2N , onde O2N é anel de germes de funções holomorfas

nas coordenadas (z, w) em (CN × CN , (0, 0)), é de�nida pela série

G(z, w) =
∑
µ,ν

Gµνz
µwν . (1.5)
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Se a série em (1.4) converge no polidisco DN
r = {z ∈ CN ; |zj| < r}, então a série

em (1.5) converge no polidisco D2N
r = {(z, w) ∈ CN × CN ; |(z, w)| < r}. Além disso,

G(z) = GC(z, z̄), para todo z ∈ DN
r .

Observação 1.22. A complexi�cação independe do sistema de coordenadas. Ou seja, se

φ ∈ Diff(CN , 0), então existe um único φC ∈ Diff(C2N , 0) tal que

(G ◦ φ)C = GC ◦ φC. (1.6)

De fato, se φ(x) =
∑

σ φσx
σ é a série de Taylor de φ e φC(u, v) = (φ(u), φ̄(v)), onde

φ̄(v) =
∑

σ φ̄σv
σ, a relação (1.6) é satisfeita, para todo G ∈ ANR.

1.4.2 Espelhamentos

Consideremos inicialmente (CN)∗ como sendo o espaço complexo com estrutura complexa

oposta de CN . Temos que (CN)∗ ' CN e a aplicação que leva z = x + iy ∈ CN em

z∗ = z̄ = x− iy ∈ (CN)∗ de�ne um biholomor�smo entre CN e (CN)∗.

De�nição 1.23. Seja V um germe de subconjunto analítico complexo em (CN , 0). A

variedade espelho ou conjugado V ∗ de V é o subconjunto {z∗; z ∈ V } ⊂ (CN)∗.

De�nição 1.24. Seja φ(z) =
∑

µ φµz
µ um germe de função analítica complexa em

(CN , 0). A função espelho de φ é o germe de função analítica complexa em ((CN)∗, 0)

de�nida por φ(z) = φ̄(w) =
∑

µ φ̄µw
µ, onde w ∈ (CN)∗.

A variedade V ∗ é analítica, com a estrutura complexa de (CN)∗, como mostraremos a

seguir. Seja I(V ) ⊂ ON o ideal das funções analíticas complexas que se anulam em V. Uma

vez que o anel dos germes de funções analíticas complexas é Noetheriano, ele é �nitamente

gerado. Tomamos um sistema de geradores {φ1, ..., φk} do ideal I(V ) e de�nimos o germe

de aplicação analítica φ = (φ1, ..., φk), de forma que V = {z ∈ CN ;φ(z) = 0}. Escreva o

desenvolvimento em série de Taylor φj(z) =
∑N

i=1 φµz
µ para cada j = 1, ..., k. Temos∑

φµz
µ = 0⇔

∑
φµzµ = 0⇔

∑
φ̄µw

µ = 0.

Ou seja, φ(z) = 0 ⇔ φ̄(w) = 0. Assim V ∗ = {w ∈ (CN)∗; φ̄(w) = 0} é uma variedade

analítica.

Quando espelhamos uma variedade, o seu conjunto singular é também identi�cado com

o seu espelho. De fato, considerando como antes um sistema de geradores{φ1, ..., φk} ∈ ON
do ideal I(V ), o conjunto singular de V é dado pelos pontos tais que a aplicação dφ(z) = 0

não tem posto máximo. Essa equação é canonicamente identi�cada com dφ̄(w) = 0, onde

w = z̄, de onde obtemos Sing(V ∗) = Sing(V )∗.

16



O processo de espelhamento de variedades analíticas pode ser estendido a folheações

holomorfas de maneira canônica. Com efeito, se F é um germe de folheação holomorfa

em (CN , 0) de dimensão n, produzimos o seu espelhamento F∗ como sendo a folheação

cujas folhas são os espelhamentos das folhas de F . Assim, F∗ também possui dimensão

n.

Seja η =
∑N

i=1 αi(z)dzi uma 1-forma analítica. De�nimos o seu espelhamento como

η∗ =
∑N

i=1 ᾱi(w)dwi, onde w = z̄. Observe que se γ(t) = (γ1(t), ..., γN(t)) é uma curva

parametrizada tangente a η, por espelhamento obtemos a curva parametrizada γ̄(u), onde

u = t̄, tangente a η∗. Com efeito, por conjugação temos

N∑
i=1

αi(γ(t))d(γi(t)) = 0⇔
N∑
i=1

ᾱi(γ̄(u))dγ̄i(u) = 0.

De um modo mais geral, se a folheação F é de�nida por uma p-forma analítica in-

tegrável η =
∑

1≤i1≤···≤ip≤N αI(z)dzI , onde I = (i1, ..., ip) e dzI = dzi1 ∧ · · · ∧ dzip , a
folheação espelhada F∗ é induzida pela p-forma espelhada η∗ =

∑
1≤i1≤···≤ip≤N ᾱI(w)dwI ,

onde w = z̄.

1.4.3 Complexi�cação de germe de subvariedade analítica real

Seja M um germe de subvariedade analítica real em (CN , 0). Considere o ideal I(M) dos

germes de funções analíticas reais que se anulam em M. Uma vez que o anel dos germes

de funções analíticas reais é Noetheriano (Apêndice A.2, Teorema A.15), ele é �nitamente

gerado. Com isto, tomamos um sistema de geradores {φ1, ..., φk} ∈ ANR do ideal I(M)

e de�nimos o germe de aplicação analítica φ = (φ1, ..., φk). Considere uma vizinhança

U de 0 ∈ CN onde cada germe φj possui representante. Assim as funções φj(z, w) são

holomorfas em U × U∗, onde U∗ := {w ∈ CN ; w̄ ∈ U}. Podemos então escrever

M = {z ∈ U ;φ(z, z̄) = 0}.

De�nição 1.25. A complexi�cação extrínseca ou simplesmente complexi�cação MC de

M é o germe de variedade analítica complexa em (CN × CN , (0, 0)) dado por

{(z, w) ∈ U × U∗;φ(z, w) = 0}.

Consideremos o mergulho

i : CN → CN × CN ∗ ' CN × CN

z 7→ (z, z̄)
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e a variedade

∆ := i(CN) = {(z, w) ∈ CN × CN ;w = z̄},

que chamaremos de diagonal espelhada do produto CN × CN . De�na M∆ = MC ∩ ∆.

Observe que M∆ é a imagem de M por i.

A complexi�cação MC é o menor germe de subconjunto analítico complexo em (CN ×
CN , (0, 0)) contendo M∆. Isto segue da proposição abaixo, a ser provada no Apêndice

A.1.2.

Proposição 1.26. Seja M ⊂ CN um germe de subconjunto analítico real e MC a sua

complexi�cação. Então:

• MC ⊃M∆;

• todo germe de função holomorfa que se anula em M∆ também se anula em MC;

• se M é a união de uma família �nita de germes de conjuntos analíticos reais Mi, a

complexi�cação MC é a união das complexi�cações MC
i . Se além disso, as Mi são

componentes irredutíveis de M, então as complexi�cações MC
i são componentes irre-

dutíveis de MC. Portanto, para que o germe M seja uma variedade real irredutível,

é necessário e su�ciente que seu complexi�cado MC seja irredutível como variedade

complexa;

• se dimRM = n, então dimCM
C = n.

Podemos estender a construção da complexi�cação para o caso de uma subvariedade

algébrica real M ⊂ PNC . Para simpli�car a notação, denotamos PNC = PN . Neste caso,

consideramos a projeção natural

σ : CN+1 \ {0} → PN

e identi�camos a subvariedade M ao cone complexo dado por

Mκ := {z ∈ CN+1 \ {0};σ(z) ∈M} ∪ {0},

que de�ne um germe de subvariedade analítica real em (CN+1, 0). Consideramos o ideal

I(Mκ) tendo como sistema de geradores φ = {φ1, ..., φk}, onde cada φj é um polinômio

bihomogêneo de grau dj que satisfaz φj(λz, µz̄) = λ
dj
2 µ

dj
2 φj(z, z̄). Pelo que vimos nesta

seção, complexi�cando esses polinômios, obtemos o germe de complexi�cação MC
κ em

(CN+1×CN+1, (0, 0)), que por sua vez, de�ne uma subvariedade algébricaMC ⊂ PN×PN .
Chamaremos esta de complexi�cação projetiva de M . A complexi�cação projetiva MC

herda as propriedades de complexi�cação do germeMκ. Em especial, M é irredutível se, e

somente se, MC é irredutível e dimRM = dimCM
C. Para mais detalhes, veja o Apêndice

A.1.3.
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1.5 Variedades de Segre

As variedades de Segre são ferramentas úteis para o estudo de germes de hipersuperfícies

analíticas reais Levi-�at H em (CN , 0), empregadas por vários autores ([Seg31], [DF78],

[BG99], [Leb13], [CLN11], dentre outros). Consideramos H hipersuperfície Levi-�at de�-

nida por φ(z, z̄) = 0 para alguma função analítica real φ de�nida em U e U∗ = {z; z̄ ∈ U}
e supomos que a complexi�cação φ(z, w) esteja de�nida em U × U∗ ⊂ CN × CN . Nesta

situação, dizemos que U é uma vizinhança re�exiva para φ.

De�nição 1.27. A variedade de Segre em p ∈ U , onde H := {z ∈ U ;φ(z, z̄) = 0} é uma

hipersuperfície analítica real Levi-�at, é o conjunto Σp(U , φ) := {z ∈ U ;φ(z, p̄) = 0}.

A princípio, Σp(U , φ) depende do aberto U e da função de�nidora φ. Entretanto, é

possível mostrar que a variedade de Segre a não depende de U e φ. Denotaremos, de

agora em diante, a variedade de Segre de Hem p ∈ U por Σp.

A partir desta de�nição, podemos tirar algumas conclusões. Escrevemos o desenvolvi-

mento em série de potências φ(z, w) =
∑

µ,ν Gµνz
µwν . A conjugação da função analítica

real φ satisfaz a relação

φ̄(z, w) = φ(w, z). (1.7)

De fato, de�nimos a função φ̄(z, w) =
∑

µ,ν Gµνz
µwν . Por outro lado,

φ(w, z) =
∑
µ,ν

Gµνw
µzν =

∑
µ,ν

Gνµz
νwµ =

∑
µ,ν

Gµνz
µwν = φ̄(z, w),

pois Gµν = Gνµ.

Proposição 1.28. Se q ∈ Σp, então p ∈ Σq.

Demonstração. Se q ∈ Σp, então φ(q, p̄) = 0 e, pelo que acabamos de observar, φ̄(p̄, q) = 0

ou seja,
∑

µ,ν Gµν p̄
µqν = 0. Conjugando, obtemos que

∑
µ,ν Gµνp

µq̄ν = 0, ou seja, φ(p, q̄) =

0. Portanto, p ∈ Σq.

De�nição 1.29. O ponto p ∈ H é uma singularidade Segre degenerada se Σp = U . Ou
seja, p é uma singularidade Segre degenerada se o mapa z 7→ φ(z, p̄) é identicamente nulo

para todo z próximo de p, para alguma função local de�nidora φ de H.

Se p ∈ H é uma sigularidade Segre degenerada, então φ(q, p̄) = 0, para todo q ∈ U . E
pela Proposição 1.28, φ(p, q̄) = 0, ou seja, p ∈ Σq, para todo q ∈ U .

A variedade de Segre, em vizinhança de cada ponto p da parte regular de H, contém

a folha de Levi passando por p. Isso é descrito na seguinte proposição:
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Proposição 1.30. [CLN11] Se H ⊂ U ⊂ CN é uma hipersuperfície analítica real Levi-�at

e p ∈ Hreg, então uma componente Σ′p de Σp se iguala, como germe, à folha de Levi de H

que passa por p.

Assim, a hipersuperfície analítica Σ′p contém a folha de Levi Lp. Dizemos que uma

folha L é fechada se o seu fecho L̄ é um conjunto analítico de mesma dimensão. Como

consequência da proposição, temos o seguinte corolário:

Corolário 1.31. Se H ⊂ U ⊂ CN é uma hipersuperfície analítica real Levi-�at, então as

folhas de Levi são fechadas.
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Capítulo 2

Subconjuntos analíticos reais Levi-�at

Neste capítulo apresentamos a de�nição de subconjunto analítico real Levi-�at. Trata-se

de uma superfície analítica real folheada, em sua parte regular, por variedades comple-

xas de codimensão real um. Esses conjuntos possuem uma complexi�cação intrínseca:

uma variedade complexa, possivelmente singular, dentro da qual o subconjunto é visto

como uma hipersuperfície Levi-�at. Essa é unicamente de�nida como germe em torno do

subconjunto Levi-�at. Por último, apresentamos algumas condições necessárias para que

um subconjunto analítico real Levi-�at projetivo invariante por uma folheação global seja

de�nido por uma função racional em sua complexi�cação intrínseca.

2.1 Subconjuntos analíticos reais Levi-�at

Em [Bru07], M. Brunella de�niu a noção de subconjuntos analíticos reais Levi-�at. Esse

conceito é a generalização da noção de hipersuperfície analítica real Levi-�at para codi-

mensões maiores que um.

De�nição 2.1. [Bru07] Seja H ⊂ CN um subconjunto analítico real de dimensão 2n+ 1,

onde 1 ≤ n ≤ N − 1. Dizemos que H é um subconjunto analítico real Levi-�at se a

distribuição de espaços tangentes

L : Hreg ⊂ CN → TCN ' CN

p 7→ TpHreg ∩ J(TpHreg)

possui dimensão n e é integrável no sentido de Frobenius.

Segue da de�nição que subconjuntos analíticos reais Levi-�at podem ser folheados em

sua parte regular por variedades analíticas complexas de dimensão n. Chamamos esta
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folheação de folheação de Levi, também denotada por L. Para cada ponto p ∈ Hreg, a

folha de L passando por p será chamada de folha de Levi e denotada por Lp.

A parte regular de um subconjunto analítico real Levi-�at H pode ser vista como uma

CR-variedade de CR-dimensão n + 1, como descrito na Seção 1.1.1. De fato, segue da

De�nição 2.1 e da relação (1.1) que, para cada p ∈ Hreg, vale δh(Hreg) = dimCL = n e

δCR(Hreg) = dimRHreg − n = 2n+ 1− n = n+ 1.

Seja H ⊂ CN um subconjunto analítico real, de dimensão 2n+1. Tomamos um sistema

de geradores {φ1, ..., φk} do ideal I(H), formado pelos germes de funções em ANR que se

anulam sobre H. Considere também as 1-formas analíticas ωj = i(∂φj − ∂̄φj) para j =

1, ..., k. Temos que H é Levi-�at se for CR-variedade de CR-dimensão n+ 1 em sua parte

regular e, pelo Teorema de Frobenius (Teorema 1.9), dωj ∧ ωj = d(φj − ∂̄φj) ∧ ∂∂̄φj = 0

sobre Hreg, para todo j = 1, ..., k, visto que L é uma distribuição de codimensão real um

em Hreg.

Exemplo 2.2. O germe de subvariedade real em (CN , 0) de�nido por

H = {Z ∈ CN ; Im(zn+1) = 0, zn+2 = · · · = zN = 0},

onde Z = (z1, ..., zn+1, zn+2, ..., zN), é um subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão

2n+ 1. Observe que as variedades complexas de dimensão n dadas por

{Z ∈ CN ; Im(zn+1) = 0, Re(zn+1) = c, zn+2 = · · · = zN = 0},

onde c é uma constante real, de�nem a folheação de Levi em H. Variando a constante c

no conjunto dos números complexos, esta folheação pode ser estendida a uma folheação

holomorfa de dimensão n em

Cn+1 ' {Z ∈ CN ; zn+2 = · · · = zN = 0}.

Mostraremos na Proposição 2.5 que, localmente, os subconjuntos Levi-�at têm essa es-

trutura.

Exemplo 2.3. Sejam f uma função holomorfa não constante em CN e V ⊂ CN uma

variedade complexa analítica de dimensão n + 1 tal que f |V é não constante. Então o

conjunto analítico dado por H = {Im(f |V ) = 0} é um subconjunto Levi-�at em (CN , 0).

De fato, sa folhas de Levi são os níveis de f |V , ou seja, dadas por {f |V = c} para c ∈ R.

Proposição 2.4. Seja H ⊂ CN um subconjunto analítico real irredutível, de dimensão

2n+ 1, tal que a distribuição

L : Hreg ⊂ CN → TCN ' CN

p 7→ TpHreg ∩ J(TpHreg)
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tem dimensão n. Se em alguma componente conexa H0 ⊂ H a distribuição L é integrável,

então H é Levi-�at.

Demonstração. Como dito acima, a distribuição L é de�nida pelas 1-formas analíticas

ω1, ..., ωk, onde ωj = i(∂φj − ∂̄φj). Pelo Teorema de Frobenius, L é integrável se, para

cada j = 1, ..., k, vale dωj ∧ ωj = 0 em Hreg. O conjunto V onde a distribuição de�nida

pelas formas ω1, ..., ωk satisfaz as equações acima é analítico. Logo, se H0 está em V, então

H também está em V, pois H é irredutível. Portanto, H é Levi-�at.

Ao longo do texto consideraremos subconjuntos Levi-�at do ponto de vista local e

global. Usaremos a notação H ⊂ U ⊂ CN , onde U é um aberto, para tratar as seguintes

situações:

• para realizar algum sistema de geradores local de um subconjunto Levi-�at H em

(CN , 0) ou

• para estudar propriedades de um subconjunto Levi-�at global em alguma carta local.

Vamos agora apresentar um sistema conveniente de coordenadas locais em um ponto

na parte regular do subconjunto analítico real Levi-�at, que pode ser vista como uma

CR-subvariedade.

Proposição 2.5. [Bru07] Seja H ⊂ U ⊂ CN um subconjunto analítico real Levi-�at de di-

mensão 2n+1. Então existem coordenadas holomorfas locais Z = (z1, ..., zn+1, zn+2, ..., zN)

em cada p ∈ Hreg tais que Hreg = {Im(zn+1) = 0, zn+2 = · · · = zN = 0}.

Demonstração. Pelo Teorema 1.4, uma vez que Hreg é uma CR-subvariedade, existem

coordenadas holomorfas locais Z = (Z ′, Z ′′) ∈ Ck × CN−k em p, para cada p ∈ Hreg, tais

que Hreg ⊂ {Z ′′ = 0} ∼= Ck é uma subvariedade genérica. Além disso, pelo Corolário 1.5,

temos que k = δCR(Hreg) = n+1. Portanto, Hreg pode ser vista como uma hipersuperfície

analítica real Levi-�at em relação à variedade complexa formada pelos zeros de Z ′′. Logo,

de acordo com o Teorema de E. Cartan (Teorema 1.16), após uma mudança holomorfa

de coordenadas, concluímos que

Hreg = {Z ∈ CN ; Imzn+1 = 0, zn+2 = · · · = zN = 0}.

Nas coordenadas locais acima, a folheação de Levi é de�nida por

{Z ∈ CN ; zn+1 = c ∈ R, zn+2 = · · · = zN = 0}.

23



Segue ainda desta forma local que, em cada p ∈ Hreg, existe uma subvariedade complexa

de CN canonicamente de�nida de dimensão n+ 1 que contém Hreg :

V0 := {Z ∈ CN ; zn+2 = · · · = zN = 0}.

Proposição 2.6. Seja H ⊂ U ⊂ CN um subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão

2n + 1. Então existe, em uma vizinhança de Hreg, uma variedade complexa de dimensão

n+ 1 contendo Hreg, unicamente determinada como germe em Hreg.

Demonstração. De acordo com a Proposição 2.5, para cada p ∈ Hreg, existem coordenadas

holomorfas locais Z = (z1, ..., zn+1, zn+2, ..., zN) ⊂ CN tais que

Hreg = {Z ∈ CN ; Im(zn+1) = 0, zn+2 = · · · = zN = 0}.

De�nimos localmente V0 como o conjunto {Z ∈ CN ; zn+2 = · · · = zN = 0}. Suponhamos

que em torno de p exista uma outra subvariedade complexa Ṽ0, de dimensão n + 1, que

também contenha Hreg. Consideramos fn+2, ..., fN submersões independentes � ou seja,

tais que os espaços tangentes estão em posição geral � que de�ninem Ṽ0. Para cada

j = n + 2, ..., N, vale fj(z1, ..., zn, cn+1, 0, ..., 0) ≡ 0, para todos z1, ..., zn ∈ C e cn+1 ∈ R.
Portanto, fj(z1, ..., zn, zn+1, 0, ..., 0) ≡ 0 para todo zn+1 ∈ C. Como vemos, cada função

complexa fj está no ideal (zn+2, ..., zN). Com isto, (fn+2, ..., fN) ⊂ (zn+2, ..., zN). Mas vale

a igualdade, pois as funções fn+2, ..., fN são independentes e ambos os ideais possuem a

mesma quantidade de geradores. Portanto, V0 = Ṽ0. Essas de�nições locais se colam em

uma variedade complexa de dimensão n+ 1 em torno de Hreg.

Denotaremos a variedade complexa dada pela Proposição 2.6 por H ı
reg e a chamaremos

de complexi�cação intrínseca da parte regular de H. O subconjunto analítico real Levi-�at

H pode ser visto como uma hipersuperfície em relação à H ı
reg.

Corolário 2.7. Se H ⊂ U ⊂ CN é um subconjunto analítico real Levi-�at, então a

folheação de Levi L pode ser estendida unicamente para a complexi�cação intrínseca H ı
reg.

Demonstração. De fato, em torno de cada ponto p ∈ Hreg, pela forma normal da Propo-

sição 2.5, a folheação de Levi L se estende a H ı
reg. Temos que H é uma hipersuperfície

Levi-�at em H ı
reg. Neste caso, pela Observação 1.17, a extensão é única. Portanto, as

extensões locais de L para H ı
reg se colam de�nindo uma folheação em H ı

reg.

M. Brunella mostrou que se H é um subconjunto analítico real Levi-�at, então existe

uma complexi�cação intrínseca em vizinhança de cada ponto do fecho da parte regular de

H. De forma mais precisa, temos:
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Teorema 2.8. [Bru07] Seja H ⊂ U ⊂ CN um subconjunto analítico real Levi-�at de

dimensão 2n + 1. Então, para todo p ∈ Hreg, existe uma vizinhança V ⊂ CN de p e um

subconjunto analítico complexo V ⊂ V de dimensão n+ 1 que contém Hreg ∩ V .

Pela Proposição 2.6, a complexi�cação intrínseca H ı
reg é única em vizinhança da parte

regular de H. Com isto, colando as variedades locais V do Teorema 2.8, obtemos uma

variedade complexa de dimensão n + 1 em torno de Hreg. Denotamos essa variedade por

H ı, denominada complexi�cação intrínseca de H.

No próximo resultado, veremos que a complexi�cação intrínseca H ı herda a irreduti-

bilidade do subconjunto analítico real Levi-�at H.

Proposição 2.9. Seja H um germe de subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão

n+ 1 em (CN , 0). Se H é irredutível, então H ı também é irredutível.

Demonstração. Suponha que H ı seja redutível, ou seja, que existam variedades complexas

H ı
1 eH

ı
2 de dimensão n+1 tais queH ı = H ı

1∪H ı
2.Olhamos para as interseçõesH1 = H∩H ı

1

e H2 = H ∩H ı
2. Se H1 6= ∅ e H2 6= ∅, obtemos uma decomposição não trivial de H, o que

não é possível. Assim, podemos descartar alguma das componentes H ı
1 ou H ı

2 de H ı.

A partir de agora, sempre consideraremos o subconjunto analítico real Levi-�at H

irredutível. A �m de estender a folheação de Levi para H ı, precisamos dos seguintes

resultados:

De�nição 2.10. Sejam U ⊂ CN um aberto, H ⊂ U um subconjunto analítico real Levi-

�at de dimensão 2n+ 1 e F uma folheação holomorfa singular de dimensão n de�nida em

U . Dizemos que H é invariante por F (ou F -invariante) ou que F é tangente a H se as

folhas de Levi também são folhas de F .

Proposição 2.11. Sejam H ⊂ U ⊂ CN um subconjunto analítico real Levi-�at de di-

mensão 2n + 1, invariante por uma folheação F de dimensão n de�nida em U . Então a

complexi�cação intrínseca H ı também é F-invariante.

Demonstração. Uma vez que H ⊂ U é um subconjunto analítico real Levi-�at invariante

por F , devemos ter que F|Hreg = L, onde L é a folheação de Levi. De acordo com a

Proposição 2.5, em p ∈ Hreg, temos uma trivialização local de H do tipo

{Z ∈ CN ; Im(zn+1) = 0, zn+2 = · · · = zN = 0}

e, com isto, a complexi�cação intrínseca e as folhas de Levi são dadas respectivamente

por H ı = {Z ∈ CN ; zn+2 = · · · = zN = 0} e {Z ∈ CN ; zn+1 = c ∈ R, zn+2 = · · · = zN = 0}.
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Seja ~V = (v1, ..., vn+2, ..., vN) um campo de vetores local em p tangente à folheação

F . Uma vez que H é invariante por F , deve ser também invariante por ~V . Ou seja, para

cada i = n+ 2, ..., N, vale

vi(Z
′, Re(zn+1), 0, ..., 0) ≡ 0,

para Z ′ = (z1, ..., zn) ∈ Cn e zn+1 ∈ C.
Com isto, para cada i = n+ 2, ..., N, obtemos que

vi(Z
′, zn+1, 0, ..., 0) = 0,

para Z ′ = (z1, ..., zn) ∈ CN e zn+1 ∈ C. Daí, a complexi�cação intrínseca H ı é também

invariante por ~V . Por �m, sendo ~V localmente tangente à folheação ambiente F , concluí-
mos que H ı é localmente invariante por F .

Pelo Corolário 2.7, a folheção de Levi se estende de maneira única a uma vizinhança

de Hreg em H ı. Por outro lado, se F é uma folheação holomorfa em (CN , 0) de dimensão

n tangente a H, pela Proposição 2.11, H ı é F -invariante. A partir de agora, denotaremos

por F ı = F|Hı a restrição da folheação holomorfa F à complexi�cação intrínseca H ı.

Visto de outro modo, F ı é a extensão da folheação de Levi para H ı.

Apresentaremos, no seguinte exemplo, uma construção canônica de um subconjunto

Levi-�at a partir de uma hipersuperfície Levi-�at.

Exemplo 2.12. Dada uma função analítica real f ∈ ANR, considere H0 := {f = 0} uma

hipersuperfície analítica real Levi-�at e V uma hipersuperfície complexa em (CN , 0) tal

que V 6⊂ H0. De�na H := H0 ∩V. Temos que H é um subconjunto analítico real Levi-�at

de dimensão 2N − 3, cujas folhas são dadas pelas interseções das folhas de Levi {f = c}
de H0 com a hipersuperfície V. Além disso, V coincide com a complexi�cação intrínseca

H ı.

No seguinte exemplo, construiremos subconjuntos Levi-�at tangentes a uma folheação

de�nida no ambiente.

Exemplo 2.13. Seja H0 um germe de hipersuperfície analítica real Levi-�at em (CN , 0).

Considere G1 := {ω1 = 0} e G2 := {ω2 = 0} folheações holomorfas de codimensão um

em (CN , 0) tais que G1 é tangente a H0 e G2 é independente de G1, ou seja, ω1 ∧ ω2 6= 0.

Suponha que G2 possua uma hipersuperfície V invariante, que não seja G1-invariante.

De�na o subconjunto H := H0 ∩ V e a folheação de codimensão dois F := {ω1 ∧ω2 = 0},
ou seja, F = G1 ∩G2, signi�cando que as folhas de F são produzidas tomando interseções

das folhas de G1 e G2. Observe que dimRH = 2N − 3. Além disso, H é folheada pelas
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restrições a V das folhas de Levi em H0. Se L0 é uma folha de Levi de H0, então a folha

L = L0∩V de H possui codimensão dois, logo dimCL = N−2. Portanto, por construção,

H é um subconjunto Levi-�at tangente à folheação F em (CN , 0), cujas folhas de Levi

são dadas por L e V coincide com a complexi�cação intrínseca H ı, também tangente a

F , uma vez que V é invariante por G2.

De modo geral, �xado 1 ≤ n ≤ N − 1, tomamos uma folheação G2 tangente a uma

variedade complexa V tal que codimCG2 = codimCV = N − (n+1) e uma folheação G1 de

codimensão um genericamente transversal a V. Se H0 é uma hipersuperfície analítica real

Levi-�at invariante por G1, obtemos um subconjunto Levi-�at H = H0 ∩ V , de dimensão

2n+ 1, tangente à folheação F = G1 ∩ G2 de dimensão n.

2.2 Extensão algébrica da complexi�cação intrínseca

projetiva

Nesta seção, consideramos H ⊂ PN um subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão

2n + 1. Vamos mostrar que se a folheação de Levi L possui uma folha algébrica, então

sob certas condições na dimensão de L e do ambiente PN , a complexi�cação intrínseca H ı

pode ser estendida a uma variedade algébrica de mesma dimensão em PN . Precisamos de

um resultado clássico de geometria analítica em espaços projetivos:

Teorema 2.14. [Cho69] Sejam Z ⊂ PN um conjunto algébrico de dimensão n e V uma

vizinhança conexa de Z em PN . Então qualquer subvariedade analítica de dimensão maior

que N − n em V que intersecta Z se estende algebricamente a PN .

No seguinte teorema, estudamos a extensão algébrica da complexi�cação intrínsica,

no caso em que a folheação de Levi possui dimensão alta em relação ao ambiente PN .

Teorema 2.15. Seja H ⊂ PN um subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão 2n+ 1

tal que N > 3 e n >
N − 1

2
. Se a folheação de Levi possui uma folha algébrica, então H ı

se estende a uma variedade algébrica em PN .

Demonstração. Se H ⊂ PN é um subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão 2n+ 1,

então dimCL = n, onde L é a folha de Levi que supomos algébrica e dimCH
ı = n + 1.

Por hipótese, n > (N − 1)/2, com isto, n + 1 > N − n e daí, dimCH
ı > N − n. Como

H ı é uma subvariedade analítica em vizinhança conexa de L em PN , então, pelo Teorema

2.14, H ı se estende a uma variedade algébrica em PN .
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2.3 Relação entre as complexi�cações extrínseca e in-

trínseca

Seja M um germe de subvariedade analítica real em (CN , 0). Na seção 1.4, de�nimos a

complexi�cação extrínseca (ou simplesmente complexi�cação) MC em (CN × CN , (0, 0)),

de modo que M é identi�cada com i(M) = M∆ = MC ∩∆, onde i : CN → CN ×CN é tal

que z 7→ i(z) = (z, z̄) e ∆ = {(z, w) ∈ CN × CN ;w = z̄}. Vamos utilizar estes conceitos

para relacionar a complexi�cação HC de um germe de subconjunto Levi-�at com a sua

complexi�cação intrínseca H ı.

Consideramos H um germe de subconjunto analítico real Levi-�at irredutível em

(CN , 0), de dimensão 2n + 1. Tomamos um sistema de geradores {φ1, ..., φk} de I(H)

e de�nimos o germe de aplicação analítica φ = (φ1, ..., φk). Seja U vizinhança de 0 ∈ CN

onde φ1, ..., φk têm representantes, denotados pelos mesmos símbolos, de forma que

{z ∈ U ;φ1(z, z̄) = · · · = φk(z, z̄) = 0}

seja uma realização do germe de variedade H no aberto U .
Relembramos que U é uma vizinhança re�exiva para φ se φ(z, w) converge em U ×U∗.

Proposição 2.16. Seja H ⊂ U um germe de subconjunto analítico real Levi-�at em

(CN , 0) de dimensão 2n+ 1. Então HC ⊂ H ı × (H ı)∗ em (CN × (CN)∗, (0, 0)).

Demonstração. Escrevemos H = {z ∈ U ;φ1(z, z̄) = · · · = φk(z, z̄) = 0}. Supomos que U
seja uma vizinhança re�exiva para φ e que a complexi�cação intrínseca seja de�nida por

H ı = {z ∈ U ;h1(z) = · · · = h`(z) = 0},

onde as funções hj(z) =
∑

ν ajνz
ν são analíticas complexas. O espelhamento de H ı é dado

por

(H ı)∗ = {w ∈ U∗;h1(w) = · · · = h`(w) = 0},

onde hj(w) =
∑

ν ajνw
ν , enquanto o complexi�cado de H é de�nido por

HC = {(z, w) ∈ U × U∗;φ1(z, w) = · · · = φk(z, w) = 0}.

Dado z ∈ H, temos que (z, z̄) ∈ H∆ ⊂ ∆. Além disso, uma vez que H ⊂ H ı, então

hj(z) ≡ 0 para todos j = 1, ..., `. Complexi�cando, vale h̄j(z̄) ≡ 0 para todos j = 1, ..., `.

De um lado, de�nindo h̃j(z, w) = hj(z), temos que h̃j|H∆
≡ 0, pois hj(z) = 0 para

todo z ∈ H ⊂ H ı. Com isto, pela Proposição 1.26, h̃j ≡ 0 em HC. Por outro lado,

de�nindo h̃∗j(z, w) = h̄j(w), concluímos analogamente que h̃∗j ≡ 0 em HC. Portanto,

HC ⊂ {h̃j = 0} ∩ {h̃∗j = 0} = H ı × (H ı)∗.
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Diante deste resultado, de�nimos as projeções locais π1 := π1|HC : HC → H ı e

π2 := π2|HC : HC → (H ı)∗, onde π1, π2 : CN × CN → CN são as projeções canônicas.

Na seguinte proposição, relacionaremos as complexi�cações extrínseca e intrínseca. Este

resultado aparece em [Bru07], na demonstração da existência da complexi�cação intrín-

seca, sendo o ingrediente principal na demonstração de sua analiticidade.

Proposição 2.17. Seja H um germe de subconjunto analítico real Levi-�at em (CN , 0)

de dimensão 2n+ 1. Então dado p ∈ Hreg, temos que π1(HC
(p,p̄)) = H ı

p, onde consideramos

os germes de HC e H ı em (p, p̄) e p, respectivamente.

Demonstração. Dado p ∈ Hreg, temos pela Proposição 2.16 que HC
(p,p̄) ⊂ H ı

p× (H ı
p̄)
∗. Com

isto, π1(HC
(p,p̄)) ⊂ H ı

p. Por outro lado, pela construção da complexi�cação HC
(p,p̄), temos

que (H∆)(p,p̄) = HC
(p,p̄) ∩∆. Daí, Hp ⊂ π1(HC

(p,p̄)). Além disso, vale Hp ⊂ H ı
p. Uma vez que

a complexi�cação intrínseca é a menor subvariedade complexa que contém o subconjunto

analítico real Levi-�at, então H ı
p ⊂ π1(HC

(p,p̄)). Portanto, H
ı
p = π1(HC)(p,p̄).

Seja H ⊂ PN um subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão 2n + 1. Se existe

uma folha de Levi algébrica, então sob as condições nas dimensões N e n, dadas no

Teorema 2.15, a complexi�cação intrínseca H ı pode ser estendida algebricamente para

um subconjunto de PN . Supondo que H seja algébrico, o mesmo resultado vale sem as

hipóteses sobre as dimensões.

Teorema 2.18. Seja H ⊂ PN um subconjunto algébrico real Levi-�at irredutível de di-

mensão 2n + 1. Então a sua complexi�cação intrínseca H ı se estende a uma variedade

algébrica de mesma dimensão em PN .

Demonstração. Uma vez que H é algébrico e irredutível, podemos associá-lo canonica-

mente a um cone analítico projetivo irredutível Hκ ⊂ (CN+1, 0), de dimensão real 2n+ 1,

que possui uma complexi�cação HC
κ ⊂ (CN+1 × CN+1, (0, 0)) (veja construção no Apên-

dice A.1.3). Pela Proposição 2.17, temos que π1(HC
κ ) = H ı

κ, onde H
ı
κ é a complexi�cação

intrínseca de Hκ, de dimensão complexa n+ 1.

Pela construção feita no Apêndice A.1.3, a complexi�cação projetiva HC ⊂ PN × PN

de uma variedade algébrica real H é uma variedade algébrica complexa. Considerando

a projeção na primeira coordenada πP
1 : PN × PN → PN , temos, pelo Corolário A.19

(Apêndice), que πP
1 (HC) ⊂ PN é algébrico. O cone associado a πP

1 (HC) é dado por

(πP
1 (HC))κ = π1(HC

κ ). Pela Proposição 2.17, temos que π1(HC
κ ) = H ı

κ.

Pela construção e unicidade da complexi�cação intrínseca, a variedade algébrica irre-

dutível H ı
κ de�ne a variedade algébrica irredutível H ı ⊂ PN , de mesma dimensão n+ 1 e

que contém H.
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2.4 Variedade de Segre de um subconjunto Levi-�at

Seja H um germe de subconjunto analítico real em (CN , 0), onde {φ1, ..., φk} ⊂ ANR são

funções geradoras do ideal I(H), com representantes em uma vizinhança re�exiva U de

0 ∈ CN .

De�nição 2.19. Sejam H, {φ1, ...., φk} ⊂ ANR e U ⊂ CN como acima. Para cada

p ∈ H ı ∩ U �xado, o conjunto

Σp(U , φ) := {z ∈ U ;φ1(z, p̄) = · · · = φk(z, p̄) = 0} ∩H ı ⊂ U ∩H ı

é chamado de variedade de Segre em p associada ao sistema de geradores

{φ1, ..., φk} do ideal I(H) e ao aberto U onde esses germes se realizam como funções.

Observe que a variedade de Segre é um subconjunto analítico complexo fechado em

U , pois é dado pelo anulamento de uma coleção �nita de funções analíticas complexas

de�nidas em U . Por de�nição, a variedade de Segre a princípio depende do sistema de ge-

radores {φ1, ..., φk} do ideal I(H) e da vizinhança U onde eles são realizáveis. Entretanto,

essa de�nição é intrínseca a H, como mostra a seguinte proposição:

Proposição 2.20. A variedade de Segre independe do sistema de geradores φ = (φ1, ..., φk)

e da vizinhança U de 0 ∈ CN no seguinte sentido: se {ψ1, ..., ψ`} ⊂ ANR é outro sistema

de geradores de I(H) realizável na vizinhança V de 0 ∈ CN , então existe vizinhança

W ⊂ V ∩ U tal que se p ∈ W ∩H ı, vale Σp(U , φ) ∩W = Σp(V , ψ) ∩W . Em particular, o

germe em p da variedade de Segre está bem de�nido.

Demonstração. Sejam {φ1, ..., φk} ⊂ ANR um sistema de geradores do ideal I(H) e U
vizinhança de 0 ∈ CN re�exiva para φ = (φ1, ..., φk). Sejam ψ = (ψ1, ..., ψ`) ⊂ ANR outro

sistema de geradores do ideal I(H) e V vizinhança de 0 ∈ CN re�exiva para ψ. Existem

germes ai1, ..., a
i
k ∈ ANR e bj1, ..., b

j
` ∈ ANR tais que ψi =

∑k
j=1 a

i
jφj e φj =

∑`
i=1 b

j
iψi.

Seja W ⊂ U ∩ V vizinhança de 0 ∈ CN onde todos esses germes têm representantes,

denotados pelos mesmos símbolos. Se p ∈ W , temos:

ψi(z, p̄) =
k∑
j=1

aij(z, p̄)φj(z, p̄) e φj(z, p̄) =
∑̀
i=1

bji (z, p̄)ψi(z, p̄),

para i = 1, ..., ` e j = 1, ..., k. Se q ∈ Σp(U , φ) ∩W , então {φ1(q, p̄) = · · · = φk(q, p̄) = 0}.
E daí, para cada i = 1, ..., `, vale

ψi(q, p̄) =
k∑
j=1

aj(q, p̄)φj(q, p̄) = 0,
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ou seja, q ∈ Σp(V , ψ) ∩ W e daí, Σp(U , φ) ∩ W ⊂ Σp(V , ψ) ∩ W . A recíproca segue por

simetria, o que conclui a demonstração.

Considerando a proposição anterior, vamos denotar por Σp o germe de Σp(U , φ) em

p ∈ H ı ∩ U .

Proposição 2.21. A de�nição da variedade de Segre independe das coordenadas locais,

ou seja, Σp é invariante por mudança biholomorfa de coordenadas.

Demonstração. SejamH ⊂ U um germe de subconjunto analítico real Levi-�at em (CN , 0)

e p ∈ H ı. Consideramos um sistema de geradores {φ1, ..., φk} ⊂ ANR do ideal I(H). Seja

ψ : (CN , 0)→ (CN , 0) um biholomor�smo que leva a vizinhança U de 0 ∈ H na vizinhança

V de 0 ∈ H̃ = ψ(H). Queremos mostrar que ψ(Σp) = Σ̃p̃ = Σp̃(V , φ̃), onde p̃ = ψ(p).

Temos que φ̃i(w, w̄) = φi(ψ
−1(w), ψ−1(w)) são funções de�nidoras de H̃. Pela de�ni-

ção, a variedade de Segre em p̃ ∈ H̃ ı é dada por

Σ̃p̃ : = {w ∈ V ;ψ[φ̃1(w, p̃) = · · · = φ̃k(w, p̃) = 0}] ∩ H̃ ı (2.1)

= {ψ−1(w) ∈ U ;φ1(ψ−1(w), p̃) = · · · = φk(ψ
−1(w), p̃) = 0} ∩H ı.

Neste caso, temos que w ∈ ψ(Σp) se, e somente se, ψ−1(w) ∈ Σp, ou seja,

ψ(Σp) = ψ[{ψ−1(w) ∈ U ;φ1(ψ−1(w), p̃) = · · · = φk(ψ
−1(w), p̃) = 0}] ∩H ı.

Portanto, ψ(Σp) = Σ̃p.

O seguinte resultado, conhecido como Princípio de Fornæss, pode ser usado para

mostrar que se p ∈ Hreg, então Lp, a folha de Levi passando por p, é um subconjunto da

variedade de Segre Σp. Para isto, basta aplicá-lo a cada função de�nidora φi de H.

Proposição 2.22. (Princípio de Fornæss, [Koh79]) Sejam φ(z, z̄) uma função analítica

real em U ⊂ CN e L ⊂ U uma variedade complexa tal que φ(z, z̄) ≡ 0 em L. Então, se

p ∈ L, devemos ter que φ(z, p̄) = 0 para todo z ∈ L.

Demonstração. Tome um ponto regular p ∈ L. Seja n = dimCL. Tomamos coordenadas

analíticas z1, ..., zN tais que p = 0 ∈ CN e L = {zn+1 = ... = zN = 0}. Considere a curva

suave γ = {z2 = · · · = zN = 0} de�nida no aberto U ⊂ CN . Por hipótese,

φ(z1, z2, ..., zn, 0, ..., 0, z̄1, z̄2, ..., z̄n, 0, ..., 0) ≡ 0.

Em particular, φ(z1, 0, ..., 0, z̄1, 0, ..., 0) ≡ 0. De�nimos

ψ(z1, z̄1) := φ(z1, 0, ..., 0, z̄1, 0, ..., 0),
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que continua sendo uma função analítica real. Escrevemos

ψ(z1, z̄1) = α(z1) + z̄1β(z1, z̄1),

onde α(z1) é holomorfa.

Como ψ(z1, z̄1) ≡ 0, considerando o desenvolvimento em série de potências, concluímos

que α(z1) ≡ 0 e β(z1, z̄1) ≡ 0. Daí, obtemos em particular que

φ(z1, 0, ..., 0) = ψ(z1, 0) = α(z1) ≡ 0.

Portanto, φ(z, 0) se anula sobre γ e por conseguinte, sobre L.

Falta mostrar que φ(z, p̄) ≡ 0 sobre L quando p ∈ L não é um ponto regular. Para

isto, tome uma sequência qn → p, tal que qn ∈ L é ponto regular para todo n. Pelo caso

regular, φ(z, q̄n) ≡ 0 sobre L para todo n ∈ N. O resultado segue por continuidade.

Como consequência deste resultado, observamos que se p ∈ H, vale Lp ⊂ Σp onde Lp é

a folha da folheação de Levi passando por p ∈ H ∩ U . Com isto, n = dimCLp ≤ dimCΣp.

Em termos da codimensão em relação a H ı, temos

1 = codimC,Hı(Lp) ≥ codimC,Hı(Σp).

Isso motiva a seguinte de�nição:

De�nição 2.23. SejaH ⊂ U um germe de subconjunto analítico real Levi-�at em (CN , 0).

O ponto p ∈ H ı é chamado de Segre degenerado ou simplesmente S-degenerado quando

codimC,Hı(Σp) = 0.

No caso em que codimC,Hı(Σp) = 1, o ponto p ∈ H é dito Segre ordinário ou S-ordinário.

Denotamos por Sd o conjunto dos pontos Segre degenerados do germe de subconjunto

analítico real Levi-�at H.

Dado q ∈ Sd, vale codimC,Hı(Σq) = 0, ou seja, p ∈ Σq para todo p ∈ H ı. Pela

Proposição 1.28, temos que q ∈ Σp para todo p ∈ H ı.

Observamos que o conjunto Sd está inteiramente contido em H. De fato, dado um

sistema de geradores {φ1, ..., φk} ⊂ ANR do ideal I(H), temos que se p ∈ Sd, vale

φi(z, p̄) = 0 para todo i = 1, ..., k e para todo z ∈ U ∩ H ı. Em particular, φi(p, p̄) = 0

para todo i = 1, .., k, portanto p ∈ H.

Proposição 2.24. Seja H ⊂ U um germe de subconjunto analítico real Levi-�at em

(CN , 0). Então o conjunto Sd dos pontos Segre degenerados é analítico complexo.
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Demonstração. Sejam {φ1, ..., φk} ⊂ ANR um sistema de geradores do ideal I(H), reali-

záveis em uma vizinhança re�exiva U de 0 ∈ CN .

Sd = {p ∈ U ∩H ı;φ1(z, p̄) = · · · = φk(z, p̄) = 0,∀z ∈ U}.

Pela expressão (1.7), reescrevemos

Sd = {p ∈ U ∩H ı; φ̄1(p, z̄) = · · · = φ̄k(p, z̄) = 0,∀z ∈ U},

ou seja,

Sd =

[⋂
z∈U

{φ̄1(p, z̄) = · · · = φ̄k(p, z̄) = 0}

]
∩H ı.

Logo, Sd é expresso pelo conjunto dos zeros de uma família de funções analíticas comple-

xas. Portanto ele é analítico complexo.

Proposição 2.25. Seja H ⊂ U um germe de subconjunto analítico real Levi-�at em

(CN , 0). Então, genericamente, os pontos de H são Segre ordinários.

Demonstração. Tome um sistema de geradores {φ1, ..., φk} ⊂ ANR do ideal I(H) e de�na

φ = (φ1, ..., φk). Suponha que U seja uma vizinhança re�exiva para φ. Como H ⊂ H ı está

propriamente contida, temos evidentemente que φ(z, z̄) 6≡ 0 em H ı.

Sejam todos os pontos deH Segre degenerados, ou seja, para todo p ∈ H vale φ(z, p̄) ≡
0 sobre H ı. Obtemos que para todo p ∈ H ı vale φ(z, p̄) ≡ 0, pois a codimensão real de H

em H ı é um. Com isto, devemos ter φ(z, z̄) ≡ 0 em H ı, o que é uma contradição. Pela

Proposição 2.24, genericamente, os pontos de H são Segre ordinários.

Para o caso de hipersuperfícies Levi-�at, de acordo com [Leb13] e [CLN11], os pontos

Segre degenerados estão contidos no conjunto singular e, na parte regular, a variedade de

Segre coincide com a folha de Levi .

Proposição 2.26. [Leb13] Seja H um germe de hipersuperfície real Levi-�at em (CN , 0).

O conjunto Sd ⊂ H de singularidades Segre degeneradas está contido em uma subvariedade

complexa de codimensão pelo menos dois.

Mostraremos, na próxima proposição, um resultado semelhante para germes de subcon-

juntos Levi-�at. Para prová-lo, consideramos um corte do germe de subconjunto Levi-�at

H de dimensão 2n+ 1 por um plano complexo α de codimensão n− 1 e em posição geral

em relação a H. De�nimos Hα = H ∩ α e H ı
α = H ı ∩ α. Observamos que dimRHα = 3 e

que dimCH
ı
α = 2. Por ser a menor variedade complexa contendo Hα, temos que H ı

α é sua

complexi�cação intrínseca, ou seja, H ı
α = (Hα)ı.
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A�rmação: Sd ∩ α = (Sα)d, onde (Sα)d denota o conjunto dos pontos S-degenerados de

Hα. De fato, se H = {φ(z, z̄) = 0}, então Sd = {p ∈ H ı;φi(z, p̄) ≡ 0}. Por outro lado,

Hα = {φ|α(z, z̄) = 0} = {z ∈ CN ;φ(z, z̄) = 0} ∩ α e, além disso, H ı
α = (Hα)ı. Com isto,

(Sα)d = {p ∈ H ı
α;φ|α(z, p̄) ≡ 0} = {p ∈ H ı;φ(z, p̄) ≡ 0} ∩ α = Sd ∩ α.

Proposição 2.27. Seja H ⊂ U um germe de subconjunto analítico real irredutível Levi-

�at em (CN , 0). Então o conjunto dos pontos Segre degenerados tem codimensão pelo

menos dois na complexi�cação intrínseca H ı.

Demonstração. Provaremos inicialmente o caso particular em que a dimensão de Levi é

um.

Caso particular: Consideramos n = dimCL = 1, o que implica que dimRH = 3 e

dimCH
ı = 2. Pela Proposição 2.25, Sd é um subconjunto próprio de H. Suponha, por

absurdo, que exista uma componente irredutível Γ ⊂ Sd de codimensão complexa um em

H ı. Observamos que se p ∈ Γ ⊂ Sd, então Σp = H ı. Com isto, Γ ⊂ Σq para todo q ∈ H ı.

Pela Proposição 2.16, temos que HC ⊂ H ı × (H ı)∗. Olhamos, em especial, para

π2 = π2|HC : HC → (H ı)∗ e para a imagem inversa de Γ∗ ⊂ (Sd)
∗ ⊂ H∗ ⊂ (H ı)∗, denotada

por π−1
2 (Γ∗) ' H ı × Γ∗. Neste caso, para cada q̄ ∈ Γ∗, vale π−1

2 (q̄) ∩HC ' Σq = H ı.

Temos que π−1
2 (Γ∗) = H ı×Γ∗ ⊂ HC possui dimensão três. Mas pela Proposição 1.26,

temos que HC é irredutível, com isto, π−1
2 (Γ∗) = HC, contradição. Portanto, não existe

uma curva em Sd e codimCSd ≥ 2 em H ı para esse caso particular.

Caso geral: Consideramos n = dimCL > 1. A �m de aplicar a conclusão anterior,

consideramos o corte do subconjunto Levi-�at H por um plano complexo α de codimensão

n− 1, em posição geral, transversal a H, a H ı e a Hsing. Pelo caso particular, o conjunto

dos pontos Segre degenerados (Sα)d de Hα = H ∩ α é constituído por pontos isolados

em H ı
α. Além disso, como observamos anteriormente, Sd ∩ α = (Sd)α. Concluímos que

codimCSd ≥ 2 em H ı.

No caso de uma hipersuperfície analítica real Levi-�at H, as folhas de Levi são varieda-

des analíticas fechadas. O mesmo vale para subconjuntos Levi-�at. De fato, a folheação

de Levi tem dimensão n. Pela Proposição 2.27, temos que codimCSd ≥ 2 em H ı, logo

dimCSd ≤ n− 1. Então cada folha de Levi possui pontos Segre ordinários. Pelo princípio

de Fornæss (Proposição 2.22), dado p ∈ Hreg, temos que Lp ⊂ Σp. Se p é Segre ordinário,

vale dimCΣp = dimCLp. Logo Lp é uma componente de Σp. Como Σp é uma variedade

analítica, obtemos que Lp é fechada. Dessas considerações, concluímos o seguinte:

Proposição 2.28. Seja H um germe de subconjunto analítico real irredutível Levi-�at

em (CN , 0). Então as folhas de Levi em H são fechadas.
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Seja H ⊂ PN um subconjunto Levi-�at algébrico. Identi�camos H com seu cone

algébrico Hκ em 0 ∈ CN+1, como no Apêndice A.1.3. Seja {φ1, ..., φk} ⊂ A(N+1)R um

sistema algébrico de geradores de I(Hκ). As variedades de Segre associadas a esse sistema

de geradores são evidentemente algébricas. Assim, por cada ponto S-ordinário da parte

regular de H, a folha de Levi é um subconjunto analítico da variedade algébrica de mesma

dimensão. Portanto as folhas de Levi são todas algébricas. Podemos enunciar a seguinte

proposição:

Proposição 2.29. Seja H ⊂ PN um subconjunto algébrico real Levi-�at de dimensão

2n+ 1. Então as folhas de Levi são algébricas.

Em [Leb12], J. Lebl demonstrou que uma folheação em PN tangente a uma hipersuper-

fície Levi-�at algébrica possui integral primeira racional. Vamos adaptar esse resultado

para o contexto de subconjuntos Levi-�at. Iniciamos apresentando alguns resultados co-

nhecidos. Em primeiro lugar, o seguinte critério para a existência de integral primeira

racional para folheações em variedades projetivas, apresentado por X. Gomez-Mont:

Teorema 2.30. [GM89] Seja F uma folheação holomorfa (com singularidades) de codi-

mensão q na variedade projetiva irredutível M e assuma que toda folha L de F é uma

subvariedade quasiprojetiva de M. Então existe uma variedade projetiva V de dimensão

q e uma aplicação racional f : M → V tal que as �bras de f são obtidas pelo fecho das

folhas de F .

O seguinte teorema de Darboux, generalizado por J-P. Jouanolou [Jou79], garante a

integrabilidade de uma folheação projetiva com in�nitas folhas compactas.

Teorema 2.31. Seja F uma folheação holomorfa singular de codimensão um em PN . Se
F admite uma in�nidade de hipersuperfícies analíticas invariantes, então F possui uma

integral primeira racional.

E. Ghys apresentou a seguinte generalização do Teorema de Darboux-Jouanolou:

Teorema 2.32. [Ghy00] Seja F uma folheação holomorfa de codimensão um, possivel-

mente singular, em uma variedade analítica complexa lisa, compacta e conexa. Então F
possui apenas um número �nito de folhas fechadas, a não ser que F possua uma integral

primeira meromorfa, e neste caso, todas as folhas são fechadas.

Se um subconjunto analítico real Levi-�at H é invariante por uma folheação holomorfa

F de dimensão n, ou seja, F|Hreg = L, onde L é a folheação de Levi, então a comple-

xi�cação intrínseca H ı também é invariante pela folheação F , como visto na Proposição
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2.11. Denotaremos a folheação restrição F|Hı como sendo F ı. A variedade analítica com-

plexa H ı pode ser singular. Neste caso, quando conveniente, utilizaremos o Teorema de

dessingularização de H. Hironaka, enunciado a seguir:

Teorema 2.33. [Hir64] Seja Y um espaço analítico. Existe uma dessingularização de

Y, ou seja, uma variedade não singular Ỹ , junto com um mor�smo próprio bimeromorfo

π : Ỹ → Y tal que:

1. π : Ỹ \ (π−1(Sing(Y ))→ Y \ Sing(Y ) é um biholomor�smo.

2. A imagem inversa da parte singular, π−1(Sing(Y )), é um divisor com cruzamentos

normais simples.

3. π é funtorial em relação a isomor�smos locais analíticos. Para qualquer isomor�smo

analítico local φ : Y ′ → Y, existe um levantamento natural φ̃ : Ỹ ′ → Ỹ que é um

isomor�smo local analítico.

No próximo resultado, consideramos o comportamento de F ı por um mapa de dessin-

gularização de H ı.

Lema 2.34. Seja F uma folheação holomorfa de�nida em PN , de dimensão n, tangente a

um subconjunto analítico real Levi-�at H de dimensão 2n+ 1. Suponha que π : H̃ ı → H ı

seja uma dessingularização de H ı. Então F ı se levanta de forma única a uma folheação

holomorfa de dimensão n em H̃ ı.

Demonstração. De�nimos D = π−1(H ı
sing). Temos que π|H̃ı\D : H̃ ı \D → H ı \H ı

sing é um

biholomor�smo. Logo, por continuidade analítica, se o levantamento F̃ ı = π∗F ı existe,
ele é único.

Pela Proposição 2.11, H ı é invariante pela folheação F , pois H é F -invariante. Sejam
p ∈ H ı, uma vizinhança Up ⊂ CN de p e uma (N − n)-forma integrável η de�nida em Up
que de�ne a folheação F em Up. Como F ı = F|Hı , temos que a (N − n)-forma ηı = η|Hı

de�ne F ı em Up ∩H ı.

Então a (N − n)-forma π∗(ηı) de�ne localmente uma folheação holomorfa em uma

vizinhança de π−1(p) em H̃ ı. Pela unicidade, estas construções locais se colam, de�nindo

uma folheação F̃ ı em todo o H̃ ı. Note que as folhas de F̃ ı projetam-se em folhas de F ı,
por construção.

Podemos então enunciar o teorema central desta seção:
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Teorema A. Seja H ⊂ PN um subconjunto analítico real Levi-�at invariante por uma

folheação holomorfa F em PN de dimensão n tal que N > 3 e n >
N − 1

2
. Se a folheação

de Levi possui in�nitas folhas algébricas, então H ı é uma subvariedade algébrica de PN

de dimensão n+ 1. Além disso, a folheação F ı possui integral primeira racional.

Demonstração. Pelas condições sobre as dimensões e a existência de uma folha algébrica,

temos pelo Teorema 2.15, que H ı se estende a uma variedade algébrica de dimensão n+ 1

em PN . Pela Proposição 2.11, a folheação F deixa H ı invariante. Com isto, as in�nitas

folhas algébricas da folheação de Levi nos dão que F ı possui in�nitas folhas algébricas.
Tomamos, se necessário, uma dessingularização π : H̃ ı → H ı [Hir64]. Visto que a

folheação holomorfa F de dimensão n está de�nida no ambiente PN , temos, pelo Lema

2.34, que a folheação F ı pode ser levantada a uma folheação holomorfa de dimensão n

em H̃ ı, denotada por F̃ ı. Como H ı é compacto, H̃ ı também o é.

Como F ı possui in�nitas folhas compactas, o mesmo vale para F̃ ı. Pelo Teorema 2.32,

a folheação F̃ ı admite uma integral primeira meromorfa em H̃ ı. Logo, todas as folhas de F̃ ı

são compactas. Além disso, a projeção via π das folhas de F̃ ı são folhas compactas de F ı

em H ı. Finalmente, pelo Teorema 2.30, existe uma variedade projetiva V unidimensional

e uma aplicação racional f : H ı → V tal que as �bras de f são obtidas pelo fecho das

folhas de F ı. A integral primeira racional é obtida compondo f com algum mapa racional

não constante r : V → P1.

No caso em que H é algébrica e invariante por uma folheação holomorfa de�nida em

PN , chegamos às mesmas conclusões do Teorema A sem a necessidade das hipóteses sobre

as dimensões. Nesse caso, aplicamos o Teorema 2.18 para obter que H ı é algébrico.

Teorema A'. Seja H ⊂ PN um subconjunto algébrico Levi-Flat invariante por uma

folheação holomorfa F de�nida em PN de dimensão n. Então H ı é algébrico e F ı possui
integral primeira racional.

2.5 Subconjuntos algébricos Levi-�at de�nidos por fun-

ções racionais

Sejam F uma função racional em PN e S ⊂ C uma curva algébrica real. Então F−1(S)

é uma hipersuperfície Levi-�at. Isso foi demonstrado por J. Lebl em [Leb12]. De forma

mais geral, esse resultado pode ser enunciado no seguinte contexto:

Proposição 2.35. Sejam V ⊂ PN uma variedade projetiva de dimensão n + 1, F uma

função racional em V e S ⊂ C uma curva algébrica real. Então o conjunto F−1(S) é uma

hipersuperfície algébrica Levi-�at de dimensão real 2n+ 1 em V.
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Demonstração. Escreva a função racional F = f/g : V → C em algum sistema de

coordenadas a�ns, no qual os polinômios f e g são relativamente primos e possuem o

mesmo grau. Considere o polinômio bihomogêneo de grau d de�nidor da curva S,

P : C → R (2.2)

z 7→ P (z) =
∑
i+j=d

aijz
izj,

ou seja, tal que S = {z ∈ C;P (z) = 0} e de�na o subconjunto

H = {z ∈ V ; (P ◦ F )(z) = 0}.

Temos

(P ◦ F )(z) = P

(
f

g
(z),

f

g
(z)

)
=
∑
i+j=d

aij
f i

gi
(z)

f
j

gj
(z).

Logo, multiplicando por (|g(z)|2)d = (g(z)g(z))d, obtemos

(|g(z)|2)d(P ◦ F )(z) =
∑
i+j=d

aijf
i(z)gd−i(z)f

j
(z)gd−j(z̄).

Assim, o conjunto dos zeros do polinômio (|g(z)|2)d(P ◦ F )(z) na variedade algébrica V,

no sistema de coordenadas a�ns reais, é precisamente H. Com isto, vemos que H é uma

subvariedade algébrica real de codimensão um em V, logo de dimensão 2n+ 1.

Além disso, dado λ ∈ S, ou seja, tal que P (λ, λ) = 0, o conjunto

Sλ =

{
z ∈ V ;

f

g
(z) = λ

}
de�ne uma hipersuperfície complexa em V. Por construção, Sλ ⊂ (P ◦ F )−1(0) = H. Por-

tanto Hreg é uma hipersuperfície Levi-�at, pois é localmente folheada por curvas de�nidas

pelo conjunto {f = λg} para alguma constante λ ∈ S.

Reciprocamente, para hipersuperfícies analíticas reais Levi-�at em PN , vale o seguinte:

Teorema 2.36. [Leb12] Seja H ⊂ PN , N ≥ 2, uma hipersuperfície analítica real Levi-�at

irredutível com in�nitas folhas compactas. Assuma que para cada p ∈ Hreg exista uma

vizinhança U de p e uma função meromorfa F de�nida em U tal que F é constante ao

longo das folhas de Hreg.

Então existe uma função racional R : PN → C e um subconjunto algébrico unidimensi-

onal S ⊂ C tais que H ⊂ R−1(S). Em particular, H é semialgébrica, ou seja, está contida

em uma hipersuperfície algébrica real Levi-�at.
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Observe que, pelo Teorema 1.20, a condição de a folheação de Levi ser locamente

de�nida por uma função meromorfa equivale a pedir que ela se estenda a uma vizinhança

de Hreg. Isso, por sua vez, equivale a supor que a folheação de Levi se estenda a PN , pois
PN \Hreg é variedade de Stein (veja A.5 - Apêndice).

O objetivo desta seção é adaptar o resultado acima para subconjuntos analíticos re-

ais Levi-�at. As técnicas usadas são adaptações daquelas empregadas em [Leb12] para

hipersuperfícies Levi-�at. Começamos com a seguinte observação:

Observação 2.37. Seja F = f/g : CN → C uma função meromorfa, onde f e g são

funções polinomiais, sem fator em comum e de mesmo grau. Considere a aplicação

Ψ∆ : ∆ ⊂ CN × CN → C4

(z, z̄) 7→ Ψ∆(z, z̄) = (f(z), g(z), f̄(z̄), ḡ(z̄)),

onde f̄(z̄) = f(z) e ḡ(z̄) = g(z). Sua complexi�cação dada por

ΨC
∆ : CN × CN → C4

(z, w) 7→ ΨC
∆(z, w) = (f(z), g(z), f(w), g(w)),

é intrinsecamente de�nida, ou seja, independe das coordenadas locais em CN .

De fato, considere um difeomor�smo φ : CN → CN e de�na

φ∆ : ∆ ⊂ CN × CN → ∆ ⊂ CN × CN

(z, z̄) → φ∆(z, z̄) = (φ(z), φ̄(z̄)),

onde φ̄(z̄) = φ(z).

Produza a complexi�cação

φC
∆ : CN × CN → CN × CN

(z, w) → φC
∆(z, w) = (φ(z), φ̄(w)).

Por um lado, temos que

ΨC
∆ ◦ φC

∆(z, w) = ΨC
∆(φ(z), φ̄(w))

= (f ◦ φ(z), g ◦ φ(z), f̄ ◦ φ̄(w), ḡ ◦ φ̄(w)).

Por outro lado,

Ψ∆ ◦ φ∆(z, z̄) = Ψ∆(φ(z), φ̄(z̄)) (2.3)

= (f ◦ φ(z), g ◦ φ(z), f̄ ◦ φ̄(z̄), ḡ ◦ φ̄(z̄)).
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Complexi�cando, obtemos

(Ψ∆ ◦ φ∆)C(z, w) = (f ◦ φ(z), g ◦ φ(z), f̄ ◦ φ̄(w), ḡ ◦ φ̄(w)).

Logo, ΨC
∆ ◦ φC

∆ = (Ψ∆ ◦ φ∆)C, como queríamos.

Dada uma função meromorfa F, vamos denotar por Ind(F ) o conjunto dos pontos de

indeterminação de F. Ou seja, se F = f/g, onde f e g são funções analíticas, sem fator

comum, o conjunto Ind(F ) é composto pelos pontos que se anulam simultaneamente por

f e g. Recordamos a seguinte de�nição:

De�nição 2.38. Seja M uma variedade analítica real. Um subconjunto E de M é semi-

analítico se localmente for de�nido por um número �nito de igualdades e desigualdades

associadas a funções analíticas reais. Ou seja, se cada ponto de M possui uma vizinhança

U tal que

E ∩ U =

p⋃
i=1

(
q⋂
j=1

{gi,j > 0} ∩ {fi = 0}

)
,

onde gi,j e fi são funções analíticas reais.

Portanto, um conjunto semianalítico é um aberto de Zariski em um conjunto analítico,

produzido por uniões e diferenças �nitas de conjuntos analíticos.

Lema 2.39. Sejam H um germe em (CN , 0) de subconjunto analítico real Levi-�at com

dimensão três e F |Hı = (f/g)|Hı uma função meromorfa, onde f e g ∈ ON são funções

holomorfas e sem fator em comum. Suponha que codimCInd(F )|Hı = 2. Se 0 ∈ H é um

ponto de indeterminação de F, então a imagem de H pela aplicação

Φ : H ı → C2

z 7→ Φ(z) = (f(z), g(z))

é semianalítica.

Demonstração. De�nimos as aplicações

ΨC : H ı × (H ı)∗ → C4

(z, w) 7→ (f(z), g(z), f̄(w), ḡ(w)),

onde f̄(z) = f(z̄) e f̄(w) = f(w̄) e

Φ̃ : H ı → C4

z 7→ (f(z), g(z), f(z), g(z)).
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Considere, como antes, a diagonal espelhada em C4 ' C2 × C2 :

∆ = {(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) ∈ C4; ξ1 = ξ̄3 e ξ2 = ξ̄4}. (2.4)

A�rmação: A aplicação ΨC é �nita. De fato, a imagem inversa de 0 ∈ C4 é dada pelo

conjunto {f−1(0) ∩ g−1(0)} dos pontos de indeterminação de F, que possui codimensão

dois em H ı. Ele é composto por pontos isolados e portanto é �nito.

Pela Proposição 2.16, vale HC ⊂ H ı × (H ı)∗. Então, como ΨC é �nita, a sua imagem

ΨC(HC) é uma subvariedade analítica, pelo Teorema da Aplicação Finita (Teorema A.18-

Apêndice).

Podemos notar que

Φ̃(H) ⊂ ΨC(HC) ∩∆.

Logo, uma vez que próximo da origem Φ̃(H) é um aberto dentro da subvariedade analítica

real de mesma dimensão ΨC(HC) ∩∆, temos que Φ̃(H) semianalítica.

Por outro lado, se fi(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4), para i = 1, ..., k, são funções de�nidoras de ΨC(HC),

temos, de acordo com a equação (2.4), que fi(ξ1, ξ2, ξ̄1, ξ̄2) para i = 1, ...k são funções

de�nidoras de ΨC(HC)∩∆. Em particular, as funções de�nidoras de Φ̃(H) ⊂ ΨC(HC)∩∆

dependem apenas das variáveis ξ1 e ξ2. Com isto, tomando a projeção nas duas primeiras

coordenadas

π1 : C4 → C2

(z1, z2, z3, z4) 7→ π1(z1, z2, z3, z4) = (z1, z2),

concluímos que Φ(H) = π1(Φ̃(H)) ⊂ π1(ΨC(HC) ∩∆) também é semianalítica.

Sejam H um germe de subconjunto analítico real Levi-�at em (CN , 0) de dimensão

2n+ 1 e H ı a sua complexi�cação intrínseca. De agora em diante, consideraremos α um

plano complexo de codimensão n − 1 em posição geral, ou seja, transversal simultanea-

mente em relação a H e a H ı. Denotaremos Hα = H ∩ α e H ı
α = H ı ∩ α. Pela condição

de transversalidade, Hα é um conjunto analítico real Levi-�at de dimensão três e H ı
α é

uma variedade analítica complexa de dimensão dois. Pela unicidade da menor subvarie-

dade complexa que contém o subconjunto Levi-�at H, temos que H ı
α é a complexi�cação

intrínseca de Hα, ou seja, H ı
α = (Hα)ı. Se F é uma função meromorfa de�nida em H ı,

denotamos Fα = F |Hı
α
. Assim, obtemos que Ind(F ) ∩ α = Ind(Fα).

Observação 2.40. Sejam H um germe de subconjunto analítico real Levi-�at em (CN , 0)

de dimensão 2n+1. Suponha que F seja uma função meromorfa de�nida em H ı, constante

ao longo das folhas em Hreg. Escolha um (n − 1)-plano α em posição geral em relação
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a H e a H ı de modo que F não seja constante em α. Se codimCInd(F ) ≥ 2, então

codimCInd(F ) |Hı
α

= 2. De fato, basta tomar α em posição geral também em relação a

Ind(F ) e considerar a relação Ind(F ) ∩Hα = Ind(Fα).

A Proposição 2.42 é uma adaptação para o caso singular do Lema 5.2 de [Leb12]. Para

prová-la, precisamos do seguinte teorema:

Teorema 2.41. (Tarski-Seidenberg, [vdD98]) Se A ⊂ Rn ×Rm é um conjunto semialgé-

brico e se π é a projeção nas n primeiras coordenadas, então π(A) também é semialgébrico.

Proposição 2.42. Sejam H um germe de subconjunto analítico real Levi-�at irredutível

de dimensão 2n + 1 em (CN , 0). Suponha que F seja uma função meromorfa de�nida

em H ı, constante ao longo das folhas em Hreg, tal que codimCInd(F ) ≥ 2. Se p ∈ H é

um ponto de indeterminação de F, então existe um subconjunto algébrico unidimensional

S ⊂ C tal que H ⊂ F−1(S).

Demonstração. Caso particular: n = 1. Neste caso, temos que dimCH
ı = 2 e com isto,

Ind(F ) é composto por pontos isolados. Diminuindo a vizinhança se necessário, podemos

supor que 0 ∈ CN é um ponto de indeterminação isolado. Seja a função meromorfa

F = f/g de�nida em H ı, constante ao longo das folhas de Hreg, onde f e g são funções

holomorfas em H ı, sem fator em comum. Considere a aplicação

Φ : H ı → C2

z 7→ Φ(z) = (f(z), g(z)) .

Pelo Lema 2.39, Φ(H) é semianalítica, pois próximo da origem é um aberto de uma

variedade analítica de mesma dimensão, denotada por K. Note que Φ(Hreg) é Levi-�at e

o mapa G(z) = z1/z2, onde z = (z1, z2) ∈ C2, é constante ao longo das folhas de Φ(H).

Ou seja, Φ(H) contém retas complexas passando pela origem.

Tome uma função r(z, z̄) =
∑

j,k rjk(z, z̄) de�nidora da subvariedade analítica real

K, onde rjk são termos bihomogêneos de grau j em z e grau k em z̄. Observe que se

z ∈ Φ(H) ⊂ K, então λz ∈ Φ(H) ⊂ K para λ em algum conjunto aberto pequeno e vale

r(λz, λ̄z̄) =
∑
j,k

rjk(λz, λ̄z̄) =
∑
j,k

λjλ̄krjk(z, z̄) = 0.

Então, rj,k(z, z̄) ≡ 0, quando z ∈ Φ(H), ou seja, K é de�nido por polinômios bihomogê-

neos, uma vez que Φ(H) é um aberto em K. Portanto, K é algébrico real.

Projete o conjunto algébrico

{(z, ξ) ∈ C2 × C; z ∈ K e ξz2 = z1}
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na variável ξ. Pelo Teorema 2.41, esta projeção deve ser semialgébrica. E como um con-

junto unidimensional semialgébrico está contido em um conjunto unidimensional algébrico

S ⊂ C, então K ⊂ G−1(S) e como φ(H) ⊂ K e F = G ◦ φ, então H ⊂ F−1(S).

Caso geral: n > 1. Neste caso, consideramos a variedade complexa bidimensional H ı
α e

como na Observação 2.40, temos que codimCInd(F )|Hı
α

= 2. Logo as indeterminações de

F em H ı
α devem ser pontos isolados. Assim, tomando a subvariedade Hα = H ∩ α e a

função meromorfa Fα = F |Hı
α
, caímos no caso particular. Logo existe um subconjunto

algébrico unidimensional S ⊂ C tal que Hα ⊂ F−1
α (S), ou seja, H ∩ α ⊂ F−1(S) ∩H ı

α.

Dado p ∈ Hreg, a função F é constante ao longo da folha que passa por p, digamos

igual a c ∈ C. Uma vez que o plano α está em posição geral, vale Lp ∩ α 6= {0}. Pelo
caso particular, temos que c ∈ S. Então Hreg ⊂ F−1(S). Como F−1(S) é analítico real

contendo Hreg e H é irredutível, então H ⊂ F−1(S).

Observação 2.43. Sejam V ⊂ PN uma variedade algébrica complexa e φ uma função

racional em V. Se dimCV ≥ 2, então φ admite pontos de indeterminação. De fato,

consideramos φ = f/g, onde f e g são polinômios homogêneos sem fatores em comum e

de mesmo grau. Temos que Ind(φ) = V ∩ {z ∈ PN ; f(z) = g(z) = 0}. Uma vez que o

conjunto {z ∈ PN ; f(z) = g(z) = 0} possui codimensão dois em PN e dimCV ≥ 2, então

Ind(φ) 6= ∅.

Dizemos que uma função meromorfa f é primitiva se suas �bras são conexas.

Proposição 2.44. Seja F uma folheação holomorfa singular de dimensão n em PN , onde
N ≥ 2, tangente a um subconjunto analítico real Levi-�at H de dimensão 2n + 1. Supo-

nha que F ı possua integral primeira racional primitiva R. Então existe um subconjunto

algébrico unidimensional S ⊂ C tal que H ⊂ R−1(S).

Demonstração. Podemos escrever Hreg = ∪`L`, onde L` são subvariedades analíticas com-

plexas de dimensão n e irredutíveis. De fato, as L` são folhas de F , portanto são níveis

da função racional R.

Pela Observação 2.43, podemos encontrar um ponto de indeterminação p de R, pois

dimCH
ı ≥ 2. Além disso, p ∈ H, pois p pertence ao fecho de todas as folhas L` e H é

fechado.

Escrevemos R = f/g, onde f e g são polinômios homogêneos, de mesmo grau e sem

fatores em comum. Como R é primitiva, para cada folha de Levi L`, existe λ ∈ C tal que

L` =

{
f(z)

g(z)
= λ

}
⊂ H.
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Aplicando a Proposição 2.42 no ponto de indeterminação p, encontramos um subconjunto

algébrico unidimensional S ⊂ C tal que, localmente, H ⊂ R−1(S). Passando para a

situação global, uma vez que temos Hreg = ∪`L` e p ∈ L` para todo `, então H ⊂ R−1(S).

Como consequência dessa proposição e do Teorema A, temos:

Teorema B. Seja H ⊂ PN , onde N ≥ 2, um subconjunto analítico real Levi-�at de di-

mensão 2n+1 invariante por uma folheação holomorfa F em PN de dimensão n. Suponha

i) que H ı seja algébrica e

ii) que a folheação de Levi possua in�nitas folhas algébricas.

Então existem uma função racional R : H ı ⊂ PN → C e um subconjunto algébrico real

unidimensional S ⊂ C tais que H ⊂ R−1(S). Além do mais, R é integral primeira racional

para a folheação F ı.

Demonstração. Uma vez que H ı é algébrica e que a folheação de Levi possui in�nitas

folhas algébricas então, como na demonstração do Teorema A, a folheação F ı = F|Hı

possui integral primeira racional, digamos R, que podemos supor primitiva. Com isto,

pela Proposição 2.44, existe um subconjunto algébrico real unidimensional S ⊂ C tal que

H ⊂ R−1(S).

Seja H ⊂ PN um subconjunto Levi-�at de dimensão 2n + 1. Vimos no Teorema 2.15

que se N > 3 e n >
N − 1

2
e se a folheação de Levi possui uma folha algébrica, então

a complexi�cação intrínseca H ı se estende algebricamente a PN . Por outro lado, pelo

Teorema 2.18, este mesmo resultado é válido com a hipótese única de H ser algébrico.

Com isto, podemos enunciar uma versão alternativa do Teorema B:

Teorema B'. Seja H ⊂ PN , onde N ≥ 2, um subconjunto analítico real Levi-�at invari-

ante por uma folheação F em PN de dimensão n. Suponha uma das alternativas:

i) N > 3 e n >
N − 1

2
e a folheação de Levi possua in�nitas folhas algébricas

ii) H é algébrico.

Então existem uma função racional R : H ı ⊂ PN → C e um subconjunto unidimensional

algébrico real S ⊂ C tais que H ⊂ R−1(S).

44



Capítulo 3

Subconjuntos Levi-�at locais e integrais

primeiras meromorfas

Neste capítulo, adaptaremos para o contexto de subconjunto Levi-�at, as técnicas apre-

sentadas por M. Brunella para a prova do Teorema de D. Cerveau e A. Lins Neto [CLN11].

De fato, estudaremos a estrutura de variedades de Segre para provar a integrabilidade,

na complexi�cação intrínseca, de germes de folheações holomorfas em (CN , 0) tangentes

a subconjuntos analíticos reais Levi-�at.

3.1 Espelho de uma variedade de Segre

SejamH um germe de hipersuperfície analítica real Levi-�at em (CN , 0) e I(H) o ideal dos

germes de funções analíticas reais que se anulam em H. Consideramos {φ1, ..., φk} ⊂ ANR

funções geradoras de I(H) e de�nimos o germe de aplicação analítica φ = (φ1, ..., φk).

Denotaremos, como antes, a complexi�cação intrínseca de H por H ı. Supomos que estes

germes se realizam na vizinhança U ⊂ CN da origem re�exiva para φ. Para cada p ∈ U∩H ı,

a variedade de Segre é dada por Σp = Σp(U , φ) = {z ∈ U ;φ(z, p̄) = 0} ∩H ı ⊂ U ∩H ı.

Produziremos o espelhamento da variedade de Segre Σp em U∗ ∩ (H ı)∗. Para isto,

consideramos a complexi�cação HC = {(z, w) ∈ U × U∗;φ(z, w) = 0}. Pela equação

(1.7), a aplicação φ satisfaz a relação φ(z, w) = φ̄(w, z). Assim, podemos de�nir HC pela

equação φ̄(w, z) = 0.

De�nição 3.1. A variedade de Segre espelho associada a p ∈ U ∩H ı é o conjunto

Σ∗p = Σp∗(U∗, φ̄) := {w ∈ U∗; φ̄(w, p∗) = 0} ∩ (H ı)∗

= {w ∈ U∗;φ(p, w) = 0} ∩ (H ı)∗ ⊂ U∗ ∩ (H ı)∗
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Observação 3.2. A propriedade apresentada na Proposição 1.28 se escreve da seguinte

forma para variedades de Segre espelho: se q∗ ∈ Σ∗p, então p∗ ∈ Σ∗q, onde p
∗ ∈ U∗ é

o espelho de p ∈ U . De fato, se q∗ ∈ Σ∗p, então φ̄(q∗, p̄∗) = 0, donde φ(p̄∗, q∗) = 0.

Conjugando, obtemos que φ̄(p∗, q̄∗) = 0, ou seja, p∗ ∈ Σ∗q.

A �m de apresentar uma demonstração alternativa para o Teorema de D. Cerveau e

A. Lins Neto, que assegura a existência de integrais primeiras meromorfas para germes

de folheações tangentes a hipersuperfícies analíticas reais Levi-�at (Teorema 1.20), M.

Brunella [Bru12] considerou as �bras da projeção π1 : HC ⊂ U ×U∗ → U . Ao longo deste

capítulo, vamos adaptar esta demonstração para subconjuntos analíticos reais Levi-�at.

Seja H um germe de subconjunto analítico real Levi-�at em (CN , 0). Na Proposição

2.16, vimos que vale HC ⊂ H ı× (H ı)∗, onde H ı é a complexi�cação intrínseca de H. Além

disso, uma vez que H ⊂ H ı é uma hipersuperfície, podemos sem perda de generalidade,

trocando eventualmente H por uma hipersuperfície que a contém, supor que H é de�nida

por uma única equação φ(z, z̄) = 0, onde φ ∈ AnR. Assim, a variedade de Segre espelho é

de�nida por

Σ∗p = {w ∈ (H ı)∗; φ̄(w, p̄∗) = 0}.

Consideramos a projeção canônica na primeira coordenada π1 : HC ⊂ H ı × (H ı)∗ →
H ı. Para os resultados a seguir, vamos tomar um representante de H no aberto U ⊂ CN ,

de forma que H ı ⊂ U e HC ⊂ U × U∗. Assim, podemos considerar o representante da

projeção acima de�nida por esses objetos.

Proposição 3.3. Nas condições acima, para cada p ∈ U ∩H ı, a �bra π−1
1 (p) corresponde

canonicamente à variedade de Segre espelho Σ∗p.

Demonstração. Temos que HC = {(z, w) ∈ H ı × (H ı)∗;φ(z, w) = 0} e π−1
1 (p) = HC ∩

({p} × (H ı)∗). Identi�cando p× (H ı)∗ com (H ı)∗, a �bra π−1
1 (p) pode ser escrita como

{w ∈ (H ı)∗;φ(p, w) = 0} = {w ∈ (H ı)∗; φ̄(w, p̄∗) = 0} = Σ∗p.

3.2 Critério de integrabilidade

Consideramos um germe de folheação holomorfa F de dimensão um em (CN , 0) tal que

codimCSing(F) ≥ 2, tangente a um germe de subconjunto analítico real Levi-�at H de

dimensão três. Pela Proposição 2.11, temos que a complexi�cação intrínseca H ı também
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é invariante por F . Denotando por F ı a restrição da folheação F à variedade bidimen-

sional H ı, temos uma das seguintes possibilidades: Sing(F ı) = ∅, Sing(F ı) = {0} ou
Sing(F ı) = Γ, onde Γ é uma curva em H ı.

Por outro lado, dimCSing(H ı) < 2. Temos portanto três casos: Sing(H ı) = ∅,
dimCSing(H ı) = 0 ou dimCSing(H ı) = 1. Se Sing(H ı) = ∅, a variedade H ı é regu-

lar, logo, pelo Teorema 1.20, a folheação F ı possui integral primeira meromorfa. Se

dimCSing(H ı) = 0, tomando uma vizinhança U su�cientemente pequena onde os germes

acima se realizam, podemos supor que Sing(H ı) = {0} ∈ CN . Além disso, cancelando as

componentes de dimensão um de Sing(F ı) na parte regular de H ı, podemos supor que

Sing(F ı) = {0} ∈ CN .

Estudaremos então a seguinte situação: H é um germe de subconjunto analítico real

Levi-�at em (CN , 0) de dimensão três, invariante pela folheação F , de dimensão um, tal

que H ı e F ı possuem singularidade isolada na origem. Adaptaremos, para essa situação,

a técnica de construção de integral primeira meromorfa de M. Brunella.

Proposição 3.4. Seja F um germe de folheação holomorfa em (CN , 0) de dimensão um

tangente a um germe de subconjunto analítico real Levi-�at H de dimensão três. Suponha

que a complexi�cação intrínseca H ı possua singularidade isolada na origem. Se o germe

de subconjunto analítico complexo irredutível

HC ⊂ (H ı \ {0})× (H ı)∗

satisfaz:

1. para todo p ∈ H ı\{0}, a variedade de Segre espelho Σ∗p = HC∩({p}×(H ı)∗) ⊂ (H ı)∗

é uma curva analítica própria em (H ı)∗ passando pela origem;

2. se p, q ∈ H ı \ {0} estão na mesma folha de F ı, então Σ∗p = Σ∗q;

Então F ı possui integral primeira meromorfa.

Demonstração. Vamos dividir a demonstração em duas partes.

1a parte: Inicialmente, construiremos uma integral primeira para F ı assumindo valores

no espaço de curvas analíticas em (H ı)∗ passando pela origem. Pelas hipóteses 1 e 2, cada

ponto p ∈ H ı \{0} pode ser associado à sua variedade de Segre espelho e essa associação é
constante ao longo das folhas de F ı. De�nimos assim uma aplicação de H ı \ {0} tomando

valores no espaço de curvas analíticas em (H ı)∗ que passam pela origem. Esse mapa de�ne

uma integral primeira de F ı em H ı \ {0}. Pela Proposição 2.17, vale π1(HC) = H ı e, por

simetria, π2(HC) = (H ı)∗. Logo a integral primeira de F ı em H ı \ {0} não é idêntica a

uma constante.
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Se compusermos a integral primeira acima com uma função meromorfa genérica no

espaço de curvas, obteremos uma integral primeira meromorfa para F em H ı \ {0}, que
pode ser estendida para H ı, pelo Teorema da Extensão de Levi. No caso particular em

que cada Σ∗p é uma reta, esse espaço de curvas está mergulhado em PN−1, onde podemos

tomar a função racional e, após a composição, obtemos uma integral primeira meromorfa

para F em H ı.

2a parte: Encontraremos uma função meromorfa de�nida no espaço de curvas em (H ı)∗

passando por 0 ∈ CN . Se a complexi�cação intrínseca H ı possui uma singularidade isolada

na origem, o seu espelho (H ı)∗ também possui uma singularidade isolada na origem. Pelo

Teorema da dessingularização de Hironaka (Teorema 2.33), existe uma dessingularização

do espaço analítico (H ı)∗. Ou seja, existe uma variedade ˜(H ı)∗ e um mor�smo próprio

bimeromorfo π : ˜(H ı)∗ → (H ı)∗, onde D = π−1(0) é um divisor formado pela união �nita

de superfícies de Riemann compactas, com cruzamentos normais simples.

Uma vez que a folheação espelhada F∗ vem do ambiente (CN)∗ ' CN , ela se levanta

a uma folheação de dimensão um F̃∗ na variedade suave ˜(H ı)∗ (veja a construção feita no

Lema 2.34). Aplicando uma sequência �nita de blow-ups, podemos, além do mais, supor

que F̃∗ possui apenas singularidades simples.

De�nimos Π = (id×π) : (H ı \{0})× ˜(H ı)∗ → (H ı \{0})× (H ı)∗ como ilustra a Figura

3.1 a) e denotamos por H̃C a transformada estrita de HC por Π. Isto é,

H̃C = Π−1(HC \ {HC ∩ ((H ı \ {0})× {0})}).

a) b) c)

>

>

Hı \ {0}

D
(H̃ı)∗

−→
Π

Hı \ {0}

p Σ∗
p

0 Σ∗
p D

Σ̃∗
p

Zp

Hı \ {0}

p

q

Z`

D`

(Hı)∗

Figura 3.1: a) Dessingularização de (H ı \ {0})× (H ı)∗, b) Variedade Zp e c) Variedades

Z` e D`.

O traço de H̃C em (H ı \{0})×D é uma variedade bidimensional, pois codimCH
C = 1 em

H ı \ {0}× (H ı)∗ e dimC((H ı \ {0})×D) = 3. Denotamos por Z a união das componentes

irredutíveis de H̃C∩ ((H ı \{0})×D) cujas projeções em H ı \{0} são dominantes, ou seja,

não estão contidas em curvas.
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Para p ∈ H ı \ {0} genérico, a �bra Zp = Z ∩ ({p} × D) é um subconjunto �nito de

D, pois Z é analítico, D é compacto e a interseção é discreta. Além disso, excluindo

os pontos p ∈ H ı \ {0}, tais que Zp contém alguma componente de D e os pontos que

estão na projeção de componentes não dominantes do traço de H̃C, podemos assumir

que Zp geralmente coincide com o traço em D da transformada estrita de Σ∗p, já que

Σ∗p = HC ∩ ({p} × (H ı)∗), como ilustrado na Figura 3.1 b). Neste caso, Zp é constituído

dos pontos de interseção do transformado estrito Σ̃∗p com D.

A�rmação: Z não é do tipo (H ı\{0})× {conjunto �nito}. Com efeito, supondo que para

toda sequência de blow-ups π sobre a origem Z seja do tipo (H ı\{0})× {conjunto �nito},
onde este �conjunto �nito� está contido no divisor D ⊂ ˜(H ı)∗, as curvas genéricas Σ∗p serão

inseparáveis por quaisquer sequências de blow-ups e, assim, elas serão todas iguais. No

entanto, isto contradiz a sobrejetividade da projeção de HC em (H ı)∗.

Assim, podemos obter uma componente irredutível de D, digamos D`, identi�cada na

Figura 3.1 c), tal que a parte de Z em (H ı \ {0}) × D`, chamada de Z`, é dominante

sobre H ı \ {0} e Zariski-densa sobre D`. Ou seja, D` intercepta, em um número in�nito,

os transformados estritos das variedades de Segre espelho Σ∗p, onde p ∈ H ı \ {0}. Ela é

portanto, uma componente dicrítica para a folheação F̃∗.
Considerando o mapa de grau k entre as variedades analíticas bidimensionais

Z` → (H ı \ {0}),

cada ponto de (H ı \ {0}) possui k pré-imagens, contando com as multiplicidades, em

Z`. Uma vez que identi�camos Zp com o traço em D do transformado estrito de Σ∗p,

podemos assumir que Z` de�ne uma aplicação meromorfa I de (H ı \ {0}) em D
(k)
` , onde

D
(k)
` é o k-produto simétrico de D`. Podemos notar que D(k)

` corresponde ao espaço dos

parâmetros das variedades de Segre espelho cujos transformados passam pelo divisor D`.

Como visto na Seção A.4 (Apêndice), uma vez que D` é uma superfície de Riemann, D(k)
`

é uma variedade algébrica, logo possui in�nitas funções meromorfas. Seja F uma função

meromorfa não constante de Dk
` .

Concluindo, pela aplicação meromorfa I, a cada p ∈ H ı \{0}, identi�camos o conjunto

dos pontos em D
(k)
` dado pela interseção do transformado estrito da variedade de Segre

espelho Σ∗p com a componente irredutível D` do divisor D, e em seguida, pela aplicação

meromorfa F, identi�camos esse conjunto de pontos com um valor complexo. Podemos

notar que se p e q estão em uma mesma folha L de F , as suas variedades de Segre

coincidem, logo as suas variedades de Segre espelho Σ∗p e Σ∗q também coincidem. Com

isto, I(p) = I(q) e F ◦ I(p) = F ◦ I(q). Portanto, F ◦ I é uma integral primeira meromorfa

para F emH ı\{0}, que por sua vez pode ser estendida paraH ı, pelo Teorema da Extensão

de Levi.
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Existe um resultado semelhante à Proposição 3.4, no qual a hipótese de que a variedade

de Segre espelho Σ∗p é uma curva passando pela origem de (H ı)∗ é substituída por uma

hipótese análoga sobre o ponto singular da folheação. Primeiramente, se consideramos

HC ⊂ (H ı \ {0})× (H ı)∗,

como na Proposição 3.4, então pelo Teorema da Extensão de Levi, HC pode ser prolongado

a uma hipersuperfície irredutível analítica complexa em H ı × (H ı)∗. Entretanto, a �bra

sobre a origem desta extensão poderá não ser uma curva, mas todo o (H ı)∗. Este é preci-

samente o caso no qual a integral primeira meromorfa possui um ponto de indeterminação

na origem.

Proposição 3.5. Seja F um germe de folheação holomorfa em (CN , 0) de dimensão um.

Suponha que F seja tangente a um germe de subconjunto analítico real Levi-�at H de

dimensão três e que a complexi�cação intrínseca H ı possua uma singularidade isolada na

origem. Se o germe de subconjunto analítico irredutível

HC ⊂ H ı × (H ı)∗

satisfaz:

1. para todo p ∈ H ı, a variedade de Segre espelho Σ∗p = HC ∩ ({p} × (H ı)∗) ⊂ (H ı)∗ é

uma curva analítica própria em (H ı)∗ passando pela origem quando p = 0;

2. se p, q ∈ (H ı \ {0}) estão na mesma folha de F ı, então Σ∗p = Σ∗q;

Então F ı possui integral primeira holomorfa.

Demonstração. Uma vez que a origem é uma singularidade isolada para H ı, ela é também

uma singularidade isolada para (H ı)∗. Neste caso, pelo Teorema de Hironaka, existe uma

dessingularização g : ˜(H ı)∗ → (H ı)∗ de (H ı)∗ na origem.

A folheação F∗ está de�nida em (CN)∗ ' CN , logo ela levanta como F̃∗ na variedade

regular ˜(H ı)∗, com singularidades isoladas no divisor de dessingularização D = g−1(0).

Além disso, as variedades analíticas dadas pelas variedades de Segre espelho também

levantam para ˜(H ı)∗ como folhas de F̃∗. De�nimos

π = (id× g) : H ı × ˜(H ı)∗ → H ı × (H ı)∗

como ilustrado na Figura 3.2 a) e consideramos H̃C a transformada estrita de

HC ⊂ H ı × (H ı)∗. Seja r um ponto de interseção do transformado da variedade de Segre

espelho Σ∗0 com o divisor D.
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a) b)

H ı

0

D

(H̃ ı)∗

−→π
H ı

0
Σ∗0

0
Σ∗0

(H ı)∗
D

D

r

Σ̃∗0

Figura 3.2: a) Dessingularização de H ı × (H ı)∗ e b) Variedade D.

Tome um disco D ⊂ ˜(H ı)∗, como na Figura 3.2 b), passando por r e intersectando o

transformado da variedade de Segre espelho Σ̃∗0 apenas em r. Tome o traço Z de H̃C em

H ı × D.
Reduzindo H ı se necessário, podemos a�rmar que Z é uma hipersuperfície em H ı×D

e a projeção de Z em H ı é própria, digamos, de grau k. Ou seja, cada p ∈ H ı possui k

pré-imagens em Z, contando com as multiplicidades. Essas pré-imagens correspondem às

interseções dos levantamentos das variedades de Segre espelho com D. Então, como na

demonstração da Proposição 3.4, obtemos uma integral primeira I de H ı em D(k), onde

D(k) é o k-produto simétrico do disco D. Podemos notar que D(k) corresponde ao espaço

dos parâmetros das variedades de Segre espelho cujos transformados passam pelo disco

D. Por outro lado, pela Seção A.4 (Apêndice), como D é um disco em C, o seu produto

simétrico é biholomorfo a um domínio de CN . Com isto, o espaço D(k) admite funções

holomorfas não constantes. Seja G uma delas. Resumindo, pela aplicação I, para cada

p ∈ H ı, identi�camos o conjunto de pontos em D(k) dado pela interseção do transformado

estrito da variedade de Segre espelho Σ∗p com D. Em seguida, pela aplicação holomorfa

G, identi�camos esse conjunto de pontos com um valor complexo. Podemos notar que se

p e q estão em uma mesma folha L de F , as suas variedades de Segre coincidem, logo as

suas variedades de Segre espelho Σ∗p e Σ∗q também coincidem. Com isto, I(p) = I(q) e

G ◦ I(p) = G ◦ I(q), portanto, G ◦ I é uma integral primeira holomorfa para F em H ı.

3.3 Invariância da variedade de Segre

Iniciamos esta seção enunciando o Teorema do Posto de Remmert-Stein. Para uma aplica-

ção analítica φ : X → Y, onde X e Y são espaços analíticos e um ponto x ∈ X, de�nimos
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a dimensão da �bra de φ em x como a dimensão do germe em x da �bra de φ passando

por x, isto é dimx[φ
−1(φ(x))].

Teorema 3.6. (Posto de Remmert-Stein, [�oj88]) Seja φ : X → Y uma aplicação analí-

tica entre espaços analíticos com dimensão da �bra constante, isto é, tais que existe r ∈ N
com dimxφ = r, para todo x ∈ X. Então todo ponto ξ ∈ X possui uma vizinhança aberta

su�cientemente pequena em X cuja imagem é localmente analítica em Y, de dimensão

dimξX − r.

Lema 3.7. Seja H um germe de subconjunto analítico irredutível real Levi-�at em (CN , 0)

de dimensão três, invariante por uma folheação holomorfa F de dimensão um. Suponha

que a complexi�cação intrínseca bidimensional H ı possua singularidade isolada na origem.

Então, diminuindo H ı se necessário, temos que para cada p ∈ (H ı \ {0}), a variedade de

Segre espelho Σ∗p é uma curva em (H ı)∗.

Demonstração. Uma vez que H ı possui singularidade isolada na origem, podemos assumir

que F ı também possui singularidade isolada na origem. Pela Proposição 1.26, HC é

irredutível. De�na o conjunto Γ = {p ∈ H ı; Σ∗p = (H ı)∗}. Temos que Γ é discreto, pois

caso contrário, dimCΓ × (H ı)∗ = 3 e Γ × (H ı)∗ seria uma componente irredutível de

HC. Daí, reduzindo H ı se necessário, temos que Σ∗p é no máximo unidimensional, quando

p ∈ (H ı) \ {0}.
Além disso, uma vez queH pode ser visto como uma hipersuperfície analítica real Levi-

�at em relação a H ı, então HC ⊂ H ı × (H ı)∗ é uma hipersuperfície analítica complexa.

Com isto, se não vazio, Σ∗p deve possuir codimensão um em relação a (H ı)∗, pela sua

de�nição, logo deve ser uma curva.

A�rmação: Se p ∈ H ı \ {0}, a variedade de Segre espelho Σ∗p é não vazia.

Dividiremos a demonstração em dois casos, nos quais analisaremos a variedade de Segre

espelho em (H ı)∗ na singularidade 0 de F .
Caso 1: Σ∗0 = (H ı)∗. Neste caso, q∗ ∈ Σ∗0, para todo q∗ ∈ (H ı)∗. Logo, pela Observação

3.2, 0 ∈ Σ∗q, para todo q ∈ H ı. Portanto, Σ∗q 6= ∅ é uma curva e além disso, passa pela

origem.

Caso 2: Σ∗0 é uma curva. Neste caso, consideramos a projeção π1 : HC ⊂ H ı×(H ı)∗ → H ı.

Para cada ponto x = (p, q∗) ∈ HC, temos que q∗ ∈ Σ∗p e daí

dimxπ1 = dimπ−1
1 (π1(x)) = dimπ−1

1 (p) = dim(Σ∗p) = 1.

Com isto, pelo Teorema do Posto de Remmert-Stein, para cada x ∈ HC, existe uma

vizinhançaWx ⊂ H ı×(H ı)∗, tal que π1(Wx) é localmente analítica emH ı e dimCπ1(Wx) =

dimxH
C − 1 = 2.
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Em particular, para x = (0, 0) ∈ HC, reduzindo a vizinhança da origem, se necessário,

a imagem de W0 por π1 possui dimensão dois em H ı, logo é todo o H ı, daí, podemos

supor que é sobrejetiva. Portanto, para cada p ∈ H ı, temos que Σ∗p 6= ∅, logo Σ∗p é uma

curva em (H ı)∗.

Como antes, sejam F um germe de folheação holomorfa em (CN , 0) de dimensão um

tangente a um subconjunto analítico real Levi-�atH de dimensão três e Lp ⊂ H ı uma folha

de F ı passando por p ∈ H ı. Para melhor compreensão do próximo resultado, consideramos

a inclusão de Lp ⊂ H ı na diagonal espelhada ∆ = {(z, w) ∈ CN × CN ;w = z̄}, denotada
por L∆

p ⊂ H ı× (H ı)∗. Tome em seguida, sua complexi�cação (L∆
p )C. Supomos que a folha

Lp seja localmente de�nida pela equação f(z) = 0. Para complexi�cá-la, consideramos as

partes real e imaginária, dadas respectivamente por

f(z) + f̄(z̄)

2
= 0 e

i(f(z)− f̄(z̄))

2
= 0.

Complexi�cando, obtemos

f(z) + f̄(w)

2
= 0 e

i(f(z)− f̄(w))

2
= 0,

que são as equações de�nidoras de (L∆
p )C. Equivalentemente, as equações de�nidoras de

(L∆
p )C são dadas por f(z) = 0 e f̄(w) = 0, que por sua vez, de�nem Lp,p∗ = Lp × L∗p∗ ,

a folha por (p, p∗) da folheação produto F × F∗. Esta folheação bidimensional deixa

invariante a complexi�cação HC, o que é provado na seguinte proposição:

Proposição 3.8. Seja F um germe de folheação holomorfa em (CN , 0) de dimensão

um tangente a um subconjunto analítico real Levi-�at H de dimensão três. Então HC é

invariante por F × F∗.

Demonstração. Considere Tang(F × F∗, HC) ⊂ HC o conjunto de tangência entre

F × F∗ e HC. Temos que Tang(F × F∗, HC) é analítico complexo. Para cada p ∈
H, vale Lp ⊂ H. Com isto, Lp,p∗ = Lp × L∗p∗ ⊂ HC e portanto H∆ ⊂ Tang(F ×
F∗, HC). Mas pela minimalidade da complexi�cação (ver Proposição A.1 - Apêndice),

(H∆)C = HC ⊂ Tang(F × F∗, HC). Portanto, HC é invariante por F × F∗.

Proposição 3.9. Sejam F um germe de folheação holomorfa em (CN , 0) de dimensão um

tangente a um germe de subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão três. Suponha

que a complexi�cação intrínseca H ı possua singularidade isolada na origem. Então, para

cada p ∈ H ı \ {0}, a variedade de Segre espelho Σ∗p ⊂ (H ı)∗ é invariante pela folheação

espelhada (F ı)∗. Além disso, se p e q estão sobre a mesma folha de F ı, então Σ∗p = Σ∗q.
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Demonstração. Uma vez que H ı possui singularidade isolada na origem, podemos supor

que a folheação F ı também possui singularidade isolada na origem. A folheação de di-

mensão dois F × F∗ é não singular em (H ı \ {0}) × (H ı \ {0})∗ e a sua folha passando

por (p, q∗) é Lp,q∗ = Lp×L∗q∗ , onde o primeiro fator é uma folha de F ı passando por p e o
segundo fator é uma folha de (F ı)∗ passando por q∗. Pela Proposição 3.8, HC é invariante

por F × F∗.
Fixe uma folha L de F em H. A folha L é analítica em vizinhança da origem, pois está

contida na variedade de Segre de qualquer um de seus pontos. Considerando a projeção

canônica π1 : HC ⊂ H ı × (H ı)∗ → H ı, a imagem inversa π−1
1 (L) possui codimensão um

� dimensão dois � em HC. Temos que⋃
r∗∈L

L× L∗r∗ = L×
⋃
r∗∈L

L∗r∗ ⊂ π−1
1 (L),

sendo que os germes desses conjuntos coincidem na diagonal ∆. Portanto, podemos con-

siderar a igualdade L×∪r∗∈LL∗r∗ = π−1
1 (L). Assim, a única possibilidade é que {L∗r∗}r∗∈L

contenha um número �nito de folhas. Logo, podemos reescrever π−1
1 (L) = L×(L∗1∪...∪L∗k),

onde L∗i são folhas de (F ı)∗, para i = 1, ..., k.

Considere agora o conjunto analítico Tang(F×F∗, π1) das tangências entre a folheação

F ×F∗ e a �bração de�nida por π1. Pelo parágrafo anterior, temos que H∆ ⊂ Tang(F ×
F∗, π1) e, com isto, HC ⊂ Tang(F×F∗, π1), pela de�nição axiomática da complexi�cação.

Para qualquer ponto p ∈ H ı, a sua �bra por π1 é analítica. E como π−1
1 (p) é tangente a

F × F∗, devemos ter que Σ∗p é invariante por (F ı)∗ e composta por uma união �nita de

folhas de F∗. Portanto, de modo geral, temos que, para L ⊂ H ı, existem folhas L∗1, ..., L
∗
k

de F ı∗, que dependem de L, tais que π−1
1 (L) = L × (L∗1 ∪ · · · ∪ L∗k). Em particular, se

p, q ∈ L ⊂ H ı, então

Σ∗p = p× (L∗1 ∪ · · · ∪ L∗k) e Σ∗q = q × (L∗1 ∪ · · · ∪ L∗k).

Identi�cando estas variedades com L∗1 ∪ · · · ∪ L∗k, obtemos Σ∗p = Σ∗q.

Corolário 3.10. Todas as folhas de (F ı)∗ e, portanto, todas de F ı, são fechadas, ou seja,

são analíticas em vizinhança de 0 ∈ CN .

Corolário 3.11. As variedades de Segre são F ı-invariantes.

O seguinte resultado é uma versão do teorema de D. Cerveau e A. Lins Neto [CLN11]

para o caso particular de subconjuntos analíticos reais Levi-�at de dimensão três:

Teorema C. Seja F um germe de folheação holomorfa de dimensão um em (CN , 0)

tangente a um germe de subconjunto analítico real Levi-�at de dimensão três. Suponha
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que a complexi�cação intrínseca bidimensional H ı possua singularidade isolada na origem.

Então F ı admite uma integral primeira meromorfa.

Demonstração. Uma vez que H ı possui uma singularidade isolada na origem, podemos

supor que a folheação F ı também possui singularidade isolada na origem. Além disso, de

acordo com os Lemas 3.7 e 3.9, para cada p ∈ (H ı \ {0}), a variedade de Segre espelhada

Σ∗p é uma curva não vazia em (H ı)∗, invariante pela folheação espelho (F ı)∗ e se os pontos
p e q estão na mesma folha de F ı, as variedades de Segre espelho Σ∗p e Σ∗q coincidem.

Espelhando, propriedades análogas são válidas para as variedades de Segre Σp em H ı.

Assim, concluímos que todas as folhas de F ı são subconjuntos analíticos de H ı.

Se Σ∗0 é todo o (H ı)∗, as variedades Σ∗p passam pela origem e, neste caso, podemos

aplicar a Proposição 3.4 para obter uma integral primeira meromorfa para F ı.
Por outro lado, se Σ∗0 ⊂ (H ı)∗ é uma curva, ela deve passar pela origem e então, pela

Proposição 3.5, concluímos que F ı possui integral primeira holomorfa, em particular,

meromorfa.

Com respeito à prova do Lema 3.7, no caso 1, a origem é uma singularidade dicrítica

para a folheação F ı, pois por ela passa um número in�nito de curvas analíticas, enquanto

no caso 2, a origem é uma singularidade não dicrítica.

Suspeitamos que este resultado seja geral, ou seja, válido para germes de folheações

holomorfas F de�nidos em (CN , 0) de dimensão n tangentes a germes de subconjuntos

Levi-�at H de dimensão 2n + 1. Para isto, precisaríamos mostrar a existência de um

hiperplano α em posição geral em relação a H e a F . Neste caso, a demonstração seguiria

passos similares aos apresentados em [CLN11], por cortes do subconjunto Levi-�at H pelo

hiperplano α.
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Capítulo 4

Folheações em PN com hipersuperfícies

Levi-�at invariantes

Neste capítulo, estudaremos folheações globais de codimensão um em PN para N ≥ 3

tangentes a hipersuperfícies analíticas reais Levi-�at. Visto que os exemplos conhecidos

de Levi-�at em PN são produzidos a partir de folheações com integral primeira racional,

conjectura-se que esse fato seja geral, ou seja, que folheações projetivas tangentes a hiper-

superfícies Levi-�at sejam de�nidas por integrais primeiras racionais. Estudaremos esse

tipo de problema em situações especí�cas, por exemplo, no caso em que a folheação global

F é de�nida por uma 1-forma fechada ou que possui uma integral primeira liouvilliana

ou, ainda, quando F pertence a um feixe linear de folheações.

4.1 Folheações dadas por 1-formas fechadas

Nesta seção, daremos condições su�cientes para que uma folheção holomorfa de codimen-

são um em PN , para N ≥ 3, tangente a uma hipersuperfície analítica real Levi-�at, possua

uma integral primeira racional.

Para isto, faremos algumas observações. Uma 1-forma meromorfa ω em CN+1 \ {0},
dada pelo pull-back de uma 1-forma Ω meromorfa fechada em PN , pode ser escrita como

ω =
∑̀
j=1

λj
dfj
fj

+ d

(
g

fn1−1
1 ...fn`−1

`

)
,

onde:

a) ` ≥ 2 e f1, ..., f`, g são polinômios homogêneos em CN+1.

b) f1, ..., f` são irredutíveis e primos dois a dois.
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c) Se nj > 1, então fj não divide g.

d) gr
(
g/(fn1−1

1 ...fn`−1
` )

)
= 0

e) λ1, ..., λ` ∈ C e
∑`

j=1 λjgr(fj) = 0.

f) Se nj = 1, então λj 6= 0.

Além disto:
g) O conjunto de pólos de Ω é ∪`j=1Z(fj), sendo nj a ordem de Z(fj) como pólo de Ω

e λj o resíduo de Ω em Z(fj).

Se E ⊂ PN é uma carta a�m, uma forma racional fechada em PN pode ser escrita em E

de forma similar, onde f1, ..., f`, g são polinômios em CN .

As variedades Stein (veja Apêndice A.5) aparecem no estudo de hipersuperfícies Levi-

�at, da seguinte maneira:

Proposição 4.1. [Leb12] Seja H ⊂ PN uma hipersuperfície Levi-�at, tal que para todo

p ∈ Hreg existe uma vizinhança U e uma função meromorfa F constante ao longo das

folhas de Hreg. Então todas as componentes conexas de PN \Hreg são Stein.

Este resultado é uma consequência de:

Teorema 4.2. [Tak67] Seja U ⊂ PN um conjunto aberto tal que U 6= PN . Se U é pseu-

doconvexo, então U é Stein.

No seguinte lema, analisaremos germes de folheações em CN que possuem integral

primeira meromorfa. A demonstração deste resultado foi apresentada a mim por B.

Scárdua.

Lema 4.3. Seja F um germe de folheação em (CN , 0) induzido por uma 1-forma fechada

meromorfa

ω =
∑̀
j=1

λj
dfj
fj

+ d

(
g

fn1−1
1 ...fn`−1

`

)
.

Suponha que ω possua integral primeira meromorfa f. Então uma das seguintes condições

é satisfeita:

i) λj = 0, para todo j = 1, ..., ` ou

ii)
λi
λj
∈ Q∗ e nj = 1, para todos i, j = 1, ..., `.

Em particular, se a integral primeira f for holomorfa, vale λi/λj ∈ Q+ na condição ii).
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Demonstração. Consideramos a 1-forma fechada meromorfa

ω =
∑̀
j=1

λj
dfj
fj

+ d

(
g

fn1−1
1 ...fn`−1

`

)

que induz a folheação F em (CN , 0) e a 1-forma Γ :=
df

f
, onde f é a integral primeira de

F . Podemos supor que f é uma função meromorfa primitiva, ou seja, cuja �bra genérica

é irredutível. Uma vez que ω e Γ de�nem a mesma folheação F , então ω ∧ Γ = 0 e daí

ω = RΓ, (4.1)

para alguma função meromorfa R.

Se R for constante, então os pólos de ω são todos simples. Com isto, ni = 1 para

todo i = 1, ..., ` e d(g/(fn1−1
1 ...fn`−1

` )) = 0, logo λi/λj ∈ Q∗ para todos i, j = 1, ..., `. Caso

contrário, se R não for constante, temos que

0 = dω = dR ∧ Γ +R ∧ dΓ

e daí, dR ∧ df = 0, pois dΓ = 0.

A relação dR ∧ df = 0 implica que a função R é constante ao longo das �bras de

f, que por sua vez são conexas, já que assumimos f primitiva. Logo, pelo Teorema da

Fatorização de Stein, R = ϕ(f), para alguma função meromorfa de uma variável ϕ(z).

Assim, da equação (4.1), podemos escrever

ω = ϕ(f)
df

f
. (4.2)

Escrevemos a integral primeira meromorfa f de F como:

f =
s∏
i=1

Fmi
i , (4.3)

onde mi ∈ Z∗ e Fi para i = 1, ..., s são germes irredutíveis tais que mdc(Fi, Fj) = 1 em

ON . Observamos que quando f é holomorfa, os expoentes mi para i = 1, ..., s devem ser

inteiros positivos. Como f é primitiva, então mdc(|m1|, ..., |ms|) = 1, pois caso contrário,

a �bra genérica de f seria redutível.

Temos que

Γ =
df

f
=

s∑
i=1

mi
dFi
Fi
, (4.4)

onde o conjunto polar é dado por P = ∪si=1(Fi = 0).
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Das equações (4.2), (4.3) e (4.4), obtemos:

∑̀
j=1

λj
dfj
fj

+ d

(
g

fn1−1
1 ...fn`−1

`

)
= ω = ϕ(

s∏
i=1

Fmi
i )

s∑
i=1

mi
dFi
Fi
. (4.5)

Após mudança de coordenadas, a função de uma variável ϕ(z) pode ser escrita em uma

das seguintes formas:

1) ϕ(z) = zk, 2 ≤ k ∈ N;

2) ϕ(z) =
1

zk
, 2 ≤ k ∈ N;

3) ϕ(z) = az, a ∈ C∗;

4) ϕ(z) = a, a ∈ C∗;

5) ϕ(z) = a/z, a ∈ C∗;

Substituindo na equação (4.5):

Caso 1: Temos

∑̀
j=1

λj
dfj
fj

+ d

(
g

fn1−1
1 ...fn`−1

`

)
= (

s∏
i=1

Fmi
i )k

s∑
i=1

mi
dFi
Fi
.

Como o segundo membro não tem resíduos, devemos ter λj = 0 para todo j = 1, ..., `.

Caso 2: Temos

∑̀
j=1

λj
dfj
fj

+ d

(
g

fn1−1
1 ...fn`−1

`

)
=

1

(
s∏
i=1

Fmi
i )k

s∑
i=1

mi
dFi
Fi
.

Como o segundo membro não possui resíduos, já que k ≥ 2, devemos ter λj = 0 para todo

j = 1, ..., `.

Caso 3: Análogo aos casos 1 e 2. Temos

∑̀
j=1

λj
dfj
fj

+ d

(
g

fn1−1
1 ...fn`−1

`

)
= a

s∏
i=1

Fmi
i

s∑
i=1

mi
dFi
Fi
.

Como o segundo membro não possui resíduos, devemos ter λj = 0 para todo j = 1, ..., `.

Caso 4: Temos

∑̀
j=1

λj
dfj
fj

+ d

(
g

fn1−1
1 ...fn`−1

`

)
= a

s∑
i=1

mi
dFi
Fi
.
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Comparando os conjuntos polares e os resíduos, concluímos que, a menos de reordenação:

` = s, amj = λj e fj = ujFj, para alguma função holomorfa não nula uj ∈ O∗N para todo

j = 1, ..., `. Além disso, nj = 1 para todo j = 1, ..., `, ou seja, os pólos de ω têm ordem

um. Com isso, λi/λj = mi/mj ∈ Q∗ para todos i, j = 1, ..., `. Como consequência, no

caso em que f é holomorfa, devemos ter que λi/λj ∈ Q+.

Caso 5: Temos

∑̀
j=1

λj
dfj
fj

+ d

(
g

fn1−1
1 ...fn`−1

`

)
=

a
s∏
i=1

Fmi
i

s∑
i=1

mi
dFi
Fi
.

Como mi ∈ Z∗, o segundo membro não possui resíduos, logo devemos ter λj = 0 para

todo j = 1, ..., `.

Observamos que, nas condições do lema 4.3, ou bem todos os resíduos são nulos, ou

bem todos os resíduos são não nulos.

O Teorema 1.20 caracteriza um germe de folheação holomorfa de codimensão um em

(CN , 0) tangente a um germe de hipersuperfície analítica real irredutível. Aplicaremos o

Lema 4.3 para obter uma caracterização para folheações em PN para N ≥ 3 de�nidas por

1-formas fechadas racionais e tangentes a uma hipersuperfície Levi-�at.

Teorema D. Seja F uma folheação holomorfa em PN , onde N ≥ 3, de codimensão um

de�nida por uma 1-forma fechada racional Ω, tangente a uma hipersuperfície analítica

real Levi-�at H. Então F possui integral primeira racional.

Demonstração. Escrevemos

Ω =
∑̀
i

λi
dFi
Fi

+ d

(
G

F n1−1
1 ...F n`−1

`

)
,

onde ni ≥ 1, cada Fi é um polinômio homogêneo, G é um polinômio homogêneo tal que

gr(G) = gr(F n1−1
1 ...F n`−1

` ) e λi ∈ C para todo i = 1, ..., `.

Para um par �xo (i, j), onde 1 ≤ i ≤ j ≤ `, de�na a subvariedade algébrica

Sij := {z ∈ PN ;Fi(z) = Fj(z) = 0}

e considere Hreg como sendo o fecho da parte regular da hipersuperfície analítica real Levi-

�at H. Pela Proposição 4.1, o complementar de Hreg em PN possui componentes Stein.

Como subvariedades Stein de PN não contém subvariedades algébricas (veja Apêndice

A.5) e Sij é uma subvariedade algébrica de dimensão positiva, já que N ≥ 3, então
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Sij ∩ Hreg 6= ∅. Dado p ∈ Sij ∩ Hreg, vamos analisar Ωp, o germe da 1-forma Ω em

(CN+1, p).

Pelo Teorema 1.20, o germe de folheação F possui integral primeira meromorfa em

(CN , p). Podemos então aplicar o Lema 4.3, segundo o qual valem as alternativas

λi = λj = 0 ou λi/λj ∈ Q∗ e ni = nj = 1, localmente em p.

Repetindo este procedimento para cada par (i, j) onde 1 ≤ i ≤ j ≤ `, concluímos que

ou bem λi = λj = 0 ou bem
λi
λj
∈ Q∗ e ni = nj = 1 para todo 1 ≤ i ≤ j ≤ `. No primeiro

caso, obtemos

Ω = d

(
G

F n1−1
i ...F n`−1

`

)
.

Logo G/(F n1−1
i ...F n`−1

` ) é uma integral primeira racional para Ω. No segundo caso, temos

que G/(F n1−1
1 ...F n`−1

` ) é constante e d(G/(F n1−1
1 ...F n`−1

` )) = 0, uma vez que

gr(G) = gr(F n1−1
1 ...F n`−1

` ) = 0. Com isto,

Ω =
∑̀
i=1

λi
dFi
Fi
.

Colocando λ1 em evidência e considerando λi/λ1 = pi/qi, m = mmc(qi), i = 1, ..., ` e

F = Fm1
1 ...Fm`

` , onde mi = mpi/qi ∈ Z, podemos escrever

Ω = λ1

∑̀
i=1

pi
qi

dFi
Fi

=
λ1

m

∑̀
i=1

mi
dFi
Fi

=
λ1

m

dF

F
.

Da relação
∑`

i=1 λigr(Fi) = 0, temos que

0 =
∑̀
i=1

λi
λ1

gr(Fi) =
∑̀
i=1

pi
qi
gr(Fi) =

∑̀
i=1

mi

m
gr(Fi),

logo gr(F ) =
∑`

i=1migr(Fi) = 0. Portanto, F de�ne uma função racional em PN , que é
uma integral primeira para F .

4.2 Folheações com integral primeira liouvilliana

De forma intuitiva, uma função é dita liouvilliana se pode ser escrita a partir de fun-

ções racionais, utilizando uma sequência �nita de exponenciações, integrações e funções

algébricas. A seguir, de�niremos formalmente o conceito de integral primeira liouvilliana.

Para mais detalhes, veja [Per03] e [CL07].

Dizemos que (∆, K) é um corpo diferencial seK é um corpo equipado com um conjunto

de operadores comutantes δ : K → K, δ ∈ ∆ chamado de derivações satisfazendo
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δ(x+ y) = δx+ δy e δ(xy) = δ(x)y + xδ(y).

De�nição 4.4. Uma corpo extensão diferencial (K ′,∆′) ⊃ (K,∆) é um corpo extensão

K ′ ⊃ K para o qual a restrição de cada δ′ ∈ ∆′ para K é dado por algum δ ∈ ∆.

De�nição 4.5. Um corpo extensão diferencial K ⊃ k é chamado de liouvilliano se pode

ser escrito como uma torre de extensões diferenciais k = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn = K onde

em cada passo temos uma das seguintes condições:

(i) Ki+1 é uma extensão algébrica �nita de K1;

(ii) Ki+1 = Ki(t) para algum t com δt/t ∈ Ki para todo δ ∈ ∆;

(iii) Ki+1 = Ki(t) para algum t com δt ∈ Ki para todo δ ∈ ∆.

Este novo corpo pode ser obtido por (i) soluções de equações algébricas, (ii) exponen-

ciais de integrais e (iii) integrais.

De�nição 4.6. Seja ω uma 1-forma racional em C2. Dizemos que ω possui uma integral

primeira liouvilliana se existe uma extensão liouvilliana (K, (
∂

∂x
,
∂

∂y
)) de C(x, y) e um

elemento f ∈ K tal que df 6= 0 e ω ∧ df = 0.

O próximo resultado, devido a Singer [Per03], caracteriza as 1-formas racionais em C2

que admitem integral primeira liouvilliana.

Teorema 4.7. (Singer) Se ω é uma 1-forma racional em C2, então ω admite uma integral

primeira liouvilliana se, e somente se, existe uma 1-forma racional fechada η, tal que

dω = η ∧ ω.

Como as 1-formas citadas acima são racionais, elas estendem para PN e o resultado

pode ser adaptado. Devido a existência da 1-forma fechada, o Teorema de Singer motiva

a seguinte adaptação do Teorema D para o caso em que a folheação possui uma integral

primeira liouvilliana no espaço projetivo PN .

Teorema E. Seja F uma folheação holomorfa em PN , onde N ≥ 3, de codimensão

um induzida pela 1-forma racional ω possuindo uma integral primeira liouvilliana. Se

F é tangente a uma hipersuperfície analítica real Levi-�at H, então F possui um fator

integrante dado pela raíz r-ésima de uma função racional.

Demonstração. Como F possui uma integral primeira liouvilliana, então

dω = η ∧ ω, (4.6)
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onde η é uma 1-forma fechada e racional. Logo podemos escrever

η =
∑̀
i=1

λi
dFi
Fi

+ d

(
G

F n1−1
1 ...F n`−1

`

)
, (4.7)

onde ni ≥ 1, λi ∈ C, Fi é um polinômio homogêneo para todo i = 1, ..., ` e G é um

polinômio homogêneo tal que gr(G) = gr(F n1−1
1 ...F n`−1

` ).

Por analogia à construção feita na demonstração do Teorema D, podemos tomar um

ponto p ∈ Sij ∩ Hreg, onde Sij := {z ∈ PN ;Fi(z) = Fj(z) = 0}. Pelo Teorema 1.20,

o germe de folheação F possui uma integral primeira meromorfa em (CN , p), digamos

f. Considerando o germe ωp da 1-forma ω em (CN+1, p), existe um germe de função

meromorfa h tal que

ωp = hdf. (4.8)

Das relações (4.6) e (4.8), obtemos

dh ∧ df = dωp = ηp ∧ hdf,

onde ηp é o germe de η em (CN+1, p). Isto implica que(
dh

h
− ηp

)
∧ df = 0.

Como df de�ne a folheação F , então a 1-forma fechada

Θp :=
dh

h
− ηp

também de�ne F em (CN+1, p).

A 1-forma Θp pode ser escrita como

Θp =
k∑
j=1

mj
dhj
hj
−

(∑̀
i=1

λi
dFi
Fi

+ d

(
G

F n1−1
1 ...F n`−1

`

))
, (4.9)

onde h = hm1
1 ...hmkk é a decomposição de h em fatores irredutíveis e, sem perda de gene-

ralidade, assumiremos que os germes de hipersuperfícies dadas por {Fi = 0} para todos

i = 1, ..., ` passam por p. Pelo Lema 4.3, temos dois casos: ou bem todos os resíduos de

Θp são nulos, ou bem todos são não nulos, com quocientes em Q∗ e ni = 1 para todo

i = 1, ..., `.

Da relação (4.9), reorganizamos os índices de modo que (hi = 0) = (Fi = 0) sempre

que i = 1, ..., t − 1, neste caso, podemos supor que hi = Fi para todo i = 1, ..., t − 1, e

para cada i ≥ t, (Fi = 0) 6⊂ ∪kj=t(hj = 0). Assim, escrevemos localmente em p ∈ Sij

Θp =
t−1∑
i=1

(mi − λi)
dFi
Fi

+
k∑
j=t

mj
dhj
hj
−
∑̀
i=t

λi
dFi
Fi
− d

(
G

F n1−1
1 ...F n`−1

`

)
. (4.10)
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Nesta situação, temos duas possibilidades.

Primeiro Caso: Uma das integrais primeiras locais f é meromorfa pura.

Neste caso, trocando f por f + c se necessário, podemos supor que pelo menos uma

componente S ⊂ (fp)0 do conjunto dos zeros da função meromorfa fp não está contida no

conjunto dos pólos de ηp, denotado por (ηp)∞ . Agora, trocando f por 1/f, notamos que

S ⊂ (f)∞ . Da relação (4.8), hp deve compensar os pólos de df e daí, S ⊂ (hp)0 . Ou seja,

hp possui uma componente de zeros diferente das componentes (Fi = 0), i = t, ..., k. Com

isto, da relação (4.10), observamos que deve existir um resíduo mj não nulo para algum

j = t, ..., k. Segue do Lema 4.3 que, neste caso, todos os resíduos de Θp devem ser não

nulos com quocientes em Q∗ e ni = 1 para todo i = 1, ..., `. Ou seja,(mi − λi)/mj ∈ Q∗

para todos i = 1, ..., t− 1 e j = t, ..., k e −λi/mj ∈ Q∗ para todos j = t, ..., k e i = t, ..., `.

Daí, concluímos que λi ∈ Q∗ para todo i = 1, ..., `.

Este resultado é local em p ∈ Sij. Repetindo este procedimento para cada par (i, j),

concluímos de modo geral que λi/λj ∈ Q∗ e ni = 1 para todos j = 1, ..., `. Com isto,

η = dF/F, onde F = F λ1
1 · ... ·F

λ`
` . Uma vez que F não é racional, já que λi = ai/bi ∈ Q∗,

consideramos a função racional G = F r, onde r = mmc{b1, ..., b`}. Temos que

d
(ω
F

)
=

1

F
dω − dF ∧ ω

F 2
=

1

F

[
dω −

(
dF

F
∧ ω
)]

= 0,

pois pela relação (4.6), dω = dF
F
∧ ω. Portanto, a folheação F possui um fator integrante

F = G
1
r , que é uma raiz r-ésima da função racional G.

Segundo caso: Todas as integrais locais f são holomorfas.

Neste caso, não conseguimos mostrar, como antes, a existência de um mj não nulo para

algum j = t, ..., k. Com isto, não garantimos a existência do termo
∑k

j=tmj
dhj
hj

na expres-

são de Θp. Se esse termo existir, procedemos como no primeiro caso. Supomos então que∑k
j=tmj

dhj
hj

não existe. Da relação (4.8), devemos ter para i = 1, ..., t − 1, que mi < 0,

pois ωp não possui zeros. Pelo Lema 4.3, temos duas possibilidades: ou bem todos os

resíduos de Θp são nulos, ou bem todos os resíduos são não nulos, com quocientes em Q+,

uma vez que a integral primeira local é holomorfa, e ni = 1 para todo i = 1, ..., `.

Por um lado, se todos os resíduos são nulos, devemos ter que mi − λi = 0 e daí

mi = λi para todo i = 1, ..., t − 1 e λi = 0 para todo i = t, ..., `. Usando esse argu-

mento para cada par de componentes Sij, considerando agora a forma global η, temos que

λi = mi ∈ Z− para todo i = 1, ..., t − 1 e λi = 0 para todo i = t, ..., `. Mas

0 =
∑`

i=1 λigr(Fi) =
∑t−1

i=1 migr(Fi) < 0, o que é uma contradição. Logo este caso

não pode ocorrer.
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Por outro lado, se o quociente dos resíduos é racional positivo e ni = 1 para todo

i = 1, ..., `, devemos ter que rij = (λi − mi)/(λj − mj) ∈ Q+, para todo par

i, j ∈ 1, ..., `, onde consideramos mj = 0 quando j = t, ..., `. Fixando j = j0, temos que

λi = mi + rij0λj0 − rij0mj0 . Repetindo este argumento para cada par Sij, podemos passar

à relação global. Da relação
∑`

i=1 λigr(Fi) = 0, temos que

0 =
∑̀
i=1

migr(Fi) + λj0
∑̀
i=1

rij0gr(Fi)−mj0

∑̀
i=1

rij0gr(Fi).

Uma vez que
∑`

i=1 rij0gr(Fi) > 0, podemos resolver esta equação para λj0 , de onde con-

cluímos que λj0 ∈ Q para todo j0 ∈ 1, ..., `. Temos então que λi ∈ Q e ni = 1 para

todo i = 1, ..., `. O argumento segue como no primeiro caso, no qual existe uma integral

primeira meromorfa, e encontramos um fator integrante G
1
r para F , onde G é racional.

4.3 Feixes lineares de folheações em PN

Consideramos 1-formas polinomiais ω1 e ω2 homogêneas de grau d + 1 em CN+1 que

satisfazem a condição de Euler iR(ωj) = 0 e a condição de integrabilidade ωj ∧ d(ωj) = 0,

para j = 1, 2 ou seja, 1-formas ω1 e ω2 que induzem folheações em PN .
Para que um elemento qualquer ω1 + tω2 seja integrável, onde t ∈ P1, devemos ter que

(ω1 + tω2) ∧ d(ω1 + tω2) = 0 e isto equivale a

ω1 ∧ dω2 + ω2 ∧ dω1 = 0. (4.11)

De�nição 4.8. [Cer02] Um feixe linear Fωt , t ∈ P1, de folheações de grau d em PN é a

família de folheações associadas às formas integráveis λω1 +µω2, t = (λ : µ), onde ω1 e ω2

satisfazem a condição da transversalidade ω1 ∧ ω2 6≡ 0.

Observação 4.9. Dado um feixe linear, a 2-forma ω1 ∧ ω2 independe da escolha de ω1 e

ω2, a menos de constante multiplicativa.

De fato, considerando ω̃1 = ω1 + t1ω2 e ω̃2 = ω1 + t2ω2, temos que

ω̃1 ∧ ω̃2 = (ω1 + t1ω2) ∧ (ω1 + t2ω2) = (t2 − t1)ω1 ∧ ω2.

Podemos notar que a integrabilidade das folheações induzidas por ω1 e ω2 implicam

a integrabilidade da folheação induzida pela 2-forma ω1 ∧ ω2, pois as folhas da folheação

induzida por ω1 ∧ω2 são dadas pela interseção das folhas das folheações induzidas por ω1

e ω2.
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Assim, a 2-forma ω1 ∧ ω2 representa uma folheação G de codimensão dois em PN , a
qual podemos escolher de modo que codimCSing(G) ≥ 2, como vimos na Observação 1.8.

De�nição 4.10. A folheação G associada à 2-forma ω1 ∧ ω2 é chamada eixo do feixe.

Conjectura de Brunella: Se F é uma folheação holomorfa de codimensão um em P3,

vale uma das alternativas:

a) F possui uma superfície invariante.

b) Existe uma folheação holomorfa singular G "por curvas algébricas" contendo F .

D. Cerveau [Cer02] mostrou que um elemento genérico F de um feixe linear de folhe-

ações holomorfas de grau d no espaço projetivo complexo PN ou bem possui uma integral

primeira liouvilliana ou bem o eixo do feixe G possui duas integrais primeiras racionais

independentes e, portanto, é subfolheada por variedades algébricas de codimensão dois.

Proposição 4.11. Seja F = Fω uma folheação de grau d elemento genérico de um feixe

linear com eixo G. Vale uma das alternativas:

a') Existe uma 1-forma fechada racional η tal que dω = η ∧ ω.

b') G possui duas integrais primeiras racionais independentes.

No próximo teorema, vamos considerar a situação em que uma folheação de codimensão

um em PN pertence a um feixe linear e é tangente a uma hipersuperfície Levi-�at.

Teorema F. Seja F um elemento genérico de um feixe linear com eixo G em PN , onde
N ≥ 3, tangente a uma hipersuperfície analítica real Levi-�at H. Temos as seguintes

alternativas:

i) F possui um fator integrante dado pela raíz r-ésima de uma função racional;

ii) existem duas �brações racionais independentes tais que a restrição de H à �bra

genérica de cada uma delas é um subconjunto Levi-�at semialgébrico.

Demonstração. A alternativa i) corresponde ao caso a′) da Proposição 4.11 e segue do

Teorema E. A alternativa ii) corresponde ao caso b′) da mesma proposição. Para prová-la,

consideramos R1 e R2 as duas integrais primeiras racionais independentes do eixo G e as

folheações R1 e R2, de�nidas pelas diferenciais dR1 e dR2, respectivamente. Observamos

que as folhas de G são as interseções das folhas de R1 e R2. Supomos, sem perda de

generalidade, que F é �bra de R1, ou seja, F := {z ∈ PN ;R1(z) = c}. Temos que

G |F = F |F , (4.12)
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pois F é subfolheada por G e R1 e R2 também são.

Pela Proposição 4.1, o complementar de Hreg em PN possui componentes Stein. Mas

como uma variedade Stein não contém subvariedades algébricas (Apêndice A.5) e F é

uma subvariedade algébrica de dimensão positiva, então F ∩Hreg 6= ∅.
De�nimos o subconjunto não vazio H |F := H ∩F, que é analítico real de codimensão

um em F e invariante por G. Temos que H |F é um subconjunto analítico real Levi-�at e

pela unicidade decorrente da Proposição 2.6, F coincide com a complexi�cação intrínsica

de H |F .
Por outro lado, como R1 e R2 são independentes, as folhas de R1 e R2 se interceptam

transversalmente. Com isto e pela relação (4.12), concluímos que R2|F é uma integral

primeira racional para G |F , que podemos supor primitiva. Portanto, pela Proposição

2.44, existe um subconjunto algébrico unidimensional S ⊂ C tal que H |F ⊂ R−1
2 (S) ∩ F ,

ou seja, H |F é semialgébrico.
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Apêndice A

A.1 Complexi�cação de subvariedades analíticas reais

Nesta seção, apresentaremos a noção de complexi�cação de germes de subvariedades ana-

líticas reais segundo H. Cartan [Car57]. Mostraremos a equivalência entre a complexi�-

cação de Cartan e aquela apresentada na seção 1.4.3. Por �m, construiremos a noção de

complexi�cação de uma subvariedade projetiva.

A.1.1 Complexi�cação local segundo H. Cartan

Apresentaremos a noção de complexi�cação conforme proposta por H. Cartan em [Car57].

Para a clareza do texto, descreveremos aqui alguns de seus resultados acompanhados de

suas demonstrações.

Proposição A.1. Seja M um germe de subvariedade analítica real em (RN , 0). Con-

siderando o mergulho canônico de RN em CN , existe um único germe de subvariedade

analítica complexa MC em (CN , 0) com as seguintes propriedades:

a) MC ⊃M ;

b) todo germe de função holomorfa que se anula em M também se anula em MC.

Então M = MC∩RN e todo germe de conjunto analítico complexo que contém M contém

MC. Se I(M) é o ideal formado pelos germes de funções analíticas reais que se anulam

sobre M, então I(MC), ideal formado pelos germes de funções holomorfas que se anulam

sobre MC, é dado por I(MC) = I(M)⊗R C.

Demonstração. Seja {fi(x)} um conjunto �nito de germes de funções analíticas reais em

(RN , 0) que geram o ideal I(M). Considere os germes holomorfos {fi(z)} em (CN , 0).

SejaMC o germe de subvariedade complexa em (CN , 0) de�nido pelas equações fi(z) = 0.

Observamos que MC satisfaz as duas propriedades do enunciado. Se B é um outro germe
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de subvariedade analítica complexa contendo M, todo germe de função holomorfa que

se anula sobre B também se anula sobre M, logo se anula sobre MC donde B ⊃ MC.

Segue, portanto, a minimalidade do germe analítico MC satisfazendo as hipóteses a) e

b). A de�nição explícita de MC mostra que M = MC ∩ RN . Além disso, todo germe de

função holomorfa φ(z) = u(z) + iv(z) que se anula sobre MC, satisfaz u(z)|MC ≡ 0 e

v(z)|MC ≡ 0. Com isto, temos que u|M ≡ 0 e v|M ≡ 0. Ou seja, u(x), v(x) ∈ I(M).

Logo, podemos escrever u(x) =
∑
αj(x)fj(x) e v(x) =

∑
βj(x)fj(x) e assim, de�nimos

u(x) + iv(x) =
∑

[αj(x) + iβj(x)]fj(x), de onde obtemos ψ(z) =
∑

[αj(x) + iβj(z)]fj(z).

Comparando as funções holomorfas φ(z) e ψ(z), notamos que elas coicidem em RN , e

portanto, devem coincidir em CN . Com isto, vale a igualdade φ(z) =
∑

[αj(z)+iβj(z)]fj(z)

e daí, φ ∈ I(M)⊗R C.

De�nição A.2. O germe de variedade analítica complexa MC em (CN , 0) de�nido como

na Proposição A.1, é dito complexi�cação do germe de M em (RN , 0).

Proposição A.3. Se M é uma união de uma família �nita de germes de conjuntos ana-

líticos reais Mi, a complexi�cação MC é a união das complexi�cações MC
i . Se além disso,

as Mi são componentes irredutíveis de M, então as complexi�cações MC
i são componentes

irredutíveis de MC.

Demonstração. Pela caracterização axiomática, a complexi�caçãoMC é igual a união das

complexi�cações MC
i . Além disso, se M é irredutível, MC é irredutível, pois supondo que

MC = AC ∪ BC, onde AC e BC são dois germes distintos e não vazios em (CN , 0), temos

queM = A∪B, onde A = AC∩RN e B = BC∩RN . Mas comoM é irredutível, segue por

exemplo, que M = A e, daí, AC = MC, contrariando a hipótese. Suponha agora que M

possua uma decomposição em componentes irredutíveis Mi. Acabamos de mostrar que as

componentes MC
i são irredutíveis e MC é a união das MC

i . Para mostrar que as MC
i são

componentes irredutíveis de MC é su�ciente veri�car que MC
i ⊂/ MC

j quando i 6= j. Com

efeito, quando temos MC
i ⊂ MC

j , concluímos que Mi ⊂ Mj e isto contraria as hipóteses.

Corolário A.4. Para que o germe M seja irredutível, é necessário e su�ciente que seu

complexi�cado MC seja irredutível.

De�nição A.5. Um germe de conjunto analítico complexo M ′ em um ponto real p ∈ CN

é um complexi�cado se existe em RN um germe de conjunto analítico real M tal que M ′

coincida com o complexi�cado MC.
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Da Proposição A.3, obtemos que toda união �nita de germes complexi�cados é um

complexi�cado. Para que um germe M ′ seja um complexi�cado, é necessário e su�ciente

que cada uma de suas componentes irredutíveis seja um complexi�cado.

A seguinte construção diz respeito à estrutura das componentes de um subconjunto

analítico real singular. Seja Ma um germe de subconjunto analítico real irredutível em

(RN , a). Realizando os germes, temos que existe uma vizinhança conveniente de a ∈ CN e

um subconjunto analítico complexo V em (CN , a) tal que o germe Va induzido por V seja

o complexi�cado de Ma. Neste caso, V ∩ RN = M em uma vizinhança de a. Denotamos

por S o conjunto dos pontos singulares de V. Temos que S é um subconjunto analítico

complexo cujas componentes irredutíveis em cada x ∈ S possuem dimensão estritamente

menor que d, onde d = dimCV.

A�rmação A.6. S não contém M. Caso contrário, se S ⊃ M, devemos ter que S ⊃
V = MC, pela de�nição axiomática do complexi�cado e pelo fato de MC ser a menor

subvariedade complexa que contém M. Mas isto é um absurdo, pois S 6⊃ V.

Assim, M possui pontos próximos de a que não são singularidades para V. Em vi-

zinhança desses pontos, M é uma subvariedade analítica real cuja dimensão é igual a

dimensão de Ma.

Essas observações nos levam à seguinte proposição:

Proposição A.7. Sejam fi funções analíticas reais em (RN , 0) tais que as equações

fi(z) = 0 de�nem uma subvariedade suave e analítica complexa V em (CN , 0) de di-

mensão d. Então V ∩ RN é uma subvariedade analítica real em (RN , 0), de dimensão

d.

Demonstração. Começamos observando que V é estável por automor�smos do tipo

(z1, ..., zN) 7→ (z̄1, ..., z̄N),

pois V é de�nido por funções holomorfas cujos coe�cientes são reais. Fazendo uma per-

mutação das variáveis, V pode ser de�nida pelas equações

zk = gk(z1, ..., zd), (A.1)

onde d + 1 ≤ k ≤ N e gk é uma função holomorfa em vizinhança de 0 ∈ CN . De fato,

como V é suave, pode ser vista com um grá�co de uma aplicação de�nida por d dentre as

variáveis z1, ...zN .

Da relação (A.1), temos que z̄k = gk(z1, ..., zd) = ḡk(z̄1, ..., z̄d) em V. Como V é in-

variante por conjugação, então zk = ḡk(z̄1, ..., z̄d) em V. Assim, gk = ḡk nas coordenadas

locais (z1, ..., zd) em V. Portanto, gk possui coe�cientes reais e V ∩ RN é de�nida pelas

N − d equações reais xk = gk(x1, ..., xd). Logo, V ∩ RN é suave e possui dimensão d.
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Corolário A.8. Sing(M) ⊂ Sing(MC) ∩ RN .

Finalmente, temos a seguinte proposição:

Proposição A.9. Seja M um germe de subconjunto analítico real em (RN , 0). Suponha

que M seja irredutível de dimensão d. Então, em cada ponto de M próximo da origem, as

componentes irredutíveis de M possuem dimensão no máximo d. Além disso, existe um

subconjunto analítico real M ′ ⊂M satisfazendo as seguintes propriedades:

1. As componentes irredutíveis de M ′ em (CN , 0) possuem dimensão estritamente me-

nor que d;

2. M \M ′ possui pontos arbitrariamente próximos de 0 ∈ CN tal que, em que cada um

desses pontos, M é uma subvariedade suave analítica real de dimensão d.

Demonstração. Tome a variedade M ′ como a interseção M ∩ Sing(MC) e considere, por

de�nição M \ M ′ = Mreg, composta pelos pontos onde M é uma variedade suave de

dimensão d.

A.1.2 Equivalência entre as noções de complexi�cação

Mostraremos nesta seção a equivalência entre a de�nição de complexi�cação de um germe

de variedade analítica real segundo H. Cartan e aquela apresentada na seção 1.4. Por abuso

de notação, denotaremos ambas complexi�cações pelo mesmo símbolo. Consideramos o

mergulho

i : CN → CN × CN∗ ' CN × CN

z 7→ (z, z̄),

bem como a diagonal espelhada de CN × CN , de�nida por

∆ = i(CN) := {(z, w) ∈ CN × CN ;w = z̄} ⊂ CN × CN .

De�nimos o isomor�smo linear

Ψ : CN × CN → CN × CN (A.2)

(z, w) 7→
(
z + w

2
,
z − w

2i

)
.

Observamos que a subvariedade Ψ(∆) ⊂ CN × CN é totalmente real. De fato, o isomor-

�smo Ψ leva z ∈ ∆ em (Re(z), Im(z)) ∈ RN × RN ⊂ CN × CN .
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Seja agora M ⊂ CN uma subvariedade analítica real. Denotaremos o subconjunto

M∆ = i(M) ⊂ ∆ ⊂ CN ×CN . Vamos mostrar que a imagem da complexi�cação apresen-

tada na seção 1.4 pelo biholomor�smo Ψ coincide com o complexi�cado segundo Cartan

da imagem de M∆ por Ψ, de acordo com o seguinte diagrama:

M∆ ⊂ ∆ Sec1.4 //

Ψ
��

MC
∆

Ψ
��

Ψ(M∆) ⊂ RN × RN
Cartan

// Ψ(M∆)C = Ψ(MC
∆)

Proposição A.10. Seja M ⊂ CN um germe de subvariedade analítica real. As duas

versões apresentadas para a complexi�cação MC são equivalentes. De forma mais precisa,

Ψ(MC
∆) = Ψ(M∆)C.

Demonstração. Seja I(M) o ideal de germes de funções analíticas reais que se anulam

sobreM. Considere {φ1, ..., φk} ⊂ ANR um sistema de geradores de I(M) e de�na o germe

de aplicação analítica φ = (φ1, ..., φk).

A complexi�cação de M apresentada na seção 1.4 é dada por

MC
∆ = {(z, w) ∈ CN × CN ;φ(z, w) = 0}.

Além disso,

M∆ = {(z, w) ∈ CN × CN ;φ(z, w) = 0, w = z̄}.

Considerando a mudança de variáveis determinada por Ψ

z̃ =
z + w

2
e w̃ =

z − w
2i

,

obtemos que 2z̃ = z+w e 2iw̃ = z−w, de onde concluímos que z = z̃+ iw̃ e w = z̃− iw̃.
Com isto,

Ψ(MC
∆) = {(z̃, w̃) ∈ CN × CN ;φ(z̃ + iw̃, z̃ − iw̃) = 0}. (A.3)

Quando w = z̄, temos que z̃ − iw̃ = ¯̃z − i ¯̃w, ou seja, z̃ = ¯̃z e w̃ = ¯̃w. Daí, Im(z̃) =

Im(w̃) = 0 e z̃ = x̃ ∈ RN e w̃ = t̃ ∈ RN . Assim,

Ψ(M∆) = {(z̃, w̃) ∈ CN × CN ;φ(z̃ + iw̃, z̃ − iw̃) = 0, Im(z̃) = Im(w̃) = 0}
= {(x̃, t̃) ∈ RN × RN ;φ(x̃+ it̃, x̃− it̃) = 0}.

(A.4)

Por outro lado, a complexi�cação segundo Cartan de Ψ(M∆) de�nida pela equação

(A.4) é a variedade

Ψ(M∆)C = {(z̃, w̃) ∈ CN × CN ;φ(z̃ + iw̃, z̃ − iw̃) = 0},

que coincide com o conjunto de�nido pela equação (A.3).

Com isto, vale a igualdade Ψ(M∆)C = Ψ(MC
∆), como queríamos.

72



A.1.3 Complexi�cação projetiva

Começaremos enunciando algumas propriedades sobre subvariedades analíticas reais do

espaço projetivo PN . Seja σ : CN+1 \{0} → PN a projeção natural. Suponha que X ⊂ PN

seja uma subvariedade analítica real. De�na o conjunto

Xκ = {z ∈ CN+1 \ {0};σ(z) ∈ X} ∪ {z = 0}.

Dizemos que um conjunto S ∈ CN+1 é um cone complexo quando p ∈ S implica que

λp ∈ S, para todo λ ∈ C. Assim, Xκ será chamado de cone complexo sobre X. Uma

subvariedade analítica real X ⊂ PN é dita algébrica se X = σ(V ), para algum cone

complexo algébrico real V ⊂ CN+1.

Propriedades: [Leb12] Seja X ⊂ PN uma subvariedade analítica real.

(1) Xκ \ {0} é uma subvariedade analítica real de CN+1 \ {0};

(2) X é algébrico se, e somente se, Xκ é subvariedade analítica real.

Nesta seção, vamos apresentar uma versão para a complexi�cação de subconjuntos

algébricos reais irredutíveis M ⊂ PN . Uma vez que M é algébrico e irredutível, podemos

associá-lo a um cone complexo Mκ ⊂ (CN+1, 0) algébrico real irredutível. Escrevemos

Mκ := {z ∈ CN+1;φ(z, z̄) = 0}, onde φ = {φ1, ..., φk} é um sistema de geradores do ideal

I(Mκ) e cada φj é um polinômio bihomogêneo real de grau dj nas variáveis z e z̄, para

cada j = 1, ..., k. Ou seja, vale φj(λz, µ̄z̄) = λ
dj
2 µ̄

dj
2 φj(z, z̄).

Como antes, consideramos o mergulho

i : CN+1 → ∆ ⊂ CN+1 × CN+1 (A.5)

z 7→ (z, z̄).

A complexi�cação

i(Mκ)
C = {(z, w) ∈ CN+1 × CN+1;φ(z, w) = 0} ⊂ CN+1 × CN+1

é de�nida por polinômios bihomogêneos. Como consequência, i(Mκ)
C de�ne uma subva-

riedade algébrica complexa MC ⊂ PN × PN ,

De�nição A.11. A subvariedade algébrica MC ⊂ PN × PN , de�nida por i(Mκ)
C, é dita

complexi�cação projetiva do subconjunto algébrico real irredutível M ⊂ PN .

Segue das propriedades da complexi�cação local de variedades analíticas reais que

(i) M ⊂MC;
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(ii) se M é irredutível, então MC é irredutível;

(iii) se dimRM = n, então dimCM
C = n;

(iv) MC é a menor variedade algébrica em PN × PN que contém M.

A.2 Propriedades básicas de AN
Se G ∈ AN é um germe função analítica real com valores complexos, podemos decompô-lo

como soma de germes de funções analíticas reais com valores reais: G = F + iH, onde

F,H ∈ ANR.

Seja I ⊂ AN um ideal. Complexi�cando I, obtemos o subconjunto IC = {GC;G ∈
I} ⊂ O2N .

Observação A.12. O subconjunto IC é um ideal. De fato, sejam G̃1, G̃2 ∈ IC e H̃ ∈
O2N . Podemos escrever G̃1 = GC

1 e G̃2 = GC
2 , para alguns G1, G2 ∈ I. Assim, temos

que G̃1 + G̃2 = GC
1 + GC

2 = (G1 + G2)C, ou seja, G̃1 + G̃2 ∈ IC, pois G1 + G2 ∈ I.
Logo IC é fechado pela soma. Além disso, como H̃ = HC, para algum H ∈ ON , então
H̃G̃1 = HCGC

1 = (HG1)C e daí, IC é fechado pelo produto por elementos de O2N .

Teorema A.13. O anel AN dos germes de funções analíticas reais com valores complexos

é Noetheriano.

Demonstração. Sejam I ⊂ AN um ideal e F ∈ I. Complexi�cando I, obtemos o ideal

IC ⊂ O2N , que é �nitamente gerado, uma vez que O2N é Noetheriano. Consideramos

IC = (G̃1, ..., G̃k), onde G̃i = GC
i , para algum Gi ∈ I, para todo i = 1, ..., k. Assim,

podemos escrever FC =
∑
H̃iG̃i, onde H̃i ∈ O2N . Agora, descomplexi�cando FC, obtemos

F =
∑
HiGi, onde H̃i = HC

i , pois a descomplexi�cação é uma bijeção. Em outras

palavras, todos os elementos de I podem ser escritos como combinação de G1, ..., Gk e

daí, I é �nitamente gerado. Como I ⊂ AN é arbitrário, segue que AN é Noetheriano.

Vamos agora analisar os ideais de germes de funções analíticas reais com valores re-

ais. Sejam IR ⊂ ANR um ideal. Tomamos o subconjunto I = {G ∈ AN ;Re(G) ∈
IR e Im(G) ∈ IR}.

Observação A.14. O subconjunto I é um ideal. De fato, sejam G1 = Re(G1)+ iIm(G1)

e G2 = Re(G2) + iIm(G2) ∈ I e H = Re(H) + iIm(H) ∈ AN . Temos que G1 + G2 =

(Re(G1) +Re(G2)) + i(Im(G1) + Im(G2)) ∈ I, pois Re(G1) +Re(G2) ∈ IR e Im(G1) +

Im(G2) ∈ IR. Além disso, temos que

HG = (Re(H)Re(G)− Im(H)Im(G)) + i(Im(H)Re(G) +Re(H)Im(G)) ∈ I,
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pois Re(H)Re(G)− Im(H)Im(G) ∈ IR e Im(H)Re(G) + Re(H)Im(G) ∈ IR. Portanto,
I é um ideal, pois é fechado pela soma de seus elementos e pelo produto por elementos

em AN .

Em particular, o ideal I é �nitamente gerado, pois I ⊂ AN , que é Noetheriano, pelo
Teorema A.13.

Teorema A.15. O anel ANR dos germes de funções analíticas reais com valores reais é

Noetheriano.

Demonstração. Sejam IR ⊂ ANR um ideal e F ∈ IR. Em particular, F ∈ I, onde supomos

I = (G1, ..., Gk). Assim, podemos escrever F = H1G1+...+HkGk, em queHi ∈ AN . Como

feito anteriormente, observamos que a parte real de F é uma combinação linear das funções

reais Re(G1), Im(G1), ..., Re(Gk), Im(Gk) e a parte imaginária será nula, pois a função é

real. De modo geral, o ideal arbitrário IR = (Re(G1), Im(G1), ..., Re(Gk), Im(Gk)) e daí,

ANR é Noetheriano.

A.3 Alguns teoremas sobre espaços analíticos

O foco desta seção é o Teorema da Aplicação Finita, segundo o qual, a imagem de um con-

junto analítico sobre um mor�smo �nito é também um conjunto analítico. Este resultado

é devido a Grauert e Remmert. Uma referência para o assunto é [GLS07].

De�nição A.16. Uma aplicação f : A → B entre conjuntos analíticos é chamada ho-

lomorfa (ou analítica ou um mor�smo) se é localmente a restrição de uma aplicação

holomorfa entre conjuntos abertos de algum CN .

De�nição A.17. Um mor�smo f : X → Y entre espaços complexos é dito �nito (em

x ∈ X) se a aplicação subjacente f : X → Y de espaços topológicos é �nita para todo

x ∈ X.

Teorema A.18. (Aplicação Finita) Se f : X → Y é um mor�smo �nito de espaços com-

plexos e Z ⊂ X um subespaço complexo fechado de X, então f(Z) ⊂ Y é um subconjunto

analítico de Y.

Teorema A.19. (Aplicação própria de Remmert,[Gun90]) Sejam X e Y espaços com-

plexos e π : X → Y uma aplicação holomorfa própria. Então π(X) é um subconjunto

analítico de Y.
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A.4 Produto simétrico

Nesta seção, vamos de�nir o produto simétrico de um conjunto. Estamos interessados em

concluir que o produto simétrico de uma superfície de Riemann é algébrico. As referências

utilizadas para este assunto são [CG15] e [And58].

Uma superfície de Riemann é uma variedade complexa unidimensional. As superfícies

de Riemann compactas podem ser obtidas como o conjunto de zeros de polinômios homo-

gêneos e assim, tornam-se curvas algébricas dadas por equações explicitamente de�nidas

em um espaço projetivo.

Seja N ≥ 2 um inteiro. Dado um objeto X, de�nimos o seu produto cartesiano XN ,

como sendo o conjunto de N -uplas ordenadas (x1, x2, ..., xN) de elementos xi ∈ X.
Consideramos SN como o grupo simétrico de bijeções de IN = {1, 2, ..., N}. Dado um

conjunto X, podemos de�nir uma ação de SN no k-produto cartesiano XN por

(x1, x2, ..., xN) = (xσ(1), xσ(2), ..., xσ(N)),

onde σ ∈ SN . O N-produto simétrico X(N) pode ser identi�cado com o quociente XN/SN

consistindo das órbitas desta ação.

Temos os seguintes resultados sobre produto simétrico ([CG15]):

1. Se X é uma variedade algébrica de�nida sobre um corpo algebricamente fechado,

então o seu N-produto simétrico X(N) é algébrico.

2. Se X é uma superfície de Riemann, então o seu N-produto simétrico é algébrico,

uma vez que X é algébrico. Além disso, X(N) é uma variedade complexa suave.

3. Se D é um disco em C, o seu produto simétrico é biholomorfo a um domínio de CN .

A.5 Variedades Stein

Em 1951, K. Stein introduziu uma classe de variedades complexas que generalizam a

noção de domínio de holomor�a em CN . A seguir, apresentaremos algumas propriedades

importantes dessas variedades, hoje conhecidas como Variedades Stein. As referências

utilizadas nesta seção são [Gun90] e [For11].

De�nição A.20. A variedade complexa X holomor�camente convexa se, para qualquer

subconjunto compacto K ⊆ X, o conjunto

K̂X := {A ∈ X; |f(A)| ≤ maxx∈K |f(x)|,∀f ∈ O(X)}

é também compacto. O conjunto K̂X é o fecho holomorfo de K em X.
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De�nição A.21. Uma variedade complexa X é dita Stein se valem:

a) para todo par de pontos distintos x 6= y em X, existe uma função holomorfa f ∈
O(X), tal que f(x) 6= f(y);

b) para todo ponto p ∈ X, existem funções f1, ..., fN ∈ O(X), em que N = dimCX,

cujas diferenciais dfi são C-linearmente independentes em p;

c) X é holomor�camente convexo.

A propriedade b) implica que cartas locais podem ser obtidas a partir de funções

holomorfas globais f1, ..., fN . A seguir, apresentaremos alguns exemplos e propriedades de

variedades Stein.

• Um conjunto aberto em CN é Stein se, e somente se, é um domínio de holomor�a.

Lembramos que um domínio de holomor�a em CN é um subconjunto abertoD ⊆ CN

para o qual existe no mínimo uma função f ∈ O(D) que não pode estender como

uma função holomorfa para qualquer ponto da fronteira de D.

• Uma variedade Stein não contém nenhuma subvariedade complexa compacta de di-

mensão positiva. De fato, supondo que exista uma subvariedade complexa compacta

K contida em uma Variedade Stein X, escolhemos uma função f ∈ O(X) tal que

f(x) 6= f(y), para dois pontos x, y ∈ K, como na condição b), da separabilidade dos

pontos de uma variedade Stein. Uma vez que K é compacto, f deve assumir um

valor máximo em K. Logo, pelo Princípio do Máximo, f deve ser constante, o que

é uma contradição.

• O produto cartesiano X × Y de um par de Variedades Stein é Stein.

• Uma subvariedade complexa fechada X de CN é Stein. Mais geralmente, toda

subvariedade complexa fechada de uma variedade Stein é Stein. De fato, por

restrição podemos considerar O(CN) ⊂ O(X). Assim, para cada par de pontos

x 6= y ∈ X ⊂ CN , existe uma função f ∈ O(CN) tal que f(x) 6= f(y), pois CN é

Stein. Analogamente, para cada p ∈ X ⊂ CN , existem funções f1, ..., fN ∈ O(CN),

tais que dfi|X são C-linearmente independentes em p. Finalmente, uma vez que os

subconjuntos compactos de X são compactos em CN , o fato de K ser holomor�ca-

mente convexo, é consequencia da convexidade holomorfa de CN .

• Uma superfície de Riemann aberta é uma variedade Stein.

• Se X → Y é um espaço de recobrimento holomorfo e Y é Stein, então X também é

Stein.
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