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Resumo

Neste trabalho estudaremos o seguinte problema critico fracionario

) (=AYu= d+u%" u>0 em
A pu—
u=0 em RM\Q,

onde Q C RY é um dominio regular limitado, A > 0,0 < s < 1 e N > 2s. Aqui (—A)?

denota o operador laplaceano fracionério, a menos de um fator de normalizagao, por

(-ayute) - [ ) ), gy

RN
Nossos resultados principais mostram a existéncia e multiplicidade de solugoes de (Py) para
diferentes valores de A. A dependéncia deste parametro muda de acordo com a maneira
ao considerar o caso de poténcia concava (0 < ¢ < 1) ou o caso de poténcia convexa

(1 < g <2t —1). Estes dois casos vao ser tratados separadamente.

Palavras claves: Laplaceano fracionario; critico nao linear; Teorema Passo da

Montanha.



Abstract

In this work we study the following fractional critical problem

(=AYu = it +u*"1 u>0 in
(Py) =
u=0 in RV\Q,
where Q C RY is a regular bounded domain, A > 0, 0 < s < 1 and N > 2s. Here (—A)*

denotes the fractional Laplace operator defined, up to a normalization factor, by

(-ayute) - [ ) oy, gy

RN
Our main results show the existence and multiplicity of solutions to (Py) for different values
of A. The dependency on this parameter changes according to whether we consider the con-
cave power case (0 < ¢ < 1) or the convex power case (1 < ¢ < 2% —1). These two cases will

be treated separately.

Keywords: Frational Laplacian; critical nonlinearities; Mountain Pass Theorem.
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Introducao

Nos tltimos anos, consideravel atencao tem sido dada aos problemas de difusao nao
local, como por exemplo, aqueles impulsionados pelo operador laplaceano fracionario. Uma
das razoes para isto é que este operador surge naturalmente em varios fenomenos fisicos,
como propagacao do calor e reacao térmica dos liquidos, dinamicas de populagao, dinamica
de fluidos geofisicos ou em matematica de finangas. Neste trabalho, enfocaremos nossa
atencao a problemas fracionarios nao locais. Para ser mais preciso, consideramos o seguinte

problema critico nao linear com poténcias concava e convexa:

(—A)u = ud +u%"1  em Q,

(Px) =14qu>0, em ), (1)
u = 0’ em RN\Q,
onde  C RY é um dominio regular limitado, A >0, N >2s,0<¢g<2:—1e
2N
2= ——
N —2s

é o exponente Sobolev critico fraciondrio. Aqui (—A)*® é o operador fracionério definido, a
menos de um fator de normalizagao, por

_(_A)su<x> — / U(ZE + y) +|Z|(]f+;5y) — 2u(x) dx, = RN, (2>

RN

onde s € (0,1) é um parametro fixo.
Podemos definir também a poténcia fracionédria do laplaceano usando a descomposi¢ao

espectral, isto é,

Agu = Z ai)\iei, (3)
iEN

onde M\, e e; sdo, respectivamente, os autovalores e as auntofunc¢oes do operador

laplaceano —A em €2 com fronteira Dirichlet homogénea, em tanto a; representa a projecao
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de u na direcao e;. O mesmo problema considerado aqui, mas usando o laplaceano fracionario
espectral A foi estudado em [6]. Uma principal diferenga entre e é que o primeiro
autovalor de (—A)*® é estritamente menor que o primeiro autovalor de A, (ver [31]).

O propdsito deste trabalho é estudar a existéncia de solugoes para (Py). Note que o
problema (P,), com A = 0, nado tem solugdo quando © é um dominio estrelado. Isto é
provado usando a identidade de Pohozaev para o operador (—A)* (ver [27]). Este fato
motiva a perturbacao do termo Au?, com A > 0, neste trabalho.

Antes de provar a existencia de solugoes do problema (P)) para certos valores de A > 0,
vamos definir quando uma fungao u, definida num certo espago X§(€2) (ver (5))), é dito solucao
para o problema (P)). Logo, associando um funcional J; \ apropriado ao nosso problema
e usando as ferramentas variacionais, encontramos valores criticos que vao ser solugoes de
(£2)-

Em ambos casos, ¢ < 1 e ¢ > 1, usamos o Teorema Passo da Montanha (TPM). Portanto,
a dificuldade para aplicar TPM consiste em provar a condicao local de Palais-Smale ((PS))
no nivel ¢ € R ((PS),).

No caso concavo, g < 1, a ideia é provar a existéncia de pelo menos duas solucoes para
um intervalo admissivel de A. Para isso, usamos um argumento contraditério inspirado por
[B]. A prova é dividida em vérias etapas: mostramos primeiro que (Py) tem uma solucao
que ¢ minimo local de Js . No passo seguinte, com o objetivo de encontrar a segunda
solucao, vamos supor que aquela solucao encontrada é o tinico ponto critico do funcional, e
depois vamos provar a condicao local ((PS),) para ¢ abaixo de um nivel critico, relacionado
com a melhor constante de Sobolev critico fracionario, S(N,s), definido em @D Também,
determinamos um caminho, abaixo deste nivel critico, localizando o minimizador de Sobolev
na concentragao possivel sobre deltas de Dirac. Esses deltas sao obtidos pelo resultado de
concentragao de compacidade [25, Teorema 1.5] inspirados no resultado cldssico por P-Lions
[23, 24]. Logo, aplicamos o TPM e sua versao mais refinada dada em [18] para chegar a uma
contradicao.

No caso convexo, ¢ > 1, também aplicamos o TPM para obter a existéncia de pelo
menos uma solucgao para (Py), para valores apropriados de A que dependem da dimensao N.
Como falamos antes, vamos provar a condicao local (PS), num intervalo apropriado com a
constante S(N,s)). A estratégia para obter uma solugao segue das ideas dadas em [§].

O caso ¢ = 1, quando a parte direita da equaciao em (Py) é igual a Au + |u|*~2u, foi




tratado em [28] 29, B0]. Nesses trabalhos, os autores estudaram também nao linearidades
mais gerais do que aquelas dadas pela fungao poténcia critica, assim como, a existencia de

solugoes nao necessariamente positivas.



Preliminares

Apresentamos algumas defini¢oes e resultados que serao usados no desenvolvimento
deste trabalho. O referente a espagos Sobolev fracionarios e algumas das suas propriedades

podem ser visto no Apéndice e nas bibliografias citadas.

0.1 Espacgo fracionario X§(1)

Definicao 0.1 Seja H*(RY), 0 < s < 1, o espaco fraciondrio (ver Defini¢do e
Proposigao munido da norma

l9(=) — g(y)|” 2
oty = ol + ([ 2280 day) n

RN xRN

Seja Q um dominio regular limitado de RY. Definimos o espago X5(Q) como
X)) ={uc H*RY),u=0 qtp. em R"\Q}. (5)

Munimos o espago X§(€2) com o produto escalar

< U,V >x50)= (u(z) _|Z(g)g)/(|z(f2)s — ) dzdy (6)
RN xRN
e com a norma ,
[v(z) — v(y)
ol = [ ey, @)
RN xRN

onde u,v € X§(Q2). Isto conduz o seguinte.

Proposicao 0.2 FEzxiste uma constante ¢ > 0, dependendo de N e s, tal que para qualquer
v e X5(Q),

10l Z2z 0y = 01722 vy < ellvlixs o) (8)
() (RN) 0

10



Prova: Ver [28, Lema 6]. |

Observagao 0.3 Dado que Q € limitado e pela inje¢io continua L*(Q) — L*(Q), a
Proposigao mostra que ||.|

ms©) € |-llxz) sdo equivalentes em Xg(€2).

Proposigao 0.4 (X{(€2), .|

XS(Q)) ¢ Hilbert.

Prova: Segue ao considerar a injecio continua L (Q) < L?(£)) e o mesmo argumento usado

na prova de [I3], Proposigao 4.24]. [

Sabemos que o espago de Sobolev Hj(f2) é o fecho de C°(Q) na norma H'(Q). Assim,
também podemos definir X§(€2) como o fecho de C°(€2) com respeito a norma (7). Isto

conduz ao seguinte resultado.

Proposigao 0.5 Seja Q aberto de RN com fronteira reqular. Entao C°() € denso em

X§(Q2) com respeito a norma (7).
Prova: Ver [15], Teorema 6. [
Definicao 0.6 A constante de Sobolev é dada por

S(N,s):= inf . 0; 9
(N s) = ik gy @s(0) > (9)

onde |v(z)—v(y)[?
Q (U) ': f]RNX]RN %dﬂ?dy
BT (o) BrdayE

v e H5(RY). (10)

0.2 Operador laplaceano fracionario

Definigao 0.7 Sejam ¢ € C*(RY) e s € (0,1). O operador laplaceano fraciondrio (—A)®
¢ definido por

(—A)p() = C(N, $)P.V. / %dy—()’(l\ﬂs) lim / %dy, (11)

|z—y|>e
para x € RY, onde P.V. € entendido como o valor principal da integral e

C(N,s) = %(_:‘;)

11



Observagao 0.8 1) Ao longo deste trabalho, vamos evitar ecrever a constante C(N,s) para

facilitar os cdlculos, e, além disso, fazendo uma mudan¢a de varidvel (ver [1J), Proposicdo

4.1]), de resulta

(—A)Sg0($) — _1 / Qp(x + y) +|Sy0|(];;$+;5y> — 290<x> dy (12)

2) Via transformada de Fourier, ¢ equivalente a (ver [14, Lema 3.5])

(—A)p(€) = CIE*P(E), para &€ RY,
onde C' € uma constante positiva que depende de N e s.

Lema 0.9 Para qualquer ¢ € C°(RY) temos a estimativa

. Il oz @y
[(=A)p(z)| < CWM, com z € RV, (13)

onde C' € uma constante que depende do suporte de .
Prova: Ver [16, Lema 2.1]. |

Definigao 0.10 O espaco L} consiste de todas as fungoes mensurdveis u : RN — R tais que

|u()]
RN

Pela da desigualdade de Hoélder, temos

/ @L< o

1 + |x‘N+2S

Hs(RN), Yu € HS(RN), (15)

RN

com C > 0. Em outras palavras, H*(RY) estd continuamente imerso em L£!. De isso e de

temos o seguinte.

Definigao 0.11 Seja u € H*(RY),0 < s < 1. Definimos (—A)*u, como uma distribuicdo,

por
(-8)uphi= [ u@)-AFpla)ds, Vo e CRY)

RN

12



Da Observacao 0.8 via transformada de Fourier para distribugées, a Defini¢ao [0.11] é

equivalente a

(CA)u() = [¢a(E), €erY. (16)

Proposicao 0.12 Seja u € X§(Q2), 0 < s < 1. Entao:

(@) Nullxze) = 1(=2)"ull 2y, (17)
(79) (u,v)xs30) = /(—A)Su(a:)v(a:)dx = /u(:p)(—A)Sv(x)dx. (18)

Prova: (i) Ver [14, Proposicao 4.4].
(ii) Resulta de (17)), e das propriedades da transformada de Fourier. Outra forma de
provar é derivando a expresao . |

Teorema 0.13 (Principio do Mdximo) Seja Q C RN aberto limitado. Seja u uma fungdo
semicontinua em € tal que (—=A)*u >0 em Q, e u > 0 em RN\Q. Entdo u > 0 em RY.

Além disso, se u(z) =0, para algum ponto x € Q, entdo u =0 em R,
Prova: Ver [32], Proposicao 2.17]. |

Lema 0.14 (De Comparacio) Sejam u,v € H*(RY) solugoes dos problemas (ver Definicdo

<_A)Su = fl> em Q7 (_A)SU = f27 em Q>

u =g, em RN\Q, v = ga, em RN\Q,

respectivamente. Se fi < fo e g1 < ga, entdo u(x) < v(z), para todo x € RY.

Prova: Ver [5, Lema 2.2.2]. [ |

0.3 Alguns resultados de minimizacao

Teorema 0.15 Sejam X um espaco topologico compacto e I : X — R um funcional semi-

continuo inferiormente. Entao I € limitado inferiormente e existe um ug € H tal que

I(ug) = min I (u).

ueH

Prova: Ver [11], Teorema 1.1.1]. W
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Teorema 0.16 Seja H um espaco de Hilbert. Suponha que o funcional I : H — R satisfaz

as sequintes condigoes:

(i) 1 € fracamente semicontinua e,

(ii) 1 é coercivo (isto é, I(u) — 400, quando ||u|| — +00).
Entao, I € limitado inferiormente e existe um ug € H tal que

I(up) = min I'(u).

ueH

Prova: Ver [11, Teorema 1.1.2]. N

Teorema 0.17 (Passo da Montanha) Seja I uma funcao C*, definido num espaco de
Banach E, que satisfaz a condi¢io (PS) e 1(0) = 0. Se existem uma vizinhan¢a U do
zero, p >0 ev € E\U tais que:

I(u) <p, YuedU, e I(v)<0,

entao

= inf I(~(t
¢ = Inf max (v(t)),

onde I' = {y € C([0,1], E);v(0) = 0,7(1) = v}, € um valor critico de I.

Prova: Ver [3, Teorema 2.1]. |

14



Capitulo 1

Caso critico e concavo 0 < g <1

Neste capitulo dedicaremos o estudo ao problema (Py) no caso do exponente 0 < g < 1.

1.1 Formulacao do problema

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet

R [N T VO RO
(Py) =
u=0 em RM\Q,

onde uy := max{u, 0} denota a parte positiva de u. Com isso em maos, temos o seguinte.

Definigao 1.1 Dizemos que u € X5(Q) € solugdo fraca de (Py ), se para cada ¢ € X§(9),

temos

(u(@) = u@)@@) =) \ o wiode + | (0 ods
// |z — y| N2 dxdy_/\/( +)%pd +/( +)= pd. (1.1)

RN RN Q Q

A diante, vamos omitir a palavra fraca quando nos referirmos as solugoes que satisfazem
as condigdes da Defini¢ao[I.1] Uma observagao crucial aqui é que, pelo Principio do Méximo,
se u é uma solugdo nao trivial de (Py), entao u é solugao de (Py).

Para encontrar solugoes de (Py), vamos usar ferramentas variacionais. Para tanto,

associamos o funcional J; » : X§(€2) — R definido por

1 Ju(z) — u(y)? A 1 1 o1
u/]s,)\(u) = 5/ dedy — m /(U+)q+ dr — 2—: (U+) sdx. (12)
RN RN Q Q

15



A derivada de J; 5 ¢ dada por

(Tia(w): ) = {u 2]y = / wpds = [ () s, o € X5(9).
Q
Em vista da imersdes de Sobolev (ver Apéndice) e da Proposiago , é facil provar que J; \
é C' em X§(2). Note que os pontos criticos de J; » vao ser solugoes de (Py).

Fixemos um u € X§(€2). Definamos J : [0, 4+00) — R por

J(t) = Tua(tu) = At> = A\Btt — Ct* | ¢ >0, (1.3)
onde
A=Yl B=—— [(u)dz, e czi/(u 12! da
2 XO(Q)7 + 1 + ) 2: + .
Q

Na seguinte figura podemos observar que a fungao J possui dois pontos criticos para certos

valores de A, B, C' e \.

Figura 1.1: 1 J(t) = 1062 — 10t") — 3, s = 0.5, ¢ = 0.5, N = 3.

Agora, enunciamos o teorema que mostra a existencia de solugoes de (Py).

16



Teorema 1.2 Suponha 0 < q¢<1,0<s<1eN >2s. Entao, existe 0 < A < oo tal que o
problema (Py):

1. nao tem solugao para X > A;

2. tem uma solu¢ao minimal para qualquer 0 < X\ < A; além disso, a familia de solugoes

minimais € crescente com respeito a .
3. se A=A, existem no minimo uma solu¢ao;

4. para 0 < X\ < A, existem no minimo duas solucoes.

leellc.

Figura 1.2: Curva de solugoes para valores de .

Comecamos mostrando o seguinte resultado, que utiliza, na sua prova, um método de

comparagao de padrao, assim como algumas ideias dadas de [2].
Lema 1.3 Dado 0 < g < 1, seja A definido por
A :=sup{\ > 0: o problema (Py) tem solugdo }.

Entao, 0 < A < 0o e o problema concavo critico (Py) tem no minimo uma solu¢ao para cada
0 < A< A. Além disso, para 0 < X\ < A, obtemos uma familia de solucoes crescentes com

respeito a .

17



Prova: Primeiro, mostremos que A < oco. Seja ¢ a primeira autofungao associada ao
primeiro auntovalor A; do operador (—A)*. Suponha que existe uma solu¢ao u para (Py).

Entao, usando ¢; como uma ‘fungao test’ em (Py), temos
A1 /ugpl dr = /u(—A)Sgol dr = /(—A)Sugo dr = /()\uq +u* Yy da, (1.4)
RN RN RN RN

Seja ¢ uma constante positiva tal que
M+ 1271 > Nt V> 0. (1.5)

Segue de ([1.4)) que A\; > ¢\, o que implica A < +o0.

Mostremos agora que A > 0. Seja e a solugao de

(—A)e=1, x €,
e =0, r € RM\Q.
A existéncia da fungdo e é devida ao Teorema de Lax-Milgran. Segue, pela Proposigao [I.4]

que e € L>(§2). Afirmamos que existe um Ay > 0 tal que, para todo 0 < A < )\, existe um
M = M(X) positivo, satisfazendo

(=2)*(Me) = M 2 AMlelff ) + M el (16)
Com efeito, denotando r = e[| 1= (q), temos que é equivalente a
FN(M) := AMT % 4 M%7 20571 < 1. (1.7)
Derivando com respeito a M, resulta que

dF .

d_]\2 =0 © M) = A&

onde ¢ = (%); e daf, M()) é um ponto minimo de F\, pois F) — +oo quando M — 0F
ou M — 4o00. Entao, denotando M, o ponto minimo de F),, segue

*
2% -2

Fr(My) <1 & (¢ & Drag ot <1, (1.8)

e escolhendo um Ay positivo tal que satisfaz (|1.8), temos para A < A,
Fy(M(X)) < Fa(My) < F,(Mo) < 1,

18



o que mostra (|1.7)). Portanto, para um certo M, temos por ((1.6) que Me é supersolucao de
(P).
Consideremos agora um € > 0 tal que e79\; < A, e por ([1.5) temos que

(=A)(ep1) = ehigpr < eXi(1)? < Mewr)? + (1),

e assim £y é uma subsolucdo de (Py). Entdo, fazendo e suficientemente pequeno, e pelo
Lema de Comparacao, temos ep; < Me. Logo, aplicando o método de Sattinger (ver
Apéndice), existe uma solugao uy para (Py) com ep; < uy < Me. Segue que o conjunto
{A>0: o problema (P,) tem solucdo } é nao vazio, e dai A > 0.

Mostremos a ultima parte do Lema. Dado 0 < A < A, podemos encontrar uma solucao
para um valor tao proximo de A. Denotemos este valor por u e a solugao minimal associada
de (P,) por u,. Entao para (P)), u, é supersolucao. Além disso, ¢; pode ser modificado
como fizemos antes, com ¢ suficientemente pequeno, para ser subsolu¢ao de (P,). Entao,
seguindo da mesma maneira como antes, concluimos que existe uma solugao uy para (Py), e
portanto para todo A € (0, A).

Note que, pela construcao e pelo Lema de Comparacao temos que as solugoes para (Py)
sao crecentes com respeito a .

Por tltimo, mostremos que existe uma solugao para A = A. Seguindo a mesma ideia de
[2], consideremos uma sequéncia {\,} tal que A\, /A, e a sequéncia {u,} = {u,, }, onde u,
é solugao minimal de (P),). Seguindo a prova de [2, Lema 3.5 e Teorema 2.1], temos que
s, (un) < 0. Portanto

1 1 1 1 1
0> Jon, (Un) = 2 (Jop, (Un), tn) = | 5 — 7 |\unH§(s(Q) ] ul™ dx. (1.9)
2 272 g g+1 2
S S Q

S

Ja que ¢ + 1 < 2% e pelas imersoes de Sobolev, entao, existe uma constante C' > 0 tal que
[unllxs0) < C. Como consequéncia, dado que Xg(€2) é reflexivo, existe uma subsequéncia
que converge fracamente em X3(€), fortemente em L%71(Q) e q.t.p. em € para algum u,.
Assim, uy é solucao de (Py), e pelo Lema de Comparagao, uy > uy em (2, para qualquer

0< A<A. [ |

Pelo lema anterior, provamos os items 1, 2 e 3 do Teorema [1.2} Portanto, no que segue,
nos enfocaremos em provar o item 4 do Teorema que é a existéncia de uma segunda

solugao para (Py).
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Primeiro, mostraremos um resultado de regularidade que sera 1til neste capitulo.
Proposigao 1.4 Seja u € X§(Q) uma solugdo positiva do problema

(=A)"u = f(z,u) emQ,
u=0 em RN\ Q,

e suponha que |f(x,t)] < C(1+|t]?), para algum 1 < p <2¥—1eC > 0. Entao u € L>(Q).

Prova: A prova usa algumas propriedades para o operador laplaceano, em particular, a

seguinte desigualdade: se ¢ é uma funcao diferenciavel e convexa, entao
(=A)¢(u) < ¢'(u)(=A)*u.
Definimos, para > 1 e T > 0 grande,

0, set <0,
P(t) = ¢rp(t) = 17, se 0 <t <T,
BTP=Yt—T)+T8, set>T.

Observe que ¢(u) € X5(Q2), j4 que ¢ é Lipschitz com constante K = ST°~1 e, portanto,

K2
ol = [ LDy gy [ Bt 4y w2y
RN xRN RN xRN
Por e pela Proposigao [0.2 temos
/¢ (u) do = [|o(u)lxs0) = SV, 8)l|O(w) 1722 - (1.10)

onde S(N, s) é definido em (9)). Por outro lado, dado que ¢ é convexa, e ¢(u)¢'(u) € X§5(%),

/¢ Polu) do < [ o w(-ay udx<c/¢ W01+ ) d

Q

De (|1.10) e das desigualdades prévias, obtemos a seguinte estimativa

lo(w)172: ) < C/¢ )1+ u*7Y) da. (1.11)
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Pelas propriedades de ¢ temos, u¢’(u) < fo(u) e ¢'(u) < S(1+¢(u)). Disso, e pela estimativa
(1.11), segue

. 2/2; - Cama) |
(Q/(cb(u)) : dm) 306(1+Q/(¢<u)) d +Q/(¢( ) d ) (1.12)

Note que, como ¢ é convexa, as integrais de ([1.12]) s@o finitas.

* entdo u € L%P . Com efeito, considere um R > 0

R

Afirmacao: se f(; satisfaz 25, = 2
suficientemente grande, o qual que serd determinado depois. Entao, pela desigualdade de

Holder com p = 51 = 2%/2 e p’ = 2% /2% — 2 temos

Jowreza = [ are [ (o a

Q u<R u>R
2/25 (25-2)/2
< (¢(u))2R2§_2 dx + ( (qﬁ(u))22 d:v) ( u? dx) )
J / J

Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, podemos escolher R tal que

NN LR
s d < .
(/ B x) = 205,

u>R

Usando isso em ([1.12]) obtemos

( / ()% da:) " s, <1 + / (6(w))? d + / ($(u))2RE2 da:). (1.13)

U=~

Usando o fato que ¢4 (u) < v’ na parte direita de (1.13) e tomando 7" — oo na parte

esquerda, ja que 23; = 2%, temos

2/2*
(/uxﬂ1 dw) <20 (1 + /uQ: dxr + R23_2/u2; dI>< Q. (1.14)
Q Q

Q

Isso prova a afirmacao.
Agora voltamos para a desigualdade (1.12)) e usamos como antes o fato de ¢z 5(u) < u?

na parte direita e fazemos T" — oo na parte esquerda. Entao, temos

( / usP dr)?%: < Cp (1 + / u?? dx + / T dx).

Q Q Q
(1.15)
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Dado que [, u®® < |Q| + [, u?#t%72 segue

2/2;
(/ u*? dw) < 208(1 + \Q|)(1 +/u25+2’s‘—2 da:).
Q Q
N 2?(5—1) _1 . Q(Bl—T)
(1 - / u*sh da:) <5 (1 + / u?PrE 2 da:) , (1.16)
Q Q

onde Cjs = 4CB(1 + |€2]) para uma constante C' adequada.

Portanto,

Para m > 1 definimos 3,,4+; por inducao como 283,,41 + 2% — 2 = 2%, isto é
o* 9* m
mi1—1=—=L,—-1) == —1).
s —1= 2~ 1= (%) 5 -1
Portanto, de ([1.16]) segue que

2 1
(1+/u2§ﬁm+1 dx)Zg‘(Bm+1—l) < Cg:::zlﬂfl)(l +/u2§5m dw)ﬁ)
Q Q
com Cy, 11 = 4CBna1(1 4 1Q]). Entao, definindo, para m > 1,

1
* 2(ﬂ77b_1>
Am = <1 +/’U,2S'Bm dﬂf) ’
Q

pela afirmagao provada anteriormente, e usando propriedades de limite, concluimos que

existe Cy > 0, independente de m > 1, tal que

1
Apir < Hzpfglclf(%fl)/ll < Co4s. (1.17)

Isso implica que ||ul|z=@) < CoA;. Com efeito, suponha que existe um M > CyA; tal que

|{u > M}| > 0. Entao, por (1.17)),

. L - =T
(M%Pn [ {u > M}|)FEnD < / P < Ay < CoA,,

e tomando m — oo, temos M < CyA;, que é uma contradicao. [ |

Para achar a existéncia de uma segunda solugdo para (P)), vamos mostrar primeiro a
existéncia de um minimo local para o funcional J, ». Para isso, estabeleceremos o lema de
separacao na topologia da classe

w

Cs(Q) :={w e C'Q) : ||lw &

< oo}, (1.18)

Co(Q) = ’
onde §(z) = dist(x,092). Entao, temos o seguinte.
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Lema 1.5 (De Separa¢iao) Suponha 0 < A; < Ao < Ao < A. Sejam uy,,uy, € uy, solugoes

minimais correspondentes a (Py), para A = A1, Ao e A, respectivamente. Se
Z ={ueCs(Q) :uy <u<uy,},

entao existe € > 0 tal que
{ur} +eB1 C Z, (1.19)

w

com By = {w € C°(Q) : ||

Lee < 1},

Figura 1.3: Separacao de solucoes.

Prova: Sejam U = uy, — uy, € U = Uy, — Uy,. Entao, u=u =0 em RM\Q e,
(—AYu>0 e (=A)’u>0 em Q.

Dado que @ > 0 e u > 0 em 2, segue pelo Lema de Hopf (ver [19, Lema 2.7]), que existem

constantes positivas C e Cy tais que
u(x) > C10°(x) e u(x) > Cyd%(z), Vo el
Tomado ¢ < min{C}, Cy}, temos
uy, () +e6°(x) < uy, () < uyp,(z) —ed®(z), Vo el (1.20)
Seja w € By, entdo |w| < 6%, e por (|1.20), obtemos
uy, () < up(x) + ew < uy,(x), Vae,

o que mostra (1.19). MW

Usando esse resultado, vamos obter um minimo local do funcional J; , no espago Cs(€2).

Isto é, o primeiro passo para obter um minimo local em X§(2), é dizer,
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Lema 1.6 Para todo A € (0,A), o funcional Js » tem um minimo local no espago Cy(§2).

Prova: Fixe Ay < A < Ay < A. Sejam u; e us solugdes minimais de (Py,) e (Py,),

respectivamente. Denotemos fy(t) = A(t4 )7+ (t4)* 71, t € R, e vamos definir
M), 1 <u(e),
f*<$€,7]> = f/\(77)7 ul(x) 577§U2($)7

Palug(x)),  n = ug(x),

£
lull
Fag)= [ famd o L=t [Poa) do
0 Q
J¢ 5 € coercivo. Com efeito,
lull;
aa(u) > %ﬁl) — /F*(a:,ug) de.

Logo, se ||u|

2 5 *
g (o) — 00 entdo i\ (u) — 0.

J¥, é fracamente semicontinua inferiormente. Com efeito, seja u,, — u em X§(Q2). Entao
existe uma subsequéncia {u,, } convergindo a u fortemente em LP(Q2), com 1 < p < 2% ¢

q.t.p. em €. Assim, temos

lul?

liminf J?(u,) > THimkinf (— / F* (2, up, ) dx)

2
> HZ;H —/F*(a:,u) dz.
Q

Portanto, do Teorema J; \ atinge um minimo global, isto ¢, existe um ug € X(§2)
tal que
Joaluo) < JGx(u),  Vu € XG(Q).

Além disso, ug satisfaz

(_A)Suo = f*(a:a 'LL()), r e

Pelo Principio do Méximo e pela defini¢cao de f*, resulta que u; < ug < us, e dai, pelo Lema
[1.5 segue que {ug} + By C Z para € > 0 suficientemente pequeno.

Seja agora u satisfazendo ||u — ug||c, () < /4. Entao, para z € €,
€ €
u(z) < wup(z) + 155 < wug(x) — §5S(x) < ug(x)
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u(z) > uo(z) — %(53 > uy () + 253@) > uy ().

Portanto, a desigualdade acima conduz que J;,(u) — Jsx(u) seja igual a zero, para cada u

tal que [|u — uol|c,(@) < /4. Assim, obtemos

Joa(u) = I3 (u) > T\ (uo) = Jsa(uo), Yu € Co(Q2) com |u — ug

DN ™

c(@) <
O que quer dizer, ug ¢ um minimo local de Js, em C,(€2). W

Para mostrar que realmente J; , tem um minimo no espago X§(€2), provaremos o seguinte

resultado obtido por Brezis e Nirenberg.

Proposigao 1.7 Seja zyp € X§(2) um minimo local de Jsx em Cs(Q); isto €, existe um

ry > 0 tal que

Tsa(z0) < Tsa(z0 +2), Vzely(2) com |z

Cs() S 1. (121)
Entao, zy € também um minimo local de Jsx em X§(2), isto €, existe um o > 0 tal que

Tsa(20) < Tap(z0 +2), Vz € X((Q) com |z|lxz@) < 7o

Prova: Seja z como em ([1.21)) e seja, para € > 0, B.(20) = {z € X§() : [z — 20/ x50 < €}
Vamos mostrar por contradicao. Vamos supor que para cada € > 0 tenhamos
min ‘737)\(1}) < ._75’)\(20). (122)

vEB:(20)

Escolhamos um v, € B.(2y) tal que minyep,_(20) Jsx(v) = Tsa(ve). A existéncia de v, vem

do Teorema [0.15, Queremos provar que
ve — 29 em Cg(2) quando € — 0, (1.23)

pois, isso, implicaria que existe um z € C4({2), arbitrariamente perto de zy na métrica de
Cs(2) (de fato, z = v, para algum ¢), tal que Js1(2) < Js.1(20), contradizendo a hipdtese
(1.21)).

Seja 0 < ¢ < 1. Note que a equagao de Euler-Lagrange, satisfeita por v. envolve o

multiplicador de Lagrange &., tal que

(Tia(ve), 0) = E{ve, P xs), Vo € X5(Q). (1.24)
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Dado que v. é um minimo de J;  em B.(%), temos
—r T 5\ (e)ve +0(r) = T a (1 = 1)v) — Tsa(ve) >0, (1.25)

onde o(r)/r — 0 quando r — 0. Logo,

(i), 02) _

= (1.26)

o B
Por ([1.24]), obtemos v. satisfazendo

(—A)*v, = ﬁf)\(vs) =: f5 em (),
ve =0 em RM\Q,

Dado que v: > 0 e |lvc|[x3) < C, por (1.14), Proposigao e Proposicao existe uma
constante C; > 0 independente de e tal que |[vcf|p=@) < Ci. Além do mais,
1£5(ve)ll (@) < C. Portanto, por [26, Proposicao 1.1] temos que ||vc|cos@ < C2, para
alguma constante C'y independente de €.

Assim, pelo teorema de Arzeld-Ascoli existe uma subsequéncia, que denotamos por v.,
tal que v. — zo uniformemente quando ¢ — 0. Também, por |26, Teorema 1.2] obtemos,
para uma constante adequada C,

Ve — 20

65

< ngplfi(vs) — falz0)]-

L>o(Q)

Dado que o tultimo tende a zero quando € — 0, ([1.23)) estd provado. |

Do Lema [1.6] e da Proposigao temos a existéncia de um minimo local positivo em
X§5(2) de Js.x, que denotaremos por ug. Agora, vamos procurar uma segunda solugao para

(Py) da forma u = ug + v, com v > 0. A correspondente equacdo para v é
(—A)*v = Aug +v) — Mg + (ug +0)% 71—y~ em Q.
Consideremos as funcoes

Aug 4+ )7 — Ml + (ug + )5 —ui ™", set >0,
gz, t) = (1.27)
0, se t <0,
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Definamos o problema, a fin de encontrar v,

_ —A)*u(z) = ga(z, u(x em N
5 | — o) mace
u=0 sobre RM\Q.

Logo, o funcional associado a (Py), Jsx(u) : X3(Q) — R é dado por

— 1
Torlw) = 3 lul

ifé(ﬂ) - /G’,\(x,u(w)) dx. (1.29)

Q

Como u € X§(), T, estd bem definido.

Sabemos que se v # 0 é um ponto critico de 737,\, entdao é solucdo de (P)) e, pelo

Principio do Méximo, implica que v > 0. Portanto u = ug + v > 0 serd solugdo de (Py) e

consequentemente uma segunda solugao para (Py). Assim, para provar o item 4 do Teorema

, provaremos por contradi¢ao, e vamos assumir que v = 0 é o tnico ponto critico para

js,)v

Lema 1.8 u =0 ¢ um minimo local de T, em X3 ().

Prova: Pela Proposicao ¢ suficiente provar que v = 0 é minimo local de 7S,>\ em Cs(92).
Seja v € X§(2), entdo

Tsa(uo +vy)

1 1
5““0’ %{g(m + §HU+\ X+ < U0, Ui >xg0) — /F/\(Uo + vy )dz
Q
1 1 251
luolion + s oy + [ Qe + 0o )de = [ Futuo + 02)da
Q Q
§||U0|§<g(9) + §||U+| g{g(m - /G(%M)dx— /FA(UO)dI'
Q Q

1 _
Tsa(uo) — §||U—| %(g(g) + T sa(v).

Usando o Lema |1.6, segue que

para vl < <

— 1
Tsa(v) 2 5““4 %cg(m >0
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1.2 Condigao de Palais - Smale para J, )

Assumindo que temos um tinico ponto critico, provaremos que o funcional 75, \ satisfaz a
condicao de Palais - Smale local. A ferramenta principal para provar esse fato é uma extensao
do principio de concentracao de compacidade dado por Lions para operadores fracionarios
nao locais. Vamos precisar de alguns resultados relacionados com o comportamento do

laplaceano fracionario de um produto. Iniciamos com o seguinte.

Lema 1.9 Seja ¢ uma funcao reqular que satisfaz

OO C’0

N
| < T e [Vo(x)| < T4 gV reRY, (1.30)

()

para alguma constante Cy > 0. Seja B : XS/Q(Q) X Xgﬂ(Q) — R a forma bilinear definida

por

- |z — y|N*s
RN

Entdo, para cada s € (0,1), existem constantes positivas Cy e Cy tais que para cada v € RY

temos
Cl C12

T © |B(¢, ¢)(z)] < T o

(=8)0(r) < 7

Prova: Seja

_ [ 1ot o),

I(x) : o — g Y.

RN

Para qualquer x € RY, ¢ claro que

(=A)(x)] < 21(x).
Também, dado que |¢(z)| < Cp, temos

| B(¢, ¢)(x)] < 2CoI(x).

Portanto é suficiente provar que

I(x) < ¢

N
~ W, VreR 5 (132)

para uma constante positiva C' adequada.
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Dado que ¢ é uma fungao regular, para |z| < 1, obtemos que

dy dy C
I(r) < ||Vl poomr) / [yt + 1|l Lo (mM) / WizE <C< TF o (1.33)
ly|<2 ly|>2
Para |z| > 1, fazemos
I(x) =14, (x) + 1a,(x) + La,(x), (1.34)
onde
. |9(z) — o(y)] ,
Ia,(x) = o= dy, 1=1,2,3,
com Z
A, — e — oyl < m Ay = e — m <2
v={y e -yl =5k A=y le -yl > 5yl < 20
e

|
Ay ={y: |z —y| > %, ly| > 2|z|}.
Portanto, para |z| > 1 e y € Ay, temos |¢p(x) — o(y)| < |Vo(€)||z — y| com %' <l < %|35|,

e por ([1.30) segue que
dy

C —(N+2s
g, (2) < [N Fstl / iz — y[N+s-1 < Cla|™ ) (1.35)
Ay

Usando agora que, para z,y € RY temos a desigualdade

C

<
6]+ 16 < T e T
obtemos
C dy dy _
I < < [ —2 < Olz|~ Vo) 1.36
o) < e | (e < [ e SO 0
2 RN
e
C dy —(N+2s)
I, < PEE / WiE= < Clz| ) (1.37)
Az

Note que a ultima estimativa segue do fato que (z,y) € As implica |z —y| > |y|/2. Entao,

por ([1.34)-(1.37)), temos o seguinte

C
—(N+s) e
I(z) < Clx| < T o |z| > 1. (1.38)
Portanto, por ([1.33)) e , concluimos (1.32). W
Para estabelecer o seguinte resultado, consideramos
p€ C(RY) e ¢.(x)=d¢(x/e) com e>0. (1.39)

29



Lema 1.10 Seja {z,} uniformemente limitada em X§(Q) e ¢- a fungao definida em (1.39).
Entao,

lim lim
e—0 m—oo

/zm(:v)(—A)S/que(x)(—A)smzm(x) dx| = 0. (1.40)
RN
Prova: Como {z,} é uniformemente limitada por uma constante positiva M no espago

reflexivo X§(Q2), entdo existe um z € X§(Q2), tal que, a menos de subsequéncia,

Zm — z  fracamente em X§(Q2),

Zm — 2 fortemente em L"(2),1 < r < 2%, (1.41)

Zm — 2 q.t.p. em €.

Fazendo uma mudanga de varidvel e por (|13)), é claro que

(-8)ou(a)] = |-y (£) | < e (142)

Definindo
[1 =

Y

[ @) (820, 0) (-2 ) i

RN
xz@) < M, obtemos

de (1.42) e do fato que ||2,|
I ||(_A)S/zzmHLQ(RN)||Zm(_A)s/2¢€HL2(Q)

M||(Zm = 2)(= )20 20y + M| 2(=2)"? el 2

< Ce™llam — 2lliz@) + M2(=A)26: | 120 (1.43)

IA

IN

Dado que [|z|[x3@) < M, entdo ||z]| 25 o) < C, isto é, 2° € Lﬁ(Q) Logo, para cada p > 0,
existe n € C2°(12) tal que
2 —_—
127 =l g g < - (1.44)
Entéao, por (1.42), (1.44) e a desigualdade de Holder com p = N/(N — 2s) temos
I2(-8) 6.3y < / 20) — @A) ocle)da+ [ -2 6ulo) s
RN
< 2 =TT @(—A VP20 x + Il =0 ||(—A)S/2¢s||2L2(RN)
2
< o ( fllare(Z)] ) o flaree
£
2
< (/| A) 2o (z fdz) + Ol =2 /| A)2p(2)*dz
< Cp+ CeN72%, (1.45)
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Assim, usando ([1.41)), (1.43), (1.45)) e o fato que N > 2s, segue

N

lim lim [; < lir%C'(p—l—eN_?S)% = COpz2.
E—

e—0m—oo

Dado que p > 0 é fixo, mas arbitrariamente pequeno, concluimos assim a prova do Lema

110l |

Também temos o seguinte.

Lema 1.11 Com as mesmas hipdteses do Lema[I.10] temos

. . _ /2 _
lim lim / (= A2z, B(zm, 6.)(x) dz| = 0, (1.46)
RN
onde B é definida em :
Prova: Seja
L= / (=AY, B, 6.)(x) da.
RN
Ja que ||z ||xs < M, entao
Iy < M||B(zm, ¢e )| 2mny < M| B(2im — 2, 0 ) |2y + M| B(z, @) || r2em), (1.47)

onde z é, como no Lema o limite fraco da sequéncia {z,,} em X§(€2). Vamos estimar

cada parcela da desigualdade acima. Seja

o) = e o v = u( ) (1.18)

T 1+ | N Fs -

Pelo Lema |1.9| aplicado a ¢, note que

—5 T —s x o e* —5
B(¢:, ¢:)(x) = e°B(¢, ¢) (g) < Ce ¢<g) =T EEe < Ce™. (1.49)
Logo, pela desigualdade de Cauchy - Schwarz e (1.49)), segue que
1B = 200 o) < [ Blon =22 = @Bl b)) do (150)
RN
< CeF / B(zm — 2z, 2m — 2)(z) dx
RN
— —s - 2
= Ce ||Z’m Z| X§/2(Q)
= (Ce* /(zm — 2)(=A)* (2, — 2)(x) dx
RN
< Ce*llzm — 2l @) | (=A)2 (2 — 2)l| 2y
< CE_S||Zm—Z||L2(RN). (151)
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Por outro lado, para uma funcao adequada f, temos que

/ 2(a) (AP f()dr = / F(@)(~ )22 () da

RN RN

_ / F(2)(22(2) (=A)22(2) — Bz, 2)(x))de.  (1.52)

Entao, argumentando como em ([1.50)) e aplicando (1.52)) com f := ¢.(z), de (1.49)) obtemos

que

1B(2 6 Paan) < / Bz, 2)(2) B(¢e, 6.) (x)da

RN

< C’e_s/B(z,z)(m)@ba(x)dx

= 05_8/(—22(1?)(—A)5/2¢e(x)+22( Ve (2)(—A)*?2(x))de
= ]2’1 +R]2?2. (153)

Vamos estimar I5; e 5 separadamente. Seja p > 0. Pelo Lema aplicado a ¢ e de ((1.42)),
segue que

il < c= [ 2| -ayto(2) jde
< e [ 12w(t)
< 0825/(22 — ) (2)Y.(x)dw + Ce™?* /n(:c)z/zg(x)dx, (1.54)

onde n € C°(2) é uma funcao que satisfaz (1.44). Entao, de ({1.54) obtemos

Laal < Coe™ el gt oy + O Mlllzom o 192 ey
< CpllYll g gy + CE 2 Il ooy 1|2 ey (1.55)
Por outro lado,
[I22] < Ce™|[(=A)*2z2]| 2am |20 |l 12@) < Ce™ |20 12(0)- (1.56)
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Portanto, por ([1.44]), temos

e < 0= [ = m)@)Ib.(o)de + = [ ofa)lv.(a) Pz

RN

2s (RN

< PO g gy + O lleqam 192y

< CE (I g g, + Ilaoeiamy 10l

Entao, por (1.55)) e (1.57)), segue-se de ([1.53)) que

N—2s

2).

1B (=, ¢E)H%Q(Q) <Clp+p')+C@EN "> +¢

Assim, de (1.41)), (1.51)), (1.58), e dado que N > 2s, obtemos

N—2s

lim Tim (1B (zm — 2 63w, + B2, 00)[3agam) < Inn (o2 + ¢

e—0 m—oo

Entao, ja que p é um valor arbitrariamente positivo,

lim lim (| B(zm — 2, 6:) 2@y + 1Bz, @) [72n)) = 0.

e—0m—o0

Finalmente, por ((1.47)) e (1.59)), concluimos que

lim lim |l5] = 0.
e—+0m—o0

Agora provaremos o resultado principal deste capitulo.

T )=

(1.57)

(1.58)

Cp/2.

(1.59)

(1.60)

Lema 1.12 Se u = 0 € o unico ponto critico de 757,\ em X§(Q), entao 7S,>\ satisfaz a

condi¢do (PS).,, para ¢; < c¢*, onde ¢* é definido como
= %S(N, 3)%.
Aqui S(N, s) denota a constante de Sobolev definida em (@

Prova: Seja {u,,} uma sequéncia de Palais-Smale para 757 \ satisfazendo

—/

7s,>\(um) — C < C* € js,/\(Um) - 0
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Entao, ja que existe M > 0 tal que ||uy,]

xz(@) < M, e, pela hipétese de que u = 0 € o tinico

ponto critico de J s\, Segue que

Uy, — 0 fracamente em  X3(€2),
Uy, — 0 fortemente em L"(02),1 <r < 2% (1.63)
Uy — 0, q.t.p. em €.

Também, como ug ¢ ponto critico de J; », temos que, tomando z,, = u,, + uo,

v + (U, ot Uy + U, gt

Tsn(zm) = Tsr(um) + Tsx(uo) —|—/\/<(u0 q(lj_ 1>+) + uf (Um — (Um)+) (o 7+ 1)+ >d

Q

2% 272
< T saltm) + Tsa(uo). (1.64)
Além disso, para cada ¢ € X§(£2),
(Tinemdoith = (Tonlum)oe) + [ Ao+ (o)) + (i + ()5
0
_ / (Mo + ). + (10 + )= ). (1.65)
Q

Entao, por (1.62)), (1.63) e (1.65) obtemos que

Ty \(zm) = 0. (1.66)

De (|1.64) e ([1.66)) resulta que a sequéncia {z,,} é uniformemente limitada em X§(2). O fato

que u = 0 ¢ o unico ponto critico de Js, a menos de subsequéncia, temos que

Zm — up fracamente em X{(€2),
Zm — ug fuertemente em L"(Q2),1 <r < 2%, (1.67)

Zm — Uy .t.p. em €.

Da Proposicao e aplicando [25, Teorema 1.5] temos que existem um conjunto de
indices I C N, uma sequéncia de pontos {x;}re; C e duas sequéncias nao negativas de
nimeros reais { i brer, {Vk brer, tais que

(—A)2 ()22 = 2 [(=8) o + 3 b, (1.68)

kel
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Além disso,

(o) % = v = o™ + > vy, (1.69)

kel
no sentido das medidas, com

*
2: 25

v < S(N,s)"2p?, paracadak e l. (1.70)
Fixemos um kg € I, e consideremos ¢ € C°(R™) nio negativo satisfazendo
¢p=1 em Bi(ry,) e ¢=0 em Bo(xg)" (1.71)

Seja, agora,

¢. = ¢p(x/e), xRN, (1.72)
Entao, usando (z,,)+¢. como uma fungao test em (|1.66)), por e o fato que

/ ()4 82) () 2 i > / ((z) s 62)(—A)* (2 d,

temos
0> n;gnoo( / <<zm>+¢s><—A>s<zm>+dx—(A | Grtodns | <<zm>+>2‘s‘¢sdx)).
RN Bae(wy,) Bae (i)
Logo,
i ([ G002 0) )2
- [<_ A)s/2<zm)+<m)R / (02() - asa(y)'l((_zzf;if) ~u)el) dy)
<t (3 [ @aorte s [ o d— [ (0P Pour)
Boc () Bac (wx,) Boe(w1y)

Portanto, por ([1.67)), (1.68) e (1.69)) obtemos

lim Tim ( [ ) @A) ) 0 8

e—0 m—oo
RN

- [8 ) 0BG <zm>+><x>dx)

RN

gg%(A / ulto. dx + / b. dv — / qu). (1.73)

Bae(wk) Bae (k) Bae(wk)
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Como ¢ é uma funcao regular com suporte compacto, é claro que satisfaz as hipoteses do

Lema[1.9] Entéao, pelos Lema e Lema [1.11] aplicados a sequéncia {(z,,)+}, segue que a

parte esquerda de (|1.73)) é igual a zero. Isto é, obtemos

;g(A [ owrecas [ ooa- | @du):uko—ukozo.

Bae(wk) Bae(wky) Bae (k)
Assim, de ((1.70]), temos que: ou vy, = 0, ou

N
2s

Vg, > S(N,s) (1.74)

Suponha agora que vy, # 0. Por (1.64), (1.66)) e (1.74) obtemos que

c1 4+ Tsa(ug) > 12{1)0(\75 A(Zm

v
>~
7 N
N | —
|
‘_Q -
+ -
—_
\—/ ~—

\%
5
>
£
S5

Isto ¢ uma contradicao com . Dado que kg foi arbitrario, deduzimos que v, = 0 para
todo k € I. Como uma consequéncia obtemos que (u,); — 0 em L%(Q). Note que, ji
que u,, é igual a zero fora de €, de fato temos que (u,,); — 0 em L% (RY). Isto implica a
convergéncia de A((tm)+)?+ ((tnm)+ )21 em L5+ (RY). Finalmente, usando a continuidade

do operador inverso (—A)~*, obtemos convergencia forte de u,, em X3(©2). MW

1.3 Multiplicidade de solucoes

No Lema m provamos que se v = (0 é o unico ponto critico do funcional 75,/\, entao
757  verifica a condigao de Palais-Smale em qualquer nivel ¢; < ¢*, onde ¢* é o nivel critico
definido em (|[1.61]).
Agora, queremos mostrar que podemos obter uma sequéncia (P.S). local para 75, A abaixo
do nivel critico ¢*. Para isso, assumimos, sem perda de generalidade, que 0 € Q. Por [12] o
infimo em @ é atingido na funcao
N—2s)/2

el

wele) = o e £ 0 (1.75)
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isto é,

s |ue(7) — ue(y)?
80Pl = [ PRty = SOV ey (170
RN zRN

Além disso, introduzimos uma funcio ¢y € C*(RY), ¢y > 0, satisfazendo

1 se0<t<1/2
Go(t) =
0 set>1.
Para algum r > 0 suficientemente pequeno tal que B, C ) com centro em zero, seja
o(z) = ¢p(x) = gbo(‘ri') e considere a familia de fungoes truncadas nao negativas
pue(z)

— 7 X3(Q). 1.77
w0 (L.77)

Ne(x) =
Entao, temos o seguinte.

Lema 1.13 FEuxiste um € > 0 suficientemente pequeno tal que

sup Jsa(tn.) < c. (1.78)
>0
Prova: Seguiremos a prova de [2].
Assuma N > 4s. Dado que
(a+b)P > a’ +b° + pa?~'b, para algum p >0 ecada a, b>0, p> 1, (1.79)

entao a funcao G definida em (|1.28)), satisfaz

1 = M 2r—2
Gi(u) > o %+ B (w2 (1.80)
Portanto,
— Balls B
js,A(“?s) =9 HT]EHX 22 - Eﬂ d. (1'81>
Q
J& que uy > ag > 0 no suporte de 7. temos, para t > 0 e ¢ > 0 suficientemente pequeno,
_ 2o AT
T saltn) < 5“%”){5(9) T T 5N|’n5‘|L2(Q)' (1.82)
Além disso, como ||uc|| 2z &~y ¢ independente de ¢, por [29, Proposicao 21] temos
P
£ S(Q L 12
X5(€) H¢UEHL2* @
|ue () —ue (y)[?
< f]RNxRN |lx— y‘N+25 df]?dy + O<€N—25)
B Ipuell?a g
= S(N,s)+0(eN 2S). (1.83)
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Além do mais, por [29, Proposigao 22| segue que

) Ce?, se N > 4s,
17el720) = (1.84)
Ce*log(1/e), se N = 4s.
Portanto, de ([1.82]), (1.83) e (1.84)), resulta
=7 t? N-2s = 2s
Toaltne) < (SN, )+ 08=20) = - L a4, (1.85)
com C positivo. Dado que limy_s g(f) = —o0, entdo Sup;>q g(t) ¢ atingido em algum
ter =1t > 0. Se t. =0, entao
sup s (tne) < supg(t) = g(0) =0, (1.86)

£>0 £>0
para qualquer 0 < A < A e (1.78) ¢ trivialmente verificado. Agora, suponha que t. > 0.

Derivando a fungao acima ¢(t), obtemos que
0=g'(t.) = t.(S(N,s) + CeN=2) — %1 —¢.Ce>, (1.87)

o que implica
t. < (S(N,s) + CeN=2)73, (1.88)

Também temos, para € > 0 suficientemente pequeno,
te >c¢>0. (1.89)
Isto segue de (|1.87)), que resulta
%72 = §(N,s) + CeN"% — Ce® > ¢ > 0,

para um ¢ adequado. Além do mais, a funcao

2 2%

£ %(S(N, )+ 0N - L

s

é crecente em [0, (S(N,s) + C’EN_QS)%‘%?]. Donde, por (|1.88)) ¢ (|1.89)), obtemos

sup = g(t.) < i(S(N, s) + 05N725)% T,
>0 N

para algum C > 0. Portanto, por (1.85), para N > 4s, temos que

N‘Z

I S
sup js,)\(tna) S g(ta) <

- = 1.90
UL < (1.90)

S(N, s)2 + CeN2 — 0> < %S(N, s)
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Se N = 4s a mesma conclusao segue.

O ultimo caso 2s < N < 4s segue usando a estimativa (1.79) que da

1 o 7
2 -1

Entao, ((1.91)), junto com a estimativa de |29, Proposicao 22|, ao invés de ((1.84)), e argumen-

up(uy )% L (1.91)

tando de um jeito similar como antes, finalizamos a prova. |

Para completar a existencia da segunda solugao, isto é, o item 4 do Teorema (1.2 em
vista dos resultados prévios, procuramos um caminho inferior ao nivel critico ¢*. Fixemos
um A € (0,A). Consideramos M, > 0 suficientemente grande tal que J,x(M1n.) < Ts1(0).
Note que tal M, existe, pois lim; o, J s (t7.) = —oo. Também, pelo Lema , existe a > 0
Xg() = @, entao Tsa(w) > T2(0). Definimos

tal que se ||ul
Ie = {7 € C([0,1], X5(2)) : 7(0) = 0,7(1) = M.},

e o valor minimax

c. = inf sup J.a(v(t)). (1.92)

7€l p<i<1
Por argumentos anteriores, c. > 759\(0). Também, pelo Lema m para ¢ < 1 obtemos
que

Ce S sup 7s,>\(tM€776) - Supjs,)\(tna) < C*'

0<t<1 >0

Para completar a existéncia da segunda solucao, isto é, o item 4 do Teorema |1.2] em vista
dos resultados prévios, procuramos um caminho inferior ao nivel critico ¢*. Fixemos um
A € (0,A). Consideramos M. > 0 suficientemente grande tal que J¢x(Mon.) < 75,,\(0).
Note que tal M, existe, pois lim;_, 75, A(tn:) = —oo. Também, pelo Lema , existe a > 0

Xg(Q) = @, entao T sa(u) > T2(0). Definimos

tal que se ||ul

Ie = {y € C([0,1], X5()) : 7(0) = 0,7(1) = Menc },

e o valor minimax

c. = inf sup Tox(7(1)). (1.93)

v€le p<it<1
Por argumentos anteriores, ¢, > J,(0). Também, pelo Lema m, para ¢ suficientemente

pequeno, obtemos que

Ce S sup 73,)\(tM5778) = sup 75,)\<t775) < C*'
0<t<1 t>0
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Portanto, pelo Lema e o Teorema Passo da Montanha se c. > J,(0), ou o
correspondente refinamento dado em [I8] se o nivel minimax é igual a J,(0), obtemos
a existéncia de uma solucdo ndo trivial de (P, ), tendo que v = 0 é a tinica solucdo. Claro
que isto é uma contradicao. Assim, 757 A admite um ponto critico v distinto da funcao trivial.

Logo, u = ug + v é uma solugao, diferente de wugy, do problema (Py). Isto finaliza a prova do

Teorema [I.2l
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Capitulo 2

Caso critico e convexo 1 < ¢ < 2f —1

Neste capitulo dedicaremos o estudo ao problema (P)) no caso do exponente
l<qg<2i—1

Para encontrar solugoes de (Py), como no caso concavo, temos que encontrar as solugoes
de (Py). Para isso, vamos determinar os pontos criticos de [J; usando as ferramentas

variacionais. Em resumo, enunciamos o teorema que prova a existéncia de solucoes para

(Pr)-

Teorema 2.1 Suponhal < q<2:—1,0<s<1eN >2s. Entao, o problema (Py) admite

no mintmo uma solucao para ou

*N > 2D x>0, ou

*N < % e \ suficientemente grande.

Antes de tudo, vamos ver que o funcional J; , tem uma boa geometria. Isto é, temos o

seguinte.

Proposicao 2.2 Suponha A >0 el < q <2t —1. Entao, eristem o >0 e 8 > 0 tais que:

1. para qualquer u € X§(Q2) com |lu|xs) = a tem-se Ty (u) > B,
2. existe uma fungao positiva e € Xg(S2) tal que [lef|xz ) > a e Tsa(e) < B.

Prova: 1) Pelas imersoes de Sobolev, dado que g + 1 < 2%, é facil ver que,

Tsa(w) = g([Jullxs@), (2.1)
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onde g(t) = c1t? — Acat?™! — 3t para algumas constantes ci, ¢p e c3. Portanto, existe um

a > 0 tal que 8 := g(a) > 0. Logo, Jsx(u) >  para u € X§(2) com ||ul

Xj@ =

2) Fixe uma fungao positiva uy € X§(Q) tal que ||ug|

ae @),

xz(@) = 1. Dado que 27 > 2, segue

lim J; \ (tug) = —o0.
t—o00
Entao, existe um ¢, suficientemente grande, tal que para e := tgug, temos ||e| X5 > e

‘737)\(6) < B [ |

Figura 2.1: Geometria do funcional J; .

2.1 Condicao de Palais - Smale para J;

Proposicao 2.3 Sejam A >0 el < q < 2:—1. Entao, o funcional Js satisfaz a condi¢ao
(PS)e, para ¢y < c*, onde ¢* ¢ definido em (9).

Prova: Seja {u,,} uma sequéncia (PS5)., para J, em X{(€2), isto é,

Tsa(tm) = 2 e Tl y\(um) = 0. (2.2)
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Entao, {u,,} esta limitado em X§(€2) por (2.2)), isto é, existe um M > 0 tal que
[l xg0) < M. (2.3)
Afirmagao 1: Existe us € X§(2) tal que
(Tialus),0) =0 Vo € X5(92).

Prova: Por e o fato de X§(£2) ser reflexivo, existe u., € X§(£2) tal que, a menos de
subsequéncia,
Ump — Usy  em  X5(Q),
Uy — Uss em L% (Q), (2.4)
Um —> Uso  em  L7(Q), 1 <7 < 2%,
Upm — Uso .t.p. em €.
Assim, tomando m — 00 € por e concluimos

// Uoo (2 |;o_y)|)]ss+0§f) = W) gy — A/(( godx—i—/ )2 ode,

RN RN Q Q
para todo ¢ € X§(Q), isto é, (J; \(uss), ) =0. O

/ i)+ () — (t100) 1 (2)]%

Prova: Por (2.3) e pelas imersoes de Sobolev, a sequéncia u,, ¢ limitada em X3(£2) e em

L%(Q). Logo, (2.4) é valido, e pelo lema de Brezis-Lieb ([7]) temos

%(g(ﬂ) +o(1), (2.5)

Afirmacao 2: E valida a seguinte igualdade:

1
~.7s,)\(um) - s75,A<uoo) + §Hum -

dz + o(1).

[t ] %(S(Q) = [Jum — ool %(S(Q) + ||t

2§dx:/|(um)+(m) — (Uoo)+(2)

[ 1w

% da + / |(thoo )4 |*5d + 0(1), (2.6)

(§
) lnssiey = M) lzrvscon (2.7
Sege de (23, @5 e 7).
1 A
Torltm) = 3l =~ g + By = 7 [ () )11
9% 1 o*
/ () (2) = (o) (2) P = o [ (o) 4 0(1)

1
= \IS,)\(UOO) + §”um - uoo|

Q
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o que da o resultado da afirmacao. [

Afirmagao 3: A seguinte estimativa é valida:

Jum = e oy = / () (0) = () 2) o+ o(1)

gg/WM@—um@W%x+dU

Q

Prova: Note que, como uma consequéncia de (2.4]) e (2.6)), temos

/(((um)+)2§1(ﬂ?) — (o)) (@) (um () — oo (2))d

0
% umdx—/ )% 1uoodx—i-/((u<>o)+)2:dx
Q

Q

((tm)+)* dz —

((um)+)*dz — [ ((uso)+)* dz + o(1)

D {O\

[ () () = (oo )+ ()% dz + 0(1). (2.8)

Por outro lado, de (2.4)) e (2.7) obtemos

/(((um)+)q(af) = ((t00) 4)1(2)) (U () = oo () de

Q

_ / () ) dz — / Vit — / Yiugoda +

= o(1). (2.9)

( wo)+) " dx

\

Entao, por (2.2)), Afirmacao 1, (2.8)) e (2.9), concluimos que

o(l) = <~7s/,>\(um)a Uy, — Uoo)
= <t75/,>\(um) - Js/,)\(UOO)v Uy, — Uso)
= lum — ool Xz @) — A/(((Um)Jr)q(ﬂC) = ((uoo)+)*(2)) (Um(2) — uco(z))dx

- /(((um)+)23 () = ((uo0)+)* (2)) (tm () — uoo(x))d

= ||t — uooHX £(©) /] U )4 (2) — (too) 1 ()| dx + o(1).

A 1ultima igualdade mostra . O
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Agora, podemos finalizar a prova da Proposigao 2.3} Pela Afirmagao 3 sabemos que

1 . S
LT / ) (2) — (1) &) Pl = 5t — |

s +o(1). (2.10)

Logo, por (2.2)), Afirmagao 2 e (2.10)), obtemos
s
Tsa(too) + NHum — uong(g(Q) = Tsx(um) +0(1) = ca + o(1). (2.11)
Por outro lado, por (2.3)), a menos de subsequéncia, podemos assumir que
o — s gy = L > 0. (212

e dai, como uma consequéncia da Afirmacao 3,

/ () — 100 ()

Pela definigao de S(N, s), temos

dm—>L>L

L > S(N,s)L¥% > S(N,s)L**,

logo,
L=0 ou L>S8(N,s)=

Mostremos que o caso L > S(N,s)% nao pode acontecer. Com efeito, tomando

© = U € X§(2) como uma fungao test na Afirmagao 1, temos que

o = [ () + [ ()%

[ oo |
Q Q
Assim,
1 1 S .
— q+1 25
Tonlo) =A(§ = 7 M0y + el 20 (213
Portanto, se L > S(N, 3)%, entao, por (2.11)), (2.12) e (2.13), temos
= To(Uoo) + NL > NL NS(N s)2s = ¢,
contradizendo o fato que ¢ < ¢*. Assim L = 0 e, dai, por (2.12)), obtemos
Hum — uooHXg(Q) — 0.
|
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2.2 Existéncia de solucoes

Dado que 1 < ¢ < 2% — 1, via imersoes de Sobolev, é facil ver que J; , é continuo em
X§5(Q), é dai

li salt =0, 2.14

T 7, (o) (2.14)

para um ug € X§(€) fixo.

Pela Proposicao e obtemos que J,, satisfaz as carateristicas
geométricas requeridas no Teorema Passo da Montanha. Além disso, pela Proposicao 0
funcional J; » verifica a condigao de Palais - Smale no nivel ¢, para ¢ < ¢*.

Agora, como no caso céoncavo, achamos um caminho com valor inferior ao nivel critico

c*. Assim, temos o seguinte.

Lema 2.4 Sejam A > 0, ¢* como em e n. a fung¢do nao negativa definida em .
Entao existe um € > 0 suficientemente pequeno tal que
sup Js.a(tn:) < ¢,
>0
para
Z)N>2S(q+3 e A >0 ou,

ii) N < 28(q+3 e X > A, para um Ag > 0 adequado.

(q+3) Para algumas constantes C' e 5, segue que

/7]?“( ydz > C / ultdzx

RN |z|<r

_ N— 2s +1) /
[EESDICE]
(|z|? + &2)

|| <r

N 25
— )(g+1)
= / (N ECES! dp

E

N-1
— e —<N223><q+1>/ r it
(1 + t2)( —282)(q+1)

Prova: i) Seja N >

vV

1
CeN-(M52)(g41) / N-1 g,
/2

1

CeN-(F) D), (2.15)

v
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Entao, por (1.83)) e (2.15)), para qualquer ¢ > 0 e € > 0 suficientemente pequeno, obtemos

t2 t2: tQ+1
Tsa(tn:) = §||775|§(g(9) T _/\q+1 /n?“d
/2 tz:Q L gatl
F(5(N.5) + 0N 2 = o = Oa e

S

NS = g(r). (2.16)

IN

E claro que

tliglog( ) =—o0,

portanto sup,-, g(t) é atingido em algum ¢ := t. > 0. Como foi comentado na prova do

Lema [1.13], podemos assumir que t. > 0. Derivando ¢ e igualando a zero, obtemos

0=g'(t:) =t(S(N,s) + CeVN72) — %1 — 5/\tgsN_( 3 )aHD) (2.17)
Assim,
t. < (S(N,s)+ C’sN’Q‘S)Tlﬂ’
Além disso, temos para € > 0 suficientemente pequeno
t. >c>0. (2.18)

Com efeito, de (2.17]) segue que

1572 4 5/\tg—1€N—(N528)(q+1) = S(N,s) + CeV72 > ¢ > 0.

Também, dado que a funcao

t2 +25
b S(S(N,s) + 0V — o (2.19)
¢ crecente em [0, (S(N, s) + OEN*%)Q;‘%Q], por (2.16)) e (2.18), obtemos
supg(t) = g(t.) < —(S(N,s) + CeV=2)% — TeN-(37%)(a+D)
>0 N
S %S(N; S)% + C@N_2s Og N 23)(‘14‘1) (220)

para alguma constante C' > 0. Finalmente, das hipéteses sobre N, concluimos de 1} que

sup Jsa(tn:) < g(t.) < %S(N, S)TNS. (2.21)

t>0
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ii) Considere agora o caso N < %. Argumentando exatamente como no caso anterior,
temos que
(S(N,s) + CeN=2) = 12572 4 At LN - (55 e, (2.22)

com t.» > 0 que ¢ o ponto onde o sup,s, g(t) ¢ atingido. Afirmamos que
tex— 0 quando A — +oo. (2.23)

Para ver isso, assuma que mAﬁootm = [ > 0. Entao, passando o limite quando A — +o00
em (2.22)), resulta (S(N,s) + Ce¥™%) = +o0, que é uma contradigdo. Assim temos ({2.23).
Se tomamos agora 3, o numero positivo dado na Proposi¢ao e por (2.23)), obtemos

0 < supTa(tn) < g(t-n)

>0
_ €, N—2s €, €, N—(25=2)(q+1
_ EMQ(Ns) 4+ C SSRGS CS
2 £
< SWNs) + CNTE) — 22 0,

quando A — 4-o00. Entao,

lim sup Jsa(tn.) = 0,

A—4-00 t>0

que facilmente conduz ao resultado desejado para o caso N < %. |

Vamos concluir agora a prova do Teorema [2.1] A fim de fazer isto, definimos
o= {y € C([0, 1], X5(€2)) : 7(0) = 0,7(1) = Men. }

para algum M. > 0 suficientemente grande, tal que Js\(M.n.) < 0. Observamos que, para

cada v € I';, a fungao t — ||y(¢)]

Proposigao , dado que ||v(0)]
to € (0,1) tal que |[y(to)]

xs() € continua em [0, 1]. Portanto, para o o dado na

xz) = 0 < aelv(Dlxz = [[Mnellxs) > «, existe

xz(@) = o Como uma consequéncia,

sup Jsa(Y(t) = Tsn(v(to)) = inf  Fia(v) > >0,

0<t<1 ol xg@)=a

onde (3 é o valor positivo da Proposi¢ao 2.2l Logo,

c. = inf sup Ja(y(t)) > 0.
v€le 0<t<1
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Entéo, pelo Lema [2.4] Proposicao [2.3]e o TPM, concluimos que o funcional J; » admite um

ponto critico u € X§(Q2), para N > % ou; N < % e A > A, para um A; > 0

adequado. Além disso, dado que Js\(u) = c. > > 0e J;1(0) = 0, a fungdo u é nao trivial.

Isso conclui a prova do Teorema [2.1}
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Capitulo 3

Apeéendice

3.1 Espacos Sobolev H%, 0 < s <1

Definicao 3.1 Uma funcdo ¢ : RN — C € dito de decaimento rdpido se ¢ € C°(RY) e
lz|*Di¢p € L°(RY) VEk €N, Vje NV,
onde D’ denota o operador diferencial com respeito ao multi-indice j = (j1, jo, -, JN)-

O conjunto destas funcoes, denotado por S(RY), é conhecido como o espago topoldgico

de Schwartz, munido das seminormas:
ki (0) = |2[*D7¢|| o mry, k€N, jeNY.
Teorema 3.2 A transformada de Fourier, definida por

F(@)(&) = / exp T g(x) dv,  VE € RY, Vo € S(RY),
RN

¢ um automorfismo de S(RY). O operador inverso de F, denotado por F~1, é definido por :

FH)E) == F(o)(—€) VEeRY.
Prova: Ver [33, Teorema 2. [ |
Observagao 3.3 1. A transposta da transformada de Fourier é um automorfismo do dual
S'(RM), o qual é donotado também por F.
2. Devido a densidade de S(RN) em L*(RY) e o Teorema de Pancherel (|| f||rz = || F(f) Lz,

f € S(RY)), podemos extender a transformada a um automorfismo isométrico no espago

L2(RY).
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Definigao 3.4 Seja s > 0. O espaco fraciondrio H*(RY) é definido como
HY(RY) = {u € L*(RY) : {€ = (1+ [€]*)2F () ()} € L*(RM)}.

Proposigao 3.5 O espaco H*(RY), munido da norma

lull s ey == (1 + [€2)2F ()| L2,
¢ um espaco de Banach.

Prova: Ver [13], Proposicao 4.8]. ]

Proposigao 3.6 Se s = m € N, entao H*(RY) coincide com o espago de Sobolev cldssico

Wm2(RY).

Prova: Ver [13], Proposi¢ao 4.9]. [

3.2 Espacos de Sobolev W*P(Q2), 0 < s < 1

Definicao 3.7 Sejam s € (0,1) e p € (1,400). O espago de Sobolev fraciondrio W*P(Q) é

definido como:

WeP(Q) == {u € LP(Q) : / %dwc@ < oo}

Proposicao 3.8 Seja s € (0,1). O espago W*P(QQ), munido da norma

u(z) — u(y)l”
[l sy = Wl iy + e onde 5= [ [ HE e dnay,
¢ um espaco de Banach.
Prova: Ver [13], Proposicao 4.24]. [ |

Proposigao 3.9 O espaco C*(RYN) € denso em WP(RY).
Prova: Ver [13, Proposicao 4.27]. |

Proposicao 3.10 Temos as sequintes imersoes:
(i) Se 0 < s < & < 1, entio W*P(RV) — WP(RV).
(ii) Se 0 < s < 1, entao WIP(RYN) — WsP(RY).

o1



Prova: Ver [14], Proposicao 2.1, Proposigao 2.2]. |
Proposigao 3.11 Seja s € (0,1). Entao H*(RY) coincide com WP(RN). Em particular

W2, =C / €| Fu(e)de,
RN

onde C' € uma constante que depende de N e s.

Prova: Ver [14], Proposicao 3.4]. [

3.3 Imersoes do W*P ()

Teorema 3.12 Sejam s € (0,1) e p € (1,+00). Entao temos:
. s, N
1) Se N > sp, entao W*P(RY) — LURN), Vq € [p, 5]

2) Se N = sp, entao WP (RY) — LYRY), Vq € [p,+o0].
8) Se N < sp, entao WP(RY) < L=(RY).

Prova: Ver [13, Teorema 4.47). [

Definigao 3.13 Dizemos que Q admite uma (s, p)-extensio se existe um operador linear

continuo E que aplica u € WP(Q) em E(u) € W*P(RY), tal que
FEu(z) =u(z) Vze Q. (3.1)
Proposicao 3.14 Qualquer aberto Lipschitz Q0 admite uma (s, p)-extensao.

Teorema 3.15 Sejam s € (0,1) e p € (1,400). Seja Q aberto Lipschitz de RN . FEntdo

temos:
1) Se N > sp, entao W5P(Q) — L%(Q), Vq € |p, Nl\iz;p]‘
2) Se N = sp, entio W*P(Q)) — L)), Vq € [p, +0o0].

3) Se N < sp, entao WP (Q) — L>*(Q).

Teorema 3.16 Sejam s € (0,1) e p € (1,4+00). Seja Q aberto Lipschitz limitado de RY.

Entao temos:

1) Se N > sp, entao a imersao de W*P(Q) em L9(QY) é compacta, para todo q € |p, N]izp).

2) Se N = sp, entdo a imersao de W5P(Q2) em L%(S2) é compacta, para todo q € [p, +00).

3) Se N < sp, entio a imersio de W*P(Q) em C{ é compacta, para \ < s — %.

Prova: Ver [13, Teorema 4.5.4]. [ |
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3.4 Método de Sattinger

Este método determina a existencia para o problema (P)) a partir de uma subsolugao
e uma supersolugao. Com efeito, sejam u € X () subsolugdo e u € X§(Q2) supersolucao
de (Py). Consideremos a sequéncia de fungoes {uy}r>1 em X35(2) que sdo solugdes para os
problemas iterados
(=A)'up = falug—1)  em €,

(Pr)
up =0 em RM\Q,

onde ug = u. Pelo Teorema de Comparagao, podemos ver que
u<u <u <..<u
Portanto, podemos definir, a menos de subsequéncia,
0<wuy:= limu, em L%

k—o0

Além disso, pelas Proposicao [0.2] e Proposicao [0.12], temos

(=2 uplfa@ny = llurliso (3.2)
= A / upul_ dx + / wpts 1 d
Q Q
< /aq+1dx+/ﬂ23d:c
Q Q
< C.

Como X§(£2) ¢é Hilbet, entao, a menos de subsequéncia, temos

up — uy fracamente em X§(2),
up — uy  fortemente em L"(Q),1 <r < 2%, (3.3)

ur — uy  q.t.p. em €.

Portanto, passando o limite nos problemas iterados, concluimos que u) é uma solucao de

(PY), e consequentemente para (Py).
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