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Resumo

Neste trabalho estudaremos o seguinte problema cŕıtico fracionário

(Pλ) =

(−∆)su = λuq + u2∗s−1, u > 0 em Ω,

u = 0 em RN\Ω,

onde Ω ⊂ RN é um dominio regular limitado, λ > 0, 0 < s < 1 e N > 2s. Aqui (−∆)s

denota o operador laplaceano fracionário, a menos de um fator de normalização, por

−(−∆)su(x) =

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy, x ∈ RN .

Nossos resultados principais mostram a existência e multiplicidade de soluções de (Pλ) para

diferentes valores de λ. A dependência deste parâmetro muda de acordo com a maneira

ao considerar o caso de potência côncava (0 < q < 1) ou o caso de potência convexa

(1 < q < 2∗s − 1). Estes dois casos vão ser tratados separadamente.

Palavras claves: Laplaceano fracionário; cŕıtico não linear; Teorema Passo da

Montanha.
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Abstract

In this work we study the following fractional critical problem

(Pλ) =

(−∆)su = λuq + u2∗s−1, u > 0 in Ω,

u = 0 in RN\Ω,

where Ω ⊂ RN is a regular bounded domain, λ > 0, 0 < s < 1 and N > 2s. Here (−∆)s

denotes the fractional Laplace operator defined, up to a normalization factor, by

−(−∆)su(x) =

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy, x ∈ RN .

Our main results show the existence and multiplicity of solutions to (Pλ) for different values

of λ. The dependency on this parameter changes according to whether we consider the con-

cave power case (0 < q < 1) or the convex power case (1 < q < 2∗s− 1). These two cases will

be treated separately.

Keywords: Frational Laplacian; critical nonlinearities; Mountain Pass Theorem.
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3.2 Espaços de Sobolev W s,p(Ω), 0 < s < 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3 Imersões do W s,p(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.4 Método de Sattinger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Referências Bibliográficas 54
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Introdução

Nos últimos anos, considerável atenção tem sido dada aos problemas de difusão não

local, como por exemplo, aqueles impulsionados pelo operador laplaceano fracionário. Uma

das razões para isto é que este operador surge naturalmente em vários fenômenos f́ısicos,

como propagação do calor e reação térmica dos ĺıquidos, dinâmicas de população, dinâmica

de fluidos geof́ısicos ou em matemática de finanças. Neste trabalho, enfocaremos nossa

atenção a problemas fracionários não locais. Para ser mais preciso, consideramos o seguinte

problema cŕıtico não linear com potências côncava e convexa:

(Pλ) =


(−∆)su = λuq + u2∗s−1, em Ω,

u > 0, em Ω,

u = 0, em RN\Ω,

(1)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio regular limitado, λ > 0, N > 2s, 0 < q < 2∗s − 1 e

2∗s =
2N

N − 2s

é o exponente Sobolev cŕıtico fracionário. Aqui (−∆)s é o operador fracionário definido, a

menos de um fator de normalização, por

−(−∆)su(x) :=

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dx, x ∈ RN , (2)

onde s ∈ (0, 1) é um parâmetro fixo.

Podemos definir também a potência fracionária do laplaceano usando a descomposição

espectral, isto é,

Asu =
∑
i∈N

aiλ
i
sei, (3)

onde λis e ei são, respectivamente, os autovalores e as auntofunções do operador

laplaceano −∆ em Ω com fronteira Dirichlet homogênea, em tanto ai representa a projeção
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de u na direção ei. O mesmo problema considerado aqui, mas usando o laplaceano fracionário

espectral As foi estudado em [6]. Uma principal diferença entre (2) e (3) é que o primeiro

autovalor de (−∆)s é estritamente menor que o primeiro autovalor de As (ver [31]).

O propósito deste trabalho é estudar a existência de soluções para (Pλ). Note que o

problema (Pλ), com λ = 0, não tem solução quando Ω é um domı́nio estrelado. Isto é

provado usando a identidade de Pohozaev para o operador (−∆)s (ver [27]). Este fato

motiva a perturbação do termo λuq, com λ > 0, neste trabalho.

Antes de provar a existencia de soluções do problema (Pλ) para certos valores de λ > 0,

vamos definir quando uma função u, definida num certo espaço Xs
0(Ω) (ver (5)), é dito solução

para o problema (Pλ). Logo, associando um funcional Js,λ apropriado ao nosso problema

e usando as ferramentas variacionais, encontramos valores cŕıticos que vão ser soluções de

(Pλ).

Em ambos casos, q < 1 e q > 1, usamos o Teorema Passo da Montanha (TPM). Portanto,

a dificuldade para aplicar TPM consiste em provar a condição local de Palais-Smale ((PS))

no ńıvel c ∈ R ((PS)c).

No caso côncavo, q < 1, a ideia é provar a existência de pelo menos duas soluções para

um intervalo admisśıvel de λ. Para isso, usamos um argumento contraditório inspirado por

[3]. A prova é dividida em várias etapas: mostramos primeiro que (Pλ) tem uma solução

que é mı́nimo local de Js,λ. No passo seguinte, com o objetivo de encontrar a segunda

solução, vamos supor que aquela solução encontrada é o único ponto cŕıtico do funcional, e

depois vamos provar a condição local ((PS)c) para c abaixo de um ńıvel cŕıtico, relacionado

com a melhor constante de Sobolev cŕıtico fracionário, S(N, s), definido em (9). Também,

determinamos um caminho, abaixo deste ńıvel cŕıtico, localizando o minimizador de Sobolev

na concentração posśıvel sobre deltas de Dirac. Esses deltas são obtidos pelo resultado de

concentração de compacidade [25, Teorema 1.5] inspirados no resultado clássico por P-Lions

[23, 24]. Logo, aplicamos o TPM e sua versão mais refinada dada em [18] para chegar a uma

contradição.

No caso convexo, q > 1, também aplicamos o TPM para obter a existência de pelo

menos uma solução para (Pλ), para valores apropriados de λ que dependem da dimensão N .

Como falamos antes, vamos provar a condição local (PS)c num intervalo apropriado com a

constante S(N, s)). A estratégia para obter uma solução segue das ideas dadas em [8].

O caso q = 1, quando a parte direita da equação em (Pλ) é igual a λu + |u|2∗s−2u, foi
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tratado em [28, 29, 30]. Nesses trabalhos, os autores estudaram também não linearidades

mais gerais do que aquelas dadas pela função potência cŕıtica, assim como, a existencia de

soluções não necessariamente positivas.
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Preliminares

Apresentamos algumas definições e resultados que serão usados no desenvolvimento

deste trabalho. O referente a espaços Sobolev fracionários e algumas das suas propriedades

podem ser visto no Apêndice e nas bibliografias citadas.

0.1 Espaço fracionário Xs
0(Ω)

Definição 0.1 Seja Hs(RN), 0 < s < 1, o espaço fracionário (ver Definição 3.4 e

Proposição 3.11) munido da norma

‖g‖Hs(RN ) = ‖g‖L2(RN ) +

( ∫
RN×RN

|g(x)− g(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

)1/2

. (4)

Seja Ω um dominio regular limitado de RN . Definimos o espaço Xs
0(Ω) como

Xs
0(Ω) := {u ∈ Hs(RN), u = 0 q.t.p. em RN\Ω}. (5)

Munimos o espaço Xs
0(Ω) com o produto escalar

< u, v >Xs
0(Ω):=

∫
RN×RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy (6)

e com a norma

‖v‖2
Xs

0(Ω) :=

∫
RN×RN

|v(x)− v(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy, (7)

onde u, v ∈ Xs
0(Ω). Isto conduz o seguinte.

Proposição 0.2 Existe uma constante c > 0, dependendo de N e s, tal que para qualquer

v ∈ Xs
0(Ω),

‖v‖2
L2∗s (Ω)

= ‖v‖2
L2∗s (RN )

≤ c‖v‖2
Xs

0(Ω). (8)
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Prova: Ver [28, Lema 6]. �

Observação 0.3 Dado que Ω é limitado e pela injeção continua L2∗s(Ω) ↪→ L2(Ω), a

Proposição 0.2 mostra que ‖.‖Hs(Ω) e ‖.‖Xs
0(Ω) são equivalentes em Xs

0(Ω).

Proposição 0.4 (Xs
0(Ω), ‖.‖Xs

0(Ω)) é Hilbert.

Prova: Segue ao considerar a injeção continua L2∗s(Ω) ↪→ L2(Ω) e o mesmo argumento usado

na prova de [13, Proposição 4.24]. �

Sabemos que o espaço de Sobolev H1
0 (Ω) é o fecho de C∞c (Ω) na norma H1(Ω). Assim,

também podemos definir Xs
0(Ω) como o fecho de C∞c (Ω) com respeito à norma (7). Isto

conduz ao seguinte resultado.

Proposição 0.5 Seja Ω aberto de RN com fronteira regular. Então C∞c (Ω) é denso em

Xs
0(Ω) com respeito à norma (7).

Prova: Ver [15, Teorema 6]. �

Definição 0.6 A constante de Sobolev é dada por

S(N, s) := inf
v∈Hs(RN )\{0}

QN,s(v) > 0; (9)

onde

QN,s(v) :=

∫
RN×RN

|v(x)−v(y)|2
|x−y|N+2s dxdy

(
∫
RN |v(x)|2∗sdx)2/2∗s

, v ∈ Hs(RN). (10)

0.2 Operador laplaceano fracionário

Definição 0.7 Sejam ϕ ∈ C∞c (RN) e s ∈ (0, 1). O operador laplaceano fracionário (−∆)s

é definido por

(−∆)sϕ(x) := C(N, s)P.V.

∫
RN

ϕ(x)− ϕ(y)

|x− y|N+2s
dy = C(N, s) lim

ε→0

∫
|x−y|>ε

ϕ(x)− ϕ(y)

|x− y|N+2s
dy, (11)

para x ∈ RN , onde P.V. é entendido como o valor principal da integral e

C(N, s) =
4sΓ(N

2
+ s)

π
N
2 Γ(−s)

.
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Observação 0.8 1) Ao longo deste trabalho, vamos evitar ecrever a constante C(N, s) para

facilitar os cálculos, e, além disso, fazendo uma mudança de variável (ver [14, Proposição

4.1]), de (11) resulta

(−∆)sϕ(x) := −1

2

∫
RN

ϕ(x+ y) + ϕ(x− y)− 2ϕ(x)

|y|N+2s
dy. (12)

2) Via transformada de Fourier, (11) é equivalente a (ver [14, Lema 3.5])

(̂−∆)sϕ(ξ) = C|ξ|2sϕ̂(ξ), para ξ ∈ RN ,

onde C é uma constante positiva que depende de N e s.

Lema 0.9 Para qualquer ϕ ∈ C∞c (RN) temos a estimativa

|(−∆)sϕ(x)| ≤ C
‖ϕ‖C2(RN )

1 + |x|N+2s
, com x ∈ RN , (13)

onde C é uma constante que depende do suporte de ϕ.

Prova: Ver [16, Lema 2.1]. �

Definição 0.10 O espaço L1
s consiste de todas as funções mensuráveis u : RN → R tais que

∫
RN

|u(x)|
1 + |x|N+2s

dx <∞. (14)

Pela da desigualdade de Hölder, temos∫
RN

|u(x)|
1 + |x|N+2s

dx ≤ C‖u‖Hs(RN ), ∀u ∈ Hs(RN), (15)

com C > 0. Em outras palavras, Hs(RN) está continuamente imerso em L1
s. De isso e de

(13) temos o seguinte.

Definição 0.11 Seja u ∈ Hs(RN), 0 < s < 1. Definimos (−∆)su, como uma distribuição,

por

〈(−∆)su, ϕ〉 :=

∫
RN

u(x)(−∆)sϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞c (RN).
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Da Observação 0.8, via transformada de Fourier para distribuções, a Definição 0.11 é

equivalente a

(̂−∆)su(ξ) := |ξ|2sû(ξ), ξ ∈ RN . (16)

Proposição 0.12 Seja u ∈ Xs
0(Ω), 0 < s < 1. Então:

(i) ‖u‖Xs
0(Ω) = ‖(−∆)s/2u‖L2(RN ), (17)

(ii) 〈u, v〉Xs
0(Ω) =

∫
RN

(−∆)su(x)v(x)dx =

∫
RN

u(x)(−∆)sv(x)dx. (18)

Prova: (i) Ver [14, Proposição 4.4].

(ii) Resulta de (17), (16) e das propriedades da transformada de Fourier. Outra forma de

provar é derivando a expresão (17). �

Teorema 0.13 (Prinćıpio do Máximo) Seja Ω ⊂ RN aberto limitado. Seja u uma função

semicont́ınua em Ω tal que (−∆)su ≥ 0 em Ω, e u ≥ 0 em RN\Ω. Então u ≥ 0 em RN .

Além disso, se u(x) = 0, para algum ponto x ∈ Ω, então u ≡ 0 em RN .

Prova: Ver [32, Proposição 2.17]. �

Lema 0.14 (De Comparação) Sejam u, v ∈ Hs(RN) soluções dos problemas (ver Definição

1.1) (−∆)su = f1, em Ω,

u = g1, em RN\Ω,

(−∆)sv = f2, em Ω,

v = g2, em RN\Ω,

respectivamente. Se f1 ≤ f2 e g1 ≤ g2, então u(x) ≤ v(x), para todo x ∈ RN .

Prova: Ver [5, Lema 2.2.2]. �

0.3 Alguns resultados de minimização

Teorema 0.15 Sejam X um espaço topológico compacto e I : X → R um funcional semi-

cont́ınuo inferiormente. Então I é limitado inferiormente e existe um u0 ∈ H tal que

I(u0) = min
u∈H

I(u).

Prova: Ver [11, Teorema 1.1.1]. �
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Teorema 0.16 Seja H um espaço de Hilbert. Suponha que o funcional I : H → R satisfaz

as seguintes condições:

(i) I é fracamente semicont́ınua e,

(ii) I é coercivo (isto é, I(u)→ +∞, quando ‖u‖ → +∞).

Então, I é limitado inferiormente e existe um u0 ∈ H tal que

I(u0) = min
u∈H

I(u).

Prova: Ver [11, Teorema 1.1.2]. �

Teorema 0.17 (Passo da Montanha) Seja I uma função C1, definido num espaço de

Banach E, que satisfaz a condição (PS) e I(0) = 0. Se existem uma vizinhança U do

zero, ρ > 0 e v ∈ E\U tais que:

I(u) ≤ ρ, ∀u ∈ ∂U, e I(v) ≤ 0,

então

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0, γ(1) = v}, é um valor cŕıtico de I.

Prova: Ver [3, Teorema 2.1]. �
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Caṕıtulo 1

Caso cŕıtico e côncavo 0 < q < 1

Neste caṕıtulo dedicaremos o estudo ao problema (Pλ) no caso do exponente 0 < q < 1.

1.1 Formulação do problema

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet

(P+
λ ) =

(−∆)su = λ(u+)q + (u+)2∗s−1 em Ω,

u = 0 em RN\Ω,

onde u+ := max{u, 0} denota a parte positiva de u. Com isso em mãos, temos o seguinte.

Definição 1.1 Dizemos que u ∈ Xs
0(Ω) é solução fraca de (P+

λ ), se para cada ϕ ∈ Xs
0(Ω),

temos ∫
RN

∫
RN

(u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+2s
dxdy = λ

∫
Ω

(u+)qϕdx+

∫
Ω

(u+)2∗s−1ϕdx. (1.1)

A diante, vamos omitir a palavra fraca quando nos referirmos as soluções que satisfazem

as condições da Definição 1.1. Uma observação crucial aqui é que, pelo Principio do Máximo,

se u é uma solução não trivial de (P+
λ ), então u é solução de (Pλ).

Para encontrar soluções de (P+
λ ), vamos usar ferramentas variacionais. Para tanto,

associamos o funcional Js,λ : Xs
0(Ω)→ R definido por

Js,λ(u) :=
1

2

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy − λ

q + 1

∫
Ω

(u+)q+1dx− 1

2∗s

∫
Ω

(u+)2∗sdx. (1.2)
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A derivada de Js,λ é dada por

〈J ′s,λ(u), ϕ〉 = 〈u, ϕ〉Xs
0(Ω) − λ

∫
Ω

(u+)qϕdx−
∫
Ω

(u+)2∗s−1ϕdx, ϕ ∈ Xs
0(Ω).

Em vista da imersões de Sobolev (ver Apêndice) e da Proposiãço 0.2, é fácil provar que Js,λ
é C1 em Xs

0(Ω). Note que os pontos cŕıticos de Js,λ vão ser soluções de (P+
λ ).

Fixemos um u ∈ Xs
0(Ω). Definamos J : [0,+∞)→ R por

J(t) := Js,λ(tu) = At2 − λBtq+1 − Ct2∗s , t > 0, (1.3)

onde

A =
1

2
‖u‖Xs

0(Ω), B =
1

q + 1

∫
Ω

(u+)q+1dx, e C =
1

2∗s

∫
Ω

(u+)2∗sdx.

Na seguinte figura podemos observar que a função J possui dois pontos cŕıticos para certos

valores de A, B, C e λ.

Figura 1.1: 1 J(t) = 10t2 − 10t(1.5) − t3, s = 0.5, q = 0.5, N = 3.

Agora, enunciamos o teorema que mostra a existencia de soluções de (Pλ).
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Teorema 1.2 Suponha 0 < q < 1, 0 < s < 1 e N > 2s. Então, existe 0 < Λ <∞ tal que o

problema (Pλ):

1. não tem solução para λ > Λ;

2. tem uma solução minimal para qualquer 0 < λ < Λ; além disso, a famı́lia de soluções

minimais é crescente com respeito a λ.

3. se λ = Λ, existem no mı́nimo uma solução;

4. para 0 < λ < Λ, existem no mı́nimo duas soluções.

Figura 1.2: Curva de soluções para valores de λ.

Começamos mostrando o seguinte resultado, que utiliza, na sua prova, um método de

comparação de padrão, assim como algumas ideias dadas de [2].

Lema 1.3 Dado 0 < q < 1, seja Λ definido por

Λ := sup{λ > 0 : o problema (Pλ) tem solução }.

Então, 0 < Λ <∞ e o problema côncavo cŕıtico (Pλ) tem no mı́nimo uma solução para cada

0 < λ ≤ Λ. Além disso, para 0 < λ < Λ, obtemos uma famı́lia de soluções crescentes com

respeito a λ.
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Prova: Primeiro, mostremos que Λ < ∞. Seja ϕ1 a primeira autofunção associada ao

primeiro auntovalor λ1 do operador (−∆)s. Suponha que existe uma solução u para (Pλ).

Então, usando ϕ1 como uma ‘função test’ em (Pλ), temos

λ1

∫
RN

uϕ1 dx =

∫
RN

u(−∆)sϕ1 dx =

∫
RN

(−∆)suϕ dx =

∫
RN

(λuq + u2∗−1)ϕ1 dx, (1.4)

Seja c uma constante positiva tal que

λtq + t2
∗−1 > cλt, ∀t > 0. (1.5)

Segue de (1.4) que λ1 ≥ cλ, o que implica Λ < +∞.

Mostremos agora que Λ > 0. Seja e a solução de(−∆)se = 1, x ∈ Ω,

e = 0, x ∈ RN\Ω.

A existência da função e é devida ao Teorema de Lax-Milgran. Segue, pela Proposição 1.4,

que e ∈ L∞(Ω). Afirmamos que existe um λ0 > 0 tal que, para todo 0 < λ ≤ λ0, existe um

M = M(λ) positivo, satisfazendo

(−∆)s(Me) = M ≥ λM q‖e‖qL∞(Ω) +M2∗s−1‖e‖2∗s−1
L∞(Ω). (1.6)

Com efeito, denotando r = ‖e‖L∞(Ω), temos que (1.6) é equivalente a

Fλ(M) := λM q−1rq +M2∗s−2r2∗s−1 ≤ 1. (1.7)

Derivando com respeito a M , resulta que

dFλ
dM

= 0 ⇔ M(λ) = cr−1λ1/(2∗s−q−1),

onde c = ( 1−q
2∗s−2

); e dáı, M(λ) é um ponto mı́nimo de Fλ, pois Fλ → +∞ quando M → 0+

ou M → +∞. Então, denotando M0 o ponto mı́nimo de Fλ0 , segue

Fλ0(M0) ≤ 1 ⇔ (cq−1 + c2∗s−1)rλ
2∗s−2

2∗s−q−1

0 ≤ 1, (1.8)

e escolhendo um λ0 positivo tal que satisfaz (1.8), temos para λ < λ0,

Fλ(M(λ)) ≤ Fλ(M0) ≤ Fλ0(M0) ≤ 1,
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o que mostra (1.7). Portanto, para um certo M , temos por (1.6) que Me é supersolução de

(Pλ).

Consideremos agora um ε > 0 tal que ε1−qλ1 ≤ λ, e por (1.5) temos que

(−∆)s(εϕ1) = ελ1ϕ1 ≤ ελ1(ϕ1)q ≤ λ(εϕ1)q + (εϕ1)2∗s−1,

e assim εϕ1 é uma subsolução de (Pλ). Então, fazendo ε suficientemente pequeno, e pelo

Lema de Comparação, temos εϕ1 < Me. Logo, aplicando o método de Sattinger (ver

Apêndice), existe uma solução uλ para (Pλ) com εϕ1 ≤ uλ ≤ Me. Segue que o conjunto

{λ > 0 : o problema (Pλ) tem solução } é não vazio, e dáı Λ > 0.

Mostremos a última parte do Lema. Dado 0 < λ < Λ, podemos encontrar uma solução

para um valor tão próximo de Λ. Denotemos este valor por µ e a solução minimal associada

de (Pµ) por uµ. Então para (Pλ), uµ é supersolução. Além disso, εϕ1 pode ser modificado

como fizemos antes, com ε suficientemente pequeno, para ser subsolução de (Pλ). Então,

seguindo da mesma maneira como antes, conclúımos que existe uma solução uλ para (Pλ), e

portanto para todo λ ∈ (0,Λ).

Note que, pela construção e pelo Lema de Comparação temos que as soluções para (Pλ)

são crecentes com respeito a λ.

Por último, mostremos que existe uma solução para λ = Λ. Seguindo a mesma ideia de

[2], consideremos uma sequência {λn} tal que λn ↗ Λ, e a sequência {un} = {uλn}, onde un

é solução minimal de (Pλn). Seguindo a prova de [2, Lema 3.5 e Teorema 2.1], temos que

Js,λn(un) < 0. Portanto

0 > Js,λn(un)− 1

2∗s
〈J ′s,λn(un), un〉 =

(
1

2
− 1

2∗s

)
‖un‖2

Xs
0(Ω)−λn

(
1

q + 1
− 1

2∗s

)∫
Ω

uq+1
n dx. (1.9)

Já que q + 1 < 2∗s e pelas imersões de Sobolev, então, existe uma constante C > 0 tal que

‖un‖Xs
0(Ω) ≤ C. Como consequência, dado que Xs

0(Ω) é reflexivo, existe uma subsequência

que converge fracamente em Xs
0(Ω), fortemente em L2∗s−1(Ω) e q.t.p. em Ω para algum uΛ.

Assim, uΛ é solução de (PΛ), e pelo Lema de Comparação, uΛ > uλ em Ω, para qualquer

0 < λ < Λ. �

Pelo lema anterior, provamos os items 1, 2 e 3 do Teorema 1.2. Portanto, no que segue,

nos enfocaremos em provar o item 4 do Teorema 1.2, que é a existência de uma segunda

solução para (Pλ).
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Primeiro, mostraremos um resultado de regularidade que será útil neste caṕıtulo.

Proposição 1.4 Seja u ∈ Xs
0(Ω) uma solução positiva do problema(−∆)su = f(x, u) em Ω,

u = 0 em RN\Ω,

e suponha que |f(x, t)| ≤ C(1 + |t|p), para algum 1 ≤ p ≤ 2∗s−1 e C > 0. Então u ∈ L∞(Ω).

Prova: A prova usa algumas propriedades para o operador laplaceano, em particular, a

seguinte desigualdade: se φ é uma função diferenciável e convexa, então

(−∆)sφ(u) ≤ φ′(u)(−∆)su.

Definimos, para β ≥ 1 e T > 0 grande,

φ(t) = φT,β(t) =


0, se t ≤ 0,

tβ, se 0 < t < T,

βT β−1(t− T ) + T β, se t ≥ T.

Observe que φ(u) ∈ Xs
0(Ω), já que φ é Lipschitz com constante K = βT β−1 e, portanto,

‖φ(u)‖2
Xs

0(Ω) =

∫
RN×RN

|φ(u(x))− φ(u(y))|2

|x− y|N+2s
dx dy ≤

∫
RN×RN

K2|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dx dy = K2‖u‖2

Xs
0(Ω).

Por (17) e pela Proposição 0.2, temos∫
Ω

φ(u)(−∆)sφ(u) dx = ‖φ(u)‖2
Xs

0(Ω) ≥ S(N, s)‖φ(u)‖2
L2∗s (RN )

, (1.10)

onde S(N, s) é definido em (9). Por outro lado, dado que φ é convexa, e φ(u)φ′(u) ∈ Xs
0(Ω),∫

Ω

φ(u)(−∆)sφ(u) dx ≤
∫
Ω

φ(u)φ′(u)(−∆)su dx ≤ C

∫
Ω

φ(u)φ′(u)(1 + u2∗s−1) dx.

De (1.10) e das desigualdades prévias, obtemos a seguinte estimativa

‖φ(u)‖2
L2∗s (Ω)

≤ C

∫
Ω

φ(u)φ′(u)(1 + u2∗s−1) dx. (1.11)
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Pelas propriedades de φ temos, uφ′(u) ≤ βφ(u) e φ′(u) ≤ β(1+φ(u)). Disso, e pela estimativa

(1.11), segue(∫
Ω

(φ(u))2∗s dx

)2/2∗s

≤ Cβ

(
1 +

∫
Ω

(φ(u))2 dx+

∫
Ω

(φ(u))2u2∗s−2 dx

)
. (1.12)

Note que, como φ é convexa, as integrais de (1.12) são finitas.

Afirmação: se β1 satisfaz 2β1 = 2∗s, então u ∈ L2∗sβ1 . Com efeito, considere um R > 0

suficientemente grande, o qual que será determinado depois. Então, pela desigualdade de

Hölder com p = β1 = 2∗s/2 e p′ = 2∗s/2
∗
s − 2 temos∫

Ω

(φ(u))2u2∗s−2 dx =

∫
u≤R

(φ(u))2u2∗s−2 dx+

∫
u>R

(φ(u))2u2∗s−2 dx

≤
∫

u≤R

(φ(u))2R2∗s−2 dx+

(∫
Ω

(φ(u))2∗s dx

)2/2∗s
( ∫
u>R

u2∗s dx

)(2∗s−2)/2

.

Pelo Teorema da Convergência Monótona, podemos escolher R tal que( ∫
u>R

u2∗s dx

)(2∗s−2)/2

≤ 1

2Cβ1

.

Usando isso em (1.12) obtemos(∫
Ω

(φ(u))2∗s dx

)2/2∗s

≤ 2Cβ1

(
1 +

∫
Ω

(φ(u))2 dx+

∫
u≤R

(φ(u))2R2∗s−2 dx

)
. (1.13)

Usando o fato que φT,β1(u) ≤ uβ1 na parte direita de (1.13) e tomando T → ∞ na parte

esquerda, já que 2β1 = 2∗s, temos(∫
Ω

u2∗sβ1 dx

)2/2∗s

≤ 2Cβ1

(
1 +

∫
Ω

u2∗s dx+R2∗s−2

∫
Ω

u2∗s dx

)
<∞. (1.14)

Isso prova a afirmação.

Agora voltamos para a desigualdade (1.12) e usamos como antes o fato de φT,β(u) ≤ uβ

na parte direita e fazemos T →∞ na parte esquerda. Então, temos

(

∫
Ω

u2∗sβ dx)2/2∗s ≤ Cβ

(
1 +

∫
Ω

u2β dx+

∫
Ω

u2β+2∗s−2 dx

)
.

(1.15)
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Dado que
∫

Ω
u2β ≤ |Ω|+

∫
Ω
u2β+2∗s−2, segue(∫

Ω

u2∗sβ dx

)2/2∗s

≤ 2Cβ(1 + |Ω|)
(

1 +

∫
Ω

u2β+2∗s−2 dx

)
.

Portanto, (
1 +

∫
Ω

u2∗sβ dx

) 1
2∗s(β−1)

≤ C
1

2(β−1)

β

(
1 +

∫
Ω

u2β+2∗s−2 dx

) 1
2(β−1)

, (1.16)

onde Cβ = 4Cβ(1 + |Ω|) para uma constante C adequada.

Para m ≥ 1 definimos βm+1 por indução como 2βm+1 + 2∗s − 2 = 2∗sβm, isto é

βm+1 − 1 =
2∗s
2

(βm − 1) =

(
2∗s
2

)m
(β1 − 1).

Portanto, de (1.16) segue que

(1 +

∫
Ω

u2∗sβm+1 dx)
1

2∗s(βm+1−1) ≤ C
1

2(βm+1−1)

βm+1
(1 +

∫
Ω

u2∗sβm dx)
1

2(βm−1) ,

com Cm+1 = 4Cβm+1(1 + |Ω|). Então, definindo, para m ≥ 1,

Am :=

(
1 +

∫
Ω

u2∗sβm dx

) 1
2(βm−1)

,

pela afirmação provada anteriormente, e usando propriedades de limite, conclúımos que

existe C0 > 0, independente de m > 1, tal que

Am+1 ≤ Πm+1
k=2 C

1
2(βk−1)

k A1 ≤ C0A1. (1.17)

Isso implica que ‖u‖L∞(Ω) ≤ C0A1. Com efeito, suponha que existe um M > C0A1 tal que

|{u > M}| > 0. Então, por (1.17),

(M2∗sβm |{u > M}|)
1

2∗s(βm−1) ≤
(∫

Ω

u2∗sβmdx

) 1
2(βm−1)

≤ Am+1 ≤ C0A1,

e tomando m→∞, temos M ≤ C0A1, que é uma contradição. �

Para achar a existência de uma segunda solução para (Pλ), vamos mostrar primeiro a

existência de um mı́nimo local para o funcional Js,λ. Para isso, estabeleceremos o lema de

separação na topologia da classe

Cs(Ω) := {w ∈ C0(Ω) : ‖w‖Cs(Ω) :=

∥∥∥∥wδs
∥∥∥∥
L∞

<∞}, (1.18)

onde δ(x) = dist(x, ∂Ω). Então, temos o seguinte.
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Lema 1.5 (De Separação) Suponha 0 < λ1 < λ0 < λ2 < Λ. Sejam uλ1 , uλ0 e uλ2 soluções

minimais correspondentes a (Pλ), para λ = λ1, λ0 e λ2, respectivamente. Se

Z := {u ∈ Cs(Ω) : uλ1 ≤ u ≤ uλ2},

então existe ε > 0 tal que

{uλ0}+ εB1 ⊂ Z, (1.19)

com B1 = {w ∈ C0(Ω) : ‖ w
δs
‖L∞ < 1}.

Figura 1.3: Separação de solucões.

Prova: Sejam u = uλ0 − uλ1 e u = uλ2 − uλ0 . Então, u = u = 0 em RN\Ω e,

(−∆)su > 0 e (−∆)su > 0 em Ω.

Dado que u > 0 e u > 0 em Ω, segue pelo Lema de Hopf (ver [19, Lema 2.7]), que existem

constantes positivas C1 e C2 tais que

u(x) ≥ C1δ
s(x) e u(x) ≥ C2δ

s(x), ∀x ∈ Ω.

Tomado ε < min{C1, C2}, temos

uλ1(x) + εδs(x) ≤ uλ0(x) ≤ uλ2(x)− εδs(x), ∀x ∈ Ω. (1.20)

Seja w ∈ B1, então |w| ≤ δs, e por (1.20), obtemos

uλ1(x) ≤ uλ0(x) + εw ≤ uλ2(x), ∀x ∈ Ω,

o que mostra (1.19). �

Usando esse resultado, vamos obter um mı́nimo local do funcional Js,λ no espaço Cs(Ω).

Isto é, o primeiro passo para obter um mı́nimo local em Xs
0(Ω), é dizer,
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Lema 1.6 Para todo λ ∈ (0,Λ), o funcional Js,λ tem um mı́nimo local no espaço Cs(Ω).

Prova: Fixe λ1 < λ < λ2 < Λ. Sejam u1 e u2 soluções minimais de (Pλ1) e (Pλ2),

respectivamente. Denotemos fλ(t) = λ(t+)q + (t+)2∗s−1, t ∈ R, e vamos definir

f ∗(x, η) :=


fλ(u1(x)), η ≤ u1(x),

fλ(η), u1(x) ≤ η ≤ u2(x),

fλ(u2(x)), η ≥ u2(x),

F ∗(x, ξ) :=

ξ∫
0

f ∗(x, η) dη e J∗s,λ :=
‖u‖2

Xs
0(Ω)

2
−
∫
Ω

F ∗(x, u(x)) dx.

J∗s,λ é coercivo. Com efeito,

J∗s,λ(u) ≥
‖u‖2

Xs
0(Ω)

2
−
∫
Ω

F ∗(x, u2) dx.

Logo, se ‖u‖2
Xs

0(Ω) →∞ então J∗s,λ(u)→∞.

J∗s,λ é fracamente semicont́ınua inferiormente. Com efeito, seja un ⇀ u em Xs
0(Ω). Então

existe uma subsequência {unk} convergindo a u fortemente em Lp(Ω), com 1 ≤ p < 2∗s, e

q.t.p. em Ω. Assim, temos

lim inf
n

J∗s,λ(un) ≥ ‖u‖2

2
+ lim inf

k

(
−
∫
Ω

F ∗(x, unk) dx

)

≥ ‖u‖2

2
−
∫
Ω

F ∗(x, u) dx.

Portanto, do Teorema 0.16, J∗s,λ atinge um mı́nimo global, isto é, existe um u0 ∈ Xs
0(Ω)

tal que

J∗s,λ(u0) ≤ J∗s,λ(u), ∀u ∈ Xs
0(Ω).

Além disso, u0 satisfaz

(−∆)su0 = f ∗(x, u0), x ∈ Ω.

Pelo Principio do Máximo e pela definição de f ∗, resulta que u1 < u0 < u2, e dáı, pelo Lema

1.5, segue que {u0}+ εB1 ⊆ Z para ε > 0 suficientemente pequeno.

Seja agora u satisfazendo ‖u− u0‖Cs(Ω) ≤ ε/4. Então, para x ∈ Ω,

u(x) ≤ u0(x) +
ε

4
δs ≤ u2(x)− ε

2
δs(x) < u2(x)
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e

u(x) ≥ u0(x)− ε

4
δs ≥ u1(x) +

ε

2
δs(x) > u1(x).

Portanto, a desigualdade acima conduz que J∗s,λ(u) − Js,λ(u) seja igual a zero, para cada u

tal que ‖u− u0‖Cs(Ω) ≤ ε/4. Assim, obtemos

Js,λ(u) = J∗s,λ(u) ≥ J∗s,λ(u0) = Js,λ(u0), ∀u ∈ Cs(Ω) com ‖u− u0‖Cs(Ω) ≤
ε

2
.

O que quer dizer, u0 é um mı́nimo local de Js,λ em Cs(Ω). �

Para mostrar que realmente Js,λ tem um mı́nimo no espaço Xs
0(Ω), provaremos o seguinte

resultado obtido por Brezis e Nirenberg.

Proposição 1.7 Seja z0 ∈ Xs
0(Ω) um mı́nimo local de Js,λ em Cs(Ω); isto é, existe um

r1 > 0 tal que

Js,λ(z0) ≤ Js,λ(z0 + z), ∀z ∈ Cs(Ω) com ‖z‖Cs(Ω) ≤ r1. (1.21)

Então, z0 é também um mı́nimo local de Js,λ em Xs
0(Ω), isto é, existe um r2 > 0 tal que

Js,λ(z0) ≤ Js,λ(z0 + z), ∀z ∈ Xs
0(Ω) com ‖z‖Xs

0(Ω) ≤ r2.

Prova: Seja z0 como em (1.21) e seja, para ε > 0, Bε(z0) = {z ∈ Xs
0(Ω) : ‖z− z0‖Xs

0(Ω) ≤ ε}.
Vamos mostrar por contradição. Vamos supor que para cada ε > 0 tenhamos

min
v∈Bε(z0)

Js,λ(v) < Js,λ(z0). (1.22)

Escolhamos um vε ∈ Bε(z0) tal que minv∈Bε(z0) Js,λ(v) = Js,λ(vε). A existência de vε vem

do Teorema 0.15. Queremos provar que

vε → z0 em Cs(Ω) quando ε→ 0, (1.23)

pois, isso, implicaria que existe um z ∈ Cs(Ω), arbitrariamente perto de z0 na métrica de

Cs(Ω) (de fato, z = vε para algum ε), tal que Js,λ(z) < Js,λ(z0), contradizendo a hipótese

(1.21).

Seja 0 < ε � 1. Note que a equação de Euler-Lagrange, satisfeita por vε envolve o

multiplicador de Lagrange ξε, tal que

〈J ′s,λ(vε), φ〉 = ξε〈vε, φ〉Xs
0(Ω), ∀φ ∈ Xs

0(Ω). (1.24)
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Dado que vε é um minimo de Js,λ em Bε(z0), temos

−rJ ′s,λ(vε)vε + o(r) = Js,λ((1− r)vε)− Js,λ(vε) ≥ 0, (1.25)

onde o(r)/r → 0 quando r → 0. Logo,

ξε =
〈J ′s,λ(vε), vε〉
‖vε‖2

Xs
0(Ω)

≤ 0. (1.26)

Por (1.24), obtemos vε satisfazendo(−∆)svε = 1
1−ξεfλ(vε) =: f ελ em Ω,

vε = 0 em RN\Ω,

Dado que vε > 0 e ‖vε‖Xs
0(Ω) ≤ C, por (1.14), Proposição 0.2 e Proposição 1.4, existe uma

constante C1 > 0 independente de ε tal que ‖vε‖L∞(Ω) ≤ C1. Além do mais,

‖f ελ(vε)‖L∞(Ω) ≤ C. Portanto, por [26, Proposição 1.1] temos que ‖vε‖C0,s(Ω) ≤ C2, para

alguma constante C2 independente de ε.

Assim, pelo teorema de Arzelá-Ascoli existe uma subsequência, que denotamos por vε,

tal que vε → z0 uniformemente quando ε → 0. Também, por [26, Teorema 1.2] obtemos,

para uma constante adequada C,∥∥∥∥vε − z0

δs

∥∥∥∥
L∞(Ω)

≤ C sup
Ω
|f ελ(vε)− fλ(z0)|.

Dado que o último tende a zero quando ε→ 0, (1.23) está provado. �

Do Lema 1.6 e da Proposição 1.7 temos a existência de um mı́nimo local positivo em

Xs
0(Ω) de Js,λ, que denotaremos por u0. Agora, vamos procurar uma segunda solução para

(Pλ) da forma u = u0 + v, com v > 0. A correspondente equação para v é

(−∆)sv = λ(u0 + v)q − λuq0 + (u0 + v)2∗s−1 − u2∗s−1
0 em Ω.

Consideremos as funções

gλ(x, t) =

λ(u0 + t)q − λuq0 + (u0 + t)2∗s−1 − u2∗s−1
0 , se t ≥ 0,

0, se t < 0,
(1.27)

e

Gλ(x, ξ) = Gλ(ξ) =

ξ∫
0

gλ(x, t) dt. (1.28)
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Definamos o problema, a fin de encontrar v,

(P λ) =

(−∆)su(x) = gλ(x, u(x)) em Ω ⊂ RN ,

u = 0 sobre RN\Ω.

Logo, o funcional associado a (P λ), J s,λ(u) : Xs
0(Ω)→ R é dado por

J s,λ(u) =
1

2
‖u‖2

Xs
0(Ω) −

∫
Ω

Gλ(x, u(x)) dx. (1.29)

Como u ∈ Xs
0(Ω), J s,λ está bem definido.

Sabemos que se v 6= 0 é um ponto cŕıtico de J s,λ, então é solução de (P λ) e, pelo

Prinćıpio do Máximo, implica que v > 0. Portanto u = u0 + v > 0 será solução de (P+
λ ) e

consequentemente uma segunda solução para (Pλ). Assim, para provar o item 4 do Teorema

1.2 , provaremos por contradição, e vamos assumir que v ≡ 0 é o único ponto cŕıtico para

J s,λ.

Lema 1.8 u ≡ 0 é um mı́nimo local de J s,λ em Xs
0(Ω).

Prova: Pela Proposição 1.7 é suficiente provar que u ≡ 0 é mı́nimo local de J s,λ em Cs(Ω).

Seja v ∈ Xs
0(Ω), então

Js,λ(u0 + v+) =
1

2
‖u0‖2

Xs
0(Ω) +

1

2
‖v+‖2

Xs
0(Ω)+ < u0, v+ >Xs

0(Ω) −
∫
Ω

Fλ(u0 + v+)dx

=
1

2
‖u0‖2

Xs
0(Ω) +

1

2
‖v+‖2

Xs
0(Ω) +

∫
Ω

(λuq0v+ + u
2∗s−1
0 v+)dx−

∫
Ω

Fλ(u0 + v+)dx

=
1

2
‖u0‖2

Xs
0(Ω) +

1

2
‖v+‖2

Xs
0(Ω) −

∫
Ω

G(x, v+)dx−
∫
Ω

Fλ(u0)dx

= Js,λ(u0)− 1

2
‖v−‖2

Xs
0(Ω) + J s,λ(v).

Usando o Lema 1.6, segue que

J s,λ(v) ≥ 1

2
‖v−‖2

Xs
0(Ω) ≥ 0

para ‖v‖Cs(Ω) < ε. �
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1.2 Condição de Palais - Smale para J s,λ

Assumindo que temos um único ponto cŕıtico, provaremos que o funcional J s,λ satisfaz a

condição de Palais - Smale local. A ferramenta principal para provar esse fato é uma extensão

do principio de concentração de compacidade dado por Lions para operadores fracionários

não locais. Vamos precisar de alguns resultados relacionados com o comportamento do

laplaceano fracionário de um produto. Iniciamos com o seguinte.

Lema 1.9 Seja φ uma função regular que satisfaz

|φ(x)| ≤ C0

1 + |x|N+s
, e |∇φ(x)| ≤ C0

1 + |x|N+s+1
, x ∈ RN , (1.30)

para alguma constante C0 > 0. Seja B : X
s/2
0 (Ω) ×Xs/2

0 (Ω) → R a forma bilinear definida

por

B(f, g) :=

∫
RN

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))

|x− y|N+s
dy. (1.31)

Então, para cada s ∈ (0, 1), existem constantes positivas C1 e C2 tais que para cada x ∈ RN

temos

|(−∆)s/2φ(x)| ≤ C1

1 + |x|N+s
, e |B(φ, φ)(x)| ≤ C2

1 + |x|N+s
.

Prova: Seja

I(x) :=

∫
RN

|φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+s

dy.

Para qualquer x ∈ RN , é claro que

|(−∆)s/2φ(x)| ≤ 2I(x).

Também, dado que |φ(x)| ≤ C0, temos

|B(φ, φ)(x)| ≤ 2C0I(x).

Portanto é suficiente provar que

I(x) ≤ C

1 + |x|N+s
, ∀x ∈ RN , (1.32)

para uma constante positiva C adequada.
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Dado que φ é uma função regular, para |x| < 1, obtemos que

I(x) ≤ ‖∇φ‖L∞(RN )

∫
|y|<2

dy

|y|N+s−1
+ ‖φ‖L∞(RN )

∫
|y|≥2

dy

|y|N+s
≤ C ≤ C

1 + |x|N+s
. (1.33)

Para |x| ≥ 1, fazemos

I(x) := IA1(x) + IA2(x) + IA3(x), (1.34)

onde

IAi(x) :=

∫
Ai

|φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+s

dy, i = 1, 2, 3,

com

A1 := {y : |x− y| ≤ |x|
2
}, A2 := {y : |x− y| > |x|

2
, |y| ≤ 2|x|},

e

A3 := {y : |x− y| > |x|
2
, |y| > 2|x|}.

Portanto, para |x| ≥ 1 e y ∈ A1, temos |φ(x)− φ(y)| ≤ |∇φ(ξ)||x− y| com |x|
2
≤ |ξ| ≤ 3

2
|x|,

e por (1.30) segue que

IA1(x) ≤ C

|x|N+s+1

∫
A1

dy

|x− y|N+s−1
≤ C|x|−(N+2s). (1.35)

Usando agora que, para x, y ∈ RN temos a desigualdade

|φ(x)|+ |φ(y)| ≤ C

1 + min{|x|N+s, |y|N+s}
,

obtemos

IA2(x) ≤ C

|x|N+s

∫
A2

dy

(1 + |y|N+s)
≤
∫
RN

dy

1 + |y|N+s
≤ C|x|−(N+s), (1.36)

e

IA3 ≤
C

|x|N+s

∫
A3

dy

|y|N+s
≤ C|x|−(N+2s). (1.37)

Note que a última estimativa segue do fato que (x, y) ∈ A3 implica |x − y| ≥ |y|/2. Então,

por (1.34)-(1.37), temos o seguinte

I(x) ≤ C|x|−(N+s) ≤ C

1 + |x|N+s
, |x| ≥ 1. (1.38)

Portanto, por (1.33) e (1.38), conclúımos (1.32). �

Para estabelecer o seguinte resultado, consideramos

φ ∈ C∞c (RN) e φε(x) = φ(x/ε) com ε > 0. (1.39)
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Lema 1.10 Seja {zm} uniformemente limitada em Xs
0(Ω) e φε a função definida em (1.39).

Então,

lim
ε→0

lim
m→∞

∣∣∣∣∫
RN

zm(x)(−∆)s/2φε(x)(−∆)s/2zm(x) dx

∣∣∣∣ = 0. (1.40)

Prova: Como {zm} é uniformemente limitada por uma constante positiva M no espaço

reflexivo Xs
0(Ω), então existe um z ∈ Xs

0(Ω), tal que, a menos de subsequência,

zm ⇀ z fracamente em Xs
0(Ω),

zm → z fortemente em Lr(Ω), 1 ≤ r < 2∗s,

zm → z q.t.p. em Ω.

(1.41)

Fazendo uma mudança de variável e por (13), é claro que

|(−∆)s/2φε(x)| = ε−s
∣∣∣∣((−∆)s/2φ)

(
x

ε

)∣∣∣∣ ≤ Cε−s. (1.42)

Definindo

I1 :=

∣∣∣∣∫
RN

zm(x)(−∆)s/2φε(x)(−∆)s/2zm(x) dx

∣∣∣∣,
de (1.42) e do fato que ‖zm‖Xs

0(Ω) ≤M , obtemos

I1 ≤ ‖(−∆)s/2zm‖L2(RN )‖zm(−∆)s/2φε‖L2(Ω)

≤ M‖(zm − z)(−∆)s/2φε‖L2(Ω) +M‖z(−∆)s/2φε‖L2(Ω)

≤ Cε−s‖zm − z‖L2(Ω) +M‖z(−∆)s/2φε‖L2(Ω). (1.43)

Dado que ‖z‖Xs
0(Ω) ≤M , então ‖z‖L2∗s (Ω) ≤ C, isto é, z2 ∈ L

N
N−2s (Ω). Logo, para cada ρ > 0,

existe η ∈ C∞c (Ω) tal que

‖z2 − η‖
L

N
N−2s (Ω)

≤ ρ. (1.44)

Então, por (1.42), (1.44) e a desigualdade de Hölder com p = N/(N − 2s) temos

‖z(−∆)s/2φε‖2
L2(Ω) ≤

∫
RN

|z2(x)− η(x)||(−∆)s/2φε(x)|2dx+

∫
RN

|η(x)||(−∆)s/2φε(x)|2dx

≤ ‖z2 − η‖L
N

N−2s (Ω)‖(−∆)s/2φε‖2

L
N
s

+ ‖η‖L∞(Ω)‖(−∆)s/2φε‖2
L2(RN )

≤ ρε−2s

( ∫
RN

∣∣∣∣(−∆)s/2φ

(
x

ε

)∣∣∣∣Ns dx) 2s
N

+ Cε−2s

∫
RN

∣∣∣∣(−∆)s/2φ(z)

∣∣∣∣2dx
≤ ρ

(∫
RN

|(−∆)s/2φ(z)|
N
s dz

) 2s
N

+ CεN−2s

∫
RN

|(−∆)s/2φ(z)|2dz

≤ Cρ+ CεN−2s. (1.45)
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Assim, usando (1.41), (1.43), (1.45) e o fato que N > 2s, segue

lim
ε→0

lim
m→∞

I1 ≤ lim
ε→0

C(ρ+ εN−2s)
1
2 = Cρ

1
2 .

Dado que ρ > 0 é fixo, mas arbitrariamente pequeno, conclúımos assim a prova do Lema

1.10. �

Também temos o seguinte.

Lema 1.11 Com as mesmas hipóteses do Lema 1.10 temos

lim
ε→0

lim
m→∞

∣∣∣∣∫
RN

(−∆)s/2zmB(zm, φε)(x) dx

∣∣∣∣ = 0, (1.46)

onde B é definida em (1.31).

Prova: Seja

I2 :=

∣∣∣∣∫
RN

(−∆)s/2zmB(zm, φε)(x) dx

∣∣∣∣.
Já que ‖zm‖Xs

0(Ω) ≤M , então

I2 ≤M‖B(zm, φε)‖L2(RN ) ≤M‖B(zm − z, φε)‖L2(RN ) +M‖B(z, φε)‖L2(RN ), (1.47)

onde z é, como no Lema 1.10, o limite fraco da sequência {zm} em Xs
0(Ω). Vamos estimar

cada parcela da desigualdade acima. Seja

ψ(x) :=
1

1 + |x|N+s
e ψε(x) := ψ

(
x

ε

)
. (1.48)

Pelo Lema 1.9 aplicado a φ, note que

B(φε, φε)(x) = ε−sB(φ, φ)

(
x

ε

)
≤ Cε−sψ

(
x

ε

)
= C

ε−s

1 + |x
ε
|N+s

≤ Cε−s. (1.49)

Logo, pela desigualdade de Cauchy - Schwarz e (1.49), segue que

‖B(zm − z, φε)‖2
L2(RN ) ≤

∫
RN

B(zm − z, zm − z)(x)B(φε, φε)(x) dx (1.50)

≤ Cε−s
∫
RN

B(zm − z, zm − z)(x) dx

= Cε−s‖zm − z‖2

X
s/2
0 (Ω)

= Cε−s
∫
RN

(zm − z)(−∆)s/2(zm − z)(x) dx

≤ Cε−s‖zm − z‖L2(RN )‖(−∆)s/2(zm − z)‖L2(RN )

≤ Cε−s‖zm − z‖L2(RN ). (1.51)
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Por outro lado, para uma função adequada f , temos que∫
RN

z2(x)(−∆)s/2f(x)dx =

∫
RN

f(x)(−∆)s/2z2(x)dx

=

∫
RN

f(x)(2z(x)(−∆)s/2z(x)−B(z, z)(x))dx. (1.52)

Então, argumentando como em (1.50) e aplicando (1.52) com f := ψε(x), de (1.49) obtemos

que

‖B(z, φε)‖2
L2(RN ) ≤

∫
RN

B(z, z)(x)B(φε, φε)(x)dx

≤ Cε−s
∫
RN

B(z, z)(x)ψε(x)dx

≤ Cε−s
∫
RN

(−z2(x)(−∆)s/2ψε(x) + 2z(x)ψε(x)(−∆)s/2z(x))dx

:= I2,1 + I2,2. (1.53)

Vamos estimar I2,1 e I2,2 separadamente. Seja ρ > 0. Pelo Lema 1.9 aplicado a ψ e de (1.42),

segue que

|I2,1| ≤ Cε−2s

∫
RN

z2(x)

∣∣∣∣((−∆)s/2ψ)

(
x

ε

)∣∣∣∣dx
≤ Cε−2s

∫
RN

|z2(x)ψ

(
x

ε

)
|dx

≤ Cε−2s

∫
RN

(z2 − η)(x)ψε(x)dx+ Cε−2s

∫
RN

η(x)ψε(x)dx, (1.54)

onde η ∈ C∞c (Ω) é uma função que satisfaz (1.44). Então, de (1.54) obtemos

|I2,1| ≤ Cρε−2s‖ψε‖
L
N
2s (RN )

+ Cε−2s‖η‖L∞(RN )‖ψε‖L1(RN )

≤ Cρ‖ψ‖
L
N
2s (RN )

+ CεN−2s‖η‖L∞(RN )‖ψ‖L1(RN ). (1.55)

Por outro lado,

|I2,2| ≤ Cε−s‖(−∆)s/2z‖L2(RN )‖zψε‖L2(Ω) ≤ Cε−s‖zψε‖L2(Ω). (1.56)
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Portanto, por (1.44), temos

|I2,2|2 ≤ Cε−2s

∫
RN

|(z2 − η)(x)||ψε(x)|2dx+ Cε−2s

∫
RN

η(x)|ψε(x)|2dx

≤ Cε−2s(ρ‖ψε‖2

L
N
2s (RN )

+ ‖η‖L∞(RN )‖ψε‖2
L2(RN ))

≤ Cρ‖ψ‖2

L
N
2s (RN )

+ CεN−2s‖η‖L∞(RN )‖ψ‖2
L2(RN ). (1.57)

Então, por (1.55) e (1.57), segue-se de (1.53) que

‖B(z, φε)‖2
L2(Ω) ≤ C(ρ+ ρ1/2) + C(εN−2s + ε

N−2s
2 ). (1.58)

Assim, de (1.41), (1.51), (1.58), e dado que N > 2s, obtemos

lim
ε→0

lim
m→∞

(‖B(zm − z, φε)‖2
L2(RN ) + ‖B(z, φε)‖2

L2(RN )) ≤ lim
ε→0

C(ρ1/2 + ε
N−2s

2 ) = Cρ1/2.

Então, já que ρ é um valor arbitrariamente positivo,

lim
ε→0

lim
m→∞

(‖B(zm − z, φε)‖2
L2(RN ) + ‖B(z, φε)‖2

L2(RN )) = 0. (1.59)

Finalmente, por (1.47) e (1.59), conclúımos que

lim
ε→0

lim
m→∞

|I2| = 0. (1.60)

�

Agora provaremos o resultado principal deste caṕıtulo.

Lema 1.12 Se u ≡ 0 é o único ponto cŕıtico de J s,λ em Xs
0(Ω), então J s,λ satisfaz a

condição (PS)c1, para c1 < c∗, onde c∗ é definido como

c∗ :=
s

N
S(N, s)

N
2s . (1.61)

Aqui S(N, s) denota a constante de Sobolev definida em (9).

Prova: Seja {um} uma sequência de Palais-Smale para J s,λ satisfazendo

J s,λ(um)→ c1 < c∗ e J ′s,λ(um)→ 0. (1.62)
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Então, já que existe M > 0 tal que ‖um‖Xs
0(Ω) ≤M , e, pela hipótese de que u ≡ 0 é o único

ponto cŕıtico de J s,λ, segue que

um ⇀ 0 fracamente em Xs
0(Ω),

um → 0 fortemente em Lr(Ω), 1 ≤ r < 2∗s,

um → 0, q.t.p. em Ω.

(1.63)

Também, como u0 é ponto cŕıtico de Js,λ, temos que, tomando zm = um + u0,

Js,λ(zm) = J s,λ(um) + Js,λ(u0) + λ

∫
Ω

(
(u0 + (um)+)q+1

q + 1
+ uq0(um − (um)+)− (u0 + um)q+1

+

q + 1

)
dx

+

∫
Ω

(
(u0 + (um)+)2∗s

2∗s
+ u

2∗s−1
0 (um − (um)+)− (u0 + (um)

2∗s
+ )2∗s

2∗s

)
dx

≤ J s,λ(um) + Js,λ(u0). (1.64)

Além disso, para cada ϕ ∈ Xs
0(Ω),

〈J ′s,λ(zm), ϕ〉 = 〈J ′s,λ(um), ϕ〉+

∫
Ω

(λ(u0 + (um)+)q + (u0 + (um)+)2∗s−1)ϕdx

−
∫
Ω

(λ(u0 + um)q+ + (u0 + um)
2∗s−1
+ )ϕdx. (1.65)

Então, por (1.62), (1.63) e (1.65) obtemos que

J ′s,λ(zm)→ 0. (1.66)

De (1.64) e (1.66) resulta que a sequência {zm} é uniformemente limitada em Xs
0(Ω). O fato

que u ≡ 0 é o único ponto cŕıtico de Js,λ, a menos de subsequência, temos que

zm ⇀ u0 fracamente em Xs
0(Ω),

zm → u0 fuertemente em Lr(Ω), 1 ≤ r < 2∗s, (1.67)

zm → u0 q.t.p. em Ω.

Da Proposição 0.5 e aplicando [25, Teorema 1.5] temos que existem um conjunto de

ı́ndices I ⊆ N, uma sequência de pontos {xk}k∈I ⊂ Ω e duas sequências não negativas de

números reais {µk}k∈I , {νk}k∈I , tais que

|(−∆)s/2(zm)+|2 ⇀ µ ≥ |(−∆)s/2u0|2 +
∑
k∈I

µkδxk . (1.68)
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Além disso,

|(zm)+|2
∗
s ⇀ ν = |u0|2

∗
s +

∑
k∈I

νkδxk , (1.69)

no sentido das medidas, com

νk ≤ S(N, s)−
2∗s
2 µ

2∗s
2
k , para cada k ∈ I. (1.70)

Fixemos um k0 ∈ I, e consideremos φ ∈ C∞c (RN) não negativo satisfazendo

φ = 1 em B1(xk0) e φ = 0 em B2(xk0)c. (1.71)

Seja, agora,

φε = φ(x/ε), x ∈ RN . (1.72)

Então, usando (zm)+φε como uma função test em (1.66), por (18) e o fato que∫
RN

((zm)+φε)(−∆)szm dx ≥
∫
RN

((zm)+φε)(−∆)s(zm)+ dx,

temos

0 ≥ lim
m→∞

(∫
RN

((zm)+φε)(−∆)s(zm)+ dx−
(
λ

∫
B2ε(xk0

)

((zm)+)q+1φε dx+

∫
B2ε(xk0

)

((zm)+)2∗sφε dx

))
.

Logo,

lim
m→∞

(∫
RN

(zm)+(x)(−∆)s/2(zm)+(x)(−∆)s/2φε(x)dx

−
∫
RN

(−∆)s/2(zm)+(x)

∫
RN

(φε(x)− φε(y))((zm)+(x)− (zm)+(y))

|x− y|N+s
dxdy

)

≤ lim
m→∞

(
λ

∫
B2ε(xk0

)

((zm)+)q+1φε dx+

∫
B2ε(xk0

)

((zm)+)2∗sφε dx−
∫

B2ε(xk0
)

((−∆)s/2(zm)+)2φεdx

)
.

Portanto, por (1.67), (1.68) e (1.69) obtemos

lim
ε→0

lim
m→∞

(∫
RN

(zm)+(x)(−∆)s/2(zm)+(x)(−∆)s/2φε(x)dx

−
∫
RN

(−∆)s/2(zm)+(x)B(φε, (zm)+)(x)dx

)

≤ lim
ε→0

(
λ

∫
B2ε(xk0

)

uq+1
0 φε dx+

∫
B2ε(xk0

)

φε dν −
∫

B2ε(xk0
)

φεdµ

)
. (1.73)
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Como φ é uma função regular com suporte compacto, é claro que satisfaz as hipóteses do

Lema 1.9. Então, pelos Lema 1.10 e Lema 1.11, aplicados à sequência {(zm)+}, segue que a

parte esquerda de (1.73) é igual a zero. Isto é, obtemos

lim
ε→0

(
λ

∫
B2ε(xk0

)

uq+1
0 φε dx+

∫
B2ε(xk0

)

φε dν −
∫

B2ε(xk0
)

φεdµ

)
= νk0 − µk0 ≥ 0.

Assim, de (1.70), temos que: ou νk0 = 0, ou

νk0 ≥ S(N, s)
N
2s . (1.74)

Suponha agora que νk0 6= 0. Por (1.64), (1.66) e (1.74) obtemos que

c1 + Js,λ(u0) ≥ lim
m→∞

(Js,λ(zm)− 1

2
〈J ′s,λ(zm), zm〉)

≥ λ

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
Ω

uq10 dx+
s

N

∫
Ω

u
2∗s
0 dx+

s

N
νk0

≥ Js,λ(u0) +
s

N
S(N, s)

N
2s

= Js,λ(u0) + c∗.

Isto é uma contradição com (1.61). Dado que k0 foi arbitrario, deduzimos que νk = 0 para

todo k ∈ I. Como uma consequência obtemos que (um)+ → 0 em L2∗s(Ω). Note que, já

que um é igual a zero fora de Ω, de fato temos que (um)+ → 0 em L2∗s(RN). Isto implica a

convergência de λ((um)+)q+((um)+)2∗s−1 em L
2N
N+2s (RN). Finalmente, usando a continuidade

do operador inverso (−∆)−s, obtemos convergencia forte de um em Xs
0(Ω). �

1.3 Multiplicidade de soluções

No Lema 1.12 provamos que se u ≡ 0 é o único ponto cŕıtico do funcional J s,λ, então

J s,λ verifica a condição de Palais-Smale em qualquer ńıvel c1 < c∗, onde c∗ é o ńıvel cŕıtico

definido em (1.61).

Agora, queremos mostrar que podemos obter uma sequência (PS)c local para J s,λ abaixo

do ńıvel cŕıtico c∗. Para isso, assumimos, sem perda de generalidade, que 0 ∈ Ω. Por [12] o

ı́nfimo em (9) é atingido na função

uε(x) =
ε(N−2s)/2

(|x|2 + ε2)(N−2s)/2
, ε > 0, (1.75)
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isto é,

‖(−∆)s/2uε‖2
L2(RN ) =

∫
RNxRN

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = S(N, s)‖uε‖2

L2∗s (RN )
. (1.76)

Além disso, introduzimos uma função φ0 ∈ C∞(RN), φ0 ≥ 0, satisfazendo

φ0(t) =

1 se 0 ≤ t ≤ 1/2,

0 se t ≥ 1.

Para algum r > 0 suficientemente pequeno tal que Br ⊂ Ω com centro em zero, seja

φ(x) = φr(x) = φ0( |x|
r

) e considere a familia de funções truncadas não negativas

ηε(x) =
φuε(x)

‖φuε‖L2∗s (Ω)

∈ Xs
0(Ω). (1.77)

Então, temos o seguinte.

Lema 1.13 Existe um ε > 0 suficientemente pequeno tal que

sup
t≥0
J s,λ(tηε) < c∗. (1.78)

Prova: Seguiremos a prova de [2].

Assuma N ≥ 4s. Dado que

(a+ b)p ≥ ap + bp + µap−1b, para algum µ > 0 e cada a, b ≥ 0, p > 1, (1.79)

então a função Gλ definida em (1.28), satisfaz

Gλ(u) ≥ 1

2∗s
(u+)2∗s +

µ

2
(u+)2u

2∗s−2
0 . (1.80)

Portanto,

J s,λ(tηε) ≤
t2

2
‖ηε‖2

Xs
0(Ω) −

t2
∗
s

2∗s
− t2

2
µ

∫
Ω

u
2∗s−2
0 η2

ε dx. (1.81)

Já que u0 ≥ a0 > 0 no suporte de ηε temos, para t ≥ 0 e ε > 0 suficientemente pequeno,

J s,λ(tη) ≤ t2

2
‖ηε‖2

Xs
0(Ω) −

t2
∗
s

2∗s
− t2

2
µ̃‖ηε‖2

L2(Ω). (1.82)

Além disso, como ‖uε‖L2∗s (RN ) é independente de ε, por [29, Proposição 21] temos

‖ηε‖2
Xs

0(Ω) =
‖φuε‖2

Xs
0(Ω)

‖φuε‖2
L2∗s (Ω)

≤
∫
RNxRN

|uε(x)−uε(y)|2
|x−y|N+2s dxdy

‖φuε‖2
L2∗s (Ω)

+O(εN−2s)

= S(N, s) +O(εN−2s). (1.83)
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Além do mais, por [29, Proposição 22] segue que

‖ηε‖2
L2(Ω) ≥

Cε
2s, se N > 4s,

Cε2s log(1/ε), se N = 4s.
(1.84)

Portanto, de (1.82), (1.83) e (1.84), resulta

J s,λ(tηε) ≤
t2

2
(S(N, s) + CεN−2s)− t2

∗
s

2∗s
− t2

2
C̃ε2s := g(t), (1.85)

com C̃ positivo. Dado que limt→∞ g(t) = −∞, então supt≥0 g(t) é atingido em algum

tε,λ := tε ≥ 0. Se tε = 0, então

sup
t≥0
J s,λ(tηε) ≤ sup

t≥0
g(t) = g(0) = 0, (1.86)

para qualquer 0 < λ < Λ e (1.78) é trivialmente verificado. Agora, suponha que tε > 0.

Derivando a função acima g(t), obtemos que

0 = g′(tε) = tε(S(N, s) + CεN−2s)− t2∗s−1
ε − tεC̃ε2s, (1.87)

o que implica

tε ≤ (S(N, s) + CεN−2s)
1

2∗s−2 . (1.88)

Também temos, para ε > 0 suficientemente pequeno,

tε ≥ c > 0. (1.89)

Isto segue de (1.87), que resulta

t2
∗
s−2
ε = S(N, s) + CεN−2s − C̃ε2s ≥ c > 0,

para um ε adequado. Além do mais, a função

t 7→ t2

2
(S(N, s) + CεN−2s)− t2

∗
s

2∗s

é crecente em [0, (S(N, s) + CεN−2s)
1

2∗s−2 ]. Donde, por (1.88) e (1.89), obtemos

sup
t≥0

= g(tε) ≤
s

N
(S(N, s) + CεN−2s)

N
2s − Cε2s,

para algum C > 0. Portanto, por (1.85), para N > 4s, temos que

sup
t≥0
J s,λ(tηε) ≤ g(tε) ≤

s

N
S(N, s)

N
2s + CεN−2s − Cε2s <

s

N
S(N, s)

N
2s = c∗. (1.90)
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Se N = 4s a mesma conclusão segue.

O último caso 2s < N < 4s segue usando a estimativa (1.79) que dá

Gλ(u) ≥ 1

2∗s
(u+)2∗s +

µ

2∗s − 1
u0(u+)2∗s−1. (1.91)

Então, (1.91), junto com a estimativa de [29, Proposição 22], ao invés de (1.84), e argumen-

tando de um jeito similar como antes, finalizamos a prova. �

Para completar a existencia da segunda solução, isto é, o item 4 do Teorema 1.2, em

vista dos resultados prévios, procuramos um caminho inferior ao ńıvel cŕıtico c∗. Fixemos

um λ ∈ (0,Λ). Consideramos Mε > 0 suficientemente grande tal que J s,λ(Mεηε) < J s,λ(0).

Note que tal Mε existe, pois limt→∞ J s,λ(tηε) = −∞. Também, pelo Lema 1.8, existe α > 0

tal que se ‖u‖Xs
0(Ω) = α, então J s,λ(u) ≥ J s,λ(0). Definimos

Γε = {γ ∈ C([0, 1], Xs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = Mεηε},

e o valor minimax

cε = inf
γ∈Γε

sup
0≤t≤1

J s,λ(γ(t)). (1.92)

Por argumentos anteriores, cε ≥ J s,λ(0). Também, pelo Lema 1.13, para ε � 1 obtemos

que

cε ≤ sup
0≤t≤1

J s,λ(tMεηε) = sup
t≥0
J s,λ(tηε) < c∗.

Para completar a existência da segunda solução, isto é, o item 4 do Teorema 1.2, em vista

dos resultados prévios, procuramos um caminho inferior ao ńıvel cŕıtico c∗. Fixemos um

λ ∈ (0,Λ). Consideramos Mε > 0 suficientemente grande tal que J s,λ(Mεηε) < J s,λ(0).

Note que tal Mε existe, pois limt→∞ J s,λ(tηε) = −∞. Também, pelo Lema 1.8, existe α > 0

tal que se ‖u‖Xs
0(Ω) = α, então J s,λ(u) ≥ J s,λ(0). Definimos

Γε = {γ ∈ C([0, 1], Xs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = Mεηε},

e o valor minimax

cε = inf
γ∈Γε

sup
0≤t≤1

J s,λ(γ(t)). (1.93)

Por argumentos anteriores, cε ≥ J s,λ(0). Também, pelo Lema 1.13, para ε suficientemente

pequeno, obtemos que

cε ≤ sup
0≤t≤1

J s,λ(tMεηε) = sup
t≥0
J s,λ(tηε) < c∗.
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Portanto, pelo Lema 1.12 e o Teorema Passo da Montanha se cε > J s,λ(0), ou o

correspondente refinamento dado em [18] se o ńıvel minimax é igual a J s,λ(0), obtemos

a existência de uma solução não trivial de (P λ), tendo que u ≡ 0 é a única solução. Claro

que isto é uma contradição. Assim, J s,λ admite um ponto cŕıtico v distinto da função trivial.

Logo, u = u0 + v é uma solução, diferente de u0, do problema (Pλ). Isto finaliza a prova do

Teorema 1.2.
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Caṕıtulo 2

Caso cŕıtico e convexo 1 < q < 2∗s − 1

Neste caṕıtulo dedicaremos o estudo ao problema (Pλ) no caso do exponente

1 < q < 2∗s − 1.

Para encontrar soluções de (Pλ), como no caso côncavo, temos que encontrar as soluções

de (P+
λ ). Para isso, vamos determinar os pontos cŕıticos de Js,λ usando as ferramentas

variacionais. Em resumo, enunciamos o teorema que prova a existência de soluções para

(Pλ).

Teorema 2.1 Suponha 1 < q < 2∗s−1, 0 < s < 1 e N > 2s. Então, o problema (Pλ) admite

no mı́nimo uma solução para ou

* N > 2s(q+3)
q+1

é λ > 0, ou

* N ≤ 2s(q+3)
q+1

e λ suficientemente grande.

Antes de tudo, vamos ver que o funcional Js,λ tem uma boa geometria. Isto é, temos o

seguinte.

Proposição 2.2 Suponha λ > 0 e 1 < q < 2∗s − 1. Então, existem α > 0 e β > 0 tais que:

1. para qualquer u ∈ Xs
0(Ω) com ‖u‖Xs

0(Ω) = α tem-se Js,λ(u) ≥ β,

2. existe uma função positiva e ∈ Xs
0(Ω) tal que ‖e‖Xs

0(Ω) > α e Js,λ(e) < β.

Prova: 1) Pelas imersões de Sobolev, dado que q + 1 < 2∗s, é fácil ver que,

Js,λ(u) ≥ g(‖u‖Xs
0(Ω)), (2.1)
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onde g(t) = c1t
2 − λc2t

q+1 − c3t
2∗s , para algumas constantes c1, c2 e c3. Portanto, existe um

α > 0 tal que β := g(α) > 0. Logo, Js,λ(u) ≥ β para u ∈ Xs
0(Ω) com ‖u‖Xs

0(Ω) = α.

2) Fixe uma função positiva u0 ∈ Xs
0(Ω) tal que ‖u0‖Xs

0(Ω) = 1. Dado que 2∗s > 2, segue

de (2.1),

lim
t→∞
Js,λ(tu0) = −∞.

Então, existe um t0 suficientemente grande, tal que para e := t0u0, temos ‖e‖Xs
0(Ω) > α e

Js,λ(e) < β. �

Figura 2.1: Geometria do funcional Js,λ.

2.1 Condição de Palais - Smale para Js,λ

Proposição 2.3 Sejam λ > 0 e 1 < q < 2∗s − 1. Então, o funcional Js,λ satisfaz a condição

(PS)c2 para c2 < c∗, onde c∗ é definido em (9).

Prova: Seja {um} uma sequência (PS)c2 para Js,λ em Xs
0(Ω), isto é,

Js,λ(um)→ c2 e J ′s,λ(um)→ 0. (2.2)
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Então, {um} está limitado em Xs
0(Ω) por (2.2), isto é, existe um M > 0 tal que

‖um‖Xs
0(Ω) ≤M. (2.3)

Afirmação 1: Existe u∞ ∈ Xs
0(Ω) tal que

〈J ′s,λ(u∞), ϕ〉 = 0 ∀ϕ ∈ Xs
0(Ω).

Prova: Por (2.3) e o fato de Xs
0(Ω) ser reflexivo, existe u∞ ∈ Xs

0(Ω) tal que, a menos de

subsequência,

um ⇀ u∞ em Xs
0(Ω),

um ⇀ u∞ em L2∗s(Ω),

um → u∞ em Lr(Ω), 1 ≤ r < 2∗s,

um → u∞ q.t.p. em Ω.

(2.4)

Assim, tomando m→∞ e por (2.2) e (2.4) conclúımos∫
RN

∫
RN

(u∞(x)− u∞(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+2s
dxdy = λ

∫
Ω

((u∞)+)qϕdx+

∫
Ω

((u∞)+)2∗s−1ϕdx,

para todo ϕ ∈ Xs
0(Ω), isto é, 〈J ′s,λ(u∞), ϕ〉 = 0. �

Afirmação 2: É válida a seguinte igualdade:

Js,λ(um) = Js,λ(u∞) +
1

2
‖um − u∞‖2

Xs
0(Ω) −

1

2∗s

∫
Ω

|(um)+(x)− (u∞)+(x)|2∗sdx+ o(1).

Prova: Por (2.3) e pelas imersões de Sobolev, a sequência um é limitada em Xs
0(Ω) e em

L2∗s(Ω). Logo, (2.4) é válido, e pelo lema de Brezis-Lieb ([7]) temos

‖um‖2
Xs

0(Ω) = ‖um − u∞‖2
Xs

0(Ω) + ‖u∞‖2
Xs

0(Ω) + o(1), (2.5)

∫
Ω

|(um)+|2
∗
sdx =

∫
Ω

|(um)+(x)− (u∞)+(x)|2∗sdx+

∫
Ω

|(u∞)+|2
∗
Sdx+ o(1), (2.6)

e

‖(um)+‖Lq+1(Ω) → ‖(u∞)+‖Lq+1(Ω). (2.7)

Segue de (2.5), (2.6) e (2.7),

Js,λ(um) =
1

2
‖um − u∞‖2

Xs
0(Ω) +

1

2
‖u∞‖2

Xs
0(Ω) −

λ

q + 1

∫
Ω

((u∞)+)q+1dx

− 1

2∗s

∫
Ω

|(um)+(x)− (u∞)+(x)|2∗sdx− 1

2∗s

∫
Ω

((u∞)+)2∗sdx+ o(1)

= Js,λ(u∞) +
1

2
‖um − u∞‖2

Xs
0(Ω) −

1

2∗s

∫
Ω

|(um)+(x)− (u∞)+(x)|2∗sdx+ o(1),
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o que dá o resultado da afirmação. �

Afirmação 3: A seguinte estimativa é válida:

‖um − u∞‖2
Xs

0(Ω) =

∫
Ω

|(um)+(x)− (u∞)+(x)|2∗sdx+ o(1)

≤
∫
Ω

|um(x)− u∞(x)|2∗sdx+ o(1).

Prova: Note que, como uma consequência de (2.4) e (2.6), temos∫
Ω

(((um)+)2∗s−1(x)− ((u∞)+)2∗s−1(x))(um(x)− u∞(x))dx

=

∫
Ω

((um)+)2∗sdx−
∫
Ω

((u∞)+)2∗s−1umdx−
∫
Ω

((um)+)2∗s−1u∞dx+

∫
Ω

((u∞)+)2∗sdx

=

∫
Ω

((um)+)2∗sdx−
∫
Ω

((u∞)+)2∗sdx+ o(1)

=

∫
Ω

|(um)+(x)− (u∞)+(x)|2∗sdx+ o(1). (2.8)

Por outro lado, de (2.4) e (2.7) obtemos∫
Ω

(((um)+)q(x)− ((u∞)+)q(x))(um(x)− u∞(x))dx

=

∫
Ω

((um)+)q+1dx−
∫
Ω

((u∞)+)qumdx−
∫
Ω

((um)+)qu∞dx+

∫
Ω

((u∞)+)q+1dx

= o(1). (2.9)

Então, por (2.2), Afirmação 1, (2.8) e (2.9), concluimos que

o(1) = 〈J ′s,λ(um), um − u∞〉

= 〈J ′s,λ(um)− J ′s,λ(u∞), um − u∞〉

= ‖um − u∞‖2
Xs

0(Ω) − λ
∫
Ω

(((um)+)q(x)− ((u∞)+)q(x))(um(x)− u∞(x))dx

−
∫
Ω

(((um)+)2∗s(x)− ((u∞)+)2∗s(x))(um(x)− u∞(x))dx

= ‖um − u∞‖2
Xs

0(Ω) −
∫
Ω

|(um)+(x)− (u∞)+(x)|2∗sdx+ o(1).

A última igualdade mostra (2.8). �
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Agora, podemos finalizar a prova da Proposição 2.3. Pela Afirmação 3 sabemos que

1

2
‖um − u∞‖2

Xs
0(Ω) −

1

2∗s

∫
Ω

|(um)+(x)− (u∞)+(x)|2∗sdx =
s

N
‖um − u∞‖2

Xs
0(Ω) + o(1). (2.10)

Logo, por (2.2), Afirmação 2 e (2.10), obtemos

Js,λ(u∞) +
s

N
‖um − u∞‖2

Xs
0(Ω) = Js,λ(um) + o(1) = c2 + o(1). (2.11)

Por outro lado, por (2.3), a menos de subsequência, podemos assumir que

‖um − u∞‖2
Xs

0(Ω) → L ≥ 0, (2.12)

e dáı, como uma consequência da Afirmação 3,∫
Ω

|um(x)− u∞(x)|2∗sdx→ L̃ ≥ L.

Pela definição de S(N, s), temos

L ≥ S(N, s)L̃2/2∗s ≥ S(N, s)L2/2∗s ,

logo,

L = 0 ou L ≥ S(N, s)
N
2s .

Mostremos que o caso L ≥ S(N, s)
N
2s não pode acontecer. Com efeito, tomando

ϕ = u∞ ∈ Xs
0(Ω) como uma função test na Afirmação 1, temos que

‖u∞‖2
Xs

0(Ω) = λ

∫
Ω

((u∞)+)q+1dx+

∫
Ω

((u∞)+)2∗sdx.

Assim,

Js,λ(u∞) = λ

(
1

2
− 1

q + 1

)
‖(u∞)+‖q+1

Lq+1(Ω) +
S

N
‖(u∞)+‖2∗s

L2∗s (Ω)
≥ 0, (2.13)

Portanto, se L ≥ S(N, s)
N
2s , então, por (2.11), (2.12) e (2.13), temos

c2 = Js,λ(u∞) +
s

N
L ≥ s

N
L ≥ s

N
S(N, s)

N
2s = c∗,

contradizendo o fato que c2 < c∗. Assim L = 0 e, dáı, por (2.12), obtemos

‖um − u∞‖Xs
0(Ω) → 0.

�
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2.2 Existência de soluções

Dado que 1 < q < 2∗s − 1, via imersões de Sobolev, é fácil ver que Js,λ é cont́ınuo em

Xs
0(Ω), é dáı

lim
t→0+
|Js,λ(tu0)| = 0, (2.14)

para um u0 ∈ Xs
0(Ω) fixo.

Pela Proposição 2.2 e (2.14) obtemos que Js,λ satisfaz as carateŕısticas

geométricas requeridas no Teorema Passo da Montanha. Além disso, pela Proposição 2.3, o

funcional Js,λ verifica a condição de Palais - Smale no ńıvel c, para c < c∗.

Agora, como no caso cóncavo, achamos um caminho com valor inferior ao ńıvel cŕıtico

c∗. Assim, temos o seguinte.

Lema 2.4 Sejam λ > 0, c∗ como em (1.61) e ηε a função não negativa definida em (1.77).

Então existe um ε > 0 suficientemente pequeno tal que

sup
t≥0
Js,λ(tηε) < c∗,

para

i) N > 2s(q+3)
q+1

e λ > 0 ou,

ii) N ≤ 2s(q+3)
q+1

e λ > λs, para um λs > 0 adequado.

Prova: i) Seja N > 2s(q+3)
q+1

. Para algumas constantes C e C̃, segue que∫
RN

ηq+1
ε (x)dx ≥ C

∫
|x|<r

uq+1
ε dx

= Cε(N−2s
2

)(q+1)

∫
|x|<r

dx

(|x|2 + ε2)
(N−2s)(q+1)

2

= Cε−(N−2s
2

)(q+1)

r∫
0

ρN−1

(1 + (ρ
ε
)2)

(N−2s)(q+1)
2

dρ

= CεN−(N−2s
2

)(q+1)

r/ε∫
0

tN−1

(1 + t2)
(N−2s)(q+1)

2

dt

≥ CεN−(N−2s
2

)(q+1)

1∫
1/2

tN−1dt

≥ C̃εN−(N−2s
2

)(q+1). (2.15)
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Então, por (1.83) e (2.15), para qualquer t ≥ 0 e ε > 0 suficientemente pequeno, obtemos

Js,λ(tηε) =
t2

2
‖ηε‖2

Xs
0(Ω) −

t2
∗
s

2∗s
− λ t

q+1

q + 1

∫
Ω

ηq+1
ε dx

≤ t2

2
(S(N, s) + CεN−2s)− t2

∗
s

2∗s
− C̃λ t

q+1

q + 1
εN−(N−2s

2
)(q+1) =: g(t). (2.16)

É claro que

lim
t→∞

g(t) = −∞,

portanto supt≥0 g(t) é atingido em algum tε,λ := tε ≥ 0. Como foi comentado na prova do

Lema 1.13, podemos assumir que tε > 0. Derivando g e igualando a zero, obtemos

0 = g′(tε) = tε(S(N, s) + CεN−2s)− t2∗s−1
ε − C̃λtqεεN−(N−2s

2
)(q+1). (2.17)

Assim,

tε < (S(N, s) + CεN−2s)
1

2∗s−2 .

Além disso, temos para ε > 0 suficientemente pequeno

tε ≥ c > 0. (2.18)

Com efeito, de (2.17) segue que

t2
∗
s−2
ε + C̃λtq−1

ε εN−(N−2s
2

)(q+1) = S(N, s) + CεN−2s ≥ c > 0.

Também, dado que a função

t 7→ t2

2
(S(N, s) + CεN−2s)− t2

∗
s

2∗s
(2.19)

é crecente em [0, (S(N, s) + CεN−2s)
1

2∗s−2 ], por (2.16) e (2.18), obtemos

sup
t≥0

g(t) = g(tε) ≤
s

N
(S(N, s) + CεN−2s)

N
2s − CεN−(N−2s

2
)(q+1)

≤ s

N
S(N, s)

N
2s + CεN−2s − CεN−(N−2s

2
)(q+1), (2.20)

para alguma constante C > 0. Finalmente, das hipóteses sobre N , conclúımos de (2.20) que

sup
t≥0
Js,λ(tηε) ≤ g(tε) <

s

N
S(N, s)

N
2s . (2.21)
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ii) Considere agora o caso N ≤ 2s(q+3)
q+1

. Argumentando exatamente como no caso anterior,

temos que

(S(N, s) + CεN−2s) = t
2∗s−2
ε,λ + C̃λtq−1

ε,λ ε
N−(N−2s

2
)(q+1), (2.22)

com tε,λ > 0 que é o ponto onde o supt≥0 g(t) é atingido. Afirmamos que

tε,λ → 0 quando λ→ +∞. (2.23)

Para ver isso, assuma que limλ→∞tε,λ = l > 0. Então, passando o limite quando λ → +∞
em (2.22), resulta (S(N, s) + CεN−2s) = +∞, que é uma contradição. Assim temos (2.23).

Se tomamos agora β, o número positivo dado na Proposição 2.2, e por (2.23), obtemos

0 ≤ sup
t≥0
Js,λ(tηε) ≤ g(tε,λ)

=
t2ε,λ
2

(S(N, s) + CεN−2s)−
t
2∗s
ε,λ

2∗s
− C̃λ

tq+1
ε,λ

q + 1
εN−(N−2s

2
)(q+1)

≤
t2ε,λ
2

(S(N, s) + CεN−2s)−
t
2∗s
ε,λ

2∗s
→ 0,

quando λ→ +∞. Então,

lim
λ→+∞

sup
t≥0
Js,λ(tηε) = 0,

que facilmente conduz ao resultado desejado para o caso N ≤ 2s(q+3)
q+1

. �

Vamos concluir agora a prova do Teorema 2.1. A fim de fazer isto, definimos

Γε := {γ ∈ C([0, 1], Xs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = Mεηε}

para algum Mε > 0 suficientemente grande, tal que Js,λ(Mεηε) < 0. Observamos que, para

cada γ ∈ Γε, a função t → ‖γ(t)‖Xs
0(Ω) é cont́ınua em [0, 1]. Portanto, para o α dado na

Proposição 2.2, dado que ‖γ(0)‖Xs
0(Ω) = 0 < α e ‖γ(1)‖Xs

0(Ω) = ‖Mεηε‖Xs
0(Ω) > α, existe

t0 ∈ (0, 1) tal que ‖γ(t0)‖Xs
0(Ω) = α. Como uma consequência,

sup
0≤t≤1

Js,λ(γ(t)) ≥ Js,λ(γ(t0)) ≥ inf
‖v‖Xs0(Ω)=α

Js,λ(v) ≥ β > 0,

onde β é o valor positivo da Proposição 2.2. Logo,

cε = inf
γ∈Γε

sup
0≤t≤1

Js,λ(γ(t)) > 0.
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Então, pelo Lema 2.4, Proposição 2.3 e o TPM, conclúımos que o funcional Js,λ admite um

ponto cŕıtico u ∈ Xs
0(Ω), para N > 2s(q+3)

q+1
ou; N ≤ 2s(q+3)

q+1
e λ > λs, para um λs > 0

adequado. Além disso, dado que Js,λ(u) = cε ≥ β > 0 e Js,λ(0) = 0, a função u é não trivial.

Isso conclui a prova do Teorema 2.1.
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Caṕıtulo 3

Apêndice

3.1 Espaços Sobolev Hs, 0 < s < 1

Definição 3.1 Uma função φ : RN → C é dito de decaimento rápido se φ ∈ C∞(RN) e

|x|kDjφ ∈ L∞(RN) ∀k ∈ N, ∀j ∈ NN ,

onde Dj denota o operador diferencial com respeito ao multi-́ındice j = (j1, j2, ..., jN).

O conjunto destas funções, denotado por S(RN), é conhecido como o espaço topológico

de Schwartz, munido das seminormas:

nk,j(φ) := ‖|x|kDjφ‖L∞(RN ), k ∈ N, j ∈ NN .

Teorema 3.2 A transformada de Fourier, definida por

F(φ)(ξ) :=

∫
RN

exp−2πiξ.x φ(x) dx, ∀ξ ∈ RN , ∀φ ∈ S(RN),

é um automorfismo de S(RN). O operador inverso de F , denotado por F−1, é definido por :

F−1(φ)(ξ) := F(φ)(−ξ) ∀ξ ∈ RN .

Prova: Ver [33, Teorema 2]. �

Observação 3.3 1. A transposta da transformada de Fourier é um automorfismo do dual

S ′(RN), o qual é donotado também por F .

2. Devido a densidade de S(RN) em L2(RN) e o Teorema de Pancherel (‖f‖L2 = ‖F(f)‖L2,

f ∈ S(RN)), podemos extender a transformada a um automorfismo isométrico no espaço

L2(RN).
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Definição 3.4 Seja s > 0. O espaço fracionário Hs(RN) é definido como

Hs(RN) := {u ∈ L2(RN) : {ξ 7→ (1 + |ξ|2)s/2F(u)(ξ)} ∈ L2(RN)}.

Proposição 3.5 O espaço Hs(RN), munido da norma

‖u‖Hs(RN ) := ‖(1 + |ξ|2)s/2F(u)‖L2(RN ),

é um espaço de Banach.

Prova: Ver [13, Proposição 4.8]. �

Proposição 3.6 Se s = m ∈ N, então Hs(RN) coincide com o espaço de Sobolev clássico

Wm,2(RN).

Prova: Ver [13, Proposição 4.9]. �

3.2 Espaços de Sobolev W s,p(Ω), 0 < s < 1

Definição 3.7 Sejam s ∈ (0, 1) e p ∈ (1,+∞). O espaço de Sobolev fracionário W s,p(Ω) é

definido como:

W s,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) :

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy <∞}.

Proposição 3.8 Seja s ∈ (0, 1). O espaço W s,p(Ω), munido da norma

‖u‖pW s,p(Ω) := ‖u‖p
LP (Ω)

+ [u]ps,p,Ω, onde [u]ps,p,Ω :=

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy,

é um espaço de Banach.

Prova: Ver [13, Proposição 4.24]. �

Proposição 3.9 O espaço C∞c (RN) é denso em W s,p(RN).

Prova: Ver [13, Proposição 4.27]. �

Proposição 3.10 Temos as seguintes imersões:

(i) Se 0 < s < s′ < 1, então W s′,p(RN) ↪→ W s,p(RN).

(ii) Se 0 < s < 1, então W 1,p(RN) ↪→ W s,p(RN).
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Prova: Ver [14, Proposiçao 2.1, Proposição 2.2]. �

Proposição 3.11 Seja s ∈ (0, 1). Então Hs(RN) coincide com W s,p(RN). Em particular

[u]2s,2 = C

∫
RN

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ,

onde C é uma constante que depende de N e s.

Prova: Ver [14, Proposição 3.4]. �

3.3 Imersões do W s,p(Ω)

Teorema 3.12 Sejam s ∈ (0, 1) e p ∈ (1,+∞). Então temos:

1) Se N > sp, então W s,p(RN) ↪→ Lq(RN), ∀q ∈ [p, Np
N−sp ].

2) Se N = sp, então W s,p(RN) ↪→ Lq(RN), ∀q ∈ [p,+∞].

3) Se N < sp, então W s,p(RN) ↪→ L∞(RN).

Prova: Ver [13, Teorema 4.47]. �

Definição 3.13 Dizemos que Ω admite uma (s, p)-extensão se existe um operador linear

cont́ınuo E que aplica u ∈ W s,p(Ω) em E(u) ∈ W s,p(RN), tal que

Eu(x) = u(x) ∀x ∈ Ω. (3.1)

Proposição 3.14 Qualquer aberto Lipschitz Ω admite uma (s, p)-extensão.

Teorema 3.15 Sejam s ∈ (0, 1) e p ∈ (1,+∞). Seja Ω aberto Lipschitz de RN . Então

temos:

1) Se N > sp, então W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p, Np
N−sp ].

2) Se N = sp, então W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞].

3) Se N < sp, então W s,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Teorema 3.16 Sejam s ∈ (0, 1) e p ∈ (1,+∞). Seja Ω aberto Lipschitz limitado de RN .

Então temos:

1) Se N > sp, então a imersão de W s,p(Ω) em Lq(Ω) é compacta, para todo q ∈ [p, Np
N−sp).

2) Se N = sp, então a imersão de W s,p(Ω) em Lq(Ω) é compacta, para todo q ∈ [p,+∞).

3) Se N < sp, então a imersão de W s,p(Ω) em C0,λ
b é compacta, para λ < s− N

p
.

Prova: Ver [13, Teorema 4.5.4]. �
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3.4 Método de Sattinger

Este método determina a existencia para o problema (Pλ) a partir de uma subsolução

e uma supersolução. Com efeito, sejam u ∈ Xs
0(Ω) subsolução e u ∈ Xs

0(Ω) supersolução

de (P+
λ ). Consideremos a sequência de funções {uk}k≥1 em Xs

0(Ω) que são soluções para os

problemas iterados

(Pk)

(−∆)suk = fλ(uk−1) em Ω,

uk = 0 em RN\Ω,

onde u0 = u. Pelo Teorema de Comparação, podemos ver que

u ≤ u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ u.

Portanto, podemos definir, a menos de subsequência,

0 ≤ uλ := lim
k→∞

uk em L2.

Além disso, pelas Proposição 0.2 e Proposição 0.12, temos

‖(−∆)s/2uk‖2
L2(RN ) = ‖uk‖2

Xs
0(Ω) (3.2)

= λ

∫
Ω

uku
q
k−1dx+

∫
Ω

uku
2∗s−1
k−1 dx

≤
∫
Ω

uq+1dx+

∫
Ω

u2∗sdx

≤ C.

Como Xs
0(Ω) é Hilbet, então, a menos de subsequência, temos

uk ⇀ uλ fracamente em Xs
0(Ω),

uk → uλ fortemente em Lr(Ω), 1 ≤ r < 2∗s,

uk → uλ q.t.p. em Ω.

(3.3)

Portanto, passando o limite nos problemas iterados, conclúımos que uλ é uma solução de

(P+
λ ), e consequentemente para (Pλ).
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