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Resumo

Oliveira, Henrique Martins. Percolacao Bootstrap em Arvores Homogéneas.
Belo Horizonte, 2016. 62p. Dissertacdo de Mestrado. Departamento de Matema-
tica, Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal de Minas Gerais.

Dada uma arvore homogénea de grau b+ 1, b € N, e uma densidade inicial de sitios
ocupados p, € sabido que existe um ponto p para o qual a configuragdo final do modelo
de percolagdo bootstrap de limiar 2 < 0 < b nessa arvore apresenta duas fases distintas
para quase toda configuracdo inicial: possuird densidade de vértices ocupados menor
que 1 se p < py e estard completamente ocupada se p > py. Nesse trabalho, além de
mostrarmos esse resultado, estudamos ainda um outro ponto critico relacionado a esse
modelo. Mostramos que existe um ponto p. € (0,pr) que também divide as possiveis
configuragdes finais em dois casos distintos para quase todas as configuragdes iniciais
desse modelo: se p > p., teremos a ocorréncia de aglomerados infinitos de vértices
ocupados e, se p < p., nenhum aglomerado inifinito € encontrado. Além disso, mostramos
que na fase subcritica p < p. a distribuicdo do tamanho dos aglomerados de sitios
ocupados na configuracdo bootstrap final possui decaimento exponencial e que, ainda
nessa configuragdo final, no valor critico p = p. o tamanho esperado do aglomerado de

sitios ocupados € infinito.

Palavras—chave
percolagdo bootstrap, probabilidade, drvores homogéneas, transicao de fase.



Abstract

Oliveira, Henrique Martins. Bootstrap Percolation On Homogeneous Trees.
Belo Horizonte, 2016. 62p. MSc. Dissertation. Departamento de Matematica,
Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal de Minas Gerais.

Given a homogeneous tree with degree b+ 1, b € N, and a initial density p of occupied
sites, it is known that there exists a point py for wich the the final configuration of the
bootstrap percolation model with threshold 2 < 0 < b in this tree shows two distinct phases
for almost every initial configuration: it will have density of occupied vertices less than
1 if p < py and it will be entirely occupied if p > py. In this work, besides of showing
this result, we study another critical point related to this model. We show that there exists
a point p. € (0, py) which also divides all possible final configurations in two distinct
cases for almost every initial configuration of this model: if p > p., then we will have the
occurrence of infinite clusters of occupied vertices and, if p < p., then no infinite cluster
can be found. In addition, we show that in the subcritical phase p < p., the distribution of
the occupied cluster size in the final bootstrapped configuration has an exponetial decay
and show that, in this same final configuration, in the critial value p = p. the expected

occupied cluster size is infinite.

Keywords

bootstrap percolation, probability, homogeneous trees
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CAPITULO 1

Introducao

Inspirado por problemas encontrados na intersecdo da mecanica estatistica e
percolacdo, o modelo de Percolacio Bootstrap mostra-se uma importante ferramenta
para se estudar modelos dinamicos que evoluem com uma regra deterministica dada uma
condic¢do inicial aleatéria. Em termos gerais, que serdo formalizados mais adiante nesse
capitulo, dado um grafo G, um modelo de Percolagdo Bootstrap com limiar 6 € N &
definido da seguinte maneira: distribuimos nesse grafo quais vértices, que chamaremos
também de sitios, serdo declarados ocupados seguindo uma medida produto de Bernoulli
com parametro p. Feito isso, a cada instante de tempo numa escala discreta, os sitios que
estavam ocupados permanecem ocupados e, dentre os que estavam vagos, serdo ocupados
aqueles que possuem pelo menos 0 vizinhos ocupados.

Tais modelos, introduzidos no trabalho seminal [Chalupa, Leath e Reich 1979],
foram amplamente estudados durante a década de 80 guiados pelo desejo de se entender
qualitativamente como essa dindmica se comporta quando eram variados os valores do
parametro p. Mais especificamente, uma questdo principal que se coloca naturalmente
a esse modelo é a do seu comportamento critico, i.e., qual o menor valor de p a
partir do qual, em algum momento, todos os sitios do grafo se tornardo ocupados
seguindo a dindmica descrita acima. Chamaremos esse valor de py. Devido a sua grande
aplicabilidade nos campos ja mencionados, esse modelo foi primeiramente estudado
de maneira ampla por fisicos e vdrias simulacdes foram feitas a fim de se determinar
qual o valor de py. Tais simulag¢Ges, aplicadas naturalmente apenas a sistemas finitos,
indicavam que py = 0,035 £ 0,005 para d = 2, onde d € a dimensdo do sistema.
Contudo, em [Enter 1987], van Enter, estudando as redes cdbicas Z4, d > 2, mostrou
que para 6 = 2, temos que py = 0 para todo d > 2 usando uma técnica devida a
Straley. Ou seja, para qualquer densidade inicial que tenhamos, se o limiar do processo
for 2, em algum momento toda a rede se tornard ocupada. Além disso, Schonmann,
em [Schonmann 1992], estudando as mesmas redes, mostrou que py = 0 para 6 = d
e que pr = 1 para © > d. A causa de tal discrepancia de resultados é explorada em
[Enter, Adler e Duarte 1990], e advém de uma hipétese incorreta acerca da chamada

escala do tamanho finito que se supunha comportar como em outros modelos fisicos.



Podemos ainda definir um outro ponto de interesse, que chamaremos de ponto
critico de percolacdo e denotaremos por p., da seguinte maneira. Dado um grafo G,
diremos que dois vértices s@o vizinhos se eles compartilham uma aresta e chamaremos
de caminho uma sequéncia xi,x,x3,...,x, de sitios em que x; € x;y| sdo vizinhos
V1 <i <n—1. Dados dois vértices x,y € G diremos que eles estdo conectados se existe
um caminho composto inteiramente por sitios ocupados tal que x; = x e x, = y. Por
fim, chamaremos de aglomerado de x, o conjunto de todos os vértices de G que estio
conectados a x. Isso posto, de maneira andloga ao que fizemos no caso de p, definimos p.
como sendo o menor valor de p a partir do qual, com probabilidade positiva, o aglomerado
de um dado sitio do grafo tenha tamanho infinito.

Este trabalho, que tem como base [Fontes e Schonmann 2008], é focado em um
tipo especifico de rede infinita, a saber, as drvores homogéneas. Nessa rede, podemos
definir um processo de percolagdo bootstrap, que chamaremos de orientado, onde cada
sitio possui um vizinho do qual ndo sofre influéncia, e um processo que chamaremos
de ndo orientado, onde o estado de cada sitio € influenciado por todos seus primeiros
vizinhos. Mostraremos no Capitulo 2 que, nessa rede, tanto no caso orientado quanto no
ndo orientado, temos um valor de py ndo trivial e igual nos dois casos e daremos ainda as
definicdes precisas dos diversos conceitos introduzidos aqui. No Capitulo 3 mostramos
que existe uma fase intermedidria entre o aglomerado infinito de um dado vértice da
arvore e a ocupacgao total da rede, i.e., mostramos que em ambos 0s casos orientado e
ndo orientado o ponto critico de percolacio € estritamente positivo e estritamente menor
que py embora assuma um valor distinto em cada um desses casos. Ao final do trabalho,
um glossario de simbolos e uma breve discuss@o sobre os resultados mais elementares de

processos de ramificacdo € disponibilizado nos apéndices.



CAPITULO 2

A Ocupacao Total

2.1 Notacoes, Definicoes e Resultados Preliminares

Como ja foi mencionado na introdugdo desse trabalho, estamos interessados em estudar
arvores homogéneas que sdo definidas como um grafo conexo e aciclico em que todos os
vértices possuem o mesmo grau. Denotaremos por T, e Ty, respectivamente, as arvores
homogéneas nio orientada e orientada de grau b+ 1, com b > 2, e por V,, seu conjunto de
vértices. Note que ambas as drvores possuem o mesmo conjunto de vértives e sua tnica
diferenca reside no fato de que na segunda orientamos os elos de modo que tenhamos b

elos emergindo de cada vértice e 1 elo incidindo nele. Seja agora x € V. Definimos

N, := {y€V,; existem elos de T} incidentes a x que também sdo incidentes a y} e

N, = {y €V, existem elos de Tb incidindo em y que emergem de x},

isto é, N, e Nx denotam o conjunto de primeiros vizinhos do vértice x na arvore nao-
orientada e orientada, respectivamente. Note que o conjunto Nx\ﬁx sO possui um ele-
mento. Denotaremos por x~ tal elemento.

Dado um vértice arbitrario de V;, vamos denotéd-lo por R e fixd-lo como a
raiz da arvore que estamos considerando. Além disso, considere um x € V;. Note que
se removermos X juntamente com todos os elos de T; e 'ﬁ‘b que sdo incidentes a x
obtemos componentes conexas dentre as quais uma que contem x e outras que nao contém.
Denotaremos entdo por T;r’x € ’ﬁ’;’x as componentes conexas que contém x de T, e ']_fb,
respectivamente, e por VZ’X o cunjunto de vértices que € comum a ambas. Veja Figura
2.2. Perceba que tanto T;r’x quanto ']_I"Z’X sdo arvores cuja raiz € o vértice x de modo que
vamos escrever T, T;: e Vg’ em vez de ’JI‘ZL’R, TI‘Z’R e V;“R, respectivamente. Se x e y sdo
vértices da arvore, diremos que y estd abaixo de x se y € V;’x e diremos que y estd acima
dexsexeV, M eyg V5~
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Figura 2.1: Arvore orientada de grau 4.

Cosidere agora A C V,, e o conjunto {0,1}*. Chamaremos de configuracdo a
todo elemento M € {0, 1}A. Além disso, se x € A, diremos que x estd ocupado em 1 se
N(x) = 1. Caso contrdrio, i.e., se N(x) = 0, diremos que x estd vago. Dado um subconjunto
N C A, sen(x)=1,Vxe A, diremos que A’ estd ocupado. De maneira anéloga, A’ estd
vago se N(x) =0,Vx e A,

Isso posto, ja temos condi¢des de definir de maneira formal alguns conceitos
mencionados na Introdu¢do. Comecgaremos definindo o modelo de percolagdo bootstrap
de limiar 8 € N, com 2 < 0 < b. Para isso, primeiramente, tomamos uma configuracao
inicial ng € {0,1}"? que serd tomada a partir do produto de varidveis aleatérias indepen-

dentes:

IP)p: H‘ux

x€Vy,

onde u, é Bernoulli em {0, 1} de pardmetro p dada por

mMo(x) =0)=1=p e wu(nolx)=1)=p.

Essa configuracdo inicial serd a mesma para o caso orientado e para o ndo-orientado, i.e.,

Mo = To. Feito isso, paran > 1 e x € V,, a evolugdo se dard da seguinte maneira:

L, senu—1(x) = 1;
Ma(x) =19 1, seM,—1(x)=0e Zyeann—l(Y) >0 (2-1)
0, se Nu—1(x) =0e Lyen, Mu-1(y) <6.

para o caso ndo-orientado e
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—>

S R A A A A

Figura 2.2: Construcdo da drvore T;r’x (em destaque). Note que
+.,x
{x,w,y,2} C V, " e que, nesse caso, R = x.

X~ /!:\\x’

1, sefp—1(x) =1;
nn(x) = 1, se ﬁnfl(x) =0e Zyeﬁxﬁnfl()’) > 0; (2-2)
0, seTn—1(x) =0e ¥ g Ma-1(y) <O.

para o caso orientado.

Ou seja, um vértice que estava ocupado no instante n — 1 continuard ocupado no
instante n em ambos os casos. Agora, um vértice que estava vago no instante n — 1 se tor-
nard ocupado no instante n se, € somente se, ele possuir pelo menos 0 vizinhos ocupados

no instante n — 1. Perceba, portanto, que tanto 1, quanto 7j,, sio ndo-decrescentes em n e

por isso

Neo 1= nlg{}oﬂn (2-3)
e

Moo = lim 1, (2-4)

estdo bem definidos. Chamaremos tanto Ne quanto M. de configuracdo final e (M,)n>0 €
(Mu)n>0 de dindmica bootstrap ndo-orientada e orientada, respectivamente.

Perceba agora que o modelo evolui seguindo uma dindmica deterministica e,
portanto, a Unica aleatoriedade presente nele estd na configuracao inicial 1. Assim sendo,
chamemos de P, a medida de probabilidade associada a essa configuracdo. Podemos

assim definir

ﬁl’l :ﬁYZ(p) = EP(ﬁYZ(R))? Pn :Pn(l?) = Ep(n”(R))J para n = 07 1727"'700 (2'5)
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onde E,, denota a esperanga dessa medida de probabilidade. Ou seja, como 1, (R) e 1, (R)
s6 assumem o valor O ou 1, as quantidades definidas acima nos fornecem a probabilidade
de que a origem esteja ocupada no instante n do processo no caso orientado e ndo-

orientado. Perceba, portanto que temos

Do = po = p-

Além disso, um aumento no valor de p faz com que mais vértices estejam ocupados na
configuracdo inicial, incluindo a raiz, donde concluimos que p, e p, sdo cresecentes em
p. Por fim, observe que se um vértice estd ocupado no instante n do processo entdo ele
estard ocupado em todo instante k > n. Logo, por inclusdo de eventos, a probabilidade de
a raiz estar ocupada no instante n € menor ou igual a probabilidade de ela estar ocupada
no instante n+ 1 e, assim, segue que p, e p, sdo cresecentes também em n.

Note que a escolha da raiz ndo € importante para a defini¢ao feita em (2-5). Isso
se deve ao fato de que a medida IP, € invariante por automorfismos. Além disso, pela
propria dindmica do processo que foi definida, temos que ambos 1, € 1}, sdo também
invariantes por automorfismos Vn =0,1,2,... co.

Voltemos entdo a atencao para os pontos criticos deste modelo que serdo o cerne

dos princiapis resultados apresentados nesse trabalho. Primeiramente definimos:

pri=inf{p€0,1]:P,(Nw=1) =1} =inf{p € [0,1] : poo = 1} (2-6)

pri=inf{pe(0.1]:Pyfie=1)=1} =inf{pc[0,1]: pu=1}, @7

isto &, pr e pr denotam o infimo dos valores de p a partir do qual a dinAmica do processo
bootstrap ird ocupar toda a rede. A dltima igualdade em ambos os casos advém do fato de
que a escolha da raiz ndao é importante. Sendo assim, um valor de p para o qual pe. = 1
implica que, no limite, qualquer vértice, com probabilidade 1, estard ocupado. Podemos
assim explorar esse conceito com os primeiros resultados acerca do ponto p . Comegamos

pela

Proposicdo 2.2 p. é a menor solugdo no intervalo [0,1] da equagdo
x = fp(x), (2-8)

onde f,(x) =p+q¥?_q (2)xk(1 —x)7K, comg=1—p.

Prova. Para todo n > 0, as varidveis aleatérias {1, (x);x € K’} tém distribuicdo de
Bernoulli com parametro p, comum a todas e sdo independentes ja que se x € y estdo

em N entdo x ¢ Ny ey¢d Ny. Logo, pela dindmica do processo orientado, o estado de x
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ndo afeta o estado de y e nem o de y afeta o de x. Também pela dindmica do processo
orientado, temos que essas varidveis sdo independetes do estado inicial da raiz, 1o(R).
Segue da definigdo do processo que, paran > 1,1,(R) = 1 se, e somente se, oujp(R) = 1

ouTo(R) =0mas ¥, 5N, 1(x) > 6. Sumarizando o que foi dito acima,

ﬁn:Pp(ﬁn(R)zl) = po+(1—po)P (Znn 1{x >9ﬁO(R):O>

xeN

= p+aPy| ) Auo1(x) >

xeN

Mas perceba que }., Tu—1(x) possui distribui¢do binomial com b tentativas e probabili-

dade de sucesso em cada tentativa dada por p,_1. Logo,

Pn = fp(Pn-1)- (2-9)

Figura 2.3: Grdfico da fungdo f,(x), com p =0,2, e seus pontos

de intersecdo com a reta Xx.

Por fim, note que p, ¢ mondtona em n e que f,(x) é continua e monotonamente

crescente em x. Desse modo, temos que

P = r}g{}oﬁn = nlg{}ofp(ﬁn—o = fp(ﬁw)
O fato de ser essa a menor solugdo segue de (2-9). Pois, se formos tomando iterativamente

os pontos P, e fp(Pu—1), vemos que as solucdes se acumulam no primeiro ponto de
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Figura 2.4: Duas primeiras iteracdes do processo descrito pela
Equacdo (2-9).

intersecdo da fungdo f), com a reta x = y, ndao podem passar dali e, no limite, esse € o
ponto p... Veja Figura 2.4.

OJ
Note agora que

fr(1)=p+qg=1,

donde 1 é sempre solugdo de (2-8). Mostraremos que, para valores de p suficientemente

proximos de 1 essa € a tinica solucdo. De fato, perceba que

pead Qo = el Q) B Qoo

| k=0
[ e-1
= p+gq I—E(Z)xk(l—x)b_k]
o1
= 1—qz<i)xk(1—x)b_k
k=0
o1
— 1_q(1—x)b—qk2 (Z)xk(l—x)bk. (2-10)
=1

Desse modo, temos que
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01
%fp(x) —q(1-x)""b—q )" (Z)x"‘l(l —x)P 7 (ke — ). @2-11)
k=1

Note, portanto, que

d

Efp(x)

IA
Q

< q(b+1(|k[+15])).
< q(b+0—1+b)=q(6—1+2b)

~ 1
Segue entdo que, para g < g—j15;, temos

< 1,vx €10,1].

pAs

Assim sendo, tome p > 1 — e+1+b e suponha que (2-8) tenha outra solugdo estritamente
menor que 1. Ou seja, suponha que exista xo € (0, 1) tal que f,(xo) = xo. Nesse caso, pelo

Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (xp, 1) tal que

fr(1) = fplxo) = f(e)[1—x0]
fr(xo) = 1—=f(c)[1—xo]
[fp(o)l > 1-(1-x)=x,

o que contradiz o fato de que f,(xo) = xo. Logo, para esse valor de p, a tinica solugdo da
equagdo (2-8) serd o 1.

Por outro lado, se p € suficientemente proximo de zero, entdo (2-8) possuird
outras solugdes. Para ver isso, note primeiramente que, se p < 1/2 e, aplicando (2-10) no

ponto x = 2p,

—

0—
fen) = 1-0-n X () enra-m

=0

k
0—1 0_1
-k @ @p)"(1=2p)" " +p (Z (i) @p)(1 —2p)bk>

k=0 k=0
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- b - -
< 1=(1-2p)"=b2p(1-2p)’ 1—..-—<e_1)<2p>6 (1=2p)" " 4 p.

Repare agora que o termo 1 ird se anular com o 1 proveniente do termo (1 —2 p)b

acima. Além disso, perceba que ficaremos com

f»(2p) < p+2pb—2pb|+ pc
< p+ple<2p,

para valores de p suficientemente proximos de 0 com ¢ uma constante. Mas note que
temos 2p < 1 e f,(0) = p > 0. Logo, no ponto x = 2p, o grifico da fungdo f, estd
abaixo da reta x =y e, no ponto x = 0, estd acima. Pelo Teorema do Valor Intermediério,
portanto, hd um ponto desse grafico que também estd na reta x = y. Logo, para valores de
p suficientemente proximos de zero, a equacdo (2-8) possui solugdo diferente de 1.

Esse fato, juntamente com a Proposi¢do (2.2) e o que foi definido em (2-7), nos

fornecem o

Corolario 2.2.1 p; = sup{p € [0,1] : (2-8) tem uma solugdao em (0,1)}. Ou seja, ps é

ndo trivial.

Isso porque, dizer que (2-8) tem solugdo em (0, 1) é o mesmo que dizer que p. < 1. Daf a
necessidade de tomarmos o sup a fim de estarmos em consonancia com a defini¢do (2-7).

Tome p = ps € Po, = Pos(P). Suponha que fli,(ﬁoo) < 1. Nesse caso, pela conti-
nuidade de f, como fungdo de x, temos que existe € > 0 tal que f5(P.. +€) < Po, +€.
Mas temos também que f), é continua como fungio de p. Logo, existe & > 0 tal que
f%%(ﬁx, +¢€) < P, + ¢ Como f%%(l) = 0, para que tenhamos f%Jrs(ﬁw + €) menor que
Po + &, essa fun¢do deve cruzar a reta x = y em algum ponto antes do 1, como mostra a
Figura 2.5. Mas isso € absurdo pois definimos p; como sendo o sup dos valores para os
quais (2-8) tem solugdo no intervalo (0, 1). Suponha agora que f%(ﬁ,o) > 1. Pela continui-
dade da derivada da fun¢@o f,, temos que existe € > 0 tal que f%(ﬁoo —¢) > 1 e portanto
fp(P. —€) estd abaixo da reta x =y, isto &, fp(P., —€) < Po, —€. Como f5(0) =p >0
segue que a fun¢do f), deveria cruzar a reta x = y em algum ponto x < p,,. Ver Figura 2.6.
Mas isso € absurdo pois ja provamos que p,, € a menor solu¢do de (2-8). Sendo assim,

unindo os dois resultados, temos que

fo(P) = 1. 2-12)

A préxima proposicdo nos fornece uma nova caracterizagdo do ponto p..

relacionando-o com o ponto p. do caso orientado.
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A
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7e {pate IR
Figura 2.5: O caso em que f5(p..) < 1.
A
1
)
2 i
Po—t
Figura 2.6: O caso em que f5(p..) > 1.
Proposicao 2.3 Temos que
—) — 1—
pw=p+q2( L )pfi,(l—pm)b+ g (2-13)
k=0

Prova. Tome x1,x2,...,xp+1 uma enumeracdo de Ng. Considere também modelos ndo-
orientados de percolacio bootstrap nas arvores T, com i = 1,...,b+ 1, comecando
da configuragdo inicial 1Mo restrita a respectiva subarvore. Denote por Cfli), com n =
0,1,2,...,, as sucessivas configuracdes dos modelos de percolagio bootstrap em T,

comi=1,...,b+ 1. Suponha entdo que tenhamos {1M,(R) = 0}. Nesse caso, ¢ fato que
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N.(R) =1 Y {¥(x)=>6.
i=1

Mas note que os QS,"), comn=0,1,2,..., 00, s30 1.i.d.. Segue entdo que

P =Ep(Me(R)) = Pp(Neo(R) =1)

b+1
= p+ (1 _p) Z (b—;{— 1)PP(C£01)(X1> = 1)k]P)P(C_;<(x})<xl) — O)b‘f“l*k.
k=86

Mas note que PP(CQ) (x1)=1)= EP(CQ) (x1)). Ou seja, temos que (2-13) vale se trocamos

Peo por Ep () (x1)).

De maneira andloga, consideraremos agora percolacdo bootstrap orientada em
T+-1, isto €, vamos restringir a percolacdo bootstrap original em T), a T+ e denotar por
ZSB), com n € N, as configuracdes sucessivas deste modelo. Note, portanto, que teremos
C(()l) = zél) = Mo restrita a V,j

Claramente, CQ ) (x1)=0= E_,f(x} )(xl) = 0. Vamos mostrar agora que

X1

W) =0=¢Wx) =0.

De fato, seja x € V;’xl. Diremos que esse vértice é protegido se zg)(x) = 0. Suponha
entdo que x € protegido. Nesse caso, devemos ter 281)()0 =0 e, pelo menos, b — 041
vértices protegidos em N,. Para cada um desses x protegidos, seja P, uma escolha arbi-
traria de exatamente b — 0 + 1 vértices dentre os vértices protegidos de Ny. Supondo x|
protegido, i.e., zg)(xl) = 0, defina entdo 9 = {x1} e, para n > 1, T, = Uyeq, | Px- Por

fim, defina T = |, T,. Mostramos assim que deve existir uma subarvore de T, que de-

X1
T o41):

Note que T se mantem invariante se a olhamos na dindmica da percolagdo bootstrap

notaremos por T, completamente vaga que tem x; como raiz e que € isomorfa a

ndo-orientada de limiar ® em T**!. Isso porque, na dinAmica orientada, cada vértice
dessa arvore T possui menos de 0 vizinhos ocupados. Quando passamos a dindmica nao-
orientada, o tinico vizinho a mais que cada um dos vértices passa a ter tem que estar vago

devido a prépria construgdo de T. Logo, segue que Cg ) (x1) =0 sempre que zg ) (x1)=0.0

A partir da proposicao anterior, podemos mostrar o importante

Corolario 2.3.1 Para todo b > 2, temos que

Pr=Dpy.
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Prova. De (2-13), é claro que se p. = 1 entdo p. = 1. Logo, de (2-6) e (2-7) segue que
pr < Pr. Suponha agora p.. = 1. Substituindo na Equacao (2-13), temos que

b+1 b+1
Z( L )pi(l_pw)h+l_k:1'

k=0

Mas note que essa equagdo pode ser reescrita como

0—1
(pm+1_pw)b+l_2( L >p/°€°(1_poo)b+l k:1
k=0

0—1
b1\ o g
Z( k )P’;(l—pw)b“ “=0

k=0
Temos que po. € [0, 1]. Assim sendo, todos os termos da soma que estd do lado esquerdo
da equacdo acima sdo ndo-negativos. Portanto, para que a dltima equacdo acima seja
verdadeira devemos ter p., = 1. Logo, se p. = 1 entdo p., = 1 e, novamente observando

as Equagdes (2-6) e (2-7), temos que py < py, donde py = py. OJ

Note que a fungéo f), (x), se tomamos p < 1, é estritamente crescente. Além disso,

fp(x) é analitica. Note também que os Coroldrios 2.3.1 e 2.2.1 nos permitem escrever

pr=sup{p € [0,1] : (2-8) tem uma solugdo em (0, 1)}.

Mas entdo pr # 1 ja que, caso contrério, (2-8) ndo teria solugéo em (0, 1). De fato, nesse

caso, a solugdo seria 1. Analogamente, p¢ # (0 e, portanto, podemos escrever

pr€(0,1).

De (2-8) temos que P, € 0 menor ponto de intersegao do grafico da fungdo f,(x) e dareta
y = x. Tomemos entdo p < py. Nesse caso, temos que a derivada de f,(x) no ponto pe
¢ estritamente menor que 1. Para ver isso, suponha que f[’,( DPs) > 1. Nesse caso, existe
€ > 0 tal que f(Peo — €) < Poo — &, Le., fp(Poo — €) estd abaixo da reta x = y. Nesse caso,
como f,(0) = p > 0, segue que a funcdo f,, para que esteja abaixo da reta x =y no ponto
P — €, deve cruzar essa reta em algum ponto antes de p... Mas isso é absurdo pois ja
provamos que p. € o menor ponto de interse¢do. Suponha agora que fl’, (Pw) < 1. Ja foi
mostrado, em (2-12), que a derivada de f, no ponto p., para p = py € 1.

Desse modo, perceba que no ponto p., a derivada da fungdo f,(x) —x é diferente
de zero. Assim sendo, podemos invocar o Teorema da Funcdo Analitica Implicita e

concluir que

Poo = Poo(P) € Poo = Peo(p) s analiticas em [0, py). (2-14)
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Note agora que aumentando o valor do parametro p, aumentamos a probabilidade de que
um sitio esteja ocupado no configuracdo final. Ou seja, aumentar o valor de p aumenta
o valor da esperanca do estado desse sitio na configuracao final. Sendo assim, temos
mostrado que ambos p.. € P, s30 estritamente crescentes em [0, ps].

E fato, mostrado em [Balogh, Peres e Pete 2006], que o ponto p  pode ser expli-
citamente calculado nos casos especificos em que 6 = 2 ou 6 = b. Mais especificamente,
quando temos 6 = b, py =1—1/b.

Isso posto, podemos focar agora na formalizacio da defini¢do de percolacdo para
esse modelo. Para isso, comece considerando uma configuragio inicial ng € {0,1}V? e

tome x € Vj,.

Definicao 2.3.1 Um caminho em T, é uma colegdo ordenada de vértices distintos

{y1,y2,...} €V, tal que y;11 € Ny, (resp. ]Vyl.)para i>1.

Definicao 2.3.2 Dado um vértice x € Vy, o aglomerado de vértices ocupados de T}, (resp.
TI‘;, ) contendo x, que serd denotado por Cy (resp. Cy ), € o conjunto maximal de vértices
y € V}, que estdo ocupados em Mo (resp. Ne) € tais que existe um caminho finito em Cy

(resp. C‘X ) conectando x a y. Usaremos a abreviacdo C = Cg e C= 6‘R.

Diremos entio que x percola em M. (resp. em T.) se |Cy| = oo (resp. |Cy| = o). Podemos

assim definir os pontos criticos da percolagdao como sendo

pe=inf{p € |0,1]:P,(|C| =) > 0} (2-15)

Pe=inf{p€0,1]: P,(|C| =) > 0}. (2-16)

Em modelos em que p. é ndo-trivial, i.e., p. € (0,1), dizemos que ocorre o fendmeno
de transicdo de fase que consiste na passagem de um estado subcritico em que, com
probabilidade 1, todos os aglomerados sdo finitos, para um estado supercritico em que,
com probabilidade 1, existe um aglomerado infinito de sitios ocupados. Serd mostrado
mais adiante, na Secdo 3.6, que, ao contrdrio do que poderia sugerir o Corolério 2.3.1,

temos

Pe < De.

Podemos agora enunciar, para o caso ndo orientado, o principal resultado mos-
trado nesse trabalho. A partir de sua demonstracgdo ficard claro que o caso orientado pode

ser tratado de maneira totalmente analoga.

Teorema 2.1 1. Os pontos criticos na drvore homogénea satisfazem

0 < pe < py. (2-17)
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2. Para p < pe, existem constantes cy,cy € (0,00) tais que para todo k > 0

P,(IC| > k) < cre™ 2, (2-18)

3. Em p=p.,
P,(|C| > k) = 0, quando k — oo; (2-19)
Ep(|C[) = oo (2-20)

4. Para p > pe, existem constantes c3,c4 € (0,00) tais que para todo k > 0
P,(k < |C| < ) < cze™ 4k, (2-21)

Suponha que P,(Me = 1) = 0. Se x € V,, estd vago, podemos definir o aglomerado de
vértices vagos contendo x da mesma maneira como foi feito na Definicdo 2.3.2 apenas
trocando a palavra ocupado por vago. Segue entdo que devemos ter um aglomerado
infinito de sitios vagos na arvore (em outras palavras, os sitios vagos devem percolar).
Isso porque se o aglomerado de vértices vagos de um dado sitio € finito, entdo, existe um
nivel da arvore que € o maior possivel contendo vértices desse aglomerado. Tomando,
entdo, os vértices do aglomerado que estdo nesse nivel, concluimos que todos os vizinhos
de todos esses vértives tém de estar ocupados. Mas dai temos que esses vértices também
se ocupariam e assim sucessivamente até que todo o aglomerado, a principio vago, se
torne ocupado. Mas note também que esse teorema afirma a existéncia de uma fase
intermedidria em que p € (pe, pr). Ou seja, temos que, nessa fase, aglomerados infinitos
de sitios ocupados e aglomerados infinitos de sitios vagos coexistem.

Perceba ainda que se p € (p¢,pys), entdo é possivel que ndo tenhamos um
aglomerado infinito de sitios ocupados na configuracdo inicial. Porém, como estamos
na fase supercritica de percolacdo, o Teorema (2.1) nos garante que para quase toda
configuracdo inicial existem aglomerados infinitos de vértices ocupados na configuracio
final M. Ora, mas nesse caso, tal aglomerado é totalmente produzido pela dindmica de
percolacio bootstrap. Mais que isso, como p < py, tal fato mostra que, para alguns valores
de b e 0, a dindmica de percolacio bootstrap é forte o suficiente para criar aglomerados
infinitos mas nao € forte o suficiente para ocupar a rede inteira. Como exemplo desse
fato, podemos tomar o caso em que 6 = 2 e b é suficientemente grande. Isso porque em
[Balogh, Peres e Pete 2006], ¢ mostrado que para esse caso temos py da ordem de 1/ b
Logo, se tomamos p € (pc, pr), segue que p < 1/b*. Mas é mostrado em [Grimmett 1999]
que o ponto critico para percolacio em Mg é 1/b, donde segue que p < 1/b*> < 1/b.



CAPITULO 3

Os Dois Pontos Criticos da Percolacao

Bootstrap em Arvores

3.1 O Caso Orientado

A fim de chegarmos aos resultados principais desse trabalho, convém que estude-
mos 0s processos orientados e ndo-orientados de maneira separada. Além da necessidade
devida ao fato de que se tratam de processos distintos, ficard claro no decorrer das defini-
coes e demonstracdes que o segundo se utiliza de resultados do primeiro em seu desenvol-
vimento. Assim sendo, comecaremos analisando o processo orientado visando descrever
o aglomerado de vértices ocupados contendo a raiz em T, como um aglomerado que,
por sua vez, € formado por outros aglomerados oriundos de processos de ramificacao.

Primeiramente, vamos classificar os vértices que sdo vagos na configuracao ini-
cial como sendo fracamente vago se a dinamica orientada eventualmente o torna ocupado

ou fortemente vago se ele nunca € ocupado por essa dinamica. Mais formalmente:

Definicdo 3.1.1 Seja x € V}, tal que fo(x) =Mo(x) = 0. Se Mo (x) = 1, diremos que esse

vértice é fracamente vago. Se N(x) = 0, diremos que ele é fortemente vago.

Consideremos agora configuragdes de vértices ocupados, fracamente vagos e

fortemente vagos & € {1,0,0} "> da seguinte maneira. Tome x € V}, e defina:

1, sefo(x) =1,
E(x) =< 0, seTjp(x) =0 mas o (x) = 1, (3-1)
0, se Te(x) = 0.

Isso posto, definimos o aglomerado W, de vértices fracamente vagos como

sendo:

Definicao 3.1.2 Dado um x € V), definimos

W,={y€V,: existe x=x0,x1,...,xn=y comx; €Ny, ,i=1,....ne&(x;)=0,i=0,...
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Ou seja: é o conjunto de todos os sitios y para os quais existe um caminho composto
inteiramente por vértices fracamente vagos que comeca em x € termina em y. Observe,

portanto, que se &(x) # 0, entdo o conjunto W, € vazio. Caso contrdrio, temos a seguinte

Proposiciio 3.2 Se W, ndo é vazio, entdo Wy é o aglomerado de um processo de

ramificagdo.

Prova. Seja x € Vj,. Denote entio

(06 Wi, Se) = | Y HE) =1}, ), 1{&() =0}, ) 1{&(y) =0} (3-2)

— —

yEK/x YEN; YEN;

o numero de vizinhos de x que sdo, respectivamente, inicialmente ocupados, fracamente
vagos e fortemente vagos.

Note agora que, uma vez que estamos no caso orientado, os elementos de
{E(y),y € N} sdo independentes e portanto (Oy,W,,S;) é trinomial com parimetros
(b; p, 7,4 ), onde b serd o nimero de tentativas, p, a probabilidade de que o sitio esteja
ocupado na configuragio inicial, 7., a probabilidade de que o sitio seja fracamente vago,

€ G, a probabilidade de que ele seja fortemente vago. Note também que

Poo =Ep(eo(R)) = p+ 7o = oo = P — p

€ que Goo = | — Poo. Além disso, temos que &(x) = 0 se, e somente se, To(x) =0 e
Sy < b—0ja que, caso contrario, x teria mais de b — 0 vizinhos fortemente vagos e, assim,
ndo se ocuparia em nenhum momento. Portanto, a distribuicdo condicional de W, dado
{&(x) = 0} € a mesma de W, dado S, < b — 0. Suponha, entdo, W, diferente de vazio.
Podemos definir um processo de ramificacdo da seguinte maneira. Tome uma varidvel
aleatéria 4 Wy|Sy < b — 0. Comegando do vértice x, definimos nossa primeira geragdo

Y1, segundo a probabilidade

P(C=k) = P(Wy = k|Sy < b —0).

Associamos ao i-ésimo descendente desse vértice uma varidvel aleatéria {; identicamente

distribuida a {. Definimos entdo as gera¢des do processo fazendo

Ynl

Y, = Ci.
i=1

Note que cada um dos descendentes de cada uma das geracdes sdo vértices que fazem
parte do aglomerado de sitios fracamente vagos de x. Sendo assim, podemos concluir

que ou W, é vazio, e isso acontece com probabilidade 1 — 7., ou, com probabilidade 7.,
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W, é o aglomerado de um processo da ramifica¢do iniciado com um individuo e com
distribui¢do de descendentes dada pela distribuicdo condicional de W, dado S, < b — 6.
0J

Vamos definir agora outras duas estruturas que serdo utilizadas na construc¢do do
aglomerado C, a saber, 0 aglomerado local de vértices ocupados de T contendo x, que
vamos denotar por L,, e sua fronteira de vértices inicialmente ocupados que denotaremos
por O,.

Se &(x) = 0, entdo

L,=0,=0. (3-3)

Se &(x) = 1, entdo
L. =0, = {x}. (3-4)

Se &(x) = 0, entdo
Ly=W,UO,, comO,={ycoW,:E(y) =1} (3-5)

onde, o simbolo 0 se refere 2 fronteira orientada exterior que € definida como: dado um
subconjunto ndo-vazio A de Vj,, 0A = {y¢A:ye KIZ para algum z € A}. Ou seja, nesse
caso, Oy é o conjunto de todos os vértices que além de serem vizinhos de algum vértice
no aglomerado de sitios fracamente vagos, estdo ocupados na configuragao inicial.
Perceba entdo que podemos construir Cy a partir de aglomerados locais de

vértices ocupados e suas fronteiras. Para isso, comecamos fazendo

Co =Ly, Oy = O.

Isso posto, para n > 0, fazemos as iteragdes:

Ciri=J ULs Owi=J U O- (3-6)

Y€0n zeN, Y€0n zeN,

Segue, desse modo, que

Ce=J G 3-7)

n>0

Para todo n > 0, tal que O, # 0, considere a parte da E—configura¢do que sai de O,.
Como estamos tratando do processo orientado e somente o conjunto de vizinhos orien-

tados de cada vértice pode ocupar ou ndo esse vértice, note que ela é independente da
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& —configuragio restrita a U?_C;. Temos, portanto, desse fato e da construgdo do aglo-

merado Cy que O := (0y,)n>0 sdo as sucessivas geragdes de um processo de ramificagio
com distribui¢do inicial dada por uma copia de |O|, e distribuicao de descendentes dada
pela soma de b cépias i.i.d. de \0\, independente da distribuicdo inicial, onde O = Og.
Para ver isso, observe primeiramente que partimos de Oy cuja distribuicdo €, de fato, uma
coOpia de ]0| Tome agora um elemento dessa geragdo inicial. A fim de determinarmos a
descendénca desse elemento vamos olhar cada um de seus vizinhos e para cada um desses
vizinhos vamos tomar sua fronteira de vértices incialmente ocupados.

Mas perceba que, tendo escolhido um tal vizinho, ndo h4 diferenca alguma, com
relacdo ao processo, entre esse vizinho escolhido e a raiz da drvore. Ou seja, a distribui¢do
da fronteira de sitios inicialmente ocupados desse vértice que estamos considerando € a
mesma da raiz, a saber, |O| Como cada elemento da geracdo inicial possui b vizinhos
e toda a discussdo que fizemos vale para qualquer um desses vizinhos, temos que a
distribui¢do de descendentes de um vértice qualquer na geracdo inicial serd dada por
b copias de |é| Para cada n > 1 o mesmo raciocinio se aplica donde concluimos que
O := (0y)n>0 so, de fato, a geragdes sucessivas do processo de ramificagdo definido
acima. Note ainda que quase certamente ]C’| = oo se, e somente se, aquele processo de
ramificacdo sobrevive.

Os seguintes lemas sdo uteis para que formalizemos e exploremos melhor o que

acabou de ser dito no pardgrafo acima.

Lema 3.1 Sejav=v(p) =E,(|0]) e

b b
M=M(p)=q}, k(k) et (3-8)

Entdo, ouM<1eV=ﬁ0uV:oq

Prova. Primeiramente, perceba que M(0) = 0. Além disso, segue de (2-14), que M é
analitica em [0, py) e continua a esquerda em py.

Suponha entdo que tenhamos n < c. Considere entdo os eventos

A=¢Y 1{§(x)=10u0}>8 (3-9)

xeN

e, para k < b, dada uma escolha de k vértices x1,x2,...,x; de K/,

Ar={&(x;))=1ouOQparai=1,...,k}. (3-10)

Lembre que, por definicdo, O é o conjunto de todos os sitios que néo pertencem

ao aglomerado de sitios fracamente vagos da raiz mas sao vizinhos de algum sitio nesse
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aglomerado e, além disso, estdo ocupados na configuragdo inicial. Lembre ainda que, se
um sitio x estd ocupado na configuragio inicial, entdo O = {x}.

Segue assim que ou a raiz estd ocupada na configuragdo inicial, donde teriamos
]0[ = 1, ou ela estd vaga. Nesse tltimo caso, se o evento A ndo ocorre, ela é fortemente
vaga e assim 0=0 e, se 0 evento A ocorre, ela é fracamente vaga. Desse modo, note entio

que podemos escrever:

v = Ey(|0))

= l.p+4qE, (Z 10, ;A)
xeN

b
b A N
= pra ) () E00u 1+ 4100
k=0

b /b .
= p+q2k(k)Ep(\0xl

k=0

3Ak)

b
= p+gq Z k(i>Ep(‘OAx1‘§§(X1) =10ou0)P,(§(x2) =1 0u0)
k=6

X ...xP,(&(xx) =1 0u0)Py(E(xks1) =0) ... Pp(E(xp) = 0)

onde {xgy1,...,%} =N\ {x1,...,x¢}. Perceba, por fim, que, sem mudangas significativas
na geometria do modelo, podemos tomar qualquer sitio como sendo a raiz da nossa arvore.

Sendo assim, usando as defini¢des de V, P € Goo, temos

b
b
vV = p—|—qZk(k>Vﬁi1(—]’ik:p+vM, (3-11)

como queriamos mostrar.
0J

Importante notar nesse lema o modo como o tamanho do aglomerado |O] se

relaciona com a quantidade M, sendo que ele € infinito sempre que tivermos M = 1.

Lema 3.2 Defina p =inf{p € [0,ps] : M(p) = 1}. Entdo,

2<0<b
ﬁ{ RECAR (3-12)

=pys, se 0 =b.

Prova. Primeiramente, considere o caso em que 6 = b. Novamente, faca p = p = py. De

(2-12) temos que
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1= f,(P) = qbPl " = M(p).

Ja sabemos que, para esse caso, py = 1 — 1/b. Suponha entdo, por absurdo, que
tenhamos p < 1 — 1/b para o qual M(p) = gbp%~! = 1 e, portanto, .. = (qb)%. Lembre
que P.. ¢ mondtona crescente em [0, py] donde Pu(p) < Pu(pr) =1, jd que em py a
ocupacdo da rede € total. Além disso, P satisfaz (2-8). Unindo esses dois fatos, ficamos

com a forma equivalente

fo(Pe) =p+qPls = Pe
qpl— P = —p
(1—p)ph =P = —p

Assim,
P PPl = P = —p = o= Poo = pPo— P = Pl — P = p(P2— 1).
Expandindo entdo os membros dessa equacao:
Poo(Peo— 1) (14 Poo+ ot oo+ P22) = p(Poo — 1) (1 + Poo + o +... + 5571,
Mas, como ja foi observado, p.(p) < 1, donde

PotPotPot. ...+ —p—pPu—ppe—...—ppt=0

—1 4

~1
Pt Prt ot PO = (gh) 5T + ...+ (gb)~! -2

Mas, note que gb > 1 ja que, por hipotese, p < 1 — %. Logo, cotando a soma acima pelo
menor elemento temos que
b—1

> (b—1)(gb)"' = b

SN

Ora, mas nesse caso p > b%bl =1- % 0 que € um absurdo. Logo, devemos ter p = py.
Passemos agora ao segundo caso. Considere portanto 2 < 6 < b e tome, nova-

mente, o ponto p = p = py. De (2-12) segue que

1 = f)(P)
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< M(p),

ja que o termo que estamos subtraindo de M(p) na dltima igualdade é positivo. Mostra-
mos, assim, que M(p) > 1. Mas perceba que M(0) = 0 e que M é continua. Sendo assim,

deve existir p < p = py para o qual M(p) = 1. 0

Perceba que este lema nos garante que M(p) = 1 possui, pelo menos, uma
solucdo no intervalo [0, py]. Sendo assim, pela continuidade de M, podemos concluir
que p é a menor dessas solugdes. Além disso, temos que no intervalo [0, 5), v = ﬁ é
analitica, uma vez que M ¢ analitica. Note também que v(0) = 0 e que V(p) — o quando
pTp

O Lema 3-12, juntamente com o Lema 3.3, servem para comecar a delimitar a
relagdo existente entre o ponto p e o tamanho do aglomerado de elos ocupados da origem.
Fazemos isso mostrando primeiramente que o aglomerado local de vértices ocupados de
Mo possui decaimento exponencial para vaores de p menores que p. Antes de passar ao
préximo lema, vamos enunciar uma proposi¢ao que serd de fundamental importancia na

demonstragao dele.

Proposicao 3.3 Suponha que um processo de ramificagdo subcritico comecando com
apenas um unico individuo é tal que sua distribuicdo de descendentes tem decaimento
exponencial. Entdo, a distribuicdo do tamanho total da familia também terd decaimento
exponencial. Essa proposicdo também se extende ao caso onde a distribuigdo inicial do

processo tem decaimento exponencial.

Prova. Denote por (Z,),>0 0 tamanho das sucessivas geragdes do processo de ramificagdo
que estamos considerando. Por hipétese, temos que Zy = 1. Seja entdo F, a fungdo
geradora de probabilidades da soma Zo+Z; +Z, + ...+ Z, e F a fungdo geradora de
probabilidades da soma Zy+ Z; + Z> + . ... Ou seja, temos que

Fy(s) = Ey(s@tAattttiny = V' *P(Zo+ Zi + Zo+.. .+ Zy = k) e
k=0

F(s) — EP(SZO+Z1+ZQ+...) — Z Ska(Zo—i—Zl —l—Zz—i— . )
k=0
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Vamos mostrar que, para algum s > 1, F(s) < co. Repare que isso prova a primeira
afirmacdo do teorema pois podemos aplicar um argumento semelhante aquele usado
na demonstracdo da Proposi¢do 3.7. Defina agora ¢ como sendo a fungdo geradora de

probabilidades da distribui¢do de descendentes e seja

Z, = tamanho total da familia até a geragio n.

Note que {Z,.1 | Z1} 4 {(Z; — 1) cépias independentes de Z, + 1}. Sendo assim, temos

que

E, <SZn+1 |21> :kngp (Sk(ZnJrl)) L2, —e41)-

Logo,

E, (sZn+1> = E, (EP (sz”“ | Z1>>
- E, (Z E, <san+l> I(Zl_k—i—l))

k>0

Nk _
= SZEP<SZ”> P,(Zi =k+1)
k>0

5\ k
= s Z E, (sz"> IP,(nimero de descendentes do primeiro individuo =k +1)
k>0

- ()

Concluimos desse modo, portanto, que, paran > 1 e s > 0,

F,(s) = sg(Fr—1(s)). (3-13)

Por hipdtese, a distribuicdo de descendentes possui decaimento exponencial. Logo, temos

que G(s) < oo para algum s > 1. Além disso, perceba que

d(s)= Z ks*~1P,(nimero de descendentes = k)
k=0

donde ¢'(1) é o nimero de esperado de descendentes de cada individuo. Como estamos
tratando de um processo de ramifica¢do subcritico, podemos concluir que ¢'(1) < 1. Como
¢ possui derivada continua, segue que existe 1 < so tal que o := so¢/(s9) < 1. De fato, se
¢ (s0) > %, para todo so > 1, entdo, pela continuidade de ¢/(s), terfamos ¢'(1) > 1 o que
ndo pode acontecer. Como ¢ é uma fung@o continua e como ¢(1) = 1, podemos tomar s;
suficientemente préximo de 1 de modo que a fragdo [¢(s1) — 1]/(1 — ) esteja tdo perto de

zero quanto queiramos uma vez que o € fixo. Desse modo, segue que existe 1 < 51 < sp
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tal que

si{l+][c(s1) —1]/(1—a)} < sp. (3-14)

Vamos mostrar por inducao que, para todon > 0

Fu(s1) < sp.

Primeiramente, note que Fy(s1) = Yo siPy(Zo = k) = s1 < 50, j& que, por hipétese,
P,(Zo = 1) = 1. Suponha entdo que a afirmagdo valha para todo n < k. Nesse caso,

podemos aplicar (3-13) e ficamos com

Fuy1(s1) = Fa(s1) = s1[6(Fa(s1)) = G(Fa1(s1))].

Repare entdo que F,(s;) e ¢’ sdo fungdes monditonas. Nesse caso,

516 (Fu(s1)) [Fu(s1) = Fao1(s1)] = 516 (Fa(s1))s1[g(Fn1(s1)) — G(Fn2(s1))]
516 (Fu(51))516 (F1(s1)) [Fao1(s1) — Fo2(s1)]
< [s16 (Fa(s1)*[Fae1 (1) — Fa2(s1)]

Fur1(s1) — Fu(s1)

IN

IN

Repetindo esse raciocinio iterativamente, chegamos em

Foi(s1) = Fa(s1) < [s16/(Fu(s1))]"[Fi(s1) — Fo(s1)]
= [s16'(Fu(s1))]"s1[g(s1) — 1] < asy[g(s1) — 1],  (3-15)

onde, na ultima igualdade, usamos a hipétese de inducdo. Por fim, note que

k k

Firi(s1) = Fo(s1) = Y Fa1(s1) = Fa(s1) <sig(s) —1] ) o,
n=0 n=0

Logo, aplicando (3-14),

Fip1(s1) = Fo(s1) +s1(6(s1) = 1]/(1 =) = s {1 +[g(s1) = 1]/(1 —a)} < 50,

o que conclui a demonstragdo. Tome entdo s = s; e perceba que

F(s) = lim F,(s) < so,

n—oo
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como queriamos mostrar.

A fim de mostrarmos agora o caso em que o processo de ramificagdo possui
distribui¢do inicial com decaimento exponencial, procedemos da seguinte maneira. Seja
Y a funcdo geradora de probabilidade da distribui¢do inicial Zyp de um processo de
ramificacdo. Seja também T, a funcdo geradora de probabilidades de v,, onde W, é
o tamanho total da familia iniciando em Zj. Por fim, seja F;,, a funcdo geradora de
probabilidades do tamanho total da familia até a geracdo n de um processo comecando
com apenas um individuo. Utilizando a nota¢do definida no inicio dessa demonstracao,

note que

{v, | Zo} 4 {Zy c6pias independentes de Z, }.

LOgO, Ep (SW” | Z()) = ZkZO ]Ep (Sk2"> l(Z():k)' Entao:

T, =E, (") = E, (B, (s"" %))

= Y [E (sznﬂkp,,(zo = k)

k>0
= VY(Fu(s)) =yoF,.

Essa relacdo vale para cada n € N. Por hipétese, o processo € subcritico. Sendo assim,
temos que existe N € N, N < o« q.c., tal que W = W,,. Segue entdo que T = Yo F.
Se a distribuicdo inicial do processo que estamos considerando e sua distribuicao de
descendentes possuem decaimento exponencial, entdo temos que exsite so > 1 onde Y
e F sdo finitos. Por continuidade de F em (0,s9] e dado que F(1) = 1, segue que existe

s1 > 1 tal que F(s1) < so. Sendo assim,

T(S]) = WOF(S]) < W(S()) < oo.

Lema 3.3 Seja p € |0, p). Entdo, existem constantes c| e ¢y, positivas e finitas, tais que
para todo k > 0

P,(|L| > k) < cre 2k, (3-16)

onde L = Lg.

Prova. Considere o processo de ramificacdo descrito na demonstra¢io da Proposicao 3.2.
Afirmamos que M € a média de descendentes desse processo. Para ver isso, repare que tal

média pode ser escrita como
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E,(W|S < b—8)

Mas note agora que 0

E,(W|S < b—0)

Fazendo a mudanca de varidveis j = w

E,(W|S < b—8)

b—s
Y WP, (W=w|S<b—86)

w=0
LY
— wP,(W =w,S=5)
P (S<b e)s 0w=0
1 ( )(b W)—»w—»s b—w—s
Z Z w PGl
P (S<b 0) =0
1 i b! w=s b—w—s
P,(S<b—-0) = Z Z Ww‘s'(b w— )'rwqu
bFe ' Gh 1) w—1=2s _b—w—s
P,(S<b—0) SZ:’)WZ‘I w—1) 's'b w— s)'r°° 1e=P
b—1)! — —s—
wfl)(!s!(b)fwfs)! - (bs 1) (bws—ll) - Logo, pOdemOS escrever

b, b (b—1\ (b—s5s—1\_, 12 5
00 M (O [ G ol

s=0w=1
b?oo b—6 b_l)é,iolig (b_s_l)?r;_lpb_w_s
P,(S<b—-0) 2\ = =\ w-1
— 1 ficamos com
bFe b?® (b—l)qs b—Zs—l <b—s—1>ﬂ b1
P,(S<b—0) =\ s = J
b, b9 (b—l) ! _
Goo(Ta+p)" "
P,(S<b—8) 5\ s
bFeo K=y (b_ l)ﬁb_s_lqs
IPP(SS b—0) = s = =
oM (p P,(&E(R)=0
Pp(S<b-8)  qP,(S<b-0)

ja que, como ja discutido, um vértice serd fracamente vago se, e somente se, ele comeca

vago e possui uma quantidade menor que b — 0 de vizinhos fortemente vagos. Repare que

na demonstragdo acima usamos a nota¢do S = Sg e W = Wk.

Se tomamos, entdo, p < p, temos que o processo envolvendo W sera subcritico,

ja que a esperanca de descendentes em cada geracdo serd menor do que 1. Ou seja,

temos que a distribuicdo de descendentes € limitada. Assim sendo, podemos aplicar a

Proposi¢do 3.3 e concluir o decaimento exponencial da distribui¢do de |W|. Mas note
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agora que L = OUW e que podemos limitar |O| < b|W| + 1, ja que cada elemento de W
possui, no maximo b vizinhos em O. Desse modo, temos mostrado que a distribuicdo de

L também possui decaimento exponencial para p < p. 0J

A seguinte proposi¢ao e o corolario subsequente nos auxiliardo na demonstra¢ao
dos resultados futuros. Serdo enunciados sem prova e estas podem ser encontradas em
[Fontes e Schonmann 2008].

Proposicao 3.4 Tome 2 < 0 < b e seja C um subconjunto conexo, finito e ndo vazio de
"]TZ contendo R. Defina

0"C={xeC:|N,\C|>b—6}. (3-17)
Entdo,
0°C| > |—(2:| (3-18)

Corolario 3.4.1 Da definicido de W e O e da dindmica bootstrap segue que para todo

vértice de O*W existe um vértice distinto em O. Temos entdo que
W|<2|0|e|C|<3Z
onde Z é o tamanho total da familia do processo de ramificagdo.

Feito isso, ja temos condi¢des de demonstrar a proposi¢do mais importante ao

nosso estudo do processo orientado.

Proposicao 3.5 Temos que

1. Lembrando da defini¢cdo de v(p) dada no Lema 3.1, o valor do ponto critico da

percolacdo é dado por

Pe=inf{p €0,ps]:v(p)=1/b} € (0,p). (3-19)

2. Para p < p., existem constantes c3 e c4, finitas e positivas, tais que para todo k > 0

P,(|C| > k) < c3e™ 4, (3-20)

3. Py (IC| = 0) = 0 e Ej,(|IC]) = .

Prova. Considere a construcdo do aglomerado 6} descrita em (3-6) e (3-7). Ja foi mostrado

que O := (0y,)n>0 sdo as sucessivas geracdes de um processo de ramificagdo com



3.1 O Caso Orientado 35

distribui¢do inicial dada por uma cépia de ]O\ e distribuicdo da descendéncia dada pela
soma de b copias 1.1.d. de |0| independentes da configuracdo inicial. Além disso, quase
certamente, {|C| = o} se, e somente se, o processo sobrevive. Como cada geragio tem
distribui¢do de descendentes dada pela soma de b copias de ]0[, segue que sua esperanca

¢ dada por

E,(b|0]) = bE,(10]) = bv(p)

e, como estamos em um processo de ramifica¢do, podemos portanto escrever

bv(p) > 1 < P,(|C| = o) > 0. (3-21)

Do Lema 3.3, temos que L, possui decaimento exponencial e, como W também possui
decaimento exponencial, segue de L, = O UW que, para p < p, |0| também possui

decaimento exponencial. Podemos entao aplicar a Proposicao (B.1) e concluir que

bv(p) =1=E,(|C]) = . (3-22)

Temos também que

bv(p) =1=P,(|C| =) =0 (3-23)

J4 que nesse caso o processo € subcritico. Vamos mostrar agora que existem constantes

finitas c3,c4 > 0 tais que

bv(p) < 1,p < p=P,(|C] > k) < cze k. (3-24)

Para isso, note que o processo de ramificagdo O := (O,),>0 possui decaimento expo-
nencial pelo que foi discutido acima. Como estamos na fase subcritica desse processo,
podemos aplicar a Proposi¢do 3.3, no caso que diz respeito a processos cuja distribuicao
inicial tem decaimento exponencial, e concluir o decaimento exponencial da distribui¢do
de Z, onde Z € o tamanho total da familia. Vamos mostrar agora que ]C‘ | <3Z. A Pro-
posicdo 3.4 nos diz que para 2 < 6 < b, e tomando 7 uma componente conexa de ']I“;r

contendo R, se definimos

T ={xeT:|N\T|>b—0},
entao

T
o'T| > —’ .

Tomando agora o Coroldrio 3.4.1, temos que da definicio de W e de O, e pela propria
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dinamica bootstrap, para cada vértice de 0*W existe um vértice distinto em O. Isso porque
se x € 0*W, entdo x tem mais de b — 0 vizinhos que ndo pertencem a W, ou seja, que nio
sdo fracamente vagos. Mas, nesse caso, se todos fossem fortemente vagos, x nunca seria
ocupado pois ele jamais teria 0 vizinhos ocupados o que € absurdo pois x é fracamente
vago e portanto N.(x) = 1. Sendo assim, x € 9*W tem que ter, pelo menos, um vizinho

0*W| < |0 e, nesse caso, segue da Proposi¢io 3.4 que |[W| < 2|0|.

ocupado. Logo,

Vamos mostrar agora que |C| < 3Z. Lembre que

Co = | Ca- (3-25)

n>0

onde Cyp = Ly,0p = O, e

Cpy1 = U U Ly Opt1 = U U Oz-

YE€On zeN, YE€On zeN,

Procedemos entdo por indu¢do em n. Defina Z, como sendo o tamanho total da familia
do processo de ramificacio até a geracdo n e repare que L, = W, U O,. Como se trata de

uma unido disjunta, temos que

[Col = |Lu| = [Wa| +[04] <3104 = 3.
Suponha entdo que

n

Uai| <3z.

i=0
Tome y € O, arbitrdrio e seja z € Kly. O vértice z ird contribuir para o tamanho de C, com
seu aglomerado de sitios fracamente vagos, W, e com sua fronteira de sitios inicialmente
ocupados, O,. Pelo que j4 vimos anteriormente, segue que essa contribuicdo serd menor
que |3OZ\. Além disso, pela geometria do processo, as contribuicdes que cada vértice
na vizinhanca de um elemento em O, sdo independentes entre si. Elas também sdo
independentes das contribui¢cdes que os vértices na vizinhanga de outros elementos de O,,
fazem. Como isso vale para todo vértice z que estd na vizinhanca orientada de qualquer

elemento de O, temos que

Gl = |U UL

YEOn zeN,
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= Y UL=Y Y Ll<3Y Y 0./=3]U U O =3|0u]

€0, ZGNy y€0, ZEN_\: Y€Os ZENy YEO, ZGNy

Por outro lado, perceba que podemos escrever

n+1

Ue
i=0

e, como os vértices em C,41 ndo influenciam os vértices que estdo acima deles, ja que

n
Con1 UJGi
i=0

estamos no processo orientado, podemos concluir que

n

Ua

i=0

n+1

UCi = ‘Cn+1|+ §3’0n+1|+3Zn:3(’0n+1|+zn):3Zn+1
i=0

C| também o terd para p < j e

C | <3Z e, como Z tem decaimento exponencial,

Logo,
bv(p) < 1. Segue, portanto, (3-20).
Defina agora

p' =inf{p € [0,ps] : bv(p) =1}

e lembre que p =inf{p € [0,ps|: M(p) = 1}. Como ja foi discutido anteriormente, temos
que M(p) =1,v(0) =0 e que v(p) é analitica em [0, ps). Além disso, v(p) — e quando
p 1T p. Mas, nesse caso, temos, em particular, que existe pg < p tal que v(po) > }—7 para
todo p € (po, pr). Ora, mas nesse caso temos que p’ < po < p < py.

De (3-42), temos que Ep/(|6‘ |) = oo. Mas note que aumentar o valor de p produz

também um aumento no tamanho do aglomerado, isto €, temos que

E,(|C|) = co para p > p'.

Considerando agora (3-24), perceba que bv(p) > 1 para p > p’. Isso porque, se ti-
vessemos bv(p) < 1 entdo IPP(\6‘| > k) teria decaimento exponencial e portanto nio
poderiamos ter Ep(|5|) = oo ali. Sendo assim, podemos concluir também que existem
valores de p > p/, arbitrariamente préximos a p’, tais que bv(p) > 1. De fato, mais uma
vez a analicidade de v(p) nos garante que o contrdrio ndo pode acontecer ji que ela
ndo pode ser constante em nenhum intervalo. Desse modo, (3-21) garante que p. < p'.
Por fim, tome a experessdo (3-24) novamente. Temos que para todo p < p/, o tamanho
do aglomerado possui decaimento exponencial. Isso quer dizer que para todo p < p/, o

modelo ndo percola e, portanto, podemos concluir que p. > p’. Sendo assim, concluimos

que p. = p'. O
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3.6 O Caso Nao Orientado

Nesta secdo, serdo discutidos e demonstrados resultados para o processo nao
orientado que sdo andlogos aos da secao anterior que diziam respeito ao caso orientado.
Para isso, serdo introduzidos dois sistemas orientados modificados a partir dos quais o
aglomerado C serd construido. Primeiramente, portanto, é necessario que introduzamos
alguma notagdo e terminologias.

Tome x um vértice de Tb. Diremos que x aponta para a raiz R se existe um
caminho orientado em Tb que comeca em x e termina em R. Diremos ainda que um elo
aponta para R se ele termina em um vértice que aponta para R. Seja entdo ’ﬁ‘z a arvore
obtida revertendo-se todos os elos de Tb que apontam para R. Perceba que na construcio
dessa nova arvore tudo o que estamos fazendo é tomar o vértice que estd acima de R e
passar ele para baixo de R juntamente com toda a arvore “acima” de R. Em resumo, Tz
serd uma arvore orientada com raiz R onde todos os vértices possuem b elos emergindo
com excecdo da raiz que possui b+ 1. Além disso, a raiz R s6 possui elos emergindo,
nenhum incidindo sobre ela. Chamaremos de N o conjunto de vizinhos orientados de
X em ’TZ e faremos a abreviagio N* = K’;g. Sendo assim, pelo que foi discutido acima,
IN*| =b+1 e |N| = b para todo x € V}, \ R. Note que, para x # R, o conjunto N, \ N
possui um unico elemento. Seja entdo x™~ esse elemento. Note agora que, a0 removermos

x*~ juntamente com todos os elos de T, que sdo incidentes a x™~, ficamos com duas

+,x

. ok . . K
componentes conexas. Seja T,”"” a componente que contem x. Seja ainda Vb’+’x 0

conjunto de vértices de TZ’+’X.

Figura 3.1: Processo de construgdo da drvore T, (a direita) a

partir da drvore T (a esquerda). Note que os vértices
x e y apontam para R e os elos que unemxaReyaR
também.

Passemos entdo a definicdo da dindmica bootstrap que serd definida nessa arvore.
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Seja (n;,n > 0) a dindmica bootstrap orientada em T“b* e seja C* o aglomerado de vértices
ocupados de Mm% contendo R. Seja agora x # R. Denote por (T],J{’x,n > 0) a dindmica
bootstrap em TZ’+’X adicionando a seguinte perturbacdo: o limiar do vértice x serd agora
0 — 1 em vez de 0; para todos os outros vértices o limiar continua sendo 6. T](J)r " éa
restrigio de Mg ao conjunto de vértices de T ***. Por fim, para todo y € V;™, seja C;

o aglomerado de vértices ocupados de N~ contendo y com a convengio

Cl=Cl"eC:=C;

onde xo é um elemento fixo de Ng. Note, portanto, que pela homogeneidade espacial
da condigdo inicial e pelas regras da dinAmica, a distribui¢do de |C;"| é independente da
escolha de x £ R.

Consideremos agora a Proposic¢io 3.5. Segue dela que para p < p., C* e C* sio,
quase certamente, finitos e as distribui¢des de |C*| e |C*| tém decaimento exponencial.
Denotemos entdo X := [dC | e X := [dC*| onde

dC* ={y ¢ C*:y € N} paraalgumz € C*} e 90 =0.

Nesse caso, podemos definir ainda

c=0(p):=E,(X|&(x0) =0) e (3-26)
p=p(p) :=E,(|oC)). (3-27)

Isso posto, temos condi¢des de expor os resultados concernentes a dindmica ndo orientada
que vamos apresentar na forma de quatro lemas e uma proposicao que € o resultado mais

importante dessa se¢do. Comec¢amos, portanto com o
Lema 3.4 A funcdo p definida em (3-27) é analitica em |0, p.).
Antes de passar a demonstracdo desse lema faremos as seguintes defini¢des:

Definicao 3.6.1 Um animal na drvore serd um subgrafo conexo de T}, que contem a raiz

R dessa drvore.

Definicao 3.6.2 Chamaremos de configuracdo orientadamente gerada de 0’s e 1’s em um
animal na drvore uma configuracdo para a qual o animal é internamente gerado pela
dinamica bootstrap orientada, i.e., o animal é inteiramente gerado pelos vértices que

estdo em seu interior e pela dindmica bootstrap.

Prova.[Do Lema 3.4] Defina C(¥) como sendo o conjunto de vértices de C que sdo
inicialmente vagos e cW o conjunto de vértices de C que sdo inicialmente ocupados.

Note que podemos escrever
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—— - 0 — 1 == l )
P,(|oC| = n) = Y Pp(ICO| = m,|CV| = 1,[0C = n) = ¥ awuip'q" Gy (3-28)
m,l m,l
onde a,,,;; ¢ o nimero de animais da arvore com m + [ vértices e n vértices no bordo, e
configuracdes orientadamente geradas com m vértices 0’s e [ vértices 1’s nelas. Note agora
que |CO] 4 |CM| = |C|. Além disso, perceba que cada vértice em C tem, no maximo, b
vizinhos em oC. Perceba ainda que todo elemento de 0*C também é elemento de 0C mas
nio o contrério, ou seja, |9*C| < |0C]. Sendo assim, aplicando essa conclusdes juntamente
com a Proposicdo 3.4, temos a seguinte cota:
€|

< (3] < b(C).

Seja r = min{p,q, /g~ }. Note que

Zanmlplqm‘_i’:o - Zanmlplqm( V qw)zn > Zanmlrm+lr2n
m,l

m,l m,l
> Zanmlrznrzn.
m,l

Segue entio que o lado direito da Equagio (3-28) é cotada inferiormente por 7" Y1 Anmi-

Além disso, como o lado esquerdo de (3-28) é uma probabilidade, segue que devemos ter

r4nzanml <l= Zanml < (r_4)n-

m,l m,l

Mas a soma que acabamos de encontrar independe de p. Logo, devemos ter }.,, ; dpmi <
(A)" com A =info<p<p, r—*. Repare ainda que A < o jd que G > 0 para p < pyr, e py > 0.

Seja agora Wi, Wa,... , W, os O-subaglomerados de C, i.e., os aglomerados de
sitios que estdo vagos na configuragdo inicial mas que se ocupam na configuracio final
e passam a fazer parte de C. Seja também O;, com 1 < i <k, a vizinhanga inicialmente
ocupada de W, i.e., o conjunto de sitios ocupados na configuragao inicial que sao vizinhos
de algum sitio em W;. Repare primeiramente que existem sitios inicialmente ocupados que

fardo parte de C e que ndo sdo vizinhos de um sitio fracamente vago. Temos entdo que

ICV| > 01| +02] + ...+ O]

Além disso, dado W;, para todo sitio x em 0*W;, existe pelo menos um sitio na vizinhanga
de sitios inicialmente ocupados de x e, portanto, existe um sitio em O;. Contudo, a exis-

téncia um sitio na vizinhanga de sitios inicialmente ocupados de x ndo necessariamente
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siginifica que x € 0*W;. Podemos portanto concluir, aplicando a Proposicéo (3.4), que

1

Como |Wi |+ |Wa| + ...+ [Wi| = |C9)], concluimos que

| |>|01|—|—|02H- A0k > = (|W1|_HW2H_ 4 W) = ‘é(o)|_

Mas disso segue também que

[0C| < €| = O+ || < 3|c),

ou seja, [ > cn, onde ¢ = 31_b Mais que isso, como %|5‘| < |56‘|, temos que
2> m41>h,

onde & = max{m,l}. Repare agora que temos entio:

p(p) =E,(|oC]) = P,(|9C| =n)

Z nmlplqmgi-

m

|\/M |\/M

Dado que g ¢ analitica numa vizinhanga complexa de [0, pf), podemos escrever, formal-

mente por enquanto, em uma vizinhanca complexa de [0, p.),

p(p) =Y. nY awmz' (1—2)"G-(2)". (3-29)

n>1 m,l

A fim de provarmos que p € analitica em [0, p;), vamos mostrar que a série em (3-29)
¢ uniformemente convergente em uma vizinhanca de qualquer ponto daquele intervalo.

Usando os resultados do inicio dessa demonstra¢io, podemos escrever:
Y iz (1 =2)"Geo(2)"| < Y 2] (14 [2]) "G (2) -
m,l

Como a fun¢@o g (z) € analitica numa vizinhanga da origem e como |G(0)| = 1, segue,

por continuidade, que existe uma vizinhanca de 0 na qual |§(z)| < 2. Nessa vizinhanga,
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portanto,

Y i (1-2)"G=(2)"| <Y 2] (14 2])*72"
m,l m,l
= [2"(1+12)*"2" Y dum
m,l

< 21+ ()2 = (d(2)".

Tome agora d(z) = 2A|z|°(1 + |z|)> < 1. Note que d é continua e que d(0) = 0. Assim,
deve existir uma vizinhanca da origem onde d(z) < 1. Tomando a menor dentre essa
vizinhanga e a vizinhanga que faz |G (z)| < 2, segue a convergéncia uniforme da série em
torno da origem, donde concluimos que p € analitica na origem.

Tome agora p € (0,7.) e & > 0 tal que |z — p| < d € |Gw(z) — Goo(p)| < O. Segue

que

Y anm? (1-2)"G(2)"| < mZJanmzp’qmaw@)” (p+8)l (q+8>m (M)

m,l p q
< C(P, 6)n Zanmlplqmg]‘m(p)n

m,l

= ¢(p,8)"P,(|9C| =n) <d(p.8)",

onde

c(p,d) = (W)z (%) — 1 quando § — 0.

Como estamos na fase subcritica, p < p,, a distribui¢do de |6 | possui cauda com decai-
mento exponencial. Mas como [0C| < b|C|, concluimos que também |9C| possui cauda
com decaimento exponencial. Sendo assim, tomando d suficientemente pequeno, pode-
mos fazer d(p,d) estritamente menor que 1. Nesse caso, segue a convergéncia uniforme

da série em (3-29) em |z — p| < p, como queriamos mostrar. O

Podemos passar agora a uma caracterizacdo mais profunda da funcio ¢ definida
em (3-26).

Lema 3.5 Para p € |0, p|, temos que
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1. A funcdo © pode ser escrita como

o) = (o | Jaat P20+ Nt (6 Dp) (30

2. o(p) é analitica em [0, ) e
3.

oo, quando p T Pe;
o(p) =4 o HeEOr I p (3-31)
0, quando p | 0.

(Note que podemos ter &(xg) = 0 e ainda assim X := [0C*| # 0. Isso porque & s6 diz
respeito a nossa arvore orientada original enquanto que X diz respeito a arvore cuja raiz é
xp € tal que o limiar de xo € O — 1. Ou seja, se xo tem exatamente 6 — 1 vizinhos ocupados

ou fracamente vagos, entdo &(xg) = 0 mas X # 0.)

Prova. Comecemos provando o item 1. Considere os seguintes eventos

A = Y {&(x)=0oul}=6-15,,

XNy,

B = Y {&(x)=0oul}<6-157,
xely,

_ b
{;1{§<xi>=Qou1}=e—1}n{§1{a<xi>=Qou1}=o}

2y
I

onde {x,x2,...x,} é uma ordenagdo arbitraria e deterministica de NXO.

Note agora que {&(xg) = 0} = {no(xo) = 0} N B ja que, nesse caso, o si-
tio xp comega vago e possui no maximo 0 — 1 vizinhos ocupados ou fracamente va-
gos. Temos ainda que X = 0 no evento {{(xg) = 0,A°} ja que, nessa intersecio,
Y. Ny, 11g(x)=0 ou 1} < 8 — 1 (caso contrrio no teriamos &(xo) = 0, o conjunto {(xo) =
0,A¢} seria vazio e o vazio estd contido no evento X = 0). Além disso, segue que A C B.

Logo, temos que

—

o = E,(X|&(x0) = ‘)ff’
GO = ]E Zk ngo )+PP(X7EJ(XO)=AC)]

= E,(X,§(x0) = O,A)

Como A acontece, o niimero de primeiros vizinhos de x(y fracamente vagos ou

ocupados € igual a © — 1. Nesse caso, para que xp seja fortemente vago, basta que ele
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esteja vago na configuracdo inicial:

G0 = Ep(X,§(x0) =0,4) =E,(X,n0(x0),A4)

B (ef 1>E”(X’no(x0) =04

Note que, se condicionamos essa esperanga ao evento A, ficamos com:

S R D SR )

Note também que no evento A teremos b — 0 -+ 1 vizinhos de xo que serdo fortemente vagos
e, portanto, contribuirdo com sua presenga na fronteira de X. Além disso, teremos 0 — 1
vizinhos que sdo fracamente vagos ou ocupados e estes contribuirdo para a fronteira de X
com suas préprias fronteiras de sitios fortemente vagos. E preciso perceber, contudo, que
quando estamos lidando com o aglomerado de xp estamos tratando do processo em que
o vértice xg possui limiar 6 — 1 e todos os outros vértices continuam possuindo 0 mesmo
limiar 0, definido no inicio dessa sec¢do, ao passo que, quando passamos a observar os
aglomerados dos vizinhos de x(, voltamos a considerar o processo orientado usual. Isso

posto, temos que

_ b 37 3¢ )P, (A
GO = (e B 1)1@,,(|acx1 |+...4[0Cs_, | +b—0+1,M0(x0) = O|A)P,(A)

onde, novamente, {xi,...,x¢_1} é uma escolha de vértices de Ny,. Mas perceba que as

varidveis aleatdrias na esperanca que estamos calculando sao identicamente distribuidas

e, portanto,
G0 = (931) {ii&(@éxll»ﬂo(m) = 0|A)P,(A) +E,(b— 0+ 1,m0(x0) = 0|A)P (A)}
= (o7, ) 1O DES (3 o) = OLAVE ) + (b~ 6-+ 1. mo(x0) = OLA)P, (A)}
= (ef 1) {(0—1)E,(|9Cy,|,n0(x0) = 0,4) + (b— 0+ 1)P,(Mo(x0) = 0,A)}
= (ef 1) {(6—1)gp% g% p+ (b— 0+ 1)gp% 122701y
= (efl>qﬁi267509“{(6—1)p+(b—e+1)ﬁm} (3-32)

Do Lema 3.4 temos que p € analitica. Sendo assim, pela expressdao que chegamos
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acima, segue que G ¢ analitica e temos assim provado o Item 2 do lema.

A fim de provar o Item 3 procedemos da seguinte maneira. Primeiramente note
que P some quando p — 0. Isso porque, como ja foi discutido anteriormente, temos que
Peo = Poo(p) € analiticaem [0, p ). Em particular, ela serd continua nesse intervalo e, como
P(0) = 0, pela propria definicdo de p, segue o que queriamos provar. Analogamente,
como p(0) =0 e temos, pelo Lema 3.4 que p é analitica, quando p — 0 temos que p
também some, o que mostra a segunda linha da afirmacdo 3 do lema. Para mostrar a
primeira linha, note que E ﬁc(|6 |) = co. Note também que segue de (3-18) que
1

o€l = el = 5

Ou seja, temos que ]Eﬁc(|§6 |) = oo donde segue que p(p.) = oo, 0 que mostra o resultado

que queriamos. O

Isso feito, podemos passar agora a constru¢cdo do aglomerado. Para isso, iremos
construir C como um aglomerado de aglomerados, interativamente, da seguinte maneira.
Defina
Co=C*,Sp = oC*

e, para n > 0 tome

Cori=J G Sup1=0C1 = |Joc; ;C= ]G, (3-33)
yeSH yeSH n>0

Repare que na construcio do aglomerado C, C;, qualquer que seja i, termina em

uma fronteira de vértices fortemente vagos no processo orientado. Para cada vértice x

nessa fronteira, tomaremos posteriormente o aglomerado C;. Veja entdo que por esse

motivo sO terd um aglomerado ndo vazio aqueles vértices que possuem 6 — 1 vizinhos

ocupados “abaixo” ja que, caso contrario, como eles j4 estdo vagos, eles ndo se ocupariam
nunca.

Se p < p., entdo pelo que foi mostrado nas se¢des anteriores, quase certamente

em cada passo teremos a adicdo de um conjunto finito de vértices. Isso porque se p < p,

e tomamos a drvore com raiz em y, entdo quase certamente o aglomerado de y sera finito.

Sendo assim, a fronteira desse aglomerado também o serd. Note, por fim, que o conjunto

finito que serd adicionado em cada espaco pode, na realidade, ser um conjunto vazio.

Nesse caso, segue que todas as adicdes subsequentes serdo vazias e, portanto, definimos

que a itera¢do pdra. O préximo lema ajuda a entender a formacdo desse aglomerado ao

mesmo tempo em que caracteriza melhor os conjuntos Sj,.

Lema 3.6 Quando p < P, (Sn)n>0 tém a distribuicdo das geragdes sucessivas de um pro-

cesso de ramificagdo com distribuicdo inicial dada pela distribuicdo de X e distribuicdo
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de descendentes dada pela distribui¢do condicional de X dado &(xq) = 0.

Prova. Demonstraremos usando indu¢io em 7.

Temos que Sy = dC*. Logo, pela definicdo de X, segue que a distribuicdo inicial
de Sp é como afirma o teorema.

Suponhamos agora que o lema valha para Sy, S1,...,S,, com n > 0. Note que
para que um vértice esteja em S, ele deve ser um vértice fortemente vago com respeito
ao processo orientado ja que, caso contrdrio, ele certamente se ocuparia no processo
orientado e, portanto, estaria em C,. Note também que pela construcdo do aglomerado,
a descendéncia de S, isto é, S, 11, serd formado pela unido de 5C;F para todo y em S,,.
Mas temos que, sem perda de informagao, podemos tomar cada um desses y como sendo
um vizinho da raiz R da drvore, dado que esse vizinho seja fortemente vago. Isso posto
repare entdo que S, depende apenas de Mg restrito a S, e de UyegnVZ’+’y , que é uma

unido disjunta. E ja que & = 0 em S,,, o resultado segue.
OJ

Notemos agora que se o processo S sobrevive, entdo sempre haverd novos ele-
mentos y € S,,, Vn. Sendo assim sempre teremos C, # 0 para todo 7 e, consequentemente,
|@ | = oo. Por outro lado, se |C’ | = oo, entdo ou C, # 0, e nesse caso, pelo mesmo motivo
acima, temos que o processo S sobrevive, ou \C‘n\ = oo para algum n. Mas esse segundo
caso ndo ocorre, quase certamente, porque estamos considerando a fase subcritica do pro-

cesso. Logo, temos que

S sobrevive < |C| = oo.

Finalmente, terminamos a constru¢io do aglomerado com o
Lema 3.7 C =C.

Prova. Antes de tudo, perceba que Cy = C* ndo é o aglomerado nio orientado final da
origem. Isso porque ele diz respeito a arvore Tj onde consideramos o processo orientado.
Logo, existem vértices fortemente vagos em T, que podem se tornar ocupados quando
olhamos para o processo nao orientado.

A fim de provar o lema, comecaremos mostrando que C C C. Para isso, procede-
mos mais uma vez por indugao.

Temos que Cy = C* C C. Note agora que Cy é ndo vazio, ento ele é internamente
gerado, i.e., a dinAmica bootstrap restrita a Cy eventualmente o ocupa totalmente.

Suponha agora que |J;_, C;iccC ,n > 0. Temos que se C’,,+ 1 € ndo-vazio entio ele
se torna totalmente ocupado quando olhamos a dindmica bootstrap restrita a U,r:o] ;. Isso

porque, dado C,,11, ele so recebe influéncia de vértices que pertencem a ele mesmo e de
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vértices que estdo acima dele; se recebesse dos vértices que estdo abaixo dele, entdo estes
fariam parte dele e C,,;| seria maior. Mas perceba que Uio C; é conexo e contem a raiz
R. Logo, U C; C C. Mas, como n é arbitrario, segue que C C C.

Mostraremos agora que C C C.

Faremos as seguinte classificagio dos vértices de V; \ {R}:

Dado x # R,

1, seny(x) =1;
E'(x) =4 0%, senj=0masni(x) =1, (3-34)
0", sen® =0.

Defina agora k, = ZyE 7+ Lig«(»)=1 ou 0+} € fagamos
&, se &*(x) =1 0u 0%

0,se&(x) =0 ex(x) =0—1; (3-35)
0, se E(x) =0 ex(x) <0—1.

=

&(x) =

Perceba que agora estamos classificando como 0 aqueles vértices que ficariam
vagos em T* mas que ndo vio ficar no processo ndo orientado. Isso porque se ele tem
0 — 1 vizinhos ocupados ou fracamente vagos abaixo dele, eventualmente o seu vizinho
de cima se ocupard e ai entdo no processo orientado ele passara a ter © vizinhos ocupados
e se ocupard também.

Segue entao que

Neo(x) = 0 se € = 0. (3-36)

E, para x # R,

Noo(x) = 1se E(x) =0 e Moo (x™7) = 1. (3-37)
Tomemos agora um vértice x de C # 0 e o caminho auto-evitante R =
X0,X1,X2,...,Xp = X, COM X; € K’;‘H que o conecta a R. Afirmamos que x; € C para
i=0,1,2,...,n Provaremos esse fato usando indu¢do em i.
Usando um argumento similar ao usado no ultimo pardgrafo da Proposi¢cao 2-
13, temos que Me(R) =M% (R). Suponhamos agora que a afirmacao seja falsa para algum
0<i<netomeig=min{i=1,...,n:x; ¢ C}. Devemos ter entdo &(x; ) = 0.Isso porque,
pela definicéo de iy, temos que xjo’* e C e portanto T]oo(xjo’*) = 1.Logo, E(x) £ 0e, se Xi,
terminasse ocupado terfamos N (x;,) = 1 e, por (3-37), concluirfamos que x;, € C. Além
disso, note também que x;, ndo pode comecar ocupado pois, como xfo’_ estd ocupado,
se xj, também estivesse, entdo teriamos x;, € C. Por outro lado, se g,(xio) = 6, entdo, por

(3-36), terfamos que N (X;,) = 0 0 que ndo ocorre pois x;, € C. Logo, x € CeccC.
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OJ
A proposicao a seguir agrega os principais resultados dessa secao.
Proposicao 3.7 Temos que:
1. O ponto critico de percolagdo é dado por
pe=inf{p €[0,ps]:0(p) =1} € (0,pc); (3-38)
2. Para p < p;, P), existem constantes c1,c; € (0,00) tais que Yk > 0
P,(|C| > k) < cje™ 2, (3-39)
3. Em p=pe, Py(|C| > k) = 0 quando k — oo e E,(|C|) = oo;
4. Para p > p,, existem constantes c|,c) tais que Yk > 0
P, (k < |C] < o0) < ¢je™ 2, (3-40)

Prova. A demonstracio dos trés primeiros itens dessa proposi¢ao serd feita de maneira
andloga aquela feita para a Proposicdo 3.5 trocando-se bV por G, C por C, Oy por X e o
decaimento exponencial de O por aqueles de X e X (esses decaimentos seguem também
da Proposic¢ao 3.5).

Temos que {|C| = oo} < {S sobrevive}. Ou seja, devemos ter

E,(X|&(x0) =0) =0 > 1 < P,(|C| = =) > 0. (3-41)

Pelo decaimento exponencial de X e X em (0, j.), e invocando novamente a

Proposicdo (B.1), temos que

o(p) = 1= Ep(|C|) = oo = Ep, (|C]) = . (3-42)

Temos ainda que

6(p) =1 = Py(|C| =) =0= P, (|C] = ). (3-43)

Mostraremos agora que

o(p) < 1,p < pe=P,(|C] > k) < cre=* (3-44)

com cy,cp € (0,00).
O decaimento exponencial da distribuicdo de descendentes do processo de

ramificacdo (S,),>0 segue do Lema 3.3. Como estamos na fase subcritica, jd que ¢ < 1,
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podemos aplicar a Proposicao 3.3 e concluir o decaimento exponencial de Z, o tamanho
total de sua familia. Da Proposigdo 3.4, temos que |C| < 2|9*C| < 2Z onde 0*C = {x €
C: [N\ C| > b—8}. Ou seja, P, (|C| > k) < c1e=F com ¢ c; € (0,0).

Defina agora

pr=inf{pe|0,ps]:o(p) =1}

Do Lema 3.5, temos que G € analitica em [0, 7). Em particular, portanto, ela é continua
naquele intervalo. Além disso, temos que 6(p) — o0 quando p 1 p. e 6(p) — 0 quando
p 1 0. Sendo assim, segue entdo que deve existir um valor de p para o qual 6(p) = 1.
Tome entdo p* como sendo o infimo desses valores. Temos ainda que 0 < p* < p. < py
e, ainda pela continuidade de o, que 6(p*) = 1.

Note que, pela analiticidade da funcdo &, devem existir valores p > p* arbi-
trariamente proximos de p* tais que o(p) # 1. De (3-42), temos que E,«(|C|) = oo.
Por mononicidade da esperanga do tamanho do aglomerado em p, segue também que
Ep(|C[) = oo, Vp = p*.

De (3-43) temos que 6(p) > 1 para p > p*. Isso porque, se tivéssemos 6(p) < 1,
entdo P,(|C| > k) teria decaimento exponencial e portanto ndo poderfamos ter E,(|C|) =
oo ali. Portanto, existem valores de p > p* arbitrariamente préximos de p* para os quais
6(p) > 1. Ou seja, de (3-41) segue que p. < p*. Note que p* é o infimo dos valores de p
para os quais 6(p) = 1. Temos entdo de (3-41) novamente que, Vp < p*, P, (|C| =) =0.
Logo, p. > p*. Sendo assim, temos que p. = p*.

Demonstremos agora o item 4. Primeiramente, note que se P,(N. = 1) =1, ou
seja, todos os sitios estdo ocupados no limite, entdo a afirmagdo é dbvia ja que, nesse
caso, P, (k < |C| < o) = 0. Pelas desigualdades que relacionam o volume e o perimetro
de conjuntos conexos finitos, Proposicao 3.4, podemos substituir C por Z, o tamanho total

da familia do S—processo de ramificacdo. Portanto, € suficiente mostrar que

P,(k < Z < o) < cfle™<2k (3-45)

com ¢, ¢ € (0,+o0).
Da demonstracao dos itens 1 até 3, temos que se p, < p < p, entdo (|Sy|)n>0 é
um processo de ramifica¢io supercritico comegando em X. Podemos entio escrever:
1 2 X
1S, =V v v (3-40)
onde Vn(l),Vn(z), ... s80 copias i.i.d. de um processo de ramificag¢do (V,,),>0 comecando
do 1. Note que em Sy temos, em média, X descendentes. Temos que cada um desses
elementos gera um processo de ramificacdo. Nesse caso, Vn(l) ¢ a n-ésima geracdo

do processo de ramificagdo que comecou com o unico elemento i. O processo tem
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probabilidade de extincdo dada por

Y="1p) <1. (3-47)

Considere agora que tenhamos p > p.. Se |S,| < oo, entdo a construgio de |S,+1]
ainda estd bem definida. Contudo, |S,| pode tomar o valor e para algum n porque pode
ser que tenhamos um sitio abaixo da raiz cujo aglomerado de sitios ocupados € infinito e
nesse caso teriamos S, infinito. Assumamos entao que o € uma armadilha para o processo
(ISu])n>0, isto é, se em algum momento temos |S,| = oo, entdo o processo termina ali.
Nesse caso, observe que (|S,|),>0 também é um processo de ramificacdo, nesse caso
comegando de X e que (3-46) e (3-47) valem para {X < oo}.

Suponha agora que tenhamos P,(V; = 0) = 0. Nesse caso, todos 0s processos
Vn(i) ,comi=1,2,...,X, teriam uma primeira geracdo com, pelo menos um elemento.
Afirmamos que, nesse caso, todo os vértices em Sy estariam ocupados na configuracio
final do processo ndo orientado. De fato: tome x € Sy e suponha que N (x) = 0. Nesse
caso, C;” = 0 ja que ndo existiria nenhum y € T+ ligado a x por um caminho composto
inteiramente por sitios ocupados. Ora, mas se o aglomerado C; é vazio, sua fronteira
Z’;r também é. Ou seja, terfamos que V;* = 0 o que contradiz nossa hipétese de que
P,(Vi =0) = 0. Logo, todo x € Sy se torna ocupado pelo processo ndo orientado. Tome
entdo X' € S} arbitrario. Podemos considerar o processo de ramifica¢do comecando de x/,
aplicar o0 mesmo raciocinio feito acima e concluir que N (x') = 1, V&’ € S;. Repetindo
esse processo mostramos que, para todo n, todos os vértices de S, estardo ocupados
na configuracdo final. Ora, mas esse fato entdo implicaria que a rede toda se ocupa
na configuracdo final ja que todos os vértices da drvore pertenceriam ou a C, ou a S,
para algum 7, o que € absurdo pois estamos supondo desde o inicio da demonstracao
que P,(Me = 1) = 0. Logo, devemos ter P,(Vi = 0) > 0. Além disso, temos a seguinte

inclusdo de eventos: {V; = 0} C {extingdo do processo}. Sendo asism, segue que

Y > Pp(Vl =0)>0.
Tome agora
Op(s) = Y Pp(ISns1| =K[|Sy| = 1)s",5 >0 (3-48)
k=0

a funcdo geradora de probabilidades da distribuicdo de descendentes de (|S,|)n>0 €

(Va)n>0- Temos que

¢p(s) <lpara0<s<1 (3-49)

pois, nesse caso, Y5 0Py (|Sut1] = k[Su| = 1)s* < X5 o Pp(|Sus1]| = k[|Sa| = 1) = 1.
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Note que o evento {Y . S, = Z < oo} ¢, precisamente, o evento
{(ISn])n>0 se extingue}. Condicionado a {Z < oo}, portanto, temos que (|S,|)n>0 se torna
um processo de ramificacdo subcritico. Isso € provado como teorema em [Durrett 2007].

A func¢do geradora de probabilidades passa a ser

(o]

3,(5) =Y. Pp(ISur1] =kl[Sa] = 1,Z < oo)s*. (3-50)
k=0

Podemos entdo reescrevé-la como sendo

B,(s) — iPP(|S"+1|:ka|Sn|=1,Z<oo) )
g k=0 PP(|Sn| - 1,Z<oo)
o PplSi| =6 Z <wlSil=1) o 5 BpSunl =k Z<lISi = 1)y

= ) )3 \

k=0 Pp(Z < oo|[Sp] = 1) _k:O Y

Perceba que

Pp([Sa] = 1)
Pp(Z < oliSust] = K I8 = DBy(Suca] = kIS, = 1)

Pp([Snt1] =k, Z <ool[Sp] =1) =

Pp(ISal =1)
= 'Yk IP>P(|Sn+1| - k||Sn| - 1)-

Substituindo entdo em (3-51):

2 P18, =k||Sy] =1
@p(s) — Z P(’ +1’ H ’ ),Y(sk (3_52)
=0 Y
©p(¥s)
= . 3-53
v (3-53)

1_
Y

temos sy = 1—gy < 1 e, de (3-49), ¢,(sy) < 1. Assim,
M > 0 tal que

Note que, de (3-47), podemos tomar s = € > 1 para algum €. Nesse caso,

0p(s7)

Y < oo, Nesse caso, existe

i P, ([Sni1] = k|[Sn| = 1),Yksk <M
k=0 Y

Ou seja, para todo £,

Pp(1Sn+1| = K[|Sa| = 1),YI<
Y

sk <M
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donde 22Ut ZKISH=U ok hr—k Mas perceba que Py(|Sn1| =k||Sa| = DY =P,(X =

v
k)Y e que P,(Z,) = . Sendo assim,
IP’I,(X N4 - Lk
— =P, (X =k|Z <o) <M
]P)p(Z < o) p( KZ <oo) <Ms ™™,

donde P, (X = k|Z < o) possui decaimento exponencial. Aplicando entdo a Proposi¢ao
3.3, concluimos que o tamanho total familia Z do S-processo de ramificacdo também

possui cauda com decaimente exponencial, o que conclui a demonstracao.

O
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APENDICE A

Lista de Simbolos

Lista de simbolos usados na Secao 2.1

Simbolo Definicao Pagina
Ty Arvore homogénea nio orientada de grau b+ 1 10
T, Arvore homogénea orientada de grau b + 1 10
2 Conjunto de vértices de Tj e 'ﬁ‘b 10
Ny Conjunto de primeiros vizinhos ndo orientados de x € V, 10
Ny Conjunto de primeiros vizinhos orientados de x € V, 10
X~ Unico elemento de Nx\ﬁlx 10
R Raiz da arvore 10

']I‘;r ’x Arvore ndo orientada composta por x e todos os vértices abaixo de x 10
TZ”C Arvore orientada composta por x e todos os vértices abaixo de x 10
VZ’X Conjunto de vértices de ’JI‘Z’X e 'TFZ’X 10
n Configuragio do sistema: 1 € {0, 1}, com A C 'V, 11
0 Limiar do processo 11

(Mn)n>0 Dinamica bootstrap nio orientada 12

(Min)n>0 Dinamica bootstrap orientada 12
Neo Configuracao final do processo ndo orientado: MNe := lim, oMy 12
Moo Configuragdo final do processo orientado: Te := lim, My 12
Pn Pn=E,(Ma(R)), paran=0,1,2,... 00 12
D Pn=E,(Mn(R)), paran=0,1,2,...,00 12
Pr pri=inf{pe[0,1]:P,(Nw=1)=1} =inf{p € [0,1]: poo =1} 13
pr pri=inf{pe 0,1 :P,(f=1) =1} =inf{p € [0,1] : oo = 1} 13
Cy Aglomerado de sitios ocupados em M. contendo x 21
C, Aglomerado de sitios ocupados em Tj.. contendo x 21
Pe pe=inf{p € [0,1]:P,(|C| =o0) >0} 21

De ﬁc:inf{pe [Ovl] :]P)P(|6| :°°) >O} 21
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Lista de simbolos usados na Secao 3.1

Simbolo Definicao Pagina
E(x) Configuragdo de vértices ocupados, fracamente vagos e fortemente vagos 23
Wy Aglomerado de sitios fracamente fracos contendo x 23

Ly Aglomerado local de vértices ocupados de 1 contendo x 25
Ox Fronteira de vértices inicialmente ocupados de W, 25
oA Fronteira orientada exterior: 0A = {y ¢ A : y € N, para algum z € A} 25
v v=v(p) =E,(|0]) 26
M M= M(p) = a5l k()75 25 ° 2
p p=inf{p€[0,ps]: M(p) =1} 27
0*C 0*C={xeC:|N,\C|>b—8} 34

Lista de simbolos usados na Secio 3.6

Simbolo Definicao Pagina
’]T‘Z Arvore obtida revertendo-se todos os elos de 'Tf‘b que apontam para R 38
N Conjunto de vizinhos orientados de x em Tz 38
x5 O tinico elemento de N, \ N 38
TZ’J“X Arvore orientada composta por x e todos os vértices de 'ﬁ‘z abaixo de x 38
A Conjunto de vértices de T, 38
M;,n>0) Dinamica bootstrap orientada em Tb* 39
C* Aglomerado de vértices ocupados de 1, contendo R 39
(11;; *n>0) Dinamica bootstrap em TZ’+’X adicionando a seguinte perturb¢ao: 39

o limiar somente do vértice x serd agora 6 — 1 em vez de 0

Cy+ " Aglomerado de vértices ocupados de Nt~ contendo y 39
ct Ch:=C" 39
Cc* C* =C;, onde xo ¢ um elemento fixo de Ng 39
X X :=|oCt| 39
oC* dC* = {y ¢ C* .y € N} para algum z € C*} e 90 = 0 39
X X :=1|aC*| 39
s 6= 0(p) := E,(X[E(x0) =0) 39
p p=p(p) :=E,(|9C)) 39




APENDICE B

Processos de Ramificacao

Sendo um assunto de fundamental importancia em matemadtica e, em particular,
no estudo desenvolvido nesse trabalho, nesse apéndice trazemos os principais resultados e
defini¢cdes que dizem respeito a processos de ramificacdo. A principal referéncia utilizada
é [Hofstad 2009].

Um processo de ramificacdo diz respeito a evolu¢do temporal de uma certa
populacdo e é definido da seguinte maneira. Para cada individuo da familia, supomos

que

1.esse individuo origina um ndmero de descendentes com a mesma distribui¢do de
outros individuos e

2.esse individuo gera descendentes de maneira independente aos outros individuos.

Defina, entdo, para todo i € N

pi = P(o individuo possui i fihos). (B-1)

(pi)i>o sera definido como sendo a distribuicdo de descendentes desse processo de
ramificacdo.

Seja Z,, n > 0, uma variavel aleatéria que conta o nimero de individuos da
geracdo n do processo e suponha que Zy = 1. Seja também X uma varidvel aleatdria

com distribui¢ao de probabilidades dada por (B-1), i.e.,
P(X =i) = pi. (B-2)
Temos entdo que Z, satisfaz a seguinte relacdo de recursao:
Zn—1
Zn=Y Xui (B-3)
i=1

onde (X, i)ni>0 sdo varidveis aletérias tais que, Vi > 0 e Vn > 0, X,,_; tem a mesma

distribui¢do de X.
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Dado um processo de ramificagdo (Z,),>0, chamaremos de extin¢do do processo

0 evento

U{Zn = 0}

n>1

cuja probabilidade serd dada por
e=P(In:Z,=0). (B-4)

O seguinte teorema € de fundamental importancia no estudo dos processos de ramificacao
e diz respeito a transicao de fase existente quando consideramos o valor da probabilidade

de extincdo do processo.

Teorema B.1Se¢ja (Z,),>0 um processo de ramificacdo com descendéncia i.i.d. X. Temos

entdo que

Lse E(X) <1, entdoe=1;
2.se B(X) > 1, entdo e < 1;
3seEX)=1eP(X=1) <1, entdoe=1.

Além disso, € é a menor solucdo em [0, 1] de
€= Gx(¢g) (B-5)

onde s — Gx(s) € a fun¢do geradora de probabilidade da distribuicdo de descendentes

X, ou seja,

Prova. Seja
g, =P(Z,=0).

Note que se ndo temos individuos na gerag¢do n do processo, entdo certamente nao teremos

indviduos na geracdo n+ 1 dele. Sendo assim, podemos concluir que

{2, =0} c {Z,+1 =0}.

Para todo n, portanto, teremos um sequénca crescente de conjuntos e, desse modo, segue
que €, T €. Tome agora a fungdo geradora de probabilidades do nimero de individuos na

n-ésima geracdo do processo definida como
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Note que, se X é uma variavel aleatéria que toma valores inteiros, temos que E(s%) =
Yi_oSKP(X = k). Ou seja, se tomamos s = 0, temos que Gx (0) = P(X = 0). Sendo assim,

temos que
€, = G,(0).
Note agora que P(Z; = i) = P(X = i) = p,. Note também que podemos escrever:

P(Z, =kNZ = i)

P(Zy=k|Z =i)= Pz =)

Sendo assim, temos que
P(Zy=0)P(Z,=k|Z =i)=P(Z,=kNZ =)
donde

Y piP(Zi=k|Zi=i) = Y P(Z,=kNZ =i

i=0 i=0
= P (U(Zn —kNZ = i))
— P(Zy = k).

Logo, observe que, condicionando na primeira geragao do processo, ficamos com
Gu(s) = E(s™) = ZP:‘E(SZ" | Zy =i).
i=0

Como Z; = i, podemos tomar qualquer um desses i individuos e observar o processo
abaixo dele. Repare que, nesse caso, olhar para o nimero de individuos na n-ésima
geracdo do processo equivale a olhar para o nimero de individuos na (n — 1)-ésima
geracdo do processo que comeca em cada um dos elementos de Z;. Ou seja, como as

descendéncias de cada um desses i individuos € independente das outras, temos que
E(s™ | 2y = i) =E((s"1)") = E(s*)' = Gy (5)',
donde:
Gu(s) = ZpiGn_l(s)i.
i=1

Denote entdo Gy(s) = Gi(s) a fungdo geradora de probabilidades de Xj ;. Segue, pelo

que acabamos de mostrar que temos
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Gn(S) = GX(Gn—l (S))

Para s = 0, origina-se da equacdo acima a seguinte relacdo de recorréncia para €,:

€, = Gy (8,171). (B—6)

Como j4 foi discutido anteriormente, temos que €, 7 € quando n — oo. Sendo assim, como

a fung¢do Gx(s) é continua em s, temos que

€ =lime, = Gx(limg,_) = Gx(€).

Suponha que P(X = 1) = 1. Nesse caso, cada um dos individuos terd exatamente um
descendente e, portanto, quase certamente, Z, = 1. Suponha agora que P(X < 1) =1
mas p = P(X = 0) > 0. Nesse caso, segue que P(Z, =0)=1—-(1—p)" — 1, ja
que 1 —p € [0,1). Ja tendo mostrado o comportamento dos dois casos anteriores, resta
estudarmos o que acontece no Unico caso que sobrou. Suponha agora, portanto, pelo resto
dessa demonstragdo, que tenhamos P(X <1) < 1.

Primeiramente, vamos mostrar que € é, de fato a menor solucdo de (B-5).
Para isso, tome Yy € [0,1] e suponha que ¥ = G,(y). Afirmamos que € < Y. Mais
especificamente, vamos mostra que €, < \ para todo n. Procedemos entdo por indug¢do em
n. Observe que, como sempre comecamos o processo de ramificacdo com um individuo,
entdo €y = 0 < y e isso prova o caso base. Suponha agora que, dado n € N arbitrario,
tenhamos €, < y. Note que a fun¢do Gx(s) é crescente no intervalo [0, 1]. Nesse caso,

aplicando (B-6), e o que acabamos de descutir, temos que

€nt1 = Gx (&) < Gx(y) = V.

Sendo assim, temos provado que, para todon € N, g, <y. Como g, T €, temos que € < .
Segue disso que € €, de fato, a menor solugdo de (B-5).

Note agora que, como temos Gx (s) = Y, sKP(Z, = k), entdo

Gy (s) = i k(k—1)s2P(Z, = k) = E(X(X — 1)s2) > 0. (B-7)
k=1

Segue, portanto, que Gx(s) é crescente e convexa para s > 0. Mas perceba agora que,
se consideramos P(X < 1) < 1, entdo, a probabilidade de que X seja maior ou igual
a dois € um numero estritamente positivo. Como os dois unicos valores que zeram a
ultima igualdade de (B-7) sio X =0 e X = 1, temos que G;((s) ¢ estritamente crescente
e estritamente convexa para s > 0. Ou seja, a funcdo Gx(s) s6 pode intersectar a reta
y = s em, no maximo, dois pontos no intervalo [0, 1]. Note entdo que 1 é sempre um
desses pontos, i.e., Gx(1) = E(s?) = Y7, 1¥P(Z, = k) = Y5 P(Z, = k) = 1. Como
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G.(0) > 0, repare também que se G/X(l) < 1, entdo s6 existe uma solugio para a equagio

(B-5) e se G/X(l) > 1, entdo existem duas solugdes. Observe que

Gy(s) = Y k" 'P(X = k) = Gy (1) = Y k1 'P(X = k) = E(X). (B-8)
k=1 k=1
Unindo toda a discussdo que acabamos de fazer acima, e considerando a equacado (B-8),

segue, portanto que
se G;((l) =EX)<1,entdioe=1¢e

se G;((l) =E(X)>1, entdioe < 1.

Por fim, suponha que G:X(l) = 1. Afirmamos que, tirando o caso em que Gx(s) = s,
Vs € [0, 1], teremos também exatamente uma solug@o. De fato, suponha que tivéssemos
outra solugdo s' < 1. Nesse caso, como Gx(0) > 0, o gréfico de Gy teria de tocar a reta
y = s com inclinagio menor ou igual a 1 no ponto 5. Como G (s) > 0, segue que a
funciio G (s) é estritamente crescente. Sendo assim, como G (1) = 1, ndio poderfamos
ter G (s") = 1. Logo, a tnica possibilidade é que tenhamos G (s') < 1. Mas nesse caso,
existiria & > 0 tal que Gx (s’ +98) < s’ 439, i.e., Gx(s' + d) estaria abaixo da reta y = s.
Nesse caso, a fim de que o grafico de Gy toque a reta no ponto 1, deveriamos ter algum
ponto s” para o qual Gy (s”) > 1. Mas isso é absurdo pois a funcio Gl (s) é estritamente
crescente e G (1) = 1. Desse modo, vemos que se G (1) = 1, entdo, tirando o caso em que
Gx(s) = s, teremos apenas 1 como soluc¢do. Mas perceba agora que
Gx(s)=se Y sPX =k =sePX=1)=1.
k=1
O

Isso posto, podemos passar agora a caracterizacdo dos processos de ramificacio
com respeito ao valor esperado da varidvel aleatéria X. Dado um processo de ramifica¢io

(Zn)n>0, diremos que o processo serd :

esubcritico se E(X) < 1,
ecriticose E(X)=1eP(X=1)<le
esupercritico se E(X) > 1.

Da mesma forma como definimos a probabilidade de extingdo do processo

podemos definir agora sua probabilidade de sobrevivéncia. Faremos isso definindo

€ = 1 — € ou equivalentemente { = P(Z, > 0Vn > 0),
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ou seja, essa € a probabilidade de que o processo de ramificacdo sobreviva para sempre.
Podemos definir ainda o tamanho total da familia ou tamanho total da descendéncia como

sendo

A proxima proposicdo € de fundamental importancia para a demonstragdo dos
principais resultados desse trabalho por nos fornecer uma expressdo para a média do

tamanho da familia até a geracdo n.

Proposicao B.17ome um processo de ramificacdo comegcando com um individuo e supo-

nha que esse processo seja critico, isto é, E,(X) = 1. Defina

o tamanho total da familia desse processo até o instante n. Entdo, temos que

E,(Y,) =n+1.

Prova. Primeiramente, note que, para todo k,

E,(Zv) = Ep(Ep(Zk|Zk-1))
= E,(Zk1Ep(Xki | Zi—1)).

Como as varidveis aleatorias X; ; € Z;_ sdo independentes, temos entdo que

Ep(Ze1Ep(Xii | Zi—1)) = Ep(Zk1Ep(Xk,i)).

Logo, portanto,

Ep(Z) = Ep(Zi1Ep(Xe,)
= Ep(Z-1.1) =Ep(Z-1).

Como isso vale para todo 0 <k < necomo E,(Zy) = 1, temos entdo que

n n

E,(Y,) = ;)Ep(zi) = ;)1 =n+1.
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O
Perceba também que se definimos Y. := Y}~ jZ; o tamanho total da familia, entdo

podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Mondtona e concluir que

E,(Y.)=E, <limYn) — EmE,(Y,) = limn + 1 = oo,
n n n
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