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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar o modelo matematico do embaralhamento
Riffle Shuffle, que denotaremos por Embaralhamento Canonico. O modelo matematico
para o embaralhamento canonico é chamado de modelo de Gilbert-Shannon-Reeds (GSR),
em homenagem aos matematicos que o desenvolveram.

A partir da andlise de uma magica introduziremos o conceito de sequéncias levan-
tadoras, que esta intimamente ligado ao modelo GSR. Com este conceito sera possivel
calcular a probabilidade de obtermos permutacoes especificas das cartas de um baralho,
apos a realizagao de embaralhamentos canonicos.

O restante do trabalho serda dedicado a encontrar o nimero de embaralhamen-
tos canonicos consecutivos que aproxima a distribuicao GSR da distribuicao uniforme.
Desenvolviremos um estudo sobre Cadeias de Markov, relacionando-as com o embara-

lhamento canodnico.

PALAVRAS-CHAVE: Cadeias de Markov, Magica, Modelo GSR, Riffle Shuffle.
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Abstract

This work aims to study the mathematical model of Riffle Shuffie, that we will denote
by canonical shuffle. The mathematical model for the canonical shuffle is called Gilbert-
Shannon-Reeds (GSR) model, in honor of the mathematicians who developed it.

Based on an analysis of a magic, we will introduce the concept of rising sequence,
which is closely linked to the GSR model. With this concept we will be able to calcu-
late the probability of getting a specific permutation of cards, after performing several
canonical shuffles.

The remaining of this work will be dedicated to find the number of consecutive
canonical shuffles that approaches the GSR distribution from the uniform distribution.
We will develop a study of Markov Chains, relating them with the canonical shuffle.

KEYWORDS: GSR Model, Magic, Markov Chains, Riffle Shuffle.
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Introducao

Uma das mais divertidas aplicagoes da Matematica é em magicas. Matemaética e
magicas compartilham uma relacao de contribuicao mutua, a partir da Matematica
é possivel criar bons truques de mégica e a partir de bons truques podemos encontrar
principios que sao aplicados em Matematica avancada. Considerando especificamente
magicas com baralhos, o segredo geralmente estd na maneira de se embaralhar, e é
também neste ponto em que a Matematica se encontra.

Este texto tem como objetivo estudar o modelo matematico de embaralhamento
de cartas mais comum, o Riffle Shuffle, e questoes relacionadas com a sua realizacao.

Ao longo desta dissertacao vamos responder a duas questoes:

1. Qual a probabilidade de obtermos o baralho em uma ordem desejada, apds um

certo numero de embaralhamentos?

2. Como embaralhar bem um baralho?

O ponto de partida para responder estas duas questoes serd a andlise de uma
magica, conhecida como Premo. As referéncias principais para todo o texto serao o
artigo de Bayer e Diaconis, Trailing the Dovetail Shuffle to its Lair [1], o texto de
Hilario e Oliveira, A Matemdtica de Embaralhar Cartas [4], e o Capitulo 8 do livro
Markov Chains and Mizing Times [6], de Lewin, Peres e Wilmer.

No Capitulo 1 apresentaremos as primeiras defini¢coes que serao utilizadas constan-
temente ao longo deste texto, dentre elas o modelo GSR e as Sequéncias Levantadoras.
Em seguida, analisaremos a magica Premo e faremos uma breve biografia de Charles
Thornton Jordan, o criador da magica inspiradora para o desenvolvimento da magica

Premo, tendo como referéncia os livros Magical Mathematics: The mathematical ideas



that animate great magical tricks [2], de Diaconis e Graham, e Mathematics, magic
and mystery (3], de Gardner. Com o objetivo de responder a primeira pergunta citada
acima, apresentaremos uma generalizacao para o modelo GSR, e vamos oferecer quatro
descrigoes alternativas deste modelo a fim de poder analisar varios embaralhamentos
candnicos consecutivos. As principais referéncias para este capitulo serao [1] e [4].

O Capitulo 2 sera dedicado a responder a segunda pergunta citada acima, para
isso desenvolviremos um estudo sobre Cadeias de Markov. Inicialmente apresentare-
mos varios conceitos referentes as Cadeias de Markov, como distribuicao estacionéria
e irredutibilidade, e mostraremos como estes conceitos se relacionam tanto com o em-
baralhamento candnico quanto com o embaralhamento candnico inverso. Em seguida
definiremos uma maneira de medirmos a distancia entre duas distribuigoes de proba-
bilidade e, no final da Secao 2, mostraremos que podemos analisar o embaralhamento
canonico inverso ao invés do embaralhamento canonico. Finalizamos este trabalho ofe-
recendo uma cota superior e uma cota inferior para o nimero de embaralhamentos
canonicos consecutivos que embaralham bem um baralho. As referéncias para este

capitulo serdo [4] e [6].



Capitulo 1

O modelo de
Gilbert-Shannon-Reeds (GSR)

1.1 Algumas definicoes

O objeto principal deste trabalho é um baralho, e denotaremos por tamanho do baralho
o numero de cartas que o baralho possui. Ao longo deste texto vamos considerar um
baralho de tamanho n, com n € N, n #£ 0, sendo que todas as suas cartas sao diferentes

entre si.

Definigao 1 (Pilha e Montes). Ao dizer que um baralho de tamanho n estd em uma
pilha, vamos considerar que as cartas estao umas sobre as outras e todas com as faces
voltadas para baizo. Ao separarmos de uma pilha uma quantidade k de cartas, k €
{0,1,--- ,n—1,n}, formamos dois montes, um de tamanho k e outro de tamanho

n—k.

Algumas observagoes devem ser feitas sobre a Definicao 1. Primeiramente ob-
servamos que montes de tamanho zero sao permitidos, chamaremos estes montes de
montes vazios. Outra observacao ¢ que uma pilha pode ser dividida em mais de dois
montes da seguinte maneira: inicialmente separamos k; cartas, formando um monte
com k; cartas e outro com n — k; cartas, em seguida separamos ky cartas do monte que
possui n— ky cartas, formando trés montes de tamanhos k1, ko € n—k; —ko. Repentindo

este processo, é possivel dividir uma pilha em quantos montes desejarmos.
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Neste texto iremos considerar pilhas ordenadas, ou seja, quando o baralho estiver
em uma pilha, dizemos que a carta do topo esta na primeira posicao, a carta logo abaixo
da carta do topo estd na segunda posicao, e assim sucessivamente, terminando com a
ultima carta, que esta no fundo da pilha e vamos dizer que esta carta estd na n-ésima

posicao. Representaremos uma pilha por

b= (bla b27 ey bn)a
onde b; é a carta que estd na i-ésima posigdo. Duas pilhas b = (by, -+ ,b,) e ¢ =
(c1,...,cm) sao consideradas iguais se, e somente se, n = m e ¢; = b; para todo i =

1, ,n.

Com a intencao de simplificar a notacao, ao longo do texto consideraremos que
um baralho de tamanho n é composto pelas cartas 1,2, --- ,n, e denotaremos por pilha
identidade a pilha id = (1,2, ...,n). Considerando um baralho de tamanho n, a seguir

definimos duas operacoes elementares que podemos realizar com uma pilha qualquer.

Definigao 2 (Corte reto). Consiste em separar uma pilha em dois montes, dividindo
a pilha em duas partes simplesmente separando uma quantidade do topo e deizando as
demais cartas na pilha. Se a pilha € representada por (by,bs,...,b,), o corte reto ird

formar dois montes (b1, ...,b) € (bgs1,...,0p), com 0 <k <n, k € N.

Defini¢ao 3 (Corte). Primeiramente realizamos um corte reto e em sequida colocamos
o monte retirado do topo no fundo do outro monte. Ou seja, a partir do corte reto
formamos dois montes (by, by, ..., 0;) € (bxi1,...,bn), €, ao colocar o primeiro monte sob

o sequndo, formamos uma nova pilha (bxy1, ..., by, b1, ba, ..., by).

Feitas as defini¢oes e convencoes sobre o baralho, podemos comegar a falar sobre
embaralhamentos em geral. Quando somos convidados a embaralhar um baralho na
realidade estamos sendo convidados a modificar a posicao original entre as cartas. Um
baralho é considerado bem embaralhado quando as cartas estao bem misturadas, no
sentido de que a pilha obtida apdés o embaralhamento nao guarde memoria da sua
ordenacgao anterior.

Considerando um baralho de tamanho n em uma pilha b = (by,--- ,b,) qualquer,

ao embaralhar levamos cada carta b;, ¢ € {1,2,---,n}, em uma nova posigao, que
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denotaremos por o(b;), com 1 < o(b;) < n. Assim, um embaralhamento qualquer leva
uma pilha b = (by,--- ,b,), em outra pilha ¢ = (¢, -+ ,¢,), sendo que para cada carta
bi,i € {1,---,n}, existe um j € {1,---,n} tal que o(b;) = j, ou seja, a carta que
estd na j- ésima posigao na pilha ¢, representada c;, correspode a carta b; da pilha b.
Desta forma, é natural associar embaralhamentos a permutagoes, mais detalhes desta
associacao podem ser vistos em [4].

A partir da associacao embaralhamento-permutacao, temos que o conjunto de
todos os embaralhamentos possiveis de um baralho de tamanho n é o conjunto de
permutacoes de n elementos, ou seja, o grupo simétrico, conhecido como S,,, que possui
n! elementos. Optamos por usar a mesma notagao utilizada em [1]: dado um baralho

de tamanho n = 8, suponhamos que o baralho esteja disposto na pilha identidade
id=(1,2,3,4,5,6,7,8).

Se apds a realizacao de um embaralhamento a pilha inicial é levada na nova pilha
c=(3,7,1,2,8,5,4,6),

entao associamos este embaralhamento a permutacao ¢ € Sy

12345678
37128 5 46

Considerando a associagao embaralhamento-permutacao, temos que o conjunto de
todos embaralhamentos juntamente com a operagao composicao, ou seja, embaralhar
repetidamente, é um grupo, e como tal, possui um elemento neutro. Chamaremos este
elemento neutro de permutacao identidade, que equivale a nao modificar a ordenacao

das cartas. Assim,

1 2 .-+ n

1 2 -+ n
Seja b uma pilha qualquer, b = (b1, by, -+ ,b,). Esta pilha b pode ser obtida a
partir da pilha identidade da seguinte maneira: consideramos que inicialmente tinha-

mos a pilha identidade (1,---,n) e que ap6s um embaralhamento p obtemos a pilha

(blu b27 e 7bn)7



1 2 ... n
by by --- b,

p:

Desta forma, além de denotar embaralhamentos por permutacoes, também pode-
mos denotar cada pilha pela permutacao que a gera a partir da pilha identidade. Neste
caso, por exemplo, podemos denotar b por p. Portanto, constatamos que tanto pilhas
quanto embaralhamentos podem ser vistos como elementos de S,,. Com isso, podemos

apresentar uma definicao mais formal de um embaralhamento qualquer.

Definicao 4. Seja p uma pilha qualquer de S,,. Um embaralhamento é uma aplicagao

p— (xop), de S, em S,, em que a pilha p € levada na pilha (xop) € S, com x € S,,.

Observe que, na defini¢ao acima, se p = id, o embaralhamento x € S,, é levado na
pilha x € S,, o que é coerente com o que foi discutido anteriormente.

Outra caracteristica de um grupo é que cada um de seus elementos possui um
elemento inverso. Para o caso de embaralhamentos, suponha que uma pilha ¢ € S,
seja embaralhada segundo um embaralhamento p € 5, e obtemos a pilha 6 € S,,, ou
seja,

poyp=>~0.
Em seguida podemos realizar outro embaralhamento A na pilha 6 de forma a recolocar
as cartas em sua pilha original, assim obtendo novamente a pilha . Portanto, temos
que

p=Aol=Aopoy,

ou seja, A o p = id. Denotaremos um embaralhamento \, tal que Ao p = id, por p~! e
o chamaremos de embaralhamento inverso de p.

Como mencionado anteriormente, embaralhar significa mudar a posicao inicial das
cartas, e isto pode ser feito de diversas maneiras, sendo uma delas o Riffle Shuffle. O
Riffle Shuffle consiste em realizar um corte reto em uma pilha e em seguida intercalar os
dois montes juntamente, a fim de formar uma tnica pilha novamente. Este é o método
mais comum de embaralhamento de cartas, por isso, neste trabalho denotaremos o Riffle

Shuffle por embaralhamento canodnico.



Um modelo matematico preciso para o embaralhamento canonico foi introduzido
pelos matematicos Edgar N. Gilbert e Claude Shannon em 1955, e independentemente

por Jim Reeds em 1981. De acordo com [1], temos a seguinte definigao:

Definigao 5 (O modelo de Gilbert-Shannon-Reeds: modelo GSR). Dado um baralho
de tamanho n em uma pilha, realizamos um corte reto dividindo a pilha em dois montes,
monte 1 e monte 2, onde o numero de cartas do monte 1 seque uma distribuicao binomial
de parametrosn e % Isto €, a probabilidade de que k cartas sejam separadas, 0 < k < n,
¢ de % Em sequida intercalamos os dois montes a fim de formar uma nova pilha,
adictonando a cada vez uma carta vinda do monte 1 ou do monte 2 com probabilidade
proporcional ao numero de cartas em cada monte. Ou seja, se temos A cartas no

monte 1 e B cartas no monte 2, a proxima carta a ser colocada na nova pilha que estd

se formando tem probabilidades MLB de vir do monte 1 e AJFLB de vir do monte 2.

Exemplo 1 (Embaralhamento canonico). Considere um baralho de tamanho n =8, a
partir da pilha identidade (Figura 1.1), escolhendo k = 5, realizamos um embaralha-
mento canénico (Figura 1.2) intercalando os montes (1,2,3,4,5) e (6,7,8), obtendo a

pilha (1,2,6,3,4,7,8,5), como mostra a Figura 1.3.

-
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Figura 1.1: Pilha identidade

A seguir definimos o embaralhamento inverso de um embaralhamento canonico,

de acordo com [4].

Definigao 6 (Embaralhamento canonico inverso). Consideremos um baralho de tama-
nhon em uma pilha b = (by,--- ,by,), e uma sequéncia (W;), i € {1,--- ,n}, de varidveis
aleatdrias i.i.d., com distribuicao uniforme em {0,1}. Associamos a cada carta b; o va-

lor W;, e em sequida, posicionamos as cartas b; tais que W; = 0 por cima das cartas
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Figura 1.2: Intercalando os montes
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Figura 1.3: Pilha resultante a partir do embaralhamento canonico

b;, tais que W; = 1, preservando a ordem relativa entre as cartas associadas a valores

1GUALS.

As imagens a seguir mostram a realizacao de um embaralhamento canonico in-
verso. A partir da pilha identidade para n = 8, atribuindo as varidveis aleatorias
Wy = 1,Wy = 1, W5 = 0,W, = 1,W5; =0,Wsg = 0,W; =1e Wg = 0, ou seja,
associando a pilha identidade a sequéncia (1,1,0,1,0,0,1,0), obtemos a nova pilha

(3,5,6,8,1,2,4,7). Veja Figura 1.4 e Figura 1.5.
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Figura 1.4: Sequéncias de variaveis aleatérias
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Figura 1.5: Pilha resultante a partir do embaralhamento canonico inverso

Considerando a pilha representada pela Figura 1.3, obtida a partir de um em-
baralhamento canonico, ao realizarmos o embaralhamento canonico inverso dado por
Wi =0Wy =0W3=1W, =0W5 =0Ws =1, W; =1e Wg =0 obtemos no-
vamente a pilha identidade. Portanto, a sequéncia (0,0,1,0,0,1,1,0) corresponde ao
inverso do embaralhamento canonico de um baralho de tamanho 8, cuja pilha resultante

seja (1,2,6,3,4,7,8,5).

1.2 Magica Premo

As definicoes feitas na secao anterior nos possibilitam a apresentacao e a andlise de
uma importante magica com cartas, chamada Premo. Essa mégica ¢ o ponto de partida
para o trabalho realizado em [1], e a atual secao serd dedicada & descrigao e & andlise

da magica de acordo com esta referéncia.

1.2.1 A performance

O magico convida um espectador para ser seu voluntario na realizacao da maéagica.
O magico entrega ao voluntario um baralho em uma pilha e pede para que este dé
um corte, dois embaralhamentos canonicos consecutivos e em seguida mais um corte.
Durante esse processo o méagico nao toca no baralho e nem ao menos olha para o baralho.
Em seguida o mégico convida o voluntario a olhar a carta posicionada no topo da pilha,
memoriza-la e recoloca-la na pilha, desta vez nao no topo, mas aproximadamente no

meio da pilha. O espectador é convidado a realizar mais um embaralhamento canonico
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e finalizar com um corte. O magico pega o baralho e abre a pilha em uma mesa, com
as faces das cartas viradas para cima. Para a surpresa da audiéncia, ele rapidamente

encontra a carta que o voluntario memorizou.

1.2.2 Analise da magica

Comecaremos a andlise da mégica pelo baralho. Para a realizacao desta magica nao
importa a quantidade exata de cartas, a numeracao das cartas ou os naipes a serem
utilizados, o tnico fator importante é a ordenaracao inicial das cartas, ou seja, a pilha
inicial. Para facilitar a andlise, consideremos que o baralho esteja inicialmente na pilha
identidade (1,2,--- ,n).

Antes de considerarmos a méagica completa, vamos investigar o efeito que um em-
baralhamento canonico produz na ordem das cartas. Pela Definicao 5, para a realizacao
de um embaralhamento canoénico primeiramente devemos efetuar um corte reto na pi-
lha, e assim dividimos o baralho em dois: um monte composto pelas cartas 1,2, ..., k,
e outro compostos pelas cartas k+ 1,k + 2,...,n, com 0 < k < n, k € N. Ao interca-
larmos esses dois montes obtemos uma nova pilha, mas observe que as cartas 1,2, ...,k
permanecem na mesma ordem relativa na pilha, assim como as cartas k+1,k+2,...,n,

reveja a Figura 1.3, o que nos leva a seguinte definicao.

Definigao 7 (Sequéncias levantadoras). Dado um baralho em uma pilha qualquer, uma
sequéncia levantadora € um conjunto maximal de cartas consistindo em sucessivos va-

lores apresentados em ordem.

Exemplo 2. Suponha que temos as cartas 1,2, ...,10 na pilha
b=(51,3,8,2,4,9,10,6,7).

Para esse arranjo de cartas temos 4 sequéncias levantadoras, que sao (5,6,7), (1,2),

(3,4) e (8,9,10).

As sequéncias levantadoras foram descobertas independentemente pelos magicos
Charles Oswald Williams e Charles Thornton Jordan no inicio do Século XX. Cada

elemento de S, ou seja, cada permutacao de um baralho de tamanho n, possui r
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sequéncias levantadoras, com r € {1,2,--- ,n}. A permutacao que possui r = 1 é a
permutacao identidade, e a permutacao com r = n é a permutagao (n,n—1,---,3,2,1).

Fixada uma pilha, notamos que duas sequéncias levantadoras desta pilha nao se
intersectam, e, sendo assim, podemos representar uma pilha qualquer de S, como a
uniao das suas sequeéncias levantadoras de maneira tnica, porém, a uniao de sequéncias
levantadoras nao determinam uma tnica pilha. Ilustramos esta afirmacao com o Exem-
plo 2, nao é possivel representarmos a pilha b a partir de suas sequéncias levantado-
ras de uma maneira distinta de {(4,2), (3,4),(5,6,7),(8,9,10)}, a menos de ordem.
Porém, observe que {(4,2),(3,4),(5,6,7),(8,9,10)} também pode expressar a pilha
c=(A,5,3,2,8,4,9,6,10,7), sendo que b # c.

Como para a magica consideramos a pilha inicial sendo a pilha identidade, inicial-
mente temos apenas uma sequéncia levantadora. Apos a realizacao de um embaralha-
mento candnico, a nova pilha podera apresentar uma ou duas sequéncias levantadoras.
No corte reto que compoe o embaralhamento canonico, escolhendo k£ = 0 ou &k = n
nao ha como intercalarmos as cartas e portanto o baralho ird manter sua ordenacao
inicial, (1,2, ...,n), e a nova pilha permanecera com apenas uma sequéncia levantadora.
Entretanto, caso 1 < k < n — 1, o corte reto irda quebrar a sequéncia levantadora em
duas partes, uma parte com as cartas de 1 a k, e a outra com as cartas de k+1 a n. Se
ao intercalar apenas sobrepormos as cartas, obtemos novamente a pilha identidade, e
portanto uma sequéncia levantadora, mas ao intercalarmos de outras maneiras obtemos
pilhas com duas sequéncias levantadoras, uma vez que as cartas 1, 2, ..., k permanecerao
na mesma ordem relativa na nova pilha, assim como as cartas k+ 1,k + 2, ..., n.

Esse processo ira se repetir a cada nova realizacao de um embaralhamento canonico,
o corte reto podera quebrar cada sequéncias levantadora da pilha em duas e, ao inter-
calarmos as cartas, teremos no maximo o dobro do niimero de sequéncias levantadoras
que tinhamos anteriormente. Sendo assim, apds a realizagao de t embaralhamentos
canonicos partindo da pilha identidade, a pilha resultante terd no maximo 2¢ sequéncias
levantadoras.

De volta a andlise da magica, suponhamos que o baralho nao seja cortado e que a

carta do topo seja movida somente apds o tltimo embaralhamento canonico. Apéds trés
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embaralhamentos canonicos o baralho terda no maximo oito sequéncias levantadoras, e ao
movermos a carta do topo para o meio do baralho criamos mais uma dessas sequéncias,
consistindo apenas da carta movida. Assim, quando o magico abre o baralho com as
faces das cartas viradas para cima, ele buscard uma carta que esta em uma sequéncia
levantadora composta apenas por uma unica carta, ou seja, a carta que se encontra
apos o seu sucessor e antes do seu antecessor.

Agora vamos observar o efeito que um corte produz na ordem das cartas. Supondo
que o baralho esteja inicialmente na pilha identidade, ao efetuarmos um corte a nova
ordem serd (k+1,...,n,1,2,....k—1,k), com k € {1,2,...,n}, ou seja, se considerarmos a
carta 1 como a sucessora da carta n, podemos ver o baralho arranjado em um loop e com
um corte estamos apenas rotacionando o loop. De volta a magica, quando o espectador
corta o baralho uma vez o magico passa a nao saber mais o inicio do loop, mas ainda
assim, ap6s um embaralhamento canodnico teremos as sequéncias levantadoras, a saber
uma comecando com k+ 1 e a outra terminando com k, que é o que realmente interessa
para a realizacao desta magica. Os demais cortes irao rotacionar o loop novamente
e também poderao criar e modificar as sequéncias levantadoras, tornando assim mais
dificil a tarefa do magico de encontar a carta que o espectador moveu.

Como mencionado anteriormente, uma maneira de verificar qual carta foi movida
pelo voluntario é procurar pela carta que esta antes de sua antecessora e depois de sua
sucessora, e isto pode ser feito atribuindo um contador a cada carta.

Em [1], o seguinte contador é apresentado: seja o(i) a posigao da carta ¢, denota-
mos por d(i,j) o menor inteiro positivo obtido por o(j) — o(i) (mod n), e a cada carta

1 assoclamos o contador
c(i)=d(i—1,i)+d(i,i+1)— 1.

Idealmente a carta movida serd a tnica com o contador maior ou igual a n. Este
fato é apenas brevemente mencionado em [1], por completude, apresentamos o seguinte
teorema no qual provamos que idealmente o contador da carta movida sera maior ou
igual a n, porém o contador das demais cartas pode variar de acordo com a sequéncia

levantadora a qual cada carta pertence.

Teorema 1. Considere a mdgica Premo descrita na Se¢ao 1.2.1 . Seja i a carta movida
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pelo voluntdrio durante a mdgica, temos que:
a) c(i) > n;

b) c¢(j) pode ser maior, menor ou igual a n, para toda carta j # i.

Demonstragao. a) Seja o(i) = y. Observe que se i esta antes de seu antecessor e depois
do seu sucessor, temos que o(i —1) =y+zeo(i+1)=y—x,comz >0e z > 0. Una

vez que o baralho possui n cartas, temos que

r+z+1<n. (1.1)

Denotando a = b se a = b (mod n), obtemos entao

di—1l,))=y—y—z=—-2=n—2

dii,i+)=y—zr—y=—-zr=n-—u,

portanto ¢(i) =n—z+n—x—1=2n— (x+ 2+ 1) > n, onde a desigualdade decorre
da Desigualdade 1.1. Ou seja, se a carta movida estd apds o seu sucessor e antes do seu
antecessor, o seu contador serda maior ou igual a n, e portanto mostramos a primeira
parte do teorema.

b) Para a segunda parte, vamos analisar qual serd o contador das demais cartas.
Idealmente as demais cartas irao pertencer a uma sequéncia levantadora composta por
mais cartas. Seja j a carta que estamos analisando e considere x > 0 , z > 0, com
x,z € N.

Caso 1: As cartas j — 1, j e j + 1 estdo na mesma sequéncia levantadora. Sejam
o(j)=y,0(j—1)=y—zeoc(j+1)=y+ =z temos que x + z+ 1 < n, uma vez que o

baralho possui n cartas. Pela definicao de d(.,.), temos que

dj—1j)=y—y+te=a

dij,j+1)=y+z—-y=z,
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e portanto, ¢(j) =x+z—1= (z+2+1)—2 <n—2 < n, onde a primeira desigualdade
também segue da Desigualdade 1.1. Ou seja, para estas cartas o contador ¢ estritamente
menor que n.

Caso 2: As cartas j — 1 e j pertencem a mesma sequéncia levantadora, mas a
carta j + 1 nao. Neste caso consideremos dois subcasos.

2.1) A carta j + 1 estd antes de j — 1. Sejam o(j) =y, o(j — 1) =y—=z e

o(j+1)=y— 2z com0 <z <z Logo,

dj—-1j)=y—y+o=x

dj,j+)=y—z—y=—-—2=n-—2z.

Portanto, ¢(j) =x4+n—2z—1<n—1<n, visto que = < z. Logo, para estas cartas o
contador é estritamente menor que n.

2.2) A carta j + 1 estd entre as cartas j — 1 e j. Suponhamos que o(j) = vy,
o(j—1)=y—zeo(j+1)=y—z,com0<z <z Logo,

dj-Lj)=y—y+tz=z

dj,j+)=y—z—y=—-x=n—zx,

e como x < z, temos que ¢(j) =z+n—xz—1>n.

Caso 3: As cartas j e j + 1 estao na mesma sequéncia levantadora, mas a carta
j — 1 nao. Para este caso também temos dois subcasos.

3.1) A carta j — 1 estd entre as cartas j e j+ 1,isto é, 0(j) =y, 0(j — 1) =y +=x

eo(j+1)=y+z com0 <z <z Temos entdo que

dj—-1,j)=y—y—zr=—-ar=n-—=z

dj,j+)=y+z—y==z

Como z >z, ¢(j) =n—ax+ 2z —1>n. Assim o contador serd maior que n.
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3.2) A carta j — 1 estd depois da carta j+ 1. Sejam o(j) =y, 0(j — 1) =y+ze

o(j+1)=y+=z, com0 <z < z Portanto,

dj—1L,))=y—y—z=—-2=n-—=z

dj,j+1)=y+z—y=nx.

Logo, ¢(j) =n—z+x—1 < n, uma vez que = < z. Ou seja, para estas cartas o contador

é estritamente menor que n. Assim finalizamos a tltima parte do teorema. O

Pelo teorema acima, notamos que este truque pode falhar, pois podemos ter mais
de uma carta com o contador maior ou igual a n, e portanto, mais de uma opg¢ao para
a carta movida. Além disso, quando o voluntario move a carta do topo ele pode nao
retird-la de sua sequéncia levantadora, ou também pode retird-la de uma sequéncia
levantadora, mas coloca-la em outra sequéncia levantadora, e portanto o seu contador
também podera ser menor ou igual a n.

Bayer e Diaconis em [1] realizaram varios experimentos de Monte Carlo que apon-
taram que o truque é realizado com maior sucesso quando a carta é movida apds o ultimo
embaralhamento canonico. Eles programaram um computador para embaralhar as car-
tas t vezes, t € N, de acordo com o modelo GSR, cortar o baralho segundo a distribuigao
uniforme, mover a carta do topo para uma posigao escolhida segundo a distribuigao bi-
nomial e, por fim, cortar novamente. O computador calculava o contador de cada carta
e selecionava a carta com o contador mais alto. Caso houvesse mais de uma carta com
o maior contador, o computador selecionava uma delas de modo equiprovavel.

A seguir apresentamos uma tabela extraida de [1] referente ao experimento citado
acima. A tabela é baseada em 1.000.000 de experimentos de Monte Carlo, e cada entrada
(1, 7) expressa a probabilidade de com j embaralhamentos o magico dizer corretamente
a carta movida, sendo permitidas ¢ tentativas.

Na Tabela 1.1 as colunas indicam o ntimero ¢t de embaralhamentos canonicos con-
secutivos, com 2 < t < 12, e cada linha representa a quantidade de tentativas de acerto
que sao permitidadas. Segundo a Tabela 1.1, notamos que com trés embaralhamentos

canonicos temos uma probabilidade de 0,839 de acertar a carta movida com apenas
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t 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

110,997 | 0,839 | 0,228 | 0,088 | 0,042 | 0,028 | 0,023 | 0,021 | 0,020 | 0,020 | 0,019

2 11,000 | 0,943 | 0,471 | 0,168 | 0,083 | 0,057 | 0,047 | 0,042 | 0,040 | 0,039 | 0,039

3 | 1,000 | 0,965 | 0,590 | 0,238 | 0,123 | 0,085 | 0,070 | 0,063 | 0,061 | 0,059 | 0,058

13| 1,000 | 0,998 | 0,884 | 0,617 | 0,427 | 0,334 | 0,290 | 0,270 | 0,260 | 0,254 | 0,252

26 | 1,000 | 0,999 | 0,975 | 0,835 | 0,688 | 0,596 | 0,548 | 0,524 | 0,513 | 0,505 | 0,503

Tabela 1.1: Probabilidade de sucesso na realizacao da magica

uma tentativa, e essa probabilidade aumenta para 0,943 se sao permitidas duas tenta-
tivas. Uma observagao interessante é que mesmo com oito embaralhamentos canonicos
consecutivos, apés 26 tentativas ainda temos uma probabilidade de acerto consideravel
maior que %

O fator que torna importante a magica Premo é que ela nos mostra que com
poucos embaralhamentos canonicos o baralho ainda guarda meméria de sua ordenacao
inicial, possibilitando assim que o magico consiga “adivinhar” qual carta foi movida
pelo voluntario. O objetivo do Capitulo 2 serd encontrar o niimero de embaralhamentos
canonicos necessarios para que o baralho nao seja mais capaz de guardar a memoéria da

sua ordem inicial, ou seja para que o baralho esteja bem embaralhado.

1.2.3 Um pouco sobre Charles Thornton Jordan

Charles Thornton Jordan nasceu no final do Século XIX em Berkeley, Califérnia. Além
de ser um construtor de radios habilidoso e criador de galinhas, ele tinha como hobby
inventar magicas e participar de desafios publicados em jornais. Participando destes
desafios, Jordan ganhou diversos prémios e com o passar do tempo foi proibido de
envolver-se neste tipo de concurso, mas isso nao o impediu de concorrer. Jordan e sua
equipe contrataram um magico da época, Blackledge, para se apresentar durante os
desafios no lugar deles, mas Jordan e sua equipe forneciam as respostas para Blackledge.

Jordan foi o primeiro grande inventor de truques matematicos com cartas e também
o primeiro magico a usar o principio por tras das sequéncias de de Bruijn. Porém, ele

era muito timido para fazer performaces em piblico, o que o levou a criar magicas para
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vendeé-las a outros magicos. Um dos mais celebrados truques de Jordan é o Leitor de
mentes a longa distancia, esse truque foi anunciado na principal revista de magicas da
época, Sphinix, em maio de 1916 e o truque estava sendo vendido por uma quantia de
25 vezes o valor da revista.

A performace desta mégica é descrita em [3], como se segue: O mdgico envia por
correio um baralho comum de cartas, em forma de pilha, a uma pessoa, solicitando-
lhe que realize algumas operagoes com o baralho. Primeiramente a pessoa deve cortar o
baralho quantas vezes desejar, realizar um embaralhamento canonico e cortar novamente
quantas vezes desejar. Em sequida a pessoa deve dar um corte reto dividindo o baralho
em dois montes, selecionar uma carta no centro de um dos montes, memorizd-la, e
coloca-la no centro do outro monte. A pessoa escolhe um dos dois montes, realiza mais
um embaralhamento canonico e retorna este monte ao mdgico, sem revelar se nele estd
ou nao contida a carta memorizada. Em sequida, o madgico envia-lhe o nome correto
da carta que a pessoa havia escolhido.

O truque Leitor de mentes a longa distancia foi a base para a mégica Premo,
pois em sua realizacao também se utiliza o conceito de sequéncias levantadoras. Sera a
partir deste conceito que na proxima secao responderemos a seguinte questao: qual a
probabilidade de obtermos o baralho em uma pilha desejada, apds um certo niimero de

embaralhamentos canonicos?

1.3 A distribuicao GSR

Esta secao sera dividida em duas partes, ambas relacionadas ao modelo GSR. Na pri-
meira parte relacionaremos esse conceito com as sequéncias levantadoras, calculando a
probabilidade de obtermos uma configuracao com um certo nimero de sequéncias le-
vantadoras, a partir de um tnico embaralhamento canénico, assim como feito em [4]. J&
na segunda parte vamos generalizar o modelo GSR, oferecendo descrigoes alternativas,

de acordo com [1], a fim de poder analisar consecutivos embaralhamentos canonicos.
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1.3.1 Sequéncias levantadoras e o modelo GSR

Nesta secao estudaremos a distribuicao de probabilidade induzida em S,, pelo emba-
ralhamento canonico. Denotaremos por P(y,0) a probabilidade de com apenas um
embaralhamento canonico levarmos a pilha ¢ na pilha 6.

Relembramos que, para obter a permutacao 6 a partir da permutagao ¢, preci-
samos embaralhar o baralho segundo a permutacao ¢ = 6 o p~1. Assim, definimos a

distribuicao de probabilidade induzida em S,, por @ : S, — S,,

Q) = Q00 p™") = P(p,0). (1.2)
No caso em que a pilha inicial é a pilha identidade, temos
Q(0) = P(id,0).

Chamaremos esta distribuicao de distribuicao GSR.

O teorema a seguir relaciona a distribuicao GSR com sequéncias levantadoras.

Teorema 2. A probabilidade de que um baralho, inicialmente na pilha identidade, apre-

sente a permutacao p apds a realizacao de um embaralhamento canonico é:

(n+ 1)2%, se p apresenta uma sequéncia levantadora

Q(p) = P(id, p) = ) se p apresenta duas sequéncias levantadoras

S

0, se p apresenta mais de duas sequéncias levantadoras.

Demonstragcao. Na Secao 1.2.2 mostramos que com um embaralhamento candnico gera-
mos no maximo duas sequéncias levantadoras, assim, se a configuragao p apresenta treés
ou mais sequeéencias levantadoras, nao é possivel obté-la com apenas um embaralhamento
canonico.

Para gerar uma configuracao com apenas uma sequéncia levantadora, apés o em-
baralhamento canonico devemos obter a configuracao inicial do baralho novamente.
Logo, o embaralhamento canonico dado deve ser equivalente a permutacao identidade,
sendo assim, p = id.

Pela Definicao 5, temos que é possivel obter a mesma configuragao inicial de dois

modos distintos. Primeiramente, no modelo GSR podemos escolher K =0 ou k =n e
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assim teriamos um monte vazio e outro com n cartas, dessa forma a tnica maneira de
intercalar os dois montes seria retomando a configuracao inicial. Cada um desses dois
casos tem probabilidade igual a 2% Outra maneira seria dividir a pilha em montes de
ke n—k cartas, com k € {1,2,--- n}, e depois apenas sobrepor o monte com k cartas

G)

sobre o monte com n — k cartas. Escolhemos k& com probabilidade <

e em seguida
devemos sobrepor os dois montes.

Segundo a Defini¢ao 5, ao intecalar os dois montes adicionamos a cada vez uma
carta vinda do monte 1 ou do monte 2 com probabilidade proporcional ao nimero de

cartas em cada monte, assim, como no primeiro monte temos k cartas e no segundo

monte temos n — k cartas, para toda intercalacao possivel teremos a probabilidade

kk=1)---1n-k)n—k-1)---1 Kn-kK! _ (n)l

nn—1)---(n—k)---1 - n! k
Portanto, apds o corte reto, a probabilidade de intercalar montes com tamanhos k e
. . , , my—1
n — k de maneira a formar uma configuragao especifica é (Z) :

Ou seja, para essa maneira, a probabilidade de retornar a configuracao inicial é

2 =

e observe que temos n — 1 opgoes para k. Portanto, a probabilidade de um emba-
ralhamento canonico gerar uma configuragdo com apenas uma sequéncia levantadora

é:

Suponhamos agora que apdés um embaralhamento canonico o baralho apresente
uma permutacao fixa que possua duas sequéncias levantadoras, uma com as cartas de
1 a k e a outra com as cartas de k£ + 1 a n. Neste caso o baralho foi cortado na k-

()

271/ *

ésima carta, o que ocorre com probabilidade Apbs o corte temos que intercalar as

cartas de maneira a formar a configuracao apresentada pelo baralho, e, como mostrado
. . . —1

anteriormente, isso acontece com probabilidade (Z)

Portanto, a probabilidade de que um embaralhamento canoénico gere uma per-

mutacao especifica com duas sequéncias levantadoras é

2 >
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O Teorema 2 afirma que a probabilidade de obtermos as configuragoes o e p a
partir da realizacao de um embaralhamento canonico sao as mesmas, se o e p possuem
o mesmo numero de sequéncias levantadoras. Além disso, este teorema diz que fixado
o tamanho do baralho, a probabilidade de obtermos uma permutagao p especifica de
S, apés a realizacao de um embaralhamento canénico depende apenas do ntmero de

sequéncias levantadoras de p.

1.3.2 Generalizando o modelo GSR

Ao realizarmos um embaralhamento canonico, inicialmente dividimos o baralho em
dois montes. Vamos generalizar o embaralhamento candnico permitindo que o baralho
seja cortado em a montes, com a > 2, a € N, e depois intercalar estes a montes.
Este procedimento gera descricoes alternativas para o modelo GSR, que apresentaremos
abaixo.

Nas seguintes descricoes, consideremos a > 2, a € N.

a) Descrigio geométrica: consideramos o intevalo [0,1] da reta. Colocamos n
pontos neste intervalo de maneira independente e com distribuicao uniforme, e feito
isto, rotulamos os pontos de acordo com a ordem: z; < x3 < ... < x,. Ou seja,
chamamos de x; o ponto mais proximo de zero, enquanto x, é o ponto mais préximo
de um. O mapa

x — azx(mod 1)

leva o intervalo [0, 1] nele mesmo rearranjando os pontos z;, 1 < i < n. A esse proce-
dimento damos o nome de a-embaralhamento.
Observe que o embaralhamento canonico ¢ um 2-embaralhamento, no qual os

intervalos [0, 1] e [$, 1] sdo “esticados” e intercalados. A transformagao
f:10,1] = 10,11,
f(z) = 2x(mod 1),

¢ conhecida como a transformacao do padeiro.
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b) Descrigao da mdzima entropia: todas as possiveis maneiras de cortar um bara-
lho em a montes e intercald-los sao igualmente provaveis, permitindo que haja montes
vazios inclusive, ou seja, formados por nenhuma carta.

c¢) Descrigao inversa: considerando um baralho embaralhado, todas as possiveis
maneiras de coloca-lo separadamente em a montes sao igualmente provaveis, permitindo
que haja montes vazios.

Uma maneira de realizarmos um a-embaralhamento inverso ¢ a seguinte: dado
um baralho de tamanho n em uma pilha, retiramos as cartas uma a uma, virando-
as de modo a ficar com a face voltada para cima e em seguida escolhemos um dos a
montes, dispostos lado a lado, para coloca-la de modo uniforme e independente. Apds
distribuirmos todas as cartas, sobrepomos os a montes da esquerda para a direita e o
baralho, completo mais uma vez, é virado de modo a ficar com as faces voltadas para
baixo novamente.

d) Descricao sequencial: escolhemos inteiros j;, com 0 < j;, <m el <i <a, de
acordo com a distribuicao multinomial

G )
jl7"'7ja

an

P(jh ---7,ja> =

)

a
sendo E Ji =n.
i=1

Escolhidos os jis, cortamos as j; primeiras cartas do baralho, em seguida cortamos
as jJo proximas cartas, e assim por diante, produzindo assim a montes, cada um deles
com j; cartas, com ¢ = 1,2,---,a . Embaralhamos os montes de tamanho j; e jo
segundo o modelo GSR de modo a formar um tinico monte, em seguida embaralhamos
o monte resultante com o monte que possui j3 cartas, e assim sucessivamente até obter
uma pilha de tamanho n. Esse procedimento é equivalente a embaralhar todos os a
montes juntamente de uma so vez.

O método apresentado na descricao sequencial é comum e eficaz para embara-
lharmos muitas cartas. Por exemplo, em cassinos nos jogos em que sao utilizados dois
baralhos, 104 cartas, é comum dividir o baralho em quatro montes, A, B, C e D, e emba-
ralhar os montes A e B juntamente, e os montes C e D juntamente e depois embaralhar

os dois montes resultantes.
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O seguinte teorema relaciona as quatro descrigoes alternativas para o modelo GSR

apresentadas acima. Esse teorema é originalmente apresentado em [1].

Teorema 3. As quatro descricoes alternativas para o modelo GSR geram a mesma
distribuicao de probabilidade. Ainda mais, wm a-embaralhamento sequido de um b-

embaralhamento é equivalente a um ab-embaralhamento.

Demonstracao. Mostraremos que cada uma das descrigoes resulta em um ntmero mul-
tinomial de cartas em cada monte, e ja sabemos que isto é por definicao a descrigao
sequencial.

Considere a descrigao inversa, para cada uma das n cartas devemos escolher inde-
pendentemente um dos a montes para coloca-la com probabilidade é para cada monte.

Denotando por X; o numero de cartas do monte 7, com 1 < i < a, temos que,

P(X1=j15X2:j2;"‘;Xa:ja):

1 . 1 i 1
(ﬁ)x—.x(n,ﬁ)x—.x---X(n & ‘72. ]a1>>< — =
J1 a’ J2 a’? Ja a’e
()7
jl;-u,ja (J,n.

Para a descricao geométrica, o tamanho dos montes é determinado pelo nimero

de pontos em cada intervalo [%, ﬂ, comi € {1,2,---  a}. Novamente, temos n pontos

para distribuir de maneira independente e com distribuigdo uniforme no intervalo [0, 1],
e portanto temos que a probabilidade de cada ponto cair em um intervalo [%, é] é %
De maneira analoga a descri¢ao inversa, encontramos a distribuicao multinomial para
o numero de cartas de cada monte.

Considerando agora a descri¢ao da maxima entropia, o nimero de possiveis inter-
calagoes a partir de um dado corte é multinomial, existe uma bijecao com as maneiras
de se dividir o baralho em a montes com o tamanho do monte correspondente. Isto
mostra a primeira parte.

Dado os tamanhos dos montes, a descricao da méxima entropia assegura que

todas as formas de intercalar sao igualmente provaveis, assim como na descrigao inversa.

Consideremos a descri¢ao sequencial, quando embaralhamos os dois primeiros montes,
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de tamanhos j; e j, a probabilidade de aparecer qualquer sequéncia especifica da
esquerda para a direita é

=11 ja(ja— 1)1 _ (j1+j2)1
(1 +J2)0r +ja—1)---1 J '

Quando essas cartas sao embaralhadas com o terceiro monte, de tamanho j3, analo-

. . 1 . -
gamente ao feito acima, temos que todas as ( posicoes para as cartas sao

j1+j2+j3)_
e
igualmente provaveis, e esse processo continua para cada monte sucessivo.

Pelo ja mostrado, a regra do produto para uma sequéncia de embaralhamentos
vale em cada um desses modelos uma vez que vale para um deles. Isso sai facilmente
da descricao inversa: primeiramente dividimos o baralho, carta a carta, em a montes e
depois empilhamos estes montes de forma que o primeiro monte fica sobre o segundo
monte e assim por diante até terminar com o a-ésimo monte, o tltimo. Em seguida
dividimos o baralho novamente, carta a carta, mas desta vez em b montes, entao as
cartas que estavam no primeiro monte serao divididas em b montes, as cartas que
estavam no segundo monte serao divididas em b montes, e assim por diante, até finalizar
com as cartas do a-ésimo monte, o que é equivalente a produzir ab montes. A Figura

1.6 ilustra um ab-embaralhamento.

]

No Teorema 2 analisamos a realizacado de um embaralhamento canonico, gos-
tarfamos de também poder analisar diversos embaralhamentos canonicos consecutivos.
Sejam P*(p,0) a probabilidade de com ¢t embaralhamentos canonicos levarmos a pilha
v na pilha 6, e

Q(0o¢™") = P(p,0)
a distribuicao de probabilidade induzida por ¢t embaralhamentos canonicos consecutivos.

Com a generalizacao do modelo GSR e o Teorema 3, agora ja possuimos todas as
ferramentas necessarias para responder a primeira questao a ser abordada neste texto:
“quantos embaralhamentos sao necessarios para chegar em uma configuracao especifica
do baralho?”. A resposta encontra-se em [1] na forma do seguinte teorema e seus dois

corolérios.

23



Figura 1.6: ab-embaralhamento inverso

Teorema 4. A probabilidade de que um a-embaralhamento resulte na permutacao @ é
a+n—r
(G (13)

ar

onde r é o numero de sequéncias levantadoras em .

Demonstracdao. Para provar este teorema, usaremos a descricao da méaxima entropia.
Segundo esta descrigao, todas as maneiras de se cortar um baralho em a montes e in-
tercalé-los é igualmente provavel. Logo, a probabilidade sera determinada pelo nimero
de maneiras de cortar um baralho ordenado em a montes, sendo que ¢ é uma possivel
intercalacao destes a montes.

Como cada monte permanece em ordem quando as cartas sao embaralhadas jun-
tamente, cada sequéncia levantadora no baralho embaralhado, ou seja, em ¢, serd uma
uniao de montes. Sendo assim, nosso objetivo é saber o niimero de maneiras de ob-
termos r sequéncias levantadoras a partir de @ montes. Ja sabemos que pelo menos
um corte dividiu cada par de sucessivas sequéncias levantadoras de ¢, e observe que

os cortes restantes podem ser realocados arbitrariamente. Assim, as n cartas formam
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n+ 1 espacamentos onde a — r cortes podem ser alocados arbitrariamente, mas observe
que esse processo equivale a termos n 4+ a — r objetos, n do tipo 1 (cartas) e a — r do
tipo 2 (cortes) e escolhermos a — r posigoes para colocar os objetos do tipo 2, e sabemos
que existem (“’LZ_T) maneiras de se fazer isso.

Portanto, o nimero de maneiras de cortar o baralho em a montes de modo que ¢
seja uma intercalagao possivel é (ﬁz%) . Como existem a" possiveis a—embaralhamentos
para um baralho de tamanho n, temos que a probabilidade de se obter a permutacgao

¢ com um a-embaralhamento é
(aJrnfr)
An /
anr
O]
O proximo corolério relaciona o teorema acima a varios embaralhamentos canonicos

consecutivos, ja o Coroldrio 2 representa a forma mais usual de se embaralhar um ba-

ralho.

Corolario 1. Se a um baralho aplicarmos uma sequéncia de t embaralhadas do tipo
ai, as, -+ ,az, entao a chance de obtermos a pilha ¢ € dada por

(")

ar

sendo que r € o numero de sequéncias levantadoras em @ e a = ajas - - - ay.

Demonstragao. Pelo Teorema 3, temos que um a;-embaralhamento, seguido de um as-
embaralhamento, - - - |, seguido de um a;-embaralhamento é equivalente a um ajas - - - a4~

embaralhamento, neste caso um a-embaralhamento. Basta agora aplicar o Teorema

4. [l

Corolario 2. Se um baralho de tamanho n inicialmente na pilha identidade é emba-
ralhado t vezes sequndo o embaralhamento canonico, entao a probabilidade do baralho
apresentar a pilha © é

204n—r

Piid, ) = L) Sin )
sendo que r € o numero de sequéncias levantadoras em .

Demonstracao. Segue do Coroléario 1, lembrando que um embaralhamento canonico é

equivalente a um 2-embaralhamento. O
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O Corolario 2 generaliza o Teorema 2, pois mostra que, fixado o tamanho do
baralho, a probabilidade de obtermos uma permutacao especifica de 5, a partir de con-
secutivos embaralhamentos canonicos também depende apenas do niimero de sequéncias
levantadoras da permutacgao resultante. Relembrando a primeira pergunta, “qual a pro-
babilidade de obtermos o baralho em uma ordem desejada apds um certo niimero de
embaralhamentos?”, o Corolario 2 é a melhor resposta, pois reflete a maneira mais
usual de se embaralhar, através de embaralhamentos canonicos. Respondida a primeira
pergunta, no préximo capitulo vamos apresentar as ferramentas necessarias para se res-
ponder a proxima questao a ser abordada neste trabalho: como embaralhar bem um

baralho?
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Capitulo 2

Cadeias de Markov e

embaralhamentos

No capitulo anterior, o Teorema 2 nos mostra que apds a realizacao de um embara-
lhamento canonico temos a mesma probabilidade de obter permutacoes com o mesmo
numero de sequéncias levantadoras, mas probabilidades diferentes para permutagoes
com diferentes niimeros de sequéncias levantadoras. O Corolario 2 oferece um resul-
tado analogo, mas para a realizacao de t embaralhamentos canonicos consecutivos. Ou
seja, a distribuicao GSR, tanto para um ou diversos embaralhamentos canonicos, nao
oferece o mesmo peso a todas as possiveis permutacoes de um baralho com n cartas. A
distribuicao que oferece o mesmo peso para todos os elementos do seu espaco amostral
é conhecida como distribui¢ao uniforme.

Definigao 8 (Distribui¢ao uniforme). A distribui¢ao uniforme sobre S,, € a distribui¢ao

de probabilidade 7 que satisfaz () = %, para cada p € S,,.

n!’

Embaralhar segundo a distribuicao uniforme é equivalente a afirmar que a pilha
resultante pode ser dada por qualquer uma das n! permutacoes de S,, com a mesma
probabilidade, e assim o baralho provavelmente nao guardara memoria de sua ordenacao
anterior.

Neste capitulo encontraremos o nimero de embaralhamentos canonicos consecu-
tivos necessarios para que a distribuicao induzida esteja proxima da distribuicao uni-

forme. Nesta segunda parte do trabalho desenvolveremos um estudo sobre Cadeias de
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Markov, baseado em [6], que ird nos possibilitar relacionar Cadeias de Markov com o
embaralhamento canonico, e seguindo a estratégia usada em [4] e [6], mostraremos que
para analisar o embaralhamento canonico basta analisar o embaralhamento canonico
inverso.

A fim de evitar ambiguidades nas defini¢des que faremos sobre Cadeias de Markov,
passaremos a denotar elementos de S, por letras do nosso alfabeto ao invés de letras
do alfabeto grego. Também passaremos a omitir o sinal de composicao entre duas

permutacoes, sempre que estiver claro a operagao que desejamos realizar.

2.1 O passeio aleatério em S,

Iniciaremos essa se¢ao com a definigdo de Cadeias de Markov finitas, de acordo com [6].

Definigao 9 (Cadeias de Markov finitas). Considere um conjunto finito Q). Uma Ca-
deia de Markov finita € um processo que se move entre os elementos de €2 da sequinte
maneira: quando o processo se encontra em x € §2, a proxima posi¢cdo € escolhida de
acordo com uma distribuicio de probabilidade fixra P(x,.). Mais precisamente, uma
sequéncia de varidveis aleatorias (Xo, X1, ) € uma Cadeia de Markov com espaco de
estados €2 e matriz de transicio P se para todo x,y € ), todo t > 1 e para todos 0s

eventos 1
Ht—l - ﬂ {Xs = :L‘s}v
s=0

satisfazendo P(Hy—y N {X; = x}) > 0, tem-se

P(Xep1 =y|lHio 0{Xy = 2}) = P(Xiq1 = y| Xy = 2) = P(a,y) (2.1)

A Equacao 2.1 é chamada de Propriedade de Markov, que significa que a pro-
babilidade de no tempo t + 1 a cadeia estar no estado y nao depende dos valores
(X1, Xa,- -+, X;_1), mas apenas de X;. Ou seja, a probabilidade condicional da cadeia
estar em algum estado no futuro, dado o passado e o presente, depende apenas do
presente.

Considerando a matriz de transicao P de uma Cadeia de Markov, a x-ésima linha

de P ¢é a distribui¢ao P(z,.). Sendo assim, em cada linha de P as entradas s@o maiores
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ou iguais a zero e

ZP(m,y) =1Vx e

yeQ

Observamos que o embaralhamento canonico induz uma Cadeia de Markov finita,
uma vez que cada embaralhamento canonico produz uma permutacao de .S,, que é
um conjunto finito, e a probabilidade de passarmos de uma pilha para outra depende
apenas da pilha atual, mais precisamente do niimero de suas sequéncias levantadoras,
como mostra o Corolédrio 2. Como para o embaralhamento canonico o espaco de estados

Q) =5, é um grupo, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 10 (Passeios aleatdrios em grupos). Seja (G, o) um grupo finito. Dada uma
distribuicao de probabilidade p em G, definimos o passeio aleatorio em G como uma
Cadeia de Markov cujo espaco de estados ¢ G e que move do seu estado atual para o
proximo compondo o estado atual pela esquerda por um elemento de G de acordo com

i. Isto €, a matriz de transicao P para essa cadeia tem entradas

P(g,h) = p(hog™).

Como dito acima, para o embaralhamento canonico temos G = 5,,, e u é equi-
valente a distribuicao GSR, @) definida na Equacao 1.2. Logo, pela Definicao 10, o
passeio aleatério em S, com a distribui¢ao incremento GSR é uma Cadeia de Markov
com espaco de estados S, que move compondo a permutacao atual pela esquerda por
um elemento aleatério de \S,,.

A matriz de transicao P do passeio aleatério em S,, é uma matriz n! x n!, sendo
que cada entrada (a,,) é a probabilidade dada por Q(z), onde z é a permutacao tal
que

zox =y.

Cada entrada da primeira linha de P é a probabilidade de, o baralho estando na per-
mutacao identidade id, apds a realizacao de um embaralhamento canonico o baralho
passar a apresentar uma nova pilha . No capitulo anterior encontramos a primeira
linha da matriz de transicao P do passeio aleatério em S,,, cada uma de suas entradas

¢ dada pelo Teorema 2.
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Seja (Xo, X1, -+ ) uma Cadeia de Markov finita com espaco de estados €2 e matriz

de transicao P, e seja u; a distribuicao de X;, ou seja,
wu(x) = P(Xy =) Vo € Q.
Condicionando nos possiveis estados antecessores, temos que, V y € €0,

pe(y) = Y P(Xi1 = 2)P(,y)

€N

- Z Mt—l(x)P(xv y)

Considerando que o processo se inicia com a distribuicao g, a distribuicao do préximo
passo, 1, pode ser obtida multiplicando-se pp por P pela direita: p; = poP. Repetindo
0 mesmo processo, temos que p; = py—1 P, para todo ¢t > 1, e, portanto, para qualquer

distribuicao pg, temos que, para todo t > 0,

fy = poP! (2:2)

Suponhamos que a distribuigao inicial esteja concentrada em apenas um estado

x € (), ou seja, se z € €,

0, sez#=x
P(X():Z):
1, sez=nux.

Denotamos por P, essa probabilidade e temos P,(X; = y) = P'(z,y).

Considerando o passeio aleatério no grupo S,, a matriz de transicio P’ equivale
a uma sequencia de t embaralhamentos canonicos consecutivos, sendo que cada uma
de suas entradas (a,,) expressa a probabilidade de o baralho estando na permutacao x
passar a apresentar a permutacao y apds a realizacao de t embaralhamentos canéncos
consecutivos. Observe que a primeira linha da matriz P' também ja foi calculada no
capitulo anterior, no Corolario 2.

Definida a matriz de transicio P*, podemos introduzir as seguintes classificacoes

das Cadeias de Markov.

Definigao 11 (Cadeia de Markov Irredutivel). Uma Cadeia de Markov no espago de
estados 2, com matriz de transicao P é chamada irredutivel se para dois estados x ey

quaisquer em §2, existe um inteiro t tal que Pt(x, y) > 0.
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Definicao 12 (Cadeia de Markov Aperiédica). Considere uma Cadeia de Markov com
espago de estados Q. Sex € Q, definimos T'(z) = {t > 1; P'(z,z) > 0} como o conjunto
dos tempos em que € possivel que a Cadeia retorne ao estado x. O periodo do estado x
¢ o maior divisor comum de T'(z). Dizemos que a Cadeia é aperiddica quando o periodo

de todo x € ) € 1gual a um.

E facil ver que o passeio aleatério em S, é uma cadeia aperiédica, pois para todo
xr € S, temos que P(x,z) > 0. Este fato foi provado na demonstragao do Teorema 2
ao calcularmos como obter a mesma pilha apés um embaralhamento canonico. Sendo

assim, 1 € T(x) V z € S,,.
Teorema 5. O passeio aleatorio em S,, € uma Cadeia de Markov irredutivel.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que o passeio comeca na

permutacao identidade, logo, basta mostrar que
Vz € S,,3t €N, tal que P*(id,x) > 0.

Pelo Teorema 2, temos que para todo z € S,,, tal que x possui uma ou duas sequéncias
levantadoras, P(id, z) > 0, sendo assim, ja provamos que para as permutagoes de S,
com uma ou duas sequéncias levantadoras existe ¢ tal que P(id,z) > 0, neste caso
t=1.

Agora consideremos uma permutacao com r sequéncias levantadoras. Pelo Co-
roldrio 2, tomando t tal que

(2f+n—r)

n

2tn

ou seja, 2 —r > 0, temos entao que Pt(z’d, x) > 0. Ou seja, se x possui r sequéncias

> 0,

levantadoras, tomando t > log, r, t € N, temos P’(id, z) > 0. Sendo assim, para toda
permutacao x € S, podemos encontrar um ¢ tal que Pt(id,x) > 0, ou seja, o passeio

aleatério em S,, é uma Cadeia de Markov irredutivel. O

Voltando a nossa atencao para distribuicoes de probabilidade, em uma Cadeia de
Markov qualquer com espaco de estados €2, uma distribuicao de probabilidade p em §2
serd identificada como um vetor linha, e para todo evento A € 2, escrevemos

pA) = ).

z€A
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Definicao 13 (Distribuigao Estaciondria). Seja (X1, X, ---) uma Cadeia de Markov
com matriz de transicao P. Uma distribui¢cao de probabilidade v em €2 é uma distri-

buicao estaciondria de P se v satisfaz v = v P.

Também podemos escrever v = vP elemento a elemento da seguinte maneira:

para todo y € €,

v(y) = v(x)P(z,y).

zEQ

Observe que se v é a distribuicao estacionaria para uma Cadeia de Markov com matriz
de transicao P e py = v, entao, pela Equacgao 2.2, u; = v para todo ¢ > 0.
Relembrando a distribuicao uniforme definida no inicio deste capitulo, o teorema
a seguir assegura que a distribuicao uniforme é a distribuicao estacionaria para um
passeio aleatério em um grupo, em particular, temos que a distribuicao uniforme é a

distribuicao estacionaria para o passeio aleatério em S,,.

Teorema 6. Seja P a matriz de transicao de um passeio aleatorio em um grupo finito

G e m a distribuicao uniforme em G. Temos que w € a distribuicao estaciondria para

P.

Demonstracao. Seja u a distribuicao de probabilidade do passeio aleatério. Para todo

g € G, temos que

S w(mP(hg) =Y ‘—é,mh,g)
heG heG

- 5 P g.0)

keG

= |1?| > u(k)

keG
1

e

= 7(g),

onde & = gh~!. Logo, 7P = m, ou seja, a distribuicio uniforme é a distribuicao

estacionaria para o passeio aleatério em um grupo.
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Finalizamos esta se¢ao com um resultado originalmente apresentado em [1] que
relaciona sequéncias levantadoras e Cadeias de Markov. Nao apresentaremos a demons-
tracao deste teorema pois durante a sua prova nao utilizamos resultados relevantes ao

estudo realizado nesta dissertacao. A base da demostragao é o Lema 1 da referéncia

7).

Teorema 7. Considere o passeio aleatorio em S, com distribuicao incremento GSR,
mictando na permutacao identidade e procedendo por sucessivos a-embaralhamentos

independentes. Entao o niumero de sequéncias levantadoras r forma uma Cadeia de

Markov.

Em um trabalho nao publicado, Ira M. Gessel desenvolveu férmulas para as linhas
da matriz de transigdo desta Cadeia. No artigo [5], Jonsson e Trefethen apresentam
a seguinte formula para as entradas da Cadeia de Markov induzida pelas sequéncias

levantadoras, produzidas a partir de sucessivos embaralhamentos candnicos,

)

Pij —2n ;.

sendo 7 e j o numero de sequéncias levantadoras, com 1 <4,7 <n, e a; e a;; 0 nimero

de permutagoes com 7 e j sequéncias levantadoras respectivamente.

2.2 O passeio aleatorio inverso

Toda a secao anterior foi desenvolvida com a motivacao de relacionar o embaralha-
mento canonico com Cadeias de Markov. Nesta se¢ao relacionaremos o embaralhamento
canonico inverso com Cadeias de Markov a fim de mostrar que a distancia, conceito que
ainda sera introduzido na Definicao 17, entre a distribuicao induzida pelo embaralha-
mento canonico inverso e a distribui¢ao uniforme é igual a distancia entre a distribuicao
induzida pelo embaralhamento canonico e a distribuicao uniforme. Iniciamos esta se¢ao

introduzindo o conceito de distribuicao inversa em um grupo.

Definigao 14 (Distribuigao inversa). Para uma distribuicao de probabilidade p em um

grupo G, a distribuicao inversa p* € definida por p*(g) = pu(g™"), para todo g € G.
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Mostraremos que essa distribuicao é coerente com o embaralhamento canonico
inverso, ou seja, que a distribuicao de probabilidade induzida pelo embaralhamento

candnico inverso a partir da permutagao identidade ¢ dada por Q*(z) = Q(z™1):

(n+ 1)2%, se ! apresenta uma sequéncia levantadora
* _ A .
Q" (x) = 2%, se ! apresenta duas sequéncias levantadoras
0

, caso contrario.

Relembrando a Definigao 6, temos 2" possiveis sequéncias bindrias (Wy,--- ,W,,)
e, como a distribuigdo é uniforme em {0, 1} para cada varidvel aleatéria W;, cada uma
destas sequéencias tem probabilidade 2%

Comecamos com o caso de uma sequéncia levantadora. Observe que a permutacao
cuja inversa possui apenas uma sequéncia levantadora é a permutagao identidade, cuja
inversa € ela mesma. No embaralhamento canonico inverso, as cartas ¢ com W, = 0 sao
colocadas por cima das cartas com W; = 1, observe que temos n + 1 sequéncias (W)

que nao modificam a ordenacao das cartas, que sao as sequéncias

Wy=0,Wy=0,--  W;=0,Wy =1, W, =1, (2.3)

com j =0,1,--- ,n. Portanto, temos probabilidade de ”2—J;1 de obtermos a permutacao
identidade apos a realizacao de um embaralhamento canonico inverso.

Para as sequeéncias distintas das do tipo apresentado na Expressao 2.3, apds asso-
ciarmos a cada carta ¢ a variavel aleatéria W; e colocarmos as cartas com W; = 0 por
cima das cartas com W; = 1, a pilha resultante serd dada por uma permutacao x € S,,,
x # id. Observe que a posicao das cartas que sao associadas a varidvel aleatoria

1

W; = 0 formam uma sequéncia levantadora em x~ ", enquanto a posicao das cartas

que sao associadas a varidvel aleatéria W; = 1 formam outra sequéncia levantadora na

1

permutagao x~ , uma vez que preservamos a ordenacao entre as cartas associadas as

varidveis aleatérias de mesmo valor.

Exemplo 3. Reveja a Figura 1.4 e a Figura 1.5. As cartas 3,5,6 e 8 foram associadas
ao valor 0 e as cartas 1,2,4 e 7 foram associadas ao valor 1, obtendo assim a pemuta¢do

r = (3,5,6,8,1,2,4,7). Temos que x~' = (5,6,1,7,2,3,8,4), e observe que as cartas
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1

nas posicoes 3,5,6 e 8 formam uma sequéncia levantadora em x~, enquanto as cartas

nas posigoes 1,2.4 e 7 formam outra sequéncia levantadora.

Logo, toda permutacao x € S, x # id, possivel de ser obtida através de um emba-
ralhamento canonico inverso é tal que 2! possui duas sequéncias levantadoras. Observe
também que apenas uma das 2" sequéncias (W;) é capaz de produzir uma permutacao
x em particular. Sendo assim, a probabilidade de obtermos = a partir de um embara-
lhamento canonico inverso é %, se 7! possui duas sequéncias levantadoras, mostrando
assim que a definicao de distribuicao inversa é coerente com o embaralhamento canonico

nverso.

Definigao 15 (Passeio aleatorio inverso). Considerando um passeio aleatdrio em um
grupo G com distribuicao p e matriz de transicao P, chamaremos de passeio aleatorio
wmverso de P, ou simplesmente passeio inverso, o passeio aleatorio em G com distri-

buicao p*, ou seja, com a distribui¢ao inversa de .

Em particular, como mostrado acima, para o passeio aleatério inverso em S,

temos que V z € .S,,,

onde () é a distribuicao GSR.

Até o momento conseguimos relacionar o embaralhamento canonico e o embara-
lhamento canonico inverso através da distribuicao GSR, mas ainda nao é o bastante.
Queremos também relacionar a matriz de transicao do passeio aleatério em S, com
distribuicao GSR com o passeio aleatério inverso em .S,,. Essa relacao se da através do

teorema a seguir.

Teorema 8. Seja P a matriz de transicao do passeio aleatorio em um grupo G com
distribuicao p. Entao, a matriz de transi¢cao do passeio aleatorio com distribuicao p*,

ou seja, a matriz do passeio inverso, € dada por
P (z,y) = Py, x).

Demonstragao. Pela Definicao 10, a matriz de transicao P* para o passeio aleatério

com distribuicao p¢* em um grupo tem entradas
P*(z,y) = pu*(ya™").
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Pela definicao de distribuicao inversa, temos que p*(yr~!) = p(axy™'), e juntamente

com a definicao da matriz de transicao P, temos que

P*(z,y) = plzy™") = P(y, z).
0

O Teorema 8 possui algumas consequéncias, a primeira delas é que a matriz de
transicao do passeio inverso em S,, é equivalente a transposta da matriz de transicao
do passeio aleatério em S, ou seja, denotando a transposta de P por PT, temos que
P? = P*. Como propriedade de matrizes, temos que para uma matriz qualquer C tal
que C' = AB, a transposta de C' ¢ dada por C7 = BT AT. Observamos que a matriz de

transicdo para o tempo t = 2 é tal que P? = PP. Sendo assim,

PQT — PTPT — P*P* _ P*Q

ou seja, a matriz de transicao do passeio inverso no tempo t = 2 também ¢ a transposta
da matriz de transicao do passeio aleatorio no tempo ¢t = 2. Por inducao, podemos
provar que para t € N,

PtT — P*t

e portanto P'(z,y) = P*(y,2) V 2,y € S,.
O Teorema 8 também nos possibilita mostrar que o passeio aleatério inverso em
um grupo faz parte de uma categoria especifica de Cadeias de Markov, conhecida como

tempo reverso, que definiremos a seguir.

Definicao 16 (Reversibilidade e tempo reverso). Uma Cadeia de Markov com espago
de estados ), matriz de transicao P e distribuicdo estaciondria v é chamada reversivel
se

v(z)P(z,y) = v(y) Py, ), Yo,y € Q.
O tempo reverso de uma Cadeia de Markov irredutivel com matriz de transicao P e
distribuicao estaciondria v € a cadeia com matriz de transi¢cao

v(y)P(y, )
)

PT(Z.?y): V(x
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Como a distribuicao estaciondria para um passeio aleatorio em um grupo G é a

distribui¢do uniforme 7, onde Vo € G temos w(z) = ﬁ, entao pelo Teorema 8
aPW,2)
. A m(y)P(y, z)
P'(ay) = Ply.) = B = == 5= = Py,
|G|

Ou seja, o passeio aleatorio inverso é o tempo reverso do passeio aleatério em um grupo.
Por fim, como corolario do Teorema 8 também provamos que o passeio aleatério

inverso é uma Cadeia de Markov irredutivel.
Corolario 3. O passeio aleatorio inverso em S, € uma Cadeia de Markov irredutivel.

Demonstracao. Sejam x e y permutacoes quaisquer em S,, P e P* as matrizes de
transicao do passeio aleatério em S, e do passeio inverso em S, respectivamente. Ja
sabemos pelo Teorema 5 que existe ¢ € N tal que P*(y, z) > 0, como P*(z,y) = P(y, ),
temos que P*(x,y) > 0. O

Observe que o passeio aleatério inverso também é uma Cadeia aperiddica, De-
finicao 12, pois para todo = € S,,, ao associarmos = a qualquer sequéncia do tipo 2.3
obtemos a pilha x novamente. Assim 1 € T'(x) V x € S,,, e portanto o passeio aleatério
inverso é uma Cadeia aperiddica.

O préximo resultado mostra que o passeio aleatério em S, e o passeio inverso

compartilham a mesma distribuicao estacionaria, a distribuicao uniforme.

Teorema 9. Sejam (X;) uma Cadeia de Markov irredutivel com matriz de transicio P
e distribui¢ao estaciondria v, e (X;) a cadeia de tempo reverso com matriz de transi¢ao

P*. Sendo assim, v € distribuicdo estaciondria de P* e para xq,--- ,x; € ) temos que
PV<X0:3;07... 7Xt:xt) :P;(Xg =T, 7Xt* :370)

Demonstrac¢ao. Como P* é a cadeia do tempo reverso, e do fato de que v é a distribuicao

estacionaria para P, temos que

S )P ) = 3w AP

yeN yeN I/(y)

e portanto v também é a distribuicao estacionaria de P*.
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Como P* é a matriz de transicao da cadeia do tempo reverso da matriz P, para

cada 7 temos
I/(LCZ)P*(I'“ 15#1)

V(l'i,1>

P(xifbmi) =
Logo,
PV(XO =Tg, ", Xy = It) = V(xo)P($07 1’1) e 'P(l‘t—h xt)

=v(x)P* (24, x1-1) - - P (21, 20)

=P (X =z, , X[ = x0).
Il

Com todo o estudo desenvolvido durante esta se¢ao, criamos um paralelo entre o
passeio aleatorio induzido pelo embaralhamento canonico e o passeio aleatério inverso,
induzido pelo embaralhamento canonico inverso, que pode ser sintetizado na tabela a

seguir.

Tabela 2.1: Comparacao entre o passeio aleatério e o passeio inverso em S,

Passeio aleatério Passeio inverso
distribuicao incremento Q Q*
matriz de transi¢ao P(z,y) P*(z,y) = P(y,x)
irredutivel sim sim
distribuicao estacionaria | distribuicao uniforme | distribuicao uniforme

O objetivo deste capitulo é ver o quao perto podemos chegar da distribuicao uni-
forme a partir da distribuicao GSR. Com o paralelo entre o passeio aleatorio e o passeio
inverso em S, provaremos mais adiante que para alcancar o nosso objetivo podemos
passar a analisar o embaralhamento canonico inverso, mas antes sera necessario intro-

duzir uma maneira de medir a distancia entre duas distribuigoes.

Defini¢ao 17 (Distancia de Variacao Total). Sejam u e v duas distribui¢oes de proba-

bilidade em ). A distancia de vari¢ao total entre u e v € dada por
e = vllyr = max|p(A) — v(A)].
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Em particular, se P € uma matriz de transi¢do e v sua distribuicao estaciondria, defi-

niMmos

d(t) = max [P (z,.) = vy,

como a distancia entre a distribuicao da Cadeia no tempo t e a sua distribuicdo esta-

ciondaria.

A definigao apresentada de Distancia de Variacao Total pode nao ser facil de
ser aplicada, por ter que analisar subconjuntos de 2. A seguir apresentaremos uma
caracterizagao alternativa da Distancia de Variacao Total, que se mostrara mais ttil

para este trabalho.

Teorema 10. Sejam p e v duas distribuicoes de probabilidade no mesmo espago de

estados ). Entao

I = vlyr = 5 3 Inla) — w(@)] (2.4

€
Demonstracao. Seja B = {x;u(x) > v(x)} e seja A um evento qualquer em €2, temos

que

p(A) —v(A) =) nlz) =Y v()

= ( Y oula)+ Yy u(-%)) - ( > @)+ Y ”@))
- < IO y(x)>+< PIOEEY V(fC))-

Observamos que se © € AN B¢, entao u(x) — v(x) < 0, sendo assim,
w(A) —v(A) < u(An B) —v(ANB). (2.5)

Por outro lado,
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Figura 2.1: Diferenca entre duas distribuigoes

u(B) = v(B) =3 ) = 3 ()

= ( NGEEDS u<x>)—(2 ZOREDY v<w>)
€ ANB rz€ANB € ANB r€ANB
=<Zuw—2w@+<ZMW—ZW@~

Porém, observe que se x € A°N B, entao p(z) — v(x) > 0, e portanto
w(ANB) —v(ANB) < u(B) —v(B). (2.6)

A partir das Equagoes 2.5 e 2.6, concluimos entao que u(A) — v(A) < u(B) — v(B),
para todo evento A C Q.

Pelo mesmo raciocinio acima podemos mostrar que
v(A) = p(A) < v(B°) — p(B°).

Observamos na Figura 2.1, extraida de [6], que a regiao I tem drea u(B) — v(B)
e a regiao II, v(B°) — pu(B°). Como as areas totais abaixo de u e v tém valor 1, temos

que as regioes I e II possuem a mesma area. Logo, a cota superior para u(B) — v(B) e
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v(B¢) — pu(B°) é a mesma, e portanto,

b= lyr = 5 [(B) — (B) + w(BY) — u(B)

= 2 3 o) — vl

e

A demonstragao do Teorema 10 também mostra que

l=vllyr = >, [u@)—v(@), (2.7)

2€Q; p(x)>v(x)
oferencendo assim uma terceira caracterizacao para a Distancia de Variagao Total.

O teorema a seguir mostra que tanto o passeio aleatério em S, quanto o pas-
seio aledtorio inverso em S, apresentam a mesma distancia da distribui¢ao uniforme
quando o passeio comeca na permutacao identidade. Este teorema é muito 1til, pois
nos possibilita analisar o embaralhamento canonico inverso ao invés do embaralhamento

canonico.

Teorema 11. Sejam P e P* matrizes de transicao de um passeio aleatdrio em um grupo
G com distribuicao p e distribuicao inversa p*, respectivamente. Seja m a distribui¢ao

uniforme em G, entdo, para todo t > 0, temos que
HPt(id, ) - 7THVT - HP*t(@'d, ) - 7THVT'

Demonstracao. Pelo Teorema 10, temos que

1

|P(id,.) — 7|| . = 5 > | Pi(id,a) - |G,
aeG

mas, pelo Teorema 8 temos que P(x,y) = P*(y,z), Va,y € G. Logo P'(z,y) =
P*(y,x), e portanto

[P Gid, )~y = 5 S P i) — |61 (2.8)

aeG

Pela definicao de passeio aleatério inverso, temos que
P*(a,id) = p*(idoa™) = p*(a™) = p*(a " oid ") = P*(id,a™?). (2.9)
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Pelas Equacoes 2.8 e 2.9, concluimos que

, 1 , -
1P!(id, ) = wll, = 5 > |P'(id, a) — |G|

a€G

_ %Z | P (id,a™") — |G| 7]

a€G

Renomeando o somatério obtemos

. 1 s _
Hpt@da-)_WHvT:§Z‘Pt<ld7a)_‘G’ 1‘
aeG

= [|[PGid, ) = |,
onde a segunda igualdade segue do Teorema 10. O

Com a Distancia de Variacao Total, definimos uma maneira de medir a distancia
entre duas distribuigoes. A seguir vamos introduzir um parametro que mede o tempo
necessario para que a distancia entre uma Cadeia de Markov e sua distribuicao esta-

cionaria seja suficientemente pequena.

Defini¢ao 18 (Tempo de mistura). O tempo de mistura é definido por
tmiz(€) = min {¢;d(t) < e},
lembrando que d(t) = maxueq ||P'(x,.) — pil|yyp. Denotamos por timiz = tmis(3).

Com a defini¢cao acima obtemos o seguinte corolario do Teorema 11.

*
maix

Corolario 4. Se t,,;, € o tempo de mistura de um passeio aleatorio em um grupo et

€ o tempo de mistura do passeio inverso, entao t,,;, =t

mix

Provado que a distancia da uniformidade é a mesma tanto para o passeio aleatério,
quanto para o passeio aleatorio inverso, a partir de agora vamos entao passar a analisar
apenas o embaralhamento canonico inverso. A seguir examinaremos o efeito que este
embaralhamento produz na ordenagao das cartas, de acordo com [4].

Considere a pilha identidade (1,2,---,n), de acordo com a Definicdo 6. Para

o primeiro embaralhamento canonico inverso, teremos cartas associadas as variaveis
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aleatorias com valores 0 ou 1, sendo que as cartas associadas a variavel aleatéria W; = 0
serao posicionadas por cima das cartas associadas a variavel aleatéria W, = 1. Para
o segundo embaralhamento, a cada carta ¢ serd associada uma variavel aleatéria Z;
tomando valores 0 ou 1, assim cada carta sera associada a uma sequéncia de dois digitos,
cada um deles podendo ser zero ou um. Observe que as cartas associadas a sequéncia
00 estarao por cima das associadas a 10, que estarao por cima das com sequéncia 01 e
por fim as associadas a sequéncia 11.

Apés t embaralhamentos candnicos inversos consecutivos, cada carta estara asso-
ciada a uma sequéncia de ¢ digitos, cada um dos digitos sendo zero ou um. Seja i uma

carta qualquer do baralho de tamanho n, denotaremos por

s(i) = (s1(3), -+, s0(0)) € {0,1},

a sequéncia de digitos atribuida a ¢ apds t embaralhamentos canonicos inversos, onde
s;(i) é o digito atribuido a carta i no j-ésimo embaralhamento canonico inverso. A

carta ¢ estard posicionada antes da carta j apds ¢ embaralhamentos se:
1. s(i) = s(j) ei < j, ou seja i ja estava a frente da carta j na pilha original.

2. s(i) # s(j) e existe u € {1,2,--- ,t} tal que s,(i) = 0 e s,(j) = 1, sendo que
Sp(t) = 8,(j) Yo e {u+1,--- ,t}.

Exemplo 4. Se apds 5 embaralhamentos canonicos inversos tivermos s(i) = (1,0,0,1,1)
e s(j) = (0,0,1,1,1), a carta i estard a frente da carta j, uma vez que s3(i) = 0 e
s3(j) = 1, sendo que o embaralhamento de nimero 3 € o ultimo no qual se atribui

digitos diferentes a1 e j.

Considerando o baralho inicialmente na pilha identidade, apds a realizacao de um
embaralhamento candnico inverso as cartas associadas ao mesmo valor preservarao a
ordem entre si, da mesma forma, apds dois embaralhamentos candnicos inversos, as
cartas associadas a mesma sequéncia de digitos conservam a mesma ordem relativa en-
tre si, de maneira crescente de cima para baixo. Este comportamento ird se repetir
a cada novo embaralhamento canonico inverso, ou seja, as cartas associadas a mesma
sequéncia de digitos conservarao a ordem relativa entre si. Portanto, enquanto atri-

buirmos sequéncias iguais as diferentes cartas, existirao permutagoes que nao poderao
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ser alcangadas, a saber, aquelas nas quais as cartas que possuem a mesma sequéncia
aparecem em ordem decrescente. Sendo assim, a distribuicao uniforme sé poderd ser
alcancada a partir do momento em que todas as cartas estejam associadas a sequéncias
distintas. Dessa forma, é interessante saber qual é a probabilidade de se obter sequéncias
distintas para cada carta apés um numero qualquer de embaralhamentos canonicos in-

versos consecutivos. O teorema abaixo é a resposta para esta questao.

Teorema 12. Considere um baralho de tamanho n em uma pilha. A probabilidade de
que, com t embaralhamentos canonicos inversos, cada carta possua uma sequéncia de
zeros e uns distinta, isto € s(i) # s(j), Vi # j, é dada por

n—1 i

mn(2)

ot

=0
Demonstracao. Apés a realizacao de ¢ embaralhamentos canonicos inversos temos 2°
sequéncias possiveis, sendo que cada uma das cartas pode apresentar qualquer uma
das sequéncias, logo existem 2" maneiras de atribuirmos uma sequéncia a cada carta.
Porém, gostariamos que cada carta possuisse uma sequéncia propria, distinta das de-

mais. Temos

2N —-1)(2"-2)--- (2" —n+1)

maneiras de atribuirmos sequéncias a todas as cartas sem que haja repeticao. Logo,
a probabilidade de que com t embaralhamentos canonicos inversos cada carta possua

uma sequencia distinta é

]

Na préxima secao iremos encontrar o valor ¢ para o qual todas as cartas possuam

sequencias distintas com alta probabilidade.
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2.3 A distancia da uniformidade

O principal objetivo desta segao é encontrar cotas para o tempo de mistura do embara-
lhamento canonico inverso, e, pelo Coroléario 4, também do embaralhamento canonico.

A cota superior é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 13. Considere um baralho de tamanho n, vale a sequinte cota superior para

o tempo de mistura do embaralhamento canonico
4dn
tmiz < 2logy, —,
3
para n suficientemente grande.

As definicGes e os teoremas que serao apresentados a seguir sdo as ferramentas

necessarias para a demonstracao do Teorema 13.

Definicao 19. Considere uma Cadeia de Markov finita no espaco de estados €2, com
matriz de transicao P. Um mapa de representacao aleatoria da matriz de transicao P
¢ uma funcao f : Q x A — Q, juntamente com uma varidvel aleatoria Z que toma

valores em A, satisfazendo

P(f(z,Z) =y) = P(z,y).

A seguir mostramos que toda matriz de transicao possui um mapa de repre-

sentacao aleatdria, em particular, o passeio aleatorio inverso em S,,.

Teorema 14. Toda matriz de transicao em um espaco de estados finito possui um mapa

de representacao aleatoria.

Demonstragcao. Considere uma Cadeia de Markov finita com espaco de estados €2 =
{z1,--+ ,x,} e matriz de transi¢cao P. Escolhemos nossa variavel aleatéria Z com dis-

tribui¢do uniforme em A = [0, 1]. Definimos

k

i=1

e seja f(xj,2) = xx, quando Fjy_1 < z < F;;. Logo, temos que

p(f(.CEJ,Z) = .Tk) = P(Fj,k,1 < zZ < Fj,k) = P(xj,xk).
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Observe que se 71, Zs, - -+ sao variaveis aleatorias i.i.d. com a mesma distribuicao
que a variavel aleatéria Z definida na Definigdo 19 e X com distribuigao u, p(z) =

P(Xo = z), entdo a sequéncia (Xg, Xy, ---) definida por
Xn = f(anla Zn):

comn = 1,2 ---, é uma Cadeia de Markov com matriz de transicao P e distribuicao

inicial p, uma vez que

P(Xi1 = x41|Xo = 20, -+, Xy = 1)
= P(f(Xt, Zi11) = 31| Xo = @0, -+, Xy = m)
P(f(z¢, Ziv1) = 31| Xo = o, - -+, Xy = x¢)
= P(f(1, Zps1) = 2141)
= P(f(z1, Z) = wt41)
= P(

T, 913t+1)

Ou seja, podemos aplicar o mapa f a uma sequéncia i.i.d (Z;)2, de tal forma que
a sequéncia (X;)g2, definida indutivamente por Xo = z ¢ X; = f(X;_1, Z;) seja uma
Cadeia de Markov com matriz de transicao P comegando de x.

O conceito de mapa de representacao aleatoria é necessario para definirmos o

tempo de parada aleatorio.

Defini¢ao 20 (Tempo de parada e Tempo de parada aleatério). Dada uma sequéncia
(X1)2, de varidveis aleatorias em ), uma varidvel aleatoria T que assume valores em
{0,1,2,--- Jo0} € um tempo de parada para (X;) se, para cada t € {0,1,---}, existe
um conjunto By C Q! tal que {7 =t} = {(Xo, -, X;) € By}. Um tempo de parada
aleatdrio para uma Cadeia de Markov € o tempo de parada para a sequéncia (Z;) definida

acima.

Aplicando sucessivos embaralhamentos canonicos inversos a um baralho de tama-
nho n inicialmente na pilha identidade, temos um passeio aleatério (X;) em S,,. Se x é

a permutacao atual na qual o passeio se encontra, temos que
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2%, se y pode ser obtido ao associarmos a x uma sequéncia de zeros e uns
— n+1 _
P(z,y) = on sey=ux
0, caso contrario.

uma vez que cada sequéncias em {0, 1}", distintas daquelas como na Expressao 77, pro-
duz uma permutacao distinta ao ser aplicada a z, e as sequéncias do tipo 77 produzem
a permutacao x novamente.

Seja (Z;) uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e uniformes em
{0,1}". Se o estado atual do passeio é x, denotando por z o z o embaralhamento

candnico inverso regido pela sequéncia z € {0,1}" a partir da permutagao z, temos que
P(xoZ =y)=P(z,y).
Assim, o passeio aleatorio inverso é determidado pelas sequéncias
Zy = (s¢(1),5(2), -+, se(n)),

lembrando que s;(7) é o digito associado a carta ¢ no t-ésimo embralhamento canénico

inverso. Assim, temos um mapa de representacao aleatéria para o passeio inverso em

Sh.
Definicao 21. Seja

r = min{t € N; (s10), 85(0), - (i) # (31(3), 2(3), -+ 1 5)) V¥ i # 7}
o primeiro tempo em que cada carta i possui uma sequéncia bindria s(i) distinta.

Observe que T nao é uma funcao do passeio aleatério (X;), mas da sequéncia (Z;)
de zeros e uns atribuida em cada tempo t. A partir da Definigdo 20, podemos agora

definir um Tempo Estacionario Forte.

Definigao 22 (Tempo Estacionario Forte). Um tempo estaciondrio forte para uma
Cadeia de Markov (X;) com distribui¢ao estaciondria v é um tempo de parada aleatdrio

T possiwelmente dependendo do estado inicial x, tal que
P.(r=tX,=y) =Pt =t)v(y).
Ou seja, (Xy) tem distribuicdo v e € independente de T.
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Podemos relacionar os conceitos definidos acima com o embaralhamento canonico

inverso, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 15. Seja 7 como definido na Definicao 21, entao T € um tempo estaciondrio

forte para o passeio aleatorio inverso em S,,.

Demonstracao. Suponhamos que 7 = t. Pela definicao de 7, no tempo ¢ cada carta
possui uma sequéncia binéria s(i) distinta. Como para cada carta i os termos de
s(7) s@o variaveis aleatérias escolhidas independentemente, cada uma com distribuigao
uniforme em {0, 1}, temos que cada sequéncia com ¢ varidveis aleatérias é igualmente
provavel. Como para t todas as sequéncias sao distintas, a permutacao é totalmente
determinada por s(i), com i = 1,2,--- ., n. Sendo assim, a permutagdo de cartas no
tempo 7 é uniforme, nao importando o valor de 7.

Ou seja, se © € S, a probabilidade de que 7 =t e que no tempo t o passeio esteja
em x é dado por

P(r=t,X,=2x)=P(r =t)r(x),

e portanto 7 é um tempo estaciondrio forte. O

Assim, podemos utilizar a definicao de tempo estacionario forte para analisar o
embaralhamento canonico inverso. A seguir apresentaremos algumas propriedades de

um tempo estacionario forte que serao uteis na demonstracao do Teorema 13.

Lema 1. Seja (X;) uma Cadeia de Markov irredutivel com distribuicao estaciondria v.

Se T € um tempo estaciondrio forte para (X;), entao para todo t > 0,
Py(r <t, Xy =y) = Po(T < t)u(y).
Demonstracao. Sejam Zy, Z,,--- a sequéncia i.i.d. usada no mapa de representacao

aleatéria de (X;). Para qualquer g € {1,--- ,t},

Pt =q,Xi=y) =Y Pu(Xs =ylr = q, Xy = 2)Pe(7 = ¢, X, = 2). (2.10)

z€Q

Pela definigao de tempo estacionério forte, 7 é um tempo de parada para (Z;), logo
o evento {7 = ¢} ¢ da forma {(Zy,---,Z,) € B} para algum B C Q7 Também, para

inteiros ¢, v > 0, existe uma funcao f, : Q™ — Q, tal que
Xq+u - fu(ch Zq+1= T 7Zq+u)~
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Uma vez que os vetores (21, -+, Z,) € (Zg4+1,- -+ , Zi) sao independentes, temos que

PCC(Xt = y|7- = quq = Z) = Pﬂ&(ft—Q(Z? Zq-i-lv"' 7Zt) = y|(X1> an) € BvXq = Z)

= P"(z,y).
Pela definicao de tempo estacionario forte, temos que
P.(t=¢q,X,=2)=P,(1 =qv(2), (2.11)
logo, substituindo (2.11) na Equacao (2.10), temos

Pyr=q, X =y) =Y Pz, yw(2)Pu(r = q).

z€Q

Como v é a distribuicao estacionéria para esta Cadeia, temos que v satisfaz v = v P4,

Portanto, o lado direito da equagao acima ¢ igual a v(y) P, (7 = ¢). Sendo assim,

= > v(y)P(r=4q)
=v(y) Y Pt =0

O

Na Defini¢ao 17 definimos d(t) = max,eq || P*(z,.) — v||;,1 como a distancia entre
a distribuicao da Cadeia no tempo ¢ e a distribuicao estacionaria. O teorema a seguir

relaciona esta distancia ao tempo estacionario forte.

Teorema 16. Se 7 é um tempo estaciondrio forte, entao
< P .
d(t) < max Py(7 > 1)

Demonstracao. Fixe © € Q. Usando a Equacdo (2.7), a terceira caracterizagdo de

Distancia de Variacao Total, temos que
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d(t) = ||P'(z,.) = v, = > v(y) — P!z, y)

- o) (1= )

) <v(y) v(v)

Agora observe que para todo y € {2 temos

@
M
S
!

Pt(xay)zl_Px(Xt:y) Pz(Xt:yaTSt)
v(y) v(y) v(y)
Pelo Lema 1, sabemos que P, (X; =y, 7 <t) = v(y)P,(7 < t), logo

P'(z,y)
v(y)

11— <1-

v(y)Po(T < 1)

b o(y)

<1- = P.(1 > t).

Sendo assim,

d(t) = || P(z,.) = v,y < max {1 a P;(@)y>}

< max P, (7 > t).
€

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 13.

Demonstracao. (Teorema 13).

Seja 7 como na Defini¢ao 21, se a carta ¢ é diferente da carta j, entao

(31<i)?52<i>7"' 737@)) 7é (sl(j)’SZ(j)f" 787(j)>'

Se 7 < t entao diferentes sequéncias de variaveis aleatorias foram associadas a cada
uma das n cartas apds t embaralhamentos canonicos inversos. Portanto, pelo Teorema

12 §
1
P(TS@zH(l—E).
i=0
Seja ¢(n) = n27 , iremos omitir o n e denotar c¢(n) apenas por ¢ para simplificar

'fl2

a notagao. Temos entao que t = 2log, (%), logo 2! = %, assim temos

[
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Logo, como tanto ¢ quanto P(7 < t) sao fungdes em n, tirando o limite quando n tende

a infinito,
P(r<t
lim (——2) e 17
n—00 67%

obtemos um valor assintético para P(7 < t).
O Teorema 16 nos diz que d(t) < maxgeq P(T > t), pelo o que fizemos até o

momento, temos entao que

[V

c

dit) <1l—e 7.

Como t,,;,; = min {t, d(t) < i}, tomando qualquer valor de ¢ tal que ¢ seja menor que
210g(§), teremos uma cota para o t,;,. Um valor conveniente é ¢ = %, e como

definimos acima que ¢ = 2log, (%), temos o resultado. O
Considerando n = 52 no Teorema 13, temos que o tempo de mistura é menor ou
igual a 12 embaralhamentos canonicos.

Para finalizar este trabalho, vamos encontrar uma cota inferior para o tempo de

mistura.

Teorema 17. Fize 0 < €,0 < 1 e considere sucessivos embaralhamentos canénicos

wmwversos em um baralho de tamanho n. Entao, para n suficientemente grande, temos
tmiz(€) > (1 — ) logy n.
Para demonstrar este teorema precisamos do seguinte lema:

Lema 2. Seja (X;) uma Cadeia de Markov irredutivel e aperiddica, com espago de

estados €2, e suponha que m, a distribuicao uniforme, seja a distribuicao estaciondria
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para esta Cadeia. Denotamos por dys(x) = [{y; P(z,y) > 0} o nimero de estados
acessiveis por x com apenas um passo e )y o conjunto dos estados que podem ser
alcangados a partir de x com t passos e seja A = max,eq doys(x). Se At < (1 —€)|Q],

entao
log |2 (1 - ¢)

; >
tmia(€) 2 log A

Demonstragao. Observe que |QF] < Af. Como A" < (1 — €)|Q], pela definigdo de

Distancia de Variacao Total temos que

t
d(t) = ||P'(z,.) — ||, > P(a, Q) —m(Qf) > 1 — ‘%‘ > €.

Portanto,

log [|2] (1 — €)]
mia(€) = log A '

Demonstracao. (Teorema 17).
Observe que para o passeio aleatorio inverso, para cada passo existem no maximo
2" estados que podem ser alcangados, uma vez que o proximo passo sera determinado
a partir de uma sequéncia de n digitos, cada um deles sendo zero ou um. Usando a
mesma notagao do Lema 2, temos que log, A < n. Como §,, possui n! elementos, pelo
Lema 2 temos que
log [n!(1 — )]

tmi:c(€> Z n .

Usando a Férmula de Stirling

log, n! = [1 4 o(1)] nlog, n,

temos
1 11—
tmwy<€) Z 089 [n ( E)]
n
_ log, n! N log, (1 —¢)
n n

1 1-

=log,n |1+ o(1)] + w
log, (1 —¢)

=1 1 1
ogyn |1+ o0(1)+ nlog, 1
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Seja 0 < 0 < 1, observe que para n suficientemente grande temos o(1) > 5, e 0 mesmo

log, (1—¢)
nlogyn

ocorre para . Logo

log, (1 —¢)

< 4.
nlog,n

o(l) +

Assim para um baralho de tamanho n = 52, temos que t,,;, > 6.

A cota superior e a cota inferior para o t,,;; mostram que o numero de em-
baralhamentos canonicos necessarios para que a distribuicao induzida por sucessivos
embaralhamentos candnicos esteja préxima da distribuicao uniforme estd no conjunto

{6,7,---12}.
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Apeéendice

No artigo [1] os autores apresentam uma estratégia diferente para fazer a aproximagao
da distribuicao uniforme. A partir do Corolario 2 e da Equacao 2.7, a terceira caracte-
rizacao de Distancia de Variacao Total, eles encontram
24—\ 1
=3 [ A
em que «, ¢ o nimero de permutacoes de n cartas com r sequéncias levantadoras e
X = {n eN, (2t+:_T)2_t” > %} Com esta férmula é possivel calcular o valor exato
para a Distancia de Variacao Total. A tabela a seguir, extraida de [1], apresenta este

valor para um baralho de tamanho n = 52, considerando ¢t embaralhamentos, com

1<t <10.

t 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

d(t) | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,924 | 0,614 | 0,334 | 0,167 | 0,085 | 0,043

Tabela 2.2: Distancia de Variacao Total para um baralho de tamanho 52

O famoso resultado de que com 7 embaralhamentos canonicos um baralho estéa
bem embaralhado vem do fato de se escolher ¢,,;, = min{t,d(t) < 0,334}. Entao, pela

Tabela 2.2 temos que t,,;, = 7.
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