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Resumo

Nesta tese, obtemos alguns resultados de rigidez em variedades que satifazem uma
equacao do tipo estatica como, por exemplo, as variedades estaticas, os Ricci Solitons,
os Solitons generalizados, as variedades V-estiticas e as variedades Einstein com uma
Sl—acao estatica. Os métodos utilizados para obter nossos diversos resultados sao base-
ados na andlise de identidades integrais na Geometria Riemanniana, tais como a Identi-
dade de Pohozaev-Schéen e a Identidade de Reilly, e em técnicas variacionais inspiradas

na Analise Geométrica.

Palavras-Chaves: Variedades Estaticas; Variedades V-estaticas; Identidade de Pohozdev-

Schéen; Ricci solitons.



Abstract

In this thesis, we obtain some results of rigidity in manifolds which satisfies an equa-
tion of static type, for example, the static manifolds, the Ricci Solitons, the generalized
Solitons, the V-static manifolds and the Einstein manifolds with a S'—static action. The
methods used in ours various results are based in the analysis of integral identities in
Riemannian geometry, such as Pohozdev-Schoen Identity and Reilly Identity, and in the

variational techniques inspired by the Geometric Analysis.

Key-Words: Static Manifolds; V-static manifolds; Pohozdev-Schéen Identity; Ricci

solitons.
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Introducao

Teoremas de rigidez em Geometria Riemanniana surgem como uma salutar inspiracao
de propensos esforcos na area, bem como abragem ferramentas da mais diversa natureza.
Exemplos de belos teoremas neste escopo na literatura nao nos faltam, indo desde os clés-
sicos Teorema de Bonnet-Myers, Teorema de Toponogov e o Teorema de Obata as muito
recentes resolucoes da Conjectura de Poincaré por Perelman, e conjectura de Willmore
por Marques-Neves, além do Teorema da Esfera Diferenciavel por Brendle-Schéen. Além
disso, técnicas utilitdrias a suas resolugoes traduzem a riqueza e abrangéncia destes esfor-
cos, perpassando da teoria de comparacao a analise de Identidades Integrais, como as de
Reilly, Minkowski e Kazdan-Warner, e indo ao encontro de teorias variacionais como os
fluxos geométricos de Ricci e da curvatura média, e a técnica do mini-max.

Neste sentido, um problema que envolve rigidez e permeia a histoéria recente da Rela-
tividade Geral se refere a solugao das equacoes de Einstein como fins de modelagem da
forma do universo. O objeto base desta &rea de estudo reside numa (n + 1)-dimensional
variedade Lorentz (L, h) que é um espago tempo com assinatura (—,+,+, ..., +) satisfa-
zendo a equacao de Einstein

Ricy, — %th + Ah = 8(7;—4GTh,
onde Ricy, € o tensor de Ricci de h, A é a constante cosmoldgica, G é a constante gravi-
tacional, C' é a velocidade da luz e T}, é o tensor momento. Neste trabalho, invocarems
ao problema no vacuo, onde 7), = 0. O espaco tempo (L, h) é dito estatico se existe um
campo de Killing K do tipo tempo e globalmente definido, cuja distribui¢ao ortogonal é
integravel (cf. Secdo 3.4 de |43]). A existéncia de tal campo de Killing determina uma

estrutura de produto warped em L como

L=RxM, h=—f%dt*+g, (1)
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onde (M", g) é uma variedade Riemanniana de dimensao n compacta, conexae f : M —
R ¢ uma funcao suave denominada de potencial estatico. O campo % serd o campo de Kil-
ling em questao. Com um calculo simples a produtos warped (cf. [10], Proposi¢ao 9.106),

a condigao de estaticidade de L é traduzida no seguinte Problema Sobredeterminado em
M

D*f — fRic,+ Afg=0, e Af=—Ag, (2)

onde consideramos D? e A, o Hessiano e o Laplaciano advindos da métrica g. Denotamos
(M"™, g, f) de tripla estatica. Uma observagao importante desta formulagdo eliptica se
deve a verificacdo que M tem curvatura escalar constante R, = A(n — 1). Além disso,
¥ = f710) é uma hiperficie fechada e mergulhada em M, possivelmente com vérias
componentes conexas (cf. estas afirmagdes no Teorema 1.1). Do ponto de vista fisico, as
hiperficies R x > sao chamadas de horizontes de eventos e tem importancia no estudo de
buracos negros(cf. [43] e [45], por exemplo).

O exemplo modelo de rigidez para variedades estiticas com constante cosmologica
A > 0 é dado pelo hemisfério canonico de raio r = \/%, representado por (S:t(\/%, Jst)-
Considerando a funcao altura h nesta variedade pode-se verificar que a mesma satisfaz

(2). Desta forma, o correspondente espaco-tempo

(Ly,h) = (R x ST, —h*dt* + gg)

é uma solucao da Equacao de Einstein no vacuo. Este é o exemplo de uma familia de
variedades, solucoes exatas da Equagao de Einstein, chamadas de espacos de De Sitter (cf.
Secao 5.3 de [43]). Além disso, ¢ um componente de rigidez para uma famosa conjectura

formulada por Boucher-Gibbons-Horowitz([14]) e aclamada como No-Hair Conjecture:

Conjectura 0.1 (No-Hair Conjecture). O unico espago-tempo estdtico com constante
cosmologica A > 0 e horizonte cosmoldgico de eventos conexo é o espaco de De Sitter
de raio \/% Em outras palavras, a unica tripla estdtica (M™, g, f) com bordo conexo
e constante cosmologica A > 0 € dada pelo hemisfério candnico (S:i(\/%, gst), onde o

potencial estdatico f € dado pela funcao altura.

Salientamos que a conexidade na conjectura acima é essencial (cf. [57]). A partir deste
momento da histéria, varios trabalhos na direcao de demonstrar a unicidade do espaco
de De Sitter tem almejado esforcos com a adicao de novas hipoteses que corroboram
positivamente para a assertiva da No-Hair Conjecture. Boucher, Gibbons e Horowitz ([14])
provaram uma desigualdade para o caso de curvatura escalar positiva (A > 0), onde uma,

rigidez é obtida pela igualdade (cf. Teorema 1.6). Além disso, eles obtiveram no mesmo
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trabalho a unicidade do espago-tempo (chamado de espago anti-de Sitter) para o caso de
curvatura escalar negativa (isto ¢ A < 0). Boucher ([12]) e Friedrich ([32]) demonstraram
o resultado asssumindo uma compactificacao de Penrose do espaco tempo unido a certas
condigoes nos fins conformes. Galloway([34]) demonstrou o resultado quando o espago
tempo contém uma null line. Chrisciel ([26]) demonstrou o resultado numa dimensao
qualquer n > 3 com algumas condigoes sobre a fronteira.

Como limbo a motivacao fisica dada, ainda temos muitos entes na geometria que sa-
tifazem uma equacdo similar a (2) como, por exemplo, os Ricci Solitons, os almost Ricci
solitons, as variedades quasi-Einstein e, mais recentemente, as variedade V-estéticas (con-
ferir descrigoes nos capitulos de nosso trabalho). Em comum, hd um interesse em esta-
belecer modelos para rigidez e novos resultados nesta diregao sob condigoes na geometria
intriseca para indicar tais modelos.

Parametrado por tais motivacoes, nossa tese se compromete a dar contribuicdes a uma
recente gama de trabalhos de classificacao e rigidez no trato de variedades do tipo estatica
e correlatas, inferindo técnicas que residem, especialmente, na utilizagao de Identidades
geométricas, como a Identidade de Pohozdev-Schoen e a Identidade de Reilly, a utilizacao
de métodos de existéncia de superficies estaveis. Nossa tese é organizada em 4 capitulos
cujo avanco em relagao a literatura existente descrevemos a seguir.

O capitulo 1 é introdutorio as notacgoes e resultados preliminares a serem utilizados ao
decorrer de nosso texto. Além disso, visitamos as defini¢oes prévias de alguns entes cujas
notaveis propriedades relatadas serao integrantes em nosso desenvolvimento, em especial,
as variedades estaticas e V-estaticas.

O capitulo 2 é devotado a aplicacao da Identidade de Pohozaev-Schoen com fins de
obter novos resultados de rigidez, generalizar resultados obtidos e dar demonstracoes con-
sideravelmente mais simples das descritas na literatura existente. Em especial, considera-
mos uma versao generalizada desta Identidade classica para definir entes mais genéricos, e
obter demonstracoes que utilizam diretamente a identidade. Por exemplo, generalizamos
a nocao de almost Ricci soliton para obter uma generalizacao junto a uma prova distinta
e bem mais direta do seguinte resultado, anunciado primordialmente por Barros et. al em

[7] e conosco obtido como corolario.

Teorema 0.1. Considere (M",g,X,)\) , n > 3, um almost Ricci soliton nao trivial
fechado e orientado com curvatura escalar constante. Entao (M"™, g) € isométrico a esfera

Fuclideana (S™, gst) e (M™, g, X, \) € um Ricci soliton gradiente.

Salientamos ainda que nosso método propoe uma maior abrangéncia das identidades

obtidas no trabalho supracitado. Seguindo a mesma direcao também obtemos uma gene-



Introducao 4

ralizacao junto a uma demonstracao mais simples de um resultado para h-almost Ricci
solitons obtido por Xia et. al em [37].

Também aplicaremos a Identidade de Pohozaev-Schoen generalizada para obter alguns
resultados na dire¢ao de generalizar o Lema de Almost-Schur para tensores mais genéricos
e variedades com fronteira. Além disso, obtemos o seguinte resultado que toma a dire¢ao

de um teorema do tipo Alexandrov para hiperficies imersas.

Teorema 0.2. Considere (X", gs) uma hiperficie fechada e imersa numa variedade Eins-

tein (M™, g), com gs a sua métrica induzida. Suponha que existem fungoes suaves
A" = Re f: X" — R satisfazendo

I+ D%.f = Ags, (3)

onde I € a sequnda forma fundamental de ¥. Se a curvatura média de X € constante,

entao X € uma hiperficie totalmente umbilica.

Uma secao do capitulo 2 é dedicada a mostrar a eficacia no trato da Identidade de
Pohozéaev-Schoen aplicada as variedades V-estaticas, as quais podem ser vistas como uma
generalizacao natural das variedades estaticas. Desta forma, generalizaremos a esta classe
de variedades alguns célebres resultados abordados na literatura de variedades estaticas,
caminhando na dire¢cao de uma desigualdade do tipo Boucher-Gibbons-Horowitz([14])

para V-estaticas:

Teorema 0.3. Considere (M", g) uma variedade compacta, V -estdtica positiva com fron-

!
teira OM = |J 2., e curvatura escalar R, = en(n — 1), onde ¢ = —1,0,1. Considere as
a=1
constantes r; = |V ||x,. Entdo, a sequinte desigualdade ocorre

I

-2
E/ﬁa(Rg&—e(n—Q)(n—l)—n H2>dVg&20.
—~ Js, n—1

Além do mais, a igualdade ocorre se, e somente se, (M™, g) é isomélrica a uma bola

geodésica em um dos espacos R™, S™ ou H".

Teorema 0.4. Considere (M?,g) uma variedade Riemanniana V -estdtica positiva com
fronteira coneza e curvatura escalar Ry = 6e, onde ¢ = —1,0,1. Se ¢ = —1, assuma

adictonalmente que H > 2. Fntao

1
A > (5 + A_LHQ) Area(0OM) .
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Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3, g) € isoméltrica a uma bola geodésica

em um dos espacos R, S® ou H?.

Por fim, neste capitulo obtemos uma generalizacao de um resultado aclamado por Miao
e Tam(|64]), junto a uma demonstracdo distinta que novamente utiliza a Identidade de
Pohozaev-Schéen. De fato, sua ultilizagao ira4 se mostrar um catalisador a sua resolugao
junto a uma subtracao das hipoteses do problema inicialmente proposto. Salientamos
que o resultado obtido por [64] difere do descrito abaixo por sua restri¢do a dimensao da
variedade e a hipotese de que a curvatura é nao positiva. Tais hipoteses sao explicadas
pela forma distinta da nossa em tratar o mesmo problema, ja que o resultado deles infere

a técnicas advindas ao Teorema da Massa Positiva.

Teorema 0.5. Considere (M", g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n
com curvatura escalar constante R, = en(n — 1). Suponha que M possui uma fronteira
conexa e suave X, tal que g € um ponto critico do funcional volume em Mf, K =
en(n —1). Suponha que (X,7) € isométrica a uma hiperficie totalmente umbilica ¥, em
E.(onde E. é uma variedade Finstein com curvatura escalar en(n — 1) ee € {—1,0,1}).
Entao,

H. > H,

onde H e H. sao as curvaturas médias de X e Y., respectivamente. A igualdade ocorre

se, e somente se, (M, g) € isométrica a um bola geodésica em R™, S™ ou H".

O capitulo 3, tem a seu inicio alguns teoremas de rigidez para variedades estaticas e
V-estaticas obtidos por uma condicao de pinching. A observacao crucial & primeira secao
deste capitulo se deve a notar que através de uma computacao algébrica é possivel reduzir
uma condi¢ao de pinching & condi¢ao de curvatura de Ricci ndo negativa. A partir disso,
utilizaremos resultados conhecidos para variedades com curvatura de Ricci nao negativa
para demonstrar novos resultados e inferir provas mais simples de resultados ja aclamados.
Por exemplo, em [3] L. Ambrozio obtem um resultado de rigidez para variedades estaticas
tridimensionais sob uma condic¢ao de pinching fazendo o uso de uma robusta Formula do
tipo Bochner em uma direcao técnica. De uma maneira consideravelmente mais simples,

utilizando a génese da curvatura de Ricci nao negativa, estendemos este resultado:

Teorema 0.6. Considere (M?3,g) uma variedade Riemanniana orientdvel, compacta e

estdtica com fronteira ¥ # (). Assuma que R; =6 e

° Ry
|Ric,|* < Eg .
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Entao M possui curvatura de Ricci nao negativa e uma das mutuamente exclusivas opgoes

deve ocorrer:
(i) (M?,g) € isométrica ao hemisfério unitdrio com a métrica padrao (S3, gg).
(ii) (M3, q) é isométrica ao cilindro (82(\%) x [0, \/ig]),go), onde go € a métrica produto.

Além disso, o nosso método propoe uma generalizacao deste teorema para dimensoes

altas:

Teorema 0.7. Considere (M", g) uma variedade estdtica com curvatura escalar positiva.

Se R
Ricy? < —4—
[Ricyl” < n(n—1)

entao (M",g) tem curvatura de Ricci nao negativa. Em particular, uma das seguintes

possibilidades devem ocorrer:
(i) A aplicacdo i, : II(OM) — II(M) ¢é sobrejetora.
(ii) A variedade (M", g) é isomélrica ao quociente de um cilindro.
Também obtemos teoremas do mesmo calibre para variedades V-estaticas:

Teorema 0.8. Considere (M3, g) uma variedade V -estdtica positiva com curvatura esca-
lar positiva. Se

° R2

| Ricy|* < Eg

entio (M?3,g) € difeomorfa a uma bola geodésica em S®.

Teorema 0.9. Considere (M",g) uma variedade Riemanniana V -estdtica positiva com
curvatura escalar nao negativa. Se
o R?
Ric,]* < —2—
entao (M", g) tem curvatura de Ricci nao negativa. Em particular OM € conexa. Se OM

€ simplesmente conexa, entao M é simplesmente conexa.

Ainda no capitulo 3, faremos o uso de outra importante identidade integral da geo-
metria, a Identidade de Reilly, com fins de obter extesoes de resultados recentes inferidos
acerca de desigualdades sobre a fronteira de variedades estaticas (vide [55], [76] e [61]).
Desta forma, trataremos o caso V-estatico para obter resultados correlatos, como por

exemplo o seguinte:
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Teorema 0.10. Considere (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta e V -estdtica
com fronteira ¥ e potencial V -estdtico positivo A. Considere H e Il como sendo a curva-
tura media e a sequnda forma fundamental de 3 em (M, g), respectivamente. Se H > 0
e k <0 ¢ uma constante nao positiva tal que Ric > (n — 1)kg, entdao temos a sequinte

desigualdade integral sobre 3

/ZA {[Azn + (Z— Dkn?]

—H(Vzﬁyvzﬁ)] o= [ Vs = (0= DiPldo, (1)

para qualquer fung¢do n em Y. Além disso, a igualdade em (3.6) ocorre se, e somente se,

ocorre uma das opgoes

(i) k=0 en é a restricio a 3 de uma funcio u em M satisfazendo que D*u = 0. ou

(i) k <0 e g é uma métrica Finstein com Ric = (n — 1)kg, en € a restricio a ¥ de

uma funcao u definida em M satisfazendo que D*u + kug = 0.

O capitulo 4 tem como principal objetivo inferir novos resultados relacionados a vari-
edades estaticas de dimensao alta. A partir da descricao pioneira de Seshadri [82] acerca
de variedade Einstein munidas de uma S'-acdo isométrica estatica, que a um certo modo
particulariza a descricao de variedade estatica abordada nos capitulos anteriores, podem
ser obtidos alguns teoremas de rigidez quando temos em maos uma hipotese sob a curva-
tura escalar do bordo da variedade estatica. Particularmente, Seshadri emprega em seu
trabalho o caso de variedades estaticas tridimensionais.

Preliminarmente, através de uma aplicacao de um Teorema de Gursky (cf. Teorema
4.2), conseguimos uma consideravel melhora a um Teorema de H. Seshadri considerando

a dimensao n = 3:

Teorema 0.11. Considere (N* h) uma variedade Einstein estdtica, fechada e norma-
lizada de forma que Ric, = 3h. Considere (M3, g) a variedade estdtica associada(cf.
Definicao 4.1). Se K < 3 em OM, entao (N* h) € isométrica a (S*, go)(caso OM seja
conexa) ou (N4, h) € isométrica a (S® x S?, g« ) (caso OM tenha mais que uma componente

conera).

Apos isto, concetraremos em estudar os problemas de [82] em dimensoes altas. Divi-
dimos a atencdo as ideias de generalizar [82] ao considerarmos os casos onde o bordo da
variedade estatica é conexo ou desconexo. Observa-se uma distincao real entre os méto-
dos tratados. Ao inspirar da formula de Bochner e da Formula de Reilly, conseguimos
um resultado de rigidez para as variedades tratadas com bordo conexo numa dimensao

qualquer:
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Teorema 0.12. Considere (N,h) uma (n+ 1)-variedade fechada, simplesmente coneza e
FEinstein estdtica com variedade estdtica associada (M, g). Se Ry = (n — 1)(n — 2) para

todos 0s pontos de OM, entio (N,h) é isométrica a (S", ggni1).

Veremos que o caso do bordo desconexo nos propoe uma abordagem bem distinta do
caso anterior, que reside fortemente na teoria de existéncia de hiperficies minimas estaveis

e nos acarreta uma limitacao a dimensao. De fato, conseguimos o seguinte resultado:

Teorema 0.13. Considere N"™ uma variedade Einstein estdtica, fechada e simplesmente
coneza. Considere (M",g) a variedade estdtica associada a N. Se 3 <n <7, OM tem
mais de uma componente coneza e Ry(p) < n(n—1), para todo p € OM, entao existe uma

hiperficie quase-Finstein, homdloga ¢ OM e propriamente mergulhada em M.

Salientamos que o Teorema acima generaliza fielmente para dimensdes 3 < n < 7 o
teorema que propomos a generalizar de [82]. No caso proposto por Seshadri, a dimensao
3 propoe a classificacao completa da variedade quasi-Einstein obtida e, por conseguinte,

a classificacao da variedade estatica em questao.



Capitulo

1

Preliminares

1.1 Notacoes, terminologia e conceitos basicos

Ao curso deste trabalho, salvo mencionado de outra forma, (M",g) denotard uma
variedade Riemannina compacta e suave de dimensao n e métrica suave g. D denotara a
conexao de Levi Civita associada a variedade (M, g). A um ponto x € M, denotamos por
T, M o espago tangente de M em x e X(M) o espago de todos campos vetoriais suaves
em M. Utilizaremos em nosso texto a consagrada notacao de Einstein, segundo a qual
omitimos o simbolo de somatoério ao intepretar indices repetidos num mesmo termo como
indicador deste somatorio.

Nas proximas subsecgoes, estabeleceremos algumas notagoes e resultados preliminares
de Geometria Riemanniana, importantes ao curso de nosso texto. A maioria das notacoes
e demonstragoes dos resultados podem ser encontradas em alguns consagrados livros da

matéria como, por exemplo, [29], [59] e[72].

1.1.1 A geometria intrinseca

Dados X,Y, Z, W € X(M) campos suaves, definimos o (1,3) Tensor Curvatura Rie-

manniana, denotando-o por R, como

R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy|Z,

e ao tensor (0,4) de curvatura também denotado por R por

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).
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Dados x € M e w C T,,M um plano bidimensional, definimos a curvatura seccional de

T por

_ R(X,Y,X,Y)
CXPYPR - (X, Y)?

K(m)

onde {X,Y} é uma base de m. A defini¢do de curvatura seccional independe da base
{X,Y} escolhida.
Fixado = € M, considere {ey,...,e,} uma base ortonormal de T, M. A curvatura de

Ricci de (M, g) € um tensor do tipo (0, 2), definido por

Ricy(X,Y) =Y R(X,er, Y, ep),
k=1

e a curvatura escalar é uma funcao suave em M definida por

Ry(x) = Z Ricy(ex, er)(x).

Por fim, o tensor de Ricci sem traco de (M, g) é definido por

o 1
Ricy(X,Y) = Ricy(X.Y) = ~Ry - g(X,Y).

1.1.2 A geometria extrinseca

Considere ¥"~! C M uma hipersuperficie completa, imersa e 2-sided em (M™, g). Para
cada x € 3, considere T, C T, M o espago tangente a z e v € X(X)* € X(M) um campo
normal exterior unitario a . O operador de forma de ¥ é definido como

S(X) = Dxl/,
onde X € X(X). A Segunda Forma Fundamental de ¥ é uma forma bilinear e simétrica
em X(X), definida como
I(X,Y) :=g(Dxv,Y).

A curvatura média de ¥ num ponto x € ¥ é denotada por H(z) e definida como o trago

do operador forma
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H(z) = trago{Y(z) —» Dyv(z)}
= ZHH(Q, Gi)7

onde {ey,...,e, 1} uma base ortonormal de T,%.
Considere campos X,Y, Z, W € X(X). Existe uma importante relacio entre a curva-

tura ambiente e a curvatura intrinseca da hiperficie ¥ dada pela Equacao de Gauss
R(X,Y,Z, W) =R*(X,Y,Z W) - II(X, WY, Z) + II(X, Z)IL(Y, W),
onde R e R* denotam a curvatura de M e X, respectivamente. Tomando duas vezes o
traco da equacao acima, temos que
Ry — 2Ricy(v,v) = R — H? + |11,

onde Ric(v,v) é o tensor de Ricci de M evaluado na dire¢ao normal & ¥ e |II| denota a

norma da segunda forma fundamental de 3.

1.1.3 Identidades Riemannianas

Considere uma variedade Riemanniana (M",g) e f : M — R uma funcdo suave.

Denominaremos por V f ao campo que satisfaz

g(Vf, X) = df(X),
para todo X € X(M).
Definimos o Hessiano de f, segundo a métrica g, como o seguinte 2-tensor
D*f(X,Y) = DxDyf—Dp.v/,

onde X,Y € X(M).
Dado x € M, o Laplaciano de f é definido por

Af(a) = 30 D flese)

onde {ey,...,e,} é uma base ortonormal de T, M.

A seguir, retrataremos algumas importantes identidades utilizadas no decorrer de nosso
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texto, indicando referéncias para suas demonstracoes.

Teorema 1.1 (Identidades de Biachi). O tensor Curvatura Riemanniana R satisfaz as

sequintes propriedades de permutacao ciclicas:

(i) A primeira Identidade de Bianchi:
R(X,Y)Z+R(Z,X)Y + R(Y,Z)X =0,

onde X, Y, 7 € X(M);

(i) A Segunda Identidade de Bianchi:

(DxR)(Y, Z)W + (DzR)(X,Y)W + (DyR)(Z, X)W =0,

onde X,Y, Z, W € X(M).

Tomando o traco desta identidade, chegamos na Segunda Identidade de Bianchi

contraida:

1
divRicy = §VRg.
Demonstragao. Veja, por exemplo, a pagina 33 de [72]. ]

Teorema 1.2 (Formula de Bochner-Weitzenbock). Considere (M, g) uma variedade Ri-

emanniana. Dada um funcao suave u : M — R, temos que
1
§A|czu|2 = |D*u|? + (VAu, Vu) + Ric,(Vu, Vu).

Demonstragao. Veja, por exemplo, o Capitulo 7 de [72]. ]

Para finalizar esta secao, lembraremos da famosa Formula de Reilly e algumas de suas

aplicagoes em resultados de rigidez.

Teorema 1.3 (Formula de Reilly, [78]). Considere (M, (,)) uma variedade Riemanniana

com fronteira X e u : M — R uma fung¢ao suave. Entao, temos a Identidade

l/ [(Au)2_|D2u|2} dVol = 1/ Ric(Vu,Vu)dV+/AEu.@dS
2 Ju 2 Ju - O

+3/H Ou 2d5+1/<ml(v Vsu))dS
9 . 81/ 9 . U, sU )
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onde v € o campo normal exterior, I(-,-) e H sio a Sequnda Forma Fundamental e a
curvatura média de X, respectivamente. Além do mais, o indice X sob V e A indica que

estamos considerando estes entes intrisecamente a .

Teorema 1.4 (Reilly, [78]). Considere (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com
fronteira nao vazia OM. Assuma que Ric, > (n —1)g e que a curvatura média de OM
é nao-negativa(OM ¢é mean conver). Entao o primeiro autovalor Ay de —A satisfaz a
desiqualdade Ny > n. Além do mais, \y = n se, e somente se, M € isométrica ao

hemisfério fechado da esfera euclidiana S™.

Teorema 1.5 (Reilly, [79]). Considere (M,g) uma variedade n-dimensional compacta,
orientada, conexa com fronteira nao vazia. Suponha que, para alguma constante ¢ # 0,

M admite uma fung¢do nao constante f: M — R tal que

(a) D*f = —cfy;
(b) f € constante sobre OM.

Entao, a métrica g em M tem curvatura seccional constante c.

1.2 Variedades estaticas

Como ja comentamos na introducao, o estudo de variedades estaticas parametra um
importante componente na avaliacao das solucoes das equacoes de Einstein no vacuo.
De fato, dada uma (N™! h) variedade Lorentz que ¢ uma solugio estatica da equagao
de Einstein no vacuo, pode-se caracterizar N como um espaco tempo que ¢ um produto
warped de uma variavel temporal por uma variedade estatica. Nesta secao, relembramos o
conceito de variedade estatica e estabeleceremos propriedades notaveis das mesmas, bem
como alguns conhecidos resultados de rigidez que caminham na direcao da veracidade da

No-Hair Conjecture.

Definicao 1.1. Considere (M", g) uma variedade Riemanniana completa com bordo (OM #
0). Dizemos que (M™, g) é uma variedade estdtica se existe uma fun¢ao suave nao negativa
f: M — R e uma constante A, tal que OM = f~1(0), Af = —Af e

fRic, — (Af)g— D*f =0, (1.1)



1.2 Variedades estaticas 14

Segundo o considerado na definigdo anterior, denominaremos (M", g, f) de tripla es-
tatica, f de potencial estatico e a equagdo (1.1) de equagao de estaticidade. Em nosso
trabalho, estaremos interessados no caso de variedades estaticas com curvatura escalar

positiva, o que nos levara a supor que A = n.

Exemplo 1.1. Considere a semi-esfera tridimensional (S2, gst) munida da métrica cano-
nica induzida do R*. Com esta métrica sao fatos de verificacdo direta que a curvatura
seccional K =1 e o tensor de Ricci Ric,, = 2gy. Além disso, 0S%. = S*. Considerando
a funcao altura em R* onde, mais precisamente, h(xy, o, x3,74) = x4, temos que esta

funcao satisfaz as sequintes propriedades
(a) Ric,,, = DTQh + 3Gst;
(b) Ah = —3h;
(¢) h=0 em OS%.
Desta forma, (S2, gs) € uma variedade estdtica.

No que segue, identificamos algumas propriedades importantes das variedades estati-

cas.
Proposicao 1.1. Considere a tripla estdtica (M", g, f) com A = n e denote por ¥ = OM.
(i) A curvatura escalar de g é constante, com R, = n(n — 1);
(ii) Temos que |V f|(z) # 0, para todo x € OM;
(iii) ¥ é uma hiperficie totalmente geodésica;
(iv) |V f] é constante ao longo de cada componente conexa de X;

(v) (Desigualdade de Chrusciel) Considerando ¥, as componentes conexas de ¥, K, =

|V f|ls., e R* a curvatura escalar intrinseca de X, temos

Zma/ (R — (n—1)(n—2)) doy > 0. (1.2)

(vi) Sob as mesmas notagoes e hipoteses do item (v), temos que para uma variedade

tridimensional estética, ocorre a desigualdade

0< Z Ko < 21X (Z4q).
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Em particular, obtemos que existe pelo menos uma componente conexa de X que é

uma esfera topologica.

Demonstragao. (i) Tomando o traco segundo a métrica g da equacao , temos que fR, =
Af+n*f =n(n—1)f. Assim, chegamos que R, = n(n — 1) em M \ OM (onde
f #0). Como OM tem medida nula em M, nossa assertiva segue por um argumento

de continuidade.

(ii) Seja g € OM. Desta forma, f(xy) = 0. Considere uma geodésica em M, o :
[0,1] — M, de forma que o(0) = zg, e considere a funcao real 8 : [0,1] — R
definida por B(t) = f(o(t)). Desta forma, temos

B'(t) = D*f(o'(1),0'(1))
= (Ricy(o'(t), 0'(t)) — nlo’()]*)B(t)
= a()B(1).

Desta forma, se supormos que |V f(xo)| = 0, teriamos que 8" (t) = a(t)5(t), f(0) =0
e 5'(0) = 0, o que implicaria que 8 = 0. Disto terfamos que f = 0 ao longo de o(t)

0 que consiste num absurdo.

(iii) Primeiramente, segue do fato que OM = ¥ = f~!(0) que o vetor normal exterior

unitariode X é v = —%. Considere dois campos X, Y € X(X). Como f é constante

sobre ¥ segue que D?f(X,Y) = 0 sobre . Por outro lado,

0=D*f(X,Y) = —(DxY,Vf)
= —|VfIIX,Y)

Utilizando o item (ii), obtemos que II(X,Y) = 0, para quaisquer X,Y € X(X).

Portanto, ¥ é uma hiperficie totalmente geodésica.

(iv) Dado X € X(X), temos
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X(Vf?) = XUV V1)

= 22|VfI(VxVf,v)
= 0,

onde utilizamos o mesmo argumento do item (iii).

(v) Inicialmente, observe que

(D*f, Ric,)

R
= f[|Ric, — —2g
n

R
= f|Ric,— —2g
n

= (fRicy —nfg, Ricy)
= [flRicy|2 — nfR,
= f\Ricg\z—nz(n—l)f

2

—nn—-1)f

+(n—1Af

g

Desta forma, utilizando integracao por partes,

os/Mf

R
Ric, — —2g
n

2

g

Vg

/M (DF, Ric,)dV,
—(n—1) /M Afdv,

—/ (df, div(Rng)>dVg+/Ric(V, Vf)do,
M >
of
s Ov
—/ |V fl,Ric(v,v)do, + (n — 1)/ |V f|do,
2 2
Zlia/ ((n — 1) = Ric(v,v))doy,

Z/@a/ %[REQ ~(n = 1)(n — 2)ldo.

—(n—1) doy
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Na segunda igualdade, utilizamos integracao por partes. Na terceira igualdade, utilizamos

a Segunda Identidade de Bianchi e o fato que R, é constante para inferir que div(Ric) =

_ VI
vrP

o vetor normal exterior. Por fim, na ultima igualdade utilizamos a féormula de Gauss

%ng = 0. Além disso, utilizamos o fato que ¥ = f~!(0) para inferir que v =

junto ao fato que ¥ é totalmente geodésica, o que implica que R — 2Ric(v,v) = R*. Da

desigualdade acima, concluimos nossa assertiva.

(vi) Basta utilizar o item (v) para o caso em que n = 3 e o Teorema de Gauss-Bonnet.
O

Com a nomenclatura do Teorema anterior, as constantes |V f|s, sdo denominadas de
surface gravity.

Caminhando a direcao de demonstrar a No-Hair Conjecture, Boucher, Gibbons e Ho-
rowitz estabeleram no mesmo artigo em que propoem a conjectura, o teorema a seguir
que estabelece que se ha uma identidade sobre a area do bordo, a conjectura é verdadeira.
A inspiradora demonstracao que realizamos nesse teorema é alternativa a demonstracao

original e reside na observa¢ao do item (vi) do Teorema anterior por Chrusciel (|26]).

Teorema 1.6 (Boucher-Gibbons-Horowitz [14]). Considere (M3, g) uma variedade estd-

tica, com bordo conexo X e curvatura escalar positiva. Entao

Area(X) < 4.
A igualdade ocorre se, e somente se, (M?, g) € isométrica a (S2, gst).

Demonstragao. Segue diretamente do item (vi) do Teorema anterior que, no caso de bordo
conexo, X é uma esfera bidimensional topologica e, da mesma forma, vale a desigualdade
mencionada acima. Se ocorrer a igualdade isto implicara, pela demonstracao do item
(v) do teorema anterior, que Ric, = 2¢g. Como 3 é autovalor de —A, segue do Teorema
1.4 que A\(M,g) = 3. Utilizando novamente o Teorema 1.4, concluimos que (M3, g) é

isométrica ao hemisfério (S, gs). O

1.3 Variedades V-estaticas

Considere M uma variedade Riemanniana conexa de dimensao n > 3, com fronteira
¥ (possivelmente desconexa). Considere v uma métrica suave em . Seja M., o conjunto
de todas as métricas Riemannianas em M tais que g|rs = 7. A partir de agora, considere
o funcional de volume definido em M,, V' : M, — R, que ¢é sabidamente um funcional

suave em M.,. Seja K uma constante e definamos o conjunto MWK das métricas g € M, com
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curvatura escalar constante R, = K. Para K # 0, os pontos criticos do funcional volume
restrito a Mf sao precisamente os pontos estacionarios do funcional curvatura escalar
total R(g) = [,; R(g)du, restrito a M. Isto implica que as métricas criticas para o
funcional volume V' admitem solugoes nao triviais (f, ) do Problema Sobredeterminado
L, f = kg, onde L, ¢ a linearizagao do operador curvatura escalar e Lj ¢ seu adjunto
formal. Ver descrigao pioneira em [27](Teorema 2.3). Lembramos que L!f = D?\ —
ARicy — (AX)g(cf. [10]). Neste trabalho, Corvino, et al. ([27]) denominam tais métricas
de V-estaticas, e a funcao f, solugdo do Problema Sobredeterminado, de um potencial
V-estatico. Salientamos que tal condicao é uma generalizagao do conceito de metrica
estatica, que pressupoe a existéncia de uma funcao potencial estatico f satisfazendo o
problema L7 f = 0(vide Definigao 1.1).

Em [64], Miao e Tam propoem uma descrigdo particular ao abordado acima. Eles
verificam (cf. Teorema 5 em [64]) que uma métrica g € MI* tal que seu primeiro autovalor
de Dirichlet de (n—1)A+ K & positivo, € um ponto critico do funcional volume V' definido

em Mf se, e somente se, existe uma funcao suave \ definida em M tal que

A = D?\ — ARic, — (A\)g = g, mno int(M), (1.3)

e Az = 0. Se o primeiro autovalor de Dirichlet de (n — 1)A + K é positivo, entdo A > 0
e A71(0) = X. Isto também ocorre no caso em que K = 0 e, quando K > 0, X nao pode
mudar de sinal. Sem perda de generalidade, podemos assumir que A > 0 e A~}(0) = X.
Quando K < 0, nos assumimos que o primeiro autovalor de Dirichlet de (n — 1)A + K
¢ positivo. Em suma, sempre consideraremos que A > 0 e A71(0) = ¥ e utilizaremos a

definigao a seguir:

Defini¢ao 1.2. Uma métrica V-estdtica é uma S-upla (M™, g, \), onde (M™,g), é uma
variedade Riemanniana compacta de dimensdo n > 3 com uma fronteira suave X e \ :
M"™ — R € uma funcdo suave de forma que \~1(0) = X e X satisfaz o sequinte problema
eliptico sobredeterminado

D?*X\ — ARic, — (AN)g =g, no int(M).
Quando X\ > 0, diremos que a métrica g € uma métrica V -estdtica positiva.

Abordaremos, no que segue, alguns exemplos de métricas V-estaticas.

Exemplo 1.2. Considere M uma bola Fuclideana de raio v em (R, ), onde § é a métrica

canonica de R™. Além do mais, considere a funcao definida em M
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E um exercicio simples verificar que A\ (0) = OM, X >0 e X é um potencial V -estdtico,

isto €, satisfaz a equagao (1.2). Desta forma, 6 é uma métrica V -estdtica.

Exemplo 1.3. Considere M uma bola geodésica de raio T # 5 em (S™, gs») centrada no

polo norte, onde gsn € a métrica canonica de S™. Além disso, considere a funcao definida

em M

M) = 1 (cosr_1>’

 n—1 \cos7
onde r ¢ a distdcia geodésica de x ao polo norte de S™. Pode ser verificado que \71(0) =

OM, \ é um potencial V -estdtico e, desta forma, gs» € uma métrica V -estdtica.

Exemplo 1.4. Considere M uma bola geodésica de raio 7 em (H", gun) centrada em
(0,0,...,1), onde gun € a métrica candnica de H". Além do mais, considere a fung¢do
definida em M

1 coshr
AMz) = 1—
(z) n—1 ( coshf) ’
onde r € a distacia geodésica de x ao ponto (0,0,...,1). Pode ser verificado que \™*(0) =

OM, \ é um potencial V -estdtico e, desta forma, gun € uma métrica V -estdtica.

Uma questao interessante e atual é a pergunta se os exemplos postos acima sao os
tnicos de métricas V-estaticas. Em [65], Miao e Tam demonstratram resultados que nos
dao uma resposta parcial a esta questao para os casos onde a variedade V-estatica é

Einstein ou localmente conformemente plana.

Teorema 1.7 (Miao-Tam, [65]). Considere (M", g) uma variedade Riemanniana coneza,
compacta e Finstein, com uma fronteira suave . Suponha que g € uma métrica V-
estdtica. Entao (M™,g) € isométrica a uma bola geodésica na forma espacial simplesmente

conexa R™, H" ou S™.

Teorema 1.8 (Miao-Tam, [65]). Considere (M",g) uma variedade conexa, compacta e
localmente conformemente plana, com fronteira suave X. Suponha que g é uma métrica
V-estdtica e o primeiro autovalor de Dirichlet de (n — 1)A + R, € ndo-negativo, onde R,

€ a curvatura escalar de g. Entao

(i) Se ¥ é desconexa, entdo ¥ tem exatamente duas componentes conexas, e (M, g)

¢ isométrico a um cilindro (I x N,ds* + r?h), onde I é um intervalo finito na
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reta contendo a origem, (N,h) é uma variedade fechada com curvatura seccional

constante kg, r € uma funcdao positiva em I tal que r'(0) =0 e

1t
n(n —1)

n

r’ + r=ar’™",

para alguma constante a > 0, e a constante kg satisfaz

R
£ __r? 4 2" = K.

()" + n(n —1) n—2

(ii) Se X é coneza, entao (M™,g) € isométrica a uma bola geodésica na forma espacial
simplesmente conexa R™, H" ou S™, ou (M", g) € recoberta por um produto warped

como descrito em ().

Relembramos que o tensor de Bach de uma n-variedade Riemanniana (M", g), n > 4,

¢ dado em termos das componentes do tensor de Weyl pela expressao

1

B = kaDlVVikjl +

RiciyWiki,
n—2

enquanto que para n = 3, é dado por

Bij = D*Cyy,

onde

C = D*Ric;; — D’ Ricy, + D Rgy, — D"Rg;;)

1
1)
é o tensor de Cotton. Diremos que a variedade é Bach-flat se B;; = 0. E uma obser-
vacao simples que métricas Einstein e localmente conformemente planas sao exemplos
de métricas Bach-flat. Inspirados nas ideias desenvolvidas por Cao e Chen em [17], A.
Barros, R. Diogenes e E. Ribeiro [6] melhoraram os Teoremas 1.7 e 1.8 em dimensdes 3 e

4, conseguindo os seguintes resultados.

Teorema 1.9. (/6/) Considere (M*,g) uma variedade Riemanniana Bach flat, simples-
mente conexra, compacta e V-estdtica com fronteira isométrica a 3-esfera standard S3.

Entio (M*,g) ¢ isométrica a uma bola geodésica na forma espacial simplesmente conexa
R%, H* ou S*.

Teorema 1.10. (/6/) Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana simplesmente co-

nexa, compacta, V-estdtica com tensor de Bach divergence-free e cuja fronteira de M é
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isométrica a 2-esfera padrao S*. Entao (M3,g) € isométrica a uma bola geodésica na

forma espacial simplesmente coneza R3, H? ou S3.

Uma observagao preliminar é que nos Teoremas 1.9 e 1.10, nao é necessario assumir

que a fronteira é isométrica a esfera S"~!(Corolario 4.1 de [65]).

No que segue, discutiremos algumas propriedades usuais das chamadas variedades

V-estaticas, seguindo ao mesmo espirito tomado para variedades estaticas ao notar seme-

lhancas e divergéncias nas respectivas caracterizacoes.

Teorema 1.11 (Miao-Tam, [64]). Considere (M",g) uma variedade Riemanniana suave,

e conexa. Suponha que existe uma funcao suave \ : M — R satisfazendo

D?*X\ — ARic, — (A)N)g = g.

Entao, a variedade possui as sequintes propriedades:

(1)
(i)
(iii)

(iv)

(v)

1.4

_ Rg4n
AN = -4+,
g possui curvalura escalar constante.

Se M ¢ um conjunto compacto sem fronteira e g possui curvatura escalar negativa,

entao g € uma métrica Finstein.

Se M € compacta, com uma fronteira(possivelmente desconera) suave ¥ tal que
A=0em X, e o primeiro autovalor de Dirichlet de (n — 1)A + R, é ndo negativo,
onde Ry € a curvatura escalar de g, entao ao longo de cada componente conexa X; de
Y., a curvatura média de ; com respeito ao vetor normal exterior v € uma constante
positiva. Isto significa que cada ¥; € umbilica e sua seqgunda forma fundamental

satisfaz Il; = aig]T(gi), para constantes a; > 0.

Sob as mesmas condicoes de (iii), a equagao de Gauss nos faz obter que em cada

ponto de X

2Ric(v,v) + R* = R, + H?, (1.4)

n—2
n—1

onde R* € a curvatura escalar de X e H é a curvatura média de Y.

Meétricas quasi-Einstein

A seguir, expomos algumas ideias acerca de uma generalizacao para variedades Eins-

tein abordadas amplamente, por exemplo, em [18], [52] [72]. Os resultados expostos aqui
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sao descritos em [18].
Uma extensao natural para o tensor de Ricci € o tensor de Bakry-Emery Ricci, Ricl',

que é definido por

1
Ric} = Ric+ D*f — Edf ® df,

onde f: M — R é uma funcao suave e m é uma constante tal que 0 < m < oo. Diremos
que uma tripla (M, g, f), onde (M, g) é uma variedade Riemannniana e f : M — R é

uma func¢ao suave, é quasi-Einstein se satisfaz a equacao:

1
Ric} = Ric+ D*f — —df @ df = Ag, (1.5)
m

para algum A € R. Um caso interessante desta equagao dé-se quando m = oo, onde
chegamos que M é um Ricci soliton gradiente. Também quando f é a funcao constante,
a equacao descreve uma meétrica de Einstein. Denominamos a métrica de quasi-Einstein

trivial se f é constante.

. _r . . )
Se 0 < m < 00, considere u = ¢~ m. Desta forma, um calculo simples mostrara que

1
Vi=——euwVf e Du=——D>f+ UQdf®df-
m m m

Portanto, a equagao (1.5), torna-se

Ric — D% = Ag (1.6)
u

Proposicao 1.2 (|18|). Uma variedade Riemanniana (M, g) satisfaz (1.6) se, e somente
se, o produto warped M x, F™ ¢ Einstein, onde F™ ¢é uma variedade FEinstein m-

dimensional com constante de Einstein u satisfazendo

p=ulu+ (m —1)|Vul® + M.

Teorema 1.12 (|18]). Se (M, g) é uma variedade compacta quasi-Einstein bidimensional,

entao ela € trivial.

Proposigao 1.3 ([18]). Seja (M, g) uma variedade quasi-Einstein com curvatura escalar

constante. Entao ela € trivial.



Capitulo

2
A Identidade de Pohozaev-Schoen e

Aplicacoes Geométricas

Na literatura, existem varias importantes identidades integrais na Geometria Rieman-
niana, que se tornaram regras ativas no estudo de EDPs geométricas, bem como tém
aplicagoes em resultados de rigidez relacionados. Exemplos frutuosos disto se devem a
Identidade de Reilly e a Identidade de Pohozaev.

Em |75], Pohozdev obteve uma importante identidade que foi utilizada para demons-
trar resultados de nao-existéncia de solucoes numa certa classe de variantes semi-lineares
de um problema de autovalor na fronteira, sendo o ambiente uma variedade M estrelada
e com fronteira suave 0M. No trabalho supracitado, Pohozdev considerou o problema
Vu+ Af(u) = 0, com u|gps = 0, onde f é uma fungdo nao linear e f(0) = 0. A classica

identidade de Pohozaev utilizada para obter estes resultados é a seguinte:

2 — 1
)\n/ F(u) + n)\/ flu)u = —/ (z-v)(V,u)?, (2.1)
M 2 M 2 Jom
onde x é o campo de Euler, v é o vetor normal exterior, V, é a derivada direcional ao
longo de v, e F(u) = [ f(t)dt.

Posteriormente, Bourguignon e Ezin ([15]) provaram que qualquer campo vetorial

conforme X numa variedade fechada (M,g) (isto é, Lxg = 2pg para alguma funcao
p # 0) satisfaz a seguinte identidade

X(Ry)dV, =0, (2.2)

M

onde R, é a curvatura escalar de (M, g). Salientamos que a demonstragao deste resultado
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requer definir uma agdo do grupo das transformacgdes conformes no espago de fungoes.
Neste trabalho, eles mostraram que a fungao curvatura escalar relaciona esta acao com a
acao padrao.

Uma crucial relagao entre as identidades (2.1) e (2.2) foi alcancada por um célebre
trabalho de R. Schéen(|81]) onde obteve-se uma identidade que as contém como casos

especiais. Esta é a célebre Identidade de Pohozaev-Schoen:

Teorema 2.1 (Identidade de Pohozdev-Schéen, [81]). Considere (M™,g) uma variedade
Riemanniana compacta (possivelmente com fronteira nao-vazia) e X um campo vetorial
definido em M. Entao

o 2 o
/ X(Ry)dV, = — n / <Ric, EXg> dv, + n / Ric(X,v)doy,
M n—2Jy n—2 Jou

o
onde Ry € a curvatura escalar, Ric € o tensor de Ricci sem tragco, Lxg € a deriada de

Lie de g e v € o vetor normal exterior.

A principal aplicacdo obtida por Schéen com esta identidade em [81] foi conseguir
uma condicao de balanceamento para solucoes aproximadas de uma Equacao Diferencial
Parcial ligada ao Problema de Yamabe. Outra aplicacao direta desta identidade é que
se consideramos que OM = () e X & um campo conforme, reobtém-se a identidade (2.2).
Além disso, observamos que é possivel reobter desta, a Identidade de Pohozdev (2.1) como
foi feito, por exemplo, em [38§].

O ponto crucial na prova da Identidade de Pohozdev-Schéen remonta a uma aplica-
¢cao da segunda identidade de Bianchi contraida. Em poucas palavras, revisitaremos tal
demonstracao. Considere R;cg: Ricg — %g o tensor de Ricci sem trago. Pela Segunda

Identidade de Bianchi, (Ric,)i;; = 3(R,), temos

° 1 1 1 n—2
Rijj= Rij; — ERi = §R,¢ - ERJ =

R;.
2n

Utilizando integragao por partes e esta observagao acima, temos

)

2 o
/ X (Rg)dVy —/ XiRdV, = — / Rij; XidVy
M M n—=2Ju

2 o o
= n <—/ Rij X@jd‘/g +/ Rij le/]d‘/g> .
n—2 M oM

(o]
Utilizando que R;; € um tensor simétrico, podemos inferir que

Rij Xij = 5 Rij (Xij + Xj4) = = Rij (L£x9)ij-

DN | —
N —
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Unindo estes célculos, obtém-se a Identidade desejada.

A visivel e frutuosa importancia das aplicacoes destas trés supracitadas equagoes em
diversos trabalhos em &reas como Analise Nao-Linear e Analise Geométrica, inspiram-
nos a obter novas identidades e aplica¢oes mais genéricas. Em [38|, por exemplo, Gover
e Orsted, com uma forte inspiracdo na observacao das leis de conservacao da fisica e
da relatividade geral, perguntam-se para quais invariantes escalares V' (como forma de
generalizar a curvatura escalar R,) é esperado obter identidades e resultados analogos aos
acima. Como observado que o ponto chave na demonstracao da Identidade de Pohozdev-
Schoen é a segunda identidade de Bianchi unida a férmula de Integracao por partes, pode-
se pensar em definir tensores mais genéricos que o Ric, que gozem de uma propriedade
similar ao que ocorre ao tensor de Ricci pela Identidade de Bianchi. A este tipo de
tensor, que serd um tensor livre de divergéncia e, por questoes fisicas, foi denominado
pelos autores de localmente conservativo, é plausivel obter identidades mais genéricas que
as acima. A partir disto, é possivel obter novos resultados e simplificar muito outros,
em problemas que envolvem Q-curvatura, curvatura média de uma imersao conforme,
tensores de Einstein-Lovelock, curvaturas de Gauss-Bonnet, entre outros.

Neste capitulo, apresentaremos a Identidade de Pohozdev-Schéen generalizada, obtida
por Gover e Orsted (|38]) e comprovaremos a sua eficicia quanto a generalizagdo de
alguns resultados de rigidez, bem como demonstragoes mais simples de alguns resultados
aclamados recentemente. A primeira secao deste capitulo é dedicada & apresentacao da
Identidade Pohozdev-Schéen generalizada, bem como a exemplos para o decurso do texto
e a reobtencao da Identidade de Pohozdev-Schéen classica. Na segunda secao, através
da generalizacao de alguns entes geométricos para tensores mais genéricos, trataremos de
algumas aplicacoes da identidade em solitons, lema de Almost-Schur e um teorema do tipo
Alexandrov. A terceira secao é devotada a algumas novas aplicagoes da Identidade no
alcance de desigualdades e resultados de rigidez em variedades estaticas e V-estaticas. No
que compete a este capitulo, salvo mencionado de outra forma, as variedades em questao

sao consideradas conexas e orientadas.

2.1 Uma generalizacao da identidade de Pohozaev-Schoen

Esta secao tem como finalidade considerar um caso mais genérico da Identidade de
Pohozaev-Schéen descrita preliminarmente. Na demonstracao da identidade classica ha
uma notoria necessidade de dois ingredientes principais: a segunda identidade de Bianchi
e uma formula de integracao por partes. Caminhando a este sentido e inspirado em leis

da conservagao da fisica e da Relatividade geral, Gover e Orsted ([38]) descrevem seu
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trabalho em tensores mais genéricos, onde continuara a valer uma férmula de integracao
por partes e cuja propriedade adicional de ser livre de divergéncia simulara a utilizagao da
segunda identidade de Bianchi. Para fins da nomenclatura dada em [38], vamos considerar
que um 2-tensor B serad dito localmente conservativo se ele é livre de divergéncia, isto €,
Se Bij,j =0.

Utilizando identidades conhecidas da geometria Riemanniana, a dizer a segunda iden-
tidade de Bianchi e a equacao de Codazzi, podemos produzir interessantes e aplicaveis

exemplos de tensores locally conserved.

Exemplo 2.1. Dada uma variedade Riemanniana (M, g), seque da Segunda Identidade de

Bianchi contraida em Geometria Riemanniana (ou Lorentziana) que o tensor de Einstein

, R
Eg:chg—Tg-g

¢ um tensor localmente conservativo.

Exemplo 2.2. Considere o tensor B= P — Jg, onde P é o tensor de Schouten, a saber

| R
pP= - ——
n—2 (RZC 2(n—1)g>’

e J € o trago de P sequndo a métrica g, isto €, J = g’ P;;. Seque de um simples cdlculo

1
2

e da Segunda Identidade de Bianchi contraida, (Ricy);;; = 5(Ry)., que B é um tensor

localmente conservativo.

Exemplo 2.3. Considere (3,g) como sendo uma hiperficie de um espaco Euclideano
E*t 11 a sequnda forma fundamental de X, e H sua curvatura média. Temos que II

satisfaz a equacao de Codazzi contraida
]I]Iij,j = nHﬂ',
e, desta forma, o 2-tensor simétrico B =11 —nHg é um tensor localmente conservativo.

Salientamos, que a mesma observacao do exemplo 2.3 é valida quando consideramos 3
como uma hiperficie imersa numa variedade Einstein ao invés do espaco Euclideano E"+!
(para detalhes disto veja a demonstracao do Teorema 2.11).

Utilizando uma férmula de integracao por partes para tensores, pode-se almejar uma
identidade do tipo Pohozaev-Schéen para tensores localmente conservativos. Isto foi feito

em [38] e sera abordado a seguir.
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Teorema 2.2 (Identidade de Pohozaev-Schien generalizada - Gover e Orsted, [38]). Con-
sidere (M, g) uma variedade Riemanniana suave e compacta. Se B € um 2-tensor simé-

trico e localmente conservativo, e X € um campo suave definido em M, entao

n

/MX(V)dVg =3 /M <é,£xg> dv, — n/aM B(X,v)do,, (2.3)

onde V € o trago de B sequndo a métrica g,isto é V = g B;;, é =B — %Vg o tensor B

sem traco, Lxg € a derivada de Lie de g e v € o vetor normal exterior.

Demonstracao. Utilizando a férmula de integragao por partes para tensores, temos
/ B(X,v)do, = / (Bij X7)dV, .
oM M

Como B é um tensor localmente conservativo e simétrico, inferimos que

1

; 1
(BijX7) i = Bij Xji = §Bz’j(Xj,z' + Xij) = §<B, Lxg).

Portanto,

/ B(X.Wdo, = + [ (B,Lxg)aV,
oM

=

° 1
(B Lxg)aVy + 5 [ Vi Lxg)a,
nJm

o 1
(B, Lxg)dVy + — / VdivXdy,
nJm

—

/J\:(é,ﬁxgﬁﬂ/;ﬁ—% (—/MX(V)dvg+/aM V(X, V)dag) ,

onde, na tltima linha, utilizamos novamente a férmula de integracao por partes. Arran-

N = N N = N =

jando convenientemente os termos em questao, chegaremos a identidade desejada. O
A seguir, damos duas implicagdes simples e interessantes desta Identidade generalizada

Corolario 2.1. Se M ¢ uma variedade fechada, isto é, OM = 0, entdo

/ X(V)dV, = g/ (B, Lxg)av,.
M M

Corolario 2.2. Se X ¢ um campo vetorial conforme, isto €, Lxg = fg para alguma
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fun¢ao f em M, entao

X(V)dV, = —n / B(X,v)do,,

M oM

Em particular, [,, X(V) =0, se M ¢ fechada.

Observacao 2.1.1. Como esperado, é possivel reobter a Identidade de Pohozdev-Schioen
cldssica, utilizando o Teorema 2.2. De fato, considerando B = P — Jg, onde P ¢ tensor
de Schouten, jd abordamos que este € um tensor localmente conservativo. Além disso,

o o RO'
V=(1-n)J, e B=P= e

n—2

Desta forma, utilizando a Identidade de Pohozdev-Schéen generalizada e substituindo as

expressoes acima, temos

(1—n)/MX(J)dVg - ﬁ/M<Roic,£Xg>dVg—%LROZ‘C(X,V)CZUQ.

Como podemos verificar que R, = 2J(n—1), é possivel reobter a Identidade de Pohozdev-
Schéen cldssica.

Esta mesma verifica¢ao pode ser feita se consideramos B = Ej.

Além dos exemplos citados, existe uma grande classe de tensores na GGeometria Rie-
manniana que satisfazem uma condic¢ao que os torna localmente conservativos. Para um

6timo survey destes exemplos, consulte [38].

2.2 Algumas aplicacoes geométricas

Como citado anteriormente, a Identidade de Pohozaev-Schoen possui aplicacoes diver-
sas no sentido de obter novos resultados de rigidez, bem como simplicar drasticamente
resultados ja obtidos. No que segue, utilizaremos o Teorema 2.2 para generalizar e sim-
plicar demonstracoes de alguns resultados na literatura de variedades que satisfazem uma

equacao do tipo estatica.

2.2.1 Solitons generalizados

Nossa primeira aplicagao se deve a generalizar e obter provas mais simples de alguns

resultados recentes sobre Ricci solitons obtidos por Barros, Batista e Ribeiro Jr.(|7]) e
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Gomes, Wang e Xia ([37]). Antes de mais nada, generalizamos as ideias de almost Ricci
soliton e h-almost Ricci soliton utilizadas em [7] e [37], considerando, ao invés do tensor
de Ricci, tensores localmente conservativos.

A génese do estudo dos almost Ricci Solitons se deve ao trabalho pioneiro de Pigola, et.
al., [74], onde os autores modificam a nogao de Ricci Soliton, generalizando a condigao de

forma que o parametro \ seja uma funcao. Mais precisamente, eles consideram o seguinte:

Definigao 2.1. Uma variedade Riemanniana compacta (M™,g) é um almost Ricct so-
liton se existe um campo vetorial X definido em M e uma funcao suave A\ : M" — R

satisfazendo a equacao

1
Ricy + §£Xg = \g,
onde Ric, € o tensor de Ricci e Lxg € a derivada de Lie de g em relagao ao campo X.

Convenientemente, nés denotamos A de fungdo Soliton e (M™, g, X, \) o almost Ricci
soliton. Da mesma forma como abordado nos casos de Ricci solitons, denominamos o
almost Ricci Soliton como sendo expanding, steady ou shrinking se A < 0, A = 0 ou
A > 0, respectivamente. Quando o campo X for tal que Lxg = Ly, g para alguma funcao
diferenciavel u : M — R, diremos que a variedade é um almost Ricci soliton gradiente.
Se temos que Lxyg = 0, o campo X serad dito trivial e o Ricci soliton serd chamado de
trivial.

No que segue, generalizaremos a nocao de Ricci soliton, considerando, ao invés do

tensor de Ricci, um tensor simétrico qualquer.

Defini¢ao 2.2. Uma variedade Riemanniana compacta (M™,g) é um almost soliton
generalizado se existe um tensor simétrico B, um campo vetorial X definido em M e

uma funcao suave X : M™ — R satisfazendo a equacao

1
B+ §£Xg = \g,
onde Lxg € a deriwada de Lie de g em relagao ao campo X.

Caminhando ao mesmo sentido, Gomes, Wang e Xia (|37]) generalizam o conceito de

almost Ricci Soliton, definindo a ideia de h-almost Ricci soliton

Definicao 2.3. Um h-almost Ricct soliton é uma variedade Riemanniana completa
(M™, g) com um campo vetorial suave X sobre M, duas funcoes suaves X : M" — R e

h: M™ — R satisfazendo a equagao

h
Ricy, + §£Xg =\g.
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onde Ricy € o tensor de Ricci e Lxg € a derivada de Lie de g em relagao ao campo X.

Convenientemente, no6s denotamos A de fungao Soliton e (M™, g, X, h, ) o h-almost
Ricci soliton. Quando o campo X for tal que Lxg = Lv,g para alguma funcao diferen-
ciavel u : M — R, diremos que a variedade ¢ um h-almost Ricci soliton gradiente, e
denominaremos u a sua funcao potencial.

No que segue, generalizamos a no¢ao de h-almost Ricci soliton, a considerar um tensor

genérico ao invés do Ric.

Definicao 2.4. Um h-almost soliton generalizado ¢ uma variedade Riemanniana
completa (M™, g) com um tensor simétrico B, um campo vetorial X sobre M, duas fungoes

suaves A : M — R e h: M™ — R satisfazendo a equacao
h
B+ §£Xg = /\g.

onde Lxg € a deriwada de Lie de g em relagao ao campo X.

No que segue, demonstraremos resultados de rigidez para Almost solitons generalizados
e h-almost solitons generalizados entendendo-os como uma aplicacao direta da Identidade
de Pohozaev-Schoen generalizada. Como uma consequéncia primordial de nosso resultado,
vamos obter a existéncia de um campo vetorial conforme na variedade em questao, o que
somado a hipoteses adicionais nos conduzira a alguns resultados de rigidez.

O célebre Teorema de Obata (|69]) nos afirma que para uma dada variedade Riemanni-
ana completa (M, g), se existe uma fungao nao constante f satisfazendo que V2f = —fg,
entao (M, g) ¢ isométrica a esfera unitaria canonica. Caminhando ao sentido de genera-
lizar este resultado, Bishop and Goldberg [11], Goldberg e Kobayashi [36], Lichnerowicz
|60, Yano e Obata |70], Yano [89] e Yano e Nagano |67|, entre outros, obtiveram novos
resultados supondo apenas a existéncia de um campo conforme na variedade em ques-
tao. A seguir compilamos alguns destes resultados, cujas demonstracoes e descri¢do mais

genérica podem ser encontradas em [88](Capitulo 3, Segdo 4):

Teorema 2.3 ([11],[36],[60], [70], [89],[67]). Considere (M,g) uma variedade Riemanni-
ana de dimensao n > 2, fechada, que admite um campo vetorial conforme nao trivial X
(isto €, Lxg = 2pg para alguma funcdo p # 0) e possui curvatura escalar constante. Se
houver, em adi¢ao, a hipdtese de um dos itens a sequir, a variedade (M, g) € isométrica

a uma esfera candnica.

(i) LxRic= ag, para alguma funcio o

(ii) f,; Ric (Vp.Vp) > 0;
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(iii)) n > 2 e M ¢é uma variedade Einstein.
(iv) n>2 e M é uma variedade homogénea;
(v) n>2 e Lx(|Ric]?) =0;
Seguindo esta mesma linha, H. Alodan (|2]) também demonstrou o seguinte resultado

Teorema 2.4 (|2]). Considere (M, g) uma n-dimensional variedade Riemanniana com-
pacta e conexa de curvatura escalar constante positiva n(n — 1)c, ¢ > 0. Se M admite um

campo gradiente conforme nao nulo, entdo M é isométrico a n-esfera candnica S™(c).
Com a indumentaria que possuimos, anunciamos nosso resultado:

Teorema 2.5. Considere (M, g) uma n-variedade Riemanniana fechada que € um almost
soliton generalizado, com funcao soliton \ : M™ — R, e 2-tensor simétrico B localmente
conservativo. Se o trago de B, V = ¢ B;;, é constante, entao X € um campo vetorial
conforme. Além disso, se X nao € trivial, e tivermos adicionalmente que M tem curvatura
escalar constante e satisfaz alguma das hipdteses abaizo, a variedade (M, g) € isométrica

a esfera candnica.
(i) LxRic= ag, para alguma funcao «;

(ii) [, Ric(Vp,Vp) > 0;
(iii) n > 2 e M é uma variedade Eisntein.

(iv) n>2 e M € uma variedade homogénea;

(v) n>2 e Lx(|Ric]*) =0;

(vi) A curvatura escalar € positiva e X € um campo gradiente.

Demonstracao. Utilizando a definicao de almost Soliton generalizado, segue que Lxg =
—2 B +2¢g, onde v : M — R é uma funcao suave. Desta forma, utilizamos a Identidade
de Pohozaev-Schéen generalizada, o fato que M é fechada e V' é constante para inferir

que

/<l°3,£xg>dvg:0:>/ | B*dV, =0 =B=0.
M M

Retornando a definicao de almost Soliton generalizado, concluiremos que Lxg = 2¢g e,
portanto, X é um campo vetorial conforme. Ao caso que X é nao trivial, utilizamos os

Teoremas 2.3 e 2.4 para concluir as especificidades dos itens dispostos. O
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Devemos salientar que o resultado demonstrado acima concede uma generalizagao
de um resultado que abordaremos a seguir, obtido primordialmente Barros et al.( [7]),
na direcao que consideramos um tensor B localmente conservativo ao invés do tensor de
Ricci. Além disso, ha um ganho consideravel quanto a simplicidade da demonstracao, bem
como nosso método propoe uma maior abrangéncia das identidades obtidas no trabalho

supracitado.

Corolario 2.3. [7] Considere (M™, g, X,\) , n > 3, um almost Ricci soliton nao trivial
fechado e orientado com curvatura escalar constante. Entao (M"™, g) € isométrico a esfera

Fuclideana (S™, gst) e (M™, g, X, \) € um Ricci soliton gradiente.

Demonstracao. Utilizando a Identidade de Pohozaev-Schéen cléssica, como na demons-
tracao do Teorema anterior, vamos obter de forma similar que Ric= 0. Isto implicara,
pela equacao do almost Ricci soliton, que X é um campo conforme, digamos Lxg = 2vg,

para alguma funcao 1. Recorrendo novamente a equacao de almost Ricci Soliton, teremos
R

que Ric = (A —1)g. Dai, concluimos que A — ¢ = = é constante. Portanto,

LxRic = (A= $)Lxg = 2(A — ¥)g.

Desta forma, utilizamos o item (i) do Teorema 2.3 para concluir que M é isométrica a
uma esfera canodnica.
Para finalizar o argumento de que o Ricci soliton é gradiente, utilizaremos uma abor-

dagem de [88](Teorema 6.1). Utilizando o fato de que Lxg = 21g, temos

LxRic, = —(n —2)D*) + Atbg (2.4)

LxR,=2(n—1)Av — 20R,, (2.5)
Como R, é constante, temos de (2.5) que

1

Agora, como (M, g) é Einstein, isto é, Ric, = %g, segue de (2.4) e (2.6) que

R 1

Utilizando novamente que Lxg = 21 g, concluimos que
R
D= g



2.2 Algumas aplicacoes geométricas 33

Portanto, definindo u = —M%fw, segue que
1 n(n —1) 1
—Loyg=D*u=——"—""D%) =4)g=-L
5=V ) u R, Y =1g 5 X9,

o que demonstra que (M, g) é um Ricci soliton gradiente com fungdo soliton gradiente w.
O

Utilizando um argumento similar ao descrito anteriormente, nés conseguimos um re-

sultado envolvendo h-almost solitons generalizados.

Teorema 2.6. Considere (M", g) uma variedade Riemanniana fechada que é um h-almost
soliton generalizado, com um 2-tensor simétrico B localmente conservativo, e duas funcoes
suaves X : M™ — R e h: M" — R. SeV = ¢g"B;; € constante, e h tem sinal definido,
isto €, h > 0 ou h < 0, entdo X € um campo vetorial conforme. Além disso, se X ndao
€ trivial, e tivermos adicionalmente que M tem curvatura escalar constante e satisfaz

alguma das hipdteses abaizo, a variedade (M, g) € isométrica a esfera candnica.
(i) LxRic= ag, para alguma funcio o

(i1) [y RC;C (Vp,Vp) = 0;

(1)) n > 2 e M ¢é uma variedade Einstein.

(iv) n>2 e M € uma variedade homogénea;
(v) n>2 e Lx(|Ric|*) =0;

(vi) A curvatura escalar € positiva e X € um campo gradiente.

No mesmo sentido que descrito anteriormente, o Teorema acima ¢ um modo de gene-
ralizar e simplificar drasticamente a demonstracao do seguinte resultado obtido primor-

dialmente por Gomes et al.(|37]):

Corolario 2.4. [37] Um h-almost Ricci soliton (M"™, g, X, h,\) compacto e nao trivial
de curvatura escalar contante com h tendo sinal definido, isto €, h > 0 ou h < 0, é
isométrico a esfera canonica S™(r). Além disso, ele é gradiente e a fungao potencial é

uma autofuncdo correspondendo ao primeiro autovalor de S"(r).

Observacao 2.1. Observando que o cerne das demonstracoes dos resultados desta se¢ao
residem na utilizacao da Identidade de Pohozdev-Schéien a qual por sua vez tem como

ingrediente chave de sua demonstracao uma Formula de Integracao por partes, podemos
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definir almost solitons generalizados em variedades com fronteira e utilizar a mesma iden-
tidade de forma a obter resultados de rigidez similares a direcio tomada. E da mesma
maneira plausivel que € possivel demonstrar resultados em Ricci solitons em variedades

completas mas nao compactas, se nestas for vilida uma formula de integracao por partes.

2.2.2 O Lema de Almost-Schur generalizado

O famoso Lema de Schur nos diz que toda variedade fechada e Einstein de dimensao
n > 3 tem curvatura escalar constante. Em [28|, De Lellis e Topping discutiram resultados
de estabilidade e rididez para o Lema de Schur em variedades Riemannianas fechadas.
Neste trabalho, eles demonstraram o seguinte resultado, aclamado como Lema de Almost-
Schur.

Teorema 2.7 (Lema de Almost-Schur, [28]). Se (M™,g) é uma variedade Riemanniana

fechada de dimensao n > 3, com curvatura de Ricci nao negativa, entao

- 4n (n—1)
— 2 —_——
/M(R R)* < n 2 / ‘ch g

Ric— —g
n
onde denotamos por R a média de R sobre M, isto é, R = m fM RAV . Além disso, a

)

ou, equivalentemente,

R 2
Ric — —g
n

)

wgualdade ocorre se, e somente se, a variedade M é Einstein.

Observamos que um passo central na demonstracao deste teorema se deve a utilizacao

da seguinte identidade integral

2n

_ — 5 2
/M(dR,df>dV n_2/M<ch,D £,

onde f é a solucao de uma dada EDP. De fato, esta identidade integral é a Identidade de

Pohozdev-Schéen, se considerarmos X = Vf e OM = (). Observando isto, nos obtemos
uma generalizacao do Lema de Almost-Schur considerando tensores mais genéricos que o

tensor de Ricci e utilizando a Identidade de Pohozdev-Schéen generalizada.

Teorema 2.8. Considere (M",g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao n >
3, B um tensor localmente conservalivo e simétrico, e V o traco de B em relacao a

métrica g, isto é, V. = gYB;;. Além disso, suponha que M tem curvatura de Ricci ndo
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negativa. Entao

/M (V — V)2dV, < n(n - 1) /M |BIPdv,, 2.7)

onde V é a média de V sobre M, isto €, V = me VdV,. Além disso, a igualdade

[}
ocorre se, e somente se, B= 0.

Demonstracao. Considere f: M — R como sendo a solucao da seguinte equagao

Af = V-V
/Mf: 0.

A existéncia desta solu¢do ¢ garantida porque [, (V — V)dV, = 0 (veja o Teorema

5.9.1 em [44]). Agora, nés computamos

[ w=vray, = [ v-mas,
- — [ vana,
= = [ B0y,

_ ° Af
= —n/M<B,D2f—7g>dVg

o Af
n|| B2 || D*f — 9

IA

(2.8)

L2

Na segunda igualdade noés utilizamos Integracao por partes. Na terceira igualdade,
nos utilizamos a Identidade de Pohozdev-Schéen generalizada com X = Vf e OM = (.
Na ultima desigualdade, nos utilizamos a desigualdadede Cauchy-Schwartz. Utilizando a

Formula de Bochner e integragao por partes, podemos calcular

[ p2spav, = - [ warviav,- [ riwrvpa,
M M M
— [ @pav,- [ RV,
M M

Desta forma,
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Af P
D*f ——=g
n

J,

_ 2p2 1 2
W, = [P - S,

n—1

— /(Af)2dvg—/ Ric(V [,V f)dV,
M M

n
n—1

_ / (V= V)2av, — / Ric(V £,V f)dV,.
M M

n

Como M possui curvatura de Ricci nao negativa, temos

< (”;1/M(V—V)2dvg)%. (2.9)

Unindo as informagoes de (2.9) com (2.8), noés obtemos a desigualdade desejada.

HDQf— ﬂg
n

Suponhamos agora que a igualdade ocorre. Desta forma, nés teremos uma igualdade
em (2.8) and (2.9). Como utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz, segue que a
igualdade em (2.8) ocorre se, e somente se Be D?f — %g sao linearmente dependentes.
Se um dos dois tensores se anula segue de (2.8) que V é constante e, da igualdade em
(2.7), teremos que éz 0. Suponha agora que exista um A > 0 tal que A éz D?f — %g.
Entao,

n

-1 . A .o A

Lembrando que Af =V — V, noés temos

—1
(H—H) dV = 0.
n

Como n — 1+ X\ > 2, nés concluimos que V' é constante e,da igualdade em 2.7, é: 0.
m

Observacao 2.2. Devemos observar que o Teorema anterior retorna ¢ desiqualdade clds-
sica de Almost-Schur (Teorema 2.7) quando consideramos B = E,, onde E, € o tensor
de Einstein. De fato, neste caso, teriamos,

V:2—n
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o o
B=Ric .
Substituindo isto no Teorema anterior, chegamos a identidade cldssica.

Inspirados no recente trabalho de P. T. Ho, [47], onde é obtido um lema de almost-
Schur para variedades com fronteira, também obtemos uma desigualdade do tipo almost-
Schur para tensores mais genéricos em variedades com fronteira. Um ponto crucial de
nosso resultado se deve que, além de generalizar a identidade obtida por [47] para ten-
sores mais genéricos, nossa demonstracao subtrai a hipdtese originalmente proposta em
[47] sobre a fronteira da variedade ser totalmente geodésica a uma hipétese da fronteira
ser convexa. Como veremos a seguir, isto se deve a nossa proposta na utilizacao da Iden-
tidade de Reilly na demonstracao,diferentemente dos métodos utilizados no trabalho que

generalizamos.

Teorema 2.9. Considere (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta (possivelmente
com fronteira) com n > 3, B um tensor localmente conservativo e simétrico, e V' o traco
de B sequndo a métrica g, isto é, V. = ¢ B;;. Suponha que M tem curvatura de Ricci
nao negativa, fronteira convera (isto €, Il > 0 em OM ), e B(v,-) < 0 em OM, onde v é

o vetor normal unitdrio exterior. Entao

/M(v—vf’dvg < n(n — 1)/M\|é|12dvg, (2.11)

onde V é a média de V sobre M, isto €, V = VdV,. Além do mais, a igualdade

1
VoleM

ocorre em (2.11) se, e somente se, B= 0.

Demonstracao. Esta demonstracao segue os mesmos moldes de nosso teorema anterior.

Considere f: M — R uma solucao do Problema de Neumann

Af = V-V, in M
% = 0, on OM

A existéncia desta solugdo é garantida porque f (V= V)dVg = (0. Agora, calculamos
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/(V—V)Zdvg = /(V—V)Afdvg
(av,df)dv, + / (V- V)af

do
aM 8V

—~

dv, df)dv,

:\s\

= —nNn

(BD2 dV+n/aM (Vf,v)do,

= —Nn

<B D?f)dV, —{—n/aMB Vf,v)do,

(B, D*f)dV,

o A
= —n/M<B7D2f—7fg>dVg

D*f — ﬂg
n

< —n

:\:\:\

< n||B| (2.12)

L2

Na segunda igualdade, nos utilizamos a férmula de integracao por partes. Na terceira
e quinta igualdades, nos utilizamos a condigao 3 af =0 em OM. Na quarta igualdade nos
utilizamos a Identidade Pohozdev-Schéen generahzada com X = Vf. Na primeira desi-
gualdade, nos utilizamos a hipotese de que B(v,-) < 0 em 0M. Na tultima desigualdade,
utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz. Agora, utilizando a Férmula de Reilly,

nos computamos

[ rreav, - / peav, - [ rievrvnav, - [ oz

of
- (n—1)H (%> dog, — aM I(Vf,Vf)do,

< /M <Af>2dvg,

onde nos utilizamos que M tem curvatura de Ricci nao negativa, % =0em OM, e M

tem fronteira convexa. Desta forma,
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2

[ s~

_ 2p2 1 2
Wy = [ PP - SR,

n—1

2 o .
< [ @rpav,~ [ Rievr vy,

n

n—1

_ / (V= Vv, — / Ric(V [,V f)dV,.
M M

n

Como M possui curvatura de Ricci ndao negativa, temos

LJSC??[}V—W%n)y (2.13)

Combinando (2.13) com (2.12), obtemos a desigualdade desejada. A observagao sobre

NI

-
n

a rigidez no caso da igualdade ocorre analogamente ao feito no Teorema anterior. O

Como uma interessante aplicagao do Teorema anterior, anunciamos o corolario a seguir
que considera a escolha de um tensor localmente conservativo especifico. Tal resultado
generaliza o trabalho de X. Cheng e D. Zhou em [23| ao considerarmos hiperficies com
fronteira imersas em variedades Einstein a deriva do trabalho original que considera hi-

perficies fechadas.

Corolario 2.5. Considere (M™,§), n > 3, uma variedade Einstein. Seja X uma hiperficie
conexa com fronteira suave 0¥ # () imersa em M com métrica induzida g. Suponha além
disso, que X tem curvatura de Ricci ndo negativa, 0% € convera (isto €, 0 < Haz) €
IT* < Hg em 0%. Entdo, ocorre a desiqualdade

H— H)2dV, < "!/
/;( ) g_n—lz

onde consideramos que H € a média de H sobre ¥, isto €, H = #f Hdav,. Além
Vols /= g

2

avy,

H
M- —g
n

disso, a igualdade ocorre se, e somente se, ¥ € uma hiperficie totalmente umbilica.

Demonstracao. Como sera feito mais explicitamente na demonstracao do Teorema 2.11,
segue das hipoteses de que M ¢é uma variedade Einstein e ¥ é uma hiperficie imersa em
M, que o tensor simétrico B = IT* — Hg definido em ¥ é localmente conservativo, com
trB=(1—n)H e é = ]IOH. Além disso, sobre 0%, temos a hipotese da convexidade (pois
1% > 0) e que B < 0 em 0% (pois II¥ < Hg em 9%). Utilizando o Teorema anterior,

concluimos nosso resultado. O

X. Cheng obteve uma generalizagao do Lema de almost-Schur em [22] ao enfraquecer

a hipotese da curvatura de Ricci ser nao negativa & uma hipotese da curvatura de Ricci
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ser apenas limitada por baixo. Na mesma dire¢do, P. Ho ([47]) obteve um resultado
similar para variedades com fronteira totalmente geodésica e curvatura de Ricci limitada
por baixo. O Teorema a seguir propoe seguir esta mesma linha, generalizando estes
resultados pra tensores mais genéricos em variedades com fronteira convexa. Convém

ainda observar que fazendo K = 0 no préximo teorema, reobtemos o Teorema 2.9.

Teorema 2.10. Considere (M", g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao
n > 3 e fronteira convexa OM . Seja B um tensor localmente conservativo e simétrico, e V
o trago de B sequndo a métrica g, isto €, V = g B;;. Suponha que eziste uma constante
nao negativa K de forma que Ric, > —(n — 1)K. Além disso, considere que B(v,-) <0
em OM. Entao

/M(V —V)*dVy <n(n—1) (1 + %) /M |B|?dV,, (2.14)

onde V ¢ a média de V sobre M, isto €, V = me VdVy, e A\ denota o primeiro
autovalor nao nulo do Problema de Neumann para o operador de Laplace em (M,g). A

igualdade ocorre em (2.14) se, e somente se, B= 0.

Demonstracao. Como na prova do Teorema 2.9, considere f como sendo a solugao do

Problema de Neumann

Af = V-V, in M
& = 0, on OM

Seguindo a similaridade das hipdteses do Teorema 2.9, chegaremos a seguinte desi-
gualdade

Af

| v =vpav, <nlbls || D2 - Sl (2.15)
M

L2
Se tivéssemos f = 0, entdo V = V e disto a desigualdade surge trivialmente. Desta forma
suponha que f # 0. O primeiro autovalor positivo A\; do Problema de Neumann para o

operador Laplaciano é caracterizado da seguinte forma

V 2
Alzmin{fM’—f';@ECm(M),wéO,/ @ZO}-
fM‘P M

Desta forma, temos que
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Jwreav, = = [ gar+ [ g3t
-~ [ sw-m
(L) ()
(B ().

onde utilizamos integracao por partes, a desigualdade de Holder e a caracterizacao de A;.

Portanto,

2 i Y/ 2
[ wspav< - [ - (2.16)

Utilizando a Identidade de Reilly como na demonstragao do Teorema 2.9 junto a

hipotese que M tem fronteira convexa e Ric > —(n — 1)K, teremos que

[ D < /M (AP +(n— DK /M VP, (2.17)

Unindo os célculos tomados em (2.16) e (2.17), inferimos que

2

2 _ﬂ _ 2 2_1 2
[ e =Stol v = [ oese - Ly
n—1 9 _ 9
< = [ @ m-nx [ orkay,
n—]_ 2 (n—]_)K )2
< — /M(V VAV, + /M(v V)2av,

n—1 nk _
_ R V- V)2V
: (Ul)/M( Yy,

Substituindo a desigualdade acima em (2.15), encontramos a desigualdade almejada.
O

Observacao 2.3. F salutar que as mesmas ideias de demonstragoes realizadas nesta
secao propoem generalizacoes para o caso de tensores localmente conservativos e variedades
com fronteira de alguns recentes trabalhos tidos em variedades mais genéricas, como por

exemplo variedades CR (como o proposto em [20]) e variedades com peso (como proposto
por [87]).
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2.2.3 Um teorema do tipo Alexandrov

Um dos mais famosos teoremas de rigidez para hipersuperficies no espaco Eucildeano
é o Teorema de Alexandrov que atesta que as tunicas hiperficies fechadas, conexas e de
curvatura média constante, mergulhadas no espaco euclideano sao as esferas. A hipotese
de existir um mergulho nao é artificial visto que, por exemplo, existe uma famosa constru-
¢ao devido a H.Wente ([86]) de um toro (conhecido como Toro de Wente) que é hiperficie
imersa em R? que nao é uma esfera.

Como mais uma aplicacao da Identidade de Pohozdev-Schoen, apresentaremos um
Teorema do tipo Alexandrov para hiperficies compactas Y imersas em variedades Einstein

(M, g) as quais satisfazem a uma identidade do tipo

I+ D% f = Ags,

onde A : X — Re f: X — Rsao fungoes suaves, [T é a segunda forma fundamental de X e
g, € a métrica induzida em . E importante observar que este é um exemplo de gradiente

almost soliton generalizado.

Teorema 2.11. Considere (X", gs) uma hiperficie fechada e imersa numa variedade
Einstein (M™1 g) com gs a sua métrica induzida. Suponha que eristem fungoes sua-
ves A : X" - R e f: X" — R satisfazendo

I+ D% f = A\gs. (2.18)

Se a curvatura média de X3 € constante, entao Y € uma hiperficie totalmente umbilica. Se,
em particular, M ¢é o espaco Euclideano R, o hemisfério Sﬁ“ ou espacgo hiperbolico

H"*!, entdo X é uma esfera geodésica nestes espacos.

Demonstracdo. Num primeiro plano, nés construiremos um tensor localmente conserva-
tivo em Y. Para isto, considere {e;}, 1 < i < n, um referencial ortonormal em > ao qual
é possivel extender a um referencial ortonormal em M, {e;}, 1 <i < n+ 1, de forma que
en+1 = Vv, 0 vetor normal exterior a X. Considere h;; = Il(e;, e;), 1 < i,5 < n. Segue da

Equacao de Codazzi que

V¥hi; — Vihiy, = Ryi1ijn, 1 <d,5,k <n,

onde R é o tensor de curvatura em (M, g). Tomando j = i na identidade acima e somando

os indices 7 de 1 até n, teremos



2.3 Aplicacoes em variedades estéticas e V-estaticas 43

V"H = Z hiige = Z V'hi + Z Rpi1iik = V'hi, + Ricp i,

i=1 i=1 i=1
onde Ric;; representa as componentes do tensor de Ricci de M. Da hipotese de que
M ¢ FEinstein, temos que Ric,i1x = EgnHk = 0, para cada k = 1,...,n e, portanto,
Vihy, = VFH. Portanto, definindo o tensor B = I — Hg, segue, em nosso caso, que este
¢ localmente conservativo, trB = (1 —n)H e B = I, Entao, utilizando a Identidade de

Pohoz#ev-Schéen generalizada e (2.18), temos a identidade

/E(VH Vf) =

Desta forma, se ¥ tem curvatura média constante, entao ]I]I 0, isto é, ¥ é totalmente
umbilica. No caso em que M é uma forma espacial, concluimos que X é uma esfera

geodésica contida na respectiva forma espacial. O]

2.3 Aplicacoes em variedades estaticas e V-estaticas

Considere uma variedade estatica (M™, g) com potencial estatico f. Ap6s normaliza-

¢do, podemos considerar que R, = en(n —1), com ¢ € {—1,0,1} (cf. a Definicao 1.1).

Suponha que OM = ¥ = U Ya, onde Y, sao as componentes conexas de dM. Conside-

rando os casos € = 0,1 e utlllzando um principio do maximo, Chruschiel demonstrou em

[26] a seguinte desigualdade

> ma/ (R% — e(n—1)(n — 2)) don > 0, (2.19)

onde ko = |V, fl|s. e R* ¢é a curvatura escalar intrinseca de X,,.

Uma demonstracao alternativa deste resultado que nao utiliza um argumento de prin-
cipio do maximo e estende a desigualdade de Chruschiel para o caso € = —1 pode ser
obtida através da aplicacao da Identidade de Pohozdev-Schéen. De fato, como a cur-
vatura escalar de (M, g) é constante, consideramos o campo X = V f e lembramos que

Lvrg =2D*f, para obter, da Identidade de Pohozadev-Schoen, que

2n °
— /aM Ricg (V4f,v).
Utilizando a equagao de estaticidade D?f — fRic, — (A,f)g = 0, e o fato que o vetor

Ing”vl em OM (pois OM = f~1(0)), teremos que

n

2 2
2/M<Rlcg,2Dgf):

n —

normal exterior é v =
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0< [ f|Ric, |PdV, = —/ IV, f| Ric, (v, v)do = —/ IV, f|(Ricg (v, ) — e(n —1))do
M oM oM

Como OM é totalmente geodésica, segue da equacdo de Gauss que en(n — 1) —
2Ric(v,v) = R*. Unindo isto ao fato de que f > 0 em M, encontramos a desigual-
dade almejada (2.19).

Salientamos que a igualdade implica que M é uma variedade Einstein e, no caso
e = 1, o Teorema de Reilly (cf. Teorema 1.4) nos mostra que M é um hemisfério. Como
j& observamos, esta desigualdade possui importantes aplicacoes. Como exemplo, temos
que se n = 3 e OM é conexa, pode-se obter facilmente a famosa desigualdade de Boucher-

Gibbons-Horowitz([14]) que atesta que
Area(OM) < 4.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M é isométrica ao hemisfério canonico
3
Si.
Baseados na desigualdade (2.19) e em suas iminentes e produtivas consequéncias,
n6s obtemos uma desigualdade correlata considerando agora métricas V-estaticas. Tais
empregos de esforcos tem o sentido de abordar os supracitados resultados de variedades

estaticas a direcao de conseguir novos teoremas de rigidez para variedades V-estaticas.

Teorema 2.12. Considere (M",g) uma variedade compacta, V -estdtica positiva com
!

fronteira OM = |J X,, e curvatura escalar Ry, = en(n — 1), onde ¢ = —1,0,1. Con-
i=1

sidere as constantes k; = |V A||s,. Entdo, a sequinte desigualdade ocorre

l

—2
Z/ m(Rgi—dn—?)(n—l)—" H?)dvzizo.
i=1 /5 n—1

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M™, g) é isométrica a uma bola geodésica

em um dos espacos R™, S™ ou H".

Demonstracao. Como ja abordamos acima, a Identidade de Pohozdev-Schéen, a equacao

de V-estaticidade —(Ag\)g + Vf]}\ — ARicy = g, e o fato de v = — A inferem que

vg
IVgAlg

/ Al Rfcg *dv, = —/ IV Ay (Ricy(v,v) —e(n — 1))dos. (2.20)
M %

Lembrando do fato que ¥ é uma hiperficie totalmente umbilica, segue da equacao de
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Gauss que
n—2

n—1

HQ

2Ricy(v,v) + Ry = en(n — 1) +

Y

onde Ry e H sao a curvatura escalar e a curvatura média de X, respectivamente. Portanto,

da equacao acima, temos

2

2Ricy(v,v) —2e(n—1)=e(n—2)(n—1) + n

n —

Entdao, utilizando a equacio (2.20), a observagao acima e que A > 0 em M, noés obtemos

que

-2
’):L,—lHQ_RE) dUzSO.

/Z VA (5(71 _Nm—1)+

Isto é suficiente para obtermos a desigualdade almejada. Note que, se

n —

/2(8(n—2)(n—1)+n_iH2—R2)dvg:O,

no6s obtemos de (2.20) que
/ A Ricg [*dv, =0,
M

donde Ric,= 0 e, portanto, (M, ¢g) é uma variedade Einstein. Desta forma, como (M, g)
é uma variedade V-estatica e Einstein, utilizamos o Teorema 1.7 para obter que (M, g) é

isométrica a uma bola geodésica em R", S™ ou H". O]

E novamente salutar a frutuosa aplicacio da Identidade de Pohoziev-Schéen em duas
direcoes na demonstracao acima. Por um lado, ela nos orienta a obter a desigualdade que
generaliza o resultado obtido originalmente por Crusciel (2.19) para variedades estaticas,
a considerar uma variedade V-estatica. Por outro lado, também obtemos um importante
resultado de rigidez para a igualdade em dimensao qualquer onde, através da descoberta
que a variedade em questao é Einstein, utilizamos o Teorema de classificacao de Miao e
Tam (cf. Teorema 1.7) para concluir nossos resultados.

Com mais uma hipotese que indique a igualdade no Teorema anterior, podemos con-

seguir um resultado de rigidez como o realizado a seguir:

Corolario 2.6. Considere (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n,
!
V-estdtica positiva, com fronteira suave ¥ = |J X; e curvatura escalar constante R, =

i=1
en(n —1). Se
Ricy(v) > e(n—1),

onde v € o campo normal exterior em X, entao (M, g) € isométrica a uma bola geodésica
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em um dos espacos R™, S™ ou H".

Demonstracao. De fato, como X é totalmente umbilica, utilizamos a equacao de Gauss e

a hipotese de que Ricy(v) > e(n — 1), para obter que

l

-2
Z/ m(Rgi—s(n—%(n—l)—" HQ)dvzigo.
i=1 Y2 n—1

Como j4 temos a desigualdade contraria do Teorema 2.12, segue que

l

-2
E:/ /ﬁ,-(Rgi—e(n—Z)(n—l)—n HQ)dVEi:O.
i=1 7% n—1

Utizando novamente o Teorema 2.12 para o caso da igualdade, concluimos nosso re-

sultado.
O]

Munidos dos resultados de rigidez abordados anteriormente, nés podemos obter, ao
mesmo sentido do ja observado para variedades estaticas, novos resultados de classifica-
¢ao topoldgica para a fronteira de variedades V-estaticas positivas de dimensoes 3 e 5

utilizando os Teoremas de Gauss-Bonnet e Gauss-Bonnet-Chern.

Teorema 2.13. Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta, V -estdtica

positiva com fronteira conexa, e curvatura escalar Ry = 6¢, onde e = —1,0, 1.
(i) Se e =0,1, entao OM €é homeomorfa a esfera S?.
(ii) Se e = —1 e H > 2, entdo OM ¢é homeomorfa a esfera S*.

Demonstracao. Considerando a desigualdade obtida no Teorema 2.12, o fato de OM ser

conexa e Ry = 2K, onde K é a curvatura seccional de M, temos que

1
/ 2K — 2 — —H?> 0.
oM 2

Utilizando o Teorema de Gauss Bonnet e o fato que H > 0 é constante, temos que
Lo
Arx(OM) > | 2¢ + §H Area(OM) .

onde x(OM) é a caracteristica de Euler de OM.

(i) Se e =0 ou 1, entdo x(OM) > 0, pois H > 0 (OM é totalmente umbilica). Neste

caso, obtemos que OM é homeomorfa & esfera S%.
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(ii) See = —1e H > 2, obtemos que x(OM) > 0. Note que, se H > 2, entdo ja obtemos
que x(OM) > 0 e, desta forma, OM ¢é homeomorfa a S%.

Supondo que H = 2, n6s obtemos que x(0M) > 0. Neste caso, afirmamos que nao
podemos ter x(OM) = 0. De fato, se x(0M) = 0 entao

Arx(OM) = (26 + %HQ) Area(OM)

e isto implicaria, pelo Teorema de Gauss-Bonnet, que

n —

/8M<€(n—2)(n—1)+n_?H2—Rg>dvg:().

Entao, segue do Teorema 2.12 que (M3, g) é isométrica a uma bola geodésica em
R3, S* ou H3. Nesta situagao, ¢ impossivel para OM ter que x(OM) = 0. Entao,

em qualquer caso, teremos que x(OM) > 0 e OM é homeomorfa & esfera S2.

O

Uma consequéncia direta da demonstracao do teorema anterior é o seguinte resultado
que, a um certo sentido, leva a mesma abordagem da desigualdade de Boucher-Gibbons-

Horowitz (cf. Teorema 1.6) para variedades V-estaticas tridimensionais:

Teorema 2.14. Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana V -estdtica positiva com
fronteira coneza e curvatura escalar R, = 6¢, onde ¢ = —1,0,1. Se ¢ = —1, assuma

adicionalmente que H > 2. Entao
Lo o
4 > e+ ZH Area(OM) .
Além disso, a igualdade na desigualdade acima ocorre se, e somente se, (M3, g) ¢ isomé-

trica a uma bola geodésica em um dos espacos R, S? ou H?.

Utilizando a Formula de Gauss-Bonnet-Chern para 4-variedades compactas, aplicamos

novamente o Teorema 2.12 para obter o resultado a seguir.

Teorema 2.15. Considere (M®,g) uma variedade Riemanniana compacta, V -estdtica
positiva com fronteira coneza e curvatura escalar Ry = 20e, onde e = —1,0,1. See = —1,

assuma adicionalmente que H > 4. Suponha ainda que OM € Einstein. Entao

2
8m2x(OM) > i (125+ EHQ) Area(OM) .
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Em particular, x(OM) > 0. Além do mais, se x(OM) = 2 temos que

87 (e 22 (OM)

— €+ — rea
3 = 16

e a igualdade ocorre se, e somente se, (M®,g) € isométrica a uma bola geodésica numa

forma espacial simplesmente conexa R®, S® ou HO.

Demonstracao. Segue do Teorema 2.12 para n = 5, e do fato que H > 0 é constante em
OM, que

<125 + ZH2> Area(OM) < / Ronrdvayy -
)

M

Utilizando a desigualdade de Holder junto a desigualdade acima, obtemos que

2
(125+ZH2> Area(dOM) < / R2, dvan. (2.21)
0

M

Lembre que a identidade de Gauss-Bonnet-Chern em M infere que

1 1 1 °
82X (OM) = = / (W dvarr + = / R3 i dvans — = / | Ricg |*dvas
4 Jom 24 Jomr 2 Joum
Desta forma, utilizando a hipotese que M é Einstein (e, portanto, Ric,= 0 em dM), a

desigualdade (2.21) e a identidade de Gauss-Bonnet-Chern, teremos que

2
8mx(OM) > i (125 + %H2) Area(OM).

O caso da igualdade novamente remonta a rigidez obtida pela igualdade do Teorema
2.12. O

Como 1ultimo resultado desta secao, vamos obter mais um Teorema de rigidez para
variedades V-estaticas com fronteira conexa. Um importante Teorema demonstrado no

pioneiro artigo de Miao-Tam (|64]) sobre variedades V-estaticas é o resultado a seguir.

Teorema 2.16 (Miao-Tam, [64]). Considere (M",g) uma n-dimensional variedade Rie-
manniana compacta com fronteira conezxa e suave Y. Considere v uma méltrica em X e
seja K =0 ou —n(n — 1). Suponha g € Mf uma métrica suave em M que é um ponto

critico do funcional volume V(-) em Mf Considere v o vetor normal exterior a 3.

(1) Se K =0, (X,v) éisométrica a uma esfera geodésica em R™ e M ¢ spin(cason > 8),
entao Ric(v,v) € uma constante nao positiva ao longo de &, e Ric(v,v) =0 se, e

somente se, (M, g) € isométrica a um bola geodésica em R".
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(ii) Sen =3, K =0, M € orientada e Ric(v,v) = 0 ao longo de 3, entao (M,g) é

isométrica a uma bola geodésica em R3.

(iii) Se n = 3, K = —6 e (3,7) € isométrica a uma esfera geodésica em H?, en-
tao Ric(v,v) € uma constante satisfazendo que Ric(v,v) < —2 ao longo de ¥, e

Ric(v,v) = —2 se, e somente se, (M, g) € isométrica a uma bola geodésica em H?>.

De fato, duas hipoteses cruciais a demonstracao dos autores se devem a visivel limita-
¢cao na dimensao e ao fato de se tratar de variedades com curvatura escalar nao positiva.
Estes componentes sao explicado pela utilizagao de uma generalizagao do Teorema da
Massa Positiva por Shi-Tam (cf. [83]) na demonstragao.

O resultado que retraremos a seguir generaliza o Teorema anterior ao subtrair as
hipoteses sobre a dimensao e a nao positividade da curvatura escalar. De fato, nossa
demonstracao se mostra alterniva junto a utilizacao da Identidade de Pohozédev-Schéen.

Vamos denotar por Ej uma variedade Riemanniana Einstein com Ric,, = k(n —1)gs.

Teorema 2.17. Considere (M, g) uma n-dimensional variedade Riemanniana compacta
com curvatura escalar constante R, = en(n — 1). Suponha que M possui uma fronteira
conexa e suave Y, tal que g € um ponto critico do funcional volume em Mf, K =
en(n — 1). Suponha que (X,7) € isométrica a uma hiperficie totalmente umbilica ¥y em
E,. Entao,

Hy, > H,

onde H e Hy sao as curvaturas médias de X2 e Y., respectivamente. A igualdade ocorre

se, e somente se, (M, g) € isométrica a um bola geodésica em R™, S™ ou H".

Demonstracao. Utilizando a Identidade de Pohozaev-Schéen, temos que

R
—/ N Ric, — —2g|*dv, = / |V Ay (Ricy(v,v) — k(n — 1))dvs, .
M n by
Desta forma,
/(Ricg(y, v)—k(n—1))dvs <0, (2.22)
b

pois A > 0. Denote por Ry e Hy as curvaturas escalar e média de X, respectivamente.
Denote por Ry, e Hs, as curvaturas escalar e média de Y, respectivamente. Segue da

Equacao de Gauss que

n— 2

2Ric,(v,v) + Ry = kn(n — 1) + HZ

n—1
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n—2

Como X é isométrica a X, nos obtemos que Ry, = Ry, . Portanto, subtraindo as igualdades

Ry,

k

acima, obtemos
n—2

2Ric,(v,v) —2k(n —1) = 1
n—

Entao, substituindo isto na desigualdade (2.22), inferimos que

/E (H2 — HZ) =<0,

de, onde concluimos que

HEk Z H27

ja que Hy e Hy, sao constantes positivas e [ dvy = ka dvs,, .
Note que, se Hy = Hy,, nos obtemos dos calculos acima que (M, g) ¢ Einstein, pois

teriamos

R
/ N Ric, — —2g|*dv, = 0.
M n

Entao, segue do Teorema 1.7 que (M, g) é isométrica a uma bola geodésica em R™, S™ ou
H". m

Corolario 2.7. Se Q é um dominio limitado com fronteira suave contido numa forma
espacial simplesmete conexa R™, S™ ou H", entao a correspondente métrica candnica da
forma espacial é uma métrica critica em Q se, e somente se, £ € uma bola geodésica (se
Q C S, assuma adicionalmente que V() < 1Vol(S™)).

Teorema 2.18. Considere (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional, compacta
com curvatura escalar constante R, = n(n — 1), com uma fronteira suave e conexa ¥, tal
que g € um ponto critico do funcional volume em ML, K =n(n —1). Entdo (%,v) nao

pode ser isométrica a uma (n — 1)-esfera.

Demonstragao. De fato, se supossemos que (X, ) fosse isométrica & uma (n — 1)-esfera,
o Teorema 2.17 nos diria que H = 0, o que é uma contradi¢cao ao fato que X é totalmente

umbilica. O



Capitulo

3

Desigualdades e Resultados de Rigidez

em Variedades Estaticas e V-estaticas

Neste capitulo, abordaremos novos resultados sobre rigidez e desigualdades em varie-
dades estaticas e V-estaticas. Inicialmente, consideramos uma hipotese de pinching sobre
o tensor de Ricci sem trago para obter generalizacoes dos resultados de L. Ambrozio ([3]).
Posteriormente, munidos de uma generalizacao da Identidade de Reilly, buscaremos obter
algumas desigualdades para variedades V-estaticas, inspirados em resultados ja existentes

em variedades estaticas (cf. [55] e [61]).

3.1 Resultados de rigidez sob uma hipo6tese de pinching

Ao inicio desta se¢ao, comentaremos alguns resultados de rigidez em variedades esta-
ticas e V-estaticas envolvendo um pinching da norma do tensor de Ricci sem trago. Mais
especificamente, para uma variedade n-dimensional (M", g) compacta, consideraremos o
seguinte pinching sobre o tensor de Ricci sem trago:

o R?
|chg|§ < nn—1) i T
Tal pinching serd utilizado como forma de obter alguns teoremas de rigidez. De fato,
recentes resultados na literatura propdem esta abordagem em variedades estaticas ([3]) e
V-estaticas ([8]).

Um ingrediente importante e canalizador dos trabalhos que faremos a seguir serd a

utilizacao de um lema algébrico que aclamara nossa condi¢ao de pinching do tensor de

Ricci sem traco a uma condi¢cao de curvatura de Ricci nao negativa. O seguinte lema
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algébrico é um resultado anunciado em [19].

Lema 3.1. Considere ay,aq,...,a, € b, (n+ 1) nimeros reais (n > 1) satisfazendo a

sequinte desigualdade

(Za) (n—1) Za +b (3.1)

Entao, ocorre a desigualdade

2q,a; > ——, 3.2
a;a,; — (3.2)
para quaisquer 1 e j distintos.

Demonstragao. Partindo da desigualdade (3.1), temos que

n—1
Cz(n—Q)ai—Z(Zai>an+[(n—2 Zaf—Q Z aa; +b] <0
i=1

i<j<n—1

Como a,, ¢ um numero real, a equacao quadratica

n—1
(n—2)ai—2<2ai>an [(n —2) Za?—Q Z aa; +b—C] =0,
i=1

i<j<n—1

possui discriminante positivo, o que implica que

<nz:ai) > (n—-2) (”—Q)E:a?—? Z aa; +b—C

1<j<n—1

> (n—-2) <n—1>2a3—(zai) +0]

onde também utilizamos que C' < 0. Desta forma, produzimos uma desigualdade do

mesmo tipo de (3.1), a dizer

n—1 2 n—1
(35e) =2k
i=1 1=1
b

Realizando (n — 2) vezes o mesmo processo vamos obter que 2a;a; > —25 0 que, sem

perda de generalidade, demonstra nosso lema. O

Uma crucial aplicagao do supracitado lema algébrico ao nosso trabalho se deve ao

fato que pode-se resgatar a propriedade de nao negatividade do tensor de Ricci de uma
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variedade Riemanniana com curvatura escalar nao negativa a partir de uma condigao de

pinching sobre o tensor de Ricci sem traco. Isso sera feito no Lema a seguir.

Lema 3.2. Considere (M™,g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar nao
negativa e tal que ) 2

|Ric,|* < n(n—il)'
Entao, (M", g) possui curvatura de Ricci nao negativa.

Demonstracao. Um breve célculo mostra que a condicao de pinching sobre o tensor de

Ricci sem trago é equivalente a

R? > (n — 1)|Ric,|*. (3.3)

Considerando {);}!_; o conjunto dos autovalores do tensor de Ricci, a condi¢ao (3.3) pode

ser traduzida como )
(Z Ai) >(n—1)) A
i=1 i=1

Utilizando o Lema 3.1 inferimos que A;A\; > 0 para 7 # j. Esta observacao junto a
condigdo que M tem curvatura escalar nao negativa (> A; > 0), implica que \; > 0,
1 <17 <mn, e portanto Ricy, > 0.

O

A génese da condicao de curvatura de Ricci nao negativa nos d4 indumentarias para
utiliza-la em alguns resultados de rigidez ja conhecidos da literatura. O Teorema a seguir,
por exemplo, ¢ um importante resultado para variedades com curvatura de Ricci nao
negativa obtido como caso especial de Teoremas em [49] e [50]. Exporemos este resultado

como retratado por F. Hang e X. Wang(|42]).

Lema 3.3 (F. Hang, X. Wang [42]). Considere (M™,g) uwma variedade Riemanniana de
dimensao n, compacta e conexra com fronteira mean convex Y e curvatura de Ricci nao
negativa. Entdo Y tem no mdzimo duas componentes. Além disso, se X tem exatamente
duas componentes, entao ambas sao totalmente geodésicas e M € isométrico a T x [0, a]
para alguma variedade Riemanniana compacta I' com curvatura de Ricci nao negativa e
a > 0.

Outros importantes resultados de rigidez que pressupdoem a curvatura de Ricci nao
negativa foram abordados por G. Galloway em [33], em dois interessantes lemas que
exprimem resultados para tais variedades considerando os casos onde a fronteira é conexa

ou desconexa.
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Lema 3.4 (G. Galloway, [33]). Considere M uma variedade Riemanniana completa e
conexa com fronteira mean conver OM com no minimo duas componentes coneras ¥, e
Y. Se M tem curvatura de Ricci nao negativa e 31 € compacta, entao M € isométrica
a [0,L] x ¥y, com a isometria sendo dada pela exponencial normal de X1 a Yo. Em

particular, X e Yo sG0 1sométricas.

Lema 3.5 (G. Galloway, [33]). Considere M uma variedade Riemanniana completa e
conexa com fronteira conexa e compacta X. Assuma que M tem curvatura de Ricci ndo

negativa e Y € mean conver. Entao, apenas uma das opcoes € satifeita

(i) O homomorfismo entre os grupos fundamentais i, : II(X) — II(M) induzido pela

aplicacao de inclusao 1 : X — M € sobrejetor.

(i7) TI(M) /i, (IL(X)) = Zs, e M tem recobrimento duplo orientdvel isométrico a [0, L] xX.
Em particular, ¥ € uma hiperficie totalmente geodésica e a curvatura de Ricci se

anula em todos os vetores ortogonais a 3.

Como parametro a utilizacao da condicao de que as variedades V-estaticas possuem
fronteira totalmente umbilica, o recente resultado a seguir classifica variedades com cur-

vatura de Ricci ndo negativa que tem a supracitada condicao no caso tridimensional.

Lema 3.6 (A. Fraser and P. Li, [31]). Considere (M3,g) uma variedade Riemanniana
compacta com fronteira nao vazia. Assuma que M possui curvatura de Ricci nao-negativa.

Se OM ¢ estritamente convexa, entdo M3 é difeomorfa a uma bola B3.

Munidos da indumentaria retratada anteriormente, apresentaremos alguns novos teo-

remas de rigidez para variedades estaticas e V-estaticas sob uma condicao de pinching.

Teorema 3.1. Considere (M3, g) uma variedade V -estdtica positiva com curvatura esca-
lar positiva. Se

o R?

| Ricy|* < Fg

entao (M3, g) € difeomorfa a uma bola geodésica em S3.

Demonstracao. Pela observagao posterior ao Lema 3.1, a condi¢cao de pinching implica
que Ric, > 0. Utilizando o Lema 3.3, podemos concluir que M ¢ conexa. De fato, se
M fosse desconexa teriamos pelo supracitado lema que 0M seria totalmente geodésica, o
que nao ocorre em variedades V-estaticas. Utilizando o Lema 3.6, isto é suficiente para

obter que (M3, g) é isométrica a uma bola geodésica em S3. O
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A seguir, daremos uma demonstracao de um resultado obtido recentemente por L.
Ambrozio [3] de uma maneira consideravelmente mais simples e almenjando resultados em
dimensoes altas, onde utilizamos novamente nossas observacoes e resultados preliminares
acerca da nossa conclusao sobre a génese da hipotese da curvatura de Ricci nao negativa.
A demonstragdo do autor supracitado ([3]) ao resultado a seguir recorre a uma Formula

do tipo Bochner para variedades estaticas tridimensionais:

1 o
5div(fV|Ric|2)
o C 2 o o

= (\VRicP - %) f+ (R[Ric]z + 18det(Ric)> f,
onde f ¢ o potencial estatico e C' é o tensor de Cotton da variedade. Em [3], ele observa
que a condicao de pinching aplicada na Identidade acima, implica que a variedade estatica
é localmente conformemente plana e, a partir disto, recorre a teoremas de classificacao de
Kobayashi (|53]) e Lafontaine ([56]).

Salientamos que temos como vantagem primordial a nossa abordagem o fato que as
técnicas podem ser mais amplamente utilizadas na diregao de conseguir generalizagoes

dos resultados em dimensao alta.

Teorema 3.2. Considere (M?3,g) uma variedade Riemanniana orientdvel, compacta e
estatica com fronteira ¥ # (). Assuma que Ry =6 e
2
i

R;c 2< 9
| g|—6

Entao uma das mutuamente exclusivas opgoes deve ocorrer:
(i) (M?,g) é isométrica ao hemisfério unitdrio com a métrica padrao (S3., gst)-
(ii) (M3, q) é isométrica ao cilindro (SZ(\%) x [0, \/Lg]),go), onde gy € a métrica produto.

Demonstragao. Pela observacao apés o Lema 3.1 temos que Ric, > 0. Se dM nao é
conexa, segue do Lema 3.4 que (M3, g) é isométrica ao cilindro (SZ(\%) x [0, \/lg]),go),
onde gy é a métrica produto.

Assuma que ¥ = M é conexa e, portanto, . é uma esfera topologica (vide Desi-
gualdade de Chruschiel). Neste caso, como o feito por exemplo em [14] e [3](cf. também
esta descri¢do no inicio do Capitulo 4), pode-se obter uma 4-variedade compacta (N, ) a

partir de M satisfazendo que:
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(a) x(N)=2e7(N) =0, onde x(NN) é a caracteristica de Euler de N e 7(N) é a sua

assinatura.

(¢) Pelo Teorema de Bishop, temos que Vi(N) < 7% onde Vi(N) ¢ o volume 4-
dimensional de N, com a igualdade ocorrendo se, e somente se, § € uma métrica de

curvatura seccional constante.
(d) Por um argumento do tipo Fubini, & possivel inferir que V;(N) = 2F Area(X).

Como Ric > 0 em M e X é uma esfera topologica e totalmente geodésica, segue da

equacao de Gauss e do teorema de Gauss-Bonnet que Area(X) > 4?”. De fato,

0 > —2Ric(v,v) = 2K — 6,

onde K é a curvatura seccional de Y. Desta forma,

dr =2mx(2) = / K <3Area(X)
>

2. Tendo essa limitacao sobre o

Desta forma, o item (c) nos infere que V4(N) > Sx
volume de uma variedade Einstein nosso argumento segue do Teorema de Gursky (|39], cf.
descrigao no Teorema 4.2), pelo qual concluimos que Vi (N) = §7T2. Isto é suficiente para

concluir que (M?, g) é isométrica ao hemisfério munido de sua métrica padrao (S%, gs). O

Como ja salientamos anteriormente, nosso método propoe uma nova visao quanto a
generalizacao de resultados de pinching para dimensoes altas. Desta forma, se conside-
ramos dimensoes mais altas, também podemos obter com o auxilio dos Lemas 3.4 e 3.5

alguns resultados para variedades estaticas e V-estaticas.

Teorema 3.1. Considere (M",g) uma variedade Riemanniana V -estdtica positiva com
curvatura escalar nao negativa. Se
o R?
Ricy|* < —2—
[Ricyl” < n(n —1)
entao (M", g) tem curvatura de Ricci nao negativa. Em particular OM é conexa. Se OM

€ simplesmente conexa, entao M € simplesmente conexa.

Demonstragao. Pela observagao apés o Lema 3.1, temos que Ric, > 0. Utilizando o
Lema 3.3 e o fato de OM ser totalmente umbilica (pois M ¢é V-estatica), concluimos

que OM é conexa. Utilizando o Lema 3.5 e fato que H > 0 em OM (o que elimina a
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possibilidade (ii)), concluimos da sobrejetividade do mapa i, : [I(OM) — TI(M) que, se

OM é simplesmente conexa, entao M é simplesmente conexa. O

No mesmo espirito do realizado anteriormente, temos um teorema de rigidez para
variedades estaticas de dimensao alta com a mesma condi¢ao de pinching no tensor de

Ricci sem trago.

Teorema 3.3. Considere (M", g) uma variedade estdtica com curvatura escalar positiva.

Se R
Ricy? < —9—
[Ricyl” < n(n —1)

entao (M", g) tem curvatura de Ricci nao negativa. Em particular, uma das segquintes

possibilidades devem ocorrer:
(1) A aplicagao i, : TI(OM) — II(M) é sobrejetora.

(ii) A variedade (M"™, g) é isométrica ao quociente de um cilindro.

3.2 A Identidade de Reilly e aplicacoes em métricas V-

estaticas

Em [77], Reilly estabeleceu uma série de identidades integrais no espaco Euclideano
que posteriormente foram extendidas por ele mesmo a variedades Riemannianas em |78|.
No decorrer de nosso texto, ja salientamos a importancia e aplicabilidade em resultados
de rigidez para Andlise Geométrica de algumas identidades geométricas, como visto para
a Identidade de Pohozaev-Schéen no Capitulo 2.

A famosa Identidade de Reilly obtida em [78] nos afirma que dada uma variedade

Riemanniana (M, (,)) com fronteira ¥ e u : M — R uma fun¢ao suave, temos

l/ [(Au)2_ |D2u|2} dVol = 1/ Ric(Vu, VU)dV%—/Agw@dS
2 M 2 M > 8V

+3/H Ou 2d5+1/<M(v Vsu))dS
2 Je " \aw g J YR YRR,

onde v é o campo normal exterior, Il(-,-) e H sdo a Segunda Forma Fundamental e a
curvatura média de X, respectivamente. Além disso, o indice ¥ sob V e A indica que
estamos considerando estes entes intrinsecamente a .

Esta formula possui numerosas e frutuosas aplicacoes. Como exemplo, no supracitado

trabalho [78|, através da identidade acima, Reilly obteve um limite inferior 6timo para o
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primeiro autovalor de Lichnerowitz do Laplaciano em variedades com fronteira, demons-
trando com isto um Teorema do tipo Obata para variedades com fronteira (cf. Teorema
1.4). Outra aplicagao foi reobter o Teorema de Alexandrov para hiperficies mergulhadas
em R™, cuja curvatura média da fronteira é constante (cf. Teorema 5 em [78]). Outras
aplicacoes desta identidade podem ser vistas em [24], [73] e [80]. Salientamos ainda que
tal identidade ja foi algumas vezes utilizada em nosso proprio texto como ferramenta
primordial & resolucao de problemas para variedades com curvatura de Ricci limitada
inferiormente(cf. os Teoremas 2.9, 2.10 e o Lema 3.3).

A gama de latentes aplicacoes da Identidade de Reilly também inspira atualmente
algumas extensoes da mesma como finalidade de obter novos resultados do tipo Alexan-
drov (|76] e [61]) e aplicacOes em desigualdades e resultados de rigidez para variedades
estaticas([55], [61] e [21]).

Ao decorrer desta se¢ao, vamos recorrer a um recente trabalho de LI e Xia(|61]) na
obtencao de uma identidade do tipo Reilly. A partir desta identidade, vamos estender
resultados obtidos por [55] e [61] em variedades estaticas para o caso de variedades V-

estaticas.

3.2.1 Uma Identidade de Reilly generalizada

A partir de agora, descreveremos uma férmula Integral que generaliza a Formula
de Reilly. Como ja retratado, a Formula de Reilly (3.4) é particularmente utilizada na
literatura em problemas que pressupoem uma hipotese de curvatura de Ricci nao-negativa.
Ao restante dos casos, a férmula nao possui grandes avangos e, desta forma, inspira a
generalizacoes para sua utilidade. Trabalhos a esta diregao atendem a obtengao de novas
formulas do tipo Reilly para conseguir novas aplicacoes em variedades com curvatura
negativa como feito, por exemplo, em [76], [61], [55], [66], [21], entre outros.

A seguir, retrataremos uma generalizacao da Formula de Reilly obtida muito recente-
mente por [61], donde advém-se como casos particulares importantes aplicagoes para as

secoes posteriores.

Teorema 3.4 (|61]). Considere (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional e Q0 C
M um dominio limitado com fronteira suave Y. Considere P;; um 2-tensor simétrico e
suave em €1, e denote por P seu traco com respeito a métrica g. Defina o 2-tensor
Aiy(f) = (D*f)y; + ﬁPfgij — [P, e seu traco com respeito & métrica g, A(f) =

Af + Lo f. Entio, para quaisquer fungoes suaves V, f € C*(Q) ocorre a identidade

n—1
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| viae? - 145
2, OV 2
= VII(Vsz, Vsz) + 2VulAsgz + VHu + %|ng|
s
‘|’/ 2V2fi Py — 2°V,; Py, — 2°V P,
>
+ /Q[(Vz’j — AV =V Py) + V(Rij — Py)lfif;
1
+/ |:Pz'j <V7,j + FPVQU - Vpij) +VPyji+2V,Py;| .
o _

Aqui, v € o campo normal exterior, z = fl|x, u = V,f, IlI(-,-) e H sdo a Segunda
Forma Fundamental e a curvatura média de X, respectivamente. O indice > sob V e A

indica que estamos considerando estes entes intrisecamente a 3.

O teorema anterior é uma clara extensao da Identidade de Reilly, pois se consideramos
P = 0eV =1, reobtemos a Identidade de Reilly classica. Também como um caso
particular do Teorema 3.4, obtemos uma identidade do tipo Reilly que utilizaremos na

subsec¢do a seguir e ja foi vastamente aplicada nos trabalhos [55] e [76].

Corolario 3.1. Considere (M, g) uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional

com fronteira 3. Dadas duas funcgoes f, V em M e uma constante K, temos

(3.4)
/M V[(Af+Knf)? —|D*f + K fg|?]
_ / D2V — (AV)g — 2(n — DK Vg + VRid(Vf,V f)d0
- 1)K /M(Av+nf<v>f2 +/Ev,y[|vzf|2 (= 1)K fdo

4 / V 2/, Anf + H(f,)? + I(Vsf, Vsf) + 2(n — VK, f] do
»

Demonstragao. Basta considerar P;; = (n — 1)K g;; no Teorema 3.4. O
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3.2.2 Uma desigualdade integral sobre a fronteira de variedades

V-estaticas

Em [66], Miao, Tam e Xie, demonstraram uma desigualdade integral para a fronteira
de dominios limitados contidos no espago Euclideano R™ que tem aplicacoes importantes
(para o caso n = 3) na Teoria de estabilidade da Energia de Wang-Yau. De fato, eles

obtiveram o seguinte resultado (cf. Corolario 3.1 em [66]):

Teorema 3.5 (|66]). Considere Q@ C R™ um dominio limitado com fronteira suave X.
Considere H e Il a curvatura média e a sequnda forma fundamental de X com respeito

ao vetor normal exterior, respectivamente. Se H > 0, entao

/2 [(AZ”)Q — I(Vsn, Vsn)| do >0, (3.5)

para qualquer funcao suave n definida em . Acima, denotamos Vy e Ay o gradiente
e o laplaciano intrisecos a X, respectivamente. Além disso, a igualdade em (3.5) ocorre
se, e somente se, 1 = ag + ., Q;T; para constantes reais ag, ay, ..., 4y € {T1,..., Ty}

denotam as funcoes coordenadas em R™.

De fato, quando n = 3 e ¥ & convexo, os autores (|66]) mostram que o funcional ao lado
esquerdo da desigualdade (3.5) representa a segunda variacao ao longo de n da Energia
quasi-local de Wang-Yau sobre a superficie > e, desta forma, a desigualdade obtida no
problema pode ser interpretada como uma desigualdade de estabilidade para energia de
Wang-Yau em ..

Em [55], Kwong e Miao adotaram um ponto de vista mais geométrico ao considerar
uma desigualdade sobre a fronteira de variedades Riemannianas compactas cujas métricas
sao estaticas. De fato, eles generalizam o Teorema 3.5 ao caso de hiperficies que sao a
fronteira de um dominio limitado contido numa forma espacial. Um ponto forte a observar
neste Teorema é a utilizacao da formula do tipo Reilly apresentada no Corolario 3.1, que
pressupoe sua utilizacao a uma hipdtese mais fraca de curvatura de Ricci limitada por
baixo, a deriva da utilizacao da férmula classica.

A seguir, inspirados nos trabalhos supracitados, realizamos o mesmo escopo das ideias
e aplicacoes da Identidade de Reilly como forma de obter novos resultados para o caso de

variedades V-estaticas.

Teorema 3.6. Considere (M™,g) wma variedade Riemanniana compacta e V-estdtica
com fronteira ¥ e potencial V -estdtico nao-negativo A, tal que Ric, > (n — 1)kg para

alguma constante k < 0. Se H > 0 em X, entdao temos a sequinte desiqualdade integral
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sobre 2

[ [[omt ot

a I(Van, Vz??)] o> [ ATl = 00— Doldo, (36)
>

para qualquer funcdo n em X. Além disso, a igualdade em (3.6) ocorre se, e somente se,

ocorre uma das opgoes

(i) k=0 en éa restricio a X de uma funcio u em (M, g) satisfazendo que D*u = 0.

ou

(i) k <0 e g é uma métrica Einstein com Ric, = (n — 1)kg, en € a restri¢cio a ¥ de

uma funcdao u definida em (M, g) satisfazendo que D*u + kug = 0.

Demonstracao. Como k < 0, segue da teoria de existéncia de solugoes classicas para

equacoes elipticas que existe uma tinica solucao u do seguinte problema de Dirichlet

Au+nku = 0 in €,
u = n on 2.

Como ¢ é uma métrica V —estética com potencial V-estatico A\, temos

By ™y

n—1 n—1

AN+

Substituindo V = A, f = u e K = k no Corolario 3.1, utilizamos a identidade acima,
a equacao V-estatica e que u é uma solugao do Problema de Dirichlet acima para inferir

que
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—/ AN D?*u + kug|*dV

M

= /|Vu|2dv+2/ A — (n—1Dkg|(Vu, Vu)dV
M M

+k(kn(n — 1) — )/M)\u —k:n/M u?

+ )\1/ (IVnl® — (n — 1)kn?]do

m\\

A 2u JAsn + H(uy)? + I(Vsn, Vsn) + 2(n — l)ku,yn] do

Vv

/E N[ Vsnf? = (n — 1)knldo

+/ A[2uy,Asn + H(u,)? + 11(Vsn, Ven) + 2(n — 1)ku,n] do
>

onde utilizamos que A > 0, Ric)g > k(n —1)g, R, > n(n — 1)k, e k < 0. Entao,

A — 1)kn)?
[ R,
S H
> / N D*u + kug*dV + / M IVen]? = (n — 1)kn?do (3.7)
M >

/Z)\ [\/ﬁu el +\(/”ﬁ_ Wﬂ o

Portanto, obtemos que

/EA {(Azn + (ZI— Dkn)* (V. Vzn)} o

> / AVl = (n— 1)kl do. (3.8)

Além disso, segue das desigualdades utilizadas acima que se ocorre a igualdade em
(3.6), entao
klkn(n — 1) — Ry =0, (3.9)

D?*u + kug = 0, (3.10)
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Hu, + Ayn+ (n—1)kn = 0. (3.11)
Segue de (3.9) que k =0 ou R, = kn(n — 1).
(i) Se k=0, segue de (3.10) que D*u = 0;

(ii) Se k < 0, entao R, = kn(n — 1). Isto, unido a hipétese que Ric, > (n — 1)kg,
implica que Ric, = (n—1)kg. Portanto, M é Einstein e concluimos as assertivas de

nosso Teorema.

O

Corolario 3.2. Suponha que, em adigao as hipoteses do Teorema 5.6, temos que M ¢é
uma variedade Einstein com Ric, = (n—1)kg. Entdo, mesmo sem condi¢oes sobre o sinal

de k, as mesmas assertivas do Teorema 3.6 ocorrem.

Demonstracao. Basta observar que utilizamos a nao negatividade de k no Teorema acima
apenas para demonstrar a existéncia de uma solucao de uma EDP e na desigualdade que
k[n(n—1)k — Ry] > 0. Se M é Einstein ja temos que k[n(n — 1)k — Ry = 0. Além disso,
segue do Teorema de Reilly(cf. Teorema 1.4) que a solu¢do da EDP do Teorema anterior

ainda existe para k > 0. O

Teorema 3.7. Suponha que (M,g) € uma bola geodésica de raio T numa forma espacial
(M, g), a dizer R”, H" ou S™ munidas com suas métricas padrao. Considere A como sendo

uma funcao positiva em M dada por

L fz—g(nl_l)|w]2, se M =TR"

2(n—1)
Az) = (2L —1), se M=8"
oy (L—85%), se M =H"

onde r € a disticia geodésica em S"™ de x ao polo norte se M =S", e onde r € a disticia
geodésica em H" de x ao ponto (0,0,...,1) se M =H". Seja Q) C M um dominio limitado
com fronteira suave 3. Se H > 0 em X, entdo dada qualquer funcao suave n em %, temos

a desgualdade

/EA {[Azn + (Z— Dkn?]

- I[H(VETI, Vzﬁ)} do > / )\,VHVZU‘Z - (n - 1)k7]2]d0', (3.12)
by

onde k € a curvatura seccional de (M, §).
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Demonstracao. Basta observamos que cada fun¢ao positiva A como definida no enunciado
é um potencial V-estatico em cada uma das respectivas variedades V-estaticas colocadas

e, notando que cada uma destas é Einstein, utilizamos o corolario 3.2. O



Capitulo

4

Alguns Avancos em Variedades

Estaticas de Dimensao Alta

Considere (M™, g) uma variedade estatica com potencial estatico f, isto é, f é uma

fungao positiva tal que f~1(0) = OM e é solugao do seguinte Problema Sobredeterminado

fRic, + (Af)g— D*f =0, (4.1)

em M. E possivel obter uma variedade Einstein associada a M, construida de forma
intuitiva através da rotacao de M ao redor de OM. Precisamente falando, considere
U uma vizinhanga tubular de OM difeomorfa a [0,1) x M. Se p € U, identificamos
p=(r,z) €[0,1) x 9M. Denotando por B a bola aberta centrada na origem de R? e S'

o circulo unitario, definimos uma (n + 1)-variedade N pelo conjunto quociente

((S' % (M \ OM)) U (By x OM)/ ~,

onde foi considerada a relagao de equivaléncia ~ que identifica (6,p) € (S* x (U \ OM))
com (rcosf,rsinf,z) € (By\{0})xIM. Dessa forma, N tem uma estrutura de variedade
suave e podemos identificar {0} x OM = OM como uma subvariedade de codimensao 2
de N. Esta construgao foi abordada no recente trabalho de L. Ambrozio ([3]). Como f é
uma fungao positiva em M\ dM, podemos definir uma métrica suave em N\ 9M (que esta
identificado com S' x (M \ OM)) por h = f?d6*+ g, onde f & o potencial estatico de M, e
g é a sua métrica. Lembrando que M possui curvatura escalar constante R, = en(n — 1)
(ap6s normalizagao), com ¢ € {—1,0,1}, podemos enxergar N \ M como um produto

warped e através de uma computacao direta para produtos warped(confira, por exemplo,
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a Proposicao 9.106 na pagina 266 de [10]) podemos inferir que Ricy, = enh.

Existem aplicacoes muito relevantes desta construcao, como, por exemplo, N é sim-
plesmente conexa se, e somente se, M e OM sao simplesmente conexas(via Teorema de
Van-Kampf). Além disso, se consideramos ¥;, 1 < i < [ as componentes conexas de
¥ = OM, segue que se k; = |Vf||lg, = 1, Vi, entdo é possivel estender suavemente a
métrica h para todo N (este é um caso particular que sera tratado, por exemplo, na Segao
4.3 de nosso texto). Para um robusto trato destas afirmacoes, consulte [3].

Considerando a variedade Einstein associada (N™! h) a uma variedade estatica (M™, g)
compacta e orientada com curvatura escalar positiva R, = n(n — 1), uma importante re-
lacao entre os elementos de volumes das métricas h e g pode ser obtido. De fato, pela
construgao, segue que o elemento de volume de h ¢ dado por duy, = fdf Adp,. Utilizando

o Teorema de Fubini e a equacao de estaticidade, temos

2
Vol(N / / fdun = —=— [ Afdy,

n Jm

2m Vf 27r
= = do [
n Jom (Vf |Vf|> Z Vol(2:M),

onde [ é o nimero de componentes conexas de OM.

O caso n = 3 ainda indica uma observacdo importante. De fato, se consideramos N4
orientada, é possivel definir W como o endomorfismo de Weyl no espaco das 2-formas e
considerar a decomposicao usual W = W+ + W ™. Novamente utilizando a construgao de

M, pode ser mostrado que

|W+|h =|W- |h |chg|2

Em particular, isto implica que a assinatura de N, o(NV), se anula.
A seguir, utilizando a construgao da variedade Einstein associada, obtemos um inte-
ressante resultado de gap sobre o volume. Nossa demonstracao ¢ inspirada nas ideias de

Aviles e Escobar ([5]) as quais utilizam elementos da teoria de convergéncia de métricas.

Teorema 4.1. Considere (M™, g) uma variedade Riemanniana orientdvel e estdtica com
curvatura escalar positiva e variedade Einstein associada (N" ™' h). Eziste um e(n) > 0
tal que se Vol(OM) > Vol(S*')—e(n) entao (N, h) é isométrica a (n+1)-esfera candnica
(S™*1, gst)-

Demonstracao. Como ja abordado, o volume das variedades N e M satisfazem a seguinte

relacao Vol(N) = 22V ol(OM). Além disso, relembramos que existe uma importante rela-
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¢ao de recorréncia entre volumes de esferas dada por Vol(S"!) = 22V ol(S*™!). Unindo
estes fatos, demonstrar a assertiva de nosso teorema é equivalente a demontrar que existe
um €’'(n) > 0 tal que se Vol(N) > Vol(S™)—¢'(n) entao (N, h) é isométrica a (n+1)-esfera
canonica (S, gs). Suponha que isto é falso. Entao existe uma sequéncia de variedades
Einstein (N"*!, h;) que ndo sio isométricas & (n+ 1)-esfera canonica (S"*1, gy;) e Vol(NN;)
converge a Vol(S") quando i — co. Neste ponto, usaremos um argumento de conver-
géncia de métricas devido a M. Anderson ([4], Theorem 1.1) para ver que a sequéncia
(N1 h;) converge a uma variedade Riemanniana (N, h) que é isométrica & (S, gy ).
Isto serd uma contradi¢do ao fato que a métrica canonica na esfera (a menos de difeomor-
fismos) é uma métrica de Einstein isolada. No que segue, descreveremos o argumento de
convergeéncia.

Pela prova do Teorema 1.2 em [4], temos que r,(NV;) > 19 > 0, onde 7, é o raio
harménico. Entdo, apés normalizarmos a métrica, temos que Ric,, = (n — 1)h;. Desta
forma, temos uma sequéncia de variedades compactas (N;, h;) com limites uniformes na
curvatura de Ricci, no raio harménico e no didmetro (pelo Teorema de Bonnet-Myers).
Isto implica por um resultado de compacidade em [4](cf. Teorema 1.1), que uma sub-
sequéncia de (N, h;) converge, na topologia C1*, a uma variedade suave (N, h), onde
h é uma métrica C*. Além disso, para i suficientemente grande, as variedades N; sao
difeomorfas a N, de forma que podemos assumir que as métricas h; estao definidas em
N, para i grande. A métrica h, que serd um limite de métricas Einstein, é uma solucao
fraca C1* da equacao de Einstein Ric;, = (n — 1)h. Portanto, da teoria de Regularidade
para equagoes eliticas, temos que h é suave. Além disso, Vol(N) = Vol (S™™!). Utilizando
o Teorema de Comparagao de Bishop, concluimos que(N, h) é isométrica a (S"*, gy) o

que, como ja adiantamos, é uma contradigao. O

A tonica deste capitulo serd, como o inspirado acima, desenvolver novos resultados
de gap e rigidez em dimensoes altas para variedades Einstein. Parametrando as nossas
discussoes, vamos melhorar e estender a dimensdes altas alguns resultados de H. Seshadri
[82] para variedades Einstein com uma S'-a¢ao isométrica estatica (cf. Defini¢ao 4.1). Na
primeira se¢ao, comentaremos sobre um teorema obtido por Gursky em [39] a ser aplicado
posteriormente, e trataremos a novos resultados de gap obtidos a partir do mesmo na esfera
de dimensao 4 e no espaco projetivo CP2. A ultima secdo deste trabalho é devotada a
extensao dos resultados de H. Seshadri para dimensoes altas. Em particular, sob hipoteses
de limitacao da curvatura escalar no bordo da variedade estatica M, obtemos um resultado
de rigidez para o caso onde a fronteira OM é conexa e, no caso onde M é desconexa,
a partir de resultados de existéncia de minimas estaveis, demonstraremos a existéncia de

uma hiperficie quase-Einstein mergulhada em M.
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4.1 Um teorema de Gursky - aplicacoes e um resultado

de gap na 4-esfera

O estudo de variedades Einstein permeia um conhecimento central na (Geometria Rie-
manniana moderna. Em dimensao 4, o mais simples exemplo de variedades Einstein sao
S* e S? x S? munidos de suas métricas padrao. Outros exemplos de métricas Einstein
4-dimensionais sao as somas conexas CPQ#/’{;@Q.

O problema de classificar as variedades Einstein encontra um gama de emprego de
esforcos ao longo dos tempos. Em particular, o caso 4-dimensional deste problema inspira
algumas notaveis observagoes devido a algumas propriedades notaveis. Para uma discus-
sao pertinente deste assunto, recomendamos o excelente paper de C. Lebrun [58]. Como
exemplo, se M* é uma 4-variedade Riemanniana orientada, o fibrado das 2-formas se de-
compde invariantemente como A = A2 @A? onde, se nos consideramos o x-operador de De
Hodge, Ai e A% sdo os autoespacos associados aos autovalores 1 e —1, respectivamente.

Isto permite diagonilzar a matriz que representa a Curvatura de Weyl W como

)

Além do mais, se consideramos o(M) a assinatura de Hirzebauch definida por

1
_ 12 -2
7OM) = 5 [ (W = W),

além da Formula de Gauss-Bonnet-Chern em dimensao 4, nés podemos obter uma esti-

mativa do volume de uma 4- dimensional variedade Einstein:

Vol(g) < 2 (2x(M*)  3lo(31*))), (4.2)

onde y(M) é a caracteristica de Euler de M.
Em [39], M. Gursky demonstra, entre outros resultados, um interessante resultado de

rigidez que, a um certo sentido, pode ser visto como um melhoramento de (4.2):

Teorema 4.2 (M. Gursky, [39]). Considere (M*, g) uma variedade fechada, compacta,
orientada e Einstein, normalizada de tal forma que Ric, = 3g. Entao, uma das sequintes

(e mutuamente exclusivas) possibilidades deve ocorrer
(i) (M*,q) € isomélrico a (S, gs), onde gy € a métrica canodnica.

(ii) (M*,g) é uma variedade Kdihler, ou é o quociente de uma variedade Kihler por uma
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mwvolucao livre, 1sométrica e anti-holomorfa. Além disso, quando dada a orientac¢do
natural, temos
2
Vol(g) = §7r2(2x(M4) + 30 (M*))

(iii) (M*,g) nao é uma variedade Kdihler e satisfaz

Vol(g) < ;”2(2x(M4) = 3lo (M)

Uma aplicagao muito bonita deste Teorema reside num consideravel melhoramento de
um resultado de rigidez obtido do famoso Teorema de Bishop. Lembre que, pelo Teorema
de Bishop, se a esfera admite uma métrica Einstein positiva nao isométrica & métrica

canodnica entao, apos normalizagao, o seu volume deve ser menor que o volume advindo
8r?

5
resultado de gap que melhora esta afirmagao. Mais especificamente, M. Gursky obteve o

da meétrica canoénica, isto é, menor que A partir do Teorema 4.2, obtem-se um

seguinte resultado:

Teorema 4.3 (M. Gursky, [39]). Suponha que S* admite uma métrica Einstein positiva
g que nao € isométrica o métrica candnica da esfera gy, e normalizada de forma que

Ricy = 3g. Entao
872

Vol (S* —
Og( ) < 9

Seguindo o mesmo sentido das ideias, M. Gursky e C. Lebrun [40] demonstraram o

seguinte resultado de gap considerando agora o espaco projetivo:

Teorema 4.4 (M. Gursky- C.Lebrum, |40]). Suponha CPy admite uma métrica Einstein
e positiva g a qual nao € isométrica a métrica canonica g em CPy, e normalizada de

forma que Ricy, = Ricy,. Entao
1
VOZQ<CP2) < §V0lgl (CPQ) .

Além de resguardar a importancia destes teoremas para aplicacoes posteriores, toma-
mos como objetivo desta se¢ao conseguir um melhoramento dos mesmos. Como inspiragao
para a melhora que proporemos a seguir observe que, pelo Teorema 4.3, ao perturbar a
métrica gy em S*, podemos construir variedades cujo volume continua préximo de % do
volume da esfera canonica unitaria. A partir desta observagdo, usaremos algumas ideias
de convergéncia que Aviles e Escobar utilizaram em [5], para melhorar o gap de uma
consequéncia do Teorema de Bishop. Salientamos que um ingrediente chave para a nossa
demonstracao reside na convergéncia para a pertubagao das métricas, o que serad feito

utilizando um Teorema de convergéncia para métricas de M. Anderson [4].
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Uma importante relacao entre o volume e o raio de injetividade é dada pelo famoso

Teorema de Berger:

Teorema 4.5 (M. Berger, [9]). Considere (M™, g) uma variedade Riemanniana. Entdo

Voly (M) > w, (M) |

™

onde inj,(M) denota o raio de injetividade de (M, g) e w, denota o volume da n-esfera

canonica unitdria.

Note que, unindo o Teorema 4.3 ao Teorema 4.5, podemos inferir que qualquer mé-

s
3
é isométrica a métrica canonica. O resultado a seguir melhora suavemente a afirmacao

trica Einstein g na esfera 4-dimensional S* satisfazendo que Ric, = 3¢ e inj,(S*) >

acima. Nossa prova serd por contradicao. Como veremos a seguir, se a conclusao nao
for verdadeira, sera possivel construir uma sequéncia de métricas Einstein em S* as quais
convergem & métrica canonica em S*. Como a métrica candnica é uma métrica de Eins-
tein isolada em S* a contradicao ocorre. A hipdtese sobre o raio de injetividade se torna

importante devido a utilizacao de um resultado de compacidade para métricas por M.
Anderson ([4]).

Teorema 4.6. Eziste um niumero universal iy tal que qualquer métrica g na esfera j-
. . 4 . . o . . 4 T . L, . L, . « L, .
dimensional S* satisfazendo que Ric, = 3g e inj,(S*) > 5 o € isométrica a métrica

canoénica.

Demonstracao. Assuma, por contradicdo, que para qualquer ¢ > 0 existe uma métrica
nao canobnica g. em S* tal que Ric,. = 3¢. e inj, (S*) > 45 —¢. Como g. é ndo canonica,
segue do Teorema 4.3 que Vol(S*, g.) < %7?2. Portanto, utilizando o Teorema de Berger,
8 5 4 8
=7 — f(2) < Vol(§',g2) < o7,
onde f(¢) — 0 quando ¢ — 0. Desta forma, existe uma sequéncia de métricas nado
canonicas, Einstein, nas 4-variedades simplesmente conexas (S, h;) com Ric,, = 3h;.

Tais métricas satisfazem que diamy, (S*) < m(pelo Teorema de Bonnet-Myers) e
4 8 »
Vol(S*, h;) — 97

quando ¢ tende a co. Como temos limite uniforme para a curvatura de Ricci, para o

diametro, convergéncia para o volume, e um limite inferior para o raio de injetividade,
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segue do Teorema 1.1 em [4] que uma subsequéncia converge, na topologia C1*, a uma
variedade (S, h) onde h é uma métrica Riemanniana C*®. E facil ver que a métrica h
como sendo a métrica limite de métrica Einstein é uma solucao C'b fraca da equacao de
Einstein Ric, = 3h. A teoria de regularidade eliptica implica que h é suave. Além disso,

Vol(S* h) = 8x2. Tsto ¢ uma contradi¢ao visto o Teorema 4.3. O

Assumindo uma condicao de curvatura seccional positiva, nés podemos dar uma nova

versao deste Teorema com hipotese apenas sobre o volume.

Teorema 4.7. Ezriste um e > 0 universal tal que qualquer métrica g na esfera 4-dimensional
S* com curvatura seccional nao negativa, Ric, = 3g e SWQ — e < Vol(S*, g) ¢ isométrica

a esfera munida de sua métrica canodnica.

Demonstragao. Como Ricy = 3¢, segue da defini¢ao de curvatura de Ricci e do fato que
S?* tem curvatura seccional nao negativa que 0 < K(P) < 3. Por outro lado, o Teorema

de Gursky-Leblum’s [40] nos da que

8
47y 2
Vol(S*, h) > —157r

]

Fica da mesma forma salutar que, utilizando-se o mesmo sentido das ideias, é possivel

obter novos resultados considerando o espaco projetivo CPs:

Teorema 4.8. FExiste um numero universal 1y tal que qualquer métrica g sobre a /-

™

variedade CPy satisfazendo que Ric, = Ricy, e inj,(CPy) > — 19 € isométrica a

3

métrica candnica gi.

Teorema 4.9. Existe um £ > 0 universal tal que para qualquer métrica g sobre a /-

variedade CPy se g possui curvatura seccional nao negativa, Ricy = Ricy, e %7?2 —e <

Vol(CPy), entao g é isométrica a métrica candnica g .

4.2 Sobre S'-agoes estaticas em variedades Einstein (n +
1)-dimensionais

Em [82], H. Seshadri descreve uma ideia correlata e particular a defini¢do de variedade
estatica tridimensional, encontrando um caminho a certo ponto oposto do descrito ao
inicio deste capitulo. De fato, H. Seshadri considera a seguinte definigdo (onde aqui

consideramos uma dimensao qualquer):
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Definigao 4.1. Uma variedade (N"' h) serd chamada Einstein estdtica se for uma

variedade Finstein munida de uma S'-acdo isométrica satisfazendo as condicoes

(i) A S'-acao ¢ semi-livre (isto significa que para todo x € N, o subgrupo estabilizador

Sto(z) = {y € SY;yx = z} € a identidade ou o grupo inteiro S')

(ii) Se F = {x € N;gz = z,Yg € S'} € o conjunto dos pontos fizos da S'-ac¢do, existe

uma tsometria

d:(N\Fh) — (UxS', g+ f2do?),

onde (U, g) é uma n-variedade Riemanniana, (S',d0?%) € o circulo unitdrio munido

da métrica induzida e f: U — R € uma funcao suave e positiva.

A acdo sobre N serd denominada uma S'-acdo estatica. Salientamos que o artigo
[82] propoe, entre outros interesses, o estudo deste tipo especial de variedade estatica
em dimensao n = 3, seguindo os quais, obtém-se resultados de rigidez sob condigoes de
curvatura no conjunto dos pontos fixos F. De fato, o reuso do termo estatica advém de
que a variedade M é estatica segundo a defini¢cao formalmente utilizada.

No que segue, abordaremos dois exemplos importantes de variedades Einstein estaticas

construidos por H. Seshadri em [82].

(a) Considere o seguinte conjunto quociente

0,2] x S"! x St

~

. h=dt* 4+ sen*(t)gsn—1 + cos®(t)db?,

onde as classes de equivaléncia sdo dadas por {0} x S"7! x {y}, {2} x {z} xSt e
{(t,z,y),t #0,Z}. (N, h) é claramente isométrica a (S"*!, gsu+1), sendo a isometria
dada por (¢,x,y) — (sen(t)x,cos(t)y). Considere a S'-acdo em N dada pela rotacao
no ultimo fator. Desta forma, veremos que o conjunto dos pontos fixos da St-acao

_ {3z} xsnixs!

serd, I . Além disso,

(N\ F,h) = ((o g) x ST % S, dt? + sen?(t)ggn1 + c0s2(t)d92>

Desta forma, vemos que (N, h), e portanto (S"*! gsni1), é uma variedade estatica.

Observe também que, neste caso, o conjunto dos pontos fixos F' é isométrico a esfera
—1
(Sn ; gSnfl ) .

(b) Considere o conjunto quociente
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[0, 7] x S~ x St

~Y

N —

, h=dt* + ggn1 + sin®(t)d6?,

que é isométrico & N = (S"72 x S%, ggn-2 X gs2). Acima, consideramos as classes de
equivalencia {0} x {z} x S!, {m} x {a} xSt e {(t,z,y),t # 0,7}. A isometria da-se
ao enviar (t,z,y) € N a (z,cos(t),sen(t)y) € R" 2 x R x R% A Sl-acdo em N serd

dada pela rotacao no ultimo fator. O conjunto dos pontos fixos da acao sera

{0} xSt x Stu{n} xS xSt

~Y

F

A acao tomada serd estatica, pois

(N\ F,h) = ((0,7) x S" ' x S*, dt* + +ggn—1 + sin®(t)do?).

Tais exemplos tornam-se importantes ao servir como modelos ao tratar alguns teore-
mas de rigidez propostos em [82].
A seguir, comentaremos algumas propriedades bésicas advindas desta acao estatica

que recorrem em observacoes simples do caso n = 3 ja abordado em [82].

Proposicao 4.1 (|82|). Considere (N, h) uma (n + 1)-variedade Finstein estdtica que é
isométrica a (U x S, g+u?df?) e F o conjunto dos pontos fizos da acio S'-estdtica (vide
Defini¢ao 4.1). Considere M o completamento sequndo a métrica g de (U, g). Temos as

sequintes propriedades:

(i) F é a unido de subvariedades totalmente geodésicas de codimensao par de N. No

caso de dimensao n = 3, F consiste de uma unido de esferas S?;
(i1) M ¢é uma n-variedade com fronteira, analitica e compacta com OM = M\ U;
(iii) A métrica g extende-se analiticamente & M ;
(iv) A fungio f extende-se analiticamente & M.

(v) OM € isométrica ao conjunto dos pontos fizos da ac¢do F' e, além disso, f =0 sobre
OM e |Vf| =1 sobre OM.

Como ja adiantado, a variedade (M, g) obtida como completamento por g de (U, g),
possui uma estrutura de variedade estatica de curvatura escalar positiva, com as impor-
tantes propriedades adicionais de que f~1(0) = OM e |V f| = 1 sobre OM (item (v) do
teorema anterior). A proposi¢ao a seguir é uma observagao ao fato de N ser vista como

um produto warped:
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Proposigao 4.2. Considere (N"™' h) uma variedade Einstein estdtica normalizada de
tal forma que Ric, = nh. Entdo a variedade (M, g) obtida da Proposicio 4.1 satisfaz o

sequinte problema sobredeterminado

DTQf = Ricy —ng
Af= —nf

Demonstragio. De fato, como N = M X 2 S, segue de uma computagdo para produtos
warped (ver Proposi¢ao 9.106 em [10]) que dados campos X,Y € X(M), temos
1

ng(X,Y) =nh(X,Y) = Ric,(X,Y) = Ricy(X,Y) — ?02 FX,Y),

e, considerando v vetor vertical e unitario em NV,

n = Ricp(v,v) = !

A f.
7ol

O

Os principais resultados de H. Seshadri em [82] se devem a rigidez na classificagao
da variedade Einstein estatica no caso n = 3 segundo condigoes de curvatura em F' e,
portanto, pela Proposicao 4.1, condigoes de curvatura em 0M. Em suma, os teoremas

abaixo representam tais resultados

Teorema 4.10 ([82]). Considere (N*, h) uma variedade fechada, e Finstein estdlica.

Entao a curvatura Gaussiana de OM satisfaz K(p) > 1, para todo p € F.

Teorema 4.11 ([82]). Considere (N*, h) uma variedade fechada, simplesmente coneza e

FEinstein estdtica. Se a curvatura de Gauss K = 1 em todo ponto de OM, entio (N* h) é

isométrica a (S*, gs).

Teorema 4.12 ([82]). Considere (N*, h) uma variedade fechada, simplesmente coneza e
Einstein estdtica, normalizada de tal forma que Ric, = 3h. Se K < 3 em todo ponto de

OM, e OM tem mais de uma componente coneza, entio (N* h) é isomélrica ao produto

(8% X 8, 95235 X 952 2))

Andaremos ao sentido de buscar generalizagoes em dimensoes altas para tais resulta-

1
)

dos, bem como inferir novas técnicas na demonstracao dos mesmos.
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4.2.1 Um resultado de rigidez em dimensao 3

Nesta se¢do apresentaremos uma aplicacdo do Teorema de Gursky (cf. Teorema 4.2)
para inferir uma versao mais genérica do Teorema 4.11 em dimensao 3, bem como tomamos

uma diregao distinta & demonstracao de [82].

Teorema 4.13. Considere (N* h) uma variedade Riemanniana Einstein estdtica, fe-
chada. e normalizada de forma que Ric, = 3h. Considere (M3, g) a variedade estdtica
associada. Se K <3 em OM, entdo (N, h) € isométrica a (S*, go) (caso OM seja conexa)

ou (N*, h) é isométrica a (S* xS?, gst) (caso OM tenha mais que uma componente conera).

Demonstracao. Lembrando que as [ componentes conexas de OM sao esferas topologicas,

segue do teorema de Gauss-Bonnet e das nossas hipoteses que

l

l
Al =" KdVol < 3% Vol(0;M) (4.3)
=1

Por outro lado, utilizando a descricao de comparacao pelo Teorema de Fubini que

I
descrevemos anteriormente, segue que Vol(N) = 2% Z Vol(0;M). Portanto,
i=1
872l
Vol(N) > WT (4.4)
Para finalizar a demonstracdo, concluiremos nossas assertivas utilizando o Teorema
4.2. Como x(N) =2l e o(N) = 0, a opgao (i7i) do Teorema 4.3 ndo pode ocorrer. A
opgao (i) implicard que a variedade N sera isométrica a S? x S?, CP? ou CPz#k@Q),
3 <k <8 Comoc(CP? =1e o(CP*#kCP’) = 1 — k, podemos descartar estas
opgoes. Finalmente, como x(S*) =2, x(S* x §?) =4 e x(N) = 2[, onde [ é o ntimero de
componentes conexas de M, nos concluimos nossa assertiva.

]

4.2.2 Resultados de rigidez sob uma limitacao da curvatura escalar

no bordo

A partir de agora, andaremos ao sentido de generalizar os resultados de [82] para
dimensoes altas. Comeg¢amos com um lema crucial aos encargos posteriores. No que segue,
sempre consideramos (M, g) como a variedade estatica associada a uma variedade Einstein

estatica (N, h) e cujas relevantes propriedades devem ser relembradas nas Proposicoes 4.1
e 4.2.



4.2 Sobre S'-agoes estéticas em variedades Einstein (n + 1)-dimensionais 76

Lema 4.1. Considere (M™, g) uma variedade Riemanniana estdtica, com fronteira OM e
considere sua funcao potencial f: M — [0,00) de forma que f~1(0) = OM. Isso significa

que g e [ satisfazem o sequinte problema sobredeterminado

DTQf = Ricy —ng
Af = —nf.

Entio, a funcio ¢ = f%+ |df|* ndo pode atingir seu mdzimo global em OM, a ndo ser

que @ seja constante e, dessa forma, M seja uma variedade Einstein.

Demonstracao. Antes de mais nada lembre que, sobre OM, temos que ¢ = 1.
Considerando a féormula de Bochner-Weitzenbdck e a equacao estatica, nos inferimos

que

%A|df|2 = |D*f]? = n|Vf|* + Ric,(Vf, V)

= -+ LD g
— DR+ (Ve VL)
1
= [D*f]P + ﬁvf(\VfIQ)
1
= [D*fPP + ﬁWf, V|df|?).
Portanto, temos
1 (V[P AVAE 1 _ DS
Edw (T) =5 2—fz<V|df|2,Vf> = (4.5)
Utilizando novamente a equacao de estaticidade, temos
SO = Af+|df? = —nf? +1df
e, portanto,
1. [(Vf? _Af2 1 _Af2 1 _—nf2

Considerando a defini¢ao de ¢, somamos as equagoes (4.5) com (4.6), e temos

sdiv (S2) = JUD*P =) 20 (17)
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pois, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e pela equacao de estaticidade,

n’f* = (Af)? = (D*f,g)* < [D*fI"n.

Pelo Principio do maximo de Hopf, visto a desigualdade (4.7), concluimos que Ve
atinge o maximo no interior de M, a nao ser que seja contante. Caso ¢ atinja o maximo

na fronteira, teremos que ¢ = 1 em M e, de (4.7), temos que |D*f|? = nf? em M.

Portanto,
[D*f|? 2 2 2
n = 7 = |Ric, — ng|* = |Ricy|* — 2n*(n — 1) + n* = |Ric, — (n — 1)g|* = 0

onde utilizamos que R, = n(n — 1). Desta forma, concluimos que Ric, = (n —1)g em M

e, por conseguinte, (M, g) é uma variedade Einstein. O

Com a utilizacao do Lema anterior, demonstraremos nosso proximo resultado que é

uma generalizagao do Teorema 4.10.

Teorema 4.14. Considere (N"™' h) uma variedade fechada e Einstein estdtica. Entio

a curvatura escalar de OM satisfaz Ry(p) > (n — 1)(n — 2), para todos pontos p € OM.

Demonstragdao. Considere a fungao ¢ = f?+|df|* previamente abordada no Lema anterior.
Se  atinge seu maximo no interior, segue do Lema 4.1 que M é uma variedade Einstein
com Ric, = (n — 1)g. Lembrando que 0M é uma subvariedade totalmente geodésica, a

Equacao de Gauss nos informa que

RM = R, — 2Ricy(v,v) =n(n —1) —=2(n —1) = (n — 1)(n — 2).

Agora, suponha que ¢ atinge seu maximo em dM. Considere p € M. Como [ atinge
seu minimo em dM, e f e ¢ sdo constantes em OM, teremos que (Vo, Vf)(z) < 0, para
todo z suficiente proximo de p. Consideramos o campo v(z) = %(m), 0 campo normal
interior & hiperficie de nivel X% = f~1(f(x)) em x. Em particular, v(p) é o vetor normal

interior a OM. Temos que

0>(Vep,Vf)(z) = <2fo+2|Vf|V|Vf| V) =2f IV +2VIVIVIL V)

— 2|V <1+@),
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onde, nas tltimas identidades, utilizamos a definicao de v. Como f > 0 no interior de M,

temos que

v(v(f))
f

<-1 (4.8)

Utilizando a defini¢ao de v, temos
1
V() = VIV v) = SV flv(v]?) = 0 (4.9)

Unindo as equagoes (4.8), (4.9), a equagdo estatica e a equagao de Gauss, temos

Rgzz = n(n—1) = 2Ric,(v(z),v(z)) — [II**|* + (HE-T)2

1) 2D2f(u(:c),u(x)) I 4 (Y

—

= n(n—1)—2n— 2"(”}’8)) — [IIZ= 2 4 (H®=)?

n(n —1) — 2n — 2 — [I> > + (mef
= (n—1)(n—2) — [II™ ]+ (H™)’,

Y

onde Rgzx, [T e H>* representam a curvatura escalar, a segunda forma fundamental e
a curvatura média da hiperficie X,. Fazendo x — p e utilizando que OM é totalmente

geodésica, chegamos ao resultado almejado. O]

Salientamos que a limitacao da curvatura escalar obtida no Teorema anterior para o
problema das variedades estaticas tratadas no escopo desta secao nos d4 uma importante
aplicagao de rigidez que nos remete ao célebre Teorema de Llarull. Tal teorema pressupoe
uma hipétese de limitacao pontual da métrica. A seguir, relembramos este resultado de

rigidez obtido por Llarull em [62]:

Teorema 4.15 (Llarull, [62]). Considere uma métrica g qualquer e go a métrica candnica
na esfera S™ de raio r. Se pontualmente temos que g > gy, entao
n(n —1
inf R, < "=,
,

e a igualdade ocorre se, e somente g = gp.

A partir deste resultado, conseguimos um Teorema que generaliza, para nosso caso

particular de variedade estéatica, um Teorema de Hizagi, Montiel e Raulot ([45]).



4.2 Sobre S'-agoes estéticas em variedades Einstein (n + 1)-dimensionais 79

Teorema 4.16. Considere (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta, estdatica tal
que3<n<T7Toun>3eM éspin. Se f é o potencial estdtico, suponha que |df| =1
em OM. Suponha que existe uma componente conexa Yo de OM que € difeomorfa a uma
(n — 1)-dimensional esfera S*™™'. Se o tensor métrico induzido gs, € pontualmente maior
ou igual que o tensor métrico da esfera padrio de raio r, entao r < 1. Se ocorre a

igualdade, entao OM é coneza e (M™, g) € isométrica ao hemisfério candnico S C R"1.

Demonstragao. Primordialmente, temos pelo Teorema 4.14 que Ry, > (n — 2)(n — 1).
Por outro lado, o Teorema de Llarull nos da que
n—2)(n—1)

min R,. < (
5 95y — r )

pois gy, € pontualmente maior ou igual que go, a métrica standard numa esfera de raio r,

cuja curvatura escalar é w Portanto,
r < (n —.2)(77,— 1) <1< max K
min Ry, ko
Isto nos da a desigualdade almejada. Se r = %O’”, nos obtemos que r = 1. Entao,

gs, € pontualmente é pontualmente menor ou igual a métrica candnica na (n — 1)-esfera
unitaria. Novamente segue do Teorema de Llarull que (2o, gs,) é isométrico a (n — 1)-
esfera candnica unitaria. Para finalizar esta demonstracao, utilizamos a desigualdade de
Chritsciel. O]

O 1ltimo resultado desta segao se detém a generalizar o Teorema 4.11 para dimensoes
quaisquer. De fato, veremos que sob uma hipdtese de curvatura escalar constante sobre
a fronteira da variedade estatica, é possivel obter a rigidez da variedade Einstein estatica

associada.

Teorema 4.17. Considere (N, h) uma (n+ 1)-variedade fechada, simplesmente coneza e
FEinstein estdtica. Se Ry(p) = (n — 1)(n — 2) para todos os pontos de OM, entdo (N,h) é

isométrica a (S", ggni1).

Demonstracao. Seguindo as notacoes dos resultados anteriores, a demonstracao do Lema

4.1(vide (4.7) e o final da demonstragio) nos infere que

1 \%
édiv (Tgo) = f|Ric, — (n — 1)g|*. (4.10)
Considere £ > 0 sufucientemente pequeno e seja M. = M \ v 1[0, ¢) a variedade com

fronteira u=!(g). O vetor normal unitario exterior & M, sera v. = —%. Utilizando o
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Teorema da divergéncia, temos

f|Ricg — (n — 1)gl2dV =

M.

L (T¢
/sdw< 7 >
1 (Vo,Vf)
- 2/aME 71V 1)

Utilizando os calculos do Teorema anterior, temos que

N | —

(Vo, V) { D*f(v, V)}
— V|1 4+ ———=
I 7
= |Vf[[(n=1)(n—2) = RO — [II°M > + (HO™)*] . (4.12)
Fazendo ¢ — 0, lembrando que |Vf| = 1 em OM que é totalmente geodésica, e

utilizando a hipotese que R = (n — 1)(n — 2), concluiremos de (4.11) e (4.12) que
Ric = (n — 1)g em M, isto é, M é uma variedade Einstein. Utilizando o Teorema 1.4
concluimos que M é isométrica ao hemisfério canonico (S7,gs). De fato, temos que
M & Einstein, as componentes conexas de dM sao totalmente geodésicas e, da equacao

de estaticidade, o primeiro autovalor de —A é \; > n. Por outro lado, \; < n pois

—Af = nf. Dessa forma, \; = n e, portanto, pelo Teorema 1.4 M ¢é isométrica a
n
(S+agst>'
Para finalizar, utilizamos o Teorema 4.1 para concluir que, como dM ¢é isométrica a
S*=1 N sera isométrica a S*H1. O

4.2.3 O caso do bordo desconexo

A partir de agora, andaremos na direcao de generalizar resultados de rigidez para as
variedades Einstein estéticas abordadas em [82]| sob limitacdo da curvatura escalar no
bordo que é desconexo. Com técnicas distintas das utilizadas no caso do bordo conexo,
inferimos a utilizacao de resultados de existéncia de hiperficies minimas mergulhadas em
variedades de dimensoes 3 < n < 7 para obter, neste caso, a existéncia de uma hiperficie
quase-Einstein no interior da variedade estatica em questao.

Antes de mais nada, relembraremos algumas importantes definicdes no trato de su-

perficies minimas.

Definicao 4.2. Uma hiperficie ¥ de uma variedade M € dita ser 2-sided se existe um

mergulho

Y x[-1,1] — M
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com Y(x,0) = x, para todo v € ¥ e

DS % [~1,1]) NOM = (93 x [-1,1]).

Em outras palavras, isto significa que o fibrado normal da hiperficie 3 € trivial. Caso

1sto nao ocorra, a hiperficie 3 € denominada 1-sided.

Considere F': ¥ x (—¢,e) — M uma variagao de ¥ com fronteira fixa. Isto significa
que F(X,0) = X e, para todo z € 0%, F(z,t) = x.

Definicao 4.3. Diremos que uma hiperficie ¥ C M minima € estdvel se para qualquer
variacao com fronteira fixa F, ocorre que

d2

dt? li=o

Uma hiperficie minima 3 serd dita locally area minimizing se Area(¥) < Area(X;),

Area(F(%,t)) > 0.

para qualquer variacdo de X e t suficientemente pequeno.

E uma observacao simples que locally area minimizing é uma condicao que implica
estabilidade. Um célebre resultado de Meeks, Simon e Yau (cf. |63]) garante a exiténcia

de hiperficies minimas estaveis segundo algumas condicoes.

Teorema 4.18 ([63]). Considere (M™, g) uma variedade Riemanniana completa com fron-
teira OM # 0, de dimensao 3 < n < 7. Suponha que OM é mean conver e possui mais
que uma componente conexa. Entao existe uma hiperficie ¥ homdloga a OM, minima,

estavel e propriamente merqulhada em M.

Observamos que na demonstragdo do Teorema anterior em [63] fica ainda subscrito
que a hiperficie encontrada ¢ de fato locally area minimizing.

E interessante notar também que uma hiperficie fechada, minima estavel ¥ contida no
interior de uma variedade estatica M, é totalmente geodésica. De fato, a estabilidade de
¥ implica que, para qualquer func¢ao ¢ € C'(3), ocorre a nao positividade para a segunda

variacao da area:

/(¢2|M|2 P Ricy(v,v) — |VEG[2)dA < 0. (4.13)
>

Em particular, considere ¢ = f como sendo o potencial estatico de M. Desta forma,

temos que

fRic(v) = D*f(v,v) — Af (4.14)
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Por outro lado, como X é minima, temos que

Af=NAN"f+D*f(v,v). (4.15)

De (4.14) e (4.15), teremos que

fRic(v) = —A%F,

de onde, ao substituir em (4.13), concluimos que

2 2 - 2, Y or|12
/Ef III[2dA = /Ef R@c(l/)dA+/E|V F2dA

- /fAZfdAJr/\VZf]ZdA
b b))
pu— ()7

onde na tltima igualdade utilizamos integragao por partes junto ao fato que X é fechada.
Como f > 0 no interior de M, segue que Il =0 em 3.
O Lema a seguir ¢ uma extensao de um resultado de Cai e Galloway ([16])para dimen-

soes quaisquer e serd utilizado na demonstragao do teorema principal desta secao.

Lema 4.2. Considere (M™, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar cons-
tante nao negativa R, e suponha ¥ uma hiperficie totalmente geodésica e estdvel com
curvatura escalar intriseca Rg2 = R,. Dada uma variagao normal de X, digamos {3},

temos que

(s, [*)"(0,2) = 0
Demonstracao. Segue da Equacao de Evolucao de Ricatti que

oH
ot

Isto junto & Equacao de Gauss nos dara que

= —Ric(v) — |IIJ?

OH 1 1 1 1

— = ——R,— -l - -H*+ -R* 4.16
ot 27 2| | 2 * 29 (4.16)
Considerando A(t) a area de X, temos a primeira e segunda formula de variacdo da

area

A,(t) - Hdzt

p3



4.2 Sobre S'-agoes estéticas em variedades Einstein (n + 1)-dimensionais 83

A'(t) = / (Ric(v) + [II* — H?)d%;.
3t
A segunda Formula da variacio da area junto a equacao (4.16) nos infere que

1
A'(t) = _5/2 (R — R* +|I1]* — H?)dx%, (4.17)

A medida de area d¥; de X esta relacionada com a medida de area de X por d¥; =
p(x,t)dy, onde p é uma fungao positiva satisfazendo que p(0,z) = 1. Podemos escolher

e > 0 suficientemente pequeno de forma que

1
para todo t € (—¢,¢) e x € 3. Esta observagdo permite reescrever a identidade (4.17)
como
1
A'(t) = -5 /(R — R* + |)? — H*)pudX. (4.18)
»

Para finalizar a prova, procederemos com um argumento de indugao para demonstrar

que as n-ésimas derivadas

(H?)"(0,2) = (R = R¥)™(0,2) = (JLI*)™(0,2) = 0.

Pelas hipoteses do Teorema, fica claro que as identidades acima sao validas para n = 0.
Supondo as Identidades validas para 0 < k < m — 1, diferenciando a equacao (4.16)
m — 1 vezes, ja concluimos que H™)(0,x) = 0. Utilizando a regra do produto, vé-se
que (H?)™(0,z) = 0. Desta forma, utilizando-se extensdo de Taylor, existe uma funcao
limitada f(t,z) com |f(¢,z)| < C e tal que

(R, — R®)™(0,2)
m!

R,— R — H* = + f(t, z)tmt

Portando, utilizando (4.18), temos

1
A'(t) < -5 /E(Rg — R* — H*)pdX:
tm tm+l
< o [(Re= ROt s + - [ [l
2m| ) 2 b
< —— /(Rg — R®)™(0, 2)dX + C - A(X)tmH
%

 4m)
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Se tivéssemos que fZ(Rg — R¥)™)(0,2)dY > 0, a desigualdade acima implicaria que
para t suficientemente pequeno, digamos ¢ € (0,4), A”(t) < 0. Isto contradiria a hipotese
de que ¥ é estavel. Portanto, (R, — R¥)™)(0,r) = 0, para todo z € 3. Utilizando a
mesma ideia de expansdo a séries de Taylor, concluiremos que (|I|?)™(0,x) = 0, para
todo z € X. O

Finalizando nossos resultados, vamos propor uma generalizagao fiel do Teorema 4.12,
a partir da teoria variacional proposta anteriormente. De fato, nosso Teorema generaliza
o Teorema 4.12 para dimensoes 3 < n < 7. Salientamos que no caso proposto por H.
Seshadri, a dimensao 3 propoe a classificacao completa da variedade quasi-Einstein obtida

e, por conseguinte, a classificagdo da variedade estatica em questao.

Teorema 4.19. Considere N uma variedade Einstein estdtica, fechada e simplesmente
conexa. Considere (M™,g) a variedade estdtica contida em N. Se 3 <n <7, OM tem
mais de uma componente coneza e Ry(p) < n(n—1), para todo p € OM, entio existe uma

hiperficie quase-FEinstein, homdloga a OM e propriamente mergulhada em M.

Demonstracao. O Teorema 4.18, garante a existéncia de uma hiperficie > minima, locally
area minimizing e propriamente mergulhada em M. Neste ponto temos dois casos a

considerar.

(A) X esta no interior de M;

(B) X intersecta OM e portanto, via principio do méaximo (ja que X e M sao hiperficies

minimas), 3 é uma componente de M.

No segundo caso, utilizaremos o lema 4.2 para conseguir uma hiperficie estavel e

propriamente mergulhada no interior de M, e dai recorrer novamente ao caso (A).

(A) Podemos assumir que 3 é uma hiperficie 2-sided no interior de M e, desta forma
f > 0 numa vizinhanca de Y, onde f é o potencial estatico de M. Considerando
v o campo normal exterior & X e t € (—&,¢) onde necessitarmos sentido, defina
uma variacdo normal {Zt}te(_&s), percorrendo a partir de ¥ na dire¢do normal v
o comprimento t ao longo das geodésicas da métrica f2¢g. Em Y, denote por H, a
sua curvatura média, Il; a sua segunda forma fundamental e v; seu vetor normal

exterior. Temos a seguinte evolucao para a a Segunda Formal fundamental:

Ol
ot

= (D?f)ij + fII"Mj + f~" Rinjn, (4.19)
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onde 1 <4,j <n—1e (I;);; e (D*u);; sdo as componentes dos respectivos tensores.
Tomando o traco da equacao acima, temos a seguinte equacao de evolugao para a

curvatura média

0H .
a_ttfRZC(Vt; Vt) + fm]ltl2 + AEzf> (420)
onde Ay, f é o Laplaciano de f com respeito a métrica induzida de M em ;. Se

considerarmos A(t) a area de %, a formula da primeira variacao da area nos da que

d
A0 == [ rHaa (4:21)

A relacao entre o Laplaciano intriseco e extriseco de Y; é dado pela formula

H,0
Af = As f+ D2 f(0) 5L
o que junto a equacao de estaticidade nos da que
H
As,f=-nf—D*f(v,v)+ 7’*% (4.22)

Unindo (4.20), (4.22) e a equacao de estaticidade, temos

0Ht - 2 2 B 2 Htau
_ 2 Hiou
= wu|II]* + o

Isto implica que

o7 _fw_ﬁazuﬂ[ﬁzo

0 <Ht) _10H, H,0f
/

Assim, £t & uma funcao ndo decrescente com Hy = 0. Como também f > 0, segue
que H; > 0 em [0,e). Isto unido a equagdo (4.21) nos daré que LA(t) < 0. Se
A'(t) < 0 para algum t € (0,¢) isto nos daria uma contradi¢do ao fato de que X é

locally area minimizing. Portanto, temos que H; = 0, para todo t € [0, €), isto é

IIL,|? = 0,V € [0, ¢).
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Fica salutar que ao utilizarmos a mesma variagao agora com respeito ao vetor —v,
a identidade acima ocorre para todo t € (—¢,¢), isto é as hiperficies geradas pela
variacao sao todas totalmente geodésicas. Desta forma, dados campos X,Y € TY,

unindo as informagoes acima com a equagao de estaticidade e (4.19) temos

fIDLF(X,Y) = Ric,(X,Y) —ng(X,Y) = —g(R(X,v)v,Y). (4.23)
Agora, considere e; € T,¥ um vetor tangente unitario. Por (4.23) temos que

K(e1,v) =n — Ricy(es,€1), (4.24)

onde denotamos por K (X,Y') a curvatura seccional do 2-plano gerado pelos campos
X e Y. Complete a base de forma que {ej,e,...,e,-1} seja uma base de T,X e
{e1,€2,...,€,_1,v} seja uma base de T,M. Assim, segue da definicao de curvatura
de Ricci e de (4.24) que

n—1
Ricy(e1,e1) = Z K(ei,e;) + K(e,v)
=2
= Ric”(e1,e1) +n — Ricy(e1, 1),

onde Ric” denota a curvatura de Ricci intriseca a 3. Portanto,

1
Rng(el, 61) = §(n + Ri02(€1, 61)) (425)

Por fim, procederemos um argumento de polarizacao junto & identidade (4.25).

Considerando X,Y € T),Y quaisquer temos
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1 X+Y X4V
Ric)(X,Y) = ﬂX+YWMc( i i )

IX+Y[" X+ Y]
X-Y X—Y)
IX =Y IX =Y

1 1 1 X+Y X+Y
= X +Y|?(= ~Ric”
gx Yl (2”*2 “’ <HX+YH’||X+YH)>

1 11 X-Y X-Y
—wX—YW<m+—m§( , )>
4 272 X =Y |IX =Y

1 /1 1
= —n|=[|X+Y|P-<IX-Y?
2n(4u +YIP -7l H)

1
—ZwY—YWRw<

1/1 1
—@(?%HX+KX+H—ZM§M—KX—Y0

(ng™(X,Y) + Ric*(X,Y)).

NO| —

Salientamos que nos calculos acima desconsideramos os casos trivialmente verifi-

2

caveis onde X =Y e X = —Y. Também denotamos g(-,-) = || - ||*. Portanto,

utilizando a identidade inferida acima e (4.23), temos

DRF(X.Y) = | 509X, Y) + Ric®(X, V)| ~nfg™(X,7),

e, finalmente,

DEF(X.Y) = LRic® —ng™)(x,v),
para quaisquer campos X, Y € TY. Tal identidade confirma nossa assetiva de que X,

a hiperficie locally area minimizing contida em M, é uma variedade quase-Einstein.

Agora, assumamos que uma das componentes conexas de M, digamos >, é uma
hiperficie estavel. Provaremos que a partir disto é possivel obter uma hiperficie
estavel no interior de M, o que nos recorrera a observacgao do item (A) e, portanto,
a demonstracao deste teorema. Considerando o vetor normal v de ¥, escolhemos
e > 0 suficientemente pequeno de forma que uma vizinhanca tubular U de ¥ é
difeomorfa a (—¢, ) x 3 com o difeomorfismo sendo dado pela aplicagao exponencial

normal. Identifique U com (—e,¢) x X.

A estabilidade de X implica que, para qualquer funcao ¢ € C*(X), ocorre que a

segunda variacao da area
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/(w2|]ﬂl\2 + ?Ric,(v,v) — |V|*)dA < 0.
s

Em particular, se tomamos ¥ = 1, teremos

/ Ricy(v,v) <0.
>

Lembrando a Equacao de Gauss para a componente da fronteira > e a hipotese

inicial, temos

2Ric,(v,v) =n(n—1) — RgZ >0,

de onde junto a desigualdade integral concluimos que R? = n(n—1). Segue do Lema
4.2 e do fato que g é analitica, que Il; = 0, para todo ¢t. Utilizando (4.21), concluimos
que a area de X é constante ao longo da variagao que propomos e, portanto, através
dessa variacao é possivel encontrar uma hiperficie locally area minimizing no interior

de M.

]

Se tivermos alguma informagcao sobre a limitacao da curvatura escalar na hiperficie 3

obtida pelo teorema anterior, podemos obter uma classificacao mais robusta da mesma.

Corolario 4.1. Considere X a hiperficie locally area minimizing e quase-Einsten obtida
sequndo as hipdteses do Teorema anterior. Se a curvatura escalar R* de Y satisfaz uma

das desigualdades a sequir, a hiperficie X é Finstein:
(i) R*(p) > n(n — 1), para todo p € ¥..
(ii) R*(p) < n(n —1), para todo p € ¥.

Demonstracao. Lembre-se de que pela demonstracao do Teorema anterior, a hiperficie X

satisfaz a seguinte identidade

Dif = g[RiCE — ng”] (4.26)

(i) Tomando o trago de (4.26), utilizando a hipotese deste item e a positividade de f,
temos que

Asf = g(RZ —n(n—1))>0 (4.27)

Desta forma,
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(ii)

OE—LfAEf:/EWEfP,

o que implica Vyf = 0 e, portanto, f é constante sobre Y. Substituindo esta

observacao na identidade (4.26), concluimos que X ¢ Einstein.

Como feito na demonstracao do Teorema 4.19, segue do fato que X é estavel que

/ Ric,(v) <0. (4.28)

Por outro lado, como uma hiperficie estavel contida numa variedade estatica é to-
talmente geodésica, segue da Equacao de Gauss que 2Ric(v) =n(n—1) — RgE >0,

de onde concluimos junto a (4.28) que RY = n(n — 1). Portanto,

Asf = g(RE —n(n—1)) =0,

de onde, analogamente ao feito no item anterior, concluimos que

0= [ 19ssP

Isto implica que f ¢ constante sobre X e, desta forma, > é Einstein.
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