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Resumo

Nesta tese, obtemos alguns resultados de rigidez em variedades que satifazem uma

equação do tipo estática como, por exemplo, as variedades estáticas, os Ricci Solitons,

os Solitons generalizados, as variedades V-estáticas e as variedades Einstein com uma

S1−ação estática. Os métodos utilizados para obter nossos diversos resultados são base-

ados na análise de identidades integrais na Geometria Riemanniana, tais como a Identi-

dade de Pohoz�aev-Schöen e a Identidade de Reilly, e em técnicas variacionais inspiradas

na Análise Geométrica.

Palavras-Chaves: Variedades Estáticas; Variedades V -estáticas; Identidade de Pohoz�aev-

Schöen; Ricci solitons.
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Abstract

In this thesis, we obtain some results of rigidity in manifolds which satis�es an equa-

tion of static type, for example, the static manifolds, the Ricci Solitons, the generalized

Solitons, the V-static manifolds and the Einstein manifolds with a S1−static action. The
methods used in ours various results are based in the analysis of integral identities in

Riemannian geometry, such as Pohoz�aev-Schöen Identity and Reilly Identity, and in the

variational techniques inspired by the Geometric Analysis.

Key-Words: Static Manifolds; V -static manifolds; Pohoz�aev-Schöen Identity; Ricci

solitons.
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Introdução

Teoremas de rigidez em Geometria Riemanniana surgem como uma salutar inspiração

de propensos esforços na área, bem como abragem ferramentas da mais diversa natureza.

Exemplos de belos teoremas neste escopo na literatura não nos faltam, indo desde os clás-

sicos Teorema de Bonnet-Myers, Teorema de Toponogov e o Teorema de Obata às muito

recentes resoluções da Conjectura de Poincaré por Perelman, e conjectura de Willmore

por Marques-Neves, além do Teorema da Esfera Diferenciável por Brendle-Schöen. Além

disso, técnicas utilitárias a suas resoluções traduzem a riqueza e abrangência destes esfor-

ços, perpassando da teoria de comparação a análise de Identidades Integrais, como as de

Reilly, Minkowski e Kazdan-Warner, e indo ao encontro de teorias variacionais como os

�uxos geométricos de Ricci e da curvatura média, e a técnica do mini-max.

Neste sentido, um problema que envolve rigidez e permeia a história recente da Rela-

tividade Geral se refere à solução das equações de Einstein como �ns de modelagem da

forma do universo. O objeto base desta área de estudo reside numa (n + 1)-dimensional

variedade Lorentz (L, h) que é um espaço tempo com assinatura (−,+,+, . . . ,+) satisfa-

zendo a equação de Einstein

Rich −
1

2
Rhh+ Λh =

8πG

C4
Th,

onde Rich é o tensor de Ricci de h, Λ é a constante cosmológica, G é a constante gravi-

tacional, C é a velocidade da luz e Th é o tensor momento. Neste trabalho, invocarems

ao problema no vácuo, onde Th = 0. O espaço tempo (L, h) é dito estático se existe um

campo de Killing K do tipo tempo e globalmente de�nido, cuja distribuição ortogonal é

integrável (cf. Seção 3.4 de [43]). A existência de tal campo de Killing determina uma

estrutura de produto warped em L como

L = R×M, h = −f 2dt2 + g, (1)
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onde (Mn, g) é uma variedade Riemanniana de dimensão n compacta, conexa e f : M −→
R é uma função suave denominada de potencial estático. O campo ∂

∂t
será o campo de Kil-

ling em questão. Com um cálculo simples a produtos warped (cf. [10], Proposição 9.106),

a condição de estaticidade de L é traduzida no seguinte Problema Sobredeterminado em

M

D2f − fRicg + Λfg = 0, e ∆f = −Λg, (2)

onde consideramos D2 e ∆, o Hessiano e o Laplaciano advindos da métrica g. Denotamos

(Mn, g, f) de tripla estática. Uma observação importante desta formulação elíptica se

deve a veri�cação que M tem curvatura escalar constante Rg = Λ(n − 1). Além disso,

Σ = f−1(0) é uma hiperfície fechada e mergulhada em M , possivelmente com várias

componentes conexas (cf. estas a�rmações no Teorema 1.1). Do ponto de vista físico, as

hiperfícies R×Σ são chamadas de horizontes de eventos e tem importância no estudo de

buracos negros(cf. [43] e [45], por exemplo).

O exemplo modelo de rigidez para variedades estáticas com constante cosmológica

Λ > 0 é dado pelo hemisfério canônico de raio r =
√

n
Λ
, representado por (Sn+(

√
n
Λ

), gst).

Considerando a função altura h nesta variedade pode-se veri�car que a mesma satisfaz

(2). Desta forma, o correspondente espaço-tempo

(L+, h) = (R× Sn+,−h2dt2 + gst)

é uma solução da Equação de Einstein no vácuo. Este é o exemplo de uma família de

variedades, soluções exatas da Equação de Einstein, chamadas de espaços de De Sitter (cf.

Seção 5.3 de [43]). Além disso, é um componente de rigidez para uma famosa conjectura

formulada por Boucher-Gibbons-Horowitz([14]) e aclamada como No-Hair Conjecture:

Conjectura 0.1 (No-Hair Conjecture). O único espaço-tempo estático com constante

cosmológica Λ > 0 e horizonte cosmológico de eventos conexo é o espaço de De Sitter

de raio
√

n
Λ
. Em outras palavras, a única tripla estática (Mn, g, f) com bordo conexo

e constante cosmológica Λ > 0 é dada pelo hemisfério canônico (Sn+(
√

n
Λ

), gst), onde o

potencial estático f é dado pela função altura.

Salientamos que a conexidade na conjectura acima é essencial (cf. [57]). A partir deste

momento da história, vários trabalhos na direção de demonstrar a unicidade do espaço

de De Sitter tem almejado esforços com a adição de novas hipóteses que corroboram

positivamente para a assertiva da No-Hair Conjecture. Boucher, Gibbons e Horowitz ([14])

provaram uma desigualdade para o caso de curvatura escalar positiva (Λ > 0), onde uma

rigidez é obtida pela igualdade (cf. Teorema 1.6). Além disso, eles obtiveram no mesmo
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trabalho a unicidade do espaço-tempo (chamado de espaço anti-de Sitter) para o caso de

curvatura escalar negativa (isto é Λ < 0). Boucher ([12]) e Friedrich ([32]) demonstraram

o resultado asssumindo uma compacti�cação de Penrose do espaço tempo unido a certas

condições nos �ns conformes. Galloway([34]) demonstrou o resultado quando o espaço

tempo contém uma null line. Chrúsciel ([26]) demonstrou o resultado numa dimensão

qualquer n ≥ 3 com algumas condições sobre a fronteira.

Como limbo à motivação física dada, ainda temos muitos entes na geometria que sa-

tifazem uma equação similar à (2) como, por exemplo, os Ricci Solitons, os almost Ricci

solitons, as variedades quasi-Einstein e, mais recentemente, as variedade V -estáticas (con-

ferir descrições nos capítulos de nosso trabalho). Em comum, há um interesse em esta-

belecer modelos para rigidez e novos resultados nesta direção sob condições na geometria

intríseca para indicar tais modelos.

Parametrado por tais motivações, nossa tese se compromete a dar contribuições a uma

recente gama de trabalhos de classi�cação e rigidez no trato de variedades do tipo estática

e correlatas, inferindo técnicas que residem, especialmente, na utilização de Identidades

geométricas, como a Identidade de Pohoz�aev-Schöen e a Identidade de Reilly, à utilização

de métodos de existência de superfícies estáveis. Nossa tese é organizada em 4 capítulos

cujo avanço em relação à literatura existente descrevemos a seguir.

O capítulo 1 é introdutório às notações e resultados preliminares a serem utilizados ao

decorrer de nosso texto. Além disso, visitamos as de�nições prévias de alguns entes cujas

notáveis propriedades relatadas serão integrantes em nosso desenvolvimento, em especial,

as variedades estáticas e V -estáticas.

O capítulo 2 é devotado à aplicação da Identidade de Pohoz�aev-Schoen com �ns de

obter novos resultados de rigidez, generalizar resultados obtidos e dar demonstrações con-

sideravelmente mais simples das descritas na literatura existente. Em especial, considera-

mos uma versão generalizada desta Identidade clássica para de�nir entes mais genéricos, e

obter demonstrações que utilizam diretamente a identidade. Por exemplo, generalizamos

a noção de almost Ricci soliton para obter uma generalização junto a uma prova distinta

e bem mais direta do seguinte resultado, anunciado primordialmente por Barros et. al em

[7] e conosco obtido como corolário.

Teorema 0.1. Considere (Mn, g,X, λ) , n ≥ 3, um almost Ricci soliton não trivial

fechado e orientado com curvatura escalar constante. Então (Mn, g) é isométrico à esfera

Euclideana (Sn, gst) e (Mn, g,X, λ) é um Ricci soliton gradiente.

Salientamos ainda que nosso método propõe uma maior abrangência das identidades

obtidas no trabalho supracitado. Seguindo a mesma direção também obtemos uma gene-
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ralização junto a uma demonstração mais simples de um resultado para h-almost Ricci

solitons obtido por Xia et. al em [37].

Também aplicaremos a Identidade de Pohoz�aev-Schoen generalizada para obter alguns

resultados na direção de generalizar o Lema de Almost-Schur para tensores mais genéricos

e variedades com fronteira. Além disso, obtemos o seguinte resultado que toma a direção

de um teorema do tipo Alexandrov para hiperfícies imersas.

Teorema 0.2. Considere (Σn, gΣ) uma hiperfície fechada e imersa numa variedade Eins-

tein (Mn+1, g), com gΣ a sua métrica induzida. Suponha que existem funções suaves

λ : Σn → R e f : Σn → R satisfazendo

II +D2
Σf = λgΣ, (3)

onde II é a segunda forma fundamental de Σ. Se a curvatura média de Σ é constante,

então Σ é uma hiperfície totalmente umbílica.

Uma seção do capítulo 2 é dedicada a mostrar a e�cácia no trato da Identidade de

Pohoz�aev-Schoen aplicada as variedades V -estáticas, as quais podem ser vistas como uma

generalização natural das variedades estáticas. Desta forma, generalizaremos a esta classe

de variedades alguns célebres resultados abordados na literatura de variedades estáticas,

caminhando na direção de uma desigualdade do tipo Boucher-Gibbons-Horowitz([14])

para V -estáticas:

Teorema 0.3. Considere (Mn, g) uma variedade compacta, V -estática positiva com fron-

teira ∂M =
l⋃

α=1

Σα, e curvatura escalar Rg = εn(n− 1), onde ε = −1, 0, 1. Considere as

constantes κi = |∇λ||Σi. Então, a seguinte desigualdade ocorre

l∑
α=1

∫
Σα

κα

(
Rgα − ε(n− 2)(n− 1)− n− 2

n− 1
H2

)
dVΣα ≥ 0 .

Além do mais, a igualdade ocorre se, e somente se, (Mn, g) é isométrica a uma bola

geodésica em um dos espaços Rn, Sn ou Hn.

Teorema 0.4. Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana V -estática positiva com

fronteira conexa e curvatura escalar Rg = 6ε, onde ε = −1, 0, 1. Se ε = −1, assuma

adicionalmente que H ≥ 2. Então

4π ≥
(
ε+

1

4
H2

)
Area(∂M) .
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Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3, g) é isométrica a uma bola geodésica

em um dos espaços R3, S3 ou H3.

Por �m, neste capítulo obtemos uma generalização de um resultado aclamado por Miao

e Tam([64]), junto a uma demonstração distinta que novamente utiliza a Identidade de

Pohoz�aev-Schöen. De fato, sua ultilização irá se mostrar um catalisador à sua resolução

junto a uma subtração das hipóteses do problema inicialmente proposto. Salientamos

que o resultado obtido por [64] difere do descrito abaixo por sua restrição à dimensão da

variedade e a hipótese de que a curvatura é não positiva. Tais hipóteses são explicadas

pela forma distinta da nossa em tratar o mesmo problema, já que o resultado deles infere

a técnicas advindas ao Teorema da Massa Positiva.

Teorema 0.5. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n

com curvatura escalar constante Rg = εn(n − 1). Suponha que M possui uma fronteira

conexa e suave Σ, tal que g é um ponto crítico do funcional volume em MK
γ , K =

εn(n − 1). Suponha que (Σ, γ) é isométrica a uma hiperfície totalmente umbílica Σε em

Eε(onde Eε é uma variedade Einstein com curvatura escalar εn(n− 1) e ε ∈ {−1, 0, 1}).
Então,

Hε ≥ H ,

onde H e Hε são as curvaturas médias de Σ e Σε, respectivamente. A igualdade ocorre

se, e somente se, (M, g) é isométrica a um bola geodésica em Rn, Sn ou Hn.

O capítulo 3, tem a seu início alguns teoremas de rigidez para variedades estáticas e

V -estáticas obtidos por uma condição de pinching. A observação crucial à primeira seção

deste capítulo se deve a notar que através de uma computação algébrica é possível reduzir

uma condição de pinching à condição de curvatura de Ricci não negativa. A partir disso,

utilizaremos resultados conhecidos para variedades com curvatura de Ricci não negativa

para demonstrar novos resultados e inferir provas mais simples de resultados já aclamados.

Por exemplo, em [3] L. Ambrozio obtem um resultado de rigidez para variedades estáticas

tridimensionais sob uma condição de pinching fazendo o uso de uma robusta Fórmula do

tipo Böchner em uma direção técnica. De uma maneira consideravelmente mais simples,

utilizando a gênese da curvatura de Ricci não negativa, estendemos este resultado:

Teorema 0.6. Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana orientável, compacta e

estática com fronteira Σ 6= ∅. Assuma que Rg = 6 e

|
◦

Ricg|2 ≤
R2
g

6
.
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Então M possui curvatura de Ricci não negativa e uma das mutuamente exclusivas opções

deve ocorrer:

(i) (M3, g) é isométrica ao hemisfério unitário com a métrica padrão (S3
+, gst).

(ii) (M3, g) é isométrica ao cilindro (S2( 1√
3
)× [0, π√

3
]), g0), onde g0 é a métrica produto.

Além disso, o nosso método propõe uma generalização deste teorema para dimensões

altas:

Teorema 0.7. Considere (Mn, g) uma variedade estática com curvatura escalar positiva.

Se

|
◦

Ricg|2 ≤
R2
g

n(n− 1)

então (Mn, g) tem curvatura de Ricci não negativa. Em particular, uma das seguintes

possibilidades devem ocorrer:

(i) A aplicação i∗ : Π(∂M)→ Π(M) é sobrejetora.

(ii) A variedade (Mn, g) é isométrica ao quociente de um cilindro.

Também obtemos teoremas do mesmo calibre para variedades V -estáticas:

Teorema 0.8. Considere (M3, g) uma variedade V -estática positiva com curvatura esca-

lar positiva. Se

|
◦

Ricg|2 ≤
R2
g

6

então (M3, g) é difeomorfa a uma bola geodésica em S3.

Teorema 0.9. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana V -estática positiva com

curvatura escalar não negativa. Se

|
◦

Ricg|2 ≤
R2
g

n(n− 1)

então (Mn, g) tem curvatura de Ricci não negativa. Em particular ∂M é conexa. Se ∂M

é simplesmente conexa, então M é simplesmente conexa.

Ainda no capítulo 3, faremos o uso de outra importante identidade integral da geo-

metria, a Identidade de Reilly, com �ns de obter extesões de resultados recentes inferidos

acerca de desigualdades sobre a fronteira de variedades estáticas (vide [55], [76] e [61]).

Desta forma, trataremos o caso V -estático para obter resultados correlatos, como por

exemplo o seguinte:
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Teorema 0.10. Considere (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta e V -estática

com fronteira Σ e potencial V -estático positivo λ. Considere H e II como sendo a curva-

tura media e a segunda forma fundamental de Σ em (M, g), respectivamente. Se H > 0

e k ≤ 0 é uma constante não positiva tal que Ric ≥ (n − 1)kg, então temos a seguinte

desigualdade integral sobre Σ

∫
Σ

λ

[
[∆Ση + (n− 1)kη2]

H
− II(∇Ση,∇Ση)

]
dσ ≥

∫
Σ

λ,ν [|∇Ση|2 − (n− 1)kη2]dσ, (4)

para qualquer função η em Σ. Além disso, a igualdade em (3.6) ocorre se, e somente se,

ocorre uma das opções

(i) k = 0 e η é a restrição a Σ de uma função u em M satisfazendo que D2u = 0. ou

(ii) k < 0 e g é uma métrica Einstein com Ric = (n − 1)kg, e η é a restrição a Σ de

uma função u de�nida em M satisfazendo que D2u+ kug = 0.

O capítulo 4 tem como principal objetivo inferir novos resultados relacionados a vari-

edades estáticas de dimensão alta. A partir da descrição pioneira de Seshadri [82] acerca

de variedade Einstein munidas de uma S1-ação isométrica estática, que a um certo modo

particulariza a descrição de variedade estática abordada nos capítulos anteriores, podem

ser obtidos alguns teoremas de rigidez quando temos em mãos uma hipótese sob a curva-

tura escalar do bordo da variedade estática. Particularmente, Seshadri emprega em seu

trabalho o caso de variedades estáticas tridimensionais.

Preliminarmente, através de uma aplicação de um Teorema de Gursky (cf. Teorema

4.2), conseguimos uma considerável melhora a um Teorema de H. Seshadri considerando

a dimensão n = 3:

Teorema 0.11. Considere (N4, h) uma variedade Einstein estática, fechada e norma-

lizada de forma que Rich = 3h. Considere (M3, g) a variedade estática associada(cf.

De�nição 4.1). Se K ≤ 3 em ∂M , então (N4, h) é isométrica a (S4, g0)(caso ∂M seja

conexa) ou (N4, h) é isométrica a (S2×S2, gst)(caso ∂M tenha mais que uma componente

conexa).

Após isto, concetraremos em estudar os problemas de [82] em dimensões altas. Divi-

dimos a atenção às ideias de generalizar [82] ao considerarmos os casos onde o bordo da

variedade estática é conexo ou desconexo. Observa-se uma distinção real entre os méto-

dos tratados. Ao inspirar da fórmula de Böchner e da Fórmula de Reilly, conseguimos

um resultado de rigidez para as variedades tratadas com bordo conexo numa dimensão

qualquer:
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Teorema 0.12. Considere (N, h) uma (n+ 1)-variedade fechada, simplesmente conexa e

Einstein estática com variedade estática associada (M, g). Se Rg = (n − 1)(n − 2) para

todos os pontos de ∂M , então (N, h) é isométrica a (Sn+1, gSn+1).

Veremos que o caso do bordo desconexo nos propõe uma abordagem bem distinta do

caso anterior, que reside fortemente na teoria de existência de hiperfícies mínimas estáveis

e nos acarreta uma limitação à dimensão. De fato, conseguimos o seguinte resultado:

Teorema 0.13. Considere Nn+1 uma variedade Einstein estática, fechada e simplesmente

conexa. Considere (Mn, g) a variedade estática associada a N . Se 3 ≤ n ≤ 7, ∂M tem

mais de uma componente conexa e Rg(p) ≤ n(n−1), para todo p ∈ ∂M , então existe uma

hiperfície quase-Einstein, homóloga à ∂M e propriamente mergulhada em M .

Salientamos que o Teorema acima generaliza �elmente para dimensões 3 ≤ n ≤ 7 o

teorema que propomos a generalizar de [82]. No caso proposto por Seshadri, a dimensão

3 propõe a classi�cação completa da variedade quasi-Einstein obtida e, por conseguinte,

a classi�cação da variedade estática em questão.



Capítulo

1
Preliminares

1.1 Notações, terminologia e conceitos básicos

Ao curso deste trabalho, salvo mencionado de outra forma, (Mn, g) denotará uma

variedade Riemannina compacta e suave de dimensão n e métrica suave g. D denotará a

conexão de Levi Civita associada à variedade (M, g). A um ponto x ∈M , denotamos por

TxM o espaço tangente de M em x e X(M) o espaço de todos campos vetoriais suaves

em M . Utilizaremos em nosso texto a consagrada notação de Einstein, segundo a qual

omitimos o símbolo de somatório ao intepretar indíces repetidos num mesmo termo como

indicador deste somatório.

Nas próximas subseções, estabeleceremos algumas notações e resultados preliminares

de Geometria Riemanniana, importantes ao curso de nosso texto. A maioria das notações

e demonstrações dos resultados podem ser encontradas em alguns consagrados livros da

matéria como, por exemplo, [29], [59] e[72].

1.1.1 A geometria intrínseca

Dados X, Y, Z,W ∈ X(M) campos suaves, de�nimos o (1, 3) Tensor Curvatura Rie-

manniana, denotando-o por R, como

R(X, Y )Z = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z,

e ao tensor (0, 4) de curvatura também denotado por R por

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ).
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Dados x ∈M e π ⊂ TxM um plano bidimensional, de�nimos a curvatura seccional de

π por

K(π) =
R(X, Y,X, Y )

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
,

onde {X, Y } é uma base de π. A de�nição de curvatura seccional independe da base

{X, Y } escolhida.
Fixado x ∈ M , considere {e1, . . . , en} uma base ortonormal de TxM . A curvatura de

Ricci de (M, g) é um tensor do tipo (0, 2), de�nido por

Ricg(X, Y ) =
n∑
k=1

R(X, ek, Y, ek),

e a curvatura escalar é uma função suave em M de�nida por

Rg(x) =
n∑
k=1

Ricg(ek, ek)(x).

Por �m, o tensor de Ricci sem traço de (M, g) é de�nido por

◦
Ricg(X, Y ) = Ricg(X, Y )− 1

n
Rg · g(X, Y ).

1.1.2 A geometria extrínseca

Considere Σn−1 ⊂M uma hipersuperfície completa, imersa e 2-sided em (Mn, g). Para

cada x ∈ Σ, considere TxΣ ⊂ TxM o espaço tangente a x e ν ∈ X(Σ)⊥ ⊂ X(M) um campo

normal exterior unitário à Σ. O operador de forma de Σ é de�nido como

S(X) := DXν,

onde X ∈ X(Σ). A Segunda Forma Fundamental de Σ é uma forma bilinear e simétrica

em X(Σ), de�nida como

II(X, Y ) := g(DXν, Y ).

A curvatura média de Σ num ponto x ∈ Σ é denotada por H(x) e de�nida como o traço

do operador forma
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H(x) := traço {Y (x)→ DY ν(x)}

=
n−1∑
i=1

II(ei, ei),

onde {e1, . . . , en−1} uma base ortonormal de TxΣ.

Considere campos X, Y, Z,W ∈ X(Σ). Existe uma importante relação entre a curva-

tura ambiente e a curvatura intrínseca da hiperfície Σ dada pela Equação de Gauss

R(X, Y, Z,W ) = RΣ(X, Y, Z,W )− II(X,W )II(Y, Z) + II(X,Z)II(Y,W ),

onde R e RΣ denotam a curvatura de M e Σ, respectivamente. Tomando duas vezes o

traço da equação acima, temos que

Rg − 2Ricg(ν, ν) = RΣ
g −H2 + |II|2,

onde Ric(ν, ν) é o tensor de Ricci de M evaluado na direção normal à Σ e |II| denota a

norma da segunda forma fundamental de Σ.

1.1.3 Identidades Riemannianas

Considere uma variedade Riemanniana (Mn, g) e f : M −→ R uma função suave.

Denominaremos por ∇f ao campo que satisfaz

g(∇f,X) = df(X),

para todo X ∈ X(M).

De�nimos o Hessiano de f , segundo a métrica g, como o seguinte 2-tensor

D2f(X, Y ) = DXDY f −DDXY f,

onde X, Y ∈ X(M).

Dado x ∈M , o Laplaciano de f é de�nido por

∆f(x) =
n∑
i=1

D2f(ei, ei),

onde {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TxM .

A seguir, retrataremos algumas importantes identidades utilizadas no decorrer de nosso
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texto, indicando referências para suas demonstrações.

Teorema 1.1 (Identidades de Biachi). O tensor Curvatura Riemanniana R satisfaz as

seguintes propriedades de permutação cíclicas:

(i) A primeira Identidade de Bianchi:

R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0,

onde X, Y, Z ∈ X(M);

(ii) A Segunda Identidade de Bianchi:

(DXR)(Y, Z)W + (DZR)(X, Y )W + (DYR)(Z,X)W = 0,

onde X, Y, Z,W ∈ X(M).

Tomando o traço desta identidade, chegamos na Segunda Identidade de Bianchi

contraída:

divRicg =
1

2
∇Rg.

Demonstração. Veja, por exemplo, a página 33 de [72].

Teorema 1.2 (Fórmula de Bochner-Weitzenböck). Considere (M, g) uma variedade Ri-

emanniana. Dada um função suave u : M −→ R, temos que

1

2
∆|du|2 = |D2u|2 + 〈∇∆u,∇u〉+Ricg(∇u,∇u).

Demonstração. Veja, por exemplo, o Capítulo 7 de [72].

Para �nalizar esta seção, lembraremos da famosa Fórmula de Reilly e algumas de suas

aplicações em resultados de rigidez.

Teorema 1.3 (Fórmula de Reilly, [78]). Considere (M, 〈, 〉) uma variedade Riemanniana

com fronteira Σ e u : M −→ R uma função suave. Então, temos a Identidade

1

2

∫
M

[
(∆u)2 − |D2u|2

]
dV ol =

1

2

∫
M

Ric(∇u,∇u)dV +

∫
Σ

∆Σu ·
∂u

∂ν
dS

+
1

2

∫
Σ

H

(
∂u

∂ν

)2

dS +
1

2

∫
Σ

〈II(∇Σu,∇Σu)〉dS,
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onde ν é o campo normal exterior, II(·, ·) e H são a Segunda Forma Fundamental e a

curvatura média de Σ, respectivamente. Além do mais, o indíce Σ sob ∇ e ∆ indica que

estamos considerando estes entes intrisecamente a Σ.

Teorema 1.4 (Reilly, [78]). Considere (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com

fronteira não vazia ∂M . Assuma que Ricg ≥ (n − 1)g e que a curvatura média de ∂M

é não-negativa(∂M é mean convex). Então o primeiro autovalor λ1 de −∆ satisfaz a

desigualdade λ1 ≥ n. Além do mais, λ1 = n se, e somente se, M é isométrica ao

hemisfério fechado da esfera euclidiana Sn.

Teorema 1.5 (Reilly, [79]). Considere (M, g) uma variedade n-dimensional compacta,

orientada, conexa com fronteira não vazia. Suponha que, para alguma constante c 6= 0,

M admite uma função não constante f : M −→ R tal que

(a) D2f = −cfg;

(b) f é constante sobre ∂M .

Então, a métrica g em M tem curvatura seccional constante c.

1.2 Variedades estáticas

Como já comentamos na introdução, o estudo de variedades estáticas parametra um

importante componente na avaliação das soluções das equações de Einstein no vácuo.

De fato, dada uma (Nn+1, h) variedade Lorentz que é uma solução estática da equação

de Einstein no vácuo, pode-se caracterizar N como um espaço tempo que é um produto

warped de uma variável temporal por uma variedade estática. Nesta seção, relembramos o

conceito de variedade estática e estabeleceremos propriedades notáveis das mesmas, bem

como alguns conhecidos resultados de rigidez que caminham na direção da veracidade da

No-Hair Conjecture.

De�nição 1.1. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa com bordo (∂M 6=
∅). Dizemos que (Mn, g) é uma variedade estática se existe uma função suave não negativa

f : M −→ R e uma constante Λ, tal que ∂M = f−1(0), ∆f = −Λf e

fRicg − (Λf)g −D2f = 0, (1.1)

em M .
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Segundo o considerado na de�nição anterior, denominaremos (Mn, g, f) de tripla es-

tática, f de potencial estático e a equação (1.1) de equação de estaticidade. Em nosso

trabalho, estaremos interessados no caso de variedades estáticas com curvatura escalar

positiva, o que nos levará a supor que Λ = n.

Exemplo 1.1. Considere a semi-esfera tridimensional (S3
+, gst) munida da métrica canô-

nica induzida do R4. Com esta métrica são fatos de veri�cação direta que a curvatura

seccional K = 1 e o tensor de Ricci Ricgst = 2gst. Além disso, ∂S3
+ = S2. Considerando

a função altura em R4 onde, mais precisamente, h(x1, x2, x3, x4) = x4, temos que esta

função satisfaz as seguintes propriedades

(a) Ricgst = D2h
h

+ 3gst;

(b) ∆h = −3h;

(c) h = 0 em ∂S3
+.

Desta forma, (S3
+, gst) é uma variedade estática.

No que segue, identi�camos algumas propriedades importantes das variedades estáti-

cas.

Proposição 1.1. Considere a tripla estática (Mn, g, f) com Λ = n e denote por Σ = ∂M .

(i) A curvatura escalar de g é constante, com Rg = n(n− 1);

(ii) Temos que |∇f |(x) 6= 0, para todo x ∈ ∂M ;

(iii) Σ é uma hiperfície totalmente geodésica;

(iv) |∇f | é constante ao longo de cada componente conexa de Σ;

(v) (Desigualdade de Chru±ciel) Considerando Σα as componentes conexas de Σ, κα =

|∇f ||Σα e RΣα a curvatura escalar intrínseca de Σα, temos

∑
α

κα

∫
Σα

(
RΣα − (n− 1)(n− 2)

)
dσα ≥ 0. (1.2)

(vi) Sob as mesmas notações e hipóteses do item (v), temos que para uma variedade

tridimensional estática, ocorre a desigualdade

0 <
∑
α

κα ≤ 2πχ(Σα).
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Em particular, obtemos que existe pelo menos uma componente conexa de Σ que é

uma esfera topológica.

Demonstração. (i) Tomando o traço segundo a métrica g da equação , temos que fRg =

∆f + n2f = n(n − 1)f . Assim, chegamos que Rg = n(n − 1) em M \ ∂M(onde

f 6= 0). Como ∂M tem medida nula em M̄ , nossa assertiva segue por um argumento

de continuidade.

(ii) Seja x0 ∈ ∂M . Desta forma, f(x0) = 0. Considere uma geodésica em M , σ :

[0, 1] −→ M , de forma que σ(0) = x0, e considere a função real β : [0, 1] −→ R
de�nida por β(t) = f(σ(t)). Desta forma, temos

β′′(t) = D2f(σ′(t), σ′(t))

= (Ricg(σ
′(t), σ′(t))− n|σ′(t)|2)β(t)

= a(t)β(t).

Desta forma, se supormos que |∇f(x0)| = 0, teríamos que β′′(t) = a(t)β(t), β(0) = 0

e β′(0) = 0, o que implicaria que β ≡ 0. Disto teríamos que f = 0 ao longo de σ(t)

o que consiste num absurdo.

(iii) Primeiramente, segue do fato que ∂M = Σ = f−1(0) que o vetor normal exterior

unitário de Σ é ν = − ∇f|∇f | . Considere dois camposX, Y ∈ X(Σ). Como f é constante

sobre Σ segue que D2f(X, Y ) = 0 sobre Σ. Por outro lado,

0 = D2f(X, Y ) = −〈DXY,∇f〉

= |∇f |〈DXY, ν〉

= −|∇f |II(X, Y )

Utilizando o item (ii), obtemos que II(X, Y ) = 0, para quaisquer X, Y ∈ X(Σ).

Portanto, Σ é uma hiperfície totalmente geodésica.

(iv) Dado X ∈ X(Σ), temos
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X(|∇f |2) = X(〈∇f,∇f〉)

= 2〈∇X∇f,∇f〉

= −2|∇f |〈〈∇X∇f, ν〉

= 0,

onde utilizamos o mesmo argumento do item (iii).

(v) Inicialmente, observe que

〈D2f,Ricg〉 = 〈fRicg − nfg,Ricg〉

= f |Ricg|2g − nfRg

= f |Ricg|2g − n2(n− 1)f

= f

∣∣∣∣Ricg − Rg

n
g

∣∣∣∣2
g

− n(n− 1)f

= f

∣∣∣∣Ricg − Rg

n
g

∣∣∣∣2
g

+ (n− 1)∆f

Desta forma, utilizando integração por partes,

0 ≤
∫
M

f

∣∣∣∣Ricg − Rg

n
g

∣∣∣∣2
g

dVg =

∫
M

〈D2f,Ricg〉dVg

−(n− 1)

∫
M

∆fdVg

= −
∫
M

〈df, div(Ricg)〉dVg +

∫
Σ

Ric(ν,∇f)dσg

−(n− 1)

∫
Σ

∂f

∂ν
dσg

= −
∫

Σ

|∇f |gRic(ν, ν)dσg + (n− 1)

∫
Σ

|∇f |dσg

=
∑
α

κα

∫
Σα

((n− 1)−Ric(ν, ν))dσg

=
∑
α

κα

∫
Σα

1

2
[RΣα − (n− 1)(n− 2)]dσ.
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Na segunda igualdade, utilizamos integração por partes. Na terceira igualdade, utilizamos

a Segunda Identidade de Bianchi e o fato que Rg é constante para inferir que div(Ric) =
1
2
dRg = 0. Além disso, utilizamos o fato que Σ = f−1(0) para inferir que ν = − ∇f|∇f | ,

o vetor normal exterior. Por �m, na última igualdade utilizamos a fórmula de Gauss

junto ao fato que Σ é totalmente geodésica, o que implica que R − 2Ric(ν, ν) = RΣ. Da

desigualdade acima, concluímos nossa assertiva.

(vi) Basta utilizar o item (v) para o caso em que n = 3 e o Teorema de Gauss-Bonnet.

Com a nomenclatura do Teorema anterior, as constantes |∇f |Σi são denominadas de

surface gravity.

Caminhando à direção de demonstrar a No-Hair Conjecture, Boucher, Gibbons e Ho-

rowitz estabeleram no mesmo artigo em que propõem a conjectura, o teorema a seguir

que estabelece que se há uma identidade sobre a área do bordo, a conjectura é verdadeira.

A inspiradora demonstração que realizamos nesse teorema é alternativa à demonstração

original e reside na observação do item (vi) do Teorema anterior por Chru±ciel ([26]).

Teorema 1.6 (Boucher-Gibbons-Horowitz [14]). Considere (M3, g) uma variedade está-

tica, com bordo conexo Σ e curvatura escalar positiva. Então

Area(Σ) ≤ 4π.

A igualdade ocorre se, e somente se, (M3, g) é isométrica à (S3
+, gst).

Demonstração. Segue diretamente do item (vi) do Teorema anterior que, no caso de bordo

conexo, Σ é uma esfera bidimensional topológica e, da mesma forma, vale a desigualdade

mencionada acima. Se ocorrer a igualdade isto implicará, pela demonstração do item

(v) do teorema anterior, que Ricg = 2g. Como 3 é autovalor de −∆, segue do Teorema

1.4 que λ1(M, g) = 3. Utilizando novamente o Teorema 1.4, concluímos que (M3, g) é

isométrica ao hemisfério (S3
+, gst).

1.3 Variedades V-estáticas

Considere M uma variedade Riemanniana conexa de dimensão n ≥ 3, com fronteira

Σ (possivelmente desconexa). Considere γ uma métrica suave em Σ. Seja Mγ o conjunto

de todas as métricas Riemannianas em M tais que g|TΣ = γ. A partir de agora, considere

o funcional de volume de�nido em Mγ, V : Mγ −→ R, que é sabidamente um funcional

suave emMγ. SejaK uma constante e de�namos o conjuntoMK
γ das métricas g ∈Mγ com
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curvatura escalar constante Rg = K. Para K 6= 0, os pontos críticos do funcional volume

restrito a MK
γ são precisamente os pontos estacionários do funcional curvatura escalar

total R(g) =
∫
M
R(g)dµg restrito a MK

γ . Isto implica que as métricas críticas para o

funcional volume V admitem soluções não triviais (f, κ) do Problema Sobredeterminado

L∗gf = κg, onde Lg é a linearização do operador curvatura escalar e L∗g é seu adjunto

formal. Ver descrição pioneira em [27](Teorema 2.3). Lembramos que L∗gf = D2λ −
λRicg − (∆λ)g(cf. [10]). Neste trabalho, Corvino, et al. ([27]) denominam tais métricas

de V -estáticas, e a função f , solução do Problema Sobredeterminado, de um potencial

V -estático. Salientamos que tal condição é uma generalização do conceito de metrica

estática, que pressupõe a existência de uma função potencial estático f satisfazendo o

problema L∗gf = 0(vide De�nição 1.1).

Em [64], Miao e Tam propõem uma descrição particular ao abordado acima. Eles

veri�cam (cf. Teorema 5 em [64]) que uma métrica g ∈MK
γ tal que seu primeiro autovalor

de Dirichlet de (n−1)∆+K é positivo, é um ponto crítico do funcional volume V de�nido

em MK
γ se, e somente se, existe uma função suave λ de�nida em M tal que

λ = D2λ− λRicg − (∆λ)g = g, no int(M), (1.3)

e λ|Σ = 0. Se o primeiro autovalor de Dirichlet de (n− 1)∆ + K é positivo, então λ ≥ 0

e λ−1(0) = Σ. Isto também ocorre no caso em que K = 0 e, quando K > 0, λ não pode

mudar de sinal. Sem perda de generalidade, podemos assumir que λ ≥ 0 e λ−1(0) = Σ.

Quando K < 0, nós assumimos que o primeiro autovalor de Dirichlet de (n − 1)∆ + K

é positivo. Em suma, sempre consideraremos que λ ≥ 0 e λ−1(0) = Σ e utilizaremos a

de�nição a seguir:

De�nição 1.2. Uma métrica V -estática é uma 3-upla (Mn, g, λ), onde (Mn, g), é uma

variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3 com uma fronteira suave Σ e λ :

Mn −→ R é uma função suave de forma que λ−1(0) = Σ e λ satisfaz o seguinte problema

elíptico sobredeterminado

D2λ− λRicg − (∆λ)g = g, no int(M).

Quando λ ≥ 0, diremos que a métrica g é uma métrica V -estática positiva.

Abordaremos, no que segue, alguns exemplos de métricas V -estáticas.

Exemplo 1.2. ConsidereM uma bola Euclideana de raio r em (Rn, δ), onde δ é a métrica

canônica de Rn. Além do mais, considere a função de�nida em M
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λ(x) =
1

2(n− 1)
r2 − 1

2(n− 1)
|x|2.

É um exercício simples veri�car que λ−1(0) = ∂M , λ ≥ 0 e λ é um potencial V -estático,

isto é, satisfaz a equação (1.2). Desta forma, δ é uma métrica V -estática.

Exemplo 1.3. Considere M uma bola geodésica de raio r̃ 6= π
2
em (Sn, gSn) centrada no

polo norte, onde gSn é a métrica canônica de Sn. Além disso, considere a função de�nida

em M

λ(x) =
1

n− 1

(cos r

cos r̃
− 1
)
,

onde r é a distâcia geodésica de x ao polo norte de Sn. Pode ser veri�cado que λ−1(0) =

∂M , λ é um potencial V -estático e, desta forma, gSn é uma métrica V -estática.

Exemplo 1.4. Considere M uma bola geodésica de raio r̃ em (Hn, gHn) centrada em

(0, 0, . . . , 1), onde gHn é a métrica canônica de Hn. Além do mais, considere a função

de�nida em M

λ(x) =
1

n− 1

(
1− cosh r

cosh r̃

)
,

onde r é a distâcia geodésica de x ao ponto (0, 0, . . . , 1). Pode ser veri�cado que λ−1(0) =

∂M , λ é um potencial V -estático e, desta forma, gHn é uma métrica V -estática.

Uma questão interessante e atual é a pergunta se os exemplos postos acima são os

únicos de métricas V -estáticas. Em [65], Miao e Tam demonstratram resultados que nos

dão uma resposta parcial a esta questão para os casos onde a variedade V-estática é

Einstein ou localmente conformemente plana.

Teorema 1.7 (Miao-Tam, [65]). Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana conexa,

compacta e Einstein, com uma fronteira suave Σ. Suponha que g é uma métrica V -

estática. Então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica na forma espacial simplesmente

conexa Rn, Hn ou Sn.

Teorema 1.8 (Miao-Tam, [65]). Considere (Mn, g) uma variedade conexa, compacta e

localmente conformemente plana, com fronteira suave Σ. Suponha que g é uma métrica

V -estática e o primeiro autovalor de Dirichlet de (n− 1)∆ +Rg é não-negativo, onde Rg

é a curvatura escalar de g. Então

(i) Se Σ é desconexa, então Σ tem exatamente duas componentes conexas, e (M, g)

é isométrico a um cilindro (I × N, ds2 + r2h), onde I é um intervalo �nito na
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reta contendo a origem, (N, h) é uma variedade fechada com curvatura seccional

constante κ0, r é uma função positiva em I tal que r′(0) = 0 e

r′′ +
Rg

n(n− 1)
r = ar1−n,

para alguma constante a > 0, e a constante κ0 satisfaz

(r′)2 +
Rg

n(n− 1)
r2 +

2a

n− 2
r2−n = κ0.

(ii) Se Σ é conexa, então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica na forma espacial

simplesmente conexa Rn, Hn ou Sn, ou (Mn, g) é recoberta por um produto warped

como descrito em (i).

Relembramos que o tensor de Bach de uma n-variedade Riemanniana (Mn, g), n ≥ 4,

é dado em termos das componentes do tensor de Weyl pela expressão

Bij =
1

n− 3
DkDlWikjl +

1

n− 2
RicklWikjl,

enquanto que para n = 3, é dado por

Bij = DkCkij,

onde

C = DkRicij −DjRicik +
1

2(n− 1)
(DjRgik −DkRgij)

é o tensor de Cotton. Diremos que a variedade é Bach-�at se Bij = 0. É uma obser-

vação simples que métricas Einstein e localmente conformemente planas são exemplos

de métricas Bach-�at. Inspirados nas ideias desenvolvidas por Cao e Chen em [17], A.

Barros, R. Diogenes e E. Ribeiro [6] melhoraram os Teoremas 1.7 e 1.8 em dimensões 3 e

4, conseguindo os seguintes resultados.

Teorema 1.9. ([6]) Considere (M4, g) uma variedade Riemanniana Bach �at, simples-

mente conexa, compacta e V -estática com fronteira isométrica a 3-esfera standard S3.

Então (M4, g) é isométrica a uma bola geodésica na forma espacial simplesmente conexa

R4, H4 ou S4.

Teorema 1.10. ([6]) Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana simplesmente co-

nexa, compacta, V -estática com tensor de Bach divergence-free e cuja fronteira de M é
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isométrica a 2-esfera padrão S2. Então (M3, g) é isométrica a uma bola geodésica na

forma espacial simplesmente conexa R3, H3 ou S3.

Uma observação preliminar é que nos Teoremas 1.9 e 1.10, não é necessário assumir

que a fronteira é isométrica a esfera Sn−1(Corolário 4.1 de [65]).

No que segue, discutiremos algumas propriedades usuais das chamadas variedades

V -estáticas, seguindo ao mesmo espírito tomado para variedades estáticas ao notar seme-

lhanças e divergências nas respectivas caracterizações.

Teorema 1.11 (Miao-Tam, [64]). Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana suave,

e conexa. Suponha que existe uma função suave λ : M −→ R satisfazendo

D2λ− λRicg − (∆λ)g = g.

Então, a variedade possui as seguintes propriedades:

(i) ∆λ = −Rg+n

n−1
.

(ii) g possui curvatura escalar constante.

(iii) Se M é um conjunto compacto sem fronteira e g possui curvatura escalar negativa,

então g é uma métrica Einstein.

(iv) Se M é compacta, com uma fronteira(possivelmente desconexa) suave Σ tal que

λ = 0 em Σ, e o primeiro autovalor de Dirichlet de (n− 1)∆ + Rg é não negativo,

onde Rg é a curvatura escalar de g, então ao longo de cada componente conexa Σi de

Σ, a curvatura média de Σi com respeito ao vetor normal exterior ν é uma constante

positiva. Isto signi�ca que cada Σi é umbílica e sua segunda forma fundamental

satisfaz IIi = aig|T (Σi), para constantes ai > 0.

(v) Sob as mesmas condições de (iii), a equação de Gauss nos faz obter que em cada

ponto de Σ

2Ric(ν, ν) +RΣ = Rg +
n− 2

n− 1
H2, (1.4)

onde RΣ é a curvatura escalar de Σ e H é a curvatura média de Σ.

1.4 Métricas quasi-Einstein

A seguir, expomos algumas ideias acerca de uma generalização para variedades Eins-

tein abordadas amplamente, por exemplo, em [18], [52] [72]. Os resultados expostos aqui
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são descritos em [18].

Uma extensão natural para o tensor de Ricci é o tensor de Bakry-Emery Ricci, Ricmf ,

que é de�nido por

Ricmf = Ric+D2f − 1

m
df ⊗ df,

onde f : M −→ R é uma função suave e m é uma constante tal que 0 < m ≤ ∞. Diremos

que uma tripla (M, g, f), onde (M, g) é uma variedade Riemannniana e f : M −→ R é

uma função suave, é quasi-Einstein se satisfaz a equação:

Ricmf = Ric+D2f − 1

m
df ⊗ df = λg, (1.5)

para algum λ ∈ R. Um caso interessante desta equação dá-se quando m = ∞, onde

chegamos que M é um Ricci soliton gradiente. Também quando f é a função constante,

a equação descreve uma métrica de Einstein. Denominamos a métrica de quasi-Einstein

trivial se f é constante.

Se 0 < m <∞, considere u = e−
f
m . Desta forma, um cálculo simples mostrará que

∇u = − 1

m
e−

f
m∇f e D2u = − u

m
D2f +

u

m2
df ⊗ df.

Portanto, a equação (1.5), torna-se

Ric− m

u
D2u = λg (1.6)

Proposição 1.2 ([18]). Uma variedade Riemanniana (M, g) satisfaz (1.6) se, e somente

se, o produto warped M ×u Fm é Einstein, onde Fm é uma variedade Einstein m-

dimensional com constante de Einstein µ satisfazendo

µ = u∆u+ (m− 1)|∇u|2 + λu2.

Teorema 1.12 ([18]). Se (M, g) é uma variedade compacta quasi-Einstein bidimensional,

então ela é trivial.

Proposição 1.3 ([18]). Seja (M, g) uma variedade quasi-Einstein com curvatura escalar

constante. Então ela é trivial.



Capítulo

2
A Identidade de Pohoz�aev-Schöen e

Aplicações Geométricas

Na literatura, existem várias importantes identidades integrais na Geometria Rieman-

niana, que se tornaram regras ativas no estudo de EDPs geométricas, bem como têm

aplicações em resultados de rigidez relacionados. Exemplos frutuosos disto se devem a

Identidade de Reilly e a Identidade de Pohoz�aev.

Em [75], Pohoz�aev obteve uma importante identidade que foi utilizada para demons-

trar resultados de não-existência de soluções numa certa classe de variantes semi-lineares

de um problema de autovalor na fronteira, sendo o ambiente uma variedade M estrelada

e com fronteira suave ∂M . No trabalho supracitado, Pohoz�aev considerou o problema

∇u + λf(u) = 0, com u|∂M = 0, onde f é uma função não linear e f(0) = 0. A clássica

identidade de Pohoz�aev utilizada para obter estes resultados é a seguinte:

λn

∫
M

F (u) +
2− n

2
λ

∫
M

f(u)u =
1

2

∫
∂M

(x · ν)(∇νu)2, (2.1)

onde x é o campo de Euler, ν é o vetor normal exterior, ∇ν é a derivada direcional ao

longo de ν, e F (u) =
∫ u

0
f(t)dt.

Posteriormente, Bourguignon e Ezin ([15]) provaram que qualquer campo vetorial

conforme X numa variedade fechada (M, g) (isto é, LXg = 2ρg para alguma função

ρ 6= 0) satisfaz a seguinte identidade∫
M

X(Rg)dVg = 0, (2.2)

onde Rg é a curvatura escalar de (M, g). Salientamos que a demonstração deste resultado
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requer de�nir uma ação do grupo das transformações conformes no espaço de funções.

Neste trabalho, eles mostraram que a função curvatura escalar relaciona esta ação com a

ação padrão.

Uma crucial relação entre as identidades (2.1) e (2.2) foi alcançada por um célebre

trabalho de R. Schöen([81]) onde obteve-se uma identidade que as contém como casos

especiais. Esta é a célebre Identidade de Pohoz�aev-Schöen:

Teorema 2.1 (Identidade de Pohoz�aev-Schöen, [81]). Considere (Mn, g) uma variedade

Riemanniana compacta (possivelmente com fronteira não-vazia) e X um campo vetorial

de�nido em M . Então∫
M

X(Rg)dVg = − n

n− 2

∫
M

〈
◦

Ric,LXg
〉
dVg +

2n

n− 2

∫
∂M

◦
Ric(X, ν)dσg,

onde Rg é a curvatura escalar,
◦

Ric é o tensor de Ricci sem traço, LXg é a derivada de

Lie de g e ν é o vetor normal exterior.

A principal aplicação obtida por Schöen com esta identidade em [81] foi conseguir

uma condição de balanceamento para soluções aproximadas de uma Equação Diferencial

Parcial ligada ao Problema de Yamabe. Outra aplicação direta desta identidade é que

se consideramos que ∂M = ∅ e X é um campo conforme, reobtém-se a identidade (2.2).

Além disso, observamos que é possível reobter desta, a Identidade de Pohoz�aev (2.1) como

foi feito, por exemplo, em [38].

O ponto crucial na prova da Identidade de Pohoz�aev-Schöen remonta a uma aplica-

ção da segunda identidade de Bianchi contraída. Em poucas palavras, revisitaremos tal

demonstração. Considere
◦

Ricg= Ricg − Rg
n
g o tensor de Ricci sem traço. Pela Segunda

Identidade de Bianchi, (Ricg)ij,j = 1
2
(Rg),i, temos

◦
Rij,j= Rij,j −

1

n
R,i =

1

2
R,i −

1

n
R,i =

n− 2

2n
R,i.

Utilizando integração por partes e esta observação acima, temos∫
M

X(Rg)dVg =

∫
M

XiR,idVg =
2n

n− 2

∫
M

◦
Rij,j XidVg

=
2n

n− 2

(
−
∫
M

◦
Rij Xi,jdVg +

∫
∂M

◦
Rij XiνjdVg

)
.

Utilizando que
◦
Rij é um tensor simétrico, podemos inferir que

◦
Rij Xi,j =

1

2

◦
Rij (Xi,j +Xj,i) =

1

2

◦
Rij (LXg)ij.
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Unindo estes cálculos, obtém-se a Identidade desejada.

A visível e frutuosa importância das aplicações destas três supracitadas equações em

diversos trabalhos em áreas como Análise Não-Linear e Análise Geométrica, inspiram-

nos a obter novas identidades e aplicações mais genéricas. Em [38], por exemplo, Gover

e Orsted, com uma forte inspiração na observação das leis de conservação da física e

da relatividade geral, perguntam-se para quais invariantes escalares V (como forma de

generalizar a curvatura escalar Rg) é esperado obter identidades e resultados análogos aos

acima. Como observado que o ponto chave na demonstração da Identidade de Pohoz�aev-

Schöen é a segunda identidade de Bianchi unida a fórmula de Integração por partes, pode-

se pensar em de�nir tensores mais genéricos que o Ricg que gozem de uma propriedade

similar ao que ocorre ao tensor de Ricci pela Identidade de Bianchi. A este tipo de

tensor, que será um tensor livre de divergência e, por questões físicas, foi denominado

pelos autores de localmente conservativo, é plausível obter identidades mais genéricas que

as acima. A partir disto, é possível obter novos resultados e simpli�car muito outros,

em problemas que envolvem Q-curvatura, curvatura média de uma imersão conforme,

tensores de Einstein-Lovelock, curvaturas de Gauss-Bonnet, entre outros.

Neste capítulo, apresentaremos a Identidade de Pohoz�aev-Schöen generalizada, obtida

por Gover e Orsted ([38]) e comprovaremos a sua e�cácia quanto a generalização de

alguns resultados de rigidez, bem como demonstrações mais simples de alguns resultados

aclamados recentemente. A primeira seção deste capítulo é dedicada à apresentação da

Identidade Pohoz�aev-Schöen generalizada, bem como a exemplos para o decurso do texto

e a reobtenção da Identidade de Pohoz�aev-Schöen clássica. Na segunda seção, através

da generalização de alguns entes geométricos para tensores mais genéricos, trataremos de

algumas aplicações da identidade em solitons, lema de Almost-Schur e um teorema do tipo

Alexandrov. A terceira seção é devotada a algumas novas aplicações da Identidade no

alcance de desigualdades e resultados de rigidez em variedades estáticas e V-estáticas. No

que compete a este capítulo, salvo mencionado de outra forma, as variedades em questão

são consideradas conexas e orientadas.

2.1 Uma generalização da identidade de Pohoz�aev-Schöen

Esta seção tem como �nalidade considerar um caso mais genérico da Identidade de

Pohoz�aev-Schöen descrita preliminarmente. Na demonstração da identidade clássica há

uma notória necessidade de dois ingredientes principais: a segunda identidade de Bianchi

e uma fórmula de integração por partes. Caminhando a este sentido e inspirado em leis

da conservação da física e da Relatividade geral, Gover e Orsted ([38]) descrevem seu
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trabalho em tensores mais genéricos, onde continuará a valer uma fórmula de integração

por partes e cuja propriedade adicional de ser livre de divergência simulará à utilização da

segunda identidade de Bianchi. Para �ns da nomenclatura dada em [38], vamos considerar

que um 2-tensor B será dito localmente conservativo se ele é livre de divergência, isto é,

se Bij,j = 0.

Utilizando identidades conhecidas da geometria Riemanniana, a dizer a segunda iden-

tidade de Bianchi e a equação de Codazzi, podemos produzir interessantes e aplicáveis

exemplos de tensores locally conserved.

Exemplo 2.1. Dada uma variedade Riemanniana (M, g), segue da Segunda Identidade de

Bianchi contraída em Geometria Riemanniana (ou Lorentziana) que o tensor de Einstein

Eg = Ricg −
Rg

2
· g

é um tensor localmente conservativo.

Exemplo 2.2. Considere o tensor B = P − Jg, onde P é o tensor de Schouten, a saber

P =
1

n− 2

(
Ric− R

2(n− 1)
g

)
,

e J é o traço de P segundo a métrica g, isto é, J = gijPij. Segue de um simples cálculo

e da Segunda Identidade de Bianchi contraída, (Ricg)ij,j = 1
2
(Rg),i, que B é um tensor

localmente conservativo.

Exemplo 2.3. Considere (Σ, g) como sendo uma hiperfície de um espaço Euclideano

En+1, II a segunda forma fundamental de Σ, e H sua curvatura média. Temos que II
satisfaz a equação de Codazzi contraída

IIij,j = nH,i,

e, desta forma, o 2-tensor simétrico B = II− nHg é um tensor localmente conservativo.

Salientamos, que a mesma observação do exemplo 2.3 é válida quando consideramos Σ

como uma hiperfície imersa numa variedade Einstein ao invés do espaço Euclideano En+1

(para detalhes disto veja a demonstração do Teorema 2.11).

Utilizando uma fórmula de integração por partes para tensores, pode-se almejar uma

identidade do tipo Pohoz�aev-Schöen para tensores localmente conservativos. Isto foi feito

em [38] e será abordado a seguir.
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Teorema 2.2 (Identidade de Pohoz�aev-Schöen generalizada - Gover e Orsted, [38]). Con-

sidere (M, g) uma variedade Riemanniana suave e compacta. Se B é um 2-tensor simé-

trico e localmente conservativo, e X é um campo suave de�nido em M , então∫
M

X(V )dVg =
n

2

∫
M

〈 ◦
B,LXg

〉
dVg − n

∫
∂M

◦
B(X, ν)dσg, (2.3)

onde V é o traço de B segundo a métrica g,isto é V = gijBij,
◦
B = B − 1

n
V g o tensor B

sem traço, LXg é a derivada de Lie de g e ν é o vetor normal exterior.

Demonstração. Utilizando a fórmula de integração por partes para tensores, temos∫
∂M

B(X, ν)dσg =

∫
M

(BijX
j),idVg .

Como B é um tensor localmente conservativo e simétrico, inferimos que

(BijX
j),i = BijXj,i =

1

2
Bij(Xj,i +Xi,j) =

1

2
〈B,LXg〉 .

Portanto,

∫
∂M

B(X, ν)dσg =
1

2

∫
M

〈B,LXg〉dVg

=
1

2

∫
M

〈
◦
B,LXg〉dVg +

1

2n

∫
M

V 〈g,LXg〉dVg

=
1

2

∫
M

〈
◦
B,LXg〉dVg +

1

n

∫
M

V divXdVg

=
1

2

∫
M

〈
◦
B,LXg〉dVg +

1

n

(
−
∫
M

X(V )dVg +

∫
∂M

V g(X, ν)dσg

)
,

onde, na última linha, utilizamos novamente a fórmula de integração por partes. Arran-

jando convenientemente os termos em questão, chegaremos a identidade desejada.

A seguir, damos duas implicações simples e interessantes desta Identidade generalizada

Corolário 2.1. Se M é uma variedade fechada, isto é, ∂M = ∅, então∫
M

X(V )dVg =
n

2

∫
M

〈 ◦
B,LXg

〉
dVg.

Corolário 2.2. Se X é um campo vetorial conforme, isto é, LXg = fg para alguma
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função f em M , então ∫
M

X(V )dVg = −n
∫
∂M

◦
B(X, ν)dσg,

Em particular,
∫
M
X(V ) = 0, se M é fechada.

Observação 2.1.1. Como esperado, é possível reobter a Identidade de Pohoz�aev-Schöen

clássica, utilizando o Teorema 2.2. De fato, considerando B = P − Jg, onde P é tensor

de Schouten, já abordamos que este é um tensor localmente conservativo. Além disso,

V = (1− n)J, e
◦
B=

◦
P=

◦
Ric
n− 2

.

Desta forma, utilizando a Identidade de Pohoz�aev-Schöen generalizada e substituindo as

expressões acima, temos

(1− n)

∫
M

X(J)dVg =
n

2(n− 2)

∫
M

〈
◦

Ric,LXg
〉
dVg −

n

n− 2

∫
M

◦
Ric(X, ν)dσg .

Como podemos veri�car que Rg = 2J(n−1), é possível reobter a Identidade de Pohoz�aev-

Schöen clássica.

Esta mesma veri�cação pode ser feita se consideramos B = Eg.

Além dos exemplos citados, existe uma grande classe de tensores na Geometria Rie-

manniana que satisfazem uma condição que os torna localmente conservativos. Para um

ótimo survey destes exemplos, consulte [38].

2.2 Algumas aplicações geométricas

Como citado anteriormente, a Identidade de Pohoz�aev-Schöen possui aplicações diver-

sas no sentido de obter novos resultados de rigidez, bem como simplicar drasticamente

resultados já obtidos. No que segue, utilizaremos o Teorema 2.2 para generalizar e sim-

plicar demonstrações de alguns resultados na literatura de variedades que satisfazem uma

equação do tipo estática.

2.2.1 Solitons generalizados

Nossa primeira aplicação se deve a generalizar e obter provas mais simples de alguns

resultados recentes sobre Ricci solitons obtidos por Barros, Batista e Ribeiro Jr.([7]) e
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Gomes, Wang e Xia ([37]). Antes de mais nada, generalizamos as ideias de almost Ricci

soliton e h-almost Ricci soliton utilizadas em [7] e [37], considerando, ao invés do tensor

de Ricci, tensores localmente conservativos.

A gênese do estudo dos almost Ricci Solitons se deve ao trabalho pioneiro de Pigola, et.

al., [74], onde os autores modi�cam a noção de Ricci Soliton, generalizando a condição de

forma que o parâmetro λ seja uma função. Mais precisamente, eles consideram o seguinte:

De�nição 2.1. Uma variedade Riemanniana compacta (Mn, g) é um almost Ricci so-

liton se existe um campo vetorial X de�nido em M e uma função suave λ : Mn → R
satisfazendo a equação

Ricg +
1

2
LXg = λg,

onde Ricg é o tensor de Ricci e LXg é a derivada de Lie de g em relação ao campo X.

Convenientemente, nós denotamos λ de função Soliton e (Mn, g,X, λ) o almost Ricci

soliton. Da mesma forma como abordado nos casos de Ricci solitons, denominamos o

almost Ricci Soliton como sendo expanding, steady ou shrinking se λ < 0, λ = 0 ou

λ > 0, respectivamente. Quando o campo X for tal que LXg = L∇ug para alguma função

diferenciável u : M −→ R, diremos que a variedade é um almost Ricci soliton gradiente.

Se temos que LXg ≡ 0, o campo X será dito trivial e o Ricci soliton será chamado de

trivial.

No que segue, generalizaremos a noção de Ricci soliton, considerando, ao invés do

tensor de Ricci, um tensor simétrico qualquer.

De�nição 2.2. Uma variedade Riemanniana compacta (Mn, g) é um almost soliton

generalizado se existe um tensor simétrico B, um campo vetorial X de�nido em M e

uma função suave λ : Mn → R satisfazendo a equação

B +
1

2
LXg = λg,

onde LXg é a derivada de Lie de g em relação ao campo X.

Caminhando ao mesmo sentido, Gomes, Wang e Xia ([37]) generalizam o conceito de

almost Ricci Soliton, de�nindo a ideia de h-almost Ricci soliton

De�nição 2.3. Um h-almost Ricci soliton é uma variedade Riemanniana completa

(Mn, g) com um campo vetorial suave X sobre M , duas funções suaves λ : Mn → R e

h : Mn → R satisfazendo a equação

Ricg +
h

2
LXg = λg .
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onde Ricg é o tensor de Ricci e LXg é a derivada de Lie de g em relação ao campo X.

Convenientemente, nós denotamos λ de função Soliton e (Mn, g,X, h, λ) o h-almost

Ricci soliton. Quando o campo X for tal que LXg = L∇ug para alguma função diferen-

ciável u : M −→ R, diremos que a variedade é um h-almost Ricci soliton gradiente, e

denominaremos u a sua função potencial.

No que segue, generalizamos a noção de h-almost Ricci soliton, a considerar um tensor

genérico ao invés do Ric.

De�nição 2.4. Um h-almost soliton generalizado é uma variedade Riemanniana

completa (Mn, g) com um tensor simétrico B, um campo vetorial X sobreM , duas funções

suaves λ : Mn → R e h : Mn → R satisfazendo a equação

B +
h

2
LXg = λg .

onde LXg é a derivada de Lie de g em relação ao campo X.

No que segue, demonstraremos resultados de rigidez para Almost solitons generalizados

e h-almost solitons generalizados entendendo-os como uma aplicação direta da Identidade

de Pohoz�aev-Schöen generalizada. Como uma consequência primordial de nosso resultado,

vamos obter a existência de um campo vetorial conforme na variedade em questão, o que

somado a hipóteses adicionais nos conduzirá a alguns resultados de rigidez.

O célebre Teorema de Obata ([69]) nos a�rma que para uma dada variedade Riemanni-

ana completa (M, g), se existe uma função não constante f satisfazendo que ∇2f = −fg,
então (M, g) é isométrica à esfera unitária canônica. Caminhando ao sentido de genera-

lizar este resultado, Bishop and Goldberg [11], Goldberg e Kobayashi [36], Lichnerowicz

[60], Yano e Obata [70], Yano [89] e Yano e Nagano [67], entre outros, obtiveram novos

resultados supondo apenas a existência de um campo conforme na variedade em ques-

tão. A seguir compilamos alguns destes resultados, cujas demonstrações e descrição mais

genérica podem ser encontradas em [88](Capítulo 3, Seção 4):

Teorema 2.3 ([11],[36],[60], [70], [89],[67]). Considere (M, g) uma variedade Riemanni-

ana de dimensão n ≥ 2, fechada, que admite um campo vetorial conforme não trivial X

(isto é, LXg = 2ρg para alguma função ρ 6= 0) e possui curvatura escalar constante. Se

houver, em adição, a hipótese de um dos itens a seguir, a variedade (M, g) é isométrica

a uma esfera canônica.

(i) LXRic = αg, para alguma função α;

(ii)
∫
M

◦
Ric (∇ρ,∇ρ) ≥ 0;
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(iii) n > 2 e M é uma variedade Einstein.

(iv) n > 2 e M é uma variedade homogênea;

(v) n > 2 e LX(|Ric|2) = 0;

Seguindo esta mesma linha, H. Alodan ([2]) também demonstrou o seguinte resultado

Teorema 2.4 ([2]). Considere (M, g) uma n-dimensional variedade Riemanniana com-

pacta e conexa de curvatura escalar constante positiva n(n− 1)c, c > 0. Se M admite um

campo gradiente conforme não nulo, então M é isométrico à n-esfera canônica Sn(c).

Com a indumentária que possuímos, anunciamos nosso resultado:

Teorema 2.5. Considere (M, g) uma n-variedade Riemanniana fechada que é um almost

soliton generalizado, com função soliton λ : Mn → R, e 2-tensor simétrico B localmente

conservativo. Se o traço de B, V = gijBij, é constante, então X é um campo vetorial

conforme. Além disso, se X não é trivial, e tivermos adicionalmente queM tem curvatura

escalar constante e satisfaz alguma das hipóteses abaixo, a variedade (M, g) é isométrica

à esfera canônica.

(i) LXRic = αg, para alguma função α;

(ii)
∫
M

◦
Ric (∇ρ,∇ρ) ≥ 0;

(iii) n > 2 e M é uma variedade Eisntein.

(iv) n > 2 e M é uma variedade homogênea;

(v) n > 2 e LX(|Ric|2) = 0;

(vi) A curvatura escalar é positiva e X é um campo gradiente.

Demonstração. Utilizando a de�nição de almost Soliton generalizado, segue que LXg =

−2
◦
B +2ψg, onde ψ : M → R é uma função suave. Desta forma, utilizamos a Identidade

de Pohoz�aev-Schöen generalizada, o fato que M é fechada e V é constante para inferir

que ∫
M

〈 ◦
B,LXg

〉
dVg = 0 =⇒

∫
M

|
◦
B |2dVg = 0 =⇒

◦
B= 0 .

Retornando à de�nição de almost Soliton generalizado, concluiremos que LXg = 2ψg e,

portanto, X é um campo vetorial conforme. Ao caso que X é não trivial, utilizamos os

Teoremas 2.3 e 2.4 para concluir as especi�cidades dos itens dispostos.
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Devemos salientar que o resultado demonstrado acima concede uma generalização

de um resultado que abordaremos a seguir, obtido primordialmente Barros et al.( [7]),

na direção que consideramos um tensor B localmente conservativo ao invés do tensor de

Ricci. Além disso, há um ganho considerável quanto a simplicidade da demonstração, bem

como nosso método propõe uma maior abrangência das identidades obtidas no trabalho

supracitado.

Corolário 2.3. [7] Considere (Mn, g,X, λ) , n ≥ 3, um almost Ricci soliton não trivial

fechado e orientado com curvatura escalar constante. Então (Mn, g) é isométrico à esfera

Euclideana (Sn, gst) e (Mn, g,X, λ) é um Ricci soliton gradiente.

Demonstração. Utilizando a Identidade de Pohoz�aev-Schöen clássica, como na demons-

tração do Teorema anterior, vamos obter de forma similar que
◦
Ric= 0. Isto implicará,

pela equação do almost Ricci soliton, que X é um campo conforme, digamos LXg = 2ψg,

para alguma função ψ. Recorrendo novamente a equação de almost Ricci Soliton, teremos

que Ric = (λ− ψ)g. Daí, concluímos que λ− ψ = R
n
é constante. Portanto,

LXRic = (λ− ψ)LXg = 2(λ− ψ)ψg.

Desta forma, utilizamos o item (i) do Teorema 2.3 para concluir que M é isométrica à

uma esfera canônica.

Para �nalizar o argumento de que o Ricci soliton é gradiente, utilizaremos uma abor-

dagem de [88](Teorema 6.1). Utilizando o fato de que LXg = 2ψg, temos

LXRicg = −(n− 2)D2ψ + ∆ψg (2.4)

e

LXRg = 2(n− 1)∆ψ − 2ψRg. (2.5)

Como Rg é constante, temos de (2.5) que

∆ψ =
1

n− 1
Rgψ. (2.6)

Agora, como (M, g) é Einstein, isto é, Ricg = Rg
n
g, segue de (2.4) e (2.6) que

Rg

n
LXg = LXRicg = −(n− 2)D2ψ +

1

n− 1
Rgψg.

Utilizando novamente que LXg = 2ψg, concluímos que

D2ψ = − Rg

n(n− 1)
ψg.
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Portanto, de�nindo u = −n(n−1)
Rg

ψ, segue que

1

2
L∇ug = D2u = −n(n− 1)

Rg

D2ψ = ψg =
1

2
LXg,

o que demonstra que (M, g) é um Ricci soliton gradiente com função soliton gradiente u.

Utilizando um argumento similar ao descrito anteriormente, nós conseguimos um re-

sultado envolvendo h-almost solitons generalizados.

Teorema 2.6. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana fechada que é um h-almost

soliton generalizado, com um 2-tensor simétrico B localmente conservativo, e duas funções

suaves λ : Mn → R e h : Mn → R. Se V = gijBij é constante, e h tem sinal de�nido,

isto é, h > 0 ou h < 0, então X é um campo vetorial conforme. Além disso, se X não

é trivial, e tivermos adicionalmente que M tem curvatura escalar constante e satisfaz

alguma das hipóteses abaixo, a variedade (M, g) é isométrica à esfera canônica.

(i) LXRic = αg, para alguma função α;

(ii)
∫
M

◦
Ric (∇ρ,∇ρ) ≥ 0;

(iii) n > 2 e M é uma variedade Einstein.

(iv) n > 2 e M é uma variedade homogênea;

(v) n > 2 e LX(|Ric|2) = 0;

(vi) A curvatura escalar é positiva e X é um campo gradiente.

No mesmo sentido que descrito anteriormente, o Teorema acima é um modo de gene-

ralizar e simpli�car drasticamente a demonstração do seguinte resultado obtido primor-

dialmente por Gomes et al.([37]):

Corolário 2.4. [37] Um h-almost Ricci soliton (Mn, g,X, h, λ) compacto e não trivial

de curvatura escalar contante com h tendo sinal de�nido, isto é, h > 0 ou h < 0, é

isométrico à esfera canônica Sn(r). Além disso, ele é gradiente e a função potencial é

uma autofunção correspondendo ao primeiro autovalor de Sn(r).

Observação 2.1. Observando que o cerne das demonstrações dos resultados desta seção

residem na utilização da Identidade de Pohoz�aev-Schöen a qual por sua vez tem como

ingrediente chave de sua demonstração uma Fórmula de Integração por partes, podemos
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de�nir almost solitons generalizados em variedades com fronteira e utilizar a mesma iden-

tidade de forma a obter resultados de rigidez similares à direção tomada. É da mesma

maneira plausível que é possível demonstrar resultados em Ricci solitons em variedades

completas mas não compactas, se nestas for válida uma fórmula de integração por partes.

2.2.2 O Lema de Almost-Schur generalizado

O famoso Lema de Schur nos diz que toda variedade fechada e Einstein de dimensão

n ≥ 3 tem curvatura escalar constante. Em [28], De Lellis e Topping discutiram resultados

de estabilidade e rididez para o Lema de Schur em variedades Riemannianas fechadas.

Neste trabalho, eles demonstraram o seguinte resultado, aclamado como Lema de Almost-

Schur.

Teorema 2.7 (Lema de Almost-Schur, [28]). Se (Mn, g) é uma variedade Riemanniana

fechada de dimensão n ≥ 3, com curvatura de Ricci não negativa, então∫
M

(R− R̄)2 ≤ 4n(n− 1)

(n− 2)2

∫
M

∣∣∣∣Ric− R

n
g

∣∣∣∣2 ,
ou, equivalentemente,

∫
M

∣∣∣∣Ric− R̄

n
g

∣∣∣∣2 ≤ n2

(n− 2)2

∫
M

∣∣∣∣Ric− R

n
g

∣∣∣∣2 ,
onde denotamos por R̄ a média de R sobre M , isto é, R̄ = 1

V olM

∫
M
RdV . Além disso, a

igualdade ocorre se, e somente se, a variedade M é Einstein.

Observamos que um passo central na demonstração deste teorema se deve à utilização

da seguinte identidade integral

−
∫
M

〈dR, df〉dV =
2n

n− 2

∫
M

〈
◦
Ric,D2f〉,

onde f é a solução de uma dada EDP. De fato, esta identidade integral é a Identidade de

Pohoz�aev-Schöen, se considerarmos X = ∇f e ∂M = ∅. Observando isto, nós obtemos

uma generalização do Lema de Almost-Schur considerando tensores mais genéricos que o

tensor de Ricci e utilizando a Identidade de Pohoz�aev-Schöen generalizada.

Teorema 2.8. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão n ≥
3, B um tensor localmente conservativo e simétrico, e V o traço de B em relação à

métrica g, isto é, V = gijBij. Além disso, suponha que M tem curvatura de Ricci não
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negativa. Então ∫
M

(V − V̄ )2dVg ≤ n(n− 1)

∫
M

‖
◦
B‖2dVg, (2.7)

onde V̄ é a média de V sobre M , isto é, V̄ = 1

Vol M
∫
M
V dVg. Além disso, a igualdade

ocorre se, e somente se,
◦
B= 0.

Demonstração. Considere f : M −→ R como sendo a solução da seguinte equação ∆f = V − V̄∫
M

f = 0.

A existência desta solução é garantida porque
∫
M

(V − V̄ )dVg = 0 (veja o Teorema

5.9.1 em [44]). Agora, nós computamos

∫
M

(V − V̄ )2dVg =

∫
M

(V − V̄ )∆fdVg

= −
∫
M

〈dV, df〉dVg

= −n
∫
M

〈
◦
B,D

2f〉dVg

= −n
∫
M

〈
◦
B,D

2f − ∆f

n
g

〉
dVg

≤ n‖
◦
B‖L2

∥∥∥∥D2f − ∆f

n
g

∥∥∥∥
L2

(2.8)

Na segunda igualdade nós utilizamos Integração por partes. Na terceira igualdade,

nós utilizamos a Identidade de Pohoz�aev-Schöen generalizada com X = ∇f e ∂M = ∅.
Na última desigualdade, nós utilizamos a desigualdadede Cauchy-Schwartz. Utilizando a

Fórmula de Böchner e integração por partes, podemos calcular

∫
M

|D2f |2dVg = −
∫
M

〈∇∆f,∇f〉dVg −
∫
M

Ric(∇f,∇f)dVg

=

∫
M

(∆f)2dVg −
∫
M

Ric(∇f,∇f)dVg.

Desta forma,
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∫
M

∣∣∣∣D2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 dVg =

∫
M

|D2f |2 − 1

n
(∆f)2dVg

=
n− 1

n

∫
M

(∆f)2dVg −
∫
M

Ric(∇f,∇f)dVg

=
n− 1

n

∫
M

(V − V̄ )2dVg −
∫
M

Ric(∇f,∇f)dVg.

Como M possui curvatura de Ricci não negativa, temos

∥∥∥∥D2f − ∆f

n
g

∥∥∥∥
L2

≤
(
n− 1

n

∫
M

(V − V̄ )2dVg

) 1
2

. (2.9)

Unindo as informações de (2.9) com (2.8), nós obtemos a desigualdade desejada.

Suponhamos agora que a igualdade ocorre. Desta forma, nós teremos uma igualdade

em (2.8) and (2.9). Como utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz, segue que a

igualdade em (2.8) ocorre se, e somente se
◦
B e D2f − ∆f

n
g são linearmente dependentes.

Se um dos dois tensores se anula segue de (2.8) que V é constante e, da igualdade em

(2.7), teremos que
◦
B= 0. Suponha agora que exista um λ > 0 tal que λ

◦
B= D2f − ∆f

n
g.

Então,

n− 1

n
d∆f = ∇i

(
(D2f)ij −

∆f

n
gij

)
= λ∇i

◦
Bij= −

λ

n
dV. (2.10)

Lembrando que ∆f = V − V̄ , nós temos(
n− 1 + λ

n

)
dV = 0.

Como n− 1 + λ > 2, nós concluímos que V é constante e,da igualdade em 2.7,
◦
B= 0.

Observação 2.2. Devemos observar que o Teorema anterior retorna à desigualdade clás-

sica de Almost-Schur (Teorema 2.7) quando consideramos B = Eg, onde Eg é o tensor

de Einstein. De fato, neste caso, teríamos,

V =
2− n

2
Rg,

V̄ =
2− n

2
R̄g

e
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◦
B=

◦
Ric .

Substituindo isto no Teorema anterior, chegamos à identidade clássica.

Inspirados no recente trabalho de P. T. Ho, [47], onde é obtido um lema de almost-

Schur para variedades com fronteira, também obtemos uma desigualdade do tipo almost-

Schur para tensores mais genéricos em variedades com fronteira. Um ponto crucial de

nosso resultado se deve que, além de generalizar a identidade obtida por [47] para ten-

sores mais genéricos, nossa demonstração subtrai a hipótese originalmente proposta em

[47] sobre a fronteira da variedade ser totalmente geodésica a uma hipótese da fronteira

ser convexa. Como veremos a seguir, isto se deve a nossa proposta na utilização da Iden-

tidade de Reilly na demonstração,diferentemente dos métodos utilizados no trabalho que

generalizamos.

Teorema 2.9. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta (possivelmente

com fronteira) com n ≥ 3, B um tensor localmente conservativo e simétrico, e V o traço

de B segundo a métrica g, isto é, V = gijBij. Suponha que M tem curvatura de Ricci

não negativa, fronteira convexa (isto é, II ≥ 0 em ∂M), e B(ν, ·) ≤ 0 em ∂M , onde ν é

o vetor normal unitário exterior. Então∫
M

(V − V̄ )2dVg ≤ n(n− 1)

∫
M

‖
◦
B‖2dVg, (2.11)

onde V̄ é a média de V sobre M , isto é, V̄ = 1

Vol M
∫
M
V dVg. Além do mais, a igualdade

ocorre em (2.11) se, e somente se,
◦
B= 0.

Demonstração. Esta demonstração segue os mesmos moldes de nosso teorema anterior.

Considere f : M −→ R uma solução do Problema de Neumann{
∆f = V − V̄ , in M
∂f
∂ν

= 0, on ∂M

A existência desta solução é garantida porque
∫
M

(V − V̄ )dVg = 0. Agora, calculamos
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∫
M

(V − V̄ )2dVg =

∫
M

(V − V̄ )∆fdVg

= −
∫
M

〈dV, df〉dVg +

∫
∂M

(V − V̄ )
∂f

∂ν
dσg

= −
∫
M

〈dV, df〉dVg

= −n
∫
M

〈
◦
B,D

2f〉dVg + n

∫
∂M

◦
B(∇f, ν)dσg

= −n
∫
M

〈
◦
B,D

2f〉dVg + n

∫
∂M

B(∇f, ν)dσg

≤ −n
∫
M

〈
◦
B,D

2f〉dVg

= −n
∫
M

〈
◦
B,D

2f − ∆f

n
g

〉
dVg

≤ n‖
◦
B‖L2

∥∥∥∥D2f − ∆f

n
g

∥∥∥∥
L2

(2.12)

Na segunda igualdade, nós utilizamos a fórmula de integração por partes. Na terceira

e quinta igualdades, nós utilizamos a condição ∂f
∂ν

= 0 em ∂M . Na quarta igualdade nós

utilizamos a Identidade Pohoz�aev-Schöen generalizada com X = ∇f . Na primeira desi-

gualdade, nós utilizamos a hipótese de que B(ν, ·) ≤ 0 em ∂M . Na última desigualdade,

utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz. Agora, utilizando a Fórmula de Reilly,

nós computamos

∫
M

|D2f |2dVg =

∫
M

(∆f)2dVg −
∫
M

Ric(∇f,∇f)dVg −
∫
∂M

2
∂f

∂ν
(∆f)2dσg

−
∫
∂M

(n− 1)H

(
∂f

∂ν

)2

dσg −
∫
∂M

II(∇f,∇f)dσg

≤
∫
M

(∆f)2dVg,

onde nós utilizamos que M tem curvatura de Ricci não negativa, ∂f
∂ν

= 0 em ∂M , e M

tem fronteira convexa. Desta forma,
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∫
M

∣∣∣∣D2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 dVg =

∫
M

|D2f |2 − 1

n
(∆f)2dVg

≤ n− 1

n

∫
M

(∆f)2dVg −
∫
M

Ric(∇f,∇f)dVg

=
n− 1

n

∫
M

(V − V̄ )2dVg −
∫
M

Ric(∇f,∇f)dVg.

Como M possui curvatura de Ricci não negativa, temos

∥∥∥∥D2f − ∆f

n
g

∥∥∥∥
L2

≤
(
n− 1

n

∫
M

(V − V̄ )2dVg

) 1
2

, (2.13)

Combinando (2.13) com (2.12), obtemos a desigualdade desejada. A observação sobre

a rigidez no caso da igualdade ocorre analogamente ao feito no Teorema anterior.

Como uma interessante aplicação do Teorema anterior, anunciamos o corolário a seguir

que considera a escolha de um tensor localmente conservativo especí�co. Tal resultado

generaliza o trabalho de X. Cheng e D. Zhou em [23] ao considerarmos hiperfícies com

fronteira imersas em variedades Einstein a deriva do trabalho original que considera hi-

perfícies fechadas.

Corolário 2.5. Considere (M̃n, g̃), n ≥ 3, uma variedade Einstein. Seja Σ uma hiperfície

conexa com fronteira suave ∂Σ 6= ∅ imersa em M com métrica induzida g. Suponha além

disso, que Σ tem curvatura de Ricci não negativa, ∂Σ é convexa (isto é, 0 ≤ II∂Σ) e

IIΣ ≤ Hg em ∂Σ. Então, ocorre a desigualdade∫
Σ

(H − H̄)2dVg ≤
n

n− 1

∫
Σ

∣∣∣∣II− H

n
g

∣∣∣∣2 dVg,
onde consideramos que H̄ é a média de H sobre Σ, isto é, H̄ = 1

VolΣ
∫

Σ
HdVg. Além

disso, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma hiperfície totalmente umbílica.

Demonstração. Como será feito mais explicitamente na demonstração do Teorema 2.11,

segue das hipóteses de que M é uma variedade Einstein e Σ é uma hiperfície imersa em

M , que o tensor simétrico B = IIΣ − Hg de�nido em Σ é localmente conservativo, com

trB = (1− n)H e
◦
B =

◦
II. Além disso, sobre ∂Σ, temos a hipótese da convexidade (pois

II∂Σ ≥ 0) e que B ≤ 0 em ∂Σ (pois IIΣ ≤ Hg em ∂Σ). Utilizando o Teorema anterior,

concluímos nosso resultado.

X. Cheng obteve uma generalização do Lema de almost-Schur em [22] ao enfraquecer

a hipótese da curvatura de Ricci ser não negativa à uma hipótese da curvatura de Ricci
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ser apenas limitada por baixo. Na mesma direção, P. Ho ([47]) obteve um resultado

similar para variedades com fronteira totalmente geodésica e curvatura de Ricci limitada

por baixo. O Teorema a seguir propõe seguir esta mesma linha, generalizando estes

resultados pra tensores mais genéricos em variedades com fronteira convexa. Convém

ainda observar que fazendo K = 0 no próximo teorema, reobtemos o Teorema 2.9.

Teorema 2.10. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão

n ≥ 3 e fronteira convexa ∂M . Seja B um tensor localmente conservativo e simétrico, e V

o traço de B segundo a métrica g, isto é, V = gijBij. Suponha que existe uma constante

não negativa K de forma que Ricg ≥ −(n − 1)K. Além disso, considere que B(ν, ·) ≤ 0

em ∂M . Então ∫
M

(V − V̄ )2dVg ≤ n(n− 1)

(
1 +

nK

λ1

)∫
M

‖
◦
B‖2dVg, (2.14)

onde V̄ é a média de V sobre M , isto é, V̄ = 1

Vol M
∫
M
V dVg e λ1 denota o primeiro

autovalor não nulo do Problema de Neumann para o operador de Laplace em (M, g). A

igualdade ocorre em (2.14) se, e somente se,
◦
B= 0.

Demonstração. Como na prova do Teorema 2.9, considere f como sendo a solução do

Problema de Neumann {
∆f = V − V̄ , in M
∂f
∂ν

= 0, on ∂M

Seguindo a similaridade das hipóteses do Teorema 2.9, chegaremos a seguinte desi-

gualdade ∫
M

(V − V̄ )2dVg ≤ n‖
◦
B‖L2

∥∥∥∥D2f − ∆f

n
g

∥∥∥∥
L2

(2.15)

Se tivéssemos f ≡ 0, então V = V̄ e disto a desigualdade surge trivialmente. Desta forma

suponha que f 6≡ 0. O primeiro autovalor positivo λ1 do Problema de Neumann para o

operador Laplaciano é caracterizado da seguinte forma

λ1 = min

{∫
M
|∇ϕ|2∫
M
ϕ2

;ϕ ∈ C∞(M), ϕ 6≡ 0,

∫
M

ϕ = 0

}
.

Desta forma, temos que
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∫
M

|∇f |2dVg = −
∫
M

f∆f +

∫
∂M

f
∂f

∂ν

= −
∫
M

f(V − V̄ )

≤
(∫

M

f 2

) 1
2
(∫

M

(V − V̄ )2

) 1
2

≤
(∫

M
|∇f |2

λ1

) 1
2
(∫

M

(V − V̄ )2

) 1
2

,

onde utilizamos integração por partes, a desigualdade de Hölder e a caracterização de λ1.

Portanto, ∫
M

|∇f |2dVg ≤
1

λ1

∫
M

(V − V̄ )2 (2.16)

Utilizando a Identidade de Reilly como na demonstração do Teorema 2.9 junto à

hipótese que M tem fronteira convexa e Ric ≥ −(n− 1)K, teremos que∫
M

|D2f |2 ≤
∫
M

(∆f)2 + (n− 1)K

∫
M

|∇f |2. (2.17)

Unindo os cálculos tomados em (2.16) e (2.17), inferimos que

∫
M

∣∣∣∣D2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 dVg =

∫
M

[|D2f |2 − 1

n
(∆f)2]dVg

≤ n− 1

n

∫
M

(∆f)2dVg + (n− 1)K

∫
M

|∇f |2dVg

≤ n− 1

n

∫
M

(V − V̄ )2dVg +
(n− 1)K

λ1

∫
M

(V − V̄ )2dVg

=
n− 1

n

(
1 +

nK

λ1

)∫
M

(V − V̄ )2dVg

Substituindo a desigualdade acima em (2.15), encontramos a desigualdade almejada.

Observação 2.3. É salutar que as mesmas ideias de demonstrações realizadas nesta

seção propõem generalizações para o caso de tensores localmente conservativos e variedades

com fronteira de alguns recentes trabalhos tidos em variedades mais genéricas, como por

exemplo variedades CR (como o proposto em [20]) e variedades com peso (como proposto

por [87]).
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2.2.3 Um teorema do tipo Alexandrov

Um dos mais famosos teoremas de rigidez para hipersuperfícies no espaço Eucildeano

é o Teorema de Alexandrov que atesta que as únicas hiperfícies fechadas, conexas e de

curvatura média constante, mergulhadas no espaço euclideano são as esferas. A hipótese

de existir um mergulho não é arti�cial visto que, por exemplo, existe uma famosa constru-

ção devido a H.Wente ([86]) de um toro (conhecido como Toro de Wente) que é hiperfície

imersa em R3 que não é uma esfera.

Como mais uma aplicação da Identidade de Pohoz�aev-Schöen, apresentaremos um

Teorema do tipo Alexandrov para hiperfícies compactas Σ imersas em variedades Einstein

(M, g) as quais satisfazem a uma identidade do tipo

II +D2
Σf = λgΣ,

onde λ : Σ→ R e f : Σ→ R são funções suaves, II é a segunda forma fundamental de Σ e

gΣ é a métrica induzida em Σ. É importante observar que este é um exemplo de gradiente

almost soliton generalizado.

Teorema 2.11. Considere (Σn, gΣ) uma hiperfície fechada e imersa numa variedade

Einstein (Mn+1, g) com gΣ a sua métrica induzida. Suponha que existem funções sua-

ves λ : Σn → R e f : Σn → R satisfazendo

II +D2
Σf = λgΣ. (2.18)

Se a curvatura média de Σ é constante, então Σ é uma hiperfície totalmente umbílica. Se,

em particular, M é o espaço Euclideano Rn+1, o hemisfério Sn+1
+ ou espaço hiperbólico

Hn+1, então Σ é uma esfera geodésica nestes espaços.

Demonstração. Num primeiro plano, nós construiremos um tensor localmente conserva-

tivo em Σ. Para isto, considere {ei}, 1 ≤ i ≤ n, um referencial ortonormal em Σ ao qual

é possível extender a um referencial ortonormal em M , {ei}, 1 ≤ i ≤ n+ 1, de forma que

en+1 = ν, o vetor normal exterior a Σ. Considere hij = II(ei, ej), 1 ≤ i, j ≤ n. Segue da

Equação de Codazzi que

∇khij −∇jhik = Rn+1ijk, 1 ≤ i, j, k ≤ n,

onde R é o tensor de curvatura em (M, g). Tomando j = i na identidade acima e somando

os índices i de 1 até n, teremos
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∇kH =
n∑
i=1

hii,k =
n∑
i=1

∇ihik +
n∑
i=1

Rn+1iik = ∇ihik +Ricn+1k,

onde Ricij representa as componentes do tensor de Ricci de M . Da hipótese de que

M é Einstein, temos que Ricn+1k = R
n
gn+1k = 0, para cada k = 1, . . . , n e, portanto,

∇ihik = ∇kH. Portanto, de�nindo o tensor B = II−Hg, segue, em nosso caso, que este

é localmente conservativo, trB = (1 − n)H e
◦
B =

◦
II. Então, utilizando a Identidade de

Pohoz�aev-Schöen generalizada e (2.18), temos a identidade∫
Σ

〈∇H,∇f〉 =
n

n− 1

∫
Σ

|
◦
II|2.

Desta forma, se Σ tem curvatura média constante, então
◦
II= 0, isto é, Σ é totalmente

umbílica. No caso em que M é uma forma espacial, concluímos que Σ é uma esfera

geodésica contida na respectiva forma espacial.

2.3 Aplicações em variedades estáticas e V -estáticas

Considere uma variedade estática (Mn, g) com potencial estático f . Após normaliza-

ção, podemos considerar que Rg = εn(n − 1), com ε ∈ {−1, 0, 1} (cf. a De�nição 1.1).

Suponha que ∂M = Σ =
l⋃

α=1

Σα, onde Σα são as componentes conexas de ∂M . Conside-

rando os casos ε = 0, 1 e utilizando um princípio do máximo, Chru±chiel demonstrou em

[26] a seguinte desigualdade

l∑
α=1

κα

∫
Σα

(
RΣα − ε(n− 1)(n− 2)

)
dσα ≥ 0, (2.19)

onde κα = |∇gf ||Σα e RΣα é a curvatura escalar intrínseca de Σα.

Uma demonstração alternativa deste resultado que não utiliza um argumento de prin-

cípio do máximo e estende a desigualdade de Chru±chiel para o caso ε = −1 pode ser

obtida através da aplicação da Identidade de Pohoz�aev-Schöen. De fato, como a cur-

vatura escalar de (M, g) é constante, consideramos o campo X = ∇f e lembramos que

L∇fg = 2D2f , para obter, da Identidade de Pohoz�aev-Schöen, que

n

n− 2

∫
M

〈
◦

Ricg, 2D
2
gf〉 =

2n

n− 2

∫
∂M

◦
Ricg (∇gf, ν).

Utilizando a equação de estaticidade D2f − fRicg − (∆gf)g = 0, e o fato que o vetor

normal exterior é ν = − ∇gf|∇gf | em ∂M (pois ∂M = f−1(0)), teremos que
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0 ≤
∫
M

f |
◦

Ricg |2dVg = −
∫
∂M

|∇gf |
◦

Ricg (ν, ν)dσ = −
∫
∂M

|∇gf |(Ricg(ν, ν)−ε(n−1))dσ

Como ∂M é totalmente geodésica, segue da equação de Gauss que εn(n − 1) −
2Ric(ν, ν) = RΣ. Unindo isto ao fato de que f ≥ 0 em M , encontramos a desigual-

dade almejada (2.19).

Salientamos que a igualdade implica que M é uma variedade Einstein e, no caso

ε = 1, o Teorema de Reilly (cf. Teorema 1.4) nos mostra que M é um hemisfério. Como

já observamos, esta desigualdade possui importantes aplicações. Como exemplo, temos

que se n = 3 e ∂M é conexa, pode-se obter facilmente a famosa desigualdade de Boucher-

Gibbons-Horowitz([14]) que atesta que

Area(∂M) ≤ 4π.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,M é isométrica ao hemisfério canônico

S3
+.

Baseados na desigualdade (2.19) e em suas iminentes e produtivas consequências,

nós obtemos uma desigualdade correlata considerando agora métricas V -estáticas. Tais

empregos de esforços tem o sentido de abordar os supracitados resultados de variedades

estáticas à direção de conseguir novos teoremas de rigidez para variedades V -estáticas.

Teorema 2.12. Considere (Mn, g) uma variedade compacta, V -estática positiva com

fronteira ∂M =
l⋃

i=1

Σα, e curvatura escalar Rg = εn(n − 1), onde ε = −1, 0, 1. Con-

sidere as constantes κi = |∇gλ||Σi. Então, a seguinte desigualdade ocorre

l∑
i=1

∫
Σi

κi

(
Rgi − ε(n− 2)(n− 1)− n− 2

n− 1
H2

)
dVΣi ≥ 0 .

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica

em um dos espaços Rn, Sn ou Hn.

Demonstração. Como já abordamos acima, a Identidade de Pohoz�aev-Schöen, a equação

de V-estaticidade −(∆gλ)g +∇2
gλ− λRicg = g, e o fato de ν = − ∇gλ

|∇gλ|g , inferem que∫
M

λ|
◦

Ricg |2dvg = −
∫

Σ

|∇gλ|g(Ricg(ν, ν)− ε(n− 1))dvΣ. (2.20)

Lembrando do fato que Σ é uma hiperfície totalmente umbílica, segue da equação de
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Gauss que

2Ricg(ν, ν) +RΣ = εn(n− 1) +
n− 2

n− 1
H2 ,

onde RΣ eH são a curvatura escalar e a curvatura média de Σ, respectivamente. Portanto,

da equação acima, temos

2Ricg(ν, ν)− 2ε(n− 1) = ε(n− 2)(n− 1) +
n− 2

n− 1
H2 −RΣ .

Então, utilizando a equação (2.20), a observação acima e que λ ≥ 0 em M , nós obtemos

que ∫
Σ

|∇gλ|
(
ε(n− 2)(n− 1) +

n− 2

n− 1
H2 −RΣ

)
dvΣ ≤ 0 .

Isto é su�ciente para obtermos a desigualdade almejada. Note que, se∫
Σ

(
ε(n− 2)(n− 1) +

n− 2

n− 1
H2 −RΣ

)
dvΣ = 0 ,

nós obtemos de (2.20) que ∫
M

λ|
◦

Ricg |2dvg = 0 ,

donde
◦

Ricg= 0 e, portanto, (M, g) é uma variedade Einstein. Desta forma, como (M, g)

é uma variedade V -estática e Einstein, utilizamos o Teorema 1.7 para obter que (M, g) é

isométrica a uma bola geodésica em Rn, Sn ou Hn.

É novamente salutar a frutuosa aplicação da Identidade de Pohoz�aev-Schöen em duas

direções na demonstração acima. Por um lado, ela nos orienta a obter a desigualdade que

generaliza o resultado obtido originalmente por Cru±ciel (2.19) para variedades estáticas,

a considerar uma variedade V -estática. Por outro lado, também obtemos um importante

resultado de rigidez para a igualdade em dimensão qualquer onde, através da descoberta

que a variedade em questão é Einstein, utilizamos o Teorema de classi�cação de Miao e

Tam (cf. Teorema 1.7) para concluir nossos resultados.

Com mais uma hipótese que indique a igualdade no Teorema anterior, podemos con-

seguir um resultado de rigidez como o realizado a seguir:

Corolário 2.6. Considere (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n,

V-estática positiva, com fronteira suave Σ =
l⋃

i=1

Σi e curvatura escalar constante Rg =

εn(n− 1). Se

Ricg(ν) ≥ ε(n− 1) ,

onde ν é o campo normal exterior em Σ, então (M, g) é isométrica a uma bola geodésica



2.3 Aplicações em variedades estáticas e V -estáticas 46

em um dos espaços Rn, Sn ou Hn.

Demonstração. De fato, como Σ é totalmente umbílica, utilizamos a equação de Gauss e

a hipótese de que Ricg(ν) ≥ ε(n− 1), para obter que

l∑
i=1

∫
Σi

κi

(
Rgi − ε(n− 2)(n− 1)− n− 2

n− 1
H2

)
dVΣi ≤ 0 .

Como já temos a desigualdade contrária do Teorema 2.12, segue que

l∑
i=1

∫
Σi

κi

(
Rgi − ε(n− 2)(n− 1)− n− 2

n− 1
H2

)
dVΣi = 0 .

Utizando novamente o Teorema 2.12 para o caso da igualdade, concluímos nosso re-

sultado.

Munidos dos resultados de rigidez abordados anteriormente, nós podemos obter, ao

mesmo sentido do já observado para variedades estáticas, novos resultados de classi�ca-

ção topológica para a fronteira de variedades V -estáticas positivas de dimensões 3 e 5

utilizando os Teoremas de Gauss-Bonnet e Gauss-Bonnet-Chern.

Teorema 2.13. Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta, V -estática

positiva com fronteira conexa, e curvatura escalar Rg = 6ε, onde ε = −1, 0, 1.

(i) Se ε = 0, 1, então ∂M é homeomorfa a esfera S2.

(ii) Se ε = −1 e H ≥ 2, então ∂M é homeomorfa a esfera S2.

Demonstração. Considerando a desigualdade obtida no Teorema 2.12, o fato de ∂M ser

conexa e RΣ = 2K, onde K é a curvatura seccional de ∂M , temos que∫
∂M

2K − 2ε− 1

2
H2 ≥ 0.

Utilizando o Teorema de Gauss Bonnet e o fato que H > 0 é constante, temos que

4πχ(∂M) ≥
(

2ε+
1

2
H2

)
Area(∂M) .

onde χ(∂M) é a característica de Euler de ∂M .

(i) Se ε = 0 ou 1, então χ(∂M) > 0, pois H > 0 (∂M é totalmente umbílica). Neste

caso, obtemos que ∂M é homeomorfa à esfera S2.
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(ii) Se ε = −1 e H ≥ 2, obtemos que χ(∂M) ≥ 0. Note que, se H > 2, então já obtemos

que χ(∂M) > 0 e, desta forma, ∂M é homeomorfa à S2.

Supondo que H = 2, nós obtemos que χ(∂M) ≥ 0. Neste caso, a�rmamos que não

podemos ter χ(∂M) = 0. De fato, se χ(∂M) = 0 então

4πχ(∂M) =

(
2ε+

1

2
H2

)
Area(∂M)

e isto implicaria, pelo Teorema de Gauss-Bonnet, que∫
∂M

(
ε(n− 2)(n− 1) +

n− 2

n− 1
H2 −RΣ

)
dvΣ = 0 .

Então, segue do Teorema 2.12 que (M3, g) é isométrica a uma bola geodésica em

R3, S3 ou H3. Nesta situação, é impossível para ∂M ter que χ(∂M) = 0. Então,

em qualquer caso, teremos que χ(∂M) > 0 e ∂M é homeomorfa à esfera S2.

Uma consequência direta da demonstração do teorema anterior é o seguinte resultado

que, a um certo sentido, leva a mesma abordagem da desigualdade de Boucher-Gibbons-

Horowitz (cf. Teorema 1.6) para variedades V -estáticas tridimensionais:

Teorema 2.14. Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana V -estática positiva com

fronteira conexa e curvatura escalar Rg = 6ε, onde ε = −1, 0, 1. Se ε = −1, assuma

adicionalmente que H ≥ 2. Então

4π ≥
(
ε+

1

4
H2

)
Area(∂M) .

Além disso, a igualdade na desigualdade acima ocorre se, e somente se, (M3, g) é isomé-

trica a uma bola geodésica em um dos espaços R3, S3 ou H3.

Utilizando a Fórmula de Gauss-Bonnet-Chern para 4-variedades compactas, aplicamos

novamente o Teorema 2.12 para obter o resultado a seguir.

Teorema 2.15. Considere (M5, g) uma variedade Riemanniana compacta, V -estática

positiva com fronteira conexa e curvatura escalar Rg = 20ε, onde ε = −1, 0, 1. Se ε = −1,

assuma adicionalmente que H ≥ 4. Suponha ainda que ∂M é Einstein. Então

8π2χ(∂M) ≥ 1

24

(
12ε+

3

4
H2

)2

Area(∂M) .
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Em particular, χ(∂M) > 0. Além do mais, se χ(∂M) = 2 temos que

8π2

3
≥
(
ε+

1

16
H2

)2

Area(∂M)

e a igualdade ocorre se, e somente se, (M5, g) é isométrica a uma bola geodésica numa

forma espacial simplesmente conexa R5, S5 ou H5.

Demonstração. Segue do Teorema 2.12 para n = 5, e do fato que H > 0 é constante em

∂M , que (
12ε+

3

4
H2

)
Area(∂M) ≤

∫
∂M

R∂Mdv∂M .

Utilizando a desigualdade de Hölder junto à desigualdade acima, obtemos que(
12ε+

3

4
H2

)2

Area(∂M) ≤
∫
∂M

R2
∂Mdv∂M . (2.21)

Lembre que a identidade de Gauss-Bonnet-Chern em ∂M infere que

8π2χ(∂M) =
1

4

∫
∂M

|W |2dv∂M +
1

24

∫
∂M

R2
∂Mdv∂M −

1

2

∫
∂M

|
◦

Ricg |2dv∂M

Desta forma, utilizando a hipótese que ∂M é Einstein (e, portanto,
◦

Ricg= 0 em ∂M), a

desigualdade (2.21) e a identidade de Gauss-Bonnet-Chern, teremos que

8π2χ(∂M) ≥ 1

24

(
12ε+

3

4
H2

)2

Area(∂M).

O caso da igualdade novamente remonta à rigidez obtida pela igualdade do Teorema

2.12.

Como último resultado desta seção, vamos obter mais um Teorema de rigidez para

variedades V -estáticas com fronteira conexa. Um importante Teorema demonstrado no

pioneiro artigo de Miao-Tam ([64]) sobre variedades V -estáticas é o resultado a seguir.

Teorema 2.16 (Miao-Tam, [64]). Considere (Mn, g) uma n-dimensional variedade Rie-

manniana compacta com fronteira conexa e suave Σ. Considere γ uma métrica em Σ e

seja K = 0 ou −n(n − 1). Suponha g ∈ MK
γ uma métrica suave em M que é um ponto

crítico do funcional volume V (·) em MK
γ . Considere ν o vetor normal exterior a Σ.

(i) Se K = 0, (Σ, γ) é isométrica a uma esfera geodésica em Rn eM é spin(caso n ≥ 8),

então Ric(ν, ν) é uma constante não positiva ao longo de Σ, e Ric(ν, ν) = 0 se, e

somente se, (M, g) é isométrica a um bola geodésica em Rn.
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(ii) Se n = 3, K = 0, M é orientada e Ric(ν, ν) = 0 ao longo de Σ, então (M, g) é

isométrica a uma bola geodésica em R3.

(iii) Se n = 3, K = −6 e (Σ, γ) é isométrica a uma esfera geodésica em H3, en-

tão Ric(ν, ν) é uma constante satisfazendo que Ric(ν, ν) ≤ −2 ao longo de Σ, e

Ric(ν, ν) = −2 se, e somente se, (M, g) é isométrica a uma bola geodésica em H3.

De fato, duas hipóteses cruciais a demonstração dos autores se devem à visível limita-

ção na dimensão e ao fato de se tratar de variedades com curvatura escalar não positiva.

Estes componentes são explicado pela utilização de uma generalização do Teorema da

Massa Positiva por Shi-Tam (cf. [83]) na demonstração.

O resultado que retraremos a seguir generaliza o Teorema anterior ao subtrair as

hipóteses sobre a dimensão e a não positividade da curvatura escalar. De fato, nossa

demonstração se mostra alterniva junto a utilização da Identidade de Pohoz�aev-Schöen.

Vamos denotar por Ek uma variedade Riemanniana Einstein com Ricgk = k(n− 1)gk.

Teorema 2.17. Considere (M, g) uma n-dimensional variedade Riemanniana compacta

com curvatura escalar constante Rg = εn(n − 1). Suponha que M possui uma fronteira

conexa e suave Σ, tal que g é um ponto crítico do funcional volume em MK
γ , K =

εn(n − 1). Suponha que (Σ, γ) é isométrica a uma hiperfície totalmente umbílica Σk em

Ek. Então,

Hk ≥ H ,

onde H e Hk são as curvaturas médias de Σ e Σk, respectivamente. A igualdade ocorre

se, e somente se, (M, g) é isométrica a um bola geodésica em Rn, Sn ou Hn.

Demonstração. Utilizando a Identidade de Pohoz�aev-Schöen, temos que

−
∫
M

λ|Ricg −
Rg

n
g|2dvg =

∫
Σ

|∇gλ|g(Ricg(ν, ν)− k(n− 1))dvΣ .

Desta forma, ∫
Σ

(Ricg(ν, ν)− k(n− 1))dvΣ ≤ 0, (2.22)

pois λ ≥ 0. Denote por RΣ e HΣ as curvaturas escalar e média de Σ, respectivamente.

Denote por RΣk e HΣk as curvaturas escalar e média de Σk, respectivamente. Segue da

Equação de Gauss que

2Ricg(ν, ν) +RΣ = kn(n− 1) +
n− 2

n− 1
H2

Σ
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e

RΣk = k(n− 2)(n− 1) +
n− 2

n− 1
H2

Σk
.

Como Σ é isométrica a Σk, nós obtemos queRΣ = RΣk . Portanto, subtraindo as igualdades

acima, obtemos

2Ricg(ν, ν)− 2k(n− 1) =
n− 2

n− 1
(H2

Σ −H2
Σk

) .

Então, substituindo isto na desigualdade (2.22), inferimos que∫
Σ

(H2
Σ −H2

Σk
) =≤ 0,

de, onde concluímos que

HΣk ≥ HΣ,

já que HΣ e HΣk são constantes positivas e
∫

Σ
dvΣ =

∫
Σk
dvΣk .

Note que, se HΣ = HΣk , nós obtemos dos cálculos acima que (M, g) é Einstein, pois

teríamos ∫
M

λ|Ricg −
Rg

n
g|2dvg = 0 .

Então, segue do Teorema 1.7 que (M, g) é isométrica a uma bola geodésica em Rn, Sn ou

Hn.

Corolário 2.7. Se Ω é um domínio limitado com fronteira suave contido numa forma

espacial simplesmete conexa Rn, Sn ou Hn, então a correspondente métrica canônica da

forma espacial é uma métrica crítica em Ω se, e somente se, Ω é uma bola geodésica (se

Ω ⊂ Sn, assuma adicionalmente que V (Ω) < 1
2
V ol(Sn)).

Teorema 2.18. Considere (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional, compacta

com curvatura escalar constante Rg = n(n− 1), com uma fronteira suave e conexa Σ, tal

que g é um ponto crítico do funcional volume emMK
γ , K = n(n− 1). Então (Σ, γ) não

pode ser isométrica a uma (n− 1)-esfera.

Demonstração. De fato, se supôssemos que (Σ, γ) fosse isométrica à uma (n − 1)-esfera,

o Teorema 2.17 nos diria que H = 0, o que é uma contradição ao fato que Σ é totalmente

umbílica.



Capítulo

3
Desigualdades e Resultados de Rigidez

em Variedades Estáticas e V-estáticas

Neste capítulo, abordaremos novos resultados sobre rigidez e desigualdades em varie-

dades estáticas e V -estáticas. Inicialmente, consideramos uma hipótese de pinching sobre

o tensor de Ricci sem traço para obter generalizacões dos resultados de L. Ambrozio ([3]).

Posteriormente, munidos de uma generalização da Identidade de Reilly, buscaremos obter

algumas desigualdades para variedades V -estáticas, inspirados em resultados já existentes

em variedades estáticas (cf. [55] e [61]).

3.1 Resultados de rigidez sob uma hipótese de pinching

Ao início desta seção, comentaremos alguns resultados de rigidez em variedades está-

ticas e V-estáticas envolvendo um pinching da norma do tensor de Ricci sem traço. Mais

especi�camente, para uma variedade n-dimensional (Mn, g) compacta, consideraremos o

seguinte pinching sobre o tensor de Ricci sem traço:

|
◦

Ricg|2g ≤
R2
g

n(n− 1)
.

Tal pinching será utilizado como forma de obter alguns teoremas de rigidez. De fato,

recentes resultados na literatura propõem esta abordagem em variedades estáticas ([3]) e

V -estáticas ([8]).

Um ingrediente importante e canalizador dos trabalhos que faremos a seguir será a

utilização de um lema algébrico que aclamará nossa condição de pinching do tensor de

Ricci sem traço à uma condição de curvatura de Ricci não negativa. O seguinte lema
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algébrico é um resultado anunciado em [19].

Lema 3.1. Considere a1, a2, . . . , an e b, (n + 1) números reais (n > 1) satisfazendo a

seguinte desigualdade (
n∑
i=1

ai

)2

≥ (n− 1)
n∑
i=1

a2
i + b (3.1)

Então, ocorre a desigualdade

2aiaj ≥
b

n− 1
, (3.2)

para quaisquer i e j distintos.

Demonstração. Partindo da desigualdade (3.1), temos que

C = (n− 2)a2
n − 2

(
n−1∑
i=1

ai

)
an + [(n− 2)

n−1∑
i=1

a2
i − 2

∑
i<j≤n−1

aiaj + b] ≤ 0

Como an é um número real, a equação quadrática

(n− 2)a2
n − 2

(
n−1∑
i=1

ai

)
an + [(n− 2)

n−1∑
i=1

a2
i − 2

∑
i<j≤n−1

aiaj + b− C] = 0,

possui discriminante positivo, o que implica que

(
n−1∑
i=1

ai

)2

≥ (n− 2)

[
(n− 2)

n−1∑
i=1

a2
i − 2

∑
i<j≤n−1

aiaj + b− C

]

≥ (n− 2)

(n− 1)
n−1∑
i=1

a2
i −

(
n−1∑
i=1

ai

)2

+ b

 ,
onde também utilizamos que C ≤ 0. Desta forma, produzimos uma desigualdade do

mesmo tipo de (3.1), a dizer(
n−1∑
i=1

ai

)2

≥ (n− 2)
n−1∑
i=1

a2
i +

n− 2

n− 1
b.

Realizando (n− 2) vezes o mesmo processo vamos obter que 2a1a2 ≥ b
n−1

o que, sem

perda de generalidade, demonstra nosso lema.

Uma crucial aplicação do supracitado lema algébrico ao nosso trabalho se deve ao

fato que pode-se resgatar a propriedade de não negatividade do tensor de Ricci de uma
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variedade Riemanniana com curvatura escalar não negativa a partir de uma condição de

pinching sobre o tensor de Ricci sem traço. Isso será feito no Lema a seguir.

Lema 3.2. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar não

negativa e tal que

|
◦

Ricg|2 ≤
R2
g

n(n− 1)
.

Então, (Mn, g) possui curvatura de Ricci não negativa.

Demonstração. Um breve cálculo mostra que a condição de pinching sobre o tensor de

Ricci sem traço é equivalente a

R2
g ≥ (n− 1)|Ricg|2. (3.3)

Considerando {λi}ni=1 o conjunto dos autovalores do tensor de Ricci, a condição (3.3) pode

ser traduzida como (
n∑
i=1

λi

)2

≥ (n− 1)
n∑
i=1

λ2
i .

Utilizando o Lema 3.1 inferimos que λiλj ≥ 0 para i 6= j. Esta observação junto a

condição que M tem curvatura escalar não negativa (
∑
λi ≥ 0), implica que λi ≥ 0,

1 ≤ i ≤ n, e portanto Ricg ≥ 0.

A gênese da condição de curvatura de Ricci não negativa nos dá indumentárias para

utilizá-la em alguns resultados de rigidez já conhecidos da literatura. O Teorema a seguir,

por exemplo, é um importante resultado para variedades com curvatura de Ricci não

negativa obtido como caso especial de Teoremas em [49] e [50]. Exporemos este resultado

como retratado por F. Hang e X. Wang([42]).

Lema 3.3 (F. Hang, X. Wang [42]). Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana de

dimensão n, compacta e conexa com fronteira mean convex Σ e curvatura de Ricci não

negativa. Então Σ tem no máximo duas componentes. Além disso, se Σ tem exatamente

duas componentes, então ambas são totalmente geodésicas e M é isométrico a Γ × [0, a]

para alguma variedade Riemanniana compacta Γ com curvatura de Ricci não negativa e

a > 0.

Outros importantes resultados de rigidez que pressupõem a curvatura de Ricci não

negativa foram abordados por G. Galloway em [33], em dois interessantes lemas que

exprimem resultados para tais variedades considerando os casos onde a fronteira é conexa

ou desconexa.
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Lema 3.4 (G. Galloway, [33]). Considere M uma variedade Riemanniana completa e

conexa com fronteira mean convex ∂M com no mínimo duas componentes conexas Σ1 e

Σ2. Se M tem curvatura de Ricci não negativa e Σ1 é compacta, então M é isométrica

à [0, L] × Σ1, com a isometria sendo dada pela exponencial normal de Σ1 a Σ2. Em

particular, Σ1 e Σ2 são isométricas.

Lema 3.5 (G. Galloway, [33]). Considere M uma variedade Riemanniana completa e

conexa com fronteira conexa e compacta Σ. Assuma que M tem curvatura de Ricci não

negativa e Σ é mean convex. Então, apenas uma das opções é satifeita

(i) O homomor�smo entre os grupos fundamentais i∗ : Π(Σ) −→ Π(M) induzido pela

aplicação de inclusão i : Σ ↪→M é sobrejetor.

(ii) Π(M)/i∗(Π(Σ)) = Z2, eM tem recobrimento duplo orientável isométrico à [0, L]×Σ.

Em particular, Σ é uma hiperfície totalmente geodésica e a curvatura de Ricci se

anula em todos os vetores ortogonais a Σ.

Como parâmetro à utilização da condição de que as variedades V -estáticas possuem

fronteira totalmente umbílica, o recente resultado a seguir classi�ca variedades com cur-

vatura de Ricci não negativa que tem a supracitada condição no caso tridimensional.

Lema 3.6 (A. Fraser and P. Li, [31]). Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana

compacta com fronteira não vazia. Assuma queM possui curvatura de Ricci não-negativa.

Se ∂M é estritamente convexa, então M3 é difeomorfa a uma bola B3.

Munidos da indumentária retratada anteriormente, apresentaremos alguns novos teo-

remas de rigidez para variedades estáticas e V -estáticas sob uma condição de pinching.

Teorema 3.1. Considere (M3, g) uma variedade V -estática positiva com curvatura esca-

lar positiva. Se

|
◦

Ricg|2 ≤
R2
g

6

então (M3, g) é difeomorfa a uma bola geodésica em S3.

Demonstração. Pela observação posterior ao Lema 3.1, a condição de pinching implica

que Ricg ≥ 0. Utilizando o Lema 3.3, podemos concluir que ∂M é conexa. De fato, se

M fosse desconexa teríamos pelo supracitado lema que ∂M seria totalmente geodésica, o

que não ocorre em variedades V -estáticas. Utilizando o Lema 3.6, isto é su�ciente para

obter que (M3, g) é isométrica a uma bola geodésica em S3.
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A seguir, daremos uma demonstração de um resultado obtido recentemente por L.

Ambrozio [3] de uma maneira consideravelmente mais simples e almenjando resultados em

dimensões altas, onde utilizamos novamente nossas observações e resultados preliminares

acerca da nossa conclusão sobre a gênese da hipótese da curvatura de Ricci não negativa.

A demonstração do autor supracitado ([3]) ao resultado a seguir recorre a uma Fórmula

do tipo Böchner para variedades estáticas tridimensionais:

1

2
div(f∇|

◦
Ric|2)

=

(
|∇

◦
Ric|2 +

|C|2

2

)
f +

(
R|

◦
Ric|2 + 18det(

◦
Ric)

)
f,

onde f é o potencial estático e C é o tensor de Cotton da variedade. Em [3], ele observa

que a condição de pinching aplicada na Identidade acima, implica que a variedade estática

é localmente conformemente plana e, a partir disto, recorre a teoremas de classi�cação de

Kobayashi ([53]) e Lafontaine ([56]).

Salientamos que temos como vantagem primordial a nossa abordagem o fato que as

técnicas podem ser mais amplamente utilizadas na direção de conseguir generalizações

dos resultados em dimensão alta.

Teorema 3.2. Considere (M3, g) uma variedade Riemanniana orientável, compacta e

estática com fronteira Σ 6= ∅. Assuma que Rg = 6 e

|
◦

Ricg|2 ≤
R2
g

6
.

Então uma das mutuamente exclusivas opções deve ocorrer:

(i) (M3, g) é isométrica ao hemisfério unitário com a métrica padrão (S3
+, gst).

(ii) (M3, g) é isométrica ao cilindro (S2( 1√
3
)× [0, π√

3
]), g0), onde g0 é a métrica produto.

Demonstração. Pela observação após o Lema 3.1 temos que Ricg ≥ 0. Se ∂M não é

conexa, segue do Lema 3.4 que (M3, g) é isométrica ao cilindro (S2( 1√
3
) × [0, π√

3
]), g0),

onde g0 é a métrica produto.

Assuma que Σ = ∂M é conexa e, portanto, Σ é uma esfera topológica (vide Desi-

gualdade de Chru±chiel). Neste caso, como o feito por exemplo em [14] e [3](cf. também

esta descrição no início do Capítulo 4), pode-se obter uma 4-variedade compacta (N, ĝ) a

partir de M satisfazendo que:
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(a) χ(N) = 2 e τ(N) = 0, onde χ(N) é a característica de Euler de N e τ(N) é a sua

assinatura.

(b) Ricĝ = 3ĝ.

(c) Pelo Teorema de Bishop, temos que V4(N) ≤ 8
3
π2, onde V4(N) é o volume 4-

dimensional de N , com a igualdade ocorrendo se, e somente se, ĝ é uma métrica de

curvatura seccional constante.

(d) Por um argumento do tipo Fubini, é possível inferir que V4(N) = 2π
3
Area(Σ) .

Como Ric ≥ 0 em M e Σ é uma esfera topológica e totalmente geodésica, segue da

equação de Gauss e do teorema de Gauss-Bonnet que Area(Σ) ≥ 4π
3
. De fato,

0 ≥ −2Ric(ν, ν) = 2K − 6,

onde K é a curvatura seccional de Σ. Desta forma,

4π = 2πχ(Σ) =

∫
Σ

K ≤ 3Area(Σ)

Desta forma, o item (c) nos infere que V4(N) ≥ 8
9
π2. Tendo essa limitação sobre o

volume de uma variedade Einstein nosso argumento segue do Teorema de Gursky ([39], cf.

descrição no Teorema 4.2), pelo qual concluímos que V4(N) = 8
3
π2. Isto é su�ciente para

concluir que (M3, g) é isométrica ao hemisfério munido de sua métrica padrão (S3
+, gst).

Como já salientamos anteriormente, nosso método propõe uma nova visão quanto à

generalização de resultados de pinching para dimensões altas. Desta forma, se conside-

ramos dimensões mais altas, também podemos obter com o auxílio dos Lemas 3.4 e 3.5

alguns resultados para variedades estáticas e V -estáticas.

Teorema 3.1. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana V -estática positiva com

curvatura escalar não negativa. Se

|
◦

Ricg|2 ≤
R2
g

n(n− 1)

então (Mn, g) tem curvatura de Ricci não negativa. Em particular ∂M é conexa. Se ∂M

é simplesmente conexa, então M é simplesmente conexa.

Demonstração. Pela observação após o Lema 3.1, temos que Ricg ≥ 0. Utilizando o

Lema 3.3 e o fato de ∂M ser totalmente umbílica (pois M é V -estática), concluímos

que ∂M é conexa. Utilizando o Lema 3.5 e fato que H > 0 em ∂M (o que elimina a
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possibilidade (ii)), concluímos da sobrejetividade do mapa i∗ : Π(∂M) −→ Π(M) que, se

∂M é simplesmente conexa, então M é simplesmente conexa.

No mesmo espírito do realizado anteriormente, temos um teorema de rigidez para

variedades estáticas de dimensão alta com a mesma condição de pinching no tensor de

Ricci sem traço.

Teorema 3.3. Considere (Mn, g) uma variedade estática com curvatura escalar positiva.

Se

|
◦

Ricg|2 ≤
R2
g

n(n− 1)

então (Mn, g) tem curvatura de Ricci não negativa. Em particular, uma das seguintes

possibilidades devem ocorrer:

(i) A aplicação i∗ : Π(∂M)→ Π(M) é sobrejetora.

(ii) A variedade (Mn, g) é isométrica ao quociente de um cilindro.

3.2 A Identidade de Reilly e aplicações em métricas V -

estáticas

Em [77], Reilly estabeleceu uma série de identidades integrais no espaço Euclideano

que posteriormente foram extendidas por ele mesmo a variedades Riemannianas em [78].

No decorrer de nosso texto, já salientamos a importância e aplicabilidade em resultados

de rigidez para Análise Geométrica de algumas identidades geométricas, como visto para

a Identidade de Pohoz�aev-Schöen no Capítulo 2.

A famosa Identidade de Reilly obtida em [78] nos a�rma que dada uma variedade

Riemanniana (M, 〈, 〉) com fronteira Σ e u : M −→ R uma função suave, temos

1

2

∫
M

[
(∆u)2 − |D2u|2

]
dV ol =

1

2

∫
M

Ric(∇u,∇u)dV +

∫
Σ

∆Σu ·
∂u

∂ν
dS

+
1

2

∫
Σ

H

(
∂u

∂ν

)2

dS +
1

2

∫
Σ

〈II(∇Σu,∇Σu)〉dS,

onde ν é o campo normal exterior, II(·, ·) e H são a Segunda Forma Fundamental e a

curvatura média de Σ, respectivamente. Além disso, o indíce Σ sob ∇ e ∆ indica que

estamos considerando estes entes intrinsecamente a Σ.

Esta fórmula possui numerosas e frutuosas aplicações. Como exemplo, no supracitado

trabalho [78], através da identidade acima, Reilly obteve um limite inferior ótimo para o
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primeiro autovalor de Lichnerowitz do Laplaciano em variedades com fronteira, demons-

trando com isto um Teorema do tipo Obata para variedades com fronteira (cf. Teorema

1.4). Outra aplicação foi reobter o Teorema de Alexandrov para hiperfícies mergulhadas

em Rn, cuja curvatura média da fronteira é constante (cf. Teorema 5 em [78]). Outras

aplicações desta identidade podem ser vistas em [24], [73] e [80]. Salientamos ainda que

tal identidade já foi algumas vezes utilizada em nosso próprio texto como ferramenta

primordial à resolução de problemas para variedades com curvatura de Ricci limitada

inferiormente(cf. os Teoremas 2.9, 2.10 e o Lema 3.3).

A gama de latentes aplicações da Identidade de Reilly também inspira atualmente

algumas extensões da mesma como �nalidade de obter novos resultados do tipo Alexan-

drov ([76] e [61]) e aplicações em desigualdades e resultados de rigidez para variedades

estáticas([55], [61] e [21]).

Ao decorrer desta seção, vamos recorrer a um recente trabalho de LI e Xia([61]) na

obtenção de uma identidade do tipo Reilly. A partir desta identidade, vamos estender

resultados obtidos por [55] e [61] em variedades estáticas para o caso de variedades V -

estáticas.

3.2.1 Uma Identidade de Reilly generalizada

A partir de agora, descreveremos uma fórmula Integral que generaliza a Fórmula

de Reilly. Como já retratado, a Fórmula de Reilly (3.4) é particularmente utilizada na

literatura em problemas que pressupõem uma hipótese de curvatura de Ricci não-negativa.

Ao restante dos casos, a fórmula não possui grandes avanços e, desta forma, inspira a

generalizações para sua utilidade. Trabalhos a esta direção atendem a obtenção de novas

fórmulas do tipo Reilly para conseguir novas aplicações em variedades com curvatura

negativa como feito, por exemplo, em [76], [61], [55], [66], [21], entre outros.

A seguir, retrataremos uma generalização da Fórmula de Reilly obtida muito recente-

mente por [61], donde advém-se como casos particulares importantes aplicações para as

seções posteriores.

Teorema 3.4 ([61]). Considere (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional e Ω ⊂
M um domínio limitado com fronteira suave Σ. Considere Pij um 2-tensor simétrico e

suave em Ω, e denote por P seu traço com respeito à métrica g. De�na o 2-tensor

Aij(f) := (D2f)ij + 1
n−1

Pfgij − fPij e seu traço com respeito à métrica g, A(f) =

∆f + P
n−1

f . Então, para quaisquer funções suaves V , f ∈ C∞(Ω̄) ocorre a identidade
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∫
Ω

V [A(f)2 − |Aij(f)|2]

=

∫
Σ

V II(∇Σz,∇Σz) + 2V u∆Σz + V Hu2 +
∂V

∂ν
|∇Σz|2

+

∫
Σ

2V zf,iPiν − z2V,iPiν − z2V Pνi,i

+

∫
Ω

[(V,ij −∆V gij − V Pij) + V (Rij − Pij)]f,if,j

+

∫
Ω

[
Pij

(
V,ij +

1

n− 1
PV gij − V Pij

)
+ V Pij,ji + 2V,iPij,j

]
f 2.

Aqui, ν é o campo normal exterior, z = f |Σ, u = ∇νf , II(·, ·) e H são a Segunda

Forma Fundamental e a curvatura média de Σ, respectivamente. O indíce Σ sob ∇ e ∆

indica que estamos considerando estes entes intrisecamente a Σ.

O teorema anterior é uma clara extensão da Identidade de Reilly, pois se consideramos

Pij = 0 e V ≡ 1, reobtemos a Identidade de Reilly clássica. Também como um caso

particular do Teorema 3.4, obtemos uma identidade do tipo Reilly que utilizaremos na

subseção a seguir e já foi vastamente aplicada nos trabalhos [55] e [76].

Corolário 3.1. Considere (M, g) uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional

com fronteira Σ. Dadas duas funções f , V em M e uma constante K, temos

(3.4)∫
M

V
[
(∆f +Knf)2 − |D2f +Kfg|2

]
=

∫
M

[D2V − (∆V )g − 2(n− 1)KV g + V Ric](∇f,∇f)dΩ

+(n− 1)K

∫
M

(∆V + nKV )f 2 +

∫
Σ

V,ν [|∇Σf |2 − (n− 1)Kf 2]dσ

+

∫
Σ

V
[
2f,ν∆Σf +H(f,ν)

2 + II(∇Σf,∇Σf) + 2(n− 1)Kf,νf
]
dσ

Demonstração. Basta considerar Pij = (n− 1)Kgij no Teorema 3.4.
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3.2.2 Uma desigualdade integral sobre a fronteira de variedades

V-estáticas

Em [66], Miao, Tam e Xie, demonstraram uma desigualdade integral para a fronteira

de domínios limitados contidos no espaço Euclideano Rn que tem aplicações importantes

(para o caso n = 3) na Teoria de estabilidade da Energia de Wang-Yau. De fato, eles

obtiveram o seguinte resultado (cf. Corolário 3.1 em [66]):

Teorema 3.5 ([66]). Considere Ω ⊂ Rn um domínio limitado com fronteira suave Σ.

Considere H e II a curvatura média e a segunda forma fundamental de Σ com respeito

ao vetor normal exterior, respectivamente. Se H > 0, então∫
Σ

[
(∆Ση)2

H
− II(∇Ση,∇Ση)

]
dσ ≥ 0, (3.5)

para qualquer função suave η de�nida em Σ. Acima, denotamos ∇Σ e ∆Σ o gradiente

e o laplaciano intrísecos a Σ, respectivamente. Além disso, a igualdade em (3.5) ocorre

se, e somente se, η = a0 +
∑n

i=1 aixi para constantes reais a0, a1, . . . , an e {x1, . . . , xn}
denotam as funções coordenadas em Rn.

De fato, quando n = 3 e Σ é convexo, os autores ([66]) mostram que o funcional ao lado

esquerdo da desigualdade (3.5) representa a segunda variação ao longo de η da Energia

quasi-local de Wang-Yau sobre a superfície Σ e, desta forma, a desigualdade obtida no

problema pode ser interpretada como uma desigualdade de estabilidade para energia de

Wang-Yau em Σ.

Em [55], Kwong e Miao adotaram um ponto de vista mais geométrico ao considerar

uma desigualdade sobre a fronteira de variedades Riemannianas compactas cujas métricas

são estáticas. De fato, eles generalizam o Teorema 3.5 ao caso de hiperfícies que são a

fronteira de um domínio limitado contido numa forma espacial. Um ponto forte a observar

neste Teorema é a utilização da fórmula do tipo Reilly apresentada no Corolário 3.1, que

pressupõe sua utilização a uma hipótese mais fraca de curvatura de Ricci limitada por

baixo, a deriva da utilização da fórmula clássica.

A seguir, inspirados nos trabalhos supracitados, realizamos o mesmo escopo das ideias

e aplicações da Identidade de Reilly como forma de obter novos resultados para o caso de

variedades V -estáticas.

Teorema 3.6. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta e V -estática

com fronteira Σ e potencial V -estático não-negativo λ, tal que Ricg ≥ (n − 1)kg para

alguma constante k ≤ 0. Se H > 0 em Σ, então temos a seguinte desigualdade integral
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sobre Σ

∫
Σ

λ

[
[∆Ση + (n− 1)kη2]

H
− II(∇Ση,∇Ση)

]
dσ ≥

∫
Σ

λ,ν [|∇Ση|2 − (n− 1)kη2]dσ, (3.6)

para qualquer função η em Σ. Além disso, a igualdade em (3.6) ocorre se, e somente se,

ocorre uma das opções

(i) k = 0 e η é a restrição a Σ de uma função u em (M, g) satisfazendo que D2u = 0.

ou

(ii) k < 0 e g é uma métrica Einstein com Ricg = (n − 1)kg, e η é a restrição a Σ de

uma função u de�nida em (M, g) satisfazendo que D2u+ kug = 0.

Demonstração. Como k ≤ 0, segue da teoria de existência de soluções clássicas para

equações elípticas que existe uma única solução u do seguinte problema de Dirichlet{
∆u+ nku = 0 in Ω,

u = η on Σ.

Como g é uma métrica V−estática com potencial V -estático λ, temos

∆λ+
Rg

n− 1
λ+

n

n− 1
= 0

Substituindo V = λ, f = u e K = k no Corolário 3.1, utilizamos a identidade acima,

a equação V -estática e que u é uma solução do Problema de Dirichlet acima para inferir

que
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−
∫
M

λ|D2u+ kug|2dV

=

∫
M

|∇u|2dV + 2

∫
M

λ− (n− 1)kg](∇u,∇u)dV

+k(kn(n− 1)−Rg)

∫
M

λu2 − kn
∫
M

u2

+

∫
Σ

λ,ν [|∇Ση|2 − (n− 1)kη2]dσ

+

∫
Σ

λ
[
2u,ν∆Ση +H(u,ν)

2 + II(∇Ση,∇Ση) + 2(n− 1)ku,νη
]
dσ

≥
∫

Σ

λ,ν [|∇Ση|2 − (n− 1)kη2]dσ

+

∫
Σ

λ
[
2u,ν∆Ση +H(u,ν)

2 + II(∇Ση,∇Ση) + 2(n− 1)ku,νη
]
dσ

onde utilizamos que λ > 0, Ric)g ≥ k(n− 1)g, Rg ≥ n(n− 1)k, e k ≤ 0. Então,

∫
Σ

λ

[
(∆Ση + (n− 1)kη)2

H
− II(∇Ση,∇Ση)

]
dσ

≥
∫
M

λ|D2u+ kug|2dV +

∫
Σ

λ,ν [|∇Ση|2 − (n− 1)kη2]dσ (3.7)∫
Σ

λ

[√
Hu,ν +

∆Ση + (n− 1)kη√
H

]2

dσ.

Portanto, obtemos que

∫
Σ

λ

[
(∆Ση + (n− 1)kη)2

H
− II(∇Ση,∇Ση)

]
dσ

≥
∫

Σ

λ,ν [|∇Ση|2 − (n− 1)kη2]dσ. (3.8)

Além disso, segue das desigualdades utilizadas acima que se ocorre a igualdade em

(3.6), então

k[kn(n− 1)−Rg] = 0, (3.9)

D2u+ kug = 0, (3.10)
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e

Hu,ν + ∆Ση + (n− 1)kη = 0. (3.11)

Segue de (3.9) que k = 0 ou Rg = kn(n− 1).

(i) Se k = 0, segue de (3.10) que D2u = 0;

(ii) Se k < 0, então Rg = kn(n − 1). Isto, unido a hipótese que Ricg ≥ (n − 1)kg,

implica que Ricg = (n− 1)kg. Portanto, M é Einstein e concluímos as assertivas de

nosso Teorema.

Corolário 3.2. Suponha que, em adição às hipóteses do Teorema 3.6, temos que M é

uma variedade Einstein com Ricg = (n−1)kg. Então, mesmo sem condições sobre o sinal

de k, as mesmas assertivas do Teorema 3.6 ocorrem.

Demonstração. Basta observar que utilizamos a não negatividade de k no Teorema acima

apenas para demonstrar a existência de uma solução de uma EDP e na desigualdade que

k[n(n− 1)k−Rg] ≥ 0. Se M é Einstein já temos que k[n(n− 1)k−Rg] = 0. Além disso,

segue do Teorema de Reilly(cf. Teorema 1.4) que a solução da EDP do Teorema anterior

ainda existe para k > 0.

Teorema 3.7. Suponha que (M̃, g̃) é uma bola geodésica de raio r̃ numa forma espacial

(M, g), a dizer Rn, Hn ou Sn munidas com suas métricas padrão. Considere λ como sendo

uma função positiva em M̃ dada por

λ(x) =


1

2(n−1)
r̃2 − 1

2(n−1)
|x|2, se M = Rn

1
n−1

(
cos r
cos r̃
− 1
)
, se M = Sn

1
n−1

(
1− cosh r

cosh r̃

)
, se M = Hn

onde r é a distâcia geodésica em Sn de x ao polo norte se M = Sn, e onde r é a distâcia

geodésica em Hn de x ao ponto (0, 0, . . . , 1) seM = Hn. Seja Ω ⊂ M̃ um domínio limitado

com fronteira suave Σ. Se H > 0 em Σ, então dada qualquer função suave η em Σ, temos

a desgualdade

∫
Σ

λ

[
[∆Ση + (n− 1)kη2]

H
− II(∇Ση,∇Ση)

]
dσ ≥

∫
Σ

λ,ν [|∇Ση|2 − (n− 1)kη2]dσ, (3.12)

onde k é a curvatura seccional de (M̃, g̃).
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Demonstração. Basta observamos que cada função positiva λ como de�nida no enunciado

é um potencial V -estático em cada uma das respectivas variedades V -estáticas colocadas

e, notando que cada uma destas é Einstein, utilizamos o corolário 3.2.



Capítulo

4
Alguns Avanços em Variedades

Estáticas de Dimensão Alta

Considere (Mn, g) uma variedade estática com potencial estático f , isto é, f é uma

função positiva tal que f−1(0) = ∂M e é solução do seguinte Problema Sobredeterminado

fRicg + (∆f)g −D2f = 0, (4.1)

em M . É possível obter uma variedade Einstein associada a M , construída de forma

intuitiva através da rotação de M ao redor de ∂M . Precisamente falando, considere

U uma vizinhança tubular de ∂M difeomorfa a [0, 1) × ∂M . Se p ∈ U , identi�camos

p = (r, x) ∈ [0, 1)× ∂M . Denotando por B1 a bola aberta centrada na origem de R2 e S1

o círculo unitário, de�nimos uma (n+ 1)-variedade N pelo conjunto quociente

((S1 × (M \ ∂M)) ∪ (B1 × ∂M)/ ∼,

onde foi considerada a relação de equivalência ∼ que identi�ca (θ, p) ∈ (S1 × (U \ ∂M))

com (r cos θ, r sin θ, x) ∈ (B1\{0})×∂M . Dessa forma, N tem uma estrutura de variedade

suave e podemos identi�car {0} × ∂M = ∂M como uma subvariedade de codimensão 2

de N . Esta construção foi abordada no recente trabalho de L. Ambrozio ([3]). Como f é

uma função positiva emM \∂M , podemos de�nir uma métrica suave em N \∂M(que está

identi�cado com S1× (M \∂M)) por h = f 2dθ2 +g, onde f é o potencial estático de M , e

g é a sua métrica. Lembrando que M possui curvatura escalar constante Rg = εn(n− 1)

(após normalização), com ε ∈ {−1, 0, 1}, podemos enxergar N \ ∂M como um produto

warped e através de uma computação direta para produtos warped(con�ra, por exemplo,
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a Proposição 9.106 na página 266 de [10]) podemos inferir que Rich = εnh.

Existem aplicações muito relevantes desta construção, como, por exemplo, N é sim-

plesmente conexa se, e somente se, M e ∂M são simplesmente conexas(via Teorema de

Van-Kampf). Além disso, se consideramos Σi, 1 ≤ i ≤ l as componentes conexas de

Σ = ∂M , segue que se κi = |∇f ||Σi = 1, ∀i, então é possível estender suavemente a

métrica h para todo N (este é um caso particular que será tratado, por exemplo, na Seção

4.3 de nosso texto). Para um robusto trato destas a�rmações, consulte [3].

Considerando a variedade Einstein associada (Nn+1, h) a uma variedade estática (Mn, g)

compacta e orientada com curvatura escalar positiva Rg = n(n− 1), uma importante re-

lação entre os elementos de volumes das métricas h e g pode ser obtido. De fato, pela

construção, segue que o elemento de volume de h é dado por dµh = fdθ∧dµg. Utilizando
o Teorema de Fubini e a equação de estaticidade, temos

V ol(N) =

∫ 2π

0

∫
M

fdµh = −2π

n

∫
M

∆fdµg

=
2π

n

∫
∂M

g

(
∇f, ∇f
|∇f |

)
dσg =

2π

n

l∑
i=1

V ol(∂iM),

onde l é o número de componentes conexas de ∂M .

O caso n = 3 ainda indica uma observação importante. De fato, se consideramos N4

orientada, é possível de�nir W como o endomor�smo de Weyl no espaço das 2-formas e

considerar a decomposição usual W = W+ +W−. Novamente utilizando a construção de

M , pode ser mostrado que

|W+|2h = |W−|2h = |
o

Ricg|2g.

Em particular, isto implica que a assinatura de N , σ(N), se anula.

A seguir, utilizando a construção da variedade Einstein associada, obtemos um inte-

ressante resultado de gap sobre o volume. Nossa demonstração é inspirada nas ideias de

Aviles e Escobar ([5]) as quais utilizam elementos da teoria de convergência de métricas.

Teorema 4.1. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana orientável e estática com

curvatura escalar positiva e variedade Einstein associada (Nn+1, h). Existe um ε(n) > 0

tal que se V ol(∂M) > V ol(Sn−1)−ε(n) então (N, h) é isométrica a (n+1)-esfera canônica

(Sn+1, gst).

Demonstração. Como já abordado, o volume das variedades N eM satisfazem a seguinte

relação V ol(N) = 2π
n
V ol(∂M). Além disso, relembramos que existe uma importante rela-
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ção de recorrência entre volumes de esferas dada por V ol(Sn+1) = 2π
n
V ol(Sn−1). Unindo

estes fatos, demonstrar a assertiva de nosso teorema é equivalente a demontrar que existe

um ε′(n) > 0 tal que se V ol(N) > V ol(Sn)−ε′(n) então (N, h) é isométrica a (n+1)-esfera

canônica (Sn+1, gst). Suponha que isto é falso. Então existe uma sequência de variedades

Einstein (Nn+1
i , hi) que não são isométricas à (n+1)-esfera canônica (Sn+1, gst) e V ol(Ni)

converge a V ol(Sn+1) quando i → ∞. Neste ponto, usaremos um argumento de conver-

gência de métricas devido a M. Anderson ([4], Theorem 1.1) para ver que a sequência

(Nn+1
i , hi) converge a uma variedade Riemanniana (N, h) que é isométrica à (Sn+1, gst).

Isto será uma contradição ao fato que a métrica canônica na esfera (a menos de difeomor-

�smos) é uma métrica de Einstein isolada. No que segue, descreveremos o argumento de

convergência.

Pela prova do Teorema 1.2 em [4], temos que rh(Ni) ≥ r0 > 0, onde rh é o raio

harmônico. Então, após normalizarmos a métrica, temos que Richi = (n − 1)hi. Desta

forma, temos uma sequência de variedades compactas (Ni, hi) com limites uniformes na

curvatura de Ricci, no raio harmônico e no diâmetro (pelo Teorema de Bonnet-Myers).

Isto implica por um resultado de compacidade em [4](cf. Teorema 1.1), que uma sub-

sequência de (Ni, hi) converge, na topologia C1,α, a uma variedade suave (N, h), onde

h é uma métrica C1,α. Além disso, para i su�cientemente grande, as variedades Ni são

difeomorfas a N , de forma que podemos assumir que as métricas hi estão de�nidas em

N , para i grande. A métrica h, que será um limite de métricas Einstein, é uma solução

fraca C1,α da equação de Einstein Rich = (n− 1)h. Portanto, da teoria de Regularidade

para equações elíticas, temos que h é suave. Além disso, V ol(N) = V ol(Sn+1). Utilizando

o Teorema de Comparação de Bishop, concluímos que(N, h) é isométrica a (Sn+1, gst) o

que, como já adiantamos, é uma contradição.

A tônica deste capítulo será, como o inspirado acima, desenvolver novos resultados

de gap e rigidez em dimensões altas para variedades Einstein. Parametrando as nossas

discussões, vamos melhorar e estender a dimensões altas alguns resultados de H. Seshadri

[82] para variedades Einstein com uma S1-ação isométrica estática (cf. De�nição 4.1). Na

primeira seção, comentaremos sobre um teorema obtido por Gursky em [39] a ser aplicado

posteriormente, e trataremos a novos resultados de gap obtidos a partir do mesmo na esfera

de dimensão 4 e no espaço projetivo CP 2. A última seção deste trabalho é devotada à

extensão dos resultados de H. Seshadri para dimensões altas. Em particular, sob hipóteses

de limitação da curvatura escalar no bordo da variedade estáticaM , obtemos um resultado

de rigidez para o caso onde a fronteira ∂M é conexa e, no caso onde ∂M é desconexa,

a partir de resultados de existência de mínimas estáveis, demonstraremos a existência de

uma hiperfície quase-Einstein mergulhada em M .
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4.1 Um teorema de Gursky - aplicações e um resultado

de gap na 4-esfera

O estudo de variedades Einstein permeia um conhecimento central na Geometria Rie-

manniana moderna. Em dimensão 4, o mais simples exemplo de variedades Einstein são

S4 e S2 × S2 munidos de suas métricas padrão. Outros exemplos de métricas Einstein

4-dimensionais são as somas conexas CP 2#kCP 2
.

O problema de classi�car as variedades Einstein encontra um gama de emprego de

esforços ao longo dos tempos. Em particular, o caso 4-dimensional deste problema inspira

algumas notáveis observações devido à algumas propriedades notáveis. Para uma discus-

são pertinente deste assunto, recomendamos o excelente paper de C. Lebrun [58]. Como

exemplo, se M4 é uma 4-variedade Riemanniana orientada, o �brado das 2-formas se de-

compõe invariantemente como Λ = Λ2
+⊕Λ2

− onde, se nós consideramos o ∗-operador de De
Hodge, Λ2

+ e Λ2
− são os autoespaços associados aos autovalores 1 e −1, respectivamente.

Isto permite diagonilzar a matriz que representa a Curvatura de Weyl W como(
W+ 0

0 W−.

)

Além do mais, se consideramos σ(M) a assinatura de Hirzebauch de�nida por

σ(M) =
1

12π2

∫
M

(|W+|2 − |W−|2)dµg,

além da Fórmula de Gauss-Bonnet-Chern em dimensão 4, nós podemos obter uma esti-

mativa do volume de uma 4- dimensional variedade Einstein:

V ol(g) ≤ 2

3
π2
(
2χ(M4)− 3|σ(M4)|

)
, (4.2)

onde χ(M) é a característica de Euler de M .

Em [39], M. Gursky demonstra, entre outros resultados, um interessante resultado de

rigidez que, a um certo sentido, pode ser visto como um melhoramento de (4.2):

Teorema 4.2 (M. Gursky, [39]). Considere (M4, g) uma variedade fechada, compacta,

orientada e Einstein, normalizada de tal forma que Ricg = 3g. Então, uma das seguintes

(e mutuamente exclusivas) possibilidades deve ocorrer

(i) (M4, g) é isométrico a (S4, gst), onde gst é a métrica canônica.

(ii) (M4, g) é uma variedade Kähler, ou é o quociente de uma variedade Kähler por uma
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involução livre, isométrica e anti-holomorfa. Além disso, quando dada a orientação

natural, temos

V ol(g) =
2

9
π2(2χ(M4) + 3σ(M4))

(iii) (M4, g) não é uma variedade Kähler e satisfaz

V ol(g) <
2

9
π2(2χ(M4)− 3|σ(M4)|)

Uma aplicação muito bonita deste Teorema reside num considerável melhoramento de

um resultado de rigidez obtido do famoso Teorema de Bishop. Lembre que, pelo Teorema

de Bishop, se a esfera admite uma métrica Einstein positiva não isométrica à métrica

canônica então, após normalização, o seu volume deve ser menor que o volume advindo

da métrica canônica, isto é, menor que 8π2

3
. A partir do Teorema 4.2, obtem-se um

resultado de gap que melhora esta a�rmação. Mais especi�camente, M. Gursky obteve o

seguinte resultado:

Teorema 4.3 (M. Gursky, [39]). Suponha que S4 admite uma métrica Einstein positiva

g que não é isométrica à métrica canônica da esfera g0, e normalizada de forma que

Ricg = 3g. Então

V olg(S4) <
8π2

9
.

Seguindo o mesmo sentido das ideias, M. Gursky e C. Lebrun [40] demonstraram o

seguinte resultado de gap considerando agora o espaço projetivo:

Teorema 4.4 (M. Gursky- C.Lebrum, [40]). Suponha CP2 admite uma métrica Einstein

e positiva g a qual não é isométrica à métrica canônica g1 em CP2, e normalizada de

forma que Ricg = Ricg1. Então

V olg(CP2) <
1

3
V olg1(CP2) .

Além de resguardar a importância destes teoremas para aplicações posteriores, toma-

mos como objetivo desta seção conseguir um melhoramento dos mesmos. Como inspiração

para a melhora que proporemos a seguir observe que, pelo Teorema 4.3, ao perturbar a

métrica g0 em S4, podemos construir variedades cujo volume continua próximo de 1
3
do

volume da esfera canônica unitária. A partir desta observação, usaremos algumas ideias

de convergência que Aviles e Escobar utilizaram em [5], para melhorar o gap de uma

consequência do Teorema de Bishop. Salientamos que um ingrediente chave para a nossa

demonstração reside na convergência para a pertubação das métricas, o que será feito

utilizando um Teorema de convergência para métricas de M. Anderson [4].



4.1 Um teorema de Gursky - aplicações e um resultado de gap na 4-esfera 70

Uma importante relação entre o volume e o raio de injetividade é dada pelo famoso

Teorema de Berger:

Teorema 4.5 (M. Berger, [9]). Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana. Então

V olg(M) ≥ ωn

(
injg(M)

π

)n
,

onde injg(M) denota o raio de injetividade de (M, g) e ωn denota o volume da n-esfera

canônica unitária.

Note que, unindo o Teorema 4.3 ao Teorema 4.5, podemos inferir que qualquer mé-

trica Einstein g na esfera 4-dimensional S4 satisfazendo que Ricg = 3g e injg(S4) ≥ π
4√3

é isométrica à métrica canônica. O resultado a seguir melhora suavemente a a�rmação

acima. Nossa prova será por contradição. Como veremos a seguir, se a conclusão não

for verdadeira, será possível construir uma sequência de métricas Einstein em S4 as quais

convergem à métrica canônica em S4. Como a métrica canônica é uma métrica de Eins-

tein isolada em S4 a contradição ocorre. A hipótese sobre o raio de injetividade se torna

importante devido a utilização de um resultado de compacidade para métricas por M.

Anderson ([4]).

Teorema 4.6. Existe um número universal i0 tal que qualquer métrica g na esfera 4-

dimensional S4 satisfazendo que Ricg = 3g e injg(S4) ≥ π
4√3
− i0 é isométrica à métrica

canônica.

Demonstração. Assuma, por contradição, que para qualquer ε > 0 existe uma métrica

não canônica gε em S4 tal que Ricgε = 3gε e injgε(S4) ≥ π
4√3
− ε. Como gε é não canônica,

segue do Teorema 4.3 que Vol(S4, gε) <
8
9
π2. Portanto, utilizando o Teorema de Berger,

8

9
π2 − f(ε) ≤ Vol(S4, gε) <

8

9
π2,

onde f(ε) → 0 quando ε → 0. Desta forma, existe uma sequência de métricas não

canônicas, Einstein, nas 4-variedades simplesmente conexas (S4, hi) com Richi = 3hi.

Tais métricas satisfazem que diamhi(S4) ≤ π(pelo Teorema de Bonnet-Myers) e

V ol(S4, hi)→
8

9
π2

quando i tende a ∞. Como temos limite uniforme para a curvatura de Ricci, para o

diâmetro, convergência para o volume, e um limite inferior para o raio de injetividade,
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segue do Teorema 1.1 em [4] que uma subsequência converge, na topologia C1,α, a uma

variedade (S4, h) onde h é uma métrica Riemanniana C1,α. É fácil ver que a métrica h

como sendo a métrica limite de métrica Einstein é uma solução C1,α fraca da equação de

Einstein Rich = 3h. A teoria de regularidade elíptica implica que h é suave. Além disso,

V ol(S4, h) = 8
9
π2. Isto é uma contradição visto o Teorema 4.3.

Assumindo uma condição de curvatura seccional positiva, nós podemos dar uma nova

versão deste Teorema com hipótese apenas sobre o volume.

Teorema 4.7. Existe um ε > 0 universal tal que qualquer métrica g na esfera 4-dimensional

S4 com curvatura seccional não negativa, Ricg = 3g e 8
9
π2 − ε ≤ V ol(S4, g) é isométrica

à esfera munida de sua métrica canônica.

Demonstração. Como Ricg = 3g, segue da de�nição de curvatura de Ricci e do fato que

S4 tem curvatura seccional não negativa que 0 ≤ K(P ) ≤ 3. Por outro lado, o Teorema

de Gursky-Leblum's [40] nos dá que

V ol(S4, h) ≥ 8

15
π2 .

Fica da mesma forma salutar que, utilizando-se o mesmo sentido das ideias, é possível

obter novos resultados considerando o espaço projetivo CP2:

Teorema 4.8. Existe um número universal i0 tal que qualquer métrica g sobre a 4-

variedade CP2 satisfazendo que Ricg = Ricg1 e injg(CP2) ≥ π
4√3
− i0 é isométrica a

métrica canônica g1.

Teorema 4.9. Existe um ε > 0 universal tal que para qualquer métrica g sobre a 4-

variedade CP2 se g possui curvatura seccional não negativa, Ricg = Ricg1 e 8
9
π2 − ε ≤

V ol(CP2), então g é isométrica a métrica canônica g1.

4.2 Sobre S1-ações estáticas em variedades Einstein (n+

1)-dimensionais

Em [82], H. Seshadri descreve uma ideia correlata e particular à de�nição de variedade

estática tridimensional, encontrando um caminho a certo ponto oposto do descrito ao

início deste capítulo. De fato, H. Seshadri considera a seguinte de�nição (onde aqui

consideramos uma dimensão qualquer):
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De�nição 4.1. Uma variedade (Nn+1, h) será chamada Einstein estática se for uma

variedade Einstein munida de uma S1-ação isométrica satisfazendo as condições

(i) A S1-ação é semi-livre (isto signi�ca que para todo x ∈ N , o subgrupo estabilizador

Stb(x) = {y ∈ S1; yx = x} é a identidade ou o grupo inteiro S1 )

(ii) Se F = {x ∈ N ; gx = x,∀g ∈ S1} é o conjunto dos pontos �xos da S1-ação, existe

uma isometria

Φ : (N \ F, h) −→ (U × S1, g + f 2dθ2),

onde (U, g) é uma n-variedade Riemanniana, (S1, dθ2) é o círculo unitário munido

da métrica induzida e f : U −→ R é uma função suave e positiva.

A ação sobre N será denominada uma S1-ação estática. Salientamos que o artigo

[82] propõe, entre outros interesses, o estudo deste tipo especial de variedade estática

em dimensão n = 3, seguindo os quais, obtém-se resultados de rigidez sob condições de

curvatura no conjunto dos pontos �xos F . De fato, o reuso do termo estática advém de

que a variedade M é estática segundo a de�nição formalmente utilizada.

No que segue, abordaremos dois exemplos importantes de variedades Einstein estáticas

construídos por H. Seshadri em [82].

(a) Considere o seguinte conjunto quociente

N =

[
0, π

2

]
× Sn−1 × S1

∼
, h = dt2 + sen2(t)gSn−1 + cos2(t)dθ2,

onde as classes de equivalência são dadas por {0} × Sn−1 × {y},
{
π
2

}
× {x} × S1 e{

(t, x, y), t 6= 0, π
2

}
. (N, h) é claramente isométrica a (Sn+1, gSn+1), sendo a isometria

dada por (t, x, y) 7→ (sen(t)x, cos(t)y). Considere a S1-ação em N dada pela rotação

no último fator. Desta forma, veremos que o conjunto dos pontos �xos da S1-ação

será F =
{π2}×Sn−1×S1

∼ . Além disso,

(N \ F, h) =
((

0,
π

2

)
× Sn−1 × S1, dt2 + sen2(t)gSn−1 + cos2(t)dθ2

)
Desta forma, vemos que (N, h), e portanto (Sn+1, gSn+1), é uma variedade estática.

Observe também que, neste caso, o conjunto dos pontos �xos F é isométrico à esfera

(Sn−1, gSn−1).

(b) Considere o conjunto quociente
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N =
[0, π]× Sn−1 × S1

∼
, h = dt2 + gSn−1 + sin2(t)dθ2,

que é isométrico à N = (Sn−2 × S2, gSn−2 × gS2). Acima, consideramos as classes de

equivalência {0}× {x}× S1, {π}× {x}× S1 e {(t, x, y), t 6= 0, π}. A isometria dá-se

ao enviar (t, x, y) ∈ N a (x, cos(t), sen(t)y) ∈ Rn−2 ×R×R2. A S1-ação em N será

dada pela rotação no último fator. O conjunto dos pontos �xos da ação será

F =
{0} × Sn−1 × S1 ∪ {π} × Sn−1 × S1

∼
.

A ação tomada será estática, pois

(N \ F, h) = ((0, π)× Sn−1 × S1, dt2 + +gSn−1 + sin2(t)dθ2).

Tais exemplos tornam-se importantes ao servir como modelos ao tratar alguns teore-

mas de rigidez propostos em [82].

A seguir, comentaremos algumas propriedades básicas advindas desta ação estática

que recorrem em observações simples do caso n = 3 já abordado em [82].

Proposição 4.1 ([82]). Considere (N, h) uma (n + 1)-variedade Einstein estática que é

isométrica à (U ×S1, g+u2dθ2) e F o conjunto dos pontos �xos da ação S1-estática (vide

De�nição 4.1). Considere M o completamento segundo a métrica g de (U, g). Temos as

seguintes propriedades:

(i) F é a união de subvariedades totalmente geodésicas de codimensão par de N . No

caso de dimensão n = 3, F consiste de uma união de esferas S2;

(ii) M é uma n-variedade com fronteira, analítica e compacta com ∂M = M \ U ;

(iii) A métrica g extende-se analiticamente à M ;

(iv) A função f extende-se analiticamente à M .

(v) ∂M é isométrica ao conjunto dos pontos �xos da ação F e, além disso, f = 0 sobre

∂M e |∇f | = 1 sobre ∂M .

Como já adiantado, a variedade (M, g) obtida como completamento por g de (U, g),

possui uma estrutura de variedade estática de curvatura escalar positiva, com as impor-

tantes propriedades adicionais de que f−1(0) = ∂M e |∇f | = 1 sobre ∂M (item (v) do

teorema anterior). A proposição a seguir é uma observação ao fato de N ser vista como

um produto warped:
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Proposição 4.2. Considere (Nn+1, h) uma variedade Einstein estática normalizada de

tal forma que Rich = nh. Então a variedade (M, g) obtida da Proposição 4.1 satisfaz o

seguinte problema sobredeterminado
D2f
f

= Ricg − ng

∆f = −nf

Demonstração. De fato, como N = M ×f2 S1, segue de uma computação para produtos

warped (ver Proposição 9.106 em [10]) que dados campos X, Y ∈ X(M), temos

ng(X, Y ) = nh(X, Y ) = Rich(X, Y ) = Ricg(X, Y )− 1

f
D2f(X, Y ),

e, considerando ν vetor vertical e unitário em N ,

n = Rich(ν, ν) = − 1

f
∆gf.

Os principais resultados de H. Seshadri em [82] se devem a rigidez na classi�cação

da variedade Einstein estática no caso n = 3 segundo condições de curvatura em F e,

portanto, pela Proposição 4.1, condições de curvatura em ∂M . Em suma, os teoremas

abaixo representam tais resultados

Teorema 4.10 ([82]). Considere (N4, h) uma variedade fechada, e Einstein estática.

Então a curvatura Gaussiana de ∂M satisfaz K(p) ≥ 1, para todo p ∈ F .

Teorema 4.11 ([82]). Considere (N4, h) uma variedade fechada, simplesmente conexa e

Einstein estática. Se a curvatura de Gauss K = 1 em todo ponto de ∂M , então (N4, h) é

isométrica à (S4, gst).

Teorema 4.12 ([82]). Considere (N4, h) uma variedade fechada, simplesmente conexa e

Einstein estática, normalizada de tal forma que Rich = 3h. Se K ≤ 3 em todo ponto de

∂M , e ∂M tem mais de uma componente conexa, então (N4, h) é isométrica ao produto

(S2 × S2, gS2( 1√
3

) × gS2( 1√
3

))

Andaremos ao sentido de buscar generalizações em dimensões altas para tais resulta-

dos, bem como inferir novas técnicas na demonstração dos mesmos.
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4.2.1 Um resultado de rigidez em dimensão 3

Nesta seção apresentaremos uma aplicação do Teorema de Gursky (cf. Teorema 4.2)

para inferir uma versão mais genérica do Teorema 4.11 em dimensão 3, bem como tomamos

uma direção distinta à demonstração de [82].

Teorema 4.13. Considere (N4, h) uma variedade Riemanniana Einstein estática, fe-

chada. e normalizada de forma que Rich = 3h. Considere (M3, g) a variedade estática

associada. Se K ≤ 3 em ∂M , então (N4, h) é isométrica a (S4, g0)(caso ∂M seja conexa)

ou (N4, h) é isométrica a (S2×S2, gst)(caso ∂M tenha mais que uma componente conexa).

Demonstração. Lembrando que as l componentes conexas de ∂M são esferas topológicas,

segue do teorema de Gauss-Bonnet e das nossas hipóteses que

4πl =
l∑

i=1

∫
∂iM

KdV ol ≤ 3
l∑

i=1

V ol(∂iM) (4.3)

Por outro lado, utilizando a descrição de comparação pelo Teorema de Fubini que

descrevemos anteriormente, segue que V ol(N) = 2π
3

l∑
i=1

V ol(∂iM). Portanto,

V ol(N) ≥ 8π2l

9
(4.4)

Para �nalizar a demonstração, concluiremos nossas assertivas utilizando o Teorema

4.2. Como χ(N) = 2l e σ(N) = 0, a opção (iii) do Teorema 4.3 não pode ocorrer. A

opção (ii) implicará que a variedade N será isométrica a S2 × S2, CP 2 ou CP 2#kCP 2
),

3 ≤ k ≤ 8. Como σ(CP 2) = 1 e σ(CP 2#kCP 2
) = 1 − k, podemos descartar estas

opções. Finalmente, como χ(S4) = 2, χ(S2 × S2) = 4 e χ(N) = 2l, onde l é o número de

componentes conexas de ∂M , nós concluímos nossa assertiva.

4.2.2 Resultados de rigidez sob uma limitação da curvatura escalar

no bordo

A partir de agora, andaremos ao sentido de generalizar os resultados de [82] para

dimensões altas. Começamos com um lema crucial aos encargos posteriores. No que segue,

sempre consideramos (M, g) como a variedade estática associada a uma variedade Einstein

estática (N, h) e cujas relevantes propriedades devem ser relembradas nas Proposições 4.1

e 4.2.
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Lema 4.1. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana estática, com fronteira ∂M e

considere sua função potencial f : M → [0,∞) de forma que f−1(0) = ∂M . Isso signi�ca

que g e f satisfazem o seguinte problema sobredeterminado
D2f
f

= Ricg − ng

∆f = −nf.

Então, a função ϕ = f 2 + |df |2 não pode atingir seu máximo global em ∂M , a não ser

que ϕ seja constante e, dessa forma, M seja uma variedade Einstein.

Demonstração. Antes de mais nada lembre que, sobre ∂M , temos que ϕ ≡ 1.

Considerando a fórmula de Böchner-Weitzenböck e a equação estática, nós inferimos

que

1

2
∆|df |2 = |D2f |2 − n|∇f |2 + Ricg(∇f,∇f)

= |D2f |2 − n|∇f |2 +
D2f(∇f,∇f)

f
+ n|∇f |2

= |D2f |2 +
1

f
〈∇∇f∇f,∇f〉

= |D2f |2 +
1

2f
∇f(|∇f |2)

= |D2f |2 +
1

2f
〈∇f,∇|df |2〉.

Portanto, temos

1

2
div

(
∇|df |2

f

)
=

∆|∇f |2

2f
− 1

2f 2
〈∇|df |2,∇f〉 =

|D2f |2

f
. (4.5)

Utilizando novamente a equação de estaticidade, temos

1

2
∆f 2 = f∆f + |df |2 = −nf 2 + |df |2,

e, portanto,

1

2
div

(
∇f 2

f

)
=

∆f 2

2f
− 1

2f 2
〈∇f 2,∇f〉 =

∆f 2

2f
− 1

f
|∇f |2 =

−nf 2

f
. (4.6)

Considerando a de�nição de ϕ, somamos as equações (4.5) com (4.6), e temos

1

2
div

(
∇ϕ
f

)
=

1

f
(|D2f |2 − nf 2) ≥ 0, (4.7)
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pois, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e pela equação de estaticidade,

n2f 2 = (∆f)2 = |〈D2f, g〉|2 ≤ |D2f |2n.

Pelo Princípio do máximo de Hopf, visto a desigualdade (4.7), concluímos que ∇ϕ
atinge o máximo no interior de M , a não ser que seja contante. Caso ϕ atinja o máximo

na fronteira, teremos que ϕ = 1 em M e, de (4.7), temos que |D2f |2 = nf 2 em M .

Portanto,

n =
|D2f |2

f 2
= |Ricg − ng|2 = |Ricg|2 − 2n2(n− 1) + n2 =⇒ |Ricg − (n− 1)g|2 = 0,

onde utilizamos que Rg = n(n− 1). Desta forma, concluímos que Ricg = (n− 1)g em M

e, por conseguinte, (M, g) é uma variedade Einstein.

Com a utilização do Lema anterior, demonstraremos nosso próximo resultado que é

uma generalização do Teorema 4.10.

Teorema 4.14. Considere (Nn+1, h) uma variedade fechada e Einstein estática. Então

a curvatura escalar de ∂M satisfaz Rg(p) ≥ (n− 1)(n− 2), para todos pontos p ∈ ∂M .

Demonstração. Considere a função ϕ = f 2+|df |2 previamente abordada no Lema anterior.

Se ϕ atinge seu máximo no interior, segue do Lema 4.1 que M é uma variedade Einstein

com Ricg = (n − 1)g. Lembrando que ∂M é uma subvariedade totalmente geodésica, a

Equação de Gauss nos informa que

R∂M = Rg − 2Ricg(ν, ν) = n(n− 1)− 2(n− 1) = (n− 1)(n− 2).

Agora, suponha que ϕ atinge seu máximo em ∂M . Considere p ∈ ∂M . Como f atinge

seu mínimo em ∂M , e f e ϕ são constantes em ∂M , teremos que 〈∇ϕ,∇f〉(x) ≤ 0, para

todo x su�ciente próximo de p. Consideramos o campo ν(x) = ∇f
|∇f |(x), o campo normal

interior à hiperfície de nível Σx = f−1(f(x)) em x. Em particular, ν(p) é o vetor normal

interior a ∂M . Temos que

0 ≥ 〈∇ϕ,∇f〉(x) = 〈2f∇f + 2|∇f |∇|∇f |,∇f〉 = 2f |∇f |2 + 2|∇f |〈∇|∇f |,∇f〉

= 2f |∇f |2
(

1 +
ν(|∇f |)

f

)
= 2f |∇f |2

(
1 +

ν(ν(f))

f

)
,
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onde, nas últimas identidades, utilizamos a de�nição de ν. Como f > 0 no interior de M ,

temos que

ν(ν(f))

f
≤ −1 (4.8)

Utilizando a de�nição de ν, temos

∇νν(f) = |∇f |〈∇νν, ν〉 =
1

2
|∇f |ν(|ν|2) = 0 (4.9)

Unindo as equações (4.8), (4.9), a equação estática e a equação de Gauss, temos

RΣx
g = n(n− 1)− 2Ricg(ν(x), ν(x))− |IIΣx|2 + (HΣx)

2

= n(n− 1)− 2n− 2
D2f(ν(x), ν(x))

f
− |IIΣx|2 + (HΣx)

2

= n(n− 1)− 2n− 2
ν(ν(f))

f
− |IIΣx|2 + (HΣx)

2

≥ n(n− 1)− 2n− 2− |IIΣx |2 + (HΣx)
2

= (n− 1)(n− 2)− |IIΣx|2 + (HΣx)
2
,

onde RΣx
g , IIΣx e HΣx representam a curvatura escalar, a segunda forma fundamental e

a curvatura média da hiperfície Σx. Fazendo x → p e utilizando que ∂M é totalmente

geodésica, chegamos ao resultado almejado.

Salientamos que a limitação da curvatura escalar obtida no Teorema anterior para o

problema das variedades estáticas tratadas no escopo desta seção nos dá uma importante

aplicação de rigidez que nos remete ao célebre Teorema de Llarull. Tal teorema pressupõe

uma hipótese de limitação pontual da métrica. A seguir, relembramos este resultado de

rigidez obtido por Llarull em [62]:

Teorema 4.15 (Llarull, [62]). Considere uma métrica g qualquer e g0 a métrica canônica

na esfera Sn de raio r. Se pontualmente temos que g ≥ g0, então

inf Rg ≤
n(n− 1)

r
,

e a igualdade ocorre se, e somente g = g0.

A partir deste resultado, conseguimos um Teorema que generaliza, para nosso caso

particular de variedade estática, um Teorema de Hizagi, Montiel e Raulot ([45]).
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Teorema 4.16. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta, estática tal

que 3 ≤ n ≤ 7 ou n ≥ 3 e M é spin. Se f é o potencial estático, suponha que |df | = 1

em ∂M . Suponha que existe uma componente conexa Σ0 de ∂M que é difeomorfa à uma

(n− 1)-dimensional esfera Sn−1. Se o tensor métrico induzido gΣ0 é pontualmente maior

ou igual que o tensor métrico da esfera padrão de raio r, então r ≤ 1. Se ocorre a

igualdade, então ∂M é conexa e (Mn, g) é isométrica ao hemisfério canônico Sn+ ⊂ Rn+1.

Demonstração. Primordialmente, temos pelo Teorema 4.14 que RgΣ0
≥ (n − 2)(n − 1).

Por outro lado, o Teorema de Llarull nos dá que

min
Σ
RgΣ0

≤ (n− 2)(n− 1)

r
,

pois gΣ0 é pontualmente maior ou igual que g0, a métrica standard numa esfera de raio r,

cuja curvatura escalar é (n−2)(n−1)
r

. Portanto,

r ≤ (n− 2)(n− 1)

min
Σ
RgΣ0

≤ 1 ≤ maxκi
k0

.

Isto nos dá a desigualdade almejada. Se r = maxκi
k0

, nós obtemos que r = 1. Então,

gΣ0 é pontualmente é pontualmente menor ou igual a métrica canônica na (n− 1)-esfera

unitária. Novamente segue do Teorema de Llarull que (Σ0, gΣ0) é isométrico a (n − 1)-

esfera canônica unitária. Para �nalizar esta demonstração, utilizamos a desigualdade de

Chrúsciel.

O último resultado desta seção se detém a generalizar o Teorema 4.11 para dimensões

quaisquer. De fato, veremos que sob uma hipótese de curvatura escalar constante sobre

a fronteira da variedade estática, é possível obter a rigidez da variedade Einstein estática

associada.

Teorema 4.17. Considere (N, h) uma (n+ 1)-variedade fechada, simplesmente conexa e

Einstein estática. Se Rg(p) = (n− 1)(n− 2) para todos os pontos de ∂M , então (N, h) é

isométrica a (Sn+1, gSn+1).

Demonstração. Seguindo as notações dos resultados anteriores, a demonstração do Lema

4.1(vide (4.7) e o �nal da demonstração) nos infere que

1

2
div

(
∇ϕ
f

)
= f |Ricg − (n− 1)g|2. (4.10)

Considere ε > 0 sufucientemente pequeno e seja Mε = M \ u−1[0, ε) a variedade com

fronteira u−1(ε). O vetor normal unitário exterior à ∂Mε será νε = − ∇f|∇f | . Utilizando o
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Teorema da divergência, temos∫
Mε

f |Ricg − (n− 1)g|2dV =
1

2

∫
Mε

div

(
∇ϕ
f

)
= −1

2

∫
∂Mε

〈∇ϕ,∇f〉
f |∇f |

(4.11)

Utilizando os cálculos do Teorema anterior, temos que

〈∇ϕ,∇f〉
f |∇f |

= 2|∇f |
[
1 +

D2f(ν, ν)

f

]
= |∇f |

[
(n− 1)(n− 2)−R∂Mε

g − |II∂Mε|2 + (H∂Mε)2
]
. (4.12)

Fazendo ε → 0, lembrando que |∇f | = 1 em ∂M que é totalmente geodésica, e

utilizando a hipótese que R∂M
g = (n − 1)(n − 2), concluiremos de (4.11) e (4.12) que

Ric = (n − 1)g em M , isto é, M é uma variedade Einstein. Utilizando o Teorema 1.4

concluímos que M é isométrica ao hemisfério canônico (Sn+, gst). De fato, temos que

M é Einstein, as componentes conexas de ∂M são totalmente geodésicas e, da equação

de estaticidade, o primeiro autovalor de −∆ é λ1 ≥ n. Por outro lado, λ1 ≤ n pois

−∆f = nf . Dessa forma, λ1 = n e, portanto, pelo Teorema 1.4 M é isométrica à

(Sn+, gst).
Para �nalizar, utilizamos o Teorema 4.1 para concluir que, como ∂M é isométrica à

Sn−1, N será isométrica à Sn+1.

4.2.3 O caso do bordo desconexo

A partir de agora, andaremos na direção de generalizar resultados de rigidez para as

variedades Einstein estáticas abordadas em [82] sob limitação da curvatura escalar no

bordo que é desconexo. Com técnicas distintas das utilizadas no caso do bordo conexo,

inferimos a utilização de resultados de existência de hiperfícies mínimas mergulhadas em

variedades de dimensões 3 ≤ n ≤ 7 para obter, neste caso, a existência de uma hiperfície

quase-Einstein no interior da variedade estática em questão.

Antes de mais nada, relembraremos algumas importantes de�nições no trato de su-

perfícies mínimas.

De�nição 4.2. Uma hiperfície Σ de uma variedade M é dita ser 2-sided se existe um

mergulho

ψ : Σ× [−1, 1] −→M
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,

com ψ(x, 0) = x, para todo x ∈ Σ e

ψ(Σ× [−1, 1]) ∩ ∂M = ψ(∂Σ× [−1, 1]).

Em outras palavras, isto signi�ca que o �brado normal da hiperfície Σ é trivial. Caso

isto não ocorra, a hiperfície Σ é denominada 1-sided.

Considere F : Σ× (−ε, ε) −→M uma variação de Σ com fronteira �xa. Isto signi�ca

que F (Σ, 0) = Σ e, para todo x ∈ ∂Σ, F (x, t) = x.

De�nição 4.3. Diremos que uma hiperfície Σ ⊂ M mínima é estável se para qualquer

variação com fronteira �xa F , ocorre que

d2

dt2

∣∣∣
t=0
Area(F (Σ, t)) ≥ 0.

Uma hiperfície mínima Σ será dita locally area minimizing se Area(Σ) ≤ Area(Σt),

para qualquer variação de Σ e t su�cientemente pequeno.

É uma observação simples que locally area minimizing é uma condição que implica

estabilidade. Um célebre resultado de Meeks, Simon e Yau (cf. [63]) garante a exitência

de hiperfícies mínimas estáveis segundo algumas condições.

Teorema 4.18 ([63]). Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa com fron-

teira ∂M 6= ∅, de dimensão 3 ≤ n ≤ 7. Suponha que ∂M é mean convex e possui mais

que uma componente conexa. Então existe uma hiperfície Σ homóloga a ∂M , mínima,

estável e propriamente mergulhada em M .

Observamos que na demonstração do Teorema anterior em [63] �ca ainda subscrito

que a hiperfície encontrada é de fato locally area minimizing.

É interessante notar também que uma hiperfície fechada, mínima estável Σ contida no

interior de uma variedade estática M , é totalmente geodésica. De fato, a estabilidade de

Σ implica que, para qualquer função ψ ∈ C1(Σ), ocorre a não positividade para a segunda

variação da área: ∫
Σ

(ψ2|II|2 + ψ2Ricg(ν, ν)− |∇Σψ|2)dA ≤ 0. (4.13)

Em particular, considere ψ = f como sendo o potencial estático de M . Desta forma,

temos que

fRic(ν) = D2f(ν, ν)−∆f (4.14)
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Por outro lado, como Σ é mínima, temos que

∆f = ∆Σf +D2f(ν, ν). (4.15)

De (4.14) e (4.15), teremos que

fRic(ν) = −∆Σf,

de onde, ao substituir em (4.13), concluímos que

∫
Σ

f 2|II|2dA = −
∫

Σ

f 2Ric(ν)dA+

∫
Σ

|∇Σf |2dA

=

∫
Σ

f∆ΣfdA+

∫
Σ

|∇Σf |2dA

= 0,

onde na última igualdade utilizamos integração por partes junto ao fato que Σ é fechada.

Como f > 0 no interior de M , segue que II ≡ 0 em Σ.

O Lema a seguir é uma extensão de um resultado de Cai e Galloway ([16])para dimen-

sões quaisquer e será utilizado na demonstração do teorema principal desta seção.

Lema 4.2. Considere (Mn, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar cons-

tante não negativa Rg e suponha Σ uma hiperfície totalmente geodésica e estável com

curvatura escalar intríseca RΣ
g = Rg. Dada uma variação normal de Σ, digamos {Σt},

temos que

(|IIΣt |2)n(0, x) = 0

Demonstração. Segue da Equação de Evolução de Ricatti que

∂H

∂t
= −Ric(ν)− |II|2

Isto junto à Equação de Gauss nos dará que

∂H

∂t
= −1

2
Rg −

1

2
|II|2 − 1

2
H2 +

1

2
RΣ
g (4.16)

Considerando A(t) a àrea de Σt, temos a primeira e segunda fórmula de variação da

área

A′(t) =

∫
Σt

HdΣt
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A′′(t) =

∫
Σt

(Ric(ν) + |II|2 −H2)dΣt.

A segunda Fórmula da variação da área junto à equação (4.16) nos infere que

A′′(t) = −1

2

∫
Σt

(R−RΣ + |II|2 −H2)dΣt (4.17)

A medida de área dΣt de Σ está relacionada com a medida de área de Σ por dΣt =

µ(x, t)dΣ, onde µ é uma função positiva satisfazendo que µ(0, x) = 1. Podemos escolher

ε > 0 su�cientemente pequeno de forma que

1

2
≤ µ(x, t) ≤ 2,

para todo t ∈ (−ε, ε) e x ∈ Σ. Esta observação permite reescrever a identidade (4.17)

como

A′′(t) = −1

2

∫
Σ

(R−RΣ + |II|2 −H2)µdΣ. (4.18)

Para �nalizar a prova, procederemos com um argumento de indução para demonstrar

que as n-ésimas derivadas

(H2)(n)(0, x) = (R−RΣ)(n)(0, x) = (|II|2)(n)(0, x) = 0.

Pelas hipóteses do Teorema �ca claro que as identidades acima são válidas para n = 0.

Supondo as Identidades válidas para 0 ≤ k ≤ m − 1, diferenciando a equação (4.16)

m − 1 vezes, já concluímos que H(m)(0, x) = 0. Utilizando a regra do produto, vê-se

que (H2)(m)(0, x) = 0. Desta forma, utilizando-se extensão de Taylor, existe uma função

limitada f(t, x) com |f(t, x)| ≤ C e tal que

Rg −RΣ −H2 =
(Rg −RΣ)(m)(0, x)

m!
+ f(t, x)tm+1

Portando, utilizando (4.18), temos

A′′(t) ≤ −1

2

∫
Σ

(Rg −RΣ −H2)µdΣ

≤ − tm

2m!

∫
Σ

(Rg −RΣ)(m)(0, x)µ(t, x)dΣ +
tm+1

2

∫
Σ

|f(t, x)|µ(t, x)dΣ

≤ − tm

4m!

∫
Σ

(Rg −RΣ)(m)(0, x)dΣ + C · A(Σ)tm+1
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Se tivéssemos que
∫

Σ
(Rg − RΣ)(m)(0, x)dΣ > 0, a desigualdade acima implicaria que

para t su�cientemente pequeno, digamos t ∈ (0, δ), A′′(t) < 0. Isto contradiria a hipótese

de que Σ é estável. Portanto, (Rg − RΣ)(m)(0, x) = 0, para todo x ∈ Σ. Utilizando a

mesma ideia de expansão a séries de Taylor, concluiremos que (|II|2)(n)(0, x) = 0, para

todo x ∈ Σ.

Finalizando nossos resultados, vamos propor uma generalização �el do Teorema 4.12,

a partir da teoria variacional proposta anteriormente. De fato, nosso Teorema generaliza

o Teorema 4.12 para dimensões 3 ≤ n ≤ 7. Salientamos que no caso proposto por H.

Seshadri, a dimensão 3 propõe a classi�cação completa da variedade quasi-Einstein obtida

e, por conseguinte, a classi�cação da variedade estática em questão.

Teorema 4.19. Considere Nn+1 uma variedade Einstein estática, fechada e simplesmente

conexa. Considere (Mn, g) a variedade estática contida em N . Se 3 ≤ n ≤ 7, ∂M tem

mais de uma componente conexa e Rg(p) ≤ n(n−1), para todo p ∈ ∂M , então existe uma

hiperfície quase-Einstein, homóloga à ∂M e propriamente mergulhada em M .

Demonstração. O Teorema 4.18, garante a existência de uma hiperfície Σ mínima, locally

area minimizing e propriamente mergulhada em M . Neste ponto temos dois casos a

considerar.

(A) Σ está no interior de M ;

(B) Σ intersecta ∂M e portanto, via princípio do máximo (já que Σ e ∂M são hiperfícies

mínimas), Σ é uma componente de ∂M .

No segundo caso, utilizaremos o lema 4.2 para conseguir uma hiperfície estável e

propriamente mergulhada no interior de M , e daí recorrer novamente ao caso (A).

(A) Podemos assumir que Σ é uma hiperfície 2-sided no interior de M e, desta forma

f > 0 numa vizinhança de Σ, onde f é o potencial estático de M . Considerando

ν o campo normal exterior à Σ e t ∈ (−ε, ε) onde necessitarmos sentido, de�na

uma variação normal {Σt}t∈(−ε,ε), percorrendo a partir de Σ na direção normal ν

o comprimento t ao longo das geodésicas da métrica f 2g. Em Σt denote por Ht a

sua curvatura média, IIt a sua segunda forma fundamental e νt seu vetor normal

exterior. Temos a seguinte evolução para a a Segunda Formal fundamental:

∂IItij
∂t

= (D2f)ij + fIImi IImj + f−1Rinjn, (4.19)
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onde 1 ≤ i, j ≤ n−1 e (IIt)ij e (D2u)ij são as componentes dos respectivos tensores.

Tomando o traço da equação acima, temos a seguinte equação de evolução para a

curvatura média

∂Ht

∂t
fRic(νt, νt) + f |IIt|2 + ∆Σtf, (4.20)

onde ∆Σtf é o Laplaciano de f com respeito à métrica induzida de M em Σt. Se

considerarmos A(t) a área de Σt, a fórmula da primeira variação da área nos dá que

d

dt
A(t) = −

∫
Σt

fHtdA (4.21)

A relação entre o Laplaciano intríseco e extríseco de Σt é dado pela fórmula

∆f = ∆Σtf +D2f(ν, ν)− Ht

u

∂f

∂t
,

o que junto à equação de estaticidade nos dá que

∆Σtf = −nf −D2f(ν, ν) +
Ht

f

∂f

∂t
(4.22)

Unindo (4.20), (4.22) e a equação de estaticidade, temos

∂Ht

∂t
= D2f(ν, ν) + nf + f |II|2 − nf −D2f(ν, ν) +

Ht

f

∂u

∂t

= u|II|2 +
Ht

f

∂u

∂t
.

Isto implica que

∂

∂t

(
Ht

f

)
=

1

f

∂Ht

∂t
− Ht

f 2

∂f

∂t
= |II|2 ≥ 0

Assim, Ht
f

é uma função não decrescente com H0 = 0. Como também f > 0, segue

que Ht ≥ 0 em [0, ε). Isto unido à equação (4.21) nos dará que d
dt
A(t) ≤ 0. Se

A′(t) < 0 para algum t ∈ (0, ε) isto nos daria uma contradição ao fato de que Σ é

locally area minimizing. Portanto, temos que Ht = 0, para todo t ∈ [0, ε), isto é

|IIt|2 = 0,∀t ∈ [0, ε).
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Fica salutar que ao utilizarmos a mesma variação agora com respeito ao vetor −ν,
a identidade acima ocorre para todo t ∈ (−ε, ε), isto é as hiperfícies geradas pela

variação são todas totalmente geodésicas. Desta forma, dados campos X, Y ∈ TΣ,

unindo as informações acima com a equação de estaticidade e (4.19) temos

f−1D2
Σf(X, Y ) = Ricg(X, Y )− ng(X, Y ) = −g(R(X, ν)ν, Y ). (4.23)

Agora, considere e1 ∈ TpΣ um vetor tangente unitário. Por (4.23) temos que

K(e1, ν) = n−Ricg(e1, e1), (4.24)

onde denotamos por K(X, Y ) a curvatura seccional do 2-plano gerado pelos campos

X e Y . Complete a base de forma que {e1, e2, . . . , en−1} seja uma base de TpΣ e

{e1, e2, . . . , en−1, ν} seja uma base de TpM . Assim, segue da de�nição de curvatura

de Ricci e de (4.24) que

Ricg(e1, e1) =
n−1∑
i=2

K(e1, ei) +K(e1, ν)

= RicΣ(e1, e1) + n−Ricg(e1, e1),

onde RicΣ denota a curvatura de Ricci intríseca a Σ. Portanto,

Ricg(e1, e1) =
1

2
(n+RicΣ(e1, e1)) (4.25)

Por �m, procederemos um argumento de polarização junto à identidade (4.25).

Considerando X, Y ∈ TpΣ quaisquer temos
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Ricg(X, Y ) =
1

4
‖X + Y ‖2Ric

(
X + Y

‖X + Y ‖
,
X + Y

‖X + Y ‖

)
−1

4
‖X − Y ‖2Ric

(
X − Y
‖X − Y ‖

,
X − Y
‖X − Y ‖

)
=

1

4
‖X + Y ‖2

(
1

2
n+

1

2
RicΣ

(
X + Y

‖X + Y ‖
,
X + Y

‖X + Y ‖

))
−1

4
‖X − Y ‖2

(
1

2
n+

1

2
RicΣ

(
X − Y
‖X − Y ‖

,
X − Y
‖X − Y ‖

))
=

1

2
n

(
1

4
‖X + Y ‖2 − 1

4
‖X − Y ‖2

)
+

1

2

(
1

4
RicΣ(X + Y,X + Y )− 1

4
RicΣ(X − Y,X − Y )

)
=

1

2
(ngΣ(X, Y ) +RicΣ(X, Y )).

Salientamos que nos cálculos acima desconsideramos os casos trivialmente veri�-

cáveis onde X = Y e X = −Y . Também denotamos g(·, ·) = ‖ · ‖2. Portanto,

utilizando a identidade inferida acima e (4.23), temos

D2
Σf(X, Y ) = f

[
1

2
(ngΣ(X, Y ) +RicΣ(X, Y ))

]
− nfgΣ(X, Y ),

e, �nalmente,

D2
Σf(X, Y ) =

f

2
[RicΣ − ngΣ](X, Y ),

para quaisquer camposX, Y ∈ TΣ. Tal identidade con�rma nossa assetiva de que Σ,

a hiperfície locally area minimizing contida em M , é uma variedade quase-Einstein.

(B) Agora, assumamos que uma das componentes conexas de ∂M , digamos Σ, é uma

hiperfície estável. Provaremos que a partir disto é possível obter uma hiperfície

estável no interior de M , o que nos recorrerá a observação do item (A) e, portanto,

a demonstração deste teorema. Considerando o vetor normal ν de Σ, escolhemos

ε > 0 su�cientemente pequeno de forma que uma vizinhança tubular U de Σ é

difeomorfa à (−ε, ε)×Σ com o difeomor�smo sendo dado pela aplicação exponencial

normal. Identi�que U com (−ε, ε)× Σ.

A estabilidade de Σ implica que, para qualquer função ψ ∈ C1(Σ), ocorre que a

segunda variação da área
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∫
Σ

(ψ2|II|2 + ψ2Ricg(ν, ν)− |∇ψ|2)dA ≤ 0.

Em particular, se tomamos ψ ≡ 1, teremos

∫
Σ

Ricg(ν, ν) ≤ 0.

Lembrando a Equação de Gauss para a componente da fronteira Σ e a hipótese

inicial, temos

2Ricg(ν, ν) = n(n− 1)−RΣ
g ≥ 0,

de onde junto à desigualdade integral concluímos que RΣ
g = n(n−1). Segue do Lema

4.2 e do fato que g é analítica, que IIt = 0, para todo t. Utilizando (4.21), concluímos

que a àrea de Σ é constante ao longo da variação que propomos e, portanto, através

dessa variação é possível encontrar uma hiperfície locally area minimizing no interior

de M .

Se tivermos alguma informação sobre a limitação da curvatura escalar na hiperfície Σ

obtida pelo teorema anterior, podemos obter uma classi�cação mais robusta da mesma.

Corolário 4.1. Considere Σ a hiperfície locally area minimizing e quase-Einsten obtida

segundo as hipóteses do Teorema anterior. Se a curvatura escalar RΣ de Σ satisfaz uma

das desigualdades a seguir, a hiperfície Σ é Einstein:

(i) RΣ(p) ≥ n(n− 1), para todo p ∈ Σ.

(ii) RΣ(p) ≤ n(n− 1), para todo p ∈ Σ.

Demonstração. Lembre-se de que pela demonstração do Teorema anterior, a hiperfície Σ

satisfaz a seguinte identidade

D2
Σf =

f

2
[RicΣ − ngΣ] (4.26)

(i) Tomando o traço de (4.26), utilizando a hipótese deste item e a positividade de f ,

temos que

∆Σf =
f

2
(RΣ − n(n− 1)) ≥ 0 (4.27)

Desta forma,
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0 ≥ −
∫

Σ

f∆Σf =

∫
Σ

|∇Σf |2,

o que implica ∇Σf = 0 e, portanto, f é constante sobre Σ. Substituindo esta

observação na identidade (4.26), concluímos que Σ é Einstein.

(ii) Como feito na demonstração do Teorema 4.19, segue do fato que Σ é estável que

∫
Σ

Ricg(ν) ≤ 0. (4.28)

Por outro lado, como uma hiperfície estável contida numa variedade estática é to-

talmente geodésica, segue da Equação de Gauss que 2Ric(ν) = n(n− 1)−RΣ
g ≥ 0,

de onde concluímos junto à (4.28) que RΣ
g = n(n− 1). Portanto,

∆Σf =
f

2
(RΣ − n(n− 1)) = 0,

de onde, analogamente ao feito no item anterior, concluímos que

0 =

∫
Σ

|∇Σf |2.

Isto implica que f é constante sobre Σ e, desta forma, Σ é Einstein.
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