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Resumo

Seja Ω um domínio suave e limitado em RN , N ≥ 2. Na primeira parte deste trabalho, desenvolvida

no Capítulo 2, consideramos

Λp(Ω) := lim
q→∞

λq(Ω), p > N,

em que

λq(Ω) := inf
{
‖∇u‖pLp(Ω) : u ∈W 1,p

0 (Ω) e ‖u‖Lq(Ω) = 1
}
, q ≥ 1.

Primeiramente, mostramos que

Λp(Ω) = min
{
‖∇u‖pLp(Ω) : u ∈W 1,p

0 (Ω) e ‖u‖L∞(Ω) = 1
}
,

sendo o mínimo atingido por uma função positiva up = lim
qn→∞

wqn (convergência emW 1,p
0 (Ω) e também em

C(Ω)), em que wq denota um minimizador positivo de λq(Ω). Também provamos que todo minimizador

up de Λp(Ω) satisfaz

−∆pup = up(xp)Λp(Ω)δxp ,

em que δxp é a distribuição delta Dirac concentrada no ponto único ponto de máximo de |up| .

Logo em seguida, mostramos que

lim
p→∞

Λp(Ω)
1
p =

1

‖ρ‖L∞(Ω)

,

em que ρ denota a função distância até a fronteira ∂Ω. Então, mostramos que existe pn → ∞ e u∞ ∈

W 1,∞
0 (Ω) tal que: upn → u∞ uniformemente em Ω, 0 < u∞ ≤ ρ

‖ρ‖L∞(Ω)
em Ω, e{

∆∞u∞ = 0 em Ω\ {x∗}
u∞ = ρ

‖ρ‖L∞(Ω)
em ∂Ω ∪ {x∗} ,

no sentido de viscosidade, em que x∗ := limxpn é um ponto de máximo de ρ.

Veri�camos também que x∗ é único ponto de máximo de u∞ e damos condições em Ω sob as quais

u∞ = ρ
‖ρ‖L∞(Ω)

.
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Na segunda parte deste trabalho, desenvolvida na Seção 3, �xamos p > 1 e estendemos λq(Ω) para

q ∈ (0, 1) de modo que

λq(Ω) := inf

{
‖∇v‖pLp(Ω) : v ∈W 1,p

0 (Ω) e

∫
Ω

|v|q dx = 1

}
.

Então, mostramos que

0 < µ(Ω) := lim
q→0+

λq(Ω) |Ω|
p
q <∞,

em que |Ω| =
∫

Ω
dx, e provamos que

µ(Ω) = min

{
‖∇v‖pLp(Ω) : v ∈W 1,p

0 (Ω) e lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= 1

}

e que µ(Ω) é atingido por uma função u ∈W 1,p
0 (Ω), que é positiva em Ω, pertence a C0,α(Ω) para algum

α ∈ (0, 1), e satisfaz

−∆pu := µ(Ω) |Ω|−1
u−1 em Ω e

∫
Ω

log udx = 0.

Provamos também que µ(Ω)−1 é a melhor constante C na seguinte desigualdade tipo log-Sobolev

exp

(
1

|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx

)
≤ C ‖∇v‖pLp(Ω) , v ∈W 1,p

0 (Ω)

e que essa desigualdade se torna uma igualdade se, e somente se, v é múltiplo escalar de u e C = µ(Ω)−1.

Palavras-Chave: Comportamento assintótico, delta de Dirac, desigualdade log-Sobolev, in�nito Laplaciano,
melhor constante de Sobolev, p-Lapaciano, problema singular, solução de viscosidade.
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Abstract

Let Ω be a bounded and smooth domain in RN , N ≥ 2. In the �rst part of this work, developed in Section 2,
we consider

Λp(Ω) := lim
q→∞

λq(Ω), p > N,

where
λq(Ω) := inf

{
‖∇u‖pLp(Ω) : u ∈W 1,p

0 (Ω) and ‖u‖Lq(Ω) = 1
}
, q ≥ 1.

First we show that

Λp(Ω) = min
{
‖∇u‖pLp(Ω) : u ∈W 1,p

0 (Ω) and ‖u‖L∞(Ω) = 1
}
,

the minimum being achieved by a positive function up = limqn→∞ wqn (convergence inW 1,p
0 (Ω) and also in C(Ω)),

where wq denotes a positive minimizer of λq(Ω). We also prove that any minimizer up of Λp(Ω) satis�es

−∆pup = up(xp)Λp(Ω)δxp ,

where δxp is the Dirac delta distribution concentrated at the unique maximum point of |up| .
We proceed by proving that

lim
p→∞

Λp(Ω)
1
p =

1

‖ρ‖L∞(Ω)

,

where ρ denotes the distance function to the boundary ∂Ω. Then, we show that there exist pn → ∞ and u∞ ∈
W 1,∞

0 (Ω) such that: upn → u∞ uniformly in Ω, 0 < u∞ ≤ ρ
‖ρ‖L∞(Ω)

in Ω, and{
∆∞u∞ = 0 in Ω\ {x∗}
u∞ = ρ

‖ρ‖L∞(Ω)
on ∂Ω ∪ {x∗} ,

in the viscosity sense, where x∗ := limxpn is a maximum point of ρ.
We also prove that x∗ is the unique maximum point of u∞ and give conditions on Ω, under which u∞ =
ρ

‖ρ‖L∞(Ω)
.

In the second part of this work, developed in Section 3, we �x p > 1 and extend λq(Ω) for q ∈ (0, 1) so that

λq(Ω) := inf

{
‖∇v‖pLp(Ω) : v ∈W 1,p

0 (Ω) and

∫
Ω

|v|q dx = 1

}
.

We show that
0 < µ(Ω) := lim

q→0+
λq(Ω) |Ω|

p
q <∞,

where |Ω| =
∫

Ω
dx. Then, we prove that

µ(Ω) = min

{
‖∇v‖pLp(Ω) : v ∈W 1,p

0 (Ω) and lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= 1

}

and that µ(Ω) is reached by a function u ∈W 1,p
0 (Ω), which is positive in Ω, belongs to C0,α(Ω), for some α ∈ (0, 1),

and satis�es

−∆pu = µ(Ω) |Ω|−1 u−1 in Ω and

∫
Ω

log udx = 0.
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We also show that µ(Ω)−1 is the best constant C in the following log-Sobolev type inequality

exp

(
1

|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx

)
≤ C ‖∇v‖pLp(Ω) , v ∈W 1,p

0 (Ω)

and that this inequality becomes an equality if, and only if, v is a scalar multiple of u and C = µ(Ω)−1.

Keywords: Asymptotic behavior, best Sobolev constants, Dirac delta function, in�nity Laplacian, log-Sobolev
inequality, p-Laplacian, singular problem, viscosity solutions.
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Notações

No que segue, Ω sempre denotará um domínio limitado em RN , N ≥ 2.

• |A| ou medA ambas denotam a medida de Lebesgue do conjunto A, que também pode ser chamada de
volume.

• B1 : bola aberta de RN com centro na origem e raio 1 .

• |B1| = ωN = π
N
2

Γ(N
2

+1)
, em que Γ(t) =

∫∞
0
st−1e−sds é a Função Gama.

• O expoente critíco de Sobolev, p∗, é dado por

p∗ =

{ Np
N−p , se 1 ≤ p < N,

∞, se p ≥ N .

• ∇ é o operador gradiente: ∇u = (ux1 , ux2 , ..., uxN ).

• Lp(Ω) =
{
u : Ω→ R : u é mensurável e ||u||Lp(Ω) <∞

}
, 1 ≤ p <∞, em que

||u||pLp(Ω) :=
∫
Ω

|u|pdx.

• L∞(Ω) :=
{
u : Ω→ R : u é mensurável e ||u||L∞(Ω) <∞

}
, em que

||u||L∞(Ω) := inf{a > 0 : |{x ∈ Ω : |u(x)| > a}| = 0},

em que ||u||L∞(Ω) é o supremo essencial, alternativamente denotado por ess sup
x∈Ω
|u(x)|.

• ‖·‖s denota a norma padrão de Ls(Ω), 1 ≤ s ≤ ∞ : ‖u‖s = ||u||Ls(Ω).

• W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) ; para todo multiíndice |α| ≤ k, Dαu existe e Dαu ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞} .

• ||u||W1,p(Ω) :=

(∫
Ω

|u|pdx+

∫
Ω

|∇u|pdx
) 1
p

é a norma padrão de W 1,p(Ω).

• u = u+ − u−, em que u+ := max{u, 0} e u− := max{−u, 0}
• W 1,p

0 (Ω) é o fecho de C∞0 (Ω) na norma do espaço W 1,p(Ω).

• λq = inf
u∈W1,p

0 (Ω)\{0}

∫
Ω

|∇u|pdx(∫
Ω

|u|qdx
) p
q

.

• ||u||
W

1,p
0 (Ω)

:=

(∫
Ω

|∇u|pdx
) 1
p

é a norma de W 1,p
0 (Ω) adotada neste trabalho.

• q.t.p quase todo ponto

•
(
W 1,p

0 (Ω)
)′

: dual de W 1,p
0 (Ω)

• A imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) é contínua para q ∈ [1, p∗] e compacta para q ∈ [1, p∗).
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Introdução

Os principais resultados deste trabalho estão contidos nos Capítulos 2 e 3. No Capítulo 1, apresentamos

de�nições e resultados já conhecidos e que serão utilizados nos capítulos seguintes.

Seja Ω um domínio suave e limitado de RN , N ≥ 2. É bem conhecido que a imersão de Sobolev W 1,p
0 (Ω) ↪→

Lq(Ω) é compacta se

1 ≤ q < p? :=

{
Np
N−p se 1 < p < N

∞ se p ≥ N.

Como consequência deste fato, para cada q ∈ [1, p?) existe wq ∈ Lq(Ω) tal que ‖wq‖q = 1 e

λq(Ω) := inf
{
‖∇u‖pp : u ∈W 1,p

0 (Ω) e ‖u‖q = 1
}

= ‖∇wq‖pp . (1)

O valor λq(Ω) é, portanto, a melhor constante c na desigualdade Sobolev

c ‖u‖pq ≤ ‖∇u‖
p
p ; u ∈W 1,p

0 (Ω)

e wq é uma função extremal correspondente (ou minimizador). A formulação de Euler-Lagrange associada ao

problema de minimização (1) é {
−∆pu = λq(Ω) |u|q−2 u em Ω

u = 0 em ∂Ω
(2)

em que ∆pu := div
(
|∇u|p−2∇u

)
é o operador p-Laplaciano. Uma vez que |wq| é um minimizador não-negativo

e não trivial de λq(Ω), o princípio máximo (ver [39]) assegura que wq não muda de sinal em Ω.

No que se segue, vamos denotar por wq qualquer função extremal positiva de λq(Ω), ou seja, qualquer função

satisfazendo as seguintes propriedades

‖wq‖q = 1, ‖∇wq‖pp = λq(Ω) e


−∆pwq = λq(Ω)wq−1

q em Ω

wq = 0 em ∂Ω

wq > 0 em Ω.

Pode ser veri�cado (ver [15, Lemma 4.2]), como uma aplicação simples da desigualdade Hölder, que a função

q ∈ [1, p?) 7→ λq(Ω) |Ω|
p
q (3)

é decrescente para qualquer �xo p > 1. Esta monotonicidade guarante que

Λp(Ω) := lim
q→p?

λq(Ω) (4)
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está bem de�nido e também que

0 ≤ Λp(Ω) = inf
q≥1

(
λq(Ω) |Ω|

p
q

)(
lim
q→p?

|Ω|−
p
q

)
≤ λ1(Ω) |Ω|p

(
lim
q→p?

|Ω|−
p
q

)
.

É conhecido que

Λp(Ω) =

{
SN,p se 1 < p < N

0 se p = N,
(5)

em que

SN,p := π
p
2N

(
N − p
p− 1

)p−1(
Γ(N/p)Γ(1 +N −N/p)

Γ(1 +N/2)Γ(N)

) p
N

(6)

é a constante de Sobolev ([4, 37]), isto é, a melhor constante S na desigualdade Sobolev

S ‖u‖p
Lp
?

(RN )
≤ ‖∇u‖p

Lp(RN )
, u ∈W 1,p

0 (RN ),

O caso 1 < p < N em (5) pode ser visto em [14], enquanto que o caso p = N é consequência do seguinte

resultado provado em [34]

lim
q→∞

qN−1λq(Ω) =
N2N−1ωN

(N − 1)N−1
eN−1,

Como podemos ver a partir de (5) o valor Λp(Ω) não depende de Ω, quando 1 < p ≤ N. Esta propriedade não
se mantém quando p > N. De fato, por um simples argumento de escalonamento pode-se mostrar que

Λp(BR) = Λp(B1)RN−p.

Na primeira parte deste trabalho, desenvolvida no Capítulo 2, estudamos os comportamentos de wq(Ω) e

Λp(Ω) quando q →∞ e p→∞, respectivamente. Na Seção 2.1 mostramos que

Λp(Ω) = inf
{
‖∇u‖pp : u ∈W 1,p

0 (Ω) e ‖u‖∞ = 1
}
. (7)

Assim, Λp(Ω) é a constante ótima associada com a imersão (compacta) de Sobolev

W 1,p
0 (Ω) ↪→ C(Ω), p > N,

no sentido de que ela é o melhor valor para uma constante c satisfazendo

c ‖u‖p∞ ≤ ‖∇u‖
p
p , para toda u ∈W 1,p

0 (Ω).

Mostramos também que existe qn → ∞ tal que wqn converge fortemente, em ambos os espaços de Banach

C(Ω) e W 1,p
0 (Ω), para uma função positiva up satisfazendo ‖up‖∞ = 1. Além disso, provamos que esta função

atinge o ín�mo em (7):

‖∇up‖pp = Λp(Ω) = min
{
‖∇u‖pp : u ∈W 1,p

0 (Ω) e ‖u‖∞ = 1
}
. (8)

No entanto, nosso principal resultado na Seção 2.1 é a caracterização completa dos minimizadores em (8), que

chamamos funções extremais de Λp(Ω) e denotamos por up. Mais precisamente, provamos que se up ∈W 1,p
0 (Ω) é

tal que

‖up‖∞ = 1 e ‖∇up‖pp = Λp(Ω)

então up não muda de sinal em Ω, atinge o seu valor máximo em um único ponto xp ∈ Ω e é solução fraca da

equação

−∆pup = up(xp)Λp(Ω)δxp ,

em que δxp é a distribução delta Dirac concentrada em xp.
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No caso particular em que Ω = BR é uma bola de raio R, mostramos que

Λp(BR) =
NωN
Rp−N

(
p−N
p− 1

)p−1

(9)

e que

lim
q→∞

wq(x) = up(x) := 1−
(
|x|
R

) p−N
p−1

; 0 ≤ |x| ≤ R. (10)

Além disso, provamos que a função up de�nida em (10) é o único de minimizador Λp(BR). Uma vez que xp = 0,

nosso principal resultado na Seção 2.1 implica

−∆pup = Λp(BR)δ0.

É conveniente recordar a seguinte consequência do Teorema 2.E de [36], devido a Talenti:

N(ωN )
p
N

(
p−N
p− 1

)p−1

|Ω|1−
p
N ‖u‖p∞ ≤ ‖∇u‖

p
p , para toda u ∈W 1,p

0 (Ω). (11)

Ressaltamos que, tendo em conta (7), essa desigualdade permite concluir que

N(ωN )
p
N

(
p−N
p− 1

)p−1

|Ω|1−
p
N ≤ Λp(Ω). (12)

Note que quando Ω = BR o lado esquerdo de (12) coincide com o lado direto de (9). Assim, a igualdade em

(11) segue quando Ω é uma bola e u é um múltiplo escalar da função de�nida em (10), como salientado em [36].

Como consequência simples dos nossos resultados, concluímos que a desigualdade em (11) deve ser estrita quando

Ω não é uma bola. Este fato não foi observado em [36].

Um outro fato interessante, que segue de (9), é a seguinte limitação superior para Λp(Ω) :

Λp(Ω) ≤ N(ωN )
p
N

(
p−N
p− 1

)p−1

|BRΩ |
1− p

N ,

em que RΩ denota o 'inradius' de Ω, isto é, o raio da maior bola inscrita em Ω. Utilizando (9), juntamente com

a estimativa (12) e a expressão explicíta de Sp em (6), mostramos que a função p 7→ Λp(Ω) é contínua em p = N.

Na Seção 2.2, estudamos o comportamento assintótico, quando p → ∞, do par (Λp(Ω), up), em que up ∈
W 1,p

0 (Ω) denota uma função extremal positiva de Λp(Ω). Primeiramente, provamos que

lim
p→∞

Λp(Ω)
1
p =

1

‖ρ‖∞
,

em que

ρ(x) := inf
y∈∂Ω

|y − x| , x ∈ Ω,

é a função distância até a fronteira. Aqui é interessante enfatizar o seguinte fato, bem conhecido:

1

‖ρ‖∞
= min

{
‖∇φ‖∞
‖φ‖∞

: φ ∈W 1,∞
0 (Ω)\ {0}

}
. (13)

Em seguida, provamos que existe uma seqüência pn →∞, um ponto x∗ ∈ Ω e uma função u∞ ∈ W 1,∞
0 (Ω) ∩

C(Ω) tal que: xpn → x∗, ‖ρ‖∞ = ρ(x∗), u∞ ≤ ρ
‖ρ‖∞

e upn → u∞, uniformemente em Ω e fortemente em W 1,r
0 (Ω)

para todo r > N. Além disso, x∗ é o único ponto de máximo de u∞. Também veri�camos que esta função é um

minimizador de (13) e satisfaz {
∆∞u∞ = 0 em Ω\ {x∗}
u∞ = ρ

‖ρ‖∞
em ∂ (Ω\ {x∗}) = {x∗} ∪ ∂Ω
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no sentido de viscosidade, em que ∆∞ denota o bem conhecido operador ∞-Laplaciano (ver [7, 12, 30]), de�nido

formalmente por

∆∞u :=

N∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj
.

Ainda na Seção 2.2 caracterizamos os domínios Ω para os quais u∞ = ρ
‖ρ‖∞

em Ω e mostramos que cada

ponto de máximo da função distância ρ dá origem a um minimizador de (13). Usamos este fato para concluir

que, no caso em que Ω é um anel, existem in�nitos minimizadores positivos e não radias de (13).

Na segunda parte deste trabalho, desenvolvida no Capítulo 3, assumimos que Ω é um domínio com fronteira

Lipschitz e estendemos λq(Ω) para os valores de q no intervalo (0, 1). Ou seja, para p > 1 �xado, consideramos

λq(Ω) := inf

{
‖∇u‖pp : v ∈W 1,p

0 (Ω) and

∫
Ω

|v|q dx = 1

}
. (14)

Em [2] os autores mostraram que o valor λq(Ω) é atigindo por uma função postiva uq ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1(Ω) e

que esta função é solução do problema singular de Dirichlet{
−∆pv = λq(Ω) |v|q−2 v em Ω

u = 0 em ∂Ω,
(15)

no sentido sentido distribucional, isto é, considerando as funções teste apenas em C∞c (Ω). Entretanto, utilizando

o Lema de Fatou e a densidade de C∞c (Ω) em W 1,p
0 (Ω) é possível mostrar que uq é solução do problema acima

no sentido fraco usual, isto é, com as funções teste em W 1,p
0 (Ω). Sendo assim, segue de [20, Teorema 1.1 (i)] que

uq ∈ C1,α(Ω), para algumα ∈ (0, 1). Além disso, uq é o único minimizador positivo de λq(Ω) (veri�camos esta

unicidade no início do Capítulo 3, uma vez que ela não foi provada em [2]).

Na Seção 3.1 de�nimos

µ(Ω) := lim
q→0+

λq(Ω) |Ω|
p
q (16)

e

M(Ω) :=

{
v ∈W 1,p

0 (Ω) : lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= 1

}
.

Então, provamos que

µ(Ω) = min
{
‖∇v‖pp : v ∈M(Ω)

}
(17)

e que o mínimo é atingido por uma função u ∈W 1,p
0 (Ω), positiva em Ω, pertencente a C0,α(Ω), algum α ∈ (0, 1),

e tal que:

(i) u = limq→0+ |Ω|
1
q uq em W 1,p

0 (Ω);

(ii) −∆pu = µ(Ω) |Ω|−1 u−1 em Ω; e

(iii)
∫

Ω
log udx = 0.

Explorando (17) também provamos que µ(Ω)−1 é a melhor constante C na seguinte desigualdade tipo log-

Sobolev

exp

(
1

|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx

)
≤ C ‖∇v‖pp , v ∈W 1,p

0 (Ω), (18)

e que µ(Ω)−1 é atinginda se, e somente se, v é múltipla escalar de u; o único caso em que a desigualdade torna-se

uma igualdade.

Por um simples argumento de escalonamento pode-se mostrar que para cada λ > 0 �xado a função uλ :=
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(
λ|Ω|
µ(Ω)

) 1
p
u é uma solução fraca positiva do problema singular

{
−∆pv = λv−1 em Ω,

v = 0 em ∂Ω.
(19)

A função uλ é, de fato, a única solução positiva de (19). Este resultado de unicidade decorre de uma desi-

gualdade simples e bem conhecida envolvendo vetores de RN . Existência e regularidade das soluções fracas para

(19) foram estudadas em primeiro lugar no caso particular p = 2 (ver [11, 26, 35]). O caso p > 1 tem recebido

mais atenção na última década (ver [10, 19, 20, 33] e referências presentes).

Observamos que a diferenciabilidade do funcional v ∈ W 1,p
0 (Ω) 7→ λ

∫
Ω

log |v| dx ∈ [−∞,∞) é uma questão

delicada, o que torna difícil a aplicação de métodos variacionais para obter a solução positiva de (19). Assim,

uλ tem sido geralmente obtida por métodos não variacionais, principalmente o método de sub-super soluções.

Quanto à regularidade, sabe-se de [20, Teorema 2.2 (ii)] que uλ ∈ C0,α(Ω), para algum α ∈ (0, 1).

Ressaltamos que, além de proporcionar uma nova prova de existência de uλ, mostramos que∫
Ω

log uλdx =
|Ω|
p

log

(
λ |Ω|
µ(Ω)

)
∈ (−∞,∞).

Assim como a caracterização da melhor constante na desigualdade (18), esta propriedade de uλ não era conhecida

até então. Ela vem da conexão entre (19) e o problema de minimização (17).

Ainda na Seção 3.1, mostramos que o funcional energia associado a (19),

Jλ(v) :=


1
p

∫
Ω

|∇v|p dx− λ
∫

Ω

log |v| dx, se

∫
Ω

log |v| dx ∈ (−∞,∞)

∞, se

∫
Ω

log |v| dx = −∞,

atinge o seu valor mínimo λ|Ω|
p

(
1− log

(
λ|Ω|
µ(Ω)

))
apenas nas funções uλ e −uλ.

Concluímos o Capítulo 3, na Seção 3.2, com a descrição do comportamento assintótico do par (λq(Ω), ‖uq‖∞),

quando q → 0+. Isto é, determinamos quando essas quantidades vão para 0 ou para ∞ ou �cam limitadas por

cima e por baixo, quando q → 0+. Mais precisamente, obtemos diretamente de (16) que

lim
q→0+

λq(Ω) =


∞ se |Ω| < 1

µ(Ω) se |Ω| = 1

0 se |Ω| > 1,

(20)

e aplicamos estimativas deduzidas na Seção 3.1 para mostrar que

lim
q→0+

‖uq‖∞ =

{
∞ se |Ω| < 1

0 se |Ω| > 1
(21)

e que

0 < Aµ(Ω)
1
p ≤ lim

q→0+
‖uq‖∞ ≤ Bµ(Ω)

1
p , se |Ω| = 1, (22)

em que A e B são constantes positivas que dependem somente de N e p.

O resultado em (20) para o caso |Ω| < 1 foi recentemente obtido em [2]. Os casos |Ω| ≥ 1 em (20) assim como

(21) e (22) são contribuições desta tese.

Assim, (20), (21) e (22) fornecem informações complementares sobre a forma como a função q ∈ (0, p?) 7→
(λq(Ω), ‖uq‖∞) ∈ R2 comporta-se nos pontos �nais de seu domínio. Recordemos, que o comportamento desta
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função quando q → p? é bem conhecido:

lim
q→p?

λq(Ω) =


SN,p, se 1 < p < N

0, se p = N > 1

Λp(Ω), se p > N,

(23)

e

lim
q→p?

‖uq‖∞ =


∞, se 1 < p < N

CN , se p = N > 1

1, se p > N,

(24)

em que CN é uma constante positiva que não depende Ω (veja [34]).



Capítulo

1
Preliminares

Neste capítulo, apresentamos algumas de�nições e resultados conhecidos que serão utilizados nos capítulos

seguintes. Assumimos que Ω é um domínio (aberto e conexo) limitado em RN , N ≥ 2, e denotamos a norma de

Ls(Ω), 1 ≤ s ≤ ∞, por ||u||s

1.1 Desigualdade de Hölder

A desigualdade de Hölder, que enunciaremos a seguir, tem papel muito importante neste trabalho, especial-

mente no caso em que ela se torna igualdade.

Teorema 1.1. Seja 1 < p <∞ e seja q o expoente conjugado de�nido por

q =
p

p− 1
, isto é,

1

p
+

1

q
= 1,

que também satisfaz 1 < q <∞. Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ||u||p||v||q.

A igualdade ocorre se, e somente, se |u|p e |v|q são proporcionais q.t.p em Ω.

Demonstração. Ver Teorema 2.4 [1].

Vale ressaltar que se 0 < p < 1, então q < 0 e a desigualdade se inverte. Para maiores detalhes veja Teorema

2.12 [1].

Teorema 1.2. Suponha que 1 ≤ p < q ≤ ∞. Se u ∈ Lq(Ω), então u ∈ Lp(Ω) e

|u||p ≤ |Ω|(
1
p
− 1
q

)||u||q.

Assim, a imersão Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω) é contínua.

Se L∞(Ω), então

lim
p→∞

||u||p = |u||∞.

Demonstração. Ver Teorema 2.14 [1].
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Corolário 1.1. A função

q ∈ (0,∞) 7−→
(

1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

é crescente para cada v ∈ L1(Ω) �xada.

Demonstração. Sejam 0 < q1 < q2 <∞. Da desigualde de Hölder

∫
Ω

|v|q1 dx ≤
(∫

Ω

(|v|q1)
q2
q1 dx

) q1
q2

|Ω|1−
q1
q2 =

(∫
Ω

|v|q2 dx

) q1
q2

|Ω|1−
q1
q2 ,

ou seja, (
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q1 dx

) 1
q1

≤
(

1

|Ω|

∫
Ω

|v|q2 dx

) 1
q2

.

1.2 O operador p-Laplaciano

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet{
−∆pu = f em Ω

u = 0 em ∂Ω,
(1.1)

em que p > 1, f ∈ (W 1,p
0 (Ω))′ e ∆pu é o operador p-Laplaciano, de�nido por

∆pu := div(|∇u|p−2∇u).

Dizemos que u ∈W 1,p
0 (Ω) é solução (fraca) de (1.1) se∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx =

∫
Ω

fφdx ∀φ ∈W 1,p
0 (Ω),

em que · denota o produto interno no RN . A seguir, apresentamos alguns resultados bem conhecidos operador

p-laplaciano, que são regularidade e princípio de comparação fraca.

Lema 1.1. (Lieberman [28], Tolksdorf [38]) Suponha que o domínio limitado Ω é de classe C2,β, 0 < β < 1.

Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) tal que ∆pu ∈ L∞(Ω). Então u ∈ C1,α(Ω) para algum α ∈ (0, 1) e ||u||C1,α(Ω) ≤ C,

em que C depende apenas de N,Ω, p, ||u||∞ e ||∆pu||∞.

Antes de enunciar o princípio de comparação fraca, vamos apresentar uma desigualdade bem conhecida do

RN .

Proposição 1.3. Seja 1 < p <∞. Existe constante positiva cp tal que para todo x, y ∈ RN tem-se

(|x|p−2x− |y|p−2y) · (x− y) ≥

 cp|x− y|p, se p ≥ 2

cp
|x− y|2

{|x|+ |y|}2−p , se 1 < p < 2.
(1.2)

Demonstração. Ver [29].

Como consequência da desigualdade obtida em (1.2) temos a seguinte proposição.

Proposição 1.4. Sejam u1, u2 ∈W 1,p
0 (Ω) e p > 1, então
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∫
Ω

(|∇u1|p−2∇u1−|∇u2|p−2∇u2)·(∇u1−∇u2)dx ≥



cp

∫
Ω

|∇(u1 − u2)|pdx, se p ≥ 2

cp

∫
Ω

|∇(u1 − u2)|pdx
 2
p

∫
Ω

(|∇u1|+∇u2)|)pdx


2−p
p

, se 1 < p < 2,
(1.3)

Demonstração. O caso p ≥ 2 decorre diretamente de (1.2).

Tomando, no caso 1 < p < 2, r = 2
p
e s = 2

2−p temos 1
r

+ 1
s

= 1. Logo, da Desigualdade de Hölder temos∫
Ω

|∇(u1 − u2)|pdx =

∫
Ω

|∇(u1 − u2)|p

(|∇u1|+∇u2)|)
p(2−p)

2

(|∇u1|+∇u2)|)
p(2−p)

2 dx

≤

(∫
Ω

(
|∇(u1 − u2)|p

(|∇u1|+∇u2)|)
p(2−p)

2

)r
dx

) 1
r (∫

Ω

(|∇u1|+∇u2)|)
p(2−p)

2
sdx

) 1
s

=

(∫
Ω

|∇(u1 − u2)|2

(|∇u1|+∇u2)|)(2−p) dx

) p
2
(∫

Ω

(|∇u1|+∇u2)|)pdx
) 2−p

2

.

Assim, (∫
Ω

|∇(u1 − u2)|pdx
) 2
p

(∫
Ω

(|∇u1|+∇u2)|)pdx
) 2−p

p

≤
∫

Ω

|∇(u1 − u2)|2

(|∇u1|+∇u2)|)(2−p) dx. (1.4)

Pela desigualdade (1.2) temos∫
Ω

|∇(u1 − u2)|2

(|∇u1|+∇u2)|)(2−p) dx ≤
∫

Ω

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2) · (∇u1 −∇u2)dx. (1.5)

O resultado segue, então, das desigualdades (1.4) e (1.5).

No próximo resultado, a desigualdade −∆pu1 ≤ −∆pu2 em Ω deve ser entendida no sentido fraco:∫
Ω

|∇u1|p−2∇u1 · ∇φdx ≤
∫

Ω

|∇u2|p−2∇u2 · ∇φdx ∀φ ∈W 1,p
0 (Ω), φ ≥ 0. (1.6)

Proposição 1.5. (Princípio de comparação na forma fraca) Sejam u1, u2 ∈W 1,p(Ω) tais que{
−∆pu1 ≤ −∆pu2 em Ω

u1 ≤ u2 em ∂Ω.

Então

u1 ≤ u2 q.t.p em Ω.

Demonstração. Escolhendo φ = (u1 − u2)+ ∈W 1,p
0 (Ω) em (1.6) temos

0 ≥
∫

Ω

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2) · ∇(u1 − u2)+dx

=

∫
{u1−u2≥0}

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2) · ∇(u1 − u2)dx.

Usando a Proposição 1.4 temos

0 =

∫
{u1−u2≥0}

|∇(u1 − u2)|pdx =

∫
Ω

|∇(u1 − u2)+|pdx.
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Assim,

(u1 − u2)+ = 0 q.t.p em Ω,

ou seja,

u1 ≤ u2 q.t.p em Ω.

1.3 Simetrização de Schwarz

Simetrização de Shwarz é um tipo especial de rearranjamento de uma função real de�nida em um domínio

Ω ⊂ RN . Dada uma tal função, construímos uma função associada, de�nida na bola centrada na origem e com

o mesmo volume de Ω, que mantém os valores da função original (em módulo) e preserva algumas quantidades

especiais ligadas à integrais. Em particular, desejamos que esta nova função seja radial e decrescente radialmente.

A �m de�nir a simetrização de Schwarz, primeiramente construímos o rearranjamento decrescente unidimensional

de uma função dada.

Seja Ω um domínio limitado e mensurável. Seja u : RN → R uma função mensurável. Para todo t ∈ R, o conjunto
de nível {u > t} é de�nido como

{u > t} := {x ∈ Ω : u(x) > t}.

Os conjuntos {u < t}, {u ≥ t} , {u = t} são de�nidos por analogia. Então, a função distribuição de u é dada por

µu(t) := |{u > t}|.

Esta função é uma função monótona decrescente de t e, para t ≥ ess sup(u), temos µu(t) = 0, enquanto para

t ≤ ess inf(u), temos µu(t) = |Ω|. Assim, a imagem de µu está no intervalo [0, |Ω|].

De�nição 1.6. Seja u : Ω → R uma função mensurável. O rearranjamento (unidimensional) decrescente de u,

denotado por u#, é de�nido em [0, |Ω|] por

u#(s) =

{
inf {t : µu(t) < s} se s > 0

ess sup(u) se s = 0.

De�nição 1.7. O domínio simetrizado Ω∗ é a bola centrada na origem que tem a mesma medida (volume) que

Ω. Ou seja,

Ω∗ :=

{
x ∈ RN : |x| < R :=

(
|Ω|
ωN

) 1
N

}
.

De�nição 1.8. Seja u : Ω→ R uma função mensurável. A Simetrizada de Schwarz (ou o Rearrajamento Simé-

trico Decrescente de u), denotada por u∗, é a função u∗ : Ω∗ → R, positiva, radialmente simétrica e decrescente,

de�nida por

u∗(x) = u#(ωN |x|N ), x ∈ Ω∗.

Enuciaremos a seguir algumas propriedades e resultados importantes sobre a Simetrização de Schwarz. Para

uma abordagem mais deltalhada ver [27, 23, 8, ?, 24].

Proposição 1.9. Valem as seguintes propriedades :

(i) Se 0 ≤ u ≤ v em Ω, então u∗ ≤ v∗ em Ω∗

(ii) Para cada t ≥ 0, (tu)∗ = tu∗

(iii) (u∗)∗ = u∗.

Demonstração. Prova de (i) ver [27] Proposição 16.6 (iv). Para provar (ii) basta considerar h(x) = tx na propo-

sição seguinte. Prova de (iii) é consequência do Lema 1.1.1 de [24].
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Proposição 1.10. Sejam u ∈ L1(Ω) tal que u ≥ 0 e h : R+ → R+ uma função contínua crescente. Então

(h(u))∗ = h(u∗)

Demonstração. Ver [24] Proposição 1.1.4.

O teorema a seguir nos fornece resultados importantes sobre a Simetrização de Schwarz .

Teorema 1.11. Seja u : Ω ⊂ RN → R uma função Lebesgue integrável, então

(i) Para cada função real f contínua em R e positiva, temos∫
Ω

f(|u|)dx =

∫
Ω∗
f(u∗)dx.

Em particular, se u ∈ Lr(Ω) então u∗ ∈ Lr(Ω∗) para 1 ≤ r ≤ ∞, e assim

||u||Lr(Ω) = ||u∗||Lr(Ω∗) e

∫
Ω

|u|sdx =

∫
Ω∗

(u∗)sdx para s ≥ 0.

(ii) (Desigualdade de Hardy-Littlewood)Para cada u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), em que 1
p

+ 1
q

= 1, tem-se∫
Ω

uvdx ≤
∫

Ω∗
u∗v∗dx.

(iii) (Desigualdade de Pólya-Szegö) Se u ∈W 1,p
0 (Ω) e u ≥ 0, então u∗ ∈W 1,p

0 (Ω∗) e∫
Ω∗
|∇u∗|pdx ≤

∫
Ω

|∇u|pdx.

Demonstração. Prova de (i) ver [27] Teorema 16.10 e de (ii) ver Teorema 16.9 do mesmo.

Prova de (iii) ver [24] Teorema 2.3.1 .

No seguinte corolário, utilizamos a notação

λq(D) := inf

{∫
D

|∇u|pdx : u ∈W 1,p
0 (D) e

∫
D

|u|qdx = 1

}
,

em que q > 0 e D é um domínio limitado de RN .

Corolário 1.12. Tem-se λq(Ω
∗) ≤ λq(Ω).

Demonstração. Seja u ∈W 1.p
0 (Ω) tal que

∫
Ω

|u|q dx = 1. Então, pelo Teorema 1.11 temos

∫
Ω∗
|u∗|q dx = 1 e

∫
Ω∗
|∇u∗|p dx ≤

∫
Ω

|∇u|p dx.

Logo, da de�nição de λq(Ω∗) temos

λq(Ω
∗) ≤

∫
Ω∗
|∇u∗|p dx ≤

∫
Ω

|∇u|p dx.

Isto mostra que λq(Ω∗) é uma cota inferior para o conjunto cujo ín�mo é λq(Ω). Logo, λq(Ω∗) ≤ λq(Ω).
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2
Comportamento assintótico de

constantes ótimas e de suas funções

extremais

Uma simples consequência da desigualdade de Hölder é que a função

q ∈ (0,∞) 7−→
(

1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

é crescente, para cada v ∈ L1(Ω) �xada (veja Corolário 1.1).

Por causa dessa monotonicidade, podemos concluir (veja [15, Lemma 4.2]) que a função

q ∈ (0,∞) 7−→ λq(Ω) |Ω|
p
q (2.1)

é decrescente, para cada p > 1 �xado, em que

λq(Ω) := inf

{
‖∇u‖pp : u ∈W 1,p

0 (Ω) e
∫

Ω

|v|q dx = 1

}
.

Esta última monotonicidade guarante que o número real

Λp(Ω) := lim
q→p?

λq(Ω) (2.2)

está bem de�nido e também que

0 ≤ Λp(Ω) = lim
q→p?

λq(Ω) = lim
q→p?

(
λq(Ω) |Ω|

p
q

)(
lim
q→p?

|Ω|−
p
q

)
= inf

q≥1

(
λq(Ω) |Ω|

p
q

)(
lim
q→p?

|Ω|−
p
q

)
≤ λ1(Ω) |Ω|p

(
lim
q→p?

|Ω|−
p
q

)
.



2.1 Λp(Ω) e suas funções extremais 13

2.1 Λp(Ω) e suas funções extremais

Nesta seção assumimos q ≥ 1 e denotaremos por wq ∈ W 1,p
0 (Ω) qualquer função extremal de λp(Ω), cuja

existência decorre da compacidade da imersãoW 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) e do princípio do máximo, conforme mencionado

na Introdução.

Assumiremos também neste capítulo que p > N ≥ 2 e utilizaremos a conhecida desigualdade Morrey, válida

para este caso:

‖u‖C0,γ(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , para toda u ∈W 1,p
0 (Ω),

em que γ := 1 − N
p

e C depende somente de Ω, p e N. Esta desigualdade implica diretamente que a imersão

W 1,p
0 (Ω) ↪→ C(Ω) é compacta.

Teorema 2.1. Tem-se

Λp(Ω) = inf
{
‖∇u‖pp : u ∈W 1,p

0 (Ω) e ‖u‖∞ = 1
}
. (2.3)

Demonstração. Seja

µ := inf
{
‖∇u‖pp : u ∈W 1,p

0 (Ω) e ‖u‖∞ = 1
}
.

Tomemos u ∈W 1,p
0 (Ω) tal que ‖u‖∞ = 1. Visto que lim

q→∞
‖u‖q = ‖u‖∞ = 1 temos

Λp(Ω) = lim
q→∞

λq(Ω) ≤ lim
q→∞

‖∇u‖pp
‖u‖pq

= ‖∇u‖pp ,

implicando Λp(Ω) ≤ µ.
Agora, sejam q ≥ 1 e wq ∈W 1,p

0 (Ω) uma função extremal positiva de λq(Ω). Já que

µ ≤
∥∥∇(wq/ ‖wq‖∞)

∥∥p
p

=
λq(Ω)

‖wq‖p∞
,

a �m de veri�car a desigualdade µ ≤ Λp(Ω), precisamos somente checar que

lim
q→∞

‖wq‖∞ = 1. (2.4)

Uma vez que 1 = ‖wq‖q ≤ |Ω|
1
q ‖wq‖∞ , ‖∇wq‖

p
p = λq(Ω) e Λp(Ω) ≤ µ temos

|Ω|−
p
q ≤ ‖wq‖p∞ ≤

‖∇wq‖pp
µ

≤ λq(Ω)

Λp(Ω)
,

o que leva a (2.4), ao se tomar o limite q →∞.

Levando-se em conta (2.3), faremos a seguinte de�nição:

De�nição 2.2. Dizemos que v ∈W 1,p
0 (Ω) é uma função extremal de Λp(Ω) se

‖∇v‖pp = Λp(Ω) e ‖v‖∞ = 1.

Na sequência mostraremos que uma função extremal de Λp(Ω) pode ser obtida como limite de wqn para

alguma sequência qn →∞, em que wqn é uma função extremal de λqn(Ω).

Teorema 2.3. Existem qn →∞ e uma função não negativa w ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω) tais que wqn → w fortemente

em C(Ω) e também em W 1,p
0 (Ω). Além disso, w é uma função extremal de Λp(Ω).

Demonstração. Visto que wq é limitada uniformemente em W 1,p
0 (Ω) e também em C

0,1−N
p (Ω), existem qn →∞

e uma função não negativa w ∈W 1,p
0 (Ω)∩C(Ω) tais que wqn → w fracamente emW 1,p

0 (Ω) e fortemente em C(Ω).
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Assim, ‖w‖∞ = lim ‖wqn‖∞ = 1 (por causa de (2.4)) e portanto

Λp(Ω) ≤ ‖∇w‖pp ≤ lim inf ‖∇wqn‖
p
p = limλqn(Ω) = Λp(Ω).

Isto implica Λp(Ω) = lim ‖∇wqn‖
p
p = ‖∇w‖pp , de modo que wqn → w fortemente em W 1,p

0 (Ω), e também que w é

uma função extremal de Λp(Ω).

Observação 2.1. Como será visto na sequência, toda função extremal não negativa de Λp(Ω) deve ser estrita-

mente positiva em Ω.

Recordamos um fato bem conhecido: (−∆p)
−1 : W−1,p′(Ω) 7→W 1,p

0 (Ω) é bijetiva. Assim, se p > N a equação

−∆pu = cδy (2.5)

tem solução única u ∈W 1,p
0 (Ω) para todo y ∈ Ω �xado e c ∈ R.

Lembremos que se p > N a função delta de Dirac δy é bem de�nida, como um funcional linear contínuo, por

〈δy, φ〉 := φ(y), ∀φ ∈W 1,p
0 (Ω),

uma vez que

|δy(φ)| = |φ(y)| ≤ ‖φ‖∞ ≤ Λp(Ω)
− 1
p ‖∇φ‖p , ∀φ ∈W 1,p

0 (Ω).

Assim, equação em (2.5) deve ser interpretada em W−1,p′(Ω) :∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx = cφ(y), ∀φ ∈W 1,p
0 (Ω).

Teorema 2.4. Seja up ∈W 1,p
0 (Ω) uma função extremal de Λp(Ω) e seja xp ∈ Ω tal que

|up(xp)| = ‖up‖∞ = 1.

A�rmamos que

(i) −∆pup = up(xp)Λp(Ω)δxp em Ω,

(ii) xp é o único ponto de máximo global de |up| ,

(iii) up não muda de sinal em Ω, e

(iv) Para cada 0 < t < 1, existe αt ∈ (0, 1) tal que up ∈ C1,αt(Et), em que Et = {x ∈ Ω : 0 < |up(x)| < t} .

Demonstração. Para simpli�car a apresentação, assumiremos em toda esta prova que up(xp) = 1 (caso contrário,

se up(xp) = −1, trocamos up por −up).
Seja v ∈W 1,p

0 (Ω) tal que

−∆pv = Λp(Ω)δxp em Ω.

Uma vez que up(xp) = 1,

Λp(Ω) =

∫
Ω

|∇v|p−2∇v · ∇updx ≤
∫

Ω

|∇v|p−1 |∇up| dx. (2.6)

Consequentemente, já que Λp(Ω) = ‖∇up‖pp e

‖∇v‖pp =

∫
Ω

|∇v|p−2∇v · ∇vdx = Λp(Ω)v(xp) (2.7)

aplicamos desigualdade de Hölder para (2.6) a �m de obter∫
Ω

|∇v|p−1 |∇up| dx ≤ ‖∇v‖p−1
p ‖∇up‖p = (Λp(Ω)v(xp))

p−1
p Λp(Ω)

1
p = Λp(Ω) (v(xp))

p−1
p . (2.8)
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Segue de (2.6) e (2.8) que 1 ≤ v(xp) ≤ ‖v‖∞ .
Por outro lado, (2.3) e (2.7) produzem

Λp(Ω) ≤
‖∇v‖pp
‖v‖p∞

=
Λp(Ω)v(xp)

‖v‖p∞
≤ Λp(Ω)

‖v‖p−1
∞

. (2.9)

Visto que v(xp) ≤ ‖v‖∞ ≤ 1, concluímos que

1 = v(xp) = ‖v‖∞ . (2.10)

Combinando (2.10) com (2.9) obtemos

Λp(Ω) = ‖∇v‖pp ,

mostrando, assim, que v é uma função extremal de Λp(Ω).

A �m de provar que up = v, combinamos (2.10) com (2.8) e (2.6) e obtemos

Λp(Ω) =

∫
Ω

|∇v|p−2∇v · ∇updx =

∫
Ω

|∇v|p−1 |∇up| dx = ‖∇v‖p−1
p ‖∇up‖p . (2.11)

A terceira igualdade em (2.11) é examente o caso de igualdade na desigualdade de Hölder. Isto signi�ca que

|∇v| = |∇up| q.t.p em Ω. (2.12)

(Note que ‖∇v‖p = ‖∇up‖p .)
Ainda obtemos de (2.11) que

0 =

∫
Ω

|∇v|p−2 (|∇v| |∇up| − ∇v · ∇up) dx.

Visto que |∇v| |∇up| ≥ ∇v · ∇up isto fornece

∇v · ∇up = |∇v| |∇up| q.t.p em Ω. (2.13)

Note-se que esta igualdade ocorre mesmo nos pontos em que |∇v|p−2 = 0. Resulta de (2.13) e (2.12) que

∇v = ∇up q.t.p em Ω,

implicando que ‖∇(v − up)‖p = 0. Uma vez que tanto v como e up pertencem a W 1,p
0 (Ω) concluímos que

v = up q.t.p em Ω.

Logo, −∆pup = Λp(Ω)δxp e a prova de (i) está completa.

O item (ii) segue diretamente de (i). De Fato, a existência de outro ponto de máximo global, denotado por

x1, conduziria ao seguinte absurdo: Λp(Ω)δxp = −∆pup = Λp(Ω)δx1 .

Agora, provemos (iii). Em primeiro lugar, observamos que up ≥ 0 em Ω. Isto é uma consequência do princípio

de comparação na forma fraca, uma vez que∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇φdx = Λp(Ω)φ(xp) ≥ 0, ∀φ ∈W 1,p
0 (Ω), φ ≥ 0.

Agora, argumentamos que up é p-harmonica em Ω\{xp}. Com efeito, para cada bola B ⊂ Ω\{xp} e cada

φ ∈W 1,p
0 (B) ⊂W 1,p

0 (Ω) (aqui estamos considerando φ = 0 em Ω\B) temos∫
B

|∇up|p−2∇up · ∇φdx =

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇φdx = Λp(Ω)φ(xp) = 0,
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implicando que up é p-harmonica em B.

Vamos considerar o seguinte subconjunto Z := {x ∈ Ω : up(x) = 0} de Ω. Obviamente, Z é fechado em Ω.

Além disso, Z é também aberto em Ω. De fato, se z ∈ Z então z ∈ B para alguma bola B ⊂ Ω\{xp}. Já que up

é não negativa em B podemos concluir que up restrita a B assume valor mínimo 0 em z ∈ B. Uma vez que up é

p-harmonica em B o seu valor mínimo deve ser assumido apenas na fronteira ∂B, a menos que up seja constante

em B (ver [31]). Então, concluímos que up é nula em B, provando que B ⊂ Z. Já que Ω é conexo (porque é um

domínio) a única possibilidade para Z é ser vazio. Este fato implica up > 0 em Ω.

A�m de provar (iv), tomemos 0 < t < 1 e consideremos o conjunto Et = {x ∈ Ω : 0 < up(x) < t} , que é aberto,
pois up contínua. Observamos que up é constante em ∂Et. Além disso, seguindo o raciocínio feito na prova do

terceiro item, up é p-harmonica em Et porque este conjunto está longe de {xp} (recordamos que t < up(xp)).

Assim, up é constante em ∂Et e satisfaz −∆pup = 0 em Et. Este fato nos permite aplicar o resultado regularidade

de Liebermann (ver [28, Teorema 1]) para cada componente conexa de Et para concluir que existe αt ∈ (0, 1) tal

que up ∈ C1,αt(Et).

O próximo teorema está contido em Teorema 2.E de [36].

Teorema 2.5. Seja R > 0 e considere a função

up(|x|) := 1−
(
|x|
R

) p−N
p−1

; 0 ≤ |x| ≤ R. (2.14)

Então,

‖∇up‖pp =
NωN
Rp−N

(
p−N
p− 1

)p−1

= Λp(BR). (2.15)

Demonstração. Por cálculo direto obtemos

‖∇up‖pp =

∫
BR

|∇up(|x|)|p dx

= NωN

∫ R

0

rN−1
∣∣u′p(r)∣∣p dr

= NωN

(
p−N
p− 1

)p
R
−( p−N

p−1
)p

∫ R

0

r
N−1+( p−N

p−1
−1)p

dr

= NωN

(
p−N
p− 1

)p
R
−( p−N

p−1
)p p− 1

p−N R
p−N
p−1 =

NωN
Rp−N

(
p−N
p− 1

)p−1

,

o que dá a primeira em igualdade (2.15).

Note que up(|·|) ∈W 1,p
0 (BR). Já que ‖up‖∞ = 1, segue do Teorema 2.1 que

Λp(BR) ≤ ‖∇up‖pp =
NωN
Rp−N

(
p−N
p− 1

)p−1

.

Por outro lado, segue de (11) que se v ∈W 1,p
0 (BR) e ‖v‖∞ = 1 então

NωN
Rp−N

(
p−N
p− 1

)p−1

= N(ωN )
p
N

(
p−N
p− 1

)p−1

|BR|1−
p
N ≤ ‖∇v‖pp .

Tendo em vista o Teorema 2.1, isso signi�ca que

NωN
Rp−N

(
p−N
p− 1

)p−1

≤ Λp(BR) (2.16)

completando a prova.
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Corolário 2.6. Vale a seguinte estimativa para Λp(Ω)

N(ωN )
p
N

(
p−N
p− 1

)p−1

|Ω|1−
p
N ≤ Λp(Ω) ≤ N(ωN )

p
N

(
p−N
p− 1

)p−1

|BRΩ |
1− p

N , (2.17)

em que RΩ é o inradio de Ω (isto é, o raio da maior bola inscrita em Ω).

Demonstração. A limitação inferior em (2.17) segue de (11). Seja BRΩ(x0) ⊂ Ω uma bola centrada no ponto

x0 ∈ Ω com raio RΩ. É simples veri�car, a partir do Teorema 2.1, que

Λp(Ω) ≤ Λp(BRΩ(x0)) = Λp(BRΩ)

Portanto, a limitação superior em (2.17) segue de (2.15) com R = RΩ.

Observação 2.2. Resulta de (2.17) que lim sup
p→∞

Λp(Ω)
1
p ≤ R−1

Ω . Como veremos na Seção 2.2, Λp(Ω)
1
p cresce

a medida que p aumenta e realmente converge para R−1
Ω , quando p → ∞. Isso mostra que o limite superior em

(2.17) aproxima de Λp(Ω) quando p cresce.

Corolário 2.7. A igualdade em (11) ocorre para alguma 0 6≡ u ∈W 1,p
0 (Ω) se, e somente se, Ω é uma bola.

Demonstração. Quando Ω = BR a igualdade segue verdadeira em (11) para a função up de�nida em (2.14),

como mostra (2.15). Por outro lado, se a igualdade em (11) é veri�cada para alguma 0 6≡ v ∈ W 1,p
0 (Ω), por

homogeneidade podemos assumir que ‖v‖∞ = 1. Assim,

N(ωN )
p
N

(
p−N
p− 1

)p−1

|Ω|1−
p
N = ‖∇v‖pp .

Porém,

N(ωN )
p
N

(
p−N
p− 1

)p−1

|Ω|1−
p
N =

NωN
(R∗)p−N

(
p−N
p− 1

)p−1

= Λp(BR∗)

em que, R∗ = (|Ω| /ωN )
1
N é tal que |BR∗ | = |Ω| . Segue que Λp(BR∗) = ‖∇v‖pp .

Seja v∗ ∈W 1,p
0 (BR) a simetrização de Schwarz de v. Temos ‖v∗‖∞ = ‖v‖∞ = 1 e

Λp(BR∗) ≤ ‖∇v∗‖pp ≤ ‖∇v‖
p
p = Λp(BR∗),

levando-nos a concluir que ‖∇v∗‖p = ‖∇v‖p . Este fato implica que Ω é uma bola, conforme [8, Lema 3.2].

Corolário 2.8. Tem-se

lim
p→N−

Λp(Ω)

|p−N |p−1 =
NωN

(N − 1)N−1
= lim
p→N+

Λp(Ω)

|p−N |p−1 .

Em particular, a função p ∈ (1,∞) 7→ Λp(Ω) é contínua em p = N.

Demonstração. Uma vez que ωN = π
N
2

Γ(N
2

+1)
, resulta de (5) e (6) que

lim
p→N−

Λp(Ω)

|p−N |p−1 = lim
p→N−

π
p
2N

(p− 1)p−1

(
Γ(N/p)Γ(1 +N −N/p)

Γ(1 +N/2)Γ(N)

) p
N

=
π
p
2N

(N − 1)N−1

1

Γ(1 +N/2)
=

NωN
(N − 1)N−1

.

Agora, usando (2.17) obtemos

NωN
(N − 1)N−1

= lim
p→N+

N(ωN )
p
N

(p− 1)p−1
|Ω|1−

p
N ≤ lim

p→N+

Λp(Ω)

|p−N |p−1
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e

lim
p→N+

Λp(Ω)

|p−N |p−1 ≤ lim
p→N+

N(ωN )
p
N

(p− 1)p−1
|BRΩ |

1− p
N =

NωN
(N − 1)N−1

.

A continuidade segue, visto que

lim
p→N

Λp(Ω) = lim
p→N

|p−N |p−1 lim
p→N

Λp(Ω)

|p−N |p−1 = 0 = ΛN (Ω).

O Teorema 2.5 diz que a função up(|x|) de�nida em (2.14) é uma função extremal positiva de Λp(BR).

Provaremos que ela é a única.

Teorema 2.9. Seja R > 0. A função up(|x|) de�nida em (2.14) é a única função extremal positiva de Λp(BR).

Demonstração. Segue do Teorema 2.4 que

−∆pup = Λp(BR)δ0.

Agora, vamos supor que v ∈ W 1,p
0 (BR) seja uma função positiva e extremal de Λp(BR). Seja v∗ ∈ W 1,p

0 (BR)

a simetrização de Schwarz v. Resulta que v∗ é radial e radialmente descrente e, por outro lado, ela satisfaz

‖v∗‖∞ = ‖v‖∞ e ‖∇v∗‖pp ≤ ‖∇v‖
p
p . Portanto, v

∗(|0|) = ‖v∗‖∞ = ‖v‖∞ = 1 e

Λp(BR) ≤ ‖∇v∗‖pp ≤ ‖∇v‖
p
p = Λp(BR).

Assim, v∗ também é uma função extremal não negativa de Λp(BR).

Pelo Teorema 2.4 temos, −∆pv
∗ = Λp(BR)δ0 = −∆pup, o que implica que v∗ = up. Uma vez que

|∇v∗(x)| = |∇up(|x|)| =
p−N
p− 1

R
− p−N
p−1 |x|−

N−1
p−1 > 0, 0 < |x| ≤ R

o conjunto {x ∈ BR : ∇v∗ = 0} tem medida de Lebesgue zero. Consequentemente, podemos aplicar um resultado

bem conhecido (ver [8, Teorema 1.1]) para concluir que v = v∗ (= up).

Corolário 2.10. Seja wq uma função extremal de λq(BR). Temos

lim
q→∞

wq(|x|) = 1− (|x| /R)
p−N
p−1 , (2.18)

fortemente em C(BR) e também em W 1,p
0 (BR). Além disso, a convergência (2.18) também acontece no espaço

C1(Bε,R) para cada ε ∈ (0, R), em que Bε,R := {ε < |x| < R} .

Demonstração. Resulta do Teorema 2.9 que 1− (|x| /R)
p−N
p−1 é a única função limite da família {wq(|·|)} , quando

q →∞. Logo, a convergência dada pelo Teorema 2.3 é válida para qualquer sequência qn →∞ e isso garante que

(2.18) acontece fortemente em C(BR) e também em W 1,p
0 (BR).

A convergência em C1(Bε,R) é uma consequência do seguinte fato

lim
q→∞

λqwq(|x|)q−1 = 0, uniformemente em Bε,R,

que ocorre devido à convergência uniforme de wq(|x|) para 1− (|x| /R)
p−N
p−1 . (Note que 0 ≤ wq(|x|) ≤ k < 1 para

algum k, e para todo x ∈ Bε,R e todo q su�cientemente grande). Portanto, podemos aplicar o resultado de Lieber-

mann (ver [28, Teorema 1]) para garantir que, para todo q su�cientemente grande, wq é uniformemente limitada

no espaço de Hölder C1,α(Bε,R), para algum α ∈ (0, 1) que não depende de q. Então, obtemos a convergência

(2.18) da compacidade da imersão C1,α(Bε,R) ↪→ C1(Bε,R), tendo em vista que a função de limite é sempre a

mesma: 1− (|x| /R)
p−N
p−1 .
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2.2 Comportamento assintótico de Λp(Ω) e up, quando p→∞

Nesta seção, up ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C0,1−N

p (Ω) denotará uma função extremal positiva de Λp(Ω) e ρ ∈ W 1,∞
0 (Ω)

denotará a função distância até a fronteira ∂Ω. Assim, 0 < up(x) ≤ ‖up‖∞ = 1 para todo x ∈ Ω,

Λp(Ω) = min
{
‖∇u‖pp : u ∈W 1,p

0 (Ω) and ‖u‖∞ = 1
}

= ‖∇up‖pp (2.19)

e

ρ(x) = inf
y∈∂Ω

|y − x| , x ∈ Ω.

Como mostrado na Seção 2.1, up tem um único ponto de máximo, denotado por xp, e{
−∆pup = Λp(Ω)δxp in Ω

up = 0 on ∂Ω.

É conveniente recordar algumas propriedades bem conhecidas da função distância:

(P1) ρ ∈W 1,r
0 (Ω) para todo 1 ≤ r ≤ ∞,

(P2) |∇ρ| = 1 quase sempre em Ω,

(P3) ‖ρ‖∞ = RΩ é o raio da maior bola contida em Ω,

(P4) 1
||ρ||∞ ≤

||∇φ||∞
||φ||∞ para toda 0 6≡ φ ∈W 1,∞

0 (Ω),

e mais detalhes são encontrados em [40].

Vamos, por um momento, considerar Ω = BR. Para este domínio

ρ(x) = R− |x| ; 0 ≤ |x| ≤ R

e, de acordo com (2.15) e (2.14): xp = 0 para todo p > N ,

lim
p→∞

Λp(BR)
1
p = lim

p→∞

(
NωN
Rp−N

) 1
p
(
p−N
p− 1

) p−1
p

=
1

R
=

1

‖ρ‖∞
(2.20)

e

lim
p→∞

up(x) = lim
p→∞

1−
(
|x|
R

) p−N
p−1

= 1− |x|
R

=
ρ(x)

‖ρ‖∞
; 0 ≤ |x| ≤ R. (2.21)

Como veremos na sequência, (2.20) vale para qualquer domínio limitado, enquanto (2.21) vale apenas para

alguns domínios especiais.

Lema 2.11. A função p ∈ (N,∞) 7−→ Λp(Ω)
1
p |Ω|−

1
p é crescente.

Demonstração. Sejam N < p1 < p2 e, para cada i ∈ {1, 2} seja upi ∈ W
1,pi
0 (Ω) uma função extremal positiva de

Λpi(Ω).

Notando que W 1,p2
0 (Ω) ⊂W 1,p1

0 (Ω) temos, da Desigualdade de Hölder

Λp1(Ω) ≤
∫

Ω

|∇up2 |
p1 dx ≤

(∫
Ω

|∇up2 |
p2 dx

) p1
p2

|Ω|1−
p1
p2 = Λp2(Ω)

p1
p2 |Ω|1−

p1
p2 ,

de modo que

Λp1(Ω)
1
p1 |Ω|−

1
p1 ≤ Λp2(Ω)

1
p2 |Ω|−

1
p2 .

Uma consequência imediata deste lema é que a função p ∈ (N,∞) 7−→ Λp(Ω) é crescente. Para isto, basta

lembrar que se f e g são crescentes, então k(f ◦ g) é crescente para k > 0. Daí o resultado segue, pois Λp(Ω) =

|Ω|f(g(p)) em que g(p) = Λp(Ω)
1
p |Ω|−

1
p , f(x) = xp e k = |Ω|.
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Teorema 2.12. Tem-se

lim
p→∞

Λp(Ω)
1
p = lim

p→∞
Λp(Ω)

1
p |Ω|−

1
p =

1

‖ρ‖∞
.

Demonstração. É su�ciente provar que

lim
p→∞

Λp(Ω)
1
p |Ω|−

1
p =

1

‖ρ‖∞
.

Resulta de (2.19) que

Λp(Ω)
1
p |Ω|−

1
p ≤

‖∇ρ‖p
‖ρ‖∞

|Ω|−
1
p =

1

‖ρ‖∞
, p > N.

Assim, a monotonicidade no Lema 2.11 guarante que

Λp(Ω)
1
p |Ω|−

1
p ≤ L := lim

s→∞
Λs(Ω)

1
s |Ω|−

1
s = lim

s→∞
Λs(Ω)

1
s ≤ 1

‖ρ‖∞
, ∀ p > N.

Agora vamos veri�car que L ≥ 1
‖ρ‖∞

. Para isto, �xemos r > N. Visto que

‖∇up‖r ≤ ‖∇up‖p |Ω|
1
r
− 1
p = Λp(Ω)

1
p |Ω|−

1
p |Ω|

1
r ≤ L |Ω|

1
r , p > r

a família {up}p>r é uniformemente limitada em W 1,r
0 (Ω). Segue que existem pn →∞ e u∞ ∈W 1,r

0 (Ω) tais que

upn ⇀ u∞ (fracamente) em W 1,r
0 (Ω).

Assim,

‖∇u∞‖r ≤ lim inf
n
‖∇upn‖r ≤ L |Ω|

1
r .

Passando para uma subsequência, se necessário, a compacidade da imersão W 1,r
0 (Ω) ↪→ C(Ω) garante que

upn → u∞ (fortemente) em C(Ω).

Note que ‖u∞‖∞ = 1 já que ‖up‖∞ = 1 para todo p > N.

A convergência uniforme upn → u∞ implica que u∞ é também o limite fraco emW 1,s
0 (Ω) de uma subsequência

de {upn} , se s > r. Logo, u∞ ∈W 1,∞
0 (Ω) e

‖∇u∞‖s ≤ L |Ω|
1
s , ∀ s > r,

mostrando que ‖∇u∞‖∞ ≤ L.
Combinando este fato com a propriedade P4 (recordamos que ‖u∞‖∞ = 1) concluímos que

‖∇u∞‖∞ ≤ L ≤
1

‖ρ‖∞
≤ ‖∇u∞‖∞ .

Consequentemente,

L =
1

‖ρ‖∞
= ‖∇u∞‖∞ .

É interessante notar que Λp(Ω)
1
p e λp(Ω)

1
p possuem o mesmo comportamento assintótico quando p → ∞,

visto que

lim
p→∞

λp(Ω)
1
p =

1

‖ρ‖∞
,

como provado em [17, 22], em que o problema de autovalor para o in�nito Laplaciano foi estudado como um

problema limite do problema de autovalor padrão para o p-Laplaciano, quando p→∞.

Teorema 2.13. Existem pn →∞, x∗ ∈ Ω e u∞ ∈W 1,∞
0 (Ω) tais que:
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(i) upn converge para u∞ fracamente em W 1,r
0 (Ω), para todo r > N, e uniforme em Ω;

(ii) ‖∇u∞‖∞ = 1
‖ρ‖∞

;

(iii) 0 ≤ u∞ ≤ ρ
‖ρ‖∞

q.t.q em Ω;

(iv) xpn → x∗;

(v) u∞(x∗) = 1 = ‖u∞‖∞ e ρ(x∗) = ‖ρ‖∞ .

Demonstração. Os itens (i) e (ii) seguem a partir da prova do teorema anterior. Em particular, (ii) diz que a

constante de Lipschitz de ‖ρ‖∞ u∞ é
∥∥∇(‖ρ‖∞ u∞)

∥∥
∞ = 1. Assim,

0 < ‖ρ‖∞ u∞(x) ≤ |x− y| , para quase todo x ∈ Ω e y ∈ ∂Ω

e, consequentemente, obtemos ‖ρ‖∞ u∞ ≤ ρ q.t.p em Ω, como a�rmado em (iii). De forma natural, {pn} pode
ser escolhida tal que xpn → x∗ para algum x∗ ∈ Ω, produzindo (iv). Visto que upn(xpn) = 1, a convergência

uniforme upn → u∞ implica u∞(x∗) = 1. Portanto, (iii) implica ‖ρ‖∞ = ρ(x∗), o que conclui a prova de (v).

Observação 2.3. Vamos provar na sequência que x∗ é o único ponto de máximo de u∞ e que u∞ é ∞-harmônica

no domínio perfurado Ω\ {x∗} .

Observação 2.4. O item (ii) do Teorema 2.13 e a propriedade (P4) implicam que u∞ minimiza o quociente de

Rayleigh
‖∇u‖∞
‖u‖∞

entre todas as funções não triviais u em W 1,∞
0 (Ω). Essa propriedade também é compartilhada

com a função distância ρ e as primeiras autofunções do ∞-Laplaciano (ver [22]). Na sequência (ver Teorema

2.22) provamos que u∞ = ρ
‖ρ‖∞

para alguns domínios especiais. Para tais domínios u∞ é também a primeira

autofunção do ∞-Laplaciano, de acordo com [40, Teorema 2.7].

A �m de ganhar alguma clareza na equação que u∞ satisfaz, voltamos ao caso Ω = BR. Resulta de (2.21) que

u∞ =
ρ

‖ρ‖∞
= 1− |x|

R
,

x∗ = 0 e u∞(0) = 1 = ρ(0)
‖ρ‖∞

. Além disso, é fácil veri�car que u∞ ∈ C(BR) ∩ C2(BR\ {0}), ∇u∞ 6= 0 em BR\ {0}
e

∆∞u∞(x) = 0, x ∈ BR\ {0} ,

em que ∆∞ denota o ∞-Laplaciano (ver [3, 7, 12, 13, 30]), de�nido por

∆∞φ :=
1

2

〈
∇φ,∇|∇φ|2

〉
=

N∑
i,j=1

∂φ

∂xi

∂φ

∂xj

∂2φ

∂xi∂xj
.

Note que ∆∞φ(x0) =
〈
D2φ(x0)∇φ(x0),∇φ(x0)

〉
, sendo D2φ(x0) =

(
∂2φ

∂xi∂xj
(x0)

)
n×n

é a matriz Hessiana

calculada no ponto x0.

Suponha que φ : Ω −→ R é uma função suave dada e assuma que v ∈ C2(Ω) toca φ por baixo em algum ponto

x0 ∈ Ω, isto é {
φ(x0) = v(x0)

φ(x) ≥ v(x).

Então a função w(x) = v(x)− φ(x) assume valor mínimo em x0. Segue pelo cálculo in�nitesimal que{
∇w(x0) = 0

D2w(x0) ≥ 0,
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ou seja, {
∇v(x0) = ∇φ(x0)

D2φ(x0) ≥ D2v(x0).

Para uma matriz simétrica A = (aij)n×n, escrevemos

A ≥ 0 ⇐⇒ 〈Aξ, ξ〉 =

n∑
i,j=1

ai,jξiξj ≥ 0 para todo ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn).

No caso acima, A = D2(φ− v)(x0) = D2φ(x0)−D2v(x0) ≥ 0 e, tomando ξ = ej = (0, ..., 1, ..., 0), temos

∂2φ

∂x2
j

(x0) = φxjxj(x0) =
〈
D2φ(x0)ej , ej

〉
≥
〈
D2v(x0)ej , ej

〉
=
∂2v

∂x2
j

(x0) = vxjxj(x0),

assim,

∆φ(x0) =

n∑
j=1

φxjxj(x0) ≥
n∑
j=1

vxjxj(x0) = ∆v(x0).

Tomando ξ = ∇φ(x0) = ∇v(x0) temos

∆∞φ(x0) =
〈
D2φ(x0)∇φ(x0),∇φ(x0)

〉
≥

〈
D2v(x0)∇φ(x0),∇φ(x0)

〉
=

〈
D2v(x0)∇v(x0),∇v(x0)

〉
= ∆∞v(x0).

Assim, para p ≥ 2 temos

∆pφ(x0) = div
(
|∇φ|p−2∇φ

)
(x0) =

[
|∇φ(x0)|p−2∆φ(x0) + (p− 2)|∇φ(x0)|p−4∆∞φ(x0)

]
≥

[
|∇v(x0)|p−2∆v(x0) + (p− 2)|∇v(x0)|p−4∆∞v(x0)

]
= ∆pv(x0).

Após esta motivação, vamos demonstrar que a função u∞ dada pela Teorema 2.13 é∞-harmônica em Ω\ {x∗} ,
isto é, que ela satisfaz ∆∞u = 0 em Ω\ {x∗} no sentido de viscosidade. Primeiramente precisamos recordar algumas

de�nições sobre a abordagem de viscosidade para a equação ∆pu = 0, em que N < p ≤ ∞.

De�nição 2.14. Sejam u ∈ C(Ω), x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω). Dizemos que φ toca u de forma estrita em x0 por baixo

se

φ(x)− u(x) < 0 = φ(x0)− u(x0), ∀x ∈ Ω\{x0}.

Analogamente, dizemos φ toca u de forma estrita em x0 por cima se

φ(x)− u(x) > 0 = φ(x0)− u(x0), ∀x ∈ Ω\{x0}.

Alguns comentários importantes

• Muitas vezes é conveniente substituir a condição de tocar por baixo pela exigência

v − φ tem um mínimo (estrito) em x0.

Isto dá uma de�nição equivalente.

• O operador diferencial é avaliado apenas no ponto x0.

• Cada ponto tem a sua própria família de funções teste (que pode ser vazia).

• Se não existe qualquer função em C2(Ω) tocando no ponto x0, então não existe qualquer requerimento.
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• Exigimos a desigualdade estrita quando x 6= x0. Mas, usando, por exemplo,

φ(x)− |x− x0|4,

pode-se chegar a isso a partir da exigência φ(x) ≤ v(x). Em algumas provas, a seguir, será necessário que

o toque seja estrito.

Na De�nição 2.15, a seguir

∆pφ(x0) := |∇φ(x0)|p−4 {|∇φ(x0)|2 ∆φ(x0) + (p− 2)∆∞φ(x0)
}
, N < p <∞

e

∆∞φ(x0) :=

N∑
i,j=1

∂φ

∂xi
(x0)

∂φ

∂xj
(x0)

∂2φ

∂xi∂xj
(x0).

De�nição 2.15. Sejam N < p ≤ ∞ e u ∈ C(Ω). Dizemos que u é p-subharmônica em Ω no sentido de viscosidade,

se

∆pφ(x0) ≥ 0

sempre que x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) são tais que φ toca u por acima em x0. Analogamente, dizemos que u é

p-superharmônica em Ω no sentido de viscosidade, se

∆pφ(x0) ≤ 0

sempre x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) são tais que φ toca u por baixo em x0.

De�nição 2.16. Sejam N < p ≤ ∞ e u ∈ C(Ω). Dizemos que u é p-harmônica em Ω, no sentido de viscosidade,

se u é tanto p-subharmônica quanto p-superharmônica em Ω, no sentido de viscosidade. Escrevemos ∆∞u = 0

em Ω para signi�car que u é ∞-harmônica em Ω, no sentido de viscosidade.

Os dois lemas seguintes podem ser encontrados em [30], mas para melhor compreensão, exibiremos as provas.

Lema 2.17. Suponha u ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω) satisfaz ∆pu ≤ 0 (resp. ∆pu ≥ 0) em Ω, no sentido fraco, isto é,∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ηdx ≥ 0,

para toda η ≥ 0 e η ∈ W 1,p
0 (Ω). Então, u é p-superharmônica (resp. p-subharmônica ) em Ω, no sentido de

viscosidade.

Demonstração. A prova é feita por contradição. Assim, vamos supor que a a�rmação não é verdadeira. Então,

existem x0 ∈ Ω e φ tais que φ(x0) = u(x0), φ(x) < u(x), x 6= x0, e ∆pφ(x0) > 0.

Por continuidade,

∆pφ(x) > 0 quando |x− x0| < r

para algum raio r > 0 pequeno. De�na

ψ(x) = φ(x) +
1

2
min

∂B(x0,r)
{u− φ} = φ(x) +

1

2
m.

Claramente, ψ(x0) = φ(x0) + 1
2
m > u(x0) e ∆pψ(x) = ∆pφ(x) .

Se x ∈ ∂B(x0, r), temos

ψ(x) = φ(x) +
1

2
m ≤ φ(x) +

1

2
(u(x)− φ(x)) =

u(x) + φ(x)

2
< u(x).
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Logo,

ψ < u em ∂B(x0, r).

Como ∆pψ(x) = ∆pφ(x) > 0 em B(x0, r), multiplicando e integrando por partes temos

0 ≤
∫
B(x0,r)

∆pψ(ψ − u)+dx = −
∫
B(x0,r)

|∇ψ|p−2∇ψ · ∇(ψ − u)+dx

= −
∫
B(x0,r)∩{ψ>u}

|∇ψ|p−2∇ψ · ∇(ψ − u)dx. (2.22)

Por outro lado, estendo a função (ψ−u)+ como zero fora de B(x0, r) e observando que (por hipótese) ∆pu ≤ 0

no sentido fraco, obtemos

0 ≤
∫
B(x0,r)

|∇u|p−2∇u · ∇(ψ − u)+dx =

∫
B(x0,r)∩{ψ>u}

|∇u|p−2∇u · ∇(ψ − u)dx. (2.23)

De (2.22) e (2.23) temos∫
B(x0,r)∩{ψ>u}

(
|∇ψ|p−2∇ψ − |∇u|p−2∇u

)
· ∇(ψ − u)dx ≤ 0.

Como o integrando é não negativo, temos ψ ≤ u em B(x0, r), o que é uma contradição, pois u(x0) < ψ(x0).

Lema 2.18. Suponha que fn → f uniformemente em Ω, fn, f ∈ C(Ω). Se φ ∈ C2(Ω) toca f por baixo em x0 de

forma estrita, então existe xnj → x0 tal que

f(xnj )− φ(xnj ) = min
Ω

{
fnj − φ

}
.

Demonstração. Seja r > 0 tal que B(x0, r) ⊂ Ω. Como o toque é estrito, temos inf
Ω\B(x0,r)

{f − φ} > 0.

Por hipótese fn −→ f uniforme, daí tomando ε =
1

2
inf

Ω\B(x0,r)
{f − φ}, existe N1 ∈ N tal que, se n > N1 então

|fn(x)− f(x)| < 1

2
inf

Ω\B(x0,r)
{f − φ} ∀x ∈ Ω.

Assim, se n > N1

−1

2
inf

Ω\B(x0,r)
{f − φ} < fn(x)− f(x) <

1

2
inf

Ω\B(x0,r)
{f − φ} ∀x ∈ Ω.

Assim, se x ∈ Ω \B(x0, r) e n > N1 temos

1

2
inf

Ω\B(x0,r)
{f − φ} ≤ (f(x)− φ(x))− 1

2
inf

Ω\B(x0,r)
{f − φ}

≤ (f(x)− φ(x)) + (fn(x)− f(x))

= fn(x)− φ(x).

O que nos dá, se n > N1

inf
Ω\B(x0,r)

{fn − φ} ≥
1

2
inf

Ω\B(x0,r)
{f − φ} > 0.

Como lim
n→∞

(fn(x0)− φ(x0)) = 0 . Existe Nr ∈ N tal que Nr ≥ N1 e

inf
Ω\B(x0,r)

{fn − φ} > fn(x0)− φ(x0)

para n > Nr. Assim, para cada n > Nr, o valor no centro é menor que o ín�mo sobre Ω \ B(x0, r). Portanto,
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existe um ponto xn1 ∈ B(x0, r) tal que

inf
Ω
{fn1 − φ} = fn1(xn1)− φ(xn1),

quando n1 > Nr.

Repetindo o mesmo argumento para r
2
, podemos encontrar N r

2
∈ N (pode ser escolhido N r

2
≥ nr) tal que se

n > N r
2
, então

inf
Ω\B(x0,

r
2

)
{fn − φ} > fn(x0)− φ(x0)

para n > N r
2
. Assim, existe um ponto xn2 ∈ B(x0,

r
2
) tal que

inf
Ω
{fn2 − φ} = fn2(xn2)− φ(xn2),

quando n2 > N r
2
.

Para �nalizar a prova, de�nimos rj = r
j
. Assim, temos rj → 0 quando j →∞ e xnj −→ x0.

De agora em diante, u∞ e x∗ são como no Teorema 2.13.

Teorema 2.19. A função u∞ satisfaz {
∆∞v = 0 em Ω\ {x∗}
v = ρ

‖ρ‖∞
em {x∗} ∪ ∂Ω

(2.24)

no sentido de viscosidade.

Demonstração. Uma vez que u∞ = ρ
‖ρ‖∞

em {x∗} ∪ ∂Ω, resta veri�car que ∆∞u∞ = 0 em Ω\ {x∗} . Seja
ξ ∈ Ω\ {x∗} e tome φ ∈ C2(Ω\ {x∗}) tocando u∞ por baixo em ξ. Assim,

φ(x)− u∞(x) < 0 = φ(ξ)− u∞(ξ), if x 6= ξ.

Se |∇φ(ξ)| = 0 então facilmente obtemos

∆∞φ(ξ) =
N∑

i,j=1

∂φ

∂xi
(ξ)

∂φ

∂xj
(ξ)

∂2φ

∂xi∂xj
(ξ) = 0.

Caso contrário, se |∇φ(ξ)| 6= 0 vamos tomar uma bola Bε(ξ) ⊂ Ω\ {x∗} tal que |∇φ| > 0 em Bε(ξ). Seja n0 > N

tal que xpn 6∈ Bε(ξ) para todo n > n0. Isto é possível porque xpn → x∗ 6= ξ. Segue que upn é pn-harmônica em

Bε(ξ) no sentido de viscosidade.

De acordo com o Lema 2.18, seja
{
ξnj
}
⊂ Bε(ξ) tal que ξnj → ξ e

mj := min
Bε(ξ)

{
upnj − φ

}
= upnj (ξnj )− φ(ξnj ) ≤ upnj (x)− φ(x), x 6= ξnj .

A função ψ(x) := φ(x) +mj −
∣∣x− ξnj ∣∣4 pertence a C2(Bε(ξ)) e toca unj por baixo em ξnj . De fato,

ψ(x)− upnj (x) = φ(x)− upnj (x) +mj −
∣∣x− ξnj ∣∣4

≤ −
∣∣x− ξnj ∣∣4 < 0 = ψ(ξnj )− upnj (ξnj ), x 6= ξnj .

Assim, ∆pnj
ψ(ξnj ) ≤ 0, uma vez que upnj é pnj -harmônica em Bε(ξ). Assim,

0 ≥ ∆pnj
ψ(ξnj ) =

∣∣∇ψ(ξnj )
∣∣pnj−4

{∣∣∇ψ(ξnj )
∣∣2 ∆ψ(ξnj ) + (pnj − 2)∆∞ψ(ξnj )

}
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a partir do que obtemos

∆∞φ(ξnj ) = ∆∞ψ(ξnj ) ≤ −
∣∣∇ψ(ξnj )

∣∣2
pnj − 2

∆ψ(ξnj ).

Então, fazendo j →∞ concluímos que ∆∞φ(ξ) ≤ 0.

Provamos que u∞ é ∞-superharmônica em Ω\ {x∗} , no sentido de viscosidade. Analogamente, podemos

provar que u∞ é também ∞-subharmônica em Ω\ {x∗} , no sentido de viscosidade.

Recordamos que u∞ é a única solução do problema de Dirichlet (2.24). Este resultado de unicidade é uma

consequência do seguinte princípio de comparação (ver [6, 21]):

Teorema 2.20 (Princípio de Comparação). Seja D um domínio limitado e sejam u, v ∈ C(D) satisfazendo

∆∞u ≥ 0 em D e ∆∞v ≤ 0 em D. Se u ≤ v em ∂D, então u ≤ v em D.

Teorema 2.21. A função u∞ é estritamente positiva em Ω e atinge o seu valor máximo 1 somente em x∗.

Demonstração. Seja D := Ω\ {x∗} . Uma vez que u∞(x∗) > 0 e u∞ é não negativa e ∞-harmônica em D, resulta

da desigualdade Harnack para as funções in�nito harmônicas (ver [32]) que Z∞ := {x ∈ Ω : u∞(x) = 0} é aberto
em Ω. Uma vez que Z∞ é também fechado e Z∞ 6= Ω, concluímos que Z∞ é vazio. Portanto, u > 0 em Ω.

Sejam m := max {|x− x∗| : x ∈ ∂Ω} e v(x) := 1 − 1
m
|x− x∗| , x ∈ Ω. É fácil veri�car que ∆∞v = 0 em D e

que v ≥ u∞ on ∂D = {x∗} ∪ ∂Ω. Portanto, pelo princípio de comparação acima, temos

u∞(x) ≤ v(x) = 1− 1

m
|x− x∗| < 1 = ‖u∞‖∞ , para todo x ∈ Ω\ {x∗} .

Visto que x∗ é também um ponto de máximo da função distância ρ, uma conseqüência imediata do teorema

anterior é que se Ω é tal que ρ tem um único ponto de máximo, então a família {up}p>N converge, quando

p→∞, para a única solução u∞ do problema de Dirichlet (2.24). No entanto, esta propriedade de Ω, por si só,

não garante que u∞ = ρ
‖ρ‖∞

. Por exemplo, para o quadrado S =
{

(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| < 1
}
a origem é o único

ponto de máximo da função distância ρ, mas pode-se veri�car a partir de [22, Proposição 4.1], ou da Proposição

4.3 do Apêndice, que ρ não é ∞-harmônica nos pontos de Ω nos eixos coordenados. De fato, para um domínio

limitado geral Ω a função falha em ser ∞-harmônica exatamente no Ridge de Ω, a saber, o conjunto R(Ω) de

todos pontos em Ω cuja distância até a fronteira é atingida em pelo menos dois pontos de ∂Ω. Este fato bem

conhecido pode ser provado através da combinação de Corolários 3.4 e 4.4 de [13], como apontado em [40, Lema

2.6]. Note que R(S) é um conjunto dos pontos em S que estão sobre os eixos coordenados. Como veremos a

seguir, a condição complementar para garantir que u∞ = ρ
‖ρ‖∞

é que o Ridge de Ω seja um conjunto unitário:

R(Ω) = {x0} , em que x0 indica o único ponto de máximo de ρ.

Teorema 2.22. Tem-se u∞ = ρ
‖ρ‖∞

em Ω se, e somente se:

(i) ρ tem um único ponto de máximo, digamos x0, e

(ii) para cada x ∈ Ω\ {x0} existe um único yx ∈ ∂Ω tal que |x− yx| = ρ(x).

Demonstração. Se u∞ = ρ
‖ρ‖∞

então x∗ é o único ponto de máximo da função de distância ρ, de acordo com os

Teoremas 2.13 e 2.21. Segue do Teorema 2.19 que ∆∞ρ = 0 em Ω\ {x∗} . Assim, R(Ω) = {x0} , condição que é

equivalente a (ii).

Reciprocamente, o item (i) do Teorema 2.13 implica que x0 = x∗, enquanto que o item (ii) implica que

R(Ω) = {x0} . Segue que ρ
‖ρ‖∞

satisfaz (2.24). Assim, a unicidade de solução de viscosidade do problema de

Dirichlet que garante u∞ = ρ
‖ρ‖∞

.

Bolas, elipses e outros domínios convexos satisfazem as condições (i) e (ii).
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2.3 Multiplicidade de minimizadores do quociente
‖∇φ‖∞
‖φ‖∞

emW 1,∞
0 (Ω)\ {0} .

Nesta seção, vamos mostrar que cada ponto de máximo x0 da função distância ρ dá origem a uma função

positiva u ∈W 1,∞
0 (Ω)\ {0} satisfazendo

‖u‖∞ = 1 e ‖∇u‖∞ =
1

‖ρ‖∞
= min

{
‖∇φ‖∞
‖φ‖∞

: φ ∈W 1,∞
0 (Ω)\ {0}

}
. (2.25)

Além disso, tal função alcança seu valor máximo somente em x0. Em particular, podemos concluir que se Ω é um

anel, existem in�nitas funções positivas e não radiais que satisfazendo (2.25).

Proposição 2.23. Seja x0 ∈ RN e seja u∞ ∈ C(Ω) a única solução de viscosidade do seguinte problema de

Dirichlet 
∆∞u = 0 em Ω\ {x0}
u = 0 em ∂Ω

u(x0) = 1.

(2.26)

Então,

(i) 0 < u∞(x) < 1 para todo x ∈ Ω\ {x0} .

(ii) se x0 é um ponto de máximo da função distância ρ, então ‖u∞‖∞ = 1 e

‖∇u∞‖∞ =
1

‖ρ‖∞
. (2.27)

Demonstração. Seguindo a prova do Teorema 2.21, obtemos o item (i) combinando a desigualdade Harnack e

princípio de comparação em D := Ω\ {x0} .
A �m de provar (ii) vamos mostrar primeiramente que

u∞ = lim
p→∞

up, uniformemente em Ω

em que {
−∆pup = Λp(Ω)δx0 em Ω

u = 0 em ∂Ω.

É fácil veri�car que −∆pup ≥ 0 in Ω, no sentido fraco. Assim, de acordo com o princípio de comparação na

forma fraca, up ≥ 0 em Ω.

Uma vez que

Λp(Ω) ‖up‖p∞ ≤ ‖∇up‖
p
p = Λp(Ω)up(x0) ≤ Λp(Ω) ‖up‖∞

concluímos que

up(x0) ≤ ‖up‖∞ ≤ 1 e ‖∇up‖p ≤ Λp(Ω)
1
p .

Seja r ∈ (N, p). Visto que

‖∇up‖r ≤ ‖∇up‖p |Ω|
1
r
− 1
p ≤ Λp(Ω)

1
p |Ω|−

1
p |Ω|

1
r ≤ |Ω|

1
r

‖ρ‖∞
, p > r

a família {up}p>r é uiniformemente limitada em W 1,r
0 (Ω). Segue, como na prova da Proposição 2.12, que existem

pn →∞ e U∞ ∈W 1,∞
0 (Ω) tais que upn → U∞ (fortemente) em C(Ω) com

‖∇U∞‖∞ ≤
1

‖ρ‖∞
e U∞ ≤

ρ

‖ρ‖∞
q.t.p. em Ω. (2.28)

Agora vamos mostrar que U∞(x0) = ‖U∞‖∞ = 1.



2.3 Multiplicidade de minimizadores do quociente ‖∇φ‖∞‖φ‖∞
em W 1,∞

0 (Ω)\ {0} . 28

Uma vez que

Λp(Ω)ρ(x0) =

∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇ρdx

≤ ‖∇up‖p−1
p ‖∇ρ‖p = (Λp(Ω)up(x0))

p−1
p |Ω|

1
p ,

temos

ρ(x0) ≤ Λp(Ω)
− 1
p (up(x0))

p−1
p |Ω|

1
p .

Assim, fazendo p→∞, obtemos

ρ(x0) ≤ ‖ρ‖∞ U∞(x0).

A segunda desigualdade em (2.28) implica, então, que ρ(x0) = ‖ρ‖∞ U∞(x0). Assim, se ρ(x0) = ‖ρ‖∞ concluímos

que U∞(x0) = 1. Portanto, (2.27) se veri�ca para U∞, visto que

‖∇U∞‖∞ ≤
1

‖ρ‖∞
≤
‖∇U∞‖∞
‖U∞‖∞

= ‖∇U∞‖∞ .

Repetindo os argumentos na prova do Teorema 2.19 podemos veri�car que U∞ é uma solução de viscosidade

de (2.26), de modo que U∞ = u∞, provando (2.27).

O seguinte corolário é uma consequência imediata do Teorema 2.23.

Corolário 2.24. Suponha que a função distância de Ω tem um número in�nito de pontos de máximos. Então,

existem in�nitas funções positivas u ∈ C(Ω) ∩W 1,∞
0 (Ω) satisfazendo

0 < u(x) ≤ 1 = ‖u‖∞ e ‖∇u‖∞ = min
{
‖∇φ‖∞ : φ ∈W 1,∞

0 (Ω) e ‖φ‖∞ = 1
}
. (2.29)

Além disso, cada uma destas funções assume o seu valor máximo 1 somente em um ponto, que também é um

ponto de máximo da função distância ρ.

Em particular, existem um número in�nito de funções não radiais que satisfazem (2.29) para o anel Ωa,b :={
x ∈ RN : 0 < a < |x| < b

}
.

Demonstração. Para cada ponto x0 no centro do anel, seja u ∈ C(Ω) ∩W 1,∞
0 (Ω) solução de

∆∞u = 0 em Ω\ {x0}
u = 0 em ∂Ω

u(x0) = 1.

Pela Proposição 2.23, temos

0 < u(x) ≤ 1 = ‖u‖∞ , ‖∇u‖∞ = min
{
‖∇φ‖∞ : φ ∈W 1,∞

0 (Ω) e ‖φ‖∞ = 1
}

e 0 < u(x) < 1 para todo x ∈ Ω\ {x0} , daí u não pode ser radial.



Capítulo

3
Um problema de minimização singular

Neste capítulo vamos considerar o problema de minimizar o funcional u ∈ W 1,p
0 (Ω) 7→ ‖∇u‖pp ∈ [0,∞) sobre

o conjunto

M(Ω) :=

{
v ∈W 1,p

0 (Ω) : lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= 1

}
,

exigindo somente que p > 1.

Como veremos, este problema de minimização está diretamente relacionado ao seguinte problema de Dirichlet

singular 
−∆pv = λvq−1 em Ω, 0 ≤ q < 1, λ > 0

v > 0 em Ω,

v = 0 em ∂Ω

(3.1)

e à determinação da melhor constante C na seguinte desigualdade do tipo log-Sobolev

exp

(
1

|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx

)
≤ C ‖∇v‖pp , v ∈W 1,p

0 (Ω). (3.2)

3.1 Preliminares

Nesta seção, apresentamos algumas propriedades das soluções fracas do problema de Dirichlet singular (3.1)

que serão utilizadas neste capítulo. Uma solução fraca de (3.1) é uma função v ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que ess inf

K
v > 0

em cada compacto K ⊂ Ω e∫
Ω

|∇v|p−2∇v · ∇ϕdx = λ

∫
Ω

vq−1ϕdx, ∀ϕ ∈W 1,p
0 (Ω). (3.3)

A seguir, apresentamos uma simples prova da unicidade de soluções para (3.1), que faz uso da seguinte

desigualdade bem conhecida (veja [29]):

(|x|p−2 x− |y|p−2 y) · (x− y) ≥ 0, ∀x, y ∈ RN . (3.4)

Proposição 3.1. Sejam u1, u2 ∈W 1,p
0 (Ω) soluções fracas de (3.1). Então, u2 = u1 q. t. p. em Ω.

Demonstração. Como u1 e u2 são soluções fracas de (3.1) temos∫
Ω

|∇u1|p−2∇u1 · ∇ϕdx = λ

∫
Ω

uq−1
1 ϕdx, ∀ϕ ∈W 1,p

0 (Ω) (3.5)
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e ∫
Ω

|∇u2|p−2∇u2 · ∇ϕdx = λ

∫
Ω

uq−1
2 ϕdx, ∀ϕ ∈W 1,p

0 (Ω). (3.6)

Subtraindo as equações (3.6) e (3.5) temos∫
Ω

(|∇u2|p−2∇u2 − |∇u1|p−2∇u1) · ∇ϕdx = λ

∫
Ω

(
uq−1

2 − uq−1
1

)
ϕdx, ∀ϕ ∈W 1,p

0 (Ω). (3.7)

Fazendo ϕ = u2 − u1 em (3.7) obtemos∫
Ω

(|∇u2|p−2∇u2 − |∇u1|p−2∇u1) · ∇(u2 − u1)dx = λ

∫
Ω

(
uq−1

2 − uq−1
1

)
(u2 − u1)dx. (3.8)

Segue de (3.4) que o integrando no lado esquerdo de (3.8) é não negativo. É fácil ver que o integrando do

lado direito de (3.8) não pode ser positivo. Assim, ambos devem ser nulos em quase todo Ω, o que implica que

u2 = u1 q. t. p. em Ω.

A seguir, obtemos estimativas para as soluções fracas de (3.1) que dependem explicitamente de q ∈ [0, 1).

Recordamos que (veja Corolário 1.12)

λq(D
∗) ≤ λq(D), 0 < q < p? (3.9)

em que D é um domínio limitado de RN e D∗ é a bola centrada na origem e com mesmo volume de D, isto é,

|D∗| = |D| .
A desigualdade (3.9), entre outras importantes utilidades, fornece uma cota inferior para λq(D) em termos de

|D| and λq(B1), em que B1 denota a bola unitária de RN . Realmente, um argumento de escalonamento simples

mostra que

λq(D
∗) = λq(B1)

(
|D∗|
ωN

)1− p
N
− p
q

, 0 < q < p? (3.10)

em que ωN = |B1| .
Assim, da combinação entre (3.9) e (3.10) obtém-se a seguinte versão da conhecida desigualdade de Poincaré-

Sobolev (∫
D

|v|q dx

) p
q

≤ |D|
p
q

+ p
N
−1

λq(B1) |B1|
p
q

+ p
N
−1
‖∇v‖pLp(D) , ∀v ∈W 1,p

0 (D) e 0 < q < p?.

Quando q = p temos ∫
D

|v|pdx ≤ |D|
p
N

CN,p

∫
D

|∇v|p dx, ∀v ∈W 1,p
0 (D), (3.11)

em que CN,p = λp(B1) |B1|
p
N , uma constante positiva que depende apenas de p e N.

O seguinte lema é uma adaptação de [15, Teorema 4.1] que, por sua vez, é baseado em uma técnica clássica

(ver [5, 25]).

Lema 3.2. Se u ∈W 1,p
0 (Ω) é uma solução fraca de (3.1), então u ∈ L∞(Ω) e

‖u‖∞ ≤ KN,p |Ω|
p

N(p−q) λ
1
p−q , (3.12)

em que KN,p é uma constante positiva que depende apenas de N and p.

Demonstração. Para cada t > 0, seja

Et := {x ∈ Ω : u > t} e (u− t)+ := max {u− t, 0} ∈W 1,p
0 (Ω) .

Suponhamos |Et| > 0. Uma vez que∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ (u− t)+ dx =

∫
Et

|∇u|p dx
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e ∫
Ω

uq−1 (u− t)+ dx =

∫
Et

uq−1 (u− t) dx ≤ tq−1

∫
Et

(u− t) dx,

(note que q − 1 < 0) obtemos de (3.3) que∫
Et

|∇u|p dx ≤ λtq−1

∫
Et

(u− t) dx. (3.13)

Agora, estimamos
∫
Et
|∇u|p dx por baixo. Para isto, aplicamos desigualdade de Hölder e a estimativa (3.11)

com D = Et para obter(∫
Et

(u− t) dx

)p
≤ |Et|p−1

∫
Et

(u− t)p dx ≤ |Et|
p−1|Et|

p
N

CN,p

∫
Et

|∇u|p dx.

Assim,

CN,p|Et|−
p
N

+1−p
(∫

Et

(u− t) dx

)p
≤
∫
Et

|∇u|p dx

e, tendo em conta (3.13), temos

CN,p|Et|−
p
N

+1−p
(∫

Et

(u− t) dx

)p
≤ λtq−1

∫
Et

(u− t) dx,

o que equivale a (∫
Et

(u− t) dx

)p−1

≤ λ

CN,p
tq−1 |Et|

p+N(p−1)
N .

Esta última desigualdade pode ser reescrita como

(∫
Et

(u− t) dx

) N(p−1)
p+N(p−1)

≤
(

λ

CN,p
tq−1

) N
p+N(p−1)

|Et| . (3.14)

Vamos de�nir

f(t) :=

∫
Et

(u− t) dx =

∫ ∞
t

|Es| ds,

em que a segunda igualdade decorre do princípio de Cavalieri.

Já que f ′ (t) = − |Et| a desigualdade em (3.14) pode ser reescrita como

t
(1−q)N
p+N(p−1) ≤ −

(
λ

CN,p

) N
p+N(p−1)

f (t)
− N(p−1)
p+N(p−1) f ′ (t) . (3.15)

Integração de (3.15) fornece

p+N(p− 1)

p+N(p− q) t
p+N(p−q)
p+N(p−1) ≤

(
λ

CN,p

) N
p+N(p−1) p+N(p− 1)

p

[
f(0)

p
p+N(p−1) − f(t)

p
p+N(p−1)

]
≤

(
λ

CN,p

) N
p+N(p−1) p+N(p− 1)

p

(
‖u‖1

) p
p+N(p−1) <∞.

Concluímos que se |Et| > 0 então t ≤ K, em que K é uma constante positiva que não depende de t. Obviamente,

isto implica ‖u‖∞ <∞.
Assim, temos

p+N(p− 1)

p+N(p− q) t
p+N(p−q)
p+N(p−1) ≤

(
λ

CN,p

) N
p+N(p−1) p+N(p− 1)

p

(
‖u‖1

) p
p+N(p−1)

≤
(

λ

CN,p

) N
p+N(p−1) p+N(p− 1)

p

(
‖u‖∞ |Ω|

) p
p+N(p−1)



3.1 Preliminares 32

e, em seguida, fazendo t→ ‖u‖∞ , obtemos

‖u‖∞ ≤
(

λ

CN,p

) 1
p−q

(
p+N(p− q)

p

) p+N(p−1)
N(p−q)

|Ω|
p

N(p−q)

o que leva a (3.12) com

KN,p := sup
0≤q≤1

C
− 1
p−q

N,p

(
p+N(p− q)

p

) p+N(p−1)
N(p−q)

.

No próximo lema, φp ∈W 1,p
0 (Ω) denota a função p-torção de Ω, isto é, a solução fraca do problema{

−∆pv = 1 em Ω,

v = 0 em ∂Ω.

É bem conhecido que a função φp é positiva em Ω e pertence a C1,α(Ω), para algum α ∈ (0, 1).

Lema 3.3. Se u ∈W 1,p
0 (Ω) é uma solução fraca de (3.1), então

0 <
(
KN,p |Ω|

p
N(p−q)

) q−1
p−1

λ
1
p−q φp(x) ≤ u(x), para quase todo x ∈ Ω. (3.16)

Demonstração. Sejam 0 ≤ ϕ ∈W 1,p
0 (Ω) e c :=

(
λ ‖u‖q−1

∞
) 1
p−1 . Uma vez que∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx = λ

∫
Ω

uq−1ϕdx

≥ λ ‖u‖q−1
∞

∫
Ω

ϕdx

=

∫
Ω

cp−1ϕdx =

∫
Ω

|∇(cφp)|p−2∇(cφp) · ∇ϕdx,

o princípio de comparação na forma fraca garante que

cφp(x) ≤ u(x), para quase todo x ∈ Ω.

Isto leva a (3.16) visto que (3.12) implica

c ≥ λ
1
p−1 (KN,p |Ω|

p
N(p−q) λ

1
p−q )

q−1
p−1 =

(
KN,p |Ω|

p
N(p−q)

) q−1
p−1

λ
1
p−q , para quase todo x ∈ Ω.

Observação 3.1. Resulta do Lema 3.2 e Lema 3.3 que se u ∈W 1,p
0 (Ω) é uma solução de (3.1) então

0 < Aλ
p−1
p−q ≤ λu(x)q−1 ≤ Bλ

p−1
p−q φp(x)q−1, para quase todo x ∈ Ω,

em que A e B são constantes positivas que dependem apenas de N, p e |Ω| . Este fato implica que se Ω′ é um

subdomínio de Ω tal que Ω′ ⊂ Ω, então a função λuq−1 �ca limitada em Ω′.
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3.2 Uma desigualdade do tipo log-Sobolev

Como vimos anteriormente (Corolário 1.1), para cada v ∈ L1(Ω) a função q ∈ (0, 1] 7→
(

1
|Ω|

∫
Ω
|v|q dx

) 1
q
é

crescente. Este fato implica que

0 ≤ lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= inf
0<s≤1

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|s dx

) 1
s

≤
‖v‖1
|Ω| , v ∈ L1(Ω)

e também que a função q ∈ (0, 1] 7→ λq(Ω) |Ω|
p
q é decrescente, de modo que podemos de�nir

µ(Ω) := lim
q→0+

λq(Ω) |Ω|
p
q = sup

0<s≤1
λs(Ω) |Ω|

p
s .

Claramente,

0 < λ1(Ω) |Ω|p ≤ µ(Ω) ≤ ∞. (3.17)

Nosso primeiro objetivo nesta seção é mostrar que µ(Ω) <∞.

Lema 3.4. Tem-se

lim
q→0+

(∫ 1

0

(1− t
1
q )Ndt

) 1
q

= e−1− 1
2
− 1

3
−···− 1

N , N ≥ 2.

Demonstração. Temos

lim
q→0+

(∫ 1

0

(1− t
1
q )Ndt

) 1
q

= lim
s→∞

(∫ 1

0

(1− ts)Ndt

)s
= eL.

em que

L := lim
s→∞

ln
(∫ 1

0
(1− ts)Ndt

)
s−1

L′Hospital
= lim

s→∞

s2N
∫ 1

0
(1− ts)N−1ts ln tdt∫ 1

0
(1− ts)Ndt

= lim
s→∞

s2N

∫ 1

0

(1− ts)N−1ts ln tdt.

Depois de fazer a mudança de variável τ = ts na última integral, obtemos

L = N lim
s→∞

∫ 1

0

(1− τ)N−1τ
1
s ln τdτ = N

∫ 1

0

(1− τ)N−1 ln τdτ.

A �m de concluir a prova, é su�ciente veri�car que

N

∫ 1

0

(1− τ)N−1 ln τdτ = −1− 1

2
− 1

3
− · · · − 1

N
, N ≥ 2. (3.18)

Para isto, seja I(N) := N
∫ 1

0
(1− τ)N−1 ln τdτ. Após alguns cálculos simples pode-se mostrar que

I(N + 1) = I(N)− 1

N + 1
, N ≥ 2. (3.19)

É fácil veri�car que I(2) = −1− 1
2
. Assim, usando a fórmula recursiva (3.19), chegamos a (3.18).

Lema 3.5. Suponha que o domínio limitado Ω seja estrelado com respeito a x0 ∈ RN . Existe ρ ∈ C(Ω) tal que:

0 < ρ ≤ 1 em Ω, ρ(x0) = 1, ρ = 0 em ∂Ω e

lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|ρ|q dx

) 1
q

= e−1− 1
2
− 1

3
−···− 1

N .



3.2 Uma desigualdade do tipo log-Sobolev 34

Em particular, qualquer função v ∈W 1,p
0 (Ω) tal que v ≥ ρ em Ω satisfaz

lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

≥ e−1− 1
2
− 1

3
−···− 1

N > 0.

Demonstração. Vamos supor nesta prova, sem perda de generalidade, que x0 = 0.

Para cada 0 6= x ∈ Ω, seja r(x) o único número positivo tal que

r(x)x ∈ ∂Ω.

Claramente, r(x) ≥ 1 e r(x) → ∞ quando x → 0. Além disso, se x ∈ Ω e α > 0 é tal que αx ∈ Ω, então

r(αx)αx = r(x)x, de modo que

r(αx) =
r(x)

α
.

Vamos de�nir ρ : Ω 7→ [0, 1] por

ρ(x) :=

{
1− 1

r(x)
se x ∈ Ω , x 6= 0.

1 se x = 0.

O grá�co de ρ em RN × R é um cone de base Ω, altura 1 e vértice no ponto (0, 1) ∈ RN × R.
Para cada t ∈ [0, 1) a mudança de variável x = (1− t)y fornece

|{ρ(x) > t}| =
∫
{ρ(x)>t}

dx =

∫
{ρ(y)>0}

(1− t)Ndy = (1− t)N |Ω| . (3.20)

Com efeito, fazendo α = (1− t) vale o seguinte

ρ(αy) = 1− 1

r(αy)
= 1− α

r(y)
= 1− α+ α

(
1− 1

r(y)

)
= 1− α+ αρ(y).

Segue que

t < ρ((1− t)y) = t+ (1− t)ρ(y)⇐⇒ 0 < ρ(y).

Assim, (3.20) e o princípio de Cavalieri mostram que∫
Ω

ρqdx =

∫ 1

0

|{ρ(x)q > t}|dt =

∫ 1

0

∣∣∣{ρ(x) > t
1
q

}∣∣∣ dt =

∫ 1

0

(1− t
1
q )N |Ω| dt,

de modo que

lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

ρqdx

) 1
q

= lim
q→0+

(∫ 1

0

(1− t
1
q )Ndt

) 1
q

= e−1− 1
2
− 1

3
−···− 1

N .

Observação 3.2. Se Ω = BR é a bola centrada na origem de raio R, então ρ(x) = 1− |x|
R

e

1

|BR|

∫
BR

ρqdx =

∫ 1

0

(1− t
1
q )Ndt.

Na prova do teorema seguinte vamos escrever Ω como união �nita de subdomínios estrelados. Esta decompo-

sição é bastante geral no sentido em que é válida para os domínios limitados com baixa regularidade como, por

exemplo, aqueles com fronteira Lipschitz (ver [18, Lema II.1.3]).

Teorema 3.6. Existe v ∈W 1,p
0 (Ω) tal que v > 0 em Ω e

lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= 1.
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Além disso,

µ(Ω) ≤ ‖∇v‖pp . (3.21)

Demonstração. Sejam Ω1,Ω2, . . . ,Ωm subdomínios estrelados de Ω tal que Ω =
m⋃
j=1

Ωj (não necessariamente

disjuntos).

De acordo com o Lema 3.5, para cada j ∈ Λ := {1, 2, . . . ,m} podemos tomar vj ∈ W 1,p
0 (Ωj) tal que vj > 0

em Ωj e

e−1− 1
2
− 1

3
−···− 1

N ≤ lim
q→0+

(
1

|Ωj |

∫
Ωj

|vj |q dx

) 1
q

= inf
0<s≤1

(
1

|Ωj |

∫
Ωj

|vj |s dx

) 1
s

.

Assim,

e−1− 1
2
− 1

3
−···− 1

N ≤

(
1

|Ωj |

∫
Ωj

|vj |q dx

) 1
q

, j ∈ Λ, 0 < q ≤ 1.

Estendendo vj a zero fora de Ωj podemos considerar que vj pertence a W
1,p
0 (Ω). Assim,

V :=

m∑
j=1

vj ∈W 1,p
0 (Ω).

Agora, fazendo qn → 0+ e, para cada n ∈ N, seja jn ∈ Λ tal que

1

|Ωjn |

∫
Ωjn

|vjn |
qn dx = min

{
1

|Ωj |

∫
Ωj

|vj |qn dx : j ∈ Λ

}
.

Em seguida, para cada �xado n ∈ N temos

∫
Ω

|V |qn dx =

m∑
j=1

(
1

|Ωj |

∫
Ωj

|vj |qn dx

)
|Ωj |

≥ 1

|Ωjn |

∫
Ωjn

|vjn |
qn dx

m∑
j=1

|Ωj |

≥ |Ω|
|Ωjn |

∫
Ωjn

|vjn |
qn dx ≥ |Ω| (e−1− 1

2
− 1

3
−···− 1

N )qn ,

e daí podemos concluir que (
1

|Ω|

∫
Ω

|V |qn dx

) 1
qn

≥ e−1− 1
2
− 1

3
−···− 1

N > 0.

Segue que

θ := lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|V |q dx

) 1
q

≥ e−1− 1
2
− 1

3
−···− 1

N > 0.

Portanto, a função v := θ−1V pertence a W 1,p
0 (Ω), é positiva em Ω e satisfaz

lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= 1.

Uma vez que

µ(Ω) = lim
q→0+

λq(Ω) |Ω|
p
q ≤ lim

q→0+

‖∇v‖pp(∫
Ω
|v|q dx

) p
q

|Ω|
p
q = ‖∇v‖pp ,

obtemos (3.21).

Pode ser interessante saber um limite inferior explícito para um mínimo abstrato como µ(Ω). Assim, através
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da combinação (3.17) com (3.9) temos

λ1(Ω∗) |Ω|p ≤ λ1(Ω) |Ω|p ≤ µ(Ω), (3.22)

em que Ω∗ denota a bola centrada na origem e com raio R = (|Ω| /ωN )
1
N , tal que |Ω∗| = |Ω| . É um fato conhecido

(ver [14]) que λ1(D) = ‖φp,D‖1−p1 , em que D é um domínio limitado e φp,D denota a sua p-função de torção.

Visto que a p-função de torção da bola BR de raio R é explicitamente dada por

φp,BR(x) =
p− 1

p
N
− 1
p−1 (R

p
p−1 − |x|

p
p−1 ), 0 ≤ |x| ≤ R,

podemos calcular λ1(Ω∗) explicitamente e então obter, a partir de (3.22), a seguinte estimativa

N

(
N +

p

p− 1

)p−1

(ωN )
p
N |Ω|1−

p
N ≤ µ(Ω). (3.23)

Observação 3.3. Note-se que quando p = N, a limitação inferior acima não depende de Ω. Este fato é de se

esperar, uma vez que um argumento de escalonamento simples mostra que se p = N então µ(Ω) não depende de

Ω.

Por uma questão de clareza, vamos fazer uso da seguinte propriedade na próxima prova:

λq(Ω) |Ω|
p
q = |Ω|1−

N
p λq(Ω1) (3.24)

em que Ω1 :=
{
|Ω|−

1
N x : x ∈ Ω

}
é tal que |Ω1| = 1. Assim,

µ(Ω) = |Ω|1−
N
p µ(Ω1). (3.25)

(Pode-se facilmente veri�car (3.24) por escalonamento.)

Vamos de�nir,

M(Ω) :=

{
v ∈W 1,p

0 (Ω) : lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= 1

}
.

É fácil veri�car que M(Ω) tem um número in�nito de elementos, por meio da combinação do Lema 3.5 com a

construção na prova do Teorema 3.6.

Como apontado na Introdução, para cada q ∈ (0, 1) existe αq ∈ (0, 1) e uq ∈W 1,p
0 (Ω) ∩ C1,αq (Ω) tal que

uq > 0 em Ω, λq(Ω) = ‖∇uq‖pp ,
∫

Ω

|uq|q dx = 1 (3.26)

e ∫
Ω

|∇uq|p−2∇uq · ∇ϕdx = λq(Ω)

∫
Ω

uq−1
q ϕdx para toda ϕ ∈W 1,p

0 (Ω). (3.27)

A existência de uq satisfazendo (3.26) e (3.27) está provada em [2], enquanto a Hölder regularidade de uq segue

diretamente de [20, Teorema 2.2 (i)]. Observemos que a prova de (3.27) apresentada em [2] é restrita às funções

ϕ ∈W 1,p
0 (Ω) tal que suppϕ ⊂ Ω. No entanto, esta restrição pode ser eliminada através da utilização de argumentos

baseados no Lema de Fatou e a densidade de C∞c (Ω) em W 1,p
0 (Ω). Estes argumentos, que podem ser encontrados

em [19, 33], serão empregados na próxima prova.

Teorema 3.7. Para cada q ∈ (0, 1), seja uq ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1,αq (Ω) satisfazendo (3.26) e (3.27). Existe u ∈

M(Ω) ∩ C0,α(Ω), para algum α ∈ (0, 1), tal que:

(a) u = lim
q→0+

(|Ω|
1
q uq) em W 1,p

0 (Ω);

(b) µ(Ω) = ‖∇u‖pp = min
{
‖∇v‖pp : v ∈M(Ω)

}
;
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(c) −∆pu = µ(Ω)
|Ω| u

−1, em Ω;

(d) 0 < Aµ(Ω)
1
p φp(x) ≤ u(x) ≤ Bµ(Ω)

1
p , para quase todo x ∈ Ω, em que A e B são constantes positivas que

dependem somente de N, p e |Ω| .

Demonstração. Levando-se em conta (3.25), assumimos nesta prova, sem perda de generalidade, que |Ω| = 1.

Assim,

lim
q→0+

λq(Ω) = lim
q→0+

‖∇uq‖pp = µ(Ω) ∈ (0,∞). (3.28)

Visto que

λq(Ω)

(∫
Ω

|v|q dx

) p
q

≤ ‖∇v‖pp para toda v ∈W 1,p
0 (Ω), (3.29)

temos

µ(Ω) ≤ ‖∇v‖pp para toda v ∈M(Ω). (3.30)

Segue de (3.28) que existem qn → 0+ e u ∈W 1,p
0 (Ω) tais que u ≥ 0 em Ω, uqn ⇀ u (fracamente) em W 1,p

0 (Ω)

e uqn → u e pontualmente em quase todo Ω. Daí,

‖∇u‖p ≤ lim inf
n→∞

‖∇uqn‖p = lim
n→∞

‖∇uqn‖p = lim
n→∞

λqn(Ω)
1
p = µ(Ω)

1
p . (3.31)

Notamos de (3.29), com v = u, que

µ(Ω) lim
q→0+

(∫
Ω

|u|q dx

) p
q

≤ ‖∇u‖pp .

Combinando esta estimativa com (3.31) obtemos

lim
q→0+

(∫
Ω

|u|q dx

) 1
q

≤ 1. (3.32)

Por outro lado, para cada s ∈ (0, 1) e todo n grande o su�ciente (tal que qn < s), temos

1 =

(∫
Ω

|uqn |
qn dx

) 1
qn

≤
(∫

Ω

|uqn |
s dx

) 1
s

.

Daí,

1 ≤ lim
n→∞

(∫
Ω

|uqn |
s dx

) 1
s

=

(∫
Ω

|u|s dx

) 1
s

,

em que usamos o Teorema da Convergência Dominada, uma vez que

0 ≤ uqn ≤ KN,pλqn(Ω)
1

p−qn ≤ KN,pµ(Ω)
1

p−qn

de acordo com o Lema 3.2. Assim, concluímos que

1 ≤ lim
s→0+

(∫
Ω

|u|s dx

) 1
s

. (3.33)

Combinando (3.32) e (3.33) obtemos

lim
q→0+

(∫
Ω

|u|q dx

) 1
q

= 1.

Segue que u ∈M(Ω) e, assim , combinando (3.30) e (3.31) concluímos que

µ(Ω)
1
p = ‖∇u‖p = lim

n→∞
‖∇uqn‖p , (3.34)
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o que �naliza a prova da a�rmação de (b).

Tendo em vista a convergência fraca uqn ⇀ u, a segunda igualdade em (3.34) implica que uqn → u (fortemente)

em W 1,p
0 (Ω). Conforme (3.27) temos∫

Ω

|∇uqn |
p−2∇uqn · ∇ϕdx = λqn(Ω)

∫
Ω

uqn−1
qn ϕdx, ∀ϕ ∈W 1,p

0 (Ω).

A convergência forte uqn → u em W 1,p
0 (Ω) garante que

lim
n→∞

∫
Ω

|∇uqn |
p−2∇uqn · ∇ϕdx =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx, para ∀ϕ ∈W 1,p
0 (Ω) (3.35)

e (3.28) garante que

lim
n→∞

λqn(Ω)

∫
Ω

uqn−1
qn ϕdx = µ(Ω) lim

n→∞

∫
Ω

uqn−1
qn ϕdx, ∀ϕ ∈W 1,p

0 (Ω). (3.36)

Suponhamos primeiramente que supp ϕ ⊂ Ω. Então, Teorema da Convergência Dominada garante que

lim
n→∞

∫
Ω

uqn−1
qn ϕdx =

∫
Ω

u−1ϕdx, (3.37)

Uma vez que os Lema 3.2 e Lema 3.3 implicam que 0 < c1 ≤ uqn−1
qn ϕ ≤ c2 em supp ϕ, em que as constantes c1 e

c2 são uniformes com respeito a n. Daí,pela junção de (3.35), (3.36) e (3.37) temos∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx = µ(Ω)

∫
Ω

ϕu−1dx, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω). (3.38)

Assim, a �m de provar (c) precisamos mostrar que (3.38) vale, na verdade, para qualquer ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), o

que reduz a provar que (3.37) é válido para qualquer ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω). Provamos isso seguindo os argumentos de

[19, 33]. Assim, para w ∈W 1,p
0 (Ω) arbitrária seja {ξn} ⊂ C∞c (Ω) uma sequência de funções não negativas tais que

ξn → |w| , fortemente em W 1,p
0 (Ω) e pontualmente em quase todo em Ω. Daí, pela aplicação do Lema de Fatou,

(3.38) e a desigualdade de Hölder, obtemos∣∣∣∣∫
Ω

wu−1dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|w|u−1dx

≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

ξnu
−1dx

= lim
n→∞

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ξndx ≤ ‖∇u‖pp lim
n→∞

‖∇ξn‖p = ‖∇u‖pp ‖∇w‖p .

Agora, seja ϕ uma função arbitrária em W 1,p
0 (Ω) e tome {ϕn} ⊂ C∞c (Ω) tal que ϕn → ϕ fortemente em

W 1,p
0 (Ω). Então, usando ϕn − ϕ no lugar de w, obtemos

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

(ϕn − ϕ)u−1dx

∣∣∣∣ ≤ ‖∇u‖pp lim
n→∞

‖∇(ϕn − ϕ)‖p = 0,

o que nos dá

lim
n→∞

∫
Ω

ϕnu
−1dx =

∫
Ω

ϕu−1dx. (3.39)

Uma vez que ϕn ∈ C∞c (Ω) obtemos de (3.38) que

lim
n→∞

∫
Ω

ϕnu
−1dx = µ(Ω)−1 lim

n→∞

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕndx = µ(Ω)−1

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx. (3.40)

Portanto, pela combinação de (3.39) com (3.40) concluímos que (3.37) vale para toda ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), o que

prova a a�rmação (c).
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A�rmação (d) agora segue depois de combinar Lema 3.2 com Lema 3.3. O Teorema 2.2 (ii) de [20] implica

que u ∈ C0,α(Ω) para algum α ∈ (0, 1).

A�rmação (a) segue da unicidade da solução de
−∆pw = µ(Ω)

|Ω| w
−1 em Ω,

w > 0 em Ω,

w = 0 em ∂Ω,

(3.41)

combinada com a convergência forte uqn → u em W 1,p
0 (Ω). Na verdade, esses fatos juntos implicam u é a única

função de limite da família {uq} , quando q → 0+.

Nosso próximo objetivo é provar que a solução u de (3.41) satisfaz∫
Ω

log |u|dx = 0.

Proposição 3.8. Seja v ∈ L1(Ω). Então log |v| é Lebesgue measurável em Ω e

−∞ ≤ lim
q→0+

∫
Ω

|v|q log |v| dx =

∫
Ω

log |v| dx ≤ 2e−1 ‖v‖1 .

Demonstração. Para todo x ∈ Ω tal que |v(x)| ≤ 1 a função q ∈ (0, 1] 7→ − |v(x)|q log |v(x)| ∈ [0,∞] é decrescente

e

lim
q→0+

[− |v(x)|q log |v(x)|] = − log |v(x)| .

Portanto, segue diretamente do Teorema da Convergência Dominada que log |v| é Lebesgue measurável no conjunto

{x ∈ Ω : |v(x)| ≤ 1} e

−∞ ≤ lim
q→0+

∫
{|v|≤1}

|v|q log |v| dx =

∫
{|v|≤1}

log |v| dx ≤ 0.

Agora, para todo x ∈ Ω tal que |v(x)| ≥ 1 a função q ∈ (0, 1] 7→ |v(x)|q log |v(x)| ∈ [0,∞] é crescente e

lim
q→0+

|v(x)|q log |v(x)| = log |v(x)| .

Além disso, para todo q ∈ (0, 1
2
) tem-se

0 ≤ |v(x)|q log |v(x)| ≤ |v(x)|
1
2 log |v(x)| ≤ 2e−1 |v(x)|

1
2 |v(x)|

1
2 = 2e−1 |v(x)| ∈ L1(Ω),

uma vez que max
t≥1

t−
1
2 log t = 2e−1. Portanto, o Teorema da Convergência Dominada implica que log |v| é integrável

no conjunto {x ∈ Ω : |v(x)| ≥ 1} e que

0 ≤ lim
q→0+

∫
{|v|≥1}

|v|q log |v|dx =

∫
{|v|≥1}

log |v| dx ≤ 2e−1 ‖v‖1 .

Assim, temos que log |v| é Lebesgue measurável em Ω e

lim
q→0+

∫
Ω

|v|q log |v| dx = lim
q→0+

∫
{|v|≤1}

|v|q log |v|dx+ lim
q→0+

∫
{|v|>1}

|v|q log |v|dx

=

∫
{|v|≤1}

log |v|dx+

∫
{|v|>1}

log |v| dx

=

∫
Ω

log |v| dx ≤ 2e−1 ‖v‖1 .
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Proposição 3.9. Para v ∈ L1(Ω) de�na

θv := lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

∈ [0,∞) and βv :=
1

|Ω|

∫
Ω

log |v| dx ∈ [−∞,∞).

Então

βv = log θv. (3.42)

Demonstração. Da regra de L'Hôpital e da Proposição 3.8 temos

lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= exp

(
1

|Ω| lim
q→0+

∫
Ω

|v|q log |v|dx
)

= exp

(
1

|Ω|

∫
Ω

log |v|dx
)
,

que é (3.42).

O seguinte corolário é uma consequência imediata da proposição anterior.

Corolário 3.10. Seja v ∈W 1,p
0 (Ω). Então v ∈M(Ω) se, e somente se,∫

Ω

log |v| dx = 0.

Em particular,
∫

Ω
log |u| dx = 0, em que u é a solução de(3.41).

Mostramos que a solução u de (3.41) minimiza o funcional v 7→ ‖∇v‖pp em M(Ω). Vamos mostrar que u é

única, a menos de valor de valor absoluto, com esta propriedade.

Teorema 3.11. Seja v ∈M(Ω) tal que µ(Ω) = ‖∇v‖pp . Então, |v| = |u| q.t.p em Ω.

Demonstração. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que u, v ≥ 0 q. t. p. em Ω. Levando em conta que

0 < q < 1, podemos veri�car que

(∫
Ω

(u+ v

2

)q
dx

) 1
q

≥
(∫

Ω

(u
2

)q
dx

) 1
q

+

(∫
Ω

(v
2

)q
dx

) 1
q

.

Assim,

h := lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

(u+ v

2

)q
dx

) 1
q

≥ 1

2
+

1

2
= 1. (3.43)

Claramente, u+v
2h
∈M(Ω). Assim,

µ(Ω) ≤
∥∥∥∇(u+ v

2h

)∥∥∥p
p
≤ 1

(2h)p

(
‖∇u‖p + ‖∇v‖p

)p
=

(
2µ(Ω)

1
p

)p
(2h)p

=
µ(Ω)

hp
, (3.44)

o que implica h ≤ 1. Portanto, (3.43) e (3.44) implicam que h = 1, e este fato em (3.44) fornece

‖∇(u+ v)‖p = ‖∇u‖p + ‖∇v‖p .

Concluímos, a partir desta igualdade, que u = v q. t. p. em Ω.

O próximo corolário mostra que µ(Ω)−1 é a melhor constante C na seguinte desigualdade do tipo log-Sobolev

exp

(
1

|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx

)
≤ C ‖∇v‖pp , v ∈W 1,p

0 (Ω) (3.45)

e que, quando C = µ(Ω)−1 essa desigualdade torna-se uma igualdade se, e somente se, |v| é um múltiplo de escalar

|u|.
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Corolário 3.12. Tem-se

µ(Ω) = min

 ‖∇v‖pp
exp

(
1
|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx
) : v ∈W 1,p

0 (Ω) e

∫
Ω

log |v|p dx > −∞

 .

Além disso, se v atinge o mínimo, então |v| é por múltiplo escalar de |u|.

Demonstração. Seja v ∈W 1,p
0 (Ω) tal que

∫
Ω

log |v|p dx > −∞. Uma vez que

λq(Ω) |Ω|
p
q ≤

‖∇v‖pp(
1
|Ω|

∫
Ω
|v|q dx

) p
q

obtemos

µ(Ω) = lim
q→0+

λq(Ω) |Ω|
p
q ≤

‖∇v‖pp

lim
q→0+

(
1
|Ω|

∫
Ω
|v|q dx

) p
q

=
‖∇v‖pp

exp
(

1
|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx
) .

Visto que
∫

Ω
log |u|dx = 0, temos

‖∇u‖pp
exp

(
1
|Ω|

∫
Ω

log |u|p dx
) = ‖∇u‖pp = µ(Ω).

Obviamente, se v ∈W 1,p
0 (Ω) é tal que

‖∇v‖pp
exp

(
1
|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx
) = µ(Ω),

então θ−1
v v ∈M(Ω), em que

θv = lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|v|q dx

) 1
q

= exp

(
1

|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx

)
> 0,

e
∥∥∇(θ−1

v v)
∥∥p
p

= µ(Ω). Logo, θ−1
v |v| = |u|, implicando que |v| é um múltiplo escalar de |u|.

Observação 3.4. Juntando (3.23) e (3.45), com C = µ(Ω)−1, obtemos

exp

(
1

|Ω|

∫
Ω

log |v|p dx

)
≤ CN,p,|Ω| ‖∇v‖pp , v ∈W 1,p

0 (Ω),

em que CN,p,|Ω| := N−1
(
N + p

p−1

)1−p
(ωN )−

p
N |Ω|

p
N
−1 .

Agora, vamos de�nir J : W 1,p
0 (Ω) 7→ (−∞,∞], o funcional energia (formal) por

J(v) :=


1
p

∫
Ω

|∇v|p dx− µ(Ω)
|Ω|

∫
Ω

log |v|dx, se

∫
Ω

log |v| dx ∈ (−∞,∞)

∞, se

∫
Ω

log |v| dx = −∞.

Vamos mostrar que u é o único ponto de mínimo de J em W 1,p
0 (Ω), a menos de valor absoluto.

Lema 3.13. Tem-se

J(v) ≥ µ(Ω)

p
− µ(Ω)

p
log

(
µ(Ω)

‖∇v‖pp

)
− µ(Ω)

|Ω|

∫
Ω

log |v| dx ∀ v ∈W 1,p
0 (Ω). (3.46)
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Demonstração. Seja v ∈W 1,p
0 (Ω) e considere a função

g(t) :=
tp

p
‖∇v‖pp − µ(Ω) log t− µ(Ω)

|Ω|

∫
Ω

log |v|dx, t > 0.

É fácil veri�car que J(tv) = g(|t|) e que min
t>0

g(t) é o lado direito de (3.46). O resultado segue, uma vez que

J(v) = g(1) ≥ min
t>0

g(t).

Teorema 3.14. Tem-se

J(u) =
µ(Ω)

p
= min
v∈W1,p

0 (Ω)

J(v).

Demonstração. Uma vez que

µ(Ω) =

∫
Ω

|∇v|p dx e

∫
Ω

log |u| dx = 0,

temos J(u) = µ(Ω)
p
. Assim, precisamos apenas provar que

J(v) ≥ µ(Ω)

p
, ∀ v ∈W 1,p

0 (Ω). (3.47)

Sejam v ∈ W 1,p
0 (Ω) e θv como na Proposição 3.9. Se θv = 0, então J(v) =∞ e (3.47) segue trivialmente. Se

θv > 0 então θ−1
v v ∈M(Ω) e

1

|Ω|

∫
Ω

log
∣∣θ−1
v v

∣∣ dx = 0 e µ(Ω) ≤
∥∥∇(θ−1

v v)
∥∥p
p

= θ−pv ‖∇v‖pp ,

implicando, respectivamente, que
1

|Ω|

∫
Ω

log |v| dx = log θv

e

J(v) ≥ µ(Ω)

p
− µ(Ω)

p
log

(
µ(Ω)

‖∇v‖pp

)
− µ(Ω) log(θv)

≥ µ(Ω)

p
− µ(Ω)

p
log
(
θ−pv

)
− µ(Ω) log(θv) =

µ(Ω)

p
.

Teorema 3.15. Se w ∈W 1,p
0 (Ω) minimiza J, então |w| = θw|u| q.t.p em Ω, em que

θw := lim
q→0+

(
1

|Ω|

∫
Ω

|w|q dx

) 1
q

.

Demonstração. Segue do Lema 3.13 que

µ(Ω)

p
= J(w) ≥ µ(Ω)

p
− µ(Ω)

p
log

(
µ(Ω)

‖∇w‖pp

)
− µ(Ω)

|Ω|

∫
Ω

log |w| dx,

o que implica que

1

p
log

(
µ(Ω)

‖∇w‖pp

)
+

1

|Ω|

∫
Ω

log |w|dx ≥ 0. (3.48)

Claro que, θw ∈ (0,∞), de modo que θ−1
w w ∈M(Ω). Assim, de acordo com o Corolário 3.10,

1

|Ω|

∫
Ω

log
∣∣θ−1
w w

∣∣dx = 0,
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de modo que

log θw =
1

|Ω|

∫
Ω

log |w| dx.

Assim, (3.48) garante que

1

p
log

(
µ(Ω)

‖∇w‖pp

)
+ log θw = log

(
µ(Ω)∥∥∇(θ−1
w w)

∥∥p
p

) 1
p

≥ 0,

o que equivale a µ(Ω) ≥
∥∥∇θ−1

w w
∥∥p
p
.

Uma vez que µ(Ω) ≤
∥∥∇θ−1

w w
∥∥p
p
(lembramos que θ−1

w w ∈ M(Ω)), concluímos que µ(Ω) =
∥∥∇(θ−1

w w)
∥∥p
p
.

Assim, Teorema 3.11 garante que θ−1
w |w| = |u|.

Finalizamos esta seção observando que, para cada λ > 0, um simples argumento de escalonamento mostra que

a função

uλ :=

(
λ |Ω|
µ(Ω)

) 1
p

|u|

é a única solução do problema singular 
−∆pv = λv−1 em Ω,

v > 0 em Ω,

v = 0 em ∂Ω.

Além disso, uma vez que
∫

Ω
log |u|dx = 0 e µ(Ω) = ‖∇u‖pp , a igualdade em (3.45) (com C = µ(Ω)−1) fornece∫

Ω

log uλdx =
|Ω|
p

log

(
µ(Ω)−1

(
λ |Ω|
µ(Ω)

)
‖∇u‖pp

)
=
|Ω|
p

log

(
λ |Ω|
µ(Ω)

)
.

Observamos também que a menos de valor absoluto uλ é único minimizador do funcional

Jλ(v) :=


1
p

∫
Ω

|∇v|p dx− λ
∫

Ω

log |v| dx, se

∫
Ω

log |v| dx ∈ (−∞,∞)

∞, se

∫
Ω

log |v| dx = −∞,

sendo

Jλ(uλ) =
µ(Ω)

p
− λ |Ω|

p
log

(
λ |Ω|
µ(Ω)

)
.

3.3 Comportamento assintótico do par (λq(Ω), ‖uq‖∞), quando q →
0+

Nesta seção, descreveremos o comportamento assintótico de λq(Ω), quando q → 0+. Claro que, se |Ω| = 1,

então limq→0+ λq(Ω) = µ(Ω) e, de acordo com os itens (a) e (d) do Teorema 3.7

0 < Aµ(Ω)
1
p ‖φp‖∞ ≤ lim

q→0+
‖uq‖∞ ≤ Bµ(Ω)

1
p ,

em que A e B são constantes positivas que dependem somente de N e p. Se |Ω| 6= 1 temos

lim
q→0+

λq(Ω) = lim
q→0+

(λq(Ω) |Ω|
p
q )

(
lim
q→0+

|Ω|−
p
q

)
= µ(Ω)

(
lim
q→0+

|Ω|−
p
q

)
.
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Portanto, neste caso, obtemos prontamente

lim
q→0+

λq(Ω) =

{
∞ se |Ω| < 1

0 se |Ω| > 1.
(3.49)

Assim, combinando (3.49) com os Lemas 3.2 e 3.3 concluímos que

lim
q→0+

‖uq‖∞ =

{
∞ se |Ω| < 1

0 se |Ω| > 1.

Observamos que (3.49) também é simples de provar sem usar Teorema 3.7. De fato, no caso |Ω| < 1 a

monotonicidade da função q 7→ λq(Ω) |Ω|
p
q implica que

lim
q→0+

λq(Ω) = lim
q→0+

λq(Ω) |Ω|
p
q |Ω|−

p
q ≥ λ1(Ω) |Ω|p lim

q→0+
|Ω|−

p
q =∞.

Esta é a prova dada em [2]. Para o caso |Ω| > 1, tome v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω) tal que v > 0 em Ω e de�na

Ωε := {x ∈ Ω : v(x) ≥ ε} , em que ε > 0 é tal que |Ωε| > 1. Então,

0 < λq(Ω) ≤
∫

Ω
|∇v|p dx(∫

Ω
|v|q dx

) p
q

≤
∫

Ω
|∇v|p dx(∫

Ωε
εqdx

) p
q

=

∫
Ω
|∇v|p dx

εp |Ωε|
p
q

.

Assim, fazendo q → 0+, obtemos lim
q→0+

λq(Ω) = 0, já que lim
q→0+

|Ωε|−
p
q = 0.
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4
Apêndice

Lema 4.1. Sejam a, b ≥ 0 e q ∈ (0, 1]. Então

(a+ b)q ≤ aq + bq. (4.1)

Demonstração. Considere f : [0,+∞) −→ R dada por

f(t) = (1 + t)q − (1 + tq).

Note que, f ′(t) = q(1 + t)q−1 − qtq−1 ≤ 0 em (0,+∞). Logo, f é não crescente, isto é

(1 + t)q − (1 + tq) = f(t) ≤ f(0) = 0 ∀t ∈ [0,+∞). (4.2)

Se b = 0, então a desigualdade 4.1 é satisfeita. Caso b > 0, tome t =
a

b
em 4.2 e temos

(
1 +

a

b

)q
≤ 1 +

(a
b

)q
⇐⇒ (a+ b)q ≤ aq + bq.

Lema 4.2. Considere Np(ξ, η) = {|ξ|+ |η|}p−2|ξ − η|2, em que ξ, η ∈ RN .
Seja 1 < p < +∞. Existem duas constantes positivas cp, Cp tais que para todo ξ, η ∈ RN tem-se

cpNp(ξ, η) ≤
(
|ξ|p−2ξ − |η|p−2η

)
· (ξ − η) ≤ CpNp(ξ, η). (4.3)

Demonstração. Ver Proposição 17.3 de [9]

Proposição 4.3. Ao longo do Ridge de Ω = {(x, y) : |x|+ |y| < 1} a função distância

ρ(x, y) =
1− (|x|+ |y|)√

2

não é uma subsolução de viscosidade de

min{|∇u| −
√

2u,−∆∞u} = 0
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Demonstração. Selecione um ponto do Ridge, por exemplo, o ponto (0, 1
2
). Considere

φ(x, y) =
1

2
√

2
+

1

2
√

2
x− 1√

2
(y − 1

2
)− x2 + 64

(
x4 + (y − 1

2
)4

)
.

Assim,

ρ(0,
1

2
) = φ(0,

1

2
) =

1

2
√

2
.

Vamos veri�car os seguintes itens

1. ρ(x, y) < φ(x, y) para (x, y) 6= (0, 1
2
).

2. min{|∇φ(0, 1
2
)| −
√

2φ(0, 1
2
),−∆∞φ(0, 1

2
)} > 0.

Isto mostra que ρ(x, y) não pode ser uma subsolução de viscosidade de

min{|∇u| −
√

2u,−∆∞u} = 0.

Veri�cando 1 : Dados (x, y) ∈ Ω = {(x, y) : |x|+ |y| < 1} temos

1− (|x|+ |y|)√
2

≤ 1

2
√

2
+

1

2
√

2
x− 1√

2
(y − 1

2
)− x2 + 64

(
x4 + (y − 1

2
)4

)
⇐⇒ 1− (|x|+ |y|) ≤ 1

2
+

1

2
x− (y − 1

2
)−
√

2x2 + 64
√

2

(
x4 + (y − 1

2
)4

)
⇐⇒ −(|x|+ |y|) ≤ 1

2
x− y −

√
2x2 + 64

√
2

(
x4 + (y − 1

2
)4

)
⇐⇒ |x|+ |y| ≥ −1

2
x+ y +

√
2x2 − 64

√
2

(
x4 + (y − 1

2
)4

)
. (4.4)

Note que

|y| ≥ y − 64
√

2(y − 1

2
)4, sendoo a desigualdade estrita se y 6= 1

2
.

Assim, para obter 4.4 é su�ciente mostrar que

|x| ≥ −x
2

+
√

2x2 − 64
√

2x4.

Se x ≥ 0, então

x ≥ −x
2

+
√

2x2 ⇐⇒ x ≤ 3

2
√

2
,

Logo,

x ≥ −x
2

+
√

2x2 ≥ −x
2

+
√

2x2 − 64
√

2x4.

Para x < 0, queremos provar que

−x ≥ −x
2

+
√

2x2 − 64
√

2x4 ⇐⇒ −x
2
≥
√

2x2 − 64
√

2x4.

Note que se x ≥ − 1

2
√

2
, então −x

2
≥
√

2x2 ≥
√

2x2 − 64
√

2x4.

Agora se x ∈ (−1,− 1

2
√

2
), então temos

√
2x2 ≤ 64

√
2x4 =⇒ −x

2
≥
√

2x2 − 64
√

2x4.

Portanto 1 se veri�ca.

Veri�cando 2:
∂φ

∂x
(x, y) =

1

2
√

2
− 2x+ 256x3 =⇒ ∂φ

∂x
(0, 1

2
) =

1√
2
,

∂φ

∂y
(x, y) = − 1√

2
+ 256(y − 1

2
)3 =⇒ ∂φ

∂x
(0, 1

2
) = − 1

2
√

2
,
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e

D2φ

(
0,

1

2

)
=

(
∂2φ
∂x2

∂2φ
∂x∂y

∂2φ
∂y∂x

∂2φ
∂y2

)(
0,

1

2

)
=

(
−2 0

0 0

)
. (4.5)

Assim

∆∞φ(0,
1

2
) = 〈D2φ∇φ,∇φ〉(0, 1

2
) = 〈(−

√
2, 0), (

1√
2
,− 1√

2
)〉 = −1

e

|∇φ(0,
1

2
)| −
√

2φ(0,
1

2
) =

√(
1√
2

)2

+

(
− 1√

2

)2

−
√

2
1

2
√

2
=

1

2
.

Logo,

min{|∇φ(0,
1

2
)| −
√

2φ(0,
1

2
),−∆∞φ(0,

1

2
)} =

1

2
> 0.

Observação 4.1. Note que φ toca acima ρ em (0, 1
2
) e ∆∞φ(0, 1

2
) = −1, daí ρ não é uma subsolução de

viscosidade de ∆∞u = 0.
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