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sempre mostrou através das palavras ao telefone, abraços de conforto, con-
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Resumo

Neste trabalho estudamos existência, unicidade e propriedades de minimização

de soluções do seguinte problema de Dirichlet singular
−div(|∇u|p−2∇u) =

f(x)

uα
em Ω

u > 0 em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

em que Ω é um domı́nio limitado em RN (N ≥ 2) com fronteira suave ∂Ω,

f ≥ 0, f 6≡ 0 e 0 < α ≤ 1 < p <∞.
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Abstract

In this work we study existence, uniqueness and minimizing properties of the

solutions of the following singular Dirichlet problem
−div(|∇u|p−2∇u) =

f(x)

uα
in Ω

u > 0 in Ω

u = 0 on ∂Ω

where Ω is bounded domain of RN (N ≥ 2) with smooth boundary ∂Ω,

f ≥ 0, f 6≡ 0 and 0 < α ≤ 1 < p <∞.
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Notações

• p′ = p
p−1

;

• W 1,p(Ω) - espaço de Sobolev;

• C0(Ω) funções cont́ınuas com suporte compacto em Ω;

• Ck(Ω) funções k vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω, k ∈ N;

• Ck
0 (Ω) = Ck(Ω) ∩ C0(Ω);

• C∞0 (Ω) =
∞⋂
k=1

Ck
0 (Ω);

• W k,p
0 (Ω) fecho de C∞0 (Ω) em W k,p(Ω);

• W−1,p′(Ω) espaço dual de W 1,p
0 (Ω);

• u+ = max{0, u};

• u− = max{0,−u};

• Ω′ ⊂⊂ Ω - Ω′ está compactamente contido em Ω, isto é, Ω′ ⊂ Ω e

Ω′ é compacto;

• ‖ · ‖E norma no espaço E;

• ‖ · ‖p norma padrão em Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞;
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• ‖u‖W 1,p
0 (Ω) =

(∫
Ω
|∇u|p

) 1
p norma do espaço W 1,p

0 (Ω);

• ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) p-Laplaciano de u.

7



Caṕıtulo 1

Introdução

Nesta dissertação estudaremos o seguinte problema de Dirichlet singular
−∆pu = f(x)

uα
em Ω

u > 0 em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

(1.1)

em que:

• Ω é um domı́nio limitado em RN (N ≥ 2) com fronteira ∂Ω suave,

• ∆pu := div(|∇u|p−2∇u) é o p-Laplaciano1 de u, também conhecido

como operador p-Laplace,

• f ≥ 0, f 6≡ 0, 1 < p <∞ e 0 < α ≤ 1.

O problema (1.1) foi inicialmente estudado no caso particular p = 2 (ver

[9, 17, 25]), enquanto o caso 1 < p 6= 2 tem recebido maior atenção na última

década (ver [7, 8, 15, 16, 21]). Este problema tem aplicações envolvendo, por

1Talvez o correto fosse escrever p-Laplaceano em lugar de p-Laplaciano porque o ope-

rador deriva do nome do matemático, f́ısico e astrônomo francês Pierre Simon Marquis de

Laplace. Entretanto, seguindo a tradição, manteremos, neste texto, a grafia p-Laplaciano.
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exemplo, catalisadores qúımicos heterogêneos, transferências de calor não

lineares e padrões biológicos [4, 5, 20].

Para obter a existência de uma solução para (1.1) seguimos a abordagem

desenvolvida no artigo de Boccardo e Orsina [3] em que o caso p = 2 é

estudado. Esta abordagem, para p > 1, também foi empregada nos artigos

[8, 7], para os casos α = 1 e α ≥ 1, respectivamente.

No Caṕıtulo 2 apresentamos alguns resultados sobre o operador p-Laplacia-

no que serão utilizados no texto. Estes resultados podem ser encontrados em

[1, 6, 13, 19, 22]. Alguns deles, como o prinćıpio da comparação, serão de-

montrados no caṕıtulo.

No Caṕıtulo 3, começamos considerando f ∈ L1(Ω) e usamos o teorema

do ponto fixo de Schaefer (Teorema 3.1) para mostrar que o seguinte problema

auxiliar 
−∆pun = fn(x)

(un+ 1
n)

α em Ω,

un ≥ 0 em Ω,

un = 0 sobre ∂Ω,

em que fn(x) = min{f(x), n}, possui uma única solução un ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩

L∞(Ω), isto é, existe uma única função un, positiva em Ω, que satisfaz∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕ dx =

∫
Ω

fn(
un + 1

n

)αϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Posteriormente, mostramos que, para f ∈ L 1
α (Ω), a sequência (un) converge

para uma função u em W 1,p
0 (Ω) e esta é a única solução do problema inicial.

No Caṕıtulo 4, apresentamos alguns resultados adicionais para 0 < α < 1

e f ∈ L 1
α (Ω). Mais precisamente, provamos nesse caṕıtulo que o funcional

energia associado a (1.1) possui um único minimizador e que este minimizador

é a solução fraca u de (1.1). Esta última conclusão não é imediata, uma vez

que o funcional energia em questão não é derivável.
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Também vamos mostrar no Caṕıtulo 4 que a solução u minimiza o quo-

ciente
‖∇v‖pp(∫

Ω
|v|1−αf dx

) p
1−α

, v ∈ W 1,p
0 (Ω)\{0}.

10



Caṕıtulo 2

Alguns resultados sobre o

operador p-Laplaciano

Neste caṕıtulo vamos apresentar alguns resultados envolvendo o operador

p-Laplaciano. Estes resultados serão utilizados no próximo caṕıtulo.

Daqui em diante, Ω denota um domı́nio (aberto e conexo) limitado de

RN e 1 < p <∞.

Definição 2.1. O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é definido por

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣ ∃ g1, ..., gN ∈ Lp(Ω) tal que∫
Ω
u ∂ϕ
∂xi

= −
∫

Ω
giϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ∀i = 1, ..., N


Temos que gi é única q.t.p. e definimos ∂u

∂xi
= gi. O espaço de Sobolev

W 1,p(Ω) é equipado com a norma

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖p +
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
p

.

Definição 2.2. Para 1 ≤ p < ∞, W 1,p
0 (Ω) denota o fecho de C∞0 (Ω) em

W 1,p(Ω).

Demonstrações dos próximos resultados podem ser encontradas em [6].
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Proposição 2.3. O espaço W 1,p
0 (Ω) equipado com a norma de W 1,p(Ω) é um

espaço de Banach separável.

Teorema 2.4 (Desigualdade de Hölder). Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp′(Ω) com

1 ≤ p ≤ ∞. Então fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|fg| dx ≤ ‖f‖p ‖g‖p′ .

Teorema 2.5 (Rellich-Kondrachov). Suponha que Ω seja de classe C1. Então

as seguintes imersões são compactas:

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗), 1
p∗

= 1
p
− 1

N
, se p < N,

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞), se p = N,

W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω), se p > N.

Em particular, W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) é uma imersão compacta para todo p e

para todo N .

Proposição 2.6 (Desigualdade de Poincaré). Suponha 1 ≤ p < ∞. Então

existe uma constante C (dependendo de Ω e p) tal que

‖u‖p ≤ C‖∇u‖p, ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Em particular, a expressão ‖∇u‖p é uma norma em W 1,p
0 (Ω) equivalente à

norma ‖u‖W 1,p(Ω).

Vamos denotar por W−1,p′(Ω) o espaço dual de W 1,p
0 (Ω).

Uma demostração do próximo teorema pode ser encontrada em [1, Teo-

rema 3.5, p. 47].

Teorema 2.7. O espaço W 1,p
0 (Ω) é uniformemente convexo (e, portanto,

reflexivo) se 1 < p <∞.
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Teorema 2.8 (Prinćıpio da comparação fraco). Sejam u1, u2 ∈ W 1,p
0 (Ω) tais

que∫
Ω

|∇u1|p−2∇u1∇ϕ dx ≤
∫

Ω

|∇u2|p−2∇u2∇ϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), ϕ ≥ 0.

Então, u1 ≤ u2 q.t.p. em Ω.

Demonstração. Considere (u1−u2)+ = max{u1−u2, 0}. Então (u1−u2)+ ∈

W 1,p
0 (Ω) , pois u1, u2 ∈ W 1,p

0 (Ω). Temos também

∇(u1 − u2)+ =

 ∇(u1 − u2), se u1 > u2;

0, se u1 ≤ u2.

Usando a hipótese para ϕ = (u1 − u2)+ obtemos

0 ≥
∫

Ω
(|∇u1|p−2u1 − |∇u2|p−2u2) · ∇(u1 − u2)+ dx

=
∫
u1>u2

(|∇u1|p−2u1 − |∇u2|p−2u2) · ∇(u1 − u2) dx.

Mas, por (C.3) temos(
|∇u1|p−2u1 − |∇u2|p−2u2

)
· ∇(u1 − u2) ≥ 0.

Portanto, Ω0 := {x ∈ Ω;u1(x) > u2(x)} tem medida nula ou(
|∇u1|p−2u1 − |∇u2|p−2u2

)
· ∇(u1 − u2) = 0, q.t.p. em Ω0.

A última condição não pode ocorrer. De fato, caso contrário teŕıamos de

(C.3) que u1 − u2 = 0 q.t.p. em Ω0, o que contradiz a definição de Ω0.

Portanto, Ω0 tem medida nula.

Corolário 2.9 (Prinćıpio do máximo fraco). Suponha que u ∈ W 1,p
0 (Ω) é tal

que ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx ≥ 0, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), ϕ ≥ 0.

Então u ≥ 0 em Ω.
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Vamos usar também o prinćıpio da comparação forte [10, Teorema 2.2,

p. 507].

Teorema 2.10 (Prinćıpio da comparação forte). Sejam u1, u2 ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩

C0(Ω) tais que∫
Ω

|∇u1|p−2∇u1∇ϕ dx ≤
∫

Ω

|∇u2|p−2∇u2∇ϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), ϕ ≥ 0

e

u1 ≤ u2 em Ω.

Então ocorre exatamente uma das seguintes possibilidades:

u1 ≡ u2 em Ω ou u1 < u2 em Ω.

Corolário 2.11 (Prinćıpio do máximo forte). Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C0(Ω) tal

que ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx ≥ 0, ∀ ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), ϕ ≥ 0

e

u ≥ 0 em Ω.

Então, ocorre exatamente uma das seguintes possibilidades:

u ≡ 0 em Ω ou u > 0 em Ω.

Mais adiante vamos utilizar o prinćıpio da comparação para provar uma

estimativa para a solução fraca do seguinte problema de Dirichlet −∆pu = f(x), em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.1)

em que ∆pu é o operador p-Laplaciano calculado em u, formalmente dado

pela expressão

∆pu := div(|∇u|p−2∇u).
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Aqui vale observar que a equação −∆pu = f(x) é conhecida como equação

de Poisson para o p-Laplaciano. Observamos que esta denominação não

se aplica ao caso em que a função f depende de outras variáveis (além de

x). Por exemplo, no caso em que f = f(x, u). No caso particular f ≡ 1 o

problema de Dirichlet para equação de Poisson é conhecido como problema

de torção para o p-Laplaciano e a sua solução é conhecida como p-

função de torção de Ω .

Utilizando a expressão formal do p-Laplaciano e o Teorema da Divergência,

pode-se obter a motivação para o seguinte conceito de solução fraca para o

problema de Dirichlet (2.1).

Definição 2.12. Uma função u ∈ W 1,p
0 (Ω) é chamada solução fraca do

problema (2.1) se∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Na proposição seguinte e, eventualmente em outras partes desta dis-

sertação, a desigualdade

−∆pu ≤ −∆pv, no sentido fraco,

para funções u, v ∈ W 1,p
0 (Ω), significará∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx ≤
∫

Ω

|∇v|p−2∇v∇ϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), ϕ ≥ 0.

Proposição 2.13. Seja u solução fraca do problema de Dirichlet (2.1), com

f ∈ L∞(Ω). Então, u ∈ L∞(Ω) e

|u| ≤ ‖ f ‖
1
p−1
∞ φ,

em que φ é a p-função de torção de Ω.
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Demonstração. Seja φ a p-função de torção de Ω, isto é, a solução de −∆pφ = 1, em Ω

φ = 0 sobre ∂Ω.

Como Ω é limitado, existe uma bola B = BR(0) centrada em 0 de raio R

tal que Ω ⊂ B. Seja Φ a p-função de torção da bola B. Como a função

1 é radial, segue do Teorema B.1 (Apêndice B) que Φ é radial e usando as

funções ψp(t) = |t|p−2t e ψp′(t) = |t|p′−2t temos

Φ(r) =

∫ R

r

ψp′

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1

ds

)
dθ

=

∫ R

r

ψp′

(
θ

N

)
dθ

=

∫ R

r

(
θ

N

)p′−1

dθ

=
N

p′

(
R

N

)p′
− N

p′

( r
N

)p′
=

N1−p′

p′

(
Rp′ − rp′

)
,

isto é,

Φ(x) =
N1−p′

p′

(
Rp′ − |x|p′

)
, x ∈ B.

Estendendo φ como zero fora de Ω e observando que Φ ≥ 0 em B, temos que

ψ := (φ− Φ)+ ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩W 1,p

0 (B). Assim,∫
Ω

|∇φ|p−2∇φ∇ψ dx =

∫
Ω

ψ dx

=

∫
BR

ψ dx

=

∫
BR

|∇Φ|p−2∇Φ∇ψ dx

=

∫
Ω

|∇Φ|p−2∇Φ∇ψ dx,
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isto é, ∫
Ω

(|∇φ|p−2∇φ− |∇Φ|p−2∇Φ)∇ψ dx = 0.

Logo, ∫
Ω

(|∇φ|p−2∇φ− |∇Φ|p−2∇Φ)∇(φ− Φ)+ dx = 0,

o que implica∫
φ≥Φ

(|∇φ|p−2∇φ− |∇Φ|p−2∇Φ)∇(φ− Φ) dx = 0.

Assim, segue de (C.3) que

∇φ−∇Φ = 0 q.t.p. em {x ∈ Ω, φ(x) ≥ Φ(x)}.

Dáı, ∇(φ−Φ)+ = 0 q.t.p. em Ω e então (φ−Φ)+ = 0 em W 1,p
0 (Ω). Portanto,

φ ≤ Φ q.t.p. em Ω. Além disso, segue do prinćıpio do máximo fraco que

φ ≥ 0. Assim, 0 ≤ φ ≤ Φ e, como Φ é limitada, temos que φ ∈ L∞(Ω).

Em Ω temos também

−∆pu = f ≤ ‖ f ‖∞ = − ‖ f ‖
p−2
p−1
∞ ‖ f ‖

1
p−1
∞ ∆pφ = −∆p

(
‖ f ‖

1
p−1
∞ φ

)
no sentido fraco e, analogamente,

−∆p(−u) = | − 1|p−2(−1)(−∆p) = ∆pu = −f ≤ −∆p

(
‖ f ‖

1
p−1
∞ φ

)
no sentido fraco. Assim, pelo prinćıpio da comparação fraco segue que

|u| ≤ ‖ f ‖
1
p−1
∞ φ

e, como f, φ ∈ L∞(Ω), conclúımos que u ∈ L∞(Ω).
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Caṕıtulo 3

Existência e unicidade de

soluções do problema singular

Neste caṕıtulo estudamos a existência de soluções fracas para o seguinte

problema quasilinear eĺıptico
−∆pu = f(x)

uα
em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(3.1)

em que Ω é um domı́nio limitado em RN (N ≥ 1) com fronteira suave ∂Ω,

1 < p <∞, 0 < α ≤ 1, f ∈ L 1
α (Ω), f ≥ 0 e f 6≡ 0.

Para provar a existência de soluções utilizamos o seguinte teorema de

ponto fixo, cuja demonstração pode ser encontrada em [12, Teorema 4, página

504].

Teorema 3.1 (Teorema de Schaefer). Sejam X um espaço de Banach real e

A : X → X uma aplicação cont́ınua e compacta. Suponha que conjunto

{u ∈ X;u = λA(u), para algum 0 ≤ λ ≤ 1}

seja limitado. Então A possui um ponto fixo.
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Definição 3.2. Uma função u ∈ W 1,p
0 (Ω) é chamada solução fraca do pro-

blema (3.1) se u > 0 em Ω e vale a seguinte identidade∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx =

∫
Ω

f

uα
ϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω). (3.2)

Proposição 3.3. Se un → u em W 1,p
0 (Ω), então

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ϕ dx =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ dx, ∀φ ∈ W 1,p
0 (Ω)

Demonstração. Pela desigualdade de Hölder temos∣∣∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇ϕ dx−

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx

∣∣
≤ ‖|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u‖p′‖∇ϕ‖p

Assim, se 1 < p ≤ 2 então segue da desigualdade (C.2) que

||∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u| ≤ cp|∇un −∇u|p−1

o que implica ∣∣∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇ϕ dx−

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx

∣∣
≤ cp

[∫
Ω
|∇un −∇u|(p−1)p′| dx

] 1
p′ ‖∇ϕ‖p

= cp‖∇(un − u)‖p−1
p ‖∇ϕ‖p

= cp‖un − u‖p−1

W 1,p
0

‖ϕ‖W 1,p
0

(3.3)

e, portanto,

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ϕ dx−
∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ dx

∣∣∣∣ = 0.
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Temos também que se p > 2 então∣∣∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇ϕ dx−

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx

∣∣
≤ cp

∫
Ω

(|∇un|+ |∇u|)p−2 |∇un −∇u| |∇ϕ| dx, por (C.2)

≤ cp

[∫
Ω

(|∇un|+ |∇u|)p
′(p−2) |∇un −∇u|p

′
dx
] 1
p′ ‖∇ϕ‖p, pela desigualdade de Hölder

≤ cp ‖ (|∇un|+ |∇u|)p
′(p−2) ‖

1
p′
p−1
p−2

‖|∇un −∇u|p
′‖

1
p′
p−1 ‖∇ϕ‖p, pela desigualdade de Hölder

= cp
[∫

Ω
(|∇un|+ |∇u|)p dx

] p−2
p ‖∇un −∇u‖p ‖∇ϕ‖p

= cp ‖|∇un|+ |∇u|‖p−2
p ‖∇un −∇u‖p ‖∇ϕ‖p

≤ cp (‖∇un‖p + ‖∇u‖p)p−2 ‖∇un −∇u‖p ‖∇ϕ‖p, pela desigualdade triangular

isto é, ∣∣∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇ϕ dx−

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx

∣∣
≤ cp (‖un‖W 1,p

0 (Ω) + ‖u‖W 1,p
0 (Ω))

p−2 ‖un − u‖W 1,p
0 (Ω) ‖ϕ‖W 1,p

0 (Ω).
(3.4)

Portanto,

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ϕ dx =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ dx.

Considere o seguinte problema auxiliar
−∆pun = fn

(un+ 1
n)

α em Ω,

un ≥ 0 em Ω,

un = 0 sobre ∂Ω,

(3.5)

em que fn(x) = min{f(x), n}.

Lema 3.4. Sejam f ∈ L1(Ω) e α > 0. Então, para cada n ∈ N∗, o problema

(3.5) tem uma única solução fraca não negativa un ∈ W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω), isto

é, ∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕ dx =

∫
Ω

fn(
un + 1

n

)αϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).
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Demonstração. Existência

Para cada w ∈ Lp(Ω) temos∣∣∣∣∣ fn(
|w|+ 1

n

)α
∣∣∣∣∣ ≤ n(

1
n

)α = nα+1

e, então,
fn(

|w|+ 1
n

)α ∈ L∞(Ω) ⊂ Lp
′
(Ω).

Logo, pelo Teorema C.4, o seguinte problema tem uma única solução fraca

v ∈ W 1,p
0 (Ω)  −∆pv = fn

(|w|+ 1
n)

α em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω.
(3.6)

Assim, podemos definir a aplicação Γ : Lp(Ω) → Lp(Ω) como Γ(w) = v.

Portanto,∫
Ω

|∇v|p−2∇v∇ϕ dx =

∫
Ω

fn(
|w|+ 1

n

)αϕ dx, ∀ ϕ ∈ w1,p
0 (Ω) (3.7)

Dáı, ∫
Ω
|∇v|p dx =

∫
Ω

fn

(|w|+ 1
n)

αv dx

≤ n

( 1
n)

α

∫
Ω
|v| dx

= nα+1
∫

Ω
|v| dx

Como a imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ L1(Ω) é cont́ınua, temos

‖v‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ nα+1‖v‖L1(Ω)

≤ Cnα+1‖v‖W 1,p
0 (Ω),

o que implica

‖v‖W 1,p
0 (Ω) ≤

(
Cnα+1

) 1
p−1 ,

isto é,

‖Γ(w)‖W 1,p
0 (Ω) ≤

(
Cnα+1

) 1
p−1 .
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Como a imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) é compacta, segue da desigualdade an-

terior que se (wn) ⊂ Lp(Ω) é uma sequência limitada então (Γ(wn)) possui

uma subsequência convergente em Lp(Ω). Portanto, Γ : Lp(Ω) → Lp(Ω) é

um operador compacto. Além disso, se u = λΓ(u) para algum 0 ≤ λ ≤ 1

então

‖u‖p = ‖λΓ(u)‖p ≤ C1‖λΓ(u)‖W 1,p(Ω) ≤ C1 |λ|
(
Cnα+1

) 1
p−1 .

Assim, o conjunto {u ∈ Lp(Ω); u = λΓ(u) para algum 0 ≤ λ ≤ 1} é limitado.

Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Schaefer (Teorema 3.1) existe un ∈

W 1,p
0 tal que un = Γ(un). Note que, para mostrarmos que un é uma solução

fraca para o problema (3.5) é suficiente mostrarmos que un ≥ 0. Observe, de

(3.7), com v = un e w = un, que∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇φ dx =

∫
Ω

fn(x)(
|un|+ 1

n

)αφ dx ≥ 0, ∀ φ ∈ W 1,p
0 (Ω), φ ≥ 0.

(3.8)

Assim, pelo prinćıpio do máximo fraco (Corolário 2.9), temos que un ≥ 0.

Portanto, un é uma solução fraca para o problema (3.5). Além disso, como

fn

(|un|+ 1
n)

α ∈ L∞(Ω), pela Proposição 2.13 temos un ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Unicidade

Sejam un, vn ∈ W 1,p
0 (Ω) soluções fracas do problema (3.5). Escolhendo ϕ =

un − vn como função teste temos∫
Ω

(|∇un|p−2∇un − |∇vn|p−2∇vn) · ∇(un − vn) dx =

=
∫

Ω
fn

(un+ 1
n)

α (un − vn) dx−
∫

Ω
fn

(vn+ 1
n)

α (un − vn) dx

=
∫

Ω
fn

[
1

(un+ 1
n)

α − 1

(vn+ 1
n)

α

]
(un − vn) dx

≤ 0.

Por outro lado, de (C.3) segue que

(|∇un|p−2∇un − |∇vn|p−2∇vn) · ∇(un − vn) ≥ 0. (3.9)
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Portanto, ∫
Ω

(|∇un|p−2∇un − |∇vn|p−2∇vn) · ∇(un − vn) dx = 0

Dáı, usando (3.9) novamente obtemos

(|∇un|p−2∇un − |∇vn|p−2∇vn) · ∇(un − vn) = 0, q.t.p. em Ω.

Logo, segue de (C.3) que∇(un−vn) = 0 q.t.p. em Ω, o que implica un−vn = 0

em W 1,p
0 (Ω). Portanto, un = vn em W 1,p

0 (Ω).

Lema 3.5. Sejam f ∈ L1Ω e α > 0.

a) A sequência {un} é crescente em relação a n;

b) se Ω′ ⊂⊂ Ω então un > 0 em Ω′ e existe uma constante positiva CΩ′

(independente de n) tal que para todo n ∈ N∗

un ≥ CΩ′ > 0, ∀x ∈ Ω′. (3.10)

Demonstração. a) Observe que se un(x)− un+1(x) ≥ 0 então

un+1(x) +
1

n+ 1
≤ un(x) +

1

n

e, assim, (
un+1(x) +

1

n+ 1

)α
−
(
un(x) +

1

n

)α
≤ 0.

Temos também

0 ≤ fn = min{f, n} ≤ min{f, n+ 1} = fn+1.

Portanto, escolhendo (un − un+1)+ = max{un − un+1, 0} como função teste

temos ∫
Ω

(|∇un|p−2∇un − |∇un+1|p−2∇un+1) · ∇(un − un+1)+ dx =

=
∫

Ω
fn

(un+ 1
n)α

(un − un+1)+ dx−
∫

Ω
fn+1

(un+1+ 1
n+1)α

(un − un+1)+ dx

≤
∫

Ω
fn+1

[
1

(un+ 1
n)α
− 1

(un+1+ 1
n+1)α

]
(un − un+1)+ dx

≤ 0.
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Por outro lado, de (C.3) segue que

(|∇un|p−2∇un − |∇un+1|p−2∇un+1) · ∇(un − un+1)+ ≥ 0. (3.11)

Portanto,∫
Ω

(|∇un|p−2∇un − |∇un+1|p−2∇un+1) · ∇(un − un+1)+ dx = 0

Dáı, usando (3.11) novamente, obtemos

(|∇un|p−2∇un − |∇un+1|p−2∇un+1) · ∇(un − un+1)+ = 0, q.t.p. em Ω,

o que implica, por (C.3), que

∇(un − un+1)+ = 0, q.t.p. em Ω,

isto é,

‖(un − un+1)+‖W 1,p
0 (Ω) = 0.

Logo, (un − un+1)+ = 0 em W 1,p
0 (Ω), o que implica un − un+1 ≤ 0 q.t.p. em

Ω, ou seja, un ≤ un+1 q.t.p. em Ω.

b) Como a sequência un é crescente em relação a n, precisamos provar

somente que u1 satisfaz (3.10). Pela Proposição 2.13 , existe C1 (dependendo

somente de Ω, N , p) tal que

‖u1‖L∞(Ω) ≤ C1‖f1‖
1
p−1
∞ =: C. (3.12)

Logo, para toda ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), ϕ ≥ 0, temos∫

Ω

|∇u1|p−2∇u1∇ϕ dx =

∫
Ω

f1

(u1 + 1)α
ϕ dx ≥

∫
Ω

f1

(C + 1)α
ϕ ≥ 0

pois u1 ≤ C, o que implica (u1 + 1)α ≤ (C + 1)α e então, como f1 ≥ 0,

obtemos
f1

(u1 + 1)α
≥ f1

(C + 1)α
.
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Temos por hipótese f 6≡ 0. Assim, f1

(u1+1)α
6≡ 0 e então u1 6≡ 0. Como

u1 ∈ L∞(Ω), temos por [18] que u1 ∈ C1,β(Ω), para uma constante β apro-

priada. Em particular, u1 ∈ C0(Ω). Portanto, o prinćıpio da comparação

forte (Teorema 2.10) implica que u1 > 0. Como u1 é cont́ınua, conclúımos

que vale (3.10).

O lema seguinte permite usar as funções teste em C∞0 (Ω) para mostrar

que uma função é solução fraca.

Lema 3.6. Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω) não negativa, satisfazendo∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx =

∫
Ω

f

uα
ϕ dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω). (3.13)

Então u é uma solução fraca do problema (3.1).

Demonstração. Seja w uma função arbitrária em W 1,p
0 (Ω) e tome {ξn} ⊂

C∞0 (Ω) tal que ξn → |w| em W 1,p
0 (Ω). Logo, ξn → |w| em Lp(Ω) e passando

a uma subsequência, se necessário, temos também a convergência q.t.p. em

Ω. Assim,∣∣∫
Ω
fw
uα

dx
∣∣ ≤ ∫

Ω
f |w|
uα

dx, pois u, f ≥ 0

≤ lim inf
∫

Ω
fξn
uα

dx, pelo Lema de Fatou

= lim
∫

Ω
|∇u|p−2∇u · ∇ξn dx, pois ξn ∈ C∞0 (Ω)

≤ ‖∇u‖p−1
p lim

n→∞
‖∇ξn‖p pela desigualdade de Hölder

= ‖∇u‖p−1
p ‖∇|w|‖p

= ‖∇u‖p−1
p ‖∇w‖p.

(3.14)

Agora, seja ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω). Logo, existe uma sequência (ϕn) ⊂ C∞0 (Ω) tal que

ϕn → ϕ em W 1,p
0 (Ω). Portanto, usando (3.14) para w = ϕn − ϕ, obtemos

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

f

uα
(ϕn − ϕ) dx

∣∣∣∣ ≤ ‖∇u‖p−1
p lim

n→∞
‖∇(ϕn − ϕ)‖p = 0. (3.15)
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Portanto,

lim
n→∞

∫
Ω

f

uα
ϕn dx =

∫
Ω

f

uα
ϕ dx (3.16)

Por outro lado, temos ϕn ∈ C∞0 (Ω) e, pela desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇(ϕn − ϕ) dx

∣∣∣∣ ≤ ‖∇u‖p−1
p ‖∇(ϕn − ϕ)‖p

. Assim, segue da hipótese que

lim
n→∞

∫
Ω

f

uα
ϕn dx = lim

n→∞

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕn dx

=
∫

Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx.

(3.17)

Combinando (3.16) e (3.17), obtemos∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx =

∫
Ω

f

uα
ϕ dx.

Portanto, u é uma solução fraca do problema (3.1).

Teorema 3.7. Suponha que f é uma função não negativa em L
1
α (Ω) e 0 <

α ≤ 1. Então a equação (3.1) possui uma única solução u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração. Existência

Note que un é solução de −∆pw = g em Ω

w = 0 sobre ∂Ω

em que g = fn

(un+ 1
n)

α . Portanto, pela demonstração do Teorema C.4 temos

que un minimiza o funcional Jn : W 1,p
0 (Ω)→ R definido por

Jn(w) =
1

p

∫
Ω

|∇w|p dx−
∫

Ω

fnw(
un + 1

n

)α dx.

Pelo Lema 3.4, {un} é crescente. Logo,

0 ≤ un(x) ≤ u(x) := limun(x) ≤ ∞.
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Além disso, fazendo ϕ = un em (3.8) obtemos

‖un‖pW 1,p
0 (Ω)

=

∫
Ω

|∇un|p dx =

∫
Ω

fnun(
un + 1

n

)α dx

≤
∫

Ω

fun
uαn

dx

=

∫
Ω

fu1−α
n dx

≤ ‖f‖ 1
α
‖u1−α

n ‖ 1
1−α

= ‖f‖ 1
α
‖un‖1−α

1

≤ ‖f‖ 1
α

(C‖un‖W 1,p
0 (Ω))

1−α

= C1−α‖f‖ 1
α
‖un‖1−α

W 1,p
0 (Ω)

isto é,

‖un‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C

1−α
p−(1−α)‖f‖

1
p−(1−α)
1
α

.

Logo, {un} é limitada em W 1,p
0 (Ω). Dáı, como W 1,p

0 (Ω) é reflexivo, passando

possivelmente a uma subsequência, temos que existe u ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que

un ⇀ u fraco em W 1,p
0 (Ω). (3.18)

Assim, passando a uma subsequência, se necessário, temos un → u em L1(Ω)

e então, passando novamente a uma subsequência, temos un → u q.t.p. em

Ω. Portanto, u = u ∈ W 1,p
0 (Ω). Segue também de (3.18) que

‖u‖W 1,p
0 (Ω) ≤ lim inf ‖un‖W 1,p

0 (Ω). (3.19)

Como un minimiza o funcional Jn, temos Jn(un) ≤ Jn(u), isto é,

1

p

∫
Ω

|∇un|p dx−
∫

Ω

fnun(
un + 1

n

)α dx ≤ 1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

fnu(
un + 1

n

)α dx,

o que implica

1
p

∫
Ω
|∇un|p dx ≤ 1

p

∫
Ω
|∇u|p dx +

∫
Ω

un−u
(un+ 1

n)
αfn dx

≤ 1
p

∫
Ω
|∇u|p dx,
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uma vez que un ≤ u q.t.p. em Ω. Logo,

lim sup ‖un‖W 1,p
0 (Ω) ≤ ‖u‖W 1,p

0 (Ω). (3.20)

Portanto, segue de (3.19) e (3.20) que

lim
n→∞

‖un‖W 1,p
0 (Ω) = ‖u‖W 1,p

0 (Ω). (3.21)

Como W 1,p
0 (Ω) é uniformemente convexo, segue de (3.18) e (3.21) que un → u

em W 1,p
0 (Ω). Portanto, pela Proposição 3.3, conclúımos que

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇φ dx =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φ dx, ∀φ ∈ W 1,p
0 (Ω).

(3.22)

Por outro lado, para cada φ ∈ C∞0 (Ω) obtemos de (3.10) que

0 ≤

∣∣∣∣∣ fnφ(
un + 1

n

)α
∣∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖L∞(CΩ′)α

f

em que Ω′ = {x ∈ Ω;φ 6= 0}. Além disso, {fn} converge para f q.t.p. e,

como a imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) é compacta, passando possivelmente a

uma subsequência, temos un → u forte em Lp(Ω) e q.t.p. em Ω. Assim,

aplicando o teorema da convergência dominada de Lebesgue, obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

fnφ(
un + 1

n

)α dx =

∫
Ω

fφ

uα
dx, ∀φ ∈ C∞0 (Ω). (3.23)

Temos também que un é solução fraca de (3.5) e então∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇φ dx =

∫
Ω

fnφ(
un + 1

n

)α dx, ∀φ ∈ W 1,p
0 (Ω). (3.24)

Portanto, segue de (3.22), (3.23) e (3.24) que∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φ dx =

∫
Ω

fφ

uα
dx, ∀φ ∈ C∞0 (Ω).

Logo, pelo Lema 3.6 u é solução fraca de (3.1).
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Unicidade

Sejam u1, u2 ∈ W 1,p
0 (Ω) soluções fracas de (3.1). Considerando ϕ = u1 − u2,

temos ∫
Ω

|∇u1|p−2∇u1 · ∇(u1 − u2) dx =

∫
Ω

f

uα1
(u1 − u2) dx

e ∫
Ω

|∇u2|p−2∇u2 · ∇(u1 − u2) dx =

∫
Ω

f

uα2
(u1 − u2) dx.

Logo,∫
Ω

(|∇u1|p−2∇u1−|∇u2|p−2∇u2)·∇(u1−u2) dx =

∫
Ω

(u1−u2)

(
1

uα1
− 1

uα2

)
f dx

Segue de (C.3) que o lado esquerdo dessa igualdade é não negativo. Temos

também que o lado direito é menor ou igual a 0. Portanto,∫
Ω

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2) · ∇(u1 − u2) dx = 0.

Assim, segue de (C.3) que ∇(u1 − u2) = 0 q.t.p. Logo, ‖∇(u1 − u2)‖p = 0,

isto é, ‖u1 − u2‖W 1,p
0 (Ω) = 0. Portanto, u1 = u2.
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Caṕıtulo 4

Minimização do funcional

energia

Neste caṕıtulo vamos assumir 0 < α < 1 e f ∈ L
1
α (Ω). Vamos mostrar

inicialmente que a solução fraca de (3.1) minimiza o funcional Jα : W 1,p
0 (Ω)→

R definido por

Jα(v) =
1

p
‖∇v‖pp −

1

1− α

∫
Ω

(v+)1−αf dx

e conhecido como o funcional energia associado ao problema (3.1). Uma

vez que 0 < α < 1, este funcional não é derivável. Portanto, não podemos

usar recursos de derivação para concluir que seus posśıveis minimizadores são

pontos cŕıticos.

Posteriormente, mostraremos que a solução u minimiza o quociente

‖∇v‖pp(∫
Ω
|v|1−αf dx

) p
1−α

, v ∈ W 1,p
0 (Ω)\{0}.

Na demonstração do próximo lema vamos usar a seguinte observação:

Observação 4.1. Sejam 0 < β < 1, γ > 1 e a, b ≥ 0 tais que a + b = 1.

Então a função t 7→ tβ é estritamente côncava e a função t 7→ tγ é estritamente
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convexa, isto é,

(ax+ by)β ≥ axβ + byβ, ∀ x, y ∈ R,

(ax+ by)γ ≤ axγ + yγ, ∀ x, y ∈ R,

e essas desigualdades são estritas nos pontos em que x 6= y.

Como 0 < 1− α < 1 e p > 1, para w1, w2 ∈ W 1,p
0 (Ω), temos

(aw1 + bw2)1−α ≥ aw1−α
1 + bw1−α

2 ,

(a|∇w1|+ b|∇w2|)p ≤ a|∇w1|p + |∇w2|p

e a primeira desigualdade é estrita nos pontos em que w1(x) 6= w2(x).

Lema 4.2. O funcional Jα : W 1,p
0 (Ω) → R possui um único minimizador, o

qual é não negativo.

Demonstração. Existência

Note que o funcional Jα está bem definido, pois

|Jα(v)| ≤ 1
p
‖∇v‖pp + ‖f‖ 1

α
‖(v+)1−α‖ 1

1−α
, pela desigualdade de Hölder

= 1
p
‖v‖p

W 1,p
0 (Ω)

+ ‖f‖ 1
α
‖v+‖1−α

1

≤ 1
p
‖v‖p

W 1,p
0 (Ω)

+ ‖f‖ 1
α
‖v‖1−α

1

≤ 1
p
‖v‖p

W 1,p
0 (Ω)

+ C‖f‖ 1
α
‖v‖1−α

W 1,p
0 (Ω)

, pois W 1,p
0 (Ω) ↪→ L1(Ω).

Temos também de modo análogo

Jα(v) ≥ 1

p
‖v‖p

W 1,p
0 (Ω)

− C‖f‖ 1
α
‖v‖1−α

W 1,p
0 (Ω)

. (4.1)

Logo, como 0 < 1− α < 1 < p, segue que a função p(t) = 1
p
tp − C‖f‖ 1

α
t1−α

é limitada inferiormente em R+ e então

µ := inf
v∈W 1,p

0 (Ω)
Jα(v) > −∞. (4.2)
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É interessante observar que µ < 0. De fato, fixando v ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que∫

Ω

(v+)1−αf dx > 0

temos

Jα(tv) = t1−α
[
tp−(1−α)

p
‖∇v‖pp −

1

1− α

∫
Ω

(v+)1−αf dx

]
,

para todo t ≥ 0. Como a função t 7→ Jα(tv) é negativa para valores de t

entre suas duas ráızes, podemos concluir que o funcional Jα assume valores

negativos.

Agora, tomemos uma sequência minimizante correspondente a µ, isto é,

uma sequência {wk} ⊂ W 1,p
0 (Ω) tal que

lim
k→+∞

Jα(wk) = µ. (4.3)

Logo, a sequência (J(wk))k∈N é limitada em R e então segue de (4.1) que

existe M > 0 tal que

1

p
‖wk‖pW 1,p

0 (Ω)
− C‖f‖ 1

α
‖wk‖1−α

W 1,p
0 (Ω)

≤M, ∀k ∈ N.

Portanto, {wk} é uma sequência limitada em W 1,p
0 (Ω), pois

lim
t→+∞

p(t) = +∞.

Como W 1,p
0 (Ω) é reflexivo, (wk) possui uma subsequência, que vamos con-

tinuar denotando por (wk), fracamente convergente em W 1,p
0 (Ω). Passando

possivelmente a uma subsequência, temos que existe w ∈ L1(Ω) tal que

wk → w em L1(Ω). Note que,

w+
k =

1

2
(|wk|+ wk) →

1

2
(|w|+ w) = w+ em L1(Ω) (4.4)

quando k →∞. Como

|aβ − bβ| ≤ |a− b|β, ∀ a, b ≥ 0, 0 < β ≤ 1, (4.5)
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temos ∣∣∫
Ω

[(w+
k )1−α − (w+)1−α] f dx

∣∣
≤

∫
Ω
|(w+

k )1−α − (w+)1−α| |f | dx

≤
∫

Ω
|w+

k − w+|1−α |f | dx, por (4.5)

≤ ‖(w+
k − w+)1−α‖ 1

1−α
‖f‖ 1

α
, pela desigualdade de Hölder

= ‖w+
k − w+‖1−α

1 ‖f‖ 1
α
.

Logo, segue de (4.4) que

lim
k→+∞

∫
Ω

(w+
k )1−αf dx =

∫
Ω

(w+)1−αf dx. (4.6)

Observe que

Jα(w) = 1
p
‖w‖p

W 1,p
0 (Ω)

− 1
1−α

∫
Ω

(w+)1−αf dx

≤ 1
p

(
lim inf
k→∞

‖wk‖W 1,p
0 (Ω)

)p
− 1

1−α

∫
Ω

(w+)1−αf dx

= 1
p

lim inf
k→∞

‖wk‖pW 1,p
0 (Ω)

− 1

1− α

∫
Ω

(w+)1−αf dx

= lim inf
k→∞

(
1

p
‖wk‖pW 1,p

0 (Ω)
− 1

1− α

∫
Ω

(w+
k )1−αf dx

)
+ 1

1−α lim
k→∞

(∫
Ω

(w+
k )1−αf dx−

∫
Ω

(w+)1−αf dx

)
= lim inf

k→∞
Jα(wk) +

1

1− α
lim
k→∞

(∫
Ω

(w+
k )1−αf dx−

∫
Ω

(w+)1−αf dx

)
= µ+ 0 = µ,

ou seja

Jα(w) ≤ µ.

Por outro lado,

µ = inf
v∈W 1,p

0 (Ω)
Jα(v) ≤ Jα(w).

Logo, Jα(w) = µ e então w minimiza Jα.

w é não negativo

Sabemos que

∇w+ =

 ∇w, em w ≥ 0,

0, em w < 0,
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e

∇w− =

 0, em w ≥ 0,

−∇w, em w < 0.

Logo, se ∇w− 6≡ 0

‖∇w‖p =

(∫
Ω

‖∇w+‖pRN dx

) 1
p

+

(∫
Ω

‖∇w−‖pRN dx

) 1
p

>

(∫
Ω

‖∇w+‖pRN dx

) 1
p

= ‖∇w+‖p

e, então,

Jα(w+) < Jα(w), (4.7)

o que contradiz o fato de w ser um minimizador de Jα. Portanto,

w− ≡ 0. (4.8)

Assim, w ≥ 0.

Unicidade

Sejam w1 e w2 minimizadores de Jα e suponhamos que

D := {x ∈ Ω / w1(x) 6= w2(x)}

tem medida positiva. Como já mostramos w1 e w2 são não negativos. Sejam

a, b ≥ 0 são tais que a+ b = 1. Logo,

µ ≤ Jα(aw1 + bw2)

= 1
p

∫
Ω
|a∇w1 + b∇w2|p dx− 1

1−α

∫
Ω

(aw1 + bw2)1−αf dx

≤ 1
p

∫
Ω

(a|∇w1|+ b|∇w2|)p dx− 1
1−α

∫
Ω

(aw1 + bw2)1−αf dx, pela des. triangular

< 1
p

∫
Ω

(a|∇w1|p + b|∇w2|p) dx− 1
1−α

∫
Ω

(aw1−α
1 + bw1−α

2 )f dx, pela observação 4.1

= aJα(w1) + bJα(w2)

= (a+ b) µ, por (4.2)

= µ
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Assim, chegamos ao absurdo µ < µ. Logo, |D| = 0 e w1 = w2 q.t.p. em Ω.

Lema 4.3. A solução un encontrada no Lema 3.4 é o único minimizador

positivo do funcional

Hn(v) =
1

p
‖∇v‖pp −

∫
Ω

Gn(v(x)) fn(x) dx

em que

Gn(t) =

∫ t

0

(
s+ +

1

n

)−α
ds (4.9)

=

 1
1−α

(
t+ 1

n

)1−α − 1
1−α

(
1
n

)1−α
, se t ≥ 0,(

1
n

)−α
t, se t < 0.

Demonstração. Hn é de classe C1

Defina

g(x, s) =
fn(x)(
s+ + 1

n

)α . (4.10)

Note que, para todo s ∈ R, a função x 7→ g(x, s) é Lebesgue mensurável,

pois fn ∈ L1(Ω). Temos também que para quase todo x ∈ Ω a função

s 7→ g(x, s) é cont́ınua em R. Portanto, g definida em (4.10) é uma função

de Carathéodory.

Temos que g satisfaz a condição de crescimento

|g(x, s)| ≤ C|s|q−1 + b(x), x ∈ Ω, s ∈ R (4.11)

em que C ≥ 0 é uma constante, 1 < q < p∗ e b ∈ Lq′(Ω), pois

|g(x, s)| =
fn(x)(
s+ + 1

n

)α
≤ n(

1
n

)α
= nα+1.
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Portanto, segue da Observação A.4 que o funcional Hn : W 1,p
0 (Ω)→ R é

de classe C1 e

〈H ′n(v), φ〉 =

∫
Ω

|∇v|p−2∇v∇φ dx−
∫

Ω

g(x, v)φ dx, ∀ φ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Hn possui um minimizador

Note que

Gn(v(x)) = 1
1−α

(
v(x) + 1

n

)1−α − 1
1−α

(
1
n

)1−α ≤ 1
1−α

(
v+(x) + 1

n

)1−α
, para v(x) ≥ 0,

Gn(v(x)) =
(

1
n

)−α
v(x) ≤ 0 ≤ 1

1−α

(
1
n

)1−α
= 1

1−α

(
v+(x) + 1

n

)1−α
, para v(x) ≤ 0.

Assim,

Gn(v) ≤ 1

1− α

(
v+ +

1

n

)1−α

,

o que, pela desigualdade de Hölder e a imersão de Sobolev, implica∫
Ω

Gn(v)fn dx ≤
1

1− α

∫
Ω

(
v+ +

1

n

)1−α

f dx

≤ 1

1− α

∫
Ω

(
v+ + 1

)1−α
f dx

≤ 1

1− α
‖ f‖ 1

α
‖v + 1‖1−α

1

≤ 1

1− α
‖ f‖ 1

α
(‖v‖1 + |Ω|)1−α

≤ 1

1− α
‖ f‖ 1

α
(C‖∇v‖p + |Ω|)1−α

= C1(‖∇v‖p + C2)1−α. (4.12)

Logo,

Hn(v) =
1

p
‖∇v‖pp −

∫
Ω

Gn(v(x)) fn(x) dx

≥ 1

p
‖∇v‖pp − C1(‖∇v‖p + C2)1−α.

Uma vez que a função t ∈ [0,+∞) 7→ tp

p
−C1(t+C2)1−α é limitada inferior-

mente, temos que

λ := inf
v∈W 1,p

0 (Ω)
Hn(v) > −∞.
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Portanto, existe uma sequência {wk} ⊂ W 1,p
0 (Ω) tal que

Hn(wk)→ λ quando k →∞. (4.13)

Segue de (4.13) que wk é limitada em W 1,p
0 (Ω), pois

lim
t→+∞

[
tp

p
− C1(t+ C2)1−α

]
= +∞.

Como W 1,p
0 (Ω) é reflexivo, passando a uma subsequência se necessário, {wk}

é fracamente convergente em W 1,p
0 (Ω). Passando novamente a uma sub-

sequência, existe w ∈ L1(Ω) tal que

wk → w em L1(Ω), quando k →∞.

Note que

G′n(t) =

(
t+ +

1

n

)−α
≤
(

1

n

)−α
= nα, ∀ t ∈ R. (4.14)

Assim, Gn é Lipschitziana e, então,∣∣∫
Ω
Gn(wk)fn dx−

∫
Ω
Gn(w)fn dx

∣∣ ≤ n
∫

Ω
|Gn(wk)−Gn(w)| dx, pois |fn| ≤ n

≤ nα+1
∫

Ω
|wk − w| dx, por (4.14)

= nα+1‖wk − w‖1

≤ nα+1C‖wk − w‖W 1,p
0 (Ω), pela imersão de Sobolev.

Portanto,

lim
k→∞

∫
Ω

Gn(wk)fn dx =

∫
Ω

Gn(w)fn dx,

o que implica

Hn(w) ≤ 1

p
lim inf
k→∞

‖∇wk‖pp −
∫

Ω

Gn(w)fn dx

= lim inf
k→∞

1

p

(
‖∇wk‖pp −

∫
Ω

Gn(wk)fn dx

)
= lim inf

k→∞
Hn(wk)

= λ (4.15)
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Logo, w minimiza Hn.

Uma vez que Gn(w) ≤ Gn(w+), podemos concluir que ∇w− ≡ 0, ou seja,

w ≥ 0.

Como Hn é de classe C1 e w é um minimizador, conclúımos que w é um

ponto cŕıtico de Hn. Portanto, w é solução de (3.5), implicando que w = un

e, então, un minimiza Hn.

Unicidade

Já mostramos que Hn é de classe C1 e, portanto, todo minimizador de Hn

é um ponto cŕıtico. Mostramos também que todo ponto cŕıtico de Hn é

uma solucão de (3.5). Logo, todo minimizador de Hn é uma solucão de

(3.5). Além disso, segue do Lema 3.4 que o problema (3.5) possui uma única

solução. Portanto, Hn possui um único minimizador, o qual é un.

Teorema 4.4. A solução u encontrada no Teorema 3.7 minimiza Jα.

Demonstração. Note que

lim
n→∞

Gn(t) =

 1
1−αt

1−α, se t ≥ 0,

0, se t < 0.

=
(t+)1−α

1− α
.

Logo,

lim
n→∞

fn(x)Gn(un(x)) =
1

1− α
f(x)u(x)1−α, x ∈ Ω q.t.p.

Além disso, como un ≤ u e Gn é crescente, temos

|fn(x)Gn(un(x))| ≤ f(x) |Gn(un(x))|

≤ f(x) |Gn(u(x))|

≤ f(x)
1−α

(
u(x) + 1

n

)1−α

≤ f(x)
1−α (u(x) + 1)1−α
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e

‖(u+ 1)1−αf‖1 ≤ ‖u+ 1‖1−α
1 ‖f‖ 1

α

≤ (‖u‖1 + |Ω|)1−α ‖f‖ 1
α

< +∞.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)Gn(un(x)) dx =
1

1− α

∫
Ω

f(x)u1−α dx. (4.16)

Analogamente, se v ∈ W 1,p
0 (Ω),

|fn(x)Gn(v(x))| ≤ f(x) |Gn(v+(x))| ≤ f(x)

1− α

(
v+(x) +

1

n

)1−α

∈ L1(Ω)

e

lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)Gn(v(x)) dx =
1

1− α

∫
Ω

f(x)(v+(x))1−α dx. (4.17)

Como un ≥ 0 e un é um minimizador de Hn, temos

1

p
‖∇un‖pp −

∫
Ω

fn(x)Gn(un(x)) dx ≤ 1

p
‖∇v‖pp −

∫
Ω

fn(x)Gn(v(x)) dx.

Dáı, como sabemos que un → u em W 1,p
0 (Ω) - veja demonstração do Teorema

3.7 - temos de (4.16) e (4.17) que

1

p
‖∇u‖pp −

1

1− α

∫
Ω

f(x)u1−α dx ≤ 1

p
‖∇v‖pp −

∫
Ω

f(x)(v+(x))1−α dx

ou seja,

Jα(u) ≤ Jα(v), ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Agora mostraremos que u minimiza o quociente

‖∇v‖pp(∫
Ω
|v|1−αf dx

) p
1−α

, v ∈ W 1,p
0 (Ω)\{0}.
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Note que isto é equivalente a provar o seguinte teorema, em que

uα :=
u(∫

Ω
|u|1−α fdx

) 1
1−α

e

M :=

{
v ∈ W 1,p

0 (Ω) :

∫
Ω

|v|1−α fdx = 1

}
.

Teorema 4.5. Temos

‖∇uα‖pp = min
{
‖∇v‖pp : v ∈M

}
.

Demonstração. Usando (3.2) para ϕ = u obtemos

‖∇u‖pp =

∫
Ω

u1−αf dx. (4.18)

Portanto,

Jα(u) =

(
1

p
− 1

1− α

)∫
Ω

u1−αf dx.

Fixe v ∈M. Para cada t > 0 temos

Jα(u) ≤ Jα(t |v|) =
tp

p
‖∇v‖pp −

t1−α

1− α
,

e, por (4.18), essa desigualdade equivale a

t1−α

(
1

1− α
−
tp−(1−α) ‖∇v‖pp

p

)
≤
(

1

1− α
− 1

p

)∫
Ω

u1−αf dx. (4.19)

Para

t = ‖∇v‖
− p
p−(1−α)

p

temos

t1−α ≤
∫

Ω

u1−αf dx,

isto é,

‖∇v‖
− p(1−α)
p−(1−α)

p ≤
∫

Ω

u1−αf dx,
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ou ainda

‖∇v‖pp ≥
(∫

Ω

u1−αf dx

)1− p
1−α

.

Portanto, segue de (4.18) que

‖∇uα‖pp =

(∫
Ω

u1−αf dx

)1− p
1−α

≤ ‖∇v‖pp,

o que finaliza a prova, uma vez que uα ∈M.
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Apêndice A

Diferenciabilidade de funcionais

de Nemytskii

Neste apêndice apresentamos um resultado de diferenciabilidade para funci-

onais de Nemytskii, ou seja, para funcionais da forma

Φ(u) =

∫
Ω

F (x, u(x)) dx

em que

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, τ) dτ.

Estes resultados podem ser encontrados em [11, 14].

Definição A.1. Um funcional Φ em um espaço de Banach X é (Fréchet)

diferenciável em u ∈ X se existe uma aplicação linear limitada Φ′(u) ∈ X∗

tal que
|Φ(u+ v)− Φ(u)− Φ′(u)v|

‖v‖X
→ 0

quando ‖v‖X → 0. O funcional Φ é de classe C1 se a aplicação u 7→ Φ′(u) é

cont́ınua. Φ′(u) é a derivada de Fréchet de Φ em u.

Usualmente, a expressão 〈Φ′(u), v〉 é utilizada para denotar Φ′(u)v, a ação

de Φ′(u) em v.
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Definição A.2. Uma função f : Ω × R → R é chamada função de Ca-

rathéodory se satisfaz as seguintes condições:

(i) para cada s ∈ R, a função x 7→ f(x, s) é Lebesgue mensurável em Ω;

(ii) para x ∈ Ω q.t.p. a função s 7→ f(x, s) é cont́ınua em R.

A proposição seguinte pode ser encontrada em [11, Proposição 6].

Proposição A.3. Suponha que f : Ω×R→ R é uma função de Carathéodory

e satisfaz a seguinte condição de crescimento:

|f(x, s)| ≤ C|s|q−1 + b(x), x ∈ Ω, s ∈ R,

em que C ≥ 0 é uma constante, q > 1, b ∈ Lq
′
(Ω). Seja F : Ω × R → R

definida por

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, τ) dτ.

Então:

(i) F é uma função de Carathéodory e existem C1 ≥ 0 e c ∈ Lq′(Ω) tais que

|F (x, s)| ≤ C1|s|q + c(x), x ∈ Ω, s ∈ R;

(ii) o funcional Φ : Lq(Ω)→ R definido por

Φ(u) =

∫
Ω

F (x, u(x)) dx

é de classe C1 e a derivada de Fréchet de Φ em u é o funcional definido por

〈Φ′(u), v〉 =

∫
Ω

f(x, u(x)) v(x) dx, u ∈ Lq(Ω), v ∈ Lq′(Ω). (A.1)

Observação A.4. Para 1 < q < p∗, as soluções de −∆pu = f(x, u), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(A.2)
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são pontos cŕıticos de um funcional de classe C1 em W 1,p
0 (Ω). De fato, por

definição, u ∈ W 1,p
0 (Ω) é solução fraca de (A.2) se∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx =

∫
Ω

f(x, u(x)) v(x) dx, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Além disso, segue de [11, Teoremas 7 e 9] que o funcional ψ(u) := 1
p
‖∇u‖pp é

de classe C1 em W 1,p
0 (Ω) e

〈ψ′(u), v〉 :=

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx.

Por outro lado, como a imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) é cont́ınua, segue da

proposição anterior que o funcional energia associado ao problema (A.2),

definido por

F(u) =
1

p
‖∇u‖pp −

∫
Ω

F (x, u(x)) dx,

é de classe C1 em W 1,p
0 (Ω) e sua derivada é dada pela expressão

〈F′(u), v〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx−
∫

Ω

f(x, u(x)) v(x) dx, ∀u, v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Assim, as soluções do problema (A.2) são os pontos cŕıticos de F.
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Apêndice B

Solução do problema de

Dirichlet para a equação de

Poisson radial

Nesta seção vamos deduzir uma expressão para a solução do problema −∆pu = f(x), em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(B.1)

em que Ω é a bola de raio R centrada na origem e f ∈ L∞(Ω) é radial, isto

é, f(x) = f(r), em que r = |x|.

Para simplificar a expressão da solução, utilizaremos a função

ψp(t) := |t|p−2t.

Note que

ψ−1
p = ψp′ . (B.2)

De fato, se s ≥ 0 e s = ψp(t) = |t|p−2t então t ≥ 0 e, assim, s = tp−1.

Logo, t = s
1
p−1 = sp

′−1 = ψp′(s). Por outro lado, se s < 0 e s = ψp(t) =
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|t|p−2t então t < 0 e, assim, s = (−t)p−2t = (−1)p−2tp−1 o que implica que

tp−1 = (−1)2−ps, que pode ser reescrita da seguinte maneira:

t = (−1)
2−p
p−1 s

1
p−1 = (−1)p

′−2sp
′−1 = (−s)p′−2s = ψp′(s).

Teorema B.1. Suponha que em (B.1) tenhamos Ω = BR(0) e f(x) = f(r),

em que r = |x|. Então a única solução de (B.1) é dada por

u(r) =

∫ R

r

ψp′

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1

f(s) ds

)
dθ (B.3)

em que ψp′ é a inversa de ψp(t) = |t|p−2t.

Demonstração. Note que

∂

∂xi
(u(r)) =

∂

∂xi

(
u

(√
x2

1 + . . .+ x2
n

))
= u′(r)

1

2
√
x2

1 + . . .+ x2
n

2xi

= u′(r)
xi
r

o que implica

|∇u|p−2∇u =
∣∣∣u′(r) x

r

∣∣∣p−2

u′(r)
x

r

= |u′(r)|p−2u′(r)
x

r

= ψp(u
′(r))

x

r
·

Logo,

∆pu = div
(
ψp(u

′(r))
x

r

)
=

N∑
i=1

[
d

dr
[ψp(u

′(r))]
∂r

∂xi

xi
r

+ ψp(u
′(r))

∂

∂xi

(xi
r

)]

=
N∑
i=1

[
d

dr
[ψp(u

′(r))]
xi
r

xi
r

+ ψp(u
′(r))

(
1

r
− x2

i

r3

)]
=

d

dr
[ψp(u

′(r))] + ψp(u
′(r))

N − 1

r
.
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Assim, podemos escrever a equação (B.1) da seguinte forma radial:

−
(
d

dr
[ψp(u

′(r))] + ψp(u
′(r))

N − 1

r

)
= f(r)

que pode ser reescrita da seguinte maneira:

−
[
rN−1ψp(u

′(r))
]′

= rN−1f(r).

Como a solução f é limitada, segue de [18] que u ∈ C1,β(Ω). Além disso, f

é radial, o que implica que u é radial. Temos então

u′(0) = lim
t→0

u(t)− u(0)

t

= lim
t→0−

u(−t)− u(0)

−t
, trocando t por − t

= − lim
t→0−

u(t)− u(0)

t
, pois u(t) = u(−t)

= −u′(0)

Logo, u′(0) = 0 e , portanto, ψp(u
′(0)) = 0. Integrando de 0 a r obtemos

−ψp(u′(r)) =

∫ r

0

(s
r

)N−1

f(s) ds.

Como ψp é ı́mpar e então (ψp)
−1 também é ı́mpar, segue que

−u′(r) = ψ−1
p

(∫ r

0

(s
r

)N−1

f(s) ds

)
.

Portanto, segue de (B.2) que

−u′(r) = ψp′

(∫ r

0

(s
r

)N−1

f(s) ds

)
.

Finalmente, como u(R) = 0, pois u = 0 em ∂Ω, integrando de r a R con-

clúımos que

u(r) =

∫ R

r

ψp′

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1

f(s) ds

)
dθ.

Portanto, a única solução de (2.1) é dada por (B.3).
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Apêndice C

O inverso do operador

p-Laplaciano

Nesta seção estudamos o problema −∆pu = g(x) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
(C.1)

em que Ω ⊂ RN , g ∈ Lp′(Ω), 0 < p < 1 e p′ = p
p−1

. A condição de fronteira

será entendida como u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Definição C.1. Uma função u ∈ W 1,p
0 (Ω) é chamada solução fraca do pro-

blema (C.1) se vale a seguinte identidade∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx =

∫
Ω

gϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstrações do próximo lema podem ser obtidas em [10, Lema 2.1] ou

em [26, Lema 1]. Nele, utilizaremos a seguinte função vetorial

ψp : Rn −→ Rn

x 7−→ |x|p−2x

em que n ∈ N− {0}.
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Lema C.2. Sejam x, y vetores de RN . Então existem constantes positivas

cp e Cp, que dependem apenas de p, tais que:

|ψp(x)− ψp(y)| ≤ cp

 |x− y|p−1, se 1 < p ≤ 2

(|x|+ |y|)p−2|x− y|, se p ≥ 2
(C.2)

e

(ψp(x)− ψp(y)) · (x− y) ≥ Cp


|x−y|2

(|x|+|y|)2−p , se 1 < p ≤ 2

|x− y|p, se p ≥ 2
(C.3)

para todos x, y ∈ Rn − {0}.

Lema C.3. O funcional J : W 1,p
0 (Ω)→ R dado por

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

gu dx, u ∈ W 1,p
0 (Ω).

é de classe C1 e

〈J ′(u), φ〉 =

∫
Ω

(|∇u|p−2∇u · ∇φ− gφ) dx, ∀φ ∈ W 1,p
0 (Ω).

A prova da diferenciabilidade do primeiro termo do funcional pode ser

encontrada em [11, Teoremas 7 e 9]. A diferenciabilidade do segundo termo

é imediata.

Teorema C.4. Suponha Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e g ∈ Lp
′
(Ω).

Então o problema (C.1) possui uma única solução u ∈ W 1,p
0 (Ω) no sentido

fraco.

Demonstração. Primeiramente, provaremos a existência de uma solução. Note

que o funcional

J(u) :=
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

gu dx, u ∈ W 1,p
0 (Ω)

está bem definido, pois pelas desigualdades de Hölder e de Poincaré temos

|J(u)| ≤ 1

p
‖∇u‖pp + ‖g‖p′‖u‖p ≤

1

p
‖u‖W 1,p

0 (Ω) + C‖g‖p′‖u‖W 1,p
0 (Ω).
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Assim, segue das desigualdades de Hölder e de Poincaré que

J(u) ≥ 1
p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

− ‖g‖p′‖u‖p

≥ 1
p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

− C‖g‖p′‖u‖W 1,p
0 (Ω).

(C.4)

Logo, como a função p(t) = 1
p
tp−C‖g‖p′t é limitada inferiormente, segue que

µ := inf
u∈W 1,p

0 (Ω)
J(u) > −∞.

Temos que existe uma sequência {uk} ⊂ W 1,p
0 (Ω) tal que

lim
k→+∞

J(uk) = µ. (C.5)

Logo, a sequência (J(uk))k∈N é limitada em R e então segue de (C.4) que

existe M > 0 tal que

1

p
‖uk‖pW 1,p

0 (Ω)
− C‖f‖p′‖uk‖W 1,p

0 (Ω) ≤M, ∀k ∈ N.

Portanto, {uk} é uma sequência limitada em W 1,p
0 (Ω), pois

lim
t→+∞

p(t) = +∞.

Como W 1,p
0 (Ω) é reflexivo, passando possivelmente a uma subsequência, te-

mos que existe u ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que uk ⇀ u fraco em W 1,p

0 (Ω). Note que,

definindo

F (w) =

∫
Ω

gw dx, w ∈ W 1,p
0 (Ω),

segue da desigualdade de Hölder que

|F (w)| ≤ ‖g‖p′‖w‖p

e então F ∈ W−1.p′(Ω). Logo, F (uk)→ F (u), isto é,

lim
k→+∞

∫
Ω

guk dx =

∫
Ω

fu dx. (C.6)
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Observe que

J(u) = 1
p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

−
∫

Ω
gu dx

≤ 1
p

(
lim inf
k→∞

‖uk‖W 1,p
0 (Ω)

)p
−
∫

Ω
gu dx

= 1
p

lim inf
k→∞

‖uk‖pW 1,p
0 (Ω)

−
∫

Ω

gu dx

= lim inf
k→∞

(
1

p
‖uk‖p −

∫
Ω

guk dx

)
+ lim

k→∞

(∫
Ω

guk dx−
∫

Ω

gu dx

)
= lim inf

k→∞
J(uk) + lim

k→∞

(∫
Ω

guk dx−
∫

Ω

gu dx

)
.

Fazendo k →∞ nessa última desigualdade, seque de (C.5) e (C.6) que

J(u) ≤ µ.

Por outro lado,

µ = inf
w∈W 1,p

0 (Ω)
≤ J(u).

Logo, J(u) = µ e então u minimiza Jn. Portanto, segue do Lema C.3 que u

é solução fraca do problema (C.1).

Agora, provemos a unicidade. Sejam u1, u2 ∈ W 1,p
0 (Ω) soluções fracas do

Problema (C.1) para g = g1 e g = g2, respectivamente. Assim,

〈−∆pu1 − (−∆pu2), u1 − u2〉 = 〈g1 − g2, u1 − u2〉.

e então segue da desigualdade (C.3) que

〈−∆pu1 − (−∆pu2), u1 − u2〉

=
∫

Ω
〈|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2,∇(u1 − u2)〉 dx

≥ Cp


∫

Ω
|∇(u1 − u2)|p dx se p > 2,∫

Ω
|∇(u1−u2)|2

(|∇u1|+|∇u2|)2−p dx se 1 < p ≤ 2.

Então para p > 2 temos∫
Ω
|∇(u1 − u2)|p dx ≤ 1

Cp
〈g1 − g2, u1 − u2〉

≤ 1
Cp
‖g1 − g2‖p′‖u1 − u2‖p

≤ Sp
1
Cp
‖g1 − g2‖p′‖u1 − u2‖W 1,p

0 (Ω),
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o que implica

‖u1 − u2‖W 1,p
0 (Ω) ≤

(
S

Cp

) 1
p−1

‖g1 − g2‖
1
p−1

p′ . (C.7)

Para 1 < p < 2 temos∫
Ω

|∇(u1−u2)|2
(|∇u1|−|∇u2|)2−p dx ≤ 1

Cp
〈g1 − g2, u1 − u2〉

≤ 1
Cp
‖g1 − g2‖p′‖u1 − u2‖p

≤ Sp
1
Cp
‖g1 − g2‖p′‖u1 − u2‖W 1,p

0 (Ω).

Pela desigualdade de Hölder,∫
Ω
|∇(u1 − u2)|p dx =

∫
Ω

|∇(u1−u2)|p

(|∇u1|+|∇u2|)
p(2−p)

2

(|∇u1|+ |∇u2|)
p(2−p)

2 dx

≤
∥∥∥∥ |∇(u1−u2)|p

(|∇u1|+|∇u2|)
p(2−p)

2

∥∥∥∥
2
p

(‖|∇u1|+ |∇u2|)
p(2−p)

2 ‖ 2
2−p

=
(∫

Ω
|∇(u1−u2)|2

(|∇u1|−|∇u2|)2−p dx
) p

2 (∫
Ω

(‖|∇u1|+ |∇u2|)p dx
) 2−p

2 .

Combinando essas duas últimas desigualdades obtemos∫
Ω
|∇(u1 − u2)|p dx

≤
(
Sp

1
Cp
‖g1 − g2‖p′‖u1 − u2‖W 1,p

0 (Ω)

) p
2 (∫

Ω
(‖|∇u1|+ |∇u2|)p dx

) 2−p
2

=
(
Sp

1
Cp
‖g1 − g2‖p′‖u1 − u2‖W 1,p

0 (Ω)

) p
2

(‖|∇u1|+ |∇u2|‖p)
p(2−p)

2

≤
(
Sp

1
Cp
‖g1 − g2‖p′‖u1 − u2‖W 1,p

0 (Ω)

) p
2

(‖∇u1‖p + ‖∇u2‖p)
p(2−p)

2

e então

‖u1 − u2‖
p
2

W 1,p
0 (Ω)(

‖u1‖W 1,p
0 (Ω) + ‖u2‖W 1,p

0 (Ω)

) p(2−p)
2

≤
(
Sp

1

Cp
‖g1 − g2‖p′

) p
2

. (C.8)

De (C.7) e (C.8) segue que se g1 = g2 então u1 = u2.

Observação C.5. Para cada u ∈ W 1,p
0 (Ω) temos

| 〈−∆pu, φ〉 | =

∣∣∣∣∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φ dx
∣∣∣∣

≤ ‖|∇u|p−1‖p′ ‖∇φ‖p

= ‖∇u‖p−1
p ‖∇φ‖p
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e então −∆pu ∈ W−1,p′(Ω). Assim, temos −∆p : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω).

Observe que para g ∈ W−1,p′(Ω), como

|g(u)| ≤ ‖g‖W−1,p′ (Ω) ‖u‖W 1,p
0 (Ω), ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω),

conclúımos que o teorema anterior continua válido. Portanto, o operador

−∆p : W 1,p
0 (Ω)→ W−1,p′(Ω) é bijetivo.

Teorema C.6. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado.

A) −∆p : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω) é uniformemente cont́ınuo em conjuntos

limitados.

B) (−∆p)
−1 : W−1,p′(Ω)→ W 1,p

0 (Ω) é cont́ınuo.

C) O operador

(−∆p)
−1 : W−1,p′(Ω)→ W 1,p

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω)

é compacto se 1 ≤ q < p∗, em que

p∗ =


pN
N−p se p < N,

∞ se p ≥ N.
(C.9)

Demonstração. A) Considere C ⊂ W 1,p
0 (Ω) um conjunto limitado, isto é,

existe M > 0 tal que

‖u‖W 1,p
0 (Ω) ≤M, ∀u ∈ C.

Vamos mostrar que −∆p é uniformemente cont́ınua em C. De fato, seja

u, v ∈ C. Assim,

‖ −∆pu− (−∆pv)‖W−1,p′ (Ω) = sup
‖φ‖

W
1,p
0 (Ω)

=1

∫
Ω

< ∆pu−∆pv,∇φ > dx

≤ sup
‖φ‖

W
1,p
0 (Ω)

=1

∫
Ω

||∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇u| |∇φ| dx.
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Logo, se 1 < p ≤ 2 então de modo análogo a (3.3) obtemos

‖ −∆pu− (−∆pv)‖W−1,p′ (Ω) ≤ cp sup
‖φ‖

W
1,p
0 (Ω)

=1

∫
Ω

|∇u−∇v|p−1|∇φ| dx

≤ cp sup
‖φ‖

W
1,p
0 (Ω)

=1

‖|∇u−∇v|p−1‖p′‖∇φ‖p

= cp
(∫

Ω
|∇u−∇v|p dx

) 1
p′

= cp‖∇u−∇v‖p−1
p

Além disso, para p > 2 de modo análogo a (3.4) temos

‖ −∆pu− (−∆pv)‖W−1,p′ (Ω)

≤ sup
‖φ‖

W
1,p
0 (Ω)

=1

cp

[
‖u‖W 1,p

0
+ ‖v‖W 1,p

0

]p−2

‖u− v‖W 1,p
0
‖φ‖W 1,p

0

= cp

[
‖u‖W 1,p

0
+ ‖v‖W 1,p

0

]p−2

‖u− v‖W 1,p
0

≤ cp (2M)p−2 ‖u− v‖
1
p

W 1,p
0

.

Portanto, −∆p é uniformemente cont́ınuo em C.

B) De (C.7) e (C.8) segue que (−∆p)
−1 é cont́ınuo.

C) Como a imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) é compacta e a composição de

um operador cont́ınuo com um operador compacto é compacto, segue como

conseqência imediata de B.
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