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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia, unicidade e propriedades de minimizacao

de solugoes do seguinte problema de Dirichlet singular

—div(|VuP~2Vu) = % em
u>0 em §)
u=0 sobre 02

em que © é um dominio limitado em RY (N > 2) com fronteira suave 052,

>0, f£0e0<a<1l<p<oo.



Abstract

In this work we study existence, uniqueness and minimizing properties of the

solutions of the following singular Dirichlet problem

—div(|Vu|P—?Vu) = % in Q
u>0 in Q

u=0 on 0f)

where  is bounded domain of RY (N > 2) with smooth boundary 952,
f>20, fZ0and0<a<1<p< 0.
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Notacoes

o WHP(Q) - espago de Sobolev;
e (Cy(Q) fungodes continuas com suporte compacto em €;
o CF(Q) fungoes k vezes continuamente diferencidveis sobre €, k € N;
o C5(Q) = C*(Q) N Co(Q);
o (5 () = ﬁ Co (2);
k=1
o WIP(Q) fecho de CS°(Q) em WHP(Q);
o W17(Q) espaco dual de W, (Q);
o v =max{0,u};
e u~ = max{0, —u};

e UV CcCQ - estd compactamente contido em €, isto é, Q' C Q e

) é compacto;

|- ||z norma no espago F;

| -], norma padrao em LF(Q), 1 < p < oo;



Sl

) HUHWOI,p(Q) = (J;,IVulP)? norma do espaco Wy (2);

e Ayu=div(|Vu[P"?Vu) p-Laplaciano de u.



Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao estudaremos o seguinte problema de Dirichlet singular

—Ayu = féﬁ) em

u>0 em () (1.1)
u=0 sobre 0f

em que:
e ) ¢ um dominio limitado em RY (N > 2) com fronteira 99 suave,

e Ayu = div(|]Vu[P72Vu) é o p-Laplaciano' de u, também conhecido

como operador p-Laplace,
e >0, f#£0, 1<p<ooel<a<l.

O problema (1.1) foi inicialmente estudado no caso particular p = 2 (ver
[9, 17, 25]), enquanto o caso 1 < p # 2 tem recebido maior atencao na tltima

década (ver [7, 8, 15, 16, 21]). Este problema tem aplica¢oes envolvendo, por

!Talvez o correto fosse escrever p-Laplaceano em lugar de p-Laplaciano porque o ope-
rador deriva do nome do matemético, fisico e astronomo francés Pierre Simon Marquis de

Laplace. Entretanto, seguindo a tradigdo, manteremos, neste texto, a grafia p-Laplaciano.



exemplo, catalisadores quimicos heterogéneos, transferéncias de calor nao
lineares e padroes bioldgicos [4, 5, 20].

Para obter a existéncia de uma solugao para (1.1) seguimos a abordagem
desenvolvida no artigo de Boccardo e Orsina [3] em que o caso p = 2 é
estudado. Esta abordagem, para p > 1, também foi empregada nos artigos
[8, 7], para os casos &« = 1 e a > 1, respectivamente.

No Capitulo 2 apresentamos alguns resultados sobre o operador p-Laplacia-
no que serao utilizados no texto. Estes resultados podem ser encontrados em
[1, 6, 13, 19, 22]. Alguns deles, como o principio da comparagao, serdo de-
montrados no capitulo.

No Capitulo 3, comegamos considerando f € L'() e usamos o teorema

do ponto fixo de Schaefer (Teorema 3.1) para mostrar que o seguinte problema

auxiliar
— — __Jfu(®)
Apuy, (ot 1) em (2,
U, > 0 em {2,
Up =0 sobre 02,

em que f,(z) = min{f(z),n}, possui uma tnica solucdo u, € W,*(Q) N

L>(), isto é, existe uma unica fungao u,, positiva em €2, que satisfaz

/ |Vu,|P2Vu, Vo dv = / Llas@ dx, V€ W()LP(Q)'
Q Q (un + _)

n

Posteriormente, mostramos que, para f € Lé(Q), a sequéncia (u,) converge
para uma funcao v em VVO1 P(Q2) e esta é a tnica solu¢ao do problema inicial.

No Capitulo 4, apresentamos alguns resultados adicionais para 0 < a < 1
e f € Li(Q). Mais precisamente, provamos nesse capitulo que o funcional
energia associado a (1.1) possui um unico minimizador e que este minimizador
é a solugao fraca u de (1.1). Esta ultima conclusdo nao é imediata, uma vez

que o funcional energia em questao nao é derivavel.



Também vamos mostrar no Capitulo 4 que a solucdo v minimiza o quo-

ciente

Vollp
(Jolol=ef dz)™=e

L v e WP (@)\{O}.
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Capitulo 2

Alguns resultados sobre o

operador p-Laplaciano

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados envolvendo o operador
p-Laplaciano. Estes resultados serao utilizados no préximo capitulo.
Daqui em diante, 2 denota um dominio (aberto e conexo) limitado de

RY¥ el < p<oo.
Definigao 2.1. O espaco de Sobolev WP(Q) € definido por

3g1,...,9n8 € LP(Q) tal que

WhP(Q) = ¢ u € LP(Q)
Jo %87“” = — [ 010, Yo e C*(Q), Vi=1,..,N

Temos que g; é unica q.t.p. e definimos g;‘_ = ¢;- O espago de Sobolev

WhP(Q) é equipado com a norma

ou
8:1:‘1-

p

N
lullwio) = lull, + )
i=1

Definicdo 2.2. Para 1 < p < 0o, Wy P(Q) denota o fecho de C°(Q) em
Whr(Q).

Demonstragoes dos préximos resultados podem ser encontradas em [6].
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Proposicao 2.3. O espaco W, (Q) equipado com a norma de W' (Q) é um

espaco de Banach separdvel.

Teorema 2.4 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q) e g € L' (Q) com
1 <p<oo. Entio fge L'(Q) e

LVMMSHNMMW

Teorema 2.5 (Rellich-Kondrachov). Suponha que §) seja de classe Ct. Entao

as sequintes 1mersoes sao compactas:

Wie(Q) < I9(Q), Vg e [Lp), =1~ L sep<N,
WIP(Q) < L1(Q), Vq € [p, +00), sep=N,
Wir(Q) — O(Q), sep > N.

Em particular, W?(Q) LP(Q2) € uma imersao compacta para todo p e

para todo N.

Proposicao 2.6 (Desigualdade de Poincaré). Suponha 1 < p < oco. Entao

existe uma constante C' (dependendo de 2 e p) tal que
lull, < ClIVully, Yu € We™().

, . ; 1 : .
Em particular, a expressio ||Vul|, € uma norma em Wy'(Q) equivalente a

norma ||ullwie).

Vamos denotar por W~ (Q) o espaco dual de W, ().
Uma demostra¢ao do préximo teorema pode ser encontrada em [1, Teo-

rema 3.5, p. 47].

Teorema 2.7. O espaco W, (Q) é uniformemente convezo (e, portanto,

reflexivo) se 1 < p < 0.

12



Teorema 2.8 (Principio da comparacio fraco). Sejam uy,uy € Wy*(Q) tais

que
/ |Vup P2V Vo da < / Vs |P2Vuy Ve dr, Yo € WyP(Q), ¢ > 0.
Q Q
Entao, u; < ugy q.t.p. em .

Demonstragao. Considere (u; —ug)™ = max{u; —us,0}. Entao (u; —ug)™ €

WoLp(Q) , OIS Uy, U € Wol’p(Q). Temos também

Viu, —u se Uy > Us;
v<u1 . u2>+ _ ( 1 2)7 1 2y
0, se up < us.

Usando a hip6tese para ¢ = (u; — uz)™ obtemos

0 > [, (IVur]P"?uy — [Vua|P"?ug) - V(ug — ug)* da
fu1>u2 (|Vu1|p72ul - |VU2|p72U2) : V(Ul — Ug) dx.

Mas, por (C.3) temos
(IVur [P ur — [Vuo|Pus) - V(ug — ug) > 0.
Portanto, Qo := {x € Q;uy(x) > uz(z)} tem medida nula ou
(IVw[Pur — |[Vuo|Pus) - V(ug —ug) =0, g.t.p. em Q.

A 1ltima condicao nao pode ocorrer. De fato, caso contrario teriamos de
(C.3) que u3 —us = 0 q.t.p. em £y, o que contradiz a definigao de Q.

Portanto, €2y tem medida nula. O

Corolario 2.9 (Principio do méximo fraco). Suponha que u € Wy*(Q) € tal

que
/ \VulP2VuVe dz > 0, Yoe W,P(Q),¢>0.
Q
Entao v >0 em ().

13



Vamos usar também o principio da comparagao forte [10, Teorema 2.2,

p. 507].

Teorema 2.10 (Principio da comparacio forte). Sejam uy,uy € Wy () N

C%(Q) tais que

/ |Vu [P2Vu, Vo do < / |Vus[P~2Vuy Ve dz, Yo € WP (Q), 0 >0
0 Q

u < uy em €.
Entao ocorre exatamente uma das sequintes possibilidades:
up = ug em  ou u; < ug em Q.

Corolario 2.11 (Principio do maximo forte). Se u € WyP(Q) N C°(Q) tal
que

/Q \VulP=2VuVye dz >0, Y e WP (Q),0>0

u>0 em Q.

Entao, ocorre exatamente uma das sequintes possibilidades:
u=0em Q ouu>0em .

Mais adiante vamos utilizar o principio da comparacao para provar uma

estimativa para a solucao fraca do seguinte problema de Dirichlet

—Ayu= f(z), em Q
u=20 sobre 052,

(2.1)

em que Ayu é o operador p-Laplaciano calculado em u, formalmente dado

pela expressao

Ayu = div(|VulP 2 V).

14



Aqui vale observar que a equa¢ao —A,u = f(x) é conhecida como equagao
de Poisson para o p-Laplaciano. Observamos que esta denominacao nao
se aplica ao caso em que a funcdo f depende de outras varidveis (além de
x). Por exemplo, no caso em que f = f(x,u). No caso particular f =1 o
problema de Dirichlet para equacao de Poisson é conhecido como problema
de torcao para o p-Laplaciano e a sua soluc¢ao é conhecida como p-
funcao de torcao de 2 .

Utilizando a expressao formal do p-Laplaciano e o Teorema da Divergéncia,
pode-se obter a motivagao para o seguinte conceito de solucao fraca para o

problema de Dirichlet (2.1).

Definicao 2.12. Uma fungao u € Wol’p(Q) é chamada solucao fraca do

problema (2.1) se
/ VulP2VuVep dv = /f(:v)gp(a:)da:, Vo € W P(Q).
Q Q

Na proposicao seguinte e, eventualmente em outras partes desta dis-

sertacao, a desigualdade
—A,u < —Ayv, no sentido fraco,
para funcoes u, v € W, 7(Q), significaré
/Q |VulP2VuVe dr < /Q IVoP=2VoVy dz, Yo € WyP(Q),p > 0.

Proposicao 2.13. Seja u solugao fraca do problema de Dirichlet (2.1), com
f e L>(Q). Entio, u € L*(Q) e

_1
ul <1 f &7 ¢,

em que ¢ € a p-funcao de tor¢ao de €.

15



Demonstracdo. Seja ¢ a p-funcao de torcao de €2, isto é, a solucao de

—A,p=1, em ()
=0 sobre 0f2.

Como 2 ¢ limitado, existe uma bola B = Bgr(0) centrada em 0 de raio R
tal que 2 C B. Seja ® a p-funcao de torcao da bola B. Como a fungao
1 é radial, segue do Teorema B.1 (Apéndice B) que ® é radial e usando as

fungoes 1,(t) = [t[P72t e ¥y (t) = [t|P' "%t temos

R 0  g\N-1
d(r) = / Uy (/ - ds) db
0 = [ (] ()
R
0
. /T wp’ (N d9
R 2 p'—1
- [ 5)
_ N(R ”'_E(Ly’
PN P AN
17p, / /
= N, RP —rp),
p
isto é,
N :
_ P (P
O(z) = p’ (R || >, xr € B.

Estendendo ¢ como zero fora de €2 e observando que ® > 0 em B, temos que

Y= (¢ — )t € WP (Q) N W, P(B). Assim,

/ |Vo|P2VeVe) do = / ¥ dx
Q Q
= Y dx
Bgr
= / IVO|P2VOVY do
Bgr
= / VPP 2VOVY du,
Q

16



isto é,
/(yv¢|p—2v¢ — |VO|P2V®)Ve) dz = 0.
Q

Logo,
/ (IVO[r2V6 — [VOP-2V®)V (6 — BYF da = 0,
Q

o que implica
/ (|Vo|P 2V — |[VO|P2VP)V (¢ — @) dr = 0.
¢>P
Assim, segue de (C.3) que
Vo -V =0 qt.p. em {z€Q,¢(x)>d(x)}.

Dai, V(¢ —®)* =0 q.t.p. em Q e entdo (¢— @)t = 0 em W, (Q). Portanto,
o < & q.t.p. em € Além disso, segue do principio do maximo fraco que
¢ >0. Assim, 0 < ¢ < ® e, como P é limitada, temos que ¢ € L>®(Q).

Em Q temos também

Au = f < = I FIE FIET A= —Ap(nfnsil )

no sentido fraco e, analogamente,
_1
~B(-) = 1= 1P8,) = S = 1 <0, (17187 6)
no sentido fraco. Assim, pelo principio da comparacao fraco segue que
%
ul < f lls

e, como f,¢ € L>®(Q), concluimos que u € L>(12). H

17



Capitulo 3

Existencia e unicidade de

solucoes do problema singular

Neste capitulo estudamos a existéncia de solugoes fracas para o seguinte

problema quasilinear eliptico

—Ayu = 1@ om Q,

ue

uw >0 em {2, (3.1)
u=20 sobre 012,

em que © é um dominio limitado em RY (N > 1) com fronteira suave 052,
l<p<oo,0<a<l feLa(Q),f>0efZ0.

Para provar a existéncia de solucoes utilizamos o seguinte teorema de
ponto fixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em [12, Teorema 4, pdgina

504].

Teorema 3.1 (Teorema de Schaefer). Sejam X um espaco de Banach real e

A: X — X uma aplicagdo continua e compacta. Suponha que conjunto
{u e X;u=MNA(u), para algum 0 < X\ <1}
seja limitado. Entao A possui um ponto fixo.

18



Definicao 3.2. Uma funcio u € Wy (Q) é chamada solucdo fraca do pro-

blema (3.1) se u >0 em Q e vale a sequinte identidade

/|Vu|p_2Vqua dr = /uiaga dr, Ve W,P(Q). (3.2)
0 0

Proposicao 3.3. Se u, — u em Wy(Q), entdo

lim / Vo P2V, - Vo du = / Vu[P2Vu - Vo dr, Vo e WiP(Q)
Q Q

n—o0

Demonstracao. Pela desigualdade de Holder temos

| [0 [Vun P2 Vu, Vo dz — [, [Vu[P~>VuVe d|
< VU P2 Vu, = [VulP=2Vully [Vl

Assim, se 1 < p < 2 entdo segue da desigualdade (C.2) que
[V, P2V, — |VulP~2Vu| < ¢,|Vu, — VulP™!

o que implica

| [o IV, P2V, Vi dz — [, |VulP?VuVe dz|
1

Cp UQ \Vun - VU|(p_1)p/‘ dm] v HVSOHP
= | V(un =[5~ Vel

IN

= opllun —ullfr, @l

e, portanto,

lim
n—oo

/ |V, |P*Vu, - Vo dr — / |VulP~2Vu - Ve dz| = 0.
0 Q

19



Temos também que se p > 2 entao

| [0 [Vun P72V u, Vo dz — [, [Vu[P~>VuVe dz|

< ¢ Jo([Vup| + [Vul)P~2 |Vu, — Vu| |Vl dz, por (C.2)

< ¢ [fﬂ (|Vun| + |Vu )PP~ |Vu, — Vul d:c] v IVell,, pela desigualdade de Holder

< o | (V| + |[Vul)P 2 Hf,ll_; 1V, — Vu|p'|]§/_1 IVe|lp, pela desigualdade de Holder

— & [Jo(Vunl + [Vul)? da] T [V = Tl [Vl

= ¢y lIVual + 19l [Vt — V[Vl

< & (IVuallp + [IVullp,)P =2 [[Vun = Vaully [Vellp, pela desigualdade triangular
isto é,

| [0, [Vun|P~2Vu, Vo dz — [, [Vu[P~>VuVe d|

(3.4)
< G (l|un||W01’p(Q) + ||u||w(}vP(Q))p72 [un — UHWOLP(Q) ||‘P||W01vP(Q)'
Portanto,
lim [ |Vu,|[P?Vu, - Vo dr = / |VulP~2Vu - Vo da.
[
Considere o seguinte problema auxiliar

—Apu, =~ em Q
Pt = () ’

Uy, > 0 em €, (3.5)

Up, =0 sobre 02,
em que f,(z) = min{f(x),n}.

Lema 3.4. Sejam f € L'(Q) e a > 0. Entao, para cada n € N*, o problema
(3.5) tem uma tinica solugdo fraca ndo negativa u, € WyP(Q) N L>(Q), isto
€,

/\Vun|p2Vuan0 de = /Llwp dr, Vo€ W,P(Q).
Q Q (un + —)

n

20



Demonstracao. Existéncia

Para cada w € LP(2) temos

fn '<
(el +2)"] — ()°

e, entao,

Mf#f S LOO(Q) C Lp'(Q)

Logo, pelo Teorema C.4, o seguinte problema tem uma tunica solucao fraca

v e W,P(Q)

e ey o
v=20 sobre 0f).
Assim, podemos definir a aplicagao I' : LP(2) — LP(£2) como I'(w) = v.
Portanto,
/Q |Vu[P2VuVe dr = /Q ng dr, Y ¢ e€w?(Q) (3.7)
Dai,
Jo |VulPde = [, (‘w‘i—"%)av dz
< # Jo v da
= not [ |v] do

Como a imersao W, ?(Q) < L'(Q) é continua, temos

[v S G ] PATES)

Hp 1,p —
W5 ()
< CnaHHU“W(}”’(Qp
o que implica
_1
HUHW(},p(Q) < (C’na—s-l)pﬂ :
isto é,

1
IT(w0) |2y < (Cne+t)7 T |

21



Como a imersao Wy (Q) — LP(Q) é compacta, segue da desigualdade an-
terior que se (w,) C LP(£2) é uma sequéncia limitada entao (I'(w,)) possui
uma subsequéncia convergente em LP(2). Portanto, I' : LP(Q2) — LP(Q) é
um operador compacto. Além disso, se © = A\['(u) para algum 0 < A < 1

entao
Jull, = [IAC(u)ll, < CHIAL(u)lwir@) < Cr Al (Cnott)7=T.

Assim, o conjunto {u € LP(2); u = A\I'(u) para algum 0 < A < 1} é limitado.
Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Schaefer (Teorema 3.1) existe u,, €
VVO1 P tal que u,, = I'(u,). Note que, para mostrarmos que u,, ¢ uma solugao
fraca para o problema (3.5) é suficiente mostrarmos que w,, > 0. Observe, de

(3.7), com v = u, e w = u,, que

p—2 _ fn(J;) 1,p
/Q\Vuny Vu, Vo dx—/g—(‘un‘_i_l)aqﬁ dx >0, ¥ ¢ € WIP(Q), ¢ > 0.

! (3.8)
Assim, pelo principio do maximo fraco (Corolério 2.9), temos que u, > 0.
Portanto, wu,, é uma solucdo fraca para o problema (3.5). Além disso, como
(‘un{—:%)a € L>(Q), pela Proposicao 2.13 temos u, € Wy (Q) N L>(Q).
Unicidade
Sejam u,, v, € W, () solucdes fracas do problema (3.5). Escolhendo ¢ =

u, — v, como funcao teste temos

Jo(IVu, [P2Vu, — |V, [P72Vu,) - V(u, — v,) do =

— fQ(uan—"ﬁa (tp — V) dx—fﬂ(vnfr—"%f (tp, — vp) dx

= fQ fn (uni%yz - ('Un‘il>a (Un - ’Un) dx

n

< 0

Por outro lado, de (C.3) segue que
(|Vu, [P Vu, — |V, P2V, - V(u, —v,) > 0. (3.9)

22



Portanto,
/Q (|Vun P2V, — [Vu|P"2Vo,) - V(u, — vy,) dz =0
Dai, usando (3.9) novamente obtemos
(|Vun P2V, — [V, |P2Vv,) - V(u, —v,) = 0, q.t.p. em Q.
Logo, segue de (C.3) que V(u,—v,) = 0 q.t.p. em 2, o que implica u,, —v,, = 0
em W, (). Portanto, u, = v, em Wy"(Q). O

Lema 3.5. Sejam f € L'Q e a > 0.
a) A sequéncia {u,} € crescente em rela¢io a n;
b) se Q CC Q entao u, > 0 em Q' e existe uma constante positiva Cey
(independente de n) tal que para todo n € N*
u, > Cq >0, VoeQ. (3.10)
Demonstracao. a) Observe que se u, () — up1(z) > 0 entdo
1 1

< -
n+1 — un(:z:)+n

(unﬂ(:v)—l—n_li_l)a - (un(x>+%)a <o

Temos também

Un+1 (:U) +

e, assim,

0 < f, = min{f,n} < min{f,n+1} = fo.1.

Portanto, escolhendo (u,, — u,+1)T = max{u, — u,41,0} como fungao teste

temos
Jo (VU [P2Vuy, — [Vt i1 P72V gq) - V(g — tgg) ' do =
- fQ (un{:-nl a (u” o u"+1)+ dx — fQ (un-s-{yrlil)a (un - u”+1>+ dx
1 _ 1 B n
= fQ o (“n*‘%)a (un+1+n+-1>a <un U"Jrl) dx
< 0.
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Por outro lado, de (C.3) segue que

(|Vun P2Vt — |Vt [P 2 Vtpg) - V(tup — tngr)t > 0. (3.11)
Portanto,

/Q(|Vun|p_2Vun — | Vst [P Vng1) - V(g — tpyr) T dz =0
Dai, usando (3.11) novamente, obtemos

(|Vun P2V, — [Vt [P 2 Vapg) - V(tup — tn)t = 0, qt.p. em Q,
o que implica, por (C.3), que
V(tp —Uni1)™ = 0, qt.p. emQ,
isto é,
| (wn, _un+1)+||W01’p(Q) = 0.

Logo, (ty, — tny1)™ =0 em Wy (Q), o que implica t, — U1 < 0 q.t.p. em
Q, ou seja, u, < upi1 q.b.p. em €L

b) Como a sequéncia u, é crescente em relagdo a n, precisamos provar
somente que u; satisfaz (3.10). Pela Proposi¢ao 2.13 | existe C; (dependendo

somente de 2, N, p) tal que
%
[l ) < Crllfill&” = C. (3.12)

Logo, para toda ¢ € W, ?(Q), ¢ > 0, temos

/Q\Vul\ Vu Vo dx /Q(u1+1)ag0 x> Q(C’—l—l)o‘@ >

pois u; < C, o que implica (u; + 1)* < (C' + 1)* e entao, como f; > 0,

obtemos

J1 il
(u; + 1) = (C+ 1)~
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Temos por hipdtese f # 0. Assim, (ulﬁl)a % 0 e entao u; # 0. Como
u; € L>®(Q), temos por [18] que u; € CH#(Q), para uma constante 3 apro-
priada. Em particular, u; € C°(Q2). Portanto, o principio da comparacio
forte (Teorema 2.10) implica que u; > 0. Como u; é continua, concluimos

que vale (3.10). O

O lema seguinte permite usar as fungoes teste em C§°(€2) para mostrar

que uma funcao é solugao fraca.

Lema 3.6. Seja u € W, ?(Q) ndo negativa, satisfazendo

/ |VulP?VuVep dv = / i(p dr, Ve CF(Q). (3.13)
0 o u®
Entdao u € uma solugao fraca do problema (3.1).

Demonstra¢do. Seja w uma funcio arbitrdria em Wy*(Q) e tome {&,} C
C°(Q) tal que &, — |w| em Wy (). Logo, &, — |w| em LP(Q) e passando
a uma subsequéncia, se necessario, temos também a convergéncia q.t.p. em

Q. Assim,

Ugﬁ—fi’ dz| < fg% dx, pois u, f > 0
< liminf [, J; & (o, pelo Lema de Fatou
= lim [, [VulP*Vu - V&, dz, pois &, € C3°(Q)
< [[Vulp~! nhﬁrglo IVEl, pela desigualdade de Holder
= IVl el

[VullE=H I Vw]p.
(3.14)

Agora, seja p € Wy (). Logo, existe uma sequéncia (¢,) C C5°(Q) tal que
©n — o em W, P(Q). Portanto, usando (3.14) para w = ¢, — ¢, obtemos

/Quia(% — ) dzx

lim
n—oo

< [ Vullg i [ V(e — @l = 0. (315)
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Portanto,

lim —cpn dx = / —dx (3.16)

n—oo

Por outro lado, temos ¢,, € CSO(Q) e, pela desigualdade de Holder, temos

/ VP~V - V(o — ) da
Q

< [IVullp™ 1IV(en = )l
. Assim, segue da hipétese que

lim/iagon dr = lim |Vu|p *VuVp, dr

= Jy ]Vu]p *VuVe dx.

Combinando (3.16) e (3.17), obtemos

/ |VulP2VuVp dr = / igp de.
0 o u®
Portanto, u é uma solucéo fraca do problema (3.1). O

Teorema 3.7. Suponha que f é uma funcao nao negativa em Lé(Q) e <

a < 1. Entdo a equagdo (3.1) possui uma tunica solugdo u € Wol’p(Q).

Demonstracao. Existéncia

Note que u,, ¢ solugao de

—Apw=g em
w =10 sobre 0f2

em que g = (ui—nl)“ Portanto, pela demonstracao do Teorema C.4 temos

que u,, minimiza o funcional J, : W, () — R definido por

1
:—/|Vw|pdx—/fn—w1adx.
D Ja Q(un+_)

n

Pelo Lema 3.4, {u,} é crescente. Logo,
0 < up(z) < u(z) = limu,(z) < oo.
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Além disso, fazendo ¢ = u,, em (3.8) obtemos

fntin
p pr— p f— —_—
leellysne) /Qwun’ o /Q (un +2)" dm

n
fun

dx
Q Up
= /fu}lo‘ dz
Q
< il e o
= [Ifll2 llualli™

< Il (Cllunllyreg) ™

= C70A N Mlunllys s

()

isto é,

l-a ﬁ
ltnllwpr ey < CT=T= || FIIE
Logo, {u,} é limitada em W, (Q). Dai, como W,”(Q) é reflexivo, passando
possivelmente a uma subsequeéncia, temos que existe u € VVO1 P(Q2) tal que

u, — T fraco em W, 7(Q). (3.18)

Assim, passando a uma subsequéncia, se necessario, temos u, — u em L(£2)
e entao, passando novamente a uma subsequéncia, temos u,, — u q.t.p. em

Q. Portanto, u =7 € W, ?(Q). Segue também de (3.18) que
lullwer gy < Hmnt {|unlly1eq). (3.19)

Como u,, minimiza o funcional .J,,, temos J,,(u,) < J,(u), isto é,

1 1
—/|Vun|p dm—/fn—uza de < —/ |VulP dx—/ila dz,
P Ja Q(un—l——) P Ja Q(Un+—)

n n

o que implica

%fQ |Vu,|P dx

IN

%fﬂ \VulP de + |, —“)afn dx

Un —
1
“n"rg

IN

%fQ |VulP dz,
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uma vez que u, < u q.t.p. em ). Logo,
hmsup HunHWOlvP(Q) S ||U||W01,p(9) (320)

Portanto, segue de (3.19) e (3.20) que

Jim {Junlwio ) = lullwiro)- (3.21)

Como W, ?(Q) é uniformemente convexo, segue de (3.18) e (3.21) que u,, — u

em VVO1 (). Portanto, pela Proposigao 3.3, concluimos que

lim / IVu,|P*Vu, - Vo dv = / \VulP2Vu -V de, Vo e WP (Q).
(3.22)
Por outro lado, para cada ¢ € C§°(€2) obtemos de (3.10) que

X

0< | <
<un+%>| (Cory’

em que ' = {z € Q;¢ # 0}. Além disso, {f,} converge para f q.t.p. e,
como a imersao Wy*(Q) < LP(Q) é compacta, passando possivelmente a
uma subsequéncia, temos u, — u forte em LP(Q) e q.t.p. em 2. Assim,

aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos

T L / % dr, Vo€ C2(Q). (3.23)
- Q

Temos também que u,, é solucao fraca de (3.5) e entao

p— fn¢ P

n

Portanto, segue de (3.22), (3.23) e (3.24) que

/ |VulP2Vu - Vo dr = / f—f dr, V¢ e CF(Q).
Q QU
Logo, pelo Lema 3.6 u é solugao fraca de (3.1).
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Unicidade

Sejam uy, uy € Wy (Q) solugdes fracas de (3.1). Considerando ¢ = u,

temos
/ (Vuy P2V, - V(uy — ug) do = / ia(ul —ugy) dx
Q Q Ug
e
/ |Vug|P > Vuy - V(uy — uy) do = / u—];(ul — ug) dz.
Q Q Uz
Logo,
1 1
/(’vuﬂpQVUl—WUz’p2VU2)'V(U1—U2) dx = /(Ul—uz) <_a -
Q Q uy U

— U2,

)fdx

Segue de (C.3) que o lado esquerdo dessa igualdade é nao negativo. Temos

também que o lado direito é menor ou igual a 0. Portanto,
/(]Vul\p_2Vu1 — | Vua[P2Vuy) - V(uy — ugy) dz = 0.
Q

Assim, segue de (C.3) que V(u; — uz) = 0 q.t.p. Logo, ||V (u; — us)||

isto é, |ju; — UzHWOLP(Q) = 0. Portanto, u; = us.
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Capitulo 4

Minimizacao do funcional

energia

Neste capitulo vamos assumir 0 < o < 1 ¢ f € La (). Vamos mostrar
inicialmente que a solucéo fraca de (3.1) minimiza o funcional J, : W, ?(Q) —

R definido por

1 1 .
Ia(e) = Vol = = [ ) da

e conhecido como o funcional energia associado ao problema (3.1). Uma
vez que 0 < a < 1, este funcional nao é derivavel. Portanto, nao podemos
usar recursos de derivagao para concluir que seus possiveis minimizadores sao
pontos criticos.
Posteriormente, mostraremos que a solugao u minimiza o quociente
P
[Vollp
1 1p
(Jo lvl'=of da) ™=

Na demonstracao do proximo lema vamos usar a seguinte observagao:

, v e WP (Q)\{0}.

Observacao 4.1. Sejam 0 < 8 < 1,y > 1e a,b > 0 tais que a + b = 1.

Entdo a funcao t + t* é estritamente concava e a funcao t — t7 é estritamente
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convexa, isto é,
(ax +by)’ > ax’ +by®, Va,yeR,

(ax +by)” < azx”+y", Vux,yeR,

e essas desigualdades sao estritas nos pontos em que x # y.

ComoO0<1l—a<lep>1,para wy,wy € Wol’p(Q), temos
(awy + bwy)' ™ > aw; ™ + bwy ?,
(a|Vwi| + b|Vws|)? < a|lVw|P 4+ |[Vwy|P
e a primeira desigualdade é estrita nos pontos em que wy(x) # wo(z).

Lema 4.2. O funcional J, : Wy ?(Q) — R possui um tinico minimizador, o

qual € nao negativo.

Demonstracao. Existéncia

Note que o funcional J, estd bem definido, pois

|Jo(v)] < %HVUH@—}-||f||é||(v+)1_“]|ﬁ, pela desigualdade de Holder
T P
< 3ol + I Il
< 30l + O ol gy pols WP = L.

Temos também de modo anédlogo

1
Ja(v) 2 EIIUH’;V&@ = Cllfll vl (4.1)

() Wy (@)

Logo, como 0 < 1 — a < 1 < p, segue que a fungao p(t) = Il?tp — C|| flj ot

é limitada inferiormente em R e entao

p o= inf  Ju(v) > —o0. (4.2)
vEW)P(Q)
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E interessante observar que u < 0. De fato, fixando v € Wy P(Q) tal que

/(v+)1_°‘f dr >0
Q

temos

tp—(1=a)

Jo(ty) = - [ Vo2 - ﬁ/ﬁ(w)laf d:c} |

para todo ¢ > 0. Como a fungao t — J,(tv) é negativa para valores de ¢
entre suas duas raizes, podemos concluir que o funcional J, assume valores
negativos.

Agora, tomemos uma sequéncia minimizante correspondente a p, isto é,

uma sequéncia {wy} C WyP(Q) tal que

lim J,(wg) = p. (4.3)

k—+o00
Logo, a sequéncia (J(wy))ren é limitada em R e entao segue de (4.1) que
existe M > 0 tal que

1
_ p _ 11—«
p“wkHWOl’p(Q) C”fHéHwkH”fOLP(Q) S M? Vk € N.

Portanto, {w;} é uma sequéncia limitada em W, ”(Q), pois

lim p(t) = +o0.

t——+o0

Como W,7P(Q) é reflexivo, (w;) possui uma subsequéncia, que vamos con-
tinuar denotando por (wy), fracamente convergente em W, (). Passando
possivelmente a uma subsequéncia, temos que existe w € L'(2) tal que
wy — w em L'(Q). Note que,

wy = %(|wk| +wg) — %(|w| +w) =w" em L'(Q) (4.4)
quando k — oo. Como

la® —b°| <la—b°, Va,b>0,0<pB<1, (4.5)
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temos

UQ[(UJIDI_

< Jol(w) e — (w

< Jolwf —wt e |f] de,
< fwf — w1l
=l — w1 (1

Logo, segue de (4.4) que

lim
k——+oo Q

Observe que

Jo(w)

IN

1 i 1
1 <hl?l><1>{31f ||wkHW“’ Q))

17; . P
p liminf flwef[L .

1
VI
fm inf (pnwknww

1 .
+ —— lim
1-a k—oo

1
= liminf J,(wg) +
k—o00 1

= p+0 = p,

ou seja

(wi)'™f dx
T T
11—« .
([wnerar- [
([wnresar— [ @y )
Q Q

— (¢ k—oo

*— (w*) =] f de]
)= 1] da

por (4.5)
pela desigualdade de Holder

- [wsan

)170411(‘ dx

Lfﬂ (whH)=of dx

/ Yo f dy
s

Hiag das)

Jo(w) < p.

Por outro lado,

inf

ne veW; P (Q)
0

Logo, J,(w)
w é nao negativo

Sabemos que

Vuw,

Vw' =
0,

Jo(v) < Ju(w).

= p e entao w minimiza J,.

em w >0,

em w <0,



0, em w >0,
Vw™ =
—Vw, em w <D0.

Logo, se Vw™ # 0

IVol, = ( / IVt dx) +( / Ve 2. da:>
> (/Q Va2, dx)

= [IVw™,

e, entao,

Jo(w®) < Ju(w), (4.7)

o que contradiz o fato de w ser um minimizador de .J,. Portanto,

w- =0. (4.8)

Assim, w > 0.
Unicidade

Sejam w; e wy minimizadores de J, e suponhamos que

D:={xe€Q /w(zr) #wx)}

tem medida positiva. Como ja mostramos w; e wsy sao nao negativos. Sejam

a,b > 0 sao tais que a + b = 1. Logo,

po < Jy(aw; + bws)
= 2 JolaVwi +0Vuwsl? dr — 1 [ (awr + bws)' = f da
< 2 Jolal V| + 0| Vws|)P do — 25 [ (awy + bws)' = f dx,  pela des. triangular
< %fﬂ(a|Vw1|p + b|Vws[P) do — = [, (aw;™® + bwy ™) f dz, pela observagao 4.1

aJo(wy) + by (ws)
= (a+0) p, por (4.2)
= u
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Assim, chegamos ao absurdo p < p. Logo, |D| =0 e w; = ws q.t.p. em €.
O

Lema 4.3. A solugao u, encontrada no Lema 3.4 € o unico minimizador

positivo do funcional

H,(v) = %nwng - / Go(o(2)) fulz) da

em que

n 11—«

Gy = [ s+ ) ds (1.9
s

3|>—‘ |
»
9]
~
A\
o

Demonstracao. H, é de classe C!

Defina
fu()
(st +3)"

Note que, para todo s € R, a funcao z — g(x,s) é Lebesgue mensurdvel,

g(@,s) = (4.10)

pois f, € LY). Temos também que para quase todo z € Q a funcgio
s+ g(x,s) é continua em R. Portanto, ¢ definida em (4.10) é uma fungao
de Carathéodory.

Temos que g satisfaz a condicao de crescimento
lg(z,8)| < Cls|”t +b(z), 2€Q, seR (4.11)

em que C' > 0 é uma constante, 1 < ¢ < p* e b € L7 (Q), pois

fn()

ool = T




Portanto, segue da Observacio A.4 que o funcional H, : W, ?(Q) — R é

de classe C' e

(H! (v),¢) = /Q |Vo[P2VuVe dx — /Qg(a:,v)gb de, Y ¢¢€ Wol’p(Q).

H,, possui um minimizador

Note que
Gn(v(z)) = = (v(z)+ %)1 - L (%)17& < = (vh(2) + %)17 , parav(z) >0,
Gp(v(z)) = (1) "v(z) <0 < = (%)l_a = (vF(z)+ 1) ", parav(z)<0.
Assim,
1 . 1 -«
Gn(v)gl_a(v +—) ,

1 1\
/QGn(v)fnda: < 1—04/9(U++ﬁ> fdx

B ﬁ Q(U++1)1afdx

= ﬁ” fla o+ 1]

: 1iaH flls (ol + 12

< %H flls (CIVoll, + (2

= OV, + Co)' 7. (4.12)
Logo,

1
H0) = SVl = [ Galola)) fule) do
> Vel = Cu([ Vol + Ca)'

Uma vez que a fungao ¢ € [0, +00) — % — Oy (t + Cy)'= é limitada inferior-

mente, temos que

A= inf H,(v) > —o0.
vEW, P (Q)
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Portanto, existe uma sequéncia {w;} € W, ?(Q) tal que
H,(w;) — X\ quando k — oo.

Segue de (4.13) que wy, é limitada em W, (£2), pois

P

t
lim |— —Ci(t+Cy)' ™| = +oo.
t——+o0 P

(4.13)

1 , . N , .
Como W, (Q) é reflexivo, passando a uma subsequéncia se necessario, {wy}

. 1
é fracamente convergente em W;”* (). Passando novamente a uma sub-

sequéncia, existe w € L'(Q) tal que
wy, — w em L'(Q), quando k — oo.

Note que

G;(t):(t++l) g(l) =n" VteR

n n

Assim, G,, é Lipschitziana e, entao,

IN

[ oy Gnlwi) i d = [ Gu(w) f dla

IN

net [0 Jwy — wl de,

n®*H wy — wl

IN

n 1 C||wy, — wng*P(Q)’

Portanto,

lim [ G,(wg)fn de = /Gn(w)fn dx,
Q

k—o0 0

o que implica

H,(w)

IN

L. .
]—jhlgr_l}})lngVwng—/ﬂGn(w)fn dx

|
= liminf H, (wg)

k—oo

= A
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(4.14)

pois |fu] <n
por (4.14)

pela imersao de Sobolev.

(4.15)



Logo, w minimiza H,.

Uma vez que G, (w) < G, (w™), podemos concluir que Vw™ = 0, ou seja,
w > 0.

Como H,, é de classe C' e w é um minimizador, concluimos que w é um
ponto critico de H,. Portanto, w é solucao de (3.5), implicando que w = u,
e, entao, u,, minimiza H,.

Unicidade
J4 mostramos que H, é de classe C' e, portanto, todo minimizador de H,,
é um ponto critico. Mostramos também que todo ponto critico de H,, é
uma solucao de (3.5). Logo, todo minimizador de H, é uma solucao de
(3.5). Além disso, segue do Lema 3.4 que o problema (3.5) possui uma tnica

solugao. Portanto, H, possui um unico minimizador, o qual é u,,. O
Teorema 4.4. A solucao u encontrada no Teorema 3.7 minimiza J,.

Demonstracao. Note que

Ll ge t>0,

lim G,(t) = -
oo 0, se t<0.
B (t—f—)l—a
 l-a
Logo,
: o ]' 11—«
Jim fo(2)Gulun(2)) = T f@)u(@) ™", @€ Qqtp.

Além disso, como u,, < u e GG, é crescente, temos

@) Grlun(@)] < f(2) |Golun(2))]
< f(2) |Galu(a))
< 9 (u(a) + 1)
< 9 (ya)+ 1)t
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I+ f < e+ 1)l
(lully + 120 11 £

—+00.

IA

A

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos

lim fn( )G (un(x)) dr =

n—00 1l—«

/Qf(x)ul_o‘ dx. (4.16)

Analogamente, se v € Wy (9),

@G @)] < f@) [Galet@)] < L (W(x)*l) e LY(Q)

1
11—«

lim g fn(2)Gr(v(x)) dox =

n—oo

/ f(x) (vt (z) d. (4.17)
Q
Como u,, > 0 e u, é um minimizador de H,,, temos

Bllvunnp /fn w(Un (7)) dv < -||w||p /fn G(v(z)) de.

’ 1 . ~
Dali, como sabemos que u,, — u em W, ”*(Q) - veja demonstracao do Teorema

3.7 - temos de (4.16) e (4.17) que

1 p_ 1 1—c 1 p_ + l1—a
SIvuly = = [t de < 219l [ )@ do

ou seja,

Jo(u) < Jo(v), Y oveW,"(Q).

Agora mostraremos que u minimiza o quociente

VolP 1
AT PR
o luli=f dx)t=
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Note que isto é equivalente a provar o seguinte teorema, em que

u

(Jo Il fel) ™=

Uy 1=

M:= {v e WyP(Q) : /Q |7 fdo = 1}.

Teorema 4.5. Temos
|Vt ]2 = min {||vv||§ ve M} .
Demonstra¢ao. Usando (3.2) para ¢ = u obtemos

[Vullb :/ul_o‘f dx.
0

1 1 l1—a
Ja(u):(y;_l—a)/gu f dx.

Fixe v € M. Para cada ¢t > 0 temos

Portanto,

tl—oc

?

tP
Jalu) < Jalt o) = - IVl - 7

e, por (4.18), essa desigualdade equivale a

1 p—(1=a) |17y ||P 1 1
tl—a _ || ||P S ( o _) /ul—af dx.
11—« P l—a p/) Ja

Para
___p
t=[IVoll, 7"
temos
tl—a S/Ul_af dflf,
Q
isto é,

19l < [y
P = )
Q
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ou ainda ,

I-1=
ol = ([wmeras)
Q

Portanto, segue de (4.18) que

p

1_17(1
IVuall = ( / o f dx) < Vo,

o que finaliza a prova, uma vez que u, € M.
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Apeéendice A

Diferenciabilidade de funcionais

de Nemytskii

Neste apéndice apresentamos um resultado de diferenciabilidade para funci-

onais de Nemytskii, ou seja, para funcionais da forma

d(u) = / F(z,u(x)) dz
Q
em que
Fla,s) = / o, 7) dr.
0
Estes resultados podem ser encontrados em [11, 14].

Definigao A.1. Um funcional ® em um espago de Banach X ¢é (Fréchet)
diferencidvel em uw € X se existe uma aplicagdo linear limitada ®'(u) € X*

tal que
|P(u+v) — P(u) — D' (u)v|
[v]lx

quando ||v||x — 0. O funcional ® é de classe C' se a aplicagao u — @' (u) é

— 0

continua. ®'(u) € a derivada de Fréchet de ® em u.

Usualmente, a expressao (®'(u), v) é utilizada para denotar ®'(u)v, a agao

de ®'(u) em v.
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Definicao A.2. Uma funcao f : Q@ x R — R ¢é chamada funcao de Ca-
rathéodory se satisfaz as sequintes condigoes:
(i) para cada s € R, a fungio xz — f(x,s) € Lebesque mensurdvel em €);

(ii) para x € Q q.t.p. a funcao s — f(x,s) é continua em R.
A proposigao seguinte pode ser encontrada em [11, Proposigao 6].

Proposicao A.3. Suponha que f : QxR — R € uma funcao de Carathéodory

e satisfaz a sequinte condicdo de crescimento:
[F(z.9)] < Clsl" +b(z), z€QseR,

em que C > 0 € uma constante, ¢ > 1, b € LT (Q). Seja F: Q xR — R
definida por
F(z,s) :/ flz, 1) dr.
0
Entao:

(i) F ¢ uma fungdo de Carathéodory e existem Cy >0 e c € LY () tais que
|F(z,8)| < Cyls|?+c(x), x€Q,seR,;
(i) o funcional ® : L1(Q) — R definido por
O(u) = /QF(x,u(x)) dx
¢ de classe C1 e a derivada de Fréchet de ® em u € o funcional definido por
(@' (u),v) = /Qf(:v,u(x)) v(z) de, we LIQ),ve L7(Q). (A.1)
Observacao A.4. Para 1 < g < p*, as solugoes de

—Ayu = f(z,u), em Q
u =0, sobre 0f)

(A.2)
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sdo pontos criticos de um funcional de classe C* em W, ”(Q). De fato, por

definicao, u € W, (Q) é solucio fraca de (A.2) se

/ |VulP2VuVu do = / flx,u(x) v(z) de, Yo e W,P(Q).
0 Q

Além disso, segue de [11, Teoremas 7 e 9] que o funcional ¢ (u) := L[| Vul[? ¢

o
de classe C' em W, 7(Q) e

W (), v) = / Va2 VuVe d.

Por outro lado, como a imersdo W, ?(Q) — L9(Q) é continua, segue da
proposigao anterior que o funcional energia associado ao problema (A.2),

definido por
1
F) = 2Vl ~ [ Fla.uta) de
Q

é de classe C' em W, (Q) e sua derivada é dada pela expressao
(F'(u),v) = / |VulP2VuVv dz — / flx,u(z)) v(z) de, Yu,v € W,P(Q).
Q Q

Assim, as solugoes do problema (A.2) sao os pontos criticos de F.
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Apeéendice B

Solucao do problema de
Dirichlet para a equacao de

Poisson radial

Nesta se¢ao vamos deduzir uma expressao para a solugao do problema

{ —Ayu = f(x), em ) B.D)

u=>0 sobre 012,

em que 2 é a bola de raio R centrada na origem e f € L*>(2) é radial, isto

é, f(z) = f(r), em que r = |x|.

Para simplificar a expressao da solucao, utilizaremos a funcao

Uy(t) = [t~

Note que
¢;1 = wp’- (BQ)
De fato, se s > 0 e s = ,(t) = [t|P7%t entdo t > 0 e, assim, s = P71

Logo, t = 5T = g1 = Yy (s). Por outro lado, se s < 0 e s = 9,(t) =
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[t|P~2t entdo t < 0 e, assim, s = (—t)P72t = (=1)P"2P~1 o que implica que
tP~1 = (=1)*"Ps, que pode ser reescrita da seguinte maneira:

2—p 1 / /

b= (C)FETT = (C1)7 2 = (o) R = iy (o).

Teorema B.1. Suponha que em (B.1) tenhamos Q2 = Br(0) e f(x) = f(r),

em que r = |x|. Entdo a unica solugao de (B.1) é dada por

ur) = | “u ( / ) ds) a0 (B.3)

em que ¥y € a inversa de ,(t) = [t[P~t.

Demonstracao. Note que

aii(u(r)) = 8(?@ (u< x%+...+x3)>

1
= u'(r) 21
2\ /a3 + ...+ a2
RN}
— v
o que implica
|VulP2Vu = [u/(r) L u'(r) r
r r
= |u'(r) P72 (r)
x
= ) L

Logo,




Assim, podemos escrever a equagao (B.1) da seguinte forma radial:

= (G ] + ) ) = 10

que pode ser reescrita da seguinte maneira:

= [P ()] =N ().

Como a solucdo f é limitada, segue de [18] que u € CH#(Q). Além disso, f

¢é radial, o que implica que u é radial. Temos entao

u'(0) = limM
o MO —u()
t—0— —t ’
10— u0)
t—0- t 7

= —u'(0)

trocando t por —t

pois u(t) = u(—t)

Logo, ¢/(0) = 0 e , portanto, 1,(«'(0)) = 0. Integrando de 0 a r obtemos

ol = [ (3)" s as.

r

;s ~ —1 / ;s
Como 1, é impar e entdo (¢,) também é impar, segue que

—d(r) = ! (/0 (;)Nl £(s) ds) .

Portanto, segue de (B.2) que

) =u ([ (2) 9 0s).

Finalmente, como u(R) = 0, pois u = 0 em 02, integrando de r a R con-

u(r) = /TR by (/09 (g)Nl £(5) ds) do.

Portanto, a tnica solucao de (2.1) é dada por (B.3). O

cluimos que
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Apéndice C

O inverso do operador
p-Laplaciano

Nesta secao estudamos o problema

—Ayu=g(x) em
u=20 sobre 0}

(C.1)

N / _ - .
emque QCRY ge P (Q), 0<p<lep = ﬁ. A condicao de fronteira

serd entendida como u € Wy (Q).

Definigao C.1. Uma fungio u € Wy ?(Q) ¢ chamada solugéo fraca do pro-

blema (C.1) se vale a sequinte identidade

/Q|vu|p—2vuvgp dr = /ﬂg(p dz, Vye€ Wol’p(Q).

Demonstragoes do préximo lema podem ser obtidas em [10, Lema 2.1] ou

em [26, Lema 1]. Nele, utilizaremos a seguinte funcao vetorial
v, : R —  R”
r — |zl %
em que n € N — {0}.
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Lema C.2. Sejam x, y vetores de RY. Entdo existem constantes positivas

¢y e Cp, que dependem apenas de p, tais que:

|z —y|P, se 1<p<2
6y(2) — p(0)] < ©2)
(ol + [yl — g, se p>2
(&
lz—y|?
(Uo(0) — () - (w — y) > €, 4 Torwmrer ¢ LSPE2 0y

|I - y|p7 se p=> 2
para todos x, y € R™ — {0}.

Lema C.3. O funcional J : W,7(Q) — R dado por
1
J(u) = —/ |Vul? dx — / gu dz, u € WyP(Q).
pJa Q
¢ de classe C' e
(T(w).0) = [ (VP 2Vu- o - g0) dn, o€ WH(Q).
Q

A prova da diferenciabilidade do primeiro termo do funcional pode ser
encontrada em [11, Teoremas 7 e 9]. A diferenciabilidade do segundo termo

¢ imediata.

Teorema C.4. Suponha Q C RN ¢ um dominio limitado e g € LP ().
Entdo o problema (C.1) possui uma tinica solu¢io u € WP (Q) no sentido

fraco.

Demonstracao. Primeiramente, provaremos a existéncia de uma solucao. Note

que o funcional

1
J(u) ::—/]Vu|p dx—/gu dz, ue WyP(Q)
P Ja Q

estd bem definido, pois pelas desigualdades de Holder e de Poincaré temos
1 » 1
[J(w)] < 1—)IIVUHp + llgllpllull, < zg\IUHWOw(Q) + Cliglly llullyy» q)-
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Assim, segue das desigualdades de Holder e de Poincaré que

J(u)

v

ol o) = Nglly llully

(C.4)

> Ll = Clloly Nelhgocoy

Logo, como a funcao p(t) = %tp —C/|g]|#t é limitada inferiormente, segue que

p o= inf  J(u) > —o0.
ueWy P (Q)

Temos que existe uma sequéncia {u,} C W,?(Q) tal que

lim J(ug) = p. (C.5)

k—4o00

Logo, a sequéncia (J(ug))gen € limitada em R e entao segue de (C.4) que

existe M > 0 tal que

1
EHU'ICH;/OLP(Q) - CHf”p’”uk”WOl’p(Q) S M7 Vk € N

Portanto, {u} é uma sequéncia limitada em W, ?(Q), pois

lim p(t) = +o0.

t——+o0

Como VVO1 P(Q) é reflexivo, passando possivelmente a uma subsequéncia, te-
mos que existe u € WyP(Q) tal que u, — u fraco em Wy(R). Note que,
definindo
F(w) = / gw dz, w e WyP(Q),
Q

segue da desigualdade de Holder que
[E(w)] < llgllpllwlly
e entdo F € W= (Q). Logo, F(ux) — F(u), isto é,
k——+o0

lim [ gug dx = /fu dx. (C.6)
0 0
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Observe que

Tw) = Nl — fogu ds

1 . . p
< 5 <h,££f”uk||w(}’p(ﬂ)> — [qgu dx

— 1pmi P _
= 3 hg(l;lf ||uk||W01,p(Q) gu dz

Q
1
= liminf (—||uk||p—/guk dx) + lim (/ guy d:v—/gu dx)
k—oo \ p Q k—o0 Q Q

= liminf J(ug) + lim < quy; d:c—/gu dx).

Fazendo k — oo nessa tltima desigualdade, seque de (C.5) e (C.6) que
J(u) < p.

Por outro lado,

p= inf < J(u).

weW, P ()

Logo, J(u) = p e entdo u minimiza J,. Portanto, segue do Lema C.3 que u
¢ solugao fraca do problema (C.1).
Agora, provemos a unicidade. Sejam wuq,us € VVO1 () solugoes fracas do

Problema (C.1) para g = ¢ e g = gs, respectivamente. Assim,
<_Apu1 - <_Apu2>’“1 —ug) = (g1 — G2, U1 — Ua).
e entao segue da desigualdade (C.3) que
(=Apur — (—Apuz), ur — us)
= Jo (IVw P2V, — |Vus|P"2Vuy, V(uy — us)) dz

fQ |V (up —ug)? dx sep>2,

[V (1 —uz)?
Jo oaivayr du se 1 <p<2.

Cy

Entao para p > 2 temos

fQ V(ug —ug)|P dz < CLP (g1 — g2, u1 — u2)
< glo = gllyllu — uoll,
<

SPCLpHgl - ngleul - uQHWOl’p(Q)?

o1



o que implica

1

g\ 7 o
||U,1 - u2||W01’p(Q) S 5 ||gl — QQH;/ . (C?)
p

Para 1 < p < 2 temos

YV (u1—u2)|?
fQ (|V|u1(|—1|Vu22)|‘)2*P dr < CLP <91 — g2,U1 — U2>

< gllor = gellyllur — uzll,

< SPCLPHQI - 92||p’||u1 - u2||W01,p(Q).
Pela desigualdade de Holder,

up—u (2—p)
Jo V(i —w)lP dv = [ S 25 1) (V| + [Vua|) 72" da
(IVu |+ Vuzl)
< ||t i+ e,
(IVur|+|Vuz) =27 |2

r
2

= (o el o) (JolIVar| + Vs )? dz) =

Combinando essas duas tltimas desigualdades obtemos

fQ |V (up — ug)|P dx

[M4S]

2;
< (Sllor = gally s — oy (ol 190l + 9l dx)2
= (Sllgr = gallyllus — wllyroey)” (NIVwm]+ Vs l,) ™
< (S&llor = gllylln — wlyny)* (IVurll, + [ Vusll,) ™

e entao

M|

[N4S)

[SIS]

l|ur — U2||

1p(Q) 1
e < Spap||gl_g2”p' : (C.8)
(sl ooy + ezl

e (C.7) e (C.8) segue que se g1 = go entao u; = us. O
Observagao C.5. Para cada u € W, () temos

| (—=Apu, )| = ’/qu]p_QVuV(b dx
Q
< NIVuPHy Vol

= [IVullE Ve,
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e entdo —Ayu € W (Q). Assim, temos —A, : Wy P(Q) — W-17(Q).

Observe que para g € W1 (Q), como

1,
|g(u)| < HgHW*lvP'(Q) ||u||W01’P(Q)’ Vu € Wy"(),

concluimos que o teorema anterior continua valido. Portanto, o operador

—A, : WyP(Q) — W9 (Q) é bijetivo.

Teorema C.6. Seja Q C RY um dominio limitado.

A) =N, - WP(Q) — W(Q) ¢ uniformemente continuo em conjuntos
limitados.

B) (—=A,) 1 WH(Q) — Wy P(Q) € continuo.

C) O operador

(—A,) 1 WH(Q) — WP (Q) — L9(Q)
€ compacto se 1 < q < p*, em que

2N sep < N,

pr={ NP (C.9)
oo sep>N.

Demonstragio. A) Considere C' C WyP(€) um conjunto limitado, isto 6,

existe M > 0 tal que

Vamos mostrar que —A, é uniformemente continua em C. De fato, seja
u,v € C'. Assim,
| = Apu — (=Ap0) -1y = sup / < Apu—Apw, Vo > do

sup / ||Vu|p_2Vu — |Vv|p_2Vu| V| d.
1 Jao

Al 1.0 o=
19117

N
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Logo, se 1 < p < 2 entao de modo andlogo a (3.3) obtemos

| — Apu — (_APU)HW*LP/(Q)

p sup / |Vu — VolP~ ! |Ve| dx
Q

Al 1.0 =1
191120

¢ sup [V — Vol Ve,

>

& ([ |Vu = Vol dz)»
el Vu — VUHgfl

Além disso, para p > 2 de modo andlogo a (3.4) temos

| = Apu — (_APU)HW*LP’(Q)

p
< s g [lulls + ol

ol 1.p =1
HWO P(Q)

= & [lullygs + ol
1

< 6 MP? u— o,

2
= vllyso @llyr

p—2

ot — 0

Portanto, —A,, é uniformemente continuo em C'

B) De (C.7) e (C.8) segue que (—A,)~! é continuo.

C) Como a imersdo WyP(Q) — LI(Q) é compacta e a composicio de

um operador continuo com um operador compacto é compacto, segue como

consegeéncia imediata de B.

o4
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