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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar de maneira breve a Teoria de Galois e um
calculo dos grupos de Galois de polindmios de grau baixo, em corpos de caracteristica nula.

Palavras-chave: Teoria de Galois, Grupos de Galois, Corpos de decomposicao.



Abstract

The objective of this text is to give a brief introduction to Galois theory and to computer the
Galois groups of low degree polynomials in a field of caracteristic zero.

Keywords: Galois Theory, Galois Groups, Splitting field.



Capitulo 1

Introducao

Um dos mais belos episdédios da matemética ocorreu no inicio do século XIX. A historia de um
jovem, que embora uma vida banhada em um mar de frustracoes, como a rejeicdo na "Ecole
Polytechnique"e uma morte precoce em Paris, aos 20 anos, Evariste Galois, é o responsével por
abrir portas a solucao de problemas que envolvia raizes de polinémio, como a explicacao da nao
resolugao de alguns polindmios de quinto grau.

O presente trabalho tem como fim, dar uma introdugéo ao estudo da teoria iniciada por
Galois, e mostrar alguns exemplos de sua aplicagdo. Para isso foi estudado os livros de STWART,
SNAITH, MORANDI, KAPLANSKY, ROTMAN, WEINTRAUB e MARTIN, que nos explicam
sobre a teoria de Grupos, a teoria de Corpos e nos apresenta o Teorema Fundamental da Teoria
de Galois, também chamado de "Correspondéncia de Galois"que faz a conexao entre as duas
teorias. Este teorema sera o nucleo deste trabalho.

Dessa forma, antes de chegarmos propriamente no Teorema Fundamental da Teoria de
Galois,vamos rever rapidamente os conceitos e resultados importantes sobre o estudo de Grupos
e Corpos.

No primeiro capitulo, revisaremos as principais estruturas algébricas, grupos, anéis e cor-
pos. Também falaremos sobre polinémios e espacos vetoriais, abordando os resultados necesséario
para dar seguimento ao trabalho. Aqui nao sera apresentado nenhuma demonstracgéo, se tratando
apenas de uma revisao. Os que desejarem conhecer a prova dos resultados, poderdo encontrar
nos livros usados como referéncia.

No Capitulo 2, temos nossos principais resultados, e o desenvolvimento propriamente
dito de nossa pesquisa, e as demonstragoes dos resultados apresentados se encontram ao longo
do texto, com excecao de alguns poucos que foram omitidos devido a sua complexidade ou alguma
outra conveniéncia, mas esses sao raros, a grande parte esta demonstrada.

A Segao 3.1, nos diz sobre extensdes de corpos. Dessa forma mostramos o Teorema da
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Torre, falamos sobre as Extensdes Algébricas, concluindo as defini¢oes sobre Fxtensoes Normais
e Ezxtensoes Separdveis e o Teorema do Elemento Primitivo.

Logo apo6s, na Secao 3.4, cujo o titulo é Teoria de Galois, nos indica o inicio da teoria
estudada. Encontraremos nessa sec¢ao a definicdo de Faxtensoes de Galois e Grupos de Galois,
na Secao 3.3, temos o objetivo de mostrar que o grau de uma FEztensio de Galois € igual a
ordem de seu Grupo de Automorfismo (Grupo de Galois) e na Segao 3.2 veremos que se uma
extensao & Normal e Separdvel ela também é uma Extensio de Galois. E também nesta secio
que trataremos do Teorema da Correspondéncia de Galois.

No Capitulo 3, vamos expor outros resultados interessantes para o nosso estudo, que vira
colocando no centro o Teorema Fundamental, apresentado na secao que o precede. Veremos a
definigao e resultados sobre Eztensoes Cliclotomicas e Extensoes Soliveis, dando enfase o fato da
nao solubilidade algumas extensoes de grau cinco ou superior, e com isso a prova da impossibili-
dade de um algoritmo para solugao de equacoes de grau 5 ou superior, ja que o grande fato é que
nem toda raiz de polinébmio de grau maior ou igual a 5, pode ser escrito por meio de radicais.

Embora a se¢ao 4.2, se conclui com o teorema de nao solubilidade para polinémios de
quinto grau, é na Sec¢ao 4.3, mostraremos o cdlculo dos grupos de Galois para polindbmios de grau
mais baixo, veremos alguns métodos faceis de se conseguir o grupo de Galois de um polinémio
a partir do que sabemos de suas raizes. Finalizamos o trabalho com alguns exemplos sobre tais
calculos.

Alguns pontos sdo importantes para a leitura do texto, como o fato de darmos foco
a teoria em cima de extensoes algébricas de caracteristica zero, ou seja toda extensao aqui é
separavel, (como veremos ao longo do texto) o que conclui que a tnica coisa que difere se uma
extensao ser de Galois ou nao é a normalidade, um fato explicado no segundo capitulo. Nosso
objetivo é somente uma breve leitura, sobre a Teoria de Galois, ficando o estudo de resultados

mais profundos, e releituras e exploragdo de novos resultados para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Estruturas Algébricas

2.1 Grupos

Definigao 2.1. (Grupo) Seja G um conjunto e - , uma operagdo definida sobre os elementos

deste conjunto, entao (G,-) é um grupo se sao vdlidas as sequintes propriedades:
e Fechamento Se a,b € G entdo a-b € G, para todo par a,b € G.
o Associatividade: Temos a-(b-c) = (a-b)- ¢, Para todo trio a,b,c € G.
e FElemento neutro: Existe o elemento 1 € G, tal que 1 -a = a, para todo a € G.

e Inverso:Para todo a € G, existe o elemento a™' € G tal que a - a~' = 1. Nestas condicdes

1

dizemos que a~"* € o inverso de a.

Proposicao 2.2. Em todo grupo (G,-), o elemento neutro é unico e todo elemento possui um

Unico 1nverso.
Definigao 2.3. (Grupo abeliano) (G, -) serd um grupo abeliano se a-b =b-a, para todo a,b € G.

Definigao 2.4. (Subgrupo) (H,-) é subgrupo de (G,-) se, H é um subconjunto de G, e H satisfaz

as condigoes de grupo com a mesma operacao que G. Neste caso notamos H < G

Proposicao 2.5. Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. (H,-) serd subgrupo

de (G,-) se, para todo par a,b € H, a-b~' € H.

Exemplo 2.6. Chamamos de subgrupo trivial, o subgrupo formado apenas pela identidade de
um grupo (G, -). Vemos que todos as propriedades se satisfazem para esse grupo. E fechado pois
1-1=1, é associativo pois 1-(1-1) = (1-1)-1, e vemos o elemento neutro é seu proprio inverso.
Notemos também que quando (G,-) é um grupo, G < G , pois G C G, e com isso satisfaz as

propriedades de subgrupo.
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Definigao 2.7. (Ordem de um grupo) Definimos ordem de um grupo (G,-) o cardinal, |G|
correspondente ao numero de elementos deste grupo.
Se |G| € um nimero natural, entao (G,-) serd um grupo finito, mas caso o contrdrio, serd

um grupo infinito.

Definigao 2.8. Seja g € G, onde (G,-) € um grupo, dizemos que n € a ordem de g € G 0o menor

valor natural n tal que g" = g-g---g =1 neste caso n = o(g), caso este natural exista.

Definigao 2.9. Seja (G,-) um grupo, dado um elemento g € G, chamamos de classe lateral a

direita, o conjunto Hg := {hglh € H} e classe lateral a esquerda, o conjunto gH = {gh|h € H}.

Definicao 2.10. (subgrupo normal) Seja (G,-) um grupo e N < G. Dizemos que N € normal a

G se, para todo g € G ea € N, (gag™') €N, ou g- N = N - g. Neste caso escrevemos, N <4 G.

Definig¢ao 2.11. (Subconjuntos geradores) Seja (G,-) um grupo e Hy, Hy C G, a partir destes

conjuntos definimos dois outros conjuntos:
e HiHy = {ab|a € Hy,be HQ}

e (Hy, Hy) que € a intersec¢ao de todos os subgrupos de (G,-) que contém Hy e Hy. Chama-

mos este conjunto de subgrupo gerado por Hi e Hs.

Proposigao 2.12. Sejam Hi, H» < G.
(i) HiHy € subgrupo de G se sé se HHHy = HaH.
(ii) HiHy = HoHy se sé se HyHy = (Hy, Ho).

Proposicao 2.13. Seja (G, -), um grupo tal que, H < G, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) Dado qualquer g € G 0 mapa \: H — gH, dado por \(h) = gh € uma bije¢ao.
(i1) Para quaisquer g1, gs € G, temos a igualdade de classes g1H = goH ou g1 H N goH = ().

Definigdo 2.14. (Indice de um subgrupo) Seja (G,-) e H < G. O indice de H sobre G, ¢ o

nimero de classes laterais que esse subgrupo possui. A notagao comum neste caso € [G : HJ.

Defini¢ao 2.15. (Grupo quociente)
Se N <G entao o conjunto G/N :={aN|a € G}, com a opera¢io aN - bN = abN, onde

a,b € G é um grupo. Chamamos esse grupo de grupo quociente.
Teorema 2.16. (Teorema de Lagrange) Seja (G,-) e H < G entdo,
|G| = |H|[G : H]

Proposigao 2.17. Todo grupo tem pelo menos dois subgrupos normais, o trivial e ele mesmo.



Proposigao 2.18. Seja G um grupo abeliano. Se H é subgrupo de G entao H < G.

Teorema 2.19. Sejam S, H < G, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras.
(i) SUH < G sesése, HC S ouHDS.

(ii) Se H <G entaio HS < G e (HNS)< S

(i1i)Se H,S <G entao HS <G e (HNS)<G.

2.1.1 Teorema da Orbita e do Estabilizador

Definigao 2.20. (A¢ao) Sejam G e X conjuntos, tais que (G,-) é um grupo, uma agio de G

em X € dada pela relagdo:

GxX—=X

(9,2) > g-x,

tais que: (i) 1-x =z, para todo x € X
(ii)(gh)x = g(hz) para todo € X e para todo g,h € G

Dizemos nestas condigoes que G age em X.

Definicao 2.21. (Orbita e Estabilizador) Sejam G e X conjuntos, e o elemento z, tais que (G, -)

ex € X. Se G age em X, a orbita de x € o conjunto
O(z) = {gz|g € G}.
O Estabilizador serd G, subgrupo de G, tal que, G, = {g € Glg - = = z}.

Teorema 2.22. (Teorema da Orbita e do Estabilizador) Seja G um grupo e X um conjunto que

contem x. Se G age em X entao |O(z)| =[G : Gg] = |G|/|Gx]

Demonstragao. Veja a demonstracao deste resultado na péagina 117 de [4] O

2.1.2 Teoremas do Isomorfismo para Grupos

Definigao 2.23. A aplica¢io ¢ : G — K, é um homomorfismo de grupos se (G,-) e (K,+)
sao grupos, e para todo a,b € G, ¢(a)p(b) = ¢(ab) € K. Se ¢ é bijetivo ele é denominado

isomorfismo. Caso (G,-) = (K,+), o isomorfismo recebe o nome de automorfismo.

Definicao 2.24. Sejam G e K conjuntos e ¢ : G — K, definimos o conjunto imagem desta

aplicagao como sendo Im(¢) = {p(g)|lg € G,Vg € G}.

Antes de alcangarmos o teorema do isomorfismo é conveniente compreendermos algumas

resultados sobre homomorfismo.



Lema 2.25. Se ¢ : G — K € um homomorfismo, podemos concluir que :

(i) o(1c) = 1k

(ii) ¢(a)~t = ¢(a™t) , para todo a € G

(111 )ker(¢p) == {a € G;¢(a) = 1k} (chamado nicleo do homomorfismo) e ker(¢) < G.
(iv)ker(¢) = {1g} se, sd se ¢ for um injetivo.

Teorema 2.26. (Primeiro Teorema do Isomorfismo) Se ¢ : G — K, é um homomorfismo,

podemos concluir que existe um isomorfismo p : G /ker(¢) — Im(¢), em que p(a - kerg) = ¢(a)

Proposigao 2.27. Seja N <G um subgrupo normal de G e seja ¢ : G — H, um homomorfismo

de grupos. Se N < ker(¢) entao existe um homomorfismo p: G/N — H cuja a formula é

p(gN) = ¢(g), Vg € G.

Teorema 2.28. (Segundo Teorema do Isomorfismo) Sejam H, K < G com H <G . Entao

H<aHK, e existe o sequinte isomorfismo :

definida pela férmula

p(k(KNH)) = kH € %

Teorema 2.29. (Terceiro Teorema do Isomorfismo) Sejam H, K <G com K < H < G . Entao

existe o isomorfismo
G/H G
P"K/H K

cuja a formula expressa
p(gH(K/H)) = gK.
Definicao 2.30. (Grupo ciclico) Um grupo (G,-) € dito ciclico se existe g € G tal que G =
{L.g, g% 9" '}
Proposicao 2.31. Todo grupo de ordem prima p, € ciclico e isomorfo a Z/pZ.
Lema 2.32. Se (G,-) é um grupo ciclico de ordem n entao (G, -) € isomorfo a (Z/nZ,+).

Teorema 2.33. Seja G um grupo ciclico. Podemos afirmar que:
(i) Todo subgrupo de G é ciclico.

(ii) Para todo d € N que divide |G|, existe um unico subgrupo de G de ordem d.

Teorema 2.34. Todo grupo abeliano finito é isomorfo a wm produto de grupos ciclicos de ordem

de poténcia de primos.



2.2 Anéis

Definicao 2.35. (Anel) Seja R um conjunto munido de duas operagoes, adigao (+) e multipli-
cagao (), onde R com a adigao (R,+) é um grupo abeliano, onde o elemento identidade é 0,
e (R,*) com a multiplicacao satisfaz a associatividade e 1 é a identidade multiplicativa. Ainda

existe a distributividade , que relaciona as duas operagoes .
e Distributividade: Para todor,x,y € Rrx(x+y)=rxz+r*xye(x+y)«xr=x*xr+yx*r.
Proposicao 2.36. Seja (R,+, ) um anel, para todo © € R o produto 0 xx = 2 %0 = 0.

Definigao 2.37. (Anel comutativo) (R, +,*) é um anel comutativo, se este for um anel e (R, *)

possuir a propriedade da comutatividade, ou seja x xy =y*xx , Vr,y € R.

Definicao 2.38. (Divisores de zero) Um elemento a # 0 € R, é divisor de zero quando, existe

algum b # 0 € R tal que ab = 0.

Defini¢ao 2.39. (Dominio de Integridade) R é um Dominio de Integridade se for um anel

comutativo que nao possua divisores de zero.

Exemplo 2.40. Em (Zg, +, %), onde temos divisores de zero ja que 2 x 3 = 0, Mas em (Z, +, *)
nao temos nenhum elemento diferente de 0 tal que multiplicado a outro se anule, neste caso Z é

um Dominio de Integridade.

Definigao 2.41. (Ideal) Um ideal em um anel (R, +%) é um subconjunto I que contem o elemento
0 tal que:

(i) Se a,be I entioa—bel

(i) Seac€l erc Rentioracl ear el

Por costume notamos I 4 R, quando I € um ideal de R

Definicao 2.42. (Anel Quociente) Se I é um ideal de (R,+,*) entao o anel quociente R/I € o

congunto I +r, onde :

(I+7)+(1+s)=I+(r+s)
(I+1)(I+s)=I1+(rs)

onder,s € R el+r éo conjunto {i+rli € I}.

Definicao 2.43. (Caracteristica de um anel) A caracteristica do Anel (R,+,x), escrevemos
char(R), é o menorn € N tal que 0 =nxx =z +---+x (n vezes), para todo x € R. Caso
nao exista n € N que satisfaca a equagao temos char(R) = 0 e dizemos que R é um anel de

caracteristica nula.
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Exemplo 2.44. (Z,+,x),(Q,+,*) sao exemplos de anéis de caracteristica nula. Enquanto
(Zyp,+,%*), onde Z,, = Z/pZ, é um anel de caracteristica p, ja que p* 1 = 0, e p nao possui

divisores naturais diferentes dele mesmo e maiores que 1.



2.3 Corpos

Definigao 2.45. (Corpo) Dizemos que o dominio de integridade (F,+,*) é um corpo, se (F,+)
e (F {0}, %) forem grupos abelianos.

Exemplo 2.46. (Q,+,x*) (R,+, %) e (C,+, %), onde as operagoes + e % sdo as operagdes usuais
de soma e produto, sdo exemplos de corpos de caracteristica nula. Enquanto (Z,,+, *), onde
Zy = Z/pZ, é um corpo de caracteristica p, onde p é primo. J& Z, = Z/nZ nem sempre é um

corpo, se n = 6 sabemos que 2 * 3 = 0, e em dominio de integridade nao existe divisores de zero.
Proposicao 2.47. Se (F,+,%) é um corpo entao char(F) = p, onde p é um nimero primo, ou

char(F) = 0.

2.3.1 Espago vetorial

Definigao 2.48. (Espaco vetorial) Seja o corpo (F,+,x), dizemos que o conjunto V' serd um

F—espaco vetorial se, este com duas leis de composicdo

e adicio: V xV =V, (v,w) — v+ w.

e multiplicagao por escalar: F xV — V, (a,w) = aw.
E para essas operagoes satisfazem as sequintes propriedades:

e Com a adi¢dao € um grupo abeliano.

o A multiplicacao por escalar é associativa, ou seja para todo par a,b € F e para todov € V,

entao (ab)v = a(bv).
o O elemento 1 € F € a identidade, tal que 1v = v, para todo v € V

e Temos as propriedades distributivas, ou seja, (a + b)v = av + bv e a(v + w) = av + aw,

para todo a,b € F' e para todo v,w € V.

Definigao 2.49. (Base de um F-espago vetorial) Seja V', um F— espago vetorial, e B‘; =
{v1,- -+ ,vn} um conjunto linearmente independente. Diremos que B% € uma base para o espago
vetorial V se, os elementos de BY., geram V , ou seja, todo elemento de V pode ser escrito como
v =aiv1+ -+ anv,, onde ay,---a, € F. Nestas condi¢oes diremos também que a dimensao da

base de V én, onde n é o numero de vetores que temos na base B%, e escrevemos dim(V) =n
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2.4 Polindmios

Definigao 2.50. (Polinémio) Seja R um dominio de integridade. O conjunto R[zx], é formado
por todas as expressoes f(x) = ag + a1z + -+ + ap_12" 1 + a2, com n € N, onde para
cada a; € R, denominado coeficiente de x* em f(x). As expressoes f(x) € R[x] sdo chamadas
polinémios.

Definigao 2.51. (Igualdade de polinémio) Sejam dois polinomios f,g € R(x) tais que f(z) =

S, airt e g(z) =3, bixt, entdo f = g se somente se a; = b; para todo i < n.

Definicao 2.52. (Grau de um polinémio) O grau de um polinomio f(x) € R[z], tal que f(z) =
Zz‘gn a;x' e a, # 0 é n € N e denotamos deg(f) = n, ou deg(f(x)). Disto, sabemos que,
deg(f) =0 se somente se f(x) =a € R.

Definicao 2.53. (Soma e produto de polinomios) Seja fr = a;xt, fo = ZT bjxj polindmios
em R e deg(f2) < deg(f1) definimos a soma de polindmio como
h+fe=>", a;zt + Z;n:o bjacj = Zf(al + b;)z?
O produto desses elementos é dado por

fix fo= (27 aix')(3] bjad)
que resulta em
fixfo=ao+aix+aw?+---
Qg = D j4imp Gibj = aobr + arbr—1 + - -+ + arbo
Proposigao 2.54. (Anel de polinémio) O conjunto R[z|, dos polindmios com coeficientes no

anel (R, +,*) também é um anel.

Proposicao 2.55. Sejam f1, fo € R[z], entao deg(f1* f2) < deg(f1)+deg(f2), e sempre teremos

a igualdade quando R[z| for um dominio de integridade.

Proposicao 2.56. Se R é um dominio de integridade, R[x], também serd um dominio de inte-

gridade com as mesmas operagoes.

Proposicao 2.57. Seja f(x) € Flz] e sejaa € F, onde F' € um corpo. Se p(a) = 0 entdo, existe
q(z) € Flz], tal que p(z) = (z — a)q(x)

Definigao 2.58. (polindmio irredutivel)
Um polinémio p(x) € F[z], onde F' é um corpo, é dito irredutivel se nao houver polindémios
q(z), r(x) € Flz], ambos nao constantes tais que p(z) = q(x)r(x). Caso p nao seja irredutivel

dizemos que p € redutivel.
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Definigao 2.59. Seja F' um corpo e p,q, f € Flx]. Quando f(x) = p(x)q(x), dizemos que f(x)

é divisivel por p(x) e q(x) ou que p(x) e q(x) sao divisores de f(z).

Definigao 2.60. (Mdzimo Divisor Comum) Seja dois polinomios f,g € F[x] o mdzimo divisor
comum entre f e g, serd o polindmio de maior grau, pertencente ao mesmo dominio de polindomio,

que divide f e g. Para esse polinémio notamos mdc(f, g).

Definicao 2.61. Seja n um inteiro, definimos um polindmio como n—ésimo polindémio cicloto-

mico se este for o minimal das raizes de,

fn(ff):zg::ll =z" '+ 41

Teorema 2.62. (Critério de Eisenstein) Seja f(x) =Y 1 a;x’ € Z[z]. Se p € um inteiro primo
tal que p ndo divide a,, mas, p divide a;, para todo i < n, e p* divide ag, entio f(x) € irredutivel

em Qlx].

Corolario 2.63. Seja o polinomio fy(v) = =L € Qz], se n € Z , entio f,(z) € Q[z] ¢

r—1

wrredutivel, se somente se p for primo.

Corolario 2.64. Seja o polinomio "™ — a € Q|x], se a € Z nao é um quadrado perfeito, entao

este polinémio € irredutivel para todo n > 2.

Exemplo 2.65. Sdo exemplos de polinémios irredutiveis em Q[z] , 2 + 1, 22 + 1, 2" + p, onde

p neste caso € um nimero primo.

Teorema 2.66. (Algoritmo da divisao de polinémios)Seja F' um corpo e f,g € F[z] onde g # 0.

Entao existe unicos q,r € F[z| tais que f = gq+ 1, na qual r =0 ou deg(r) < deg(q).

Teorema 2.67. Seja K um corpo e suponha que m(x) € Klx| é moénico e irredutivel. Seja
(m(x)) o ideal de K[x] formado por todos os miiltiplos de m(x). Entao K[z|/(m(x)) € um corpo,

e existe um monomorfismo natural ¢ : K — Klz|/(m(z)) tal que (k) = (m(z)) + k.



Capitulo 3

A Teoria de Galois

3.1 Extensao de corpos

Definigao 3.1. (Extensao de corpos) Dizemos que o corpo (K,+,%*) € uma extensao do corpo
(F,+,%*), e escrevemos K/F, se F C K. Nestas condi¢oes também dizemos que (F,+,*) € um

subcorpo de (K, +,%).

Exemplo 3.2. Sabemos que (R, +,*) e (Q, +, %) s@o corpos e Q C R , portanto R/Q, e (Q, +, *)

é um subcorpo de R.

Proposicao 3.3. Se K/F ¢é um extensao de corpos podemos concluir que K é um F—espago

vetorial.

Demonstragao. Seja K/F uma extensao de corpos. Pela Defini¢ao 3.1, sabemos que se a € F,
entdo a € K, para todo a € I, pois F' C K.

Dado a,b € F e v,w € K, as condi¢oes para termos um F'—espaco vetorial, vistas na
Defini¢ao 2.48 sao satisfeitas. Vejamos que, a-v € K e como K é um corpo, podemos falar que
K é um grupo abeliano aditivo, a multiplicacdo é associativa, 1 € K, por definicao de corpo, e

de igual forma vale a propriedade distributiva. O

Definicao 3.4. (Grau de uma extensao)
Se K/F € uma extensao de corpos, o grau da extensao é a dimensio de K, visto como
F—espago vetorial, e escrevemos [K : F]. Se o grau for finito, dizemos que a extensao € finita,

caso contrdrio temos uma extensdo infinita.

Definicao 3.5. (Base de uma extensao) Definimos base da extensao de corpos K/F, como o

conjunto B{f, que € base de K wvisto como F—espaco vetorial.

Exemplo 3.6. Sejam os corpos (C,+, *)(R, +, x)(Q, +, *) , temos que :
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1. [C:R] =2, logo C/R é uma extensao finita.
2. [R:Q] =00, logo R/Q é uma extensao infinita.

Por comodidade, e para nao sobrecarregar nossas notacoes, a partir daqui usaremos
somente a notagao do conjunto para designar a estrutura algébrica, e as operagdes sao as con-
vencionais, quando nao explicitadas, sempre vindo portanto especificado o tipo da estrutura
que estamos lidando, dessa forma falaremos que K é um corpo ou G é um grupo, omitindo as

notagoes de (K, +,*) ou (G, ) que eram comuns.

3.1.1 Teorema da Torre

Definigao 3.7. (Torre de corpos)
Dada uma extensao K/F e uma sequéncia de subcorpos F; tais que, F C Fy C -+ C
F,_1 C F, C K. Nesse caso chamamos K/F de torre de corpos. A torre K/F serd finita se

[K:F]=neN.

Definicao 3.8. (Corpo intermedidrio) Dizemos que F' é um corpo intermedidrio da extensdio

K/F se FC F' C K.

Teorema 3.9. (Teorema da Torre) Sejam F’,F e K ,tais que K/F uma extensao finita e F C

F' Cc K, entdo
[K:F|=[K:F'|[F:F]

Demonstracao. A Proposicao 3.3, nos diz que podemos tratar as extensdes de corpos como espa-
gos vetoriais. Seja K/F uma extensdo finita. Tomemos a base de K/F’, BY, := {z1, 29, -+ ,2,}
com n elementos, pela Defini¢ao 3.4 temos que [K : F'] = n. Por definigdo de base (Definigao
2.49, para todo v € F' v = Ziaixi =0ses6seVa; € F, a; =0.

Seja também a base de F’'/F, Bgl ={y1, -+ ,Ym}, com m elementos, o que nos diz que
[F': F] :mew:Zjﬁjyizose s6 se ; = 0, para todo f3; € F".

Nosso passo agora é escrever qualquer elemento de K como combinacao linear de elemen-

tos de F'. Seja entao v € K, como visto
v=>,0;x;,onde oy € F' e x; € Bl{f,.
Como «; € F’, podemos escrever esses elementos como elementos de F'/F. Assim,

o =3 Bjiv,
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para algum conjunto {f;;} € F', nem todos nulos, onde y; € Bl{f/, de forma que:

=Y By
J

ay =Y Bjay;
J

ap = Z Biny;j-
J
Substituindo esses valores em v € F

v =73 awi=y " (32, Bjiys)ri, onde Bj; € F.
Isso nos garante que o conjunto {x1y1,Tay1 - TpY1, T1Y2 - , TnYm | gera os elementos de K,
como F'—espago vetorial. Agora basta mostrarmos que este conjunto é linearmente independente,
com isso sera uma base de K/F, de acordo com a Definigao 2.49.
Se v é o vetor nulo, entao Z?(zj Bjiyj)xi = 0. Ora, os valores x; formam um conjunto

linearmente independente pois formam um subconjunto de Bl{f,, ou seja ,

o QT ai)w =30 (00 Bayj)ri = 0 se s6 se Y- Bjy; = 0.

. ~ . . . /
da mesma forma , o conjunto dos valores y; sao linearmente independentes, pois base de BE'

com isso:
Zj Bj.iy; = 0 se somente se para todo 3;; € F', B;, =0,

€ vemos (ue nosso conjunto {xiyj Yi<n, j<m € base de K /F’, contendo n-m elementos. Concluimos

que
[K:F)l=n-m=|[K:F|[F:F|

O

Corolario 3.10. Se F,,/F ¢é uma extensao finita de corpos , tal que F C Fy C --- C Fn entao
[yt F| = [Fy : F_1][Fn-1: Fp_o]---[Fy: F].

Demonstra¢ao. Como vimos no teorema, dada a torre F' C Fy C --- C F,,, para qualquer corpo
intermediario, F},temos que

[F, : F) = [F, : F}|[F), : F]
desta forma,

[Fy, : F) = [F), : Fy_1][Fn-1: F].
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Usando o mesmo teorema varias vezes temos que:

[F, : F)=[F, : Fy—1] -+ [Fa: F]
O

Corolario 3.11. Seja F,,/F uma extensao finita e seja Fyy1/Fy , onde Fyi1, F), sdo corpos

intermedidrios de F,,/F. Se [Fy41 : Fi] = m e [F, : F] =n entao m divide n.

Demonstracao. Seja a torre de corpos F' C Fy C Fpy1 C K. Pelo Teorema 3.9 temos que
n=[F,: F|=[F,: Fys1][Fx+1 : F|[Fy : F] , logo [Fyy1 : Fy| divide n, pois ¢ um fator em uma

de suas decomposigoes. O
Exemplo 3.12. Na torre, QC RcC C

[C:Q] =[C:R[[R: Q]
[C:Q] =2[R: Q]

Neste exemplo, a extensao R/Q ¢ infinita, logo a extensao C/Q é infinita. O mesmo nao podemos

dizer para a torre C/R | cujo o grau é [C : R] = 2.

3.1.2 Extensoes Algébricas

Definigao 3.13. Na extensao K/F o corpo intermedidrio, F(aq, a9, , o) € a interse¢io de

todos os subcorpos de K que contenha F e ay, a0, -+ ,a, € K.

Definicao 3.14. Seja K/F uma extensao de corpos. Definimos como extensao simples F(«)/F,

a menor extensao F que contém o € K.

Definigao 3.15. Dizemos que o elemento a € K ¢é algébrico sobre F', onde K/F é uma extensao
de corpos, se existe f(x) € Flz], tal que f(a)) = 0. Caso contrdrio dizemos que « € transcendente

sobre F.

Definigao 3.16. Seja a extensao de corpos K/F , o algébrico a € K e my(x) € Flx]|. Se mq(x)
¢ monico e mq(x) tem o menor grau dentre os polinomios f(x) € Flzx], tais f(a) = 0, dizemos

que mo(x) € o polindmio minimal de o sobre F.

Exemplo 3.17. Na extensao C/R, C = R(i), uma vez que para todo v € C, v = x + iy tal que
z,y € R. Isso justifica o fato de C/R ser uma extensao simples, ja o polindmio minimal de i € C
serd 22 + 1, nota-se que i + 1 = 0 e ndo existe polinémio de grau 1 em R tal que i seja sua
raiz, pois todos polindémios de grau 1 em R[z| tem raizes em R, em vista que =z + a € R[z], se

z+a=0entao z = —a
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Lema 3.18. O polinémio minimo my(z) € F[x] de um elemento algébrico o € K, divide todos

0s outros polinomios p(x) € F[z| tais que p(a) = 0.

Demonstragao. Seja p(x), mq(x) € F|x], usando o algoritimo da divisdo ,Teorema 2.66, sabemos

que existe tnicos ¢, € F[z] tais que

p(z) = q(z)ma(z) + r(z)

Se p(a) = 0 entao p(a) = g(a)mq(a) + r(a) = 0, mas mq(a) = 0, pela Definigdo 3.16. Com
isso p(a) = 0+ r(a) =0, r(a) = 0. Se r(z) # 0, deg(r) < deg(m,), absurdo pela Definicao
3.16. Concluimos com isso que, p(z) = q(z)mq(x), como desejado, de acordo com a Definigao

2.59. O

Exemplo 3.19. Sejai € C e 22+ 1 € Q[z]. i é um algébrico sobre Q pois (i)2+1 = —1+1 = 0.
O polinémio 22 +1 é minimo de i, assim como nos diz o Lema 3.18, pois ele é moénico e irredutivel

em Q[z].

Lema 3.20. Seja K/F uma extensao de corpos e a € K, entdo o polinémio minimal mey(x) é

irredutivel sobre .

Demonstragao. Seja mq(z) € Flx], o minimal de @ € K. Suponha que mq(z) seja redutivel.
Logo existem ¢,p € F|x], tais que, ndo possuem uma raiz em comum, tais que m, = gp,
pela Definigao 2.58. Quando aplicamos o € K |, nesta equagao temos 0 = mq () = g(a)p(a), de
acordo com a Defini¢ao 3.16. Como F'[z]| ¢ um dominio de integridade pela Proposi¢ao 2.56, temos
que p(a) = 0 ou ¢g(a) = 0.Logo deg(p) < deg(m,,) pela Proposi¢ao 2.55 e deg(my) < deg(p) pelo
Lema 3.18, para todo p € F[x] em que p(a) = 0, o que nos diz que m,, = ap(x), da mesma forma
me = bg(x), absurdo pois p(x)e ¢(z), ndo possuem raizes em comum. Portanto m, € Flz| é

irredutivel. O

Corolario 3.21. Todo elemento do corpo K que é algébrico sobre o corpo F, possui um unico

polindmio minimo em Flx].

Demonstragao. Tomemos o algébrico o € K e suponha que exista dois polin6mios minimos
distintos, mq(z) e mo(z) para este elemento. Pelo Lema 3.18, temos que mq(z) = ma(x)q(x)
para algum ¢(z) € F[z] e ma(z) = my(z)p(x) para algum p(z) € Flz]. As Proposi¢oes 2.56
e 2.55 nos dizem que deg(mi) = deg(mz) + deg(q) e que deg(mz) = deg(m1) + deg(p), logo
deg(mso) = deg(ms) + deg(q) + deg(p), com isso deg(q) = deg(p) = 0. Como p(x) e g(x) tem
grau nulo, ambos sdo constantes, ou seja my(z) = ma(x) - k, para algum k € F'; como mj e mg

sdo monicos, pela Definigao 3.16, k = 1 e my(z) = ma(z). O
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Definicao 3.22. (Extensoes Algébricas)
Definimos K/F como uma extensao algébrica se todo elemento de K for algébrico sobre

F.

Proposicao 3.23. Seja K/F uma extensao. Se o € K é um algébrico sobre F, entio F(a) =
F(—a).

Demonstracao. Seja o € K, um elemento algébrico entao elemento —a € K, também é algébrico
, pois ¢ raiz do polindémio g(z) = f(—z) € Flz] tal que f(o) = 0. Temos portanto que —a =
—1-a € F(a), pois F(a) é um corpo. Por definicao de extensao simples (Defini¢ao 3.14),
F(—a) C F(a). De forma analoga a = —1 - (—a) € F(«) e com isso F(—a) D F(«). Portanto
F(—a)=F(a) O

Teorema 3.24. Seja «, um algébrico sobre F e F(a) uma extensao simples. Se my(x) € o
polindémio minimo de «, entdo [F(a) : F| = deg(ma(x)).

Demonstragao. Seja o € F(a) cujo o minimal é m,. Dividiremos essa demonstragdo em

2

duas partes. Primeiramente temos que mostrar que o conjunto {1, q,« ,...,a"_l}, com n =

deg(mq(x)), ¢ um conjunto linearmente independente sobre F. Concluiremos que esse conjunto
¢ uma base de F(«)/F.

Para a primeira parte, tomemos um polinémio qualquer, nao nulo p(z) € Flz]|, em que
deg(p) < n certamente p(a) # 0, pela defini¢do de polinémio minimo (Defini¢ao 3.16).

Vamos provar agora que o conjunto {1, a, a?, ...,a” "'} é uma base de F(«) sobre F. Para
isso vamos mostrar que o conjunto Fla] := {f(«a)| f(z) € F[z], deg(f(x)) < n}, constitui um
corpo, pois p(a) = Z?;ol b;a' tal que b; € F.

Pelo Teorema 2.67, sabemos que F' — F[z]|/(m(z), nos garante F[z]/(m(x)) ser um corpo
e por consequéncia Fa] ser também um corpo, pois Fla] = F[z]/(m(x)), segundo a definigao
dada no teorema citado.

Pela defini¢ao 3.14 F(«) é o menor corpo que contém F e «, e Fla] C F(«a), logo

2

Fla] = F(a). Ou seja o conjunto {1, a,a?,--- ;o™ !} é uma base de F(a). Com isso,

[F(a): F] =|{1,a,0? --- ,a" 1}
[F(a) : F] =n = deg(mq(x))
]

Exemplo 3.25. Sabemos do Exemplo 3.19 que 22 + 1 € Q[z] é o polindmio minimal de i. Seu
corpo de decomposicao ¢ Q(i). [Q(¢) : Q] = 2, Usando as ideias contidas na demonstragao

sabemos que a base de Q(i) sobre Q é {1,i}. Logo neste caso [Q(7) : Q] = deg(m;(z)).
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Exemplo 3.26. Seja F'(,/ag) uma extensao de corpos, tal que ag € F, se \/ag nao pertence a
F, logo [F(y/ap) : F] = 2, em vista de que, o polinémio minimo deste caso é 2% — ag € F[z].

Se em uma extensao F(\/ai---,+/a,)/F, ocorre que \/a; & F(\/ai---,\/a;—1), para
cada \/a;, entdo [F(\/ai -+, /ap) : F] = 2" Tal afirmativa ¢ justificada pela demonstracao do

Teorema 3.1.1 e pela demonstragao do Teorema 3.24.

3.1.3 Corpos de decomposicao

A partir daqui todas as nossas extensoes sao finitas e os corpos sao todos de caracteristica nula.

Definigao 3.27. (Corpo de decomposi¢ao de um polinémio)
O corpo E é chamado como corpo de decomposi¢ao do polinomio f(x) € Flz], se E =
F(ag, -+ ,ap), onde aq, -+ ,ap SGo0 as raizes de f.

Neste caso,

f=1l= k(z — o)
onde k € F', € uma constante.
Lema 3.28. Seja F(ay, - ,ap) = FE. Seay, - ,an € E sao algébricos sobre F' entao
F(Oél, . ’an) = F(ah - ,ar)(ar—Hu - 7an)
para algum 1, tal que 1 <7 <n —1.

Demonstragao. Seja aq,--- ,ap, as raizes de um polinomio f € F[z]. Pela Definigdo 3.13, o
corpo F(ay, -+ ,ay) € 0 menor corpo que contém F e os elementos i, -+, ay,, ou seja, ele é
subcorpo de qualquer outro corpo que contenha F' e aq,--- ,a,. Pela mesma definicao o corpo
F(ag-- ,ap)(pg1- -, an) é formado pelo corpo F(ag -+, ;) , que contém F' e os elementos

oy, o, € contém também a1 - -+, ay. Logo
F(Odl,"' 7an) - F(Oél,"‘ 7a'r’)(ar+la'" 7an)

A outra inclusao se da pelo fato de que F(ay, -+, ap) (41, -+ , ) € 0 menor corpo que contém
F(ay, -+ ,a,) e os elementos ay41,+ -+ ,an, ja F(ag, -+ ,a.), € 0 menor corpo que contém F e
ai,- -+, a0 , logo qualquer corpo que contenha F' e os elementos aq, -+, Qp, Qpgq, -+, Qp, CON-
tém também F(aq, - - ,ap)(apt1, - ,an). Flag, - ay) contém F, aq, -+, 0, Qpi1, -, Qp,

portanto
Flat, -+ o) D F(ar, o) (a1, an)

Sendo valida as duas inclusoes concluimos que
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O

Exemplo 3.29. Seja f = (22 — 3)(z% — 5) € Q[z],cuja as raizes sdo —v/3,v3,—V5,V5 € R.
Pela Definicdo 3.27, seu corpo de decomposicao ¢ E = Q(—+v/3,v3, —v/5,V/5). Pelo Lema 3.28
Q(—v3,v3,-V5,V5) = Q(v3,V5)(—V3,-V5), entio Q(—v3,v3,-v5,v5) = Q(V3,V5),
pois —v/3, =5 € Q(v/3,V/5), segundo a Proposicio 3.23. Portanto E = Q(v/3,v/5).

Teorema 3.30. Seja f(x) € Flx] um polinomio de graun > 0 e E o seu corpo de decomposicao,

entio [E : F] <nl!

Demonstrag¢ao. Vamos concluir que [E : F] < nl, para todo n € N. Caso n = 1, teremos

f(x) = a1z + ag, com a1 #0 e aj,a9 € F e sua raiz é o = —a2 € F. A Definigao 3.27, o corpo

de decomposicao em questao é F(—Z—g), como —Z—‘; € F temos que F = F(—Z—?), logo o grau
da extensao é [F : F| = 1. Por hipotese de indugao assumimos que a afirmacao é valida para
n < k € N. Quando f € F tem raizes 1,9, -+ ,qap, para n = k — 1, pela Definicao 3.27 o
corpo de decomposigao de f € F é E = F(a1,a2, -+ ,0n) e f =[] ;(z — o). Quebrando o
produto por um polinémio g € F(a)[z] tal que f = (z — a1)g, onde g = [[;-o(z — ), temos

que o corpo de Decomposi¢ao do polinémio g € F(ay)[z] é
F(al)(aza”' )a’n) = F(O{]_,OZQ,' o 7an) = E7
conforme o Lema 3.28 .

Usemos estas afirmagoes sobre g como hipdtese de indugao para provarmos o nosso teo-

rema. Sendo valida a nossa afirmagao até n — 1 temos que
[E: F(a1)] < (n—1)!
Pelo "Teorema da Torre"(Teorema 3.9), nos temos
[E:F|=[E:F(a)][F(a1): F] < (n—1!F(a): F].

Sabemos do Teorema 3.24 , que [F(«a1) : F] = deg(may, ), tal que mq, é o polindmio minimal
de ay em F e deg(mg,) < n , pois aj é raiz de f que tem grau n e pela definigdo de minimal.

Portanto

[E:F|=[FE:F(a)][Fla1):F]<(n—=1)!"n
[E: F] <nl!
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Exemplo 3.31. Usando o polinémio f = (22 +1)(z%—5) € Q[z] que tem como corpo de decom-
posicao Q(7,/5), usando o Teorema da Torre, e 0 Lema 3.28 vemos que [Q(i,/5) : Q(4)][Q(4) :
Q] = [Q(i)(V/5) : Q(i)]deg(m;). Sabemos do Exemplo 3.25, que a base de Q(i) sobre Q é {1,4},
com isso os elementos deste corpo sio da forma a; + agi onde ai,as € Q. Se v/5 € Q(i), logo
V5 = ay + agi. Se fosse verdadeira essa igualdade, 5 = a% + 2a1a9t — a%. Como 5 é um numero
racional, b = a% - a% e 2aia2t =0, ousejaa; =0ouas =0. Se a; =0, entdo 5 = —a%, absurdo
pois nao temos quadrados negativos em Q, se as = 0 entdo 5 = a%, absurdo pois a1 € Q e a
raiz quadrada de 5 nio se encontra em Q. Portanto [Q()(v/5) : Q(i)] = deg(m, /). O polinémio
minimo de /5 é 22 — 5, vejamos que este ¢ irredutivel pelo Critério de Eisenstein e tem /5 como
raiz. Logo, pelo Lema 3.28 [Q(i,v/5) : Q(1)][Q(i) : Q] = deg(m, s5)deg(m;) = 4 < 4!, assim como

dito no Teorema 3.30.
Lema 3.32. Se F' é um corpo, entdo as sequintes sentencas sao equivalentes:

e 1) Nao eziste extensao algébrica de F' que nao seja F

2) Nao existe extensao finita de F' que nao seja F

3) Se K ¢é uma extensao de F, entdo F' = {a € K| o € algébrico sobre F'}.

4) Todo f € F[x] se decompoe completamente sobre F'.

5) Todo f € Flx| tem uma raiz em F

6) Todo polinémio irredutivel sobre F tem grau 1.

Demonstragao. Faremos a seguinte sequéncia para demonstragdo : 1 -2 -3 —-4 —-5—6 —

1.

(I — 2): Toda extensao finita em um corpo é algébrica, pois se existisse z € K que
fosse transcendente, sobre F', pela Definigao 3.15 [F(z) : F] = oo, assim pelo Teorema 3.9

[K : F] = 00. Logo a condi¢ao de (1) ainda é garantida.

(2 — 3): seja a € K um algébrico sobre F, e seja F'(a) o menor corpo extensao de F'
que contém «. Vimos no Teorema 3.24, que [F(«) : F| = deg(my). Assim F = F(«) , pois nao

existe extensoes finitas de F', que diferem de F.

(3 —4): Seja f € F[x] tal que K seja seu corpo de decomposigao sobre F. Com isso K é

algébrico sobre F', por hipotese, F' = {a € K : « é algébrico sobre F'}, ou seja f(x) se decompoe
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em F.

(4 — 5): Se f(x) decompde-se sobre F' entao certamente ele tem todas suas raizes em F,
por defini¢ao de corpo de decomposi¢ao (Defini¢ao 3.27).

(5 — 6): Seja f um polindmio irredutivel sobre F'. Pela afirmagao (5) ele tem pelo menos
uma raiz em F'. Isso nos leva a dizer que f(z) = (x —a)g(x) onde « é a raiz de f em F. Como f
¢ irredutivel, g € F[x] deve ser constante, pela Defini¢ao 2.58. Usando a Proposi¢ao 2.55, vemos

que

deg(f) = deg((z — )) + deg(g) =1

(6 — 1): Seja K/F uma extensao algébrica. Tomemos k € K, entdo o polinémio
minimo deste elemento, que é irredutivel, tem grau 1, pelo item (6), portanto pelo Teorema 3.24,

K=F. 0

Defini¢ao 3.33. (Fecho Algébrico) Seja F/F uma extensio de corpos, dizemos que F é fecho
algébrico de F se satisfazer alguma das condigoes acima. Para qualquer corpo K que satisfaca

tais condigoes dizemos que K € algebricamente fechado.

3.1.4 Extensoes Normais

Definicao 3.34. (Extensio Normal) Uma extensao algébrica N/F € normal se todo polinémio

irredutivel em Flz| que tenha uma raiz em N se decompée completamente sobre N.

Lema 3.35. Seja a« € N e N/F uma extensao algébrica. A extensao N/F serd uma extensao

normal, se e somente se o polinomio minimal mq(z) € Flx] se decompoe completamente sobre

N.

Demonstragao. Seja N/F uma extensao de corpos, & € N e seu polindmio minimal m,(z) €
F[x]. Se N é normal, a Defini¢ao 3.34 nos diz que m, € F[x] se decompde completamente sobre
N, devido ao Lema 3.20.

Se para todo a € N , polindémio minimal m,(z) € N[z] se decompde completamente
sobre N, entdo com isso podemos alegar que nao existe elementos transcendentes em N, como
visto na Defini¢ao 3.33, logo N/F' ¢é algébrica, ou seja, para todo o € N, podemos tomar f € F
tal que f(a) = 0, pela Definigao 3.22. Seja f € F[z] irredutivel e f(«) = 0, para algum a € N,
vamos provar que f(z) é um polindbmio minimal de «. Se f(x) nao fosse minimo, pelo Lema 3.18,

f =mq-g, tal que g(z) € F[z] ndo constante. Pela defini¢ao de irredutivel (Defini¢ao 2.58),
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isso ¢ um absurdo. Logo f € F[x]| deve ser minimal. J& sabemos que todo minimal é irredutivel

(Lema 3.20) portanto N/F' é normal, pela Definicao 3.34. O

Definicao 3.36. (Multiplicidade de uma raiz) Sendo f € K[x], um polinomio escrito em seu

corpo de decomposicao tal que sua decomposicao € polindémio como

f=ap(x—a)k - (x — )k

Dizemos que k; € a multiplicidade da raiz «;, caso a multiplicidade da raiz for igual a 1, dizemos

que essa raiz € simples.

Definigao 3.37. (Separabilidade)

Polinémio separdvel:
O polinomio f € F[x] € dito separdvel se este nao é constante e todas as suas raizes sao simples.
Em outras palavras f € separdvel se todas as suas raizes sao distintas.

Elemento separdvel:
Em uma extensao algébrica K/F , dizemos que o« € K ¢é separdvel, se seu polindmio minimal é
separdvel.

Extensao separdvel:
A extensao K/F serd separdvel se todo elemento algébrico de K for separdvel, se todo polinémio

irredutivel terd todas as suas raizes distintas.

Definicao 3.38. (Elemento primitivo) Dado K/F uma extensao de corpos, o € K € um elemento

primitivo se F(a) = K.

Teorema 3.39. (Teorema do elemento primitivo) Seja F' um corpo de caracteristica zero. Toda

extensao separdvel de F' € uma extensao simples.
Demonstragao. O leitor poderéa consultar a demonstragao deste teorema em [7|, pagina 119. O

Exemplo 3.40. Provemos que Q(v/a, vb) = Q(v/a + V), para quais quer a,b € Q. A primeira
inclusao é simples, Q(v/a, vb) D Q(v/a 4+ V/b), pois como v/a, Vb € Q(/a,b) entdao /a+ vb €
Q(+/a, vb), por definicao de corpo, Como Q(y/a-++v/b) é o menor corpo que contem +/a++/b entao
Q(v/a, vb) D Q(y/a+ v/b). Para a segunda inclusao, Q(v/a, vb) C Q(v/a+/b), basta tomarmos
(v/a + vb)?, que pertence a Q(y/a 4 /b), por defini¢ao de corpo. Calculando as poténcias deste

elemento primitivo, temos

(Va+vb)? =a+2y/aVb+b
(Va + Vb)® =av/a + 3aVb + 3bv/a + bVb = (a + 3b)v/a + (b + 3a)Vb.



23

Com isso, (a 4+ 3b)v/a + (b + 3a)vVb — (a + 3b)(v/a + Vb) = 2(a — b)v/b. Como, 2(a —b) € Q,
Vb e Q(va+vb) e va e Q(va+ V), pois va = +(va+ vb) - Vb.
Portanto, Q(v/a, Vb) = Q(v/a + Vb).
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3.2 Teoria de Galois

3.2.1 Automorfismo de Corpos

Definig¢ao 3.41. (Automorfismo) Para qualquer corpo K, chamamos de automorfismo toda bi-
jecao ¢ : K — K |, onde a soma e o produto deste corpo sdo preservados, no sentido de que para

todo a,b € K,

¢(a+b) =¢(a) + ¢(b)
¢(a-b) =¢(a) - ¢(b).

Proposicao 3.42. (Grupo de automorfismo) O conjunto de automorfismo de um corpo K € um

grupo com a operacao de composicio de automorfismos

Demonstracao. Se temos dois automorfismo de K, ¢,0 a composicado é um automorfismo e o

inverso também goza das propriedades dessas funcoes. Isso ocorre pois ,
o(¢p(a)) =o(b) , para ¢(a) =b , tal que a e b € K.

e pelo fato de que todo automorfismo é um isomorfismo, portanto possui inverso. Existe id :

K — K onde id(a) = a,Va € K chamamos de automorfismo identidade. Deste modo,
o(id(a)) = o(a) = id(c(a)).
Se tomamos um outro automorfismo ¢ de K ,

Wod(a)) = (to)d(a).
Com esse fato podemos chegar a conclusao de que o conjunto G de todos os automorfismo sobre

K é um grupo com a operagao da composi¢ao. O

Definigao 3.43. (Grupo de Galois) Seja K/F uma extensao algébrica. O conjunto de todos os
automorfismos de K que fixam os elementos de F' € chamado de grupo de Galois desta extensao,

notamos Gal(K/F). Em outros termos

Gal(K/F) :={¢ : K — K, automorfismo|¢(a) = «, para todoa € F'}
Proposicao 3.44. Seja K/F uma extensao de corpos. O conjunto

Gal(K/F) :={¢ : K — K, automorfismo|¢(a) = «, para todoa € F'}

€ um grupo com a operacao de composicao.
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Demonstracao. Sabemos da Proposi¢ao 3.42, que os automorfismo de K é um grupo com a
operacao de composigao de automorfismo. Se tomamos ¢, ¥ € Gal(K/F), ¢vv(x) = ¢(x) = x
Vz € K, sabemos também que ¢! € Gal(K/F), pois x = ¢ 1¢(z) = ¢! (x) = z e por fim, todo

elemento de Gal(K/F') pertence ao grupo de automorfismo de K, por definigdo anterior. O

Lema 3.45. Seja K/F uma extensao algébrica e E um corpo intermedidrio, entao Gal(K/E) é

subgrupo de Gal(K/F).

Demonstragao. Seja ¢ € Gal(K/FE) entao ¢(z) = z, Vx € E. Se z € F , entao z € E, pois
F C E, logo para o mesmo automorfismo ¢ € Gal(K/E), ¢(z) = z, ou seja, ¢ € Gal(K/F).
Vamos usar agora a Proposi¢ao 2.5 para mostrar que Gal(K/E) < Gal(K/F). Tomemos ¢q, ¢p €
Gal(K/E), <bb_1 € Gal(K/FE), pois id(z) = ¢y - qﬁb_l(x) = g, para todo x € E, pela Definicao
3.43, logo gb;l € Gal(K/FE). gbagbgl(aj) = ¢o(z) = x, para todo x € F, portanto pela Proposic¢ao
3.44 citada nesta demonstragdo, Gal(K/E) < Gal(K/F). O

Definigao 3.46. (Corpo Fizo) Seja K um corpo e G um grupo de automorfismos deste corpo.

K ¢ o corpo firo de G, ou seja, o conjunto dos elementos de K que sio fizos pelos automorfismos

de G.
K% :={z € K|¢(x) = z,Yp € G}
Lema 3.47. Se K um corpo e G um grupo de seus automorfismos, K& é um subcorpo de K.

Demonstragao. Seja K o corpo fixo de K como definido na Definicao 3.46, ou seja K¢ C K e
para todo ¢ € G, automorfismo de K, e z € K& ¢(x) = 2. Sejam z,y € K& , ¢(0) =0 € K.
$(0) = ¢(z — 2) = ¢(x) + ¢(—x) = = + ¢(—x) = 0, isso nos afirma que todo elemento em K¢
possui inverso aditivo dentro do conjunto, logo —z € K©.

o(x —y) = ¢(x) + ¢(—y) = x — y, segundo as tltimas linhas desta mesma demonstragao, logo é
subgrupo aditivo de K, de acordo com a Propriedade 2.5.

Avaliemos agora ser um grupo multiplicativo. Como ¢(1) = 1, para qualquer automorfismo
de K entio 1 € KY Para todo elemento » € K%/{0}, existe 27! € K tal que z - 27! =
Loz z) = (p(z~1)) xx = 1, como o inverso & tnico, ¢(z~') = z71. Se z,y € KF/{0} entdo
oz -y = o(x) - p(y~!) = zy~ !, logo K¥/{0} é um subgrupo multiplicativo de K/{0}, como
visto na Propriedade 2.5. A comutatividade em ambas as operagoes derivam das propriedade
do corpo K, assim como a distribuitividade. Portanto, pela Definicdo 2.45, K& é subcorpo de

K. O

Definicao 3.48. (Extensio de Galois) A extensao finita algébrica K/F serd uma extensao de

Galois se KGUK/F) — p.
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Definigao 3.49. (Conjugado) Os elementos x,y € K sao conjugados se existir o automorfismo

¢: K — K tal que ¢(z) =y ou ¢(y) = x.

Lema 3.50. Seja ¢ € Gal(K/F) ea € K, Se o € K € raiz de um polinémio f € Flx] entdo a

sua imagem ¢(a) também serd raiz do mesmo polinémio.

Demonstragao. Seja o € K e sua imagem ¢(a) € K, tais que f(a) = 0. Com isso, f(a) =

a" +ay_1-a" 14 ... 4 ag = 0. Sabe-se, pela Definicao 3.2.1 que ¢(0) = 0, logo ¢(f(a)) = 0.
¢(f(@) = p(a" + an_10"" 4+ +ag) =0

Usando as propriedades de automorfismo dadas na Definigao 3.2.1 e sabendo através da Defini¢ao

3.43, que ele deixa fixo os elementos de F,

o(f(@)) =p(a™) + dlan—1- ") + -+ + ¢(ap)
O(f(@)) =p(a™) + dlan—1 - ") + - + ¢(ap)
O(f(@) =(@)" + an—19(a)" " + -+ 4 ag = f(#(e)) =0

A sentencga acima nos diz que ¢(«), também é raiz de f(z) € Flz].

O

Corolario 3.51. Seja a € K e Gal(K/F), grupo de Galois da extensao K/F. O polinémio

minimo de o e de seu conjugado sao iguais.

Demonstragao. Se mey (), o polindmio minimo de o € F, entdo mq(a) = ma(op(a)) = 0, de
acordo com o Lema 3.50. Todo polindmio minimal é irredutivel pelo Lema 3.20, logo pela
defini¢do de polindmio minimo, M () = My(q)(r), uma vez que o polinémio minimo de ¢(a)

divide todo polinémio em que este é raiz, pelo Lema 3.18. O

Definicao 3.52. Seja K/F uwma extensio algébrica com v € K. Entio O, = {o(z)loc €
Gal(K/F)} é o conjunto dos conjugados de x € K.

Lema 3.53. Sejax € K, O, :={o(x)|loc € Gal(K/F)} C K e H, := {0 € Gal(K/F)|o(x) = z}.
O congunto H, € subgrupo de Gal(K/F') e o nimero de conjugados de x € K € igual ao indice
[Gal(K/F) : Hy|

Demonstragao. Nota-se que por hipotese , H, é subconjunto de Gal(K/F'). Dado dois elementos
de H,, 01 e o2 o produto destes elementos (ou seja a composigao), é um elemento de H, , pois
, o2(01(x)) = o2(x) = z, ja que o(x) = x , para todo 0 € H;. O automorfismo idx € H, pois
idg(x) = z. Todo elemento possui inverso em H , pois dado o € H, entdo o~ '(x) = z logo

o=t € H,. Com isso concluimos que H, < Gal(K/F), pela defini¢io de subgrupo (Definicio
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2.4 ) . Sabe-se pela Defini¢ao 3.52 que, ©, := {o(z)|c € Gal(K/F)} C K, o que equivale a
orbita de x € K, e o grupo H, é o estabilizador deste elemento, de acordo com a definigao
de orbita e estabilizador (Definicio 2.21). Agora basta aplicarmos o "Teorema da Orbita e

Estabilizador" (Teorema 2.22), mostrando nos que,
[Gal(K/F) : Hy] = |©4].
O

Proposicao 3.54. Se K/F é uma extensao algébrica, entio as sequintes afirmagoes sao equiva-
lentes:

(1) K/F ¢é normal

(2) Seja K o fecho algébrico de K e ¢ : K — K um homomorfismo que fiza os elementos de F,
entio ¢p(K) = K.

(8) Se FC L C K C N sao corpos e o : L — N é um homomorfismo que fiza os elementos de F'
, entao o(L) C K, e existe um ¢ € Gal(K/F) onde ¢ restrito a L € igual a esse automorfismo
de Gal(K/F).

(4)Para qualquer polinomio f(x) € F[z|, se f tem uma raiz em K , entdo f se decompoe sobre

K.

Demonstragao. Veja a demonstragao dessa proposi¢ao na pagina 36 de [2]. O
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3.3 Teorema de Dirichlet

Definigao 3.55. (Caracter) Dizemos que 6 é um "caracter"do grupo G para o corpo K, se

0 : G — K/{0}, for um homomorfismo.

Definigao 3.56. Seja G um grupo de automorfismos do corpo K. Um conjunto de caracter de
G, {01, - ,0n}, € linearmente dependente se existir elementos {ay, - ,a,} C K, nem todos

nulos, tal que (a101 + - -+ + andpn)(§) = 0, para todo & € G.

Teorema 3.57. (Teorema de Dirichlet) Seja G, grupo de automorfismos de K. O conjunto

ACG = {61, -+ ,0n}, de caracters mutuamente distintos de G é linearmente dependente.

Demonstracao. Demonstraremos por indugao sobre n. Primeiramente vemos que é valido para
n = 1, pela Definicao 3.56, a107 = 0 implica a3 = 0. Por hipétese de indugao, suponha ser
valido para um conjunto com menos de n caracters. Tomemos A® := {§1,---,8,} e suponha
que ai0; +- - -+ andy, = 0, onde a; € K/{0}. Se 01 # J,, entao existe z € G tal que 01(z) # d,(z).

Suponha que para todo € € G,
a161(8) + -+ + andn(€) = 0.
Multiplicando 6, (x) a essa ultima expressao, temos
(1) a161(§)0n () + -+ - + andn(€)0n(x) = 0.

por outro lado, pela Definicao 2.23, para todo £ € G

a101(&x) + -+ andp(§x) =0
(11)a101(£)01(z) + -+ 4+ andn(&)on(x) = 0.

Subtraindo (i)-(ii) teremos,
a1(61(z) — 0n(2))01(&) + -+ - + an—1(0n-1(x) — 6n(x))0n-1(§) =0

Neste caso, todos os termos, a1(d1(z) — d,(x)) = 0, s@o nulos. Mas, como a; # 0 temos que,

(
01(z) — dp(x) =0, ou seja d1(x) = dp(x). O

Teorema 3.58. Seja G := {61, - ,0,} um grupo de automorfismos distintos do corpo K. Se
K¢ =F, ou seja F' € o corpo fizo deste grupo, entio [K : F] = n.

Demonstragao. Primeiramente mostramos que n < [K : F|. Suponhamos que n = |G| > r, tal

que {b1,---,b.} é uma base para K/F. Consideremos o sistema de equages em K:
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(51(b1) (5n(b1) a7

Ou seja,

Zaiéz’(bk) =0, para todo k =1,--- 7.
=1

Seja x € K pela Definicao 3.1, x = > ), ygby com y;, € F', tal que F' = K¢ por hipotese

do teorema. Com isso 6;(yx) = y, onde ¢; € G e todo yi € F. Usando esse fato temos
n
Z aiéi (1‘) =
i=1

> aiti(Yuk(be)) =
i=1 k=1
> aiyidi(b) =
ik

T

> yk(z aibi(br)) = yk(0),

k=1 k=1

ou seja

Zai5i(bk) =0,
i—1

O que contradiz o Teorema 3.57, pois desta forma os automorfismos seriam linearmente depen-
dentes. Isso nos garante que [K : F| > n.

Por outro lado, se G é um grupo, existe algum &; € G que seja a identidade, por simpli-

cidade usaremos que 61 = idg. Tomemos nossa base de K, Bl{f ={b1, -+ ,b,}, nos garantindo
61(b1) ... 61(bnt1) B1
= 0.
on(b1) .. On(bny1) Brt1

Este novo sistema tem mais incégnitas do que equagoes, o que nos diz que tem pelo menos uma
solucao nao trivial.
Seja o conjunto solugao {f1,---,f(s,0,--+,0} e suponha s = 1, entdo $101(b1) = 0 o que

nos faz concluir que B; = 0, pois §(b1) = by # 0. Multiplicando as equagdes por B; ' temos
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B (B1o1(b1) + -+ - 4 Bob1(bs)) = B ' Bib1 + -+ - + bs = 0, 0 que nos leva a dizer que {by,- -, bn},
sao linearmente dependentes.

Assumimos que (31 ndo pertence a I’ entdo:

BY(B6i(by) + - -+ + Bsbi(bs)) =
B B18:(by) + - - - + 6i(bs)) = 0

Para nao sobrecarregar notagoes usaremos ~y; = 3; 1 3; para cada 4, tendo como nova expressao

(i)710;(b1) + -+ - + 0i(bs) = 0

Se 1 nao esta em F, corpo fixo de G, entdo existe algum destes automorfismos, §, em que
0(71) # 7. Como G se trata de um grupo, podemos falar que existe d € G, tais que §; = §dk.

Aplicando § em nossa tltima expressao teremos

3(7165(b1) + -+ - 4+ vs—10i(bs—1) + 0i(bs)) =0

(#9)6(71)0:(b1) + -+ - + 8(7vs—1)8i (bs—1) + 0i(bs)) = 0

Subtraindo (i)-(ii)

(71— 0(71))di(b1) + - + 0(7s-1)i(bs—1) =0

Se v1 — 0(v1) # 0 e essa equagao tem menos de de s coeficientes diferentes de zero, o que é um
absurdo pois o conjunto {d;(b1), - ,0;(bs—1)} € linearmente independente pelo Teorema 3.57.
Logo [K : F] < n.

Pela primeira parte [K : F] > n e temos agora que [K : F] < n, portanto [K : F| =n =
|G]. O

Corolario 3.59. K/F ¢ de Galois se e s6 se [K : F| = |Gal(K/F)|.

Demonstragao. Segundo a Definigao 3.43 e a Defini¢ao 3.55, podemos olhar para Gal(K/F) sendo
um grupo de "caracters” de G = K/{0} para K, pois G é um grupo abeliano multiplicativo,
segundo a Defini¢do 2.45 e a Definigao 2.3.

Se K/F é de Galois, pela Defini¢ao 3.48 sabe-se que KGa(K/F) = F ¢ usando o Teorema
3.58 temos que [K : F| = |Gal(K/F)|. Por outro lado se [K : F| = |Gal(K/F)| e M =
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KGAUE/F) entdo Gal(K/F) = Gal(K/M) ainda pelo Teorema 3.58. Com isso, pelo Teorema
3.9 |Gal(K/F)| = [K : M] < [K : F]|. Sendo por hipétese [K : F|] = |Gal(K/F)|, entao
[K : F] = [K : M], portanto M = F = KGK/F) oy seja, K/F ¢ de Galois, de acordo com a

definigdo de uma extensao de Galois.
O

Corolario 3.60. Seja F(a)/F uma extensao de Galois o € F'. Se mq(x) € F[x] € o polindmio
minimo deste algébrico, entao |Gal(F(a)/F)| = deg(my,).

Demonstracao. O resultado segue-se do Teorema 3.24 e do Corolario 3.59. O

Exemplo 3.61. Veja o Exemplo 3.25 e o Exemplo 3.26.
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3.4 Teorema Fundamental da Teoria de Galois

Teorema 3.62. Seja K/F uma extensao algébrica finita, as sequintes afirmagoes sao equivalen-
tes:

(1)K/F € uma extensao de Galois.

(2)K/F € normal e separdvel.

(3)K é corpo de decomposi¢ao de um conjunto de polindmios separdveis em F[x].

Demonstragao. (1 — 2): K/F é de Galois por hipdtese, tomemos « € K. Seja {a;} o conjunto
de conjugados de o em K, com a1 = a, pelo Corolario 3.51, mq = mq,.

Tomado o polinémio f = [[;",(z — ;) polindémio que tem como raiz todos os «;, €
o € Gal(K/F) entao o(f) = f, assim como visto no Lema 3.50. Com isso podemos dizer que
f € F[x] , pois seus coeficientes sdo fixos por qualquer automorfismo. Por defini¢do m,, divide
f(z), pelo Lema 3.20 temos que suas raizes nao sao repetidas, ou seja , m,, é separavel sobre F,
de acordo com a Defini¢ao 3.37.

A Definigao 3.34 nos diz que K/F & normal, pois é corpo de decomposi¢ao dos minimais
Ma,, assim se usamos a mesma ideia para qualquer algébrico desta extensao. Logo K/F é normal
e separavel.

(2 — 3): Sendo K/F normal, por hipétese, entdo pela Definigao 3.37, K é corpo de
decomposigao do conjunto de polinémios {m,|a € K}. Os polindmios minimos séo separaveis,
pois tem todas as suas raizes distintas 3.20. Se tomarmos o conjunto de polinémios {m,,|a; € K},
vemos que o mesmo procede, para cada um deles. Logo K é corpo de decomposicao de um
conjunto de polindémios separéveis sobre F'.

(3 = 1): Seja K o corpo de decomposigao de um polinémio separavel em Flz] e n = [K :
F] usaremos indugao.

Se [K : F| = 1 entao K = F neste caso K/F é de Galois. Usaremos o seguinte fato como
hipotese de indugao. Dado certo n € N, suponhamos que para toda extensao em que n > [K : F,
K/F ¢é de Galois. Sejan > 1 e a € K, uma das raizes do polinémio f € Fx], tal que o nao
pertence a F'; e K é o corpo de decomposicao deste polindmio. Por hipotese de indugao K/F(«)
¢ Galois, pois f € F(a)[z] é separavel, K é seu corpo de decomposigao e o grau desta extensao
é menor que n, pelo Teorema 3.9.

Por hipotese do item (3) deste teorema, a é separavel. Sejam o = ayq, - -, «, as raizes
distintas do polinémio minimal de «, em F, my(z) € Fz]. Se M = F(«a), o grau da extensao
[M : F] = deg(my) = r, pelo Corolario 3.24. Pelo Teorema 3.50, podemos assumir, ¢; €
Gal(K/F) em que, ¢;(a) = a;.
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Os conjuntos ¢;Gal(K /M) sao distintos, se ¢;1¢>j € Gal(K/M), entao gb;l(bj(a) = q,
por definicao de Gal(K/M).

Pelo Teorema de Lagrange (Teorema 2.16), |Gal(K/F)| = |Gal(K/F) : Gal(K/M)| -
|Gal(K/M)| > 7 - |Gal(K/M)|. Como K/M é de Galois, [K : F] = [K : M][M : F] =
|Gal(K/M)| - r, pelo Teorema da Torre (Teorema 3.9). Sendo assim, |Gal(K/F)| > [K : F).
O outro lado da desigualdade se da pelo Teorema 3.58, logo |Gal(K/F)| = [K : F], onde pelo

Corolario 3.59, nos diz que K/F é de Galois. O

Exemplo 3.63. Seja a extensdo de corpos Q(i)/Q. Como [Q(i) : Q] = deg(z? + 1), tal que,
22 4+ 1 € Q] é o polindmio minimo de i € Q(7). Sabemos dos Corolérios 3.59, que devido a
igualdade acima, tal extensao é de Galois. Por defini¢do de corpo de decomposi¢ao (Definigao

3.27) podemos afirmar que Q(i) é o corpo de decomposicio de 22 + 1 € Q[x] que é separavel.

Corolario 3.64. Seja K/F uma extensao de Galois. Se M ¢é um corpo intermedidrio desta

extensao entio K/M ¢é de Galois.

Demonstra¢ao. Se K/F é de Galois, pelo Teorema 3.62 K ¢é corpo de decomposigao de p(x) €
F[z]. Como existe p(z) € F[z], podemos considerar o mesmo polindémio sobre M, corpo interme-
diario, logo K ¢é corpo de decomposicao de um conjunto de polinémios sobre M, pelo Teorema

3.62, K/M é de Galois.

Lema 3.65. Seja K/F uma extensao de Galois e os conjuntos ) e A definidos por

Q:={M|FCMCK}
A :={Gal(K/M)|F C M C K}

e a aplicagao entre esses conjuntos,
EQ— A
M — Gal(K/M),
entdo esta aplicagdo € bijetiva.

Demonstracao. Seja ' C M C K, uma torre onde M é corpo intermediario na extensao de Galois
K/F. Pelo Corolario 3.64, K/M também ¢ de Galois, onde pela Defini¢ao 3.48 M = K Gal(K/M),

Seja a aplicagao

E:Q— A

M — Gal(K/M).
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onde 2 e A sao definidos na hipétese deste lema.

Pela Definicio 3.48, temos que M = KGK/M) — [&(M),

Tomemos dois corpos intermediérios distintos, F' C My C Ms C K, e suas respectivas
imagens &(My) e &(My).

Se £(My) = &(My) entdo KEM) = KE€(M2) por construgao da aplicacao My = K¢(M) =
K&¢M2) — N, um absurdo pois My # Ms, logo € ¢ injetiva.

Para provar que tal fungéo é bijetiva, basta mostrarmos que ela também é sobrejetiva.
Tomemos um elemento qualquer Gal(K/M') € A, e vamos mostrar que ele é imagem de M.
Sendo M’ um corpo intermediario da extensiao de Galois K/F', o Corolario 3.64 nos diz que K/M’
também é de Galois, logo pela Definicio 3.48, KGa(K/M') — N’ Portanto ¢ ' Gal(K/M') = M,

ou seja, todo elemento de A é imagem de algum elemento de €. Logo £ é bijetiva. O

Teorema 3.66. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Seja K/F é uma extensao de
Galois. Podemos concluir que:

(1) existe uma bijecao entre o conjunto dos corpos intermedidrios da extensio K/F e os
subgrupos de Gal(K/F).

(i1) para todo H < Gal(K/F), |H| = [K : K¥] e [Gal(K/F) : H) = [K® : F)

(i4i)dada a torre F C M’ C M~ C K temos por consequéncia Gal(K/F) > Gal(K/M') >
Gal(K/M”).

Demonstragao. (i) O Lema 3.65, nos diz valida tal afirmagao para um certo subconjunto do
conjunto dos subgrupos de Gal(K/F), vamos mostrar todo subgrupo de Gal(K/F) é imagem
de um corpo intermediario de K/F', para a aplicagao £ dada no Lema 3.65.

Seja H < Gal(K/F). O Lema 3.47, nos diz que existe M C K tal que K = M.
Tomemos o € H, por definicao de H, 0 € Gal(K/F), logo para todo = € F, o(x) = x, isso nos
mostra que M D F.

O paradiagrama acima nos diz que M = K & corpo intermediario de K/F, logo pelo
Corolario 3.64, K/M & de Galois, ou seja, M = KGUE/M) — gH portanto H = Gal(K/M).
Concluimos portanto que a aplicagdo que leva os corpos intermediarios de K/M ao seus res-
pectivos grupos de Galois é bijetiva, pois para toda K/M é de Galois ( Coroléario 3.64) e todo
subgrupo de Gal(K/F) tem uma extensao de Galois correspondente.

(ii)O item anterior, j4 demonstrado nos diz que se H < Gal(K/F), entdao K/K* ¢ de

Galois, com isso, pela Defini¢do 3.48 e pelo Corolario 3.59 temos que |H| = [K : K']. O Teorema
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2.16 diz nos que [Gal(K/F) : H| = |Gal(K/F)|/|H|, entao

_ |Gal(r/F)|

[Gal(K/F) : H| |

(ili) Se temos a cadeia FF C M’ C M” C K onde K/F é de Galois, entao pelo Co-
rolario 3.64, K/M' e K/M” também sdo de Galois. Pelo Lema 3.45 temos que Gal(K/F) >
Gal(K/M') =2 Gal(K/M?”). O mesmo se da para as demais desigualdades.

Ul

Teorema 3.67. Se K/F uma extensao de Galois e M um de seus corpos intermedidrios, tal que

M/F seja normal, entao Gal(K/M) < Gal(K/F).

N

Demonstragao. Provaremos que Gal(K/M)<Gal(K/F'). Sabemos pelo Lema 3.45 que Gal(K /M)
Gal(K/F), pois M ¢ corpo intermediario. Seja o € Gal(K/M) e ¢ € Gal(K/F'), basta mostrar-
mos que ¢~ 'op(x) € M, para todo x € M.

Se x € M, entdao podemos escrever x como elemento de um F—espago vetorial, ja que
M/F é uma extensao. Com isso z = ) a;«a;, onde cada «; ¢ um elemento da base de M/F, e
a; € F. Logo, por defini¢do de ¢ € Gal(K/F), ¢(x) = > a;p(cy) € M, pois M/F é normal,
cada ¢(a;) € M, pelo Lema 3.50. Sendo o¢(x) = ¢(x), pois ¢(xz) € M o que nos diz que

¢ log(z) = ¢~ 1¢(z) = € M. O que conclui nossa demonstracao. O]

Corolario 3.68. Seja K/F € uma extensao de Galois e M um corpo intermedidrio. Se a extensao
M/F € de Galois, entao

Gal(K/F)

Gal(M/F) = Gal(K M)

Demonstragao. Sendo satisfeitas as condi¢oes do Teorema anterior, podemos dizer que Gal(K /M )<
Gal(K/F).

Vamos usar a seguinte relacdo, ¢ : Gal(K/F) — Gal(M/F), tal que se dado um
o € Gal(K/F) N Gal(M/F), entao ¢(o) = o, caso contrario, ¢(c) = 0. Esta relagdo é um
homomorfismo, pois, dados 01,02 € Gal(K/F), a imagem de seu produto ou é ela mesma ou é

nula. Os elementos de Gal(K /M), estdao no nicleo, pois se o € Gal(K /M), um automorfismo
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diferente da identidade, entao o nao pertence a Gal(M/F'), e com isso sua imagem ¢é nula. Estas

condigoes sao suficientes para aplicarmos o Teorema do Isomorfismo 2.26, ou seja,

Gal(K/F)

Gl = G/ F).

O

Exemplo 3.69. Seja K = Q(+/3,v/5) sobre Q. Sabemos através da Demonstracio 3.1.1, que a
Base Bg := {1,v/3,v/5,V15}, e através da Definicio 3.48, por deixar fixo os elementos do corpo
fixo, vemos que os automorfismos de Gal(K/Q) agem diretamente sobre os elementos da base,
j& que segundo a Defini¢ao 3.1, todos elementos de K, podem ser escrito como uma combinagao
linear destes elementos. Sabemos também através do Lema 3.50 que a imagem de cada um dos
elementos da base é raiz de seu polinémio minimo. Desta forma os possiveis automorfismos do

COrpo sao:

id:1—1
V3= V3
Vb =5
V15 — V15

¢:1—1

V3 =3
Vb= =5
V15— —V15
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o:1—1

V3= —V3
V5= V5
V15 — —V15

wigil =1
V3= V3
Vb — -5
V15 = V15

Notamos que, ¢o = w. Com isso sabemos que estes sao os Unicos automorfismos de K pois
Gal(K/Q) é um grupo, de acordo com a Proposi¢ao 3.42. A ordem desse grupo portanto é 4,
assim como o grau da extensao também é 4, como também poderia ser justificado pelo Coroléario

3.59.

Exemplo 3.70. Analisemos a extensao do Exemplo 3.69, cujo o diagrama da extensao pode ser

visto abaixo.

Q(v3,V5)

N
Q(v5) Q(V15) Q(v3)
\ | /

Ainda olhando para esta extensdo vemos que Q(v/3)) é um corpo intermediario. A exten-
sio K/ Q (v/3)) tem como grupo de automorfismo Gal(K/ Q (v/3)) tal que seus automorfismos
sao:

id:1—1
V5= V5

p:1—=1
Vb= —V5
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ja que, sdo os automorfismos de K que deixam fixo os elementos de Q(v/3), pela definicdo de
grupo de Galois. Um caso analogo seria a analise de Gal(K/Q (v/5)), onde ambos os grupos sio
isomorfos a Zs. Como a ordem do Grupo de Galois é igual a ordem do polinémio minimal do
elemento primitivo da extensao, entao esta extensao é Galoisiana, como visto no Corolério 3.59.
Assim como é nos mostrado nos diagramas deste exemplo, vemos que pode se haver uma bijecao

entre extensao, com seus corpos intermediarios e subextensoes com os seus respectivos grupos

de Galois:

Gal(K/Q)

/ \(¢>

(o) (w)
~ 7
(1)
Exemplo 3.71. Vamos agora tomar uma extensao simples, genérica, e fazer o calculo e uma
breve andlise em torno do Teorema Fundamental da Teoria de Galois.

(i) Seja K/F uma extensao de Galois, de grau n. O Corolario 3.59, nos diz que [K : F] =
|Gal(K/F)| = n.

(ii) Se aw € K & um algébrico sobre F, temos a torre K O F(a) D F. O Corolario 3.60
mostra nos que, deg(my) = p = [F(«a) : F| = |Gal(F(«)/F)| e pelo Teorema Fundamental da
Teoria de Galois [F'(a) : F| = [Gal(K/F) : Gal(K/F(«))] = p.

(iii)Aplicando o Teorema de Lagrange (Teorema 2.16) sobre essa expressao,

[Gal(K/F) : Gal(K/F())] = p
|Gal(K/F)|

Gal(K/F(a)]
(Gal(K/F(a)) =5 =g

Da mesma forma, agora aplicando o Teorema da Torre (Teorema 3.9) e a Demonstragao do

Teorema 3.66, temos que,

Bl = [K : F] _ |Gal(K/F)| _n_
B F )] = oy 7 = [Gal(F@)]F)] ~ p

(iv) Portanto, podemos usar como base o seguinte diagrama,

K (1)
F(a) Gal(K/F(a))




Capitulo 4

Solubilidade e Calculo do Grupo de

(zalois de Polindomios

4.1 Extensoes ciclotémicas

Definicao 4.1. (Raiz n-ézima) Chamamos w € K de n—ésima raiz n—ésima da unidade se
w” =1, mas W™ # 1, para todo m tal que, 1 < m < n. Se K € o corpo de decomposi¢cdo do

27

polinomio " — 1 € Q[z], entdo as raizes deste polindmio sao os elementos w; = e n

Definigao 4.2. Seja F' um corpo que contém uma raiz primitiva n—ésima da unidade. Um corpo

de Kummer é o corpo de decomposicao de um polinémio da forma

T

H(:U" —a;)

=1

para a; € F. Em relacao a extensao podemos chamar K/F de uma extensao n — Kummer.

Lema 4.3. Seja F' um corpo que contenha a raiz n—ésima primitiva da unidade, e K/F uma

extensao. Entao K/F é uma extensio n — Kummer, se s6 se K = F( /a1, -+, {/a,).

Demonstragao. Seja dada as condigoes de hipotese do nosso lema. Se K/F é uma extensao n —
Kummer, entdo K é corpo de decomposicao de [[;_; (2™ —a;), com isso K = F({/ai,--- , ¥/a,),
pois as raizes de cada polindmio " —a; sao {/a;w1 , -+, Y/a;wy, onde wj, com j < n sao as raizes
da unidade. Como as raizes da unidade ja pertencem ao corpo F', por hipétese do lema, basta

n

ser acrescido para cada termo (z" — a;) sua raiz {/a;. A outra dire¢do se segue da Definigao

4.2. O

Lema 4.4. Seja F, corpo que contém as n raizes distintas da unidade, {wy, -+ ,wp}, e, para

39
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(a; € F), seja

T

f= H(x” —a;) € Flx].

=1
Se K € o corpo de decomposi¢ao deste polindmio, entao
(i) K/F € de Galois
(i) Gal(K/F) é abeliano

Demonstragio. A demonstragao deste Lema se encontra na pagina 130 do livro [1]. O

Definicao 4.5. (Extensoes ciclicas) Uma Extensao de Galois é ciclica se seu grupo de Galois é

um grupo ciclico

Definicao 4.6. (Extensoes ciclotomica) Se w € raiz n—ézima da unidade de F, entao a extensao

F(w)/F € chamada de extensao ciclotomica.
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4.2 Solubilidade

Definigao 4.7. (Grupo Solivel) Dizemos que o grupo G ¢é solivel se existir uma cadeia de
subgrupos Gj, 0 < j <n , tais que {e} = Go<G1<--- <Gy, = G e todo quociente Gj11/G; seja

abeliano.

Lema 4.8. Seja G um grupo. Se G € solivel e H < G, entdo H € solivel.

Demonstragao. A prova deste Lema se encontra na pagina 204 do Livro [8].

O

Definicao 4.9. (Permutagio) Seja um conjunto X := {x1,---,x,}, onde |X| = n. Uma

permutacao dos elementos de X € um bijecao ¢; : X — X.

Proposicao 4.10. (Grupo de permutagoes) O conjunto S(X) de todas as possiveis permutagoes
dos elementos de um conjunto X forma um grupo com a operagdo de composi¢do. A este grupo

chamamos de Grupo de permutagoes de X.

Demonstragao. Seja S(X) o conjunto dado na hipétese. A fungao identidade de X, id(z) = =
pertence a esse conjunto, pois ela é uma bije¢ao, por defini¢ao de identidade. Se tomamos outra
bijegao, ¢ € S(X), onde ¢(x;) = z;, tais que z;,z; € X.

(i)Compondo essas fungoes sabemos que, a identidade é o elemento neutro nesse conjunto

em relacao a composicao de permutacoes, pois,

id(¢(zi)) = id(z;) = zj = ¢(z;) = p(id(;)).
(ii)Pela Definigao 4.9, toda permutagao possui inversa, pois é uma bijecao.
(iii)E por fim, o produto de duas permutagdes ¢ uma permutagdo, pois é uma bijegao, e
a composicao de bijecoes é também uma funcao bijetora.
Com esses resultados vemos que S(X) com a operagao de composigao satisfaz as condigoes

de grupo, dadas na Definicao 2.1 .
O

Definicao 4.11. (Grupo Simétrico) Chamamos de grupo simétrico o grupo de permutagoes S(X),
quando X :={1,2,--- ,n}. Neste caso S(X) = S, onde n é o nimero de elementos do conjunto

X.

Definicao 4.12. (Subgrupo Transitivo) Seja T um grupo de permutagio de n elementos entdo
T serd transitivo se, para todo i,j < n existe T € T, tal que 7(i) = j. Também podemos dizer

que, para todo i,j < n existem T,¢ € T, onde 7(1) = j e ¢(1) =i, em que T((;ﬁ_l(i)) = 7.
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Definigao 4.13. (Subgrupo Alternado) Uma transposi¢ao de X é um elemento T € S(X), tal
que permuta dois e somente dois elementos. O subgrupo A, < Sy, formado por todos os elementos

que podem ser fatorados em um niumero par de transposi¢oes € chamado de subgrupo Alternado.
Lema 4.14. A, ndao € soluvel para todo n > 5

Demonstrag¢ao. A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [4], pagina 148. O
Teorema 4.15. S, € soluvel se e somente se, n < 5.

Demonstracao. Usando a Defini¢ao 4.7 e o Lema 4.8, vemos que S5 nao é solivel, pois se S5 fosse
soluvel, todos os seus subgrupos seriam soluveis, mas As < S5, ndo é soliuvel segundo o Lema
4.14 o que é um absurdo.

Agora basta provar que Sy é soluvel. Tomando a cadeia solavel Sy> Ag> Ky > (id), onde

K, ={id, ¢,7,7}, para as seguintes permutagoes pares:

¢:1—2 v:1—=3 T:1—4
2—-1 3—1 4—-1
3—4 2—4 2—3
4—3 4—2 3—2

e id é a identidade.
Pela Defini¢ao 2.3, vemos que K4 é abeliano. Os quocientes Sy/Ay, A4/ K4 sao abelianos,

pois sao isomorfos a grupos ciclicos de ordem prima. O

Proposicao 4.16. O polinémio f € F|x| tem raizes repetidas em um corpo K, extensio de F,

d d
se so se, f e d—f, tiver uma raiz em comum, se e so se deg(mdc(f, d—f)) > 0.
x T

Demonstragao. Seja f € Flz] e o € K, uma raiz de f. Sendo K/F uma extensao, podemos

escrever, f = (z — a)¥g(z) € K[z], com g(a) # 0.

af _
dr

k(z —a)tg(z) + (z — a)kj—i.

af . . L .
Se fe . tem «, como raiz em comum, entao o polindémio minimal de a, m,, € F[x] divide
x

qar,
dx’

df - . o daf
Se o deg(mdc(f, %)) > 0 entao existe o algébrico a que é raiz de mdc(f, %) Como
d
mdc(f, é

2.59. O

ambos os polindmios, pelo Lema 3.18, e pela Defini¢ao 2.60, o minimal divide o mde(f,

dj
) divide f e d—f, entdo « também é raiz de ambos os polindmios, pela Defini¢ao
x
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Definigao 4.17. Seja o polinémio f(x) € Flz], tal que f(x) = apz"™ +an_12"  +-- -4 a1x+ao,

entdo a derivada de f(x) serd o polindmio ikl anz" 1+ (n— Day_12" 2 +---+ay € Flz].
x

Proposicao 4.18. Se f € F[z] ¢ irredutivel entio f € Flx| € separdvel.

Demonstragao. Seja o algébrico «, raiz do polindmio irredutivel f(x) € F[z], e o seu minimal

meq € Flz]. Pela Definicao 2.58, f = am,, onde a € F. Sabemos portanto que o polindmio
df  dmg
de “ dx m
derivada, teremos um absurdo pois deg(mq) > deg(d—;) e pela Defini¢ao 3.16. Logo f € Flz| é

é nao nulo, pois trabalhamos com corpos de cateteristica zero. Se « for raiz desta

separavel, pois todas as suas raizes sao distintas.
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4.2.1 Extensao radical

Definicao 4.19. (Extensao Radical)

Dizemos que K/F é uma extensao radical se existir algébricos {o,,an—1,---,a1} em K e
ki,ko, - - kn, naturais nao nulos, tais que o/fl e F, afi € Faj,ag, -+ ,ai—1) onde 1 < i < n.
Por conveniéncia podemos adotar um inico inteiro k que satisfaca a relagao, basta tomarmos k =

mme(ky, -, k) neste caso chamamos a extensao de k — Radical e K = F (o, p_1,-- ,1).

Definicao 4.20. (Extensao Solivel) Um extensao L/F € solivel, ou solivel por radicais, se

existir uma extensao K/L, tal que K/F seja radical.

Definicao 4.21. (Polinémio solivel por radicais)
O polinémio f € F[z] serd solivel por radicais se existir uma extensao radical L/F que contenha

todas as raizes de f.
Lema 4.22. Sejam as extensoes K/E e E/F, radicais, entao K/F é radical.

Demonstra¢ao. Segundo a hipotese de nosso lema, E/F é radical, por definigao, isso quer dizer
que, sendo E = F,,, F,,/F ¢ radical, e de acordo com a Defini¢ao 4.19, F; = F;_1(;) e
afi € F;_1, para todo 1 < m.

Uma vez que K/E = K/F,, (Defini¢ao 4.19), sendo K = F,, onde n > m, F; = F;_1(«;)
e afi € F;_1, para m < i < n. Pela mesma definicao é valido para todo i < m, «a; € F; =
F(ag, - ,am)(@mt1, - ,i—1). Usando o Lema 3.28, o; € F; = F(au1, -+, Quny Q15+ + 5 Q1))

para todo i no intervalo de 1 a n. Logo K/F' ¢é radical. O

Definigao 4.23. (Grupo de Galois de um polinémio)
Seja f € Flz], cujo o corpo de decomposicao seja E. O grupo de Galois do polinémio f(x) é
Gal(f) = Gal(E/F).

Proposicao 4.24. Se f € F[x] um polinémio separdvel, entao Gal(f) € isomorfo a um subgrupo
do grupo de permutagao das raizes de f € Flx]. Se f for irredutivel entao Gal(f) é isomorfo a

um subgrupo transitivo.

Demonstragao. Seja aq, - -+ ,aq as raizes de f € F[x] em seu corpo de decomposigao. Para todo
automorfismo o € Gal(f), o(a;) é uma raiz de o(f) = f (Lema 3.50). Além disto, se K é o
corpo de decomposigao de f, entdo K = F(ai,---,aq) (Defini¢do 3.27), se o(a;) = «y, para
toda raiz a; do polindémio f, o(z) = id(x), pois podemos escrever a base desta extensdo em
fungao destas raizes (demonstragdo do Teorema 3.9), e se o automorfismo deixa fixo todos os

elementos da base logo ele preserva o elemento do corpo, pois os elementos de um corpo pode ser
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escrito em fungao dos elementos da base (Defini¢ao 2.49). Caso f seja irredutivel, pelo Teorema
3.39, podemos dizer que se trata de uma extensao simples, pois é corpo de decomposicao de um
polinémio separavel (Teorema 3.62), ou seja, existe 5 € K tal que, K = F (). Neste caso, se
um automorfismo fixa 8 entao ele é a identidade, pois, os elementos da base desta extensdo sao
poténcias de 3, e como o(f) = 3, entdo o(B) = o(B)" = ¢, portanto o = idGa(y)- Se dado dois
automorfismos o, ¢ € Gal(f), o(8) = ¢(B) entdo o = ¢, pois ¢ Lo (B) = 8, logo ¢~ Lo = idGal(f)s
uma vez que Gal(f) é um grupo (Lema 3.45) e se dois elementos em um grupo tem o mesmo
inverso, eles sao iguais.

Neste caso, podemos usar o Corolario 3.60, cuja sua demonstragdo nos prova que se uma
permutacao fixa S entao ela seré a identidade, e pela mesma demonstragdo vemos que o grupo
neste caso é isomorfo a um subgrupo transitivo (Defini¢ao 4.12) pois, ¢ # o implica ¢(a) # o(«),
onde ¢,0 € Gal(F(5)/F) e a € F(B)/F.

O

Definigao 4.25. (Fecho Galoisiano) Seja a extensao M/F', o fecho galoisiano desta extensao é

o menor corpo K que contem M tal que K/F seja de Galois.

Definigao 4.26. ("Compositum") Sejam os subcorpos Fy e Fy de um corpo K, o Compositum

F1F,, € o menor subcorpo de K que contem Fy e Fs.

Proposicao 4.27. Suponha que K/F seja de Galois e M seja um corpo intermedidrio, entdo
o "Compositum"de todos os conjugados de M, ou seja, o1(M)---o0,.(M), onde para todo i < r,

0; € Gal(K/F), € o fecho galoisiano da extensao M/F.

Demonstragao. Como M é separavel, pelo Teorema 3.39, existe a € M, tal que M/F = F(«)/F.
Por hipotese, K/F' é de Galois, logo o polindmio minimal de o« € M, se decompoe completamente
sobre K, pelo Teorema 3.62. Seja L o menor corpo que contem F' e as raizes de my, entao
L = F(aq, -+ ,a,). Ainda pelo Teorema 3.62, L/F ¢ Galois e M ¢é seu corpo intermediario,
por construgao, e podemos afirmar, que o1(M),--- ,0,(M) sdo corpos intermediarios de L/F,
pelo Lema 3.50, sabemos que cada o; permuta as raizes de my, logo o1(M)---0,(M) C L, pela
Definicao 4.26.

Para toda raiz «; de my, existe o; € Gal(my), tal que o;(a) = «a;. Logo, L =
F(oi(a), - ,0.(a)), como L é o menor corpo que contem todos as raizes de my,, por construgao
de L, entdo L C 01(M)---0o,(M). Por essas duas inclusoes temos que L = o1(M) ---o,(M), ou
seja, 01 (M) -+ 0.(M) é o fecho galoisiano de M/F, pois L = o1(M) - - o, (M).

O

Lema 4.28. Seja a extensao K/F, e sejam My e My, dois corpos intermedidrios desta extensao.
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(i) Se My/F € radical entao M;Ms/Ms também € radical.
(i) Se M1/F e My/F sao radicais entao My Ms/F também é radical.

Demonstragao. Se M;/F é radical, por Defini¢ao 4.19,
M, =F(ay, - ,a.) D Flag, - ,ap—1) D+ D F

onde cada afl € F(ai, - ,a;-1), para k; € N. Logo M1M2 = Ms(aq,--+ ,ap), pois My D
F e MsF = M,. Basta tomar o Compositum de My a cada um dos corpos da cadeia,
com isso M1My = MyF(aq, - ,ap) D MaF(aq, - ,ap—1) D -+ D MsF. Com isso afl €
Ms(a, -+ ,a—1), pois F(aq, -+ ,a;-1) C Ma(aq,--+ ,a;—1), e MoF = My, pois My D F. Por-
tanto, pela Defini¢ao 4.19, MyM;/Ms é radical.

(ii) Se M;/F e My /F, sao radicais entdao M; My /Mo é radical pelo item (i) deste Lema e
usando o Lema 4.22, por ser radical My Msy/Mjy e Ms/F, entao M;My/F também seré. O

Lema 4.29. Se L/F ¢€ radical entdo existe a torre K D L D F, tal que K/F seja normal e

radical.

Demonstragao. Seja L/F radical e K o seu fecho galoisiano. Para cada 0; € Gal(K/F), a
extensao o;L/F é radical (Definicdo 4.19 e Lema 3.50), pois se o) € F(a;—1) entdo o(oy)" €
F(o(aj—1)) = oL. Pela Proposicao 4.27, sabemos que K é igual ao compositum de todos os
conjugados do corpo L, com isso e pelo Lema 4.28 temos que K/F' é radical. Segundo o Teorema

3.62, toda extensao galoisiana é normal, o que conclui nossa demonstragao. O

Definigao 4.30. (Polinémio solivel) Seja f € Fx] um polindmio nao constante cujo corpo de
decomposicdo € L.
(i) Uma raiz de f, a € L serd expressdqvel por radicais F', se a esta em alguma extensio

radical de F.

(i1) O polinémio f serd solivel por radicais (ou solivel), se L/F for solivel.

Proposicao 4.31. Seja f € F[z|, irredutivel. f serd solivel por radicais, se sé se f tiver uma

raiz expressdvel por radicais em F'.

Demonstragao. Se f é soluvel, entdo pela Defini¢ao 4.30, L/F' ¢é soluvel, onde L é o corpo de
decomposigao de f. Pela definigao de extensao soluvel (Defini¢ao 4.20) e pela defini¢ao de corpo
de decomposigao (Defini¢ao 3.27), as raizes de f estdao em L.

Para a volta tomemos o € L, raiz de f, expressavel por radicais. Pela Definicao 4.30,
existe a torre M O F(«a) D F, tal que M/F seja radical. Pelo Lema 4.29, existe K D M D

F(a) D F, tal que K/F sejanormal e radical. Por definigao de extensao normal (Definigao 3.34),
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por ser f € F[z] irredutivel, todas as suas raizes estao contidas em K, logo, pela Defini¢ao 4.30,

f é soluvel por radicais. O

Definicao 4.32. (Fecho normal) Se K = F(ay, -+ ,ar), o fecho normal da extensao K/F é o

corpo N tal que, N € corpo de decomposicao dos polindmios minimais, Me,,- -+ , My, € Flz].

Lema 4.33. Se K/F € uma extensao n—radical e N seu fecho normal entao N/F serd uma

extensao n—radical.

Demonstragao. Seja K = F(ayg,---,0p) com af € F(ag, - ,0.). Ser =1, entdo K/F =
F(ap)/F com o™ € F, neste caso N = F(B1,- -, Bm), onde B; sdo raizes de mq(x) € F[x], pela
Defini¢ao 4.32. Contudo, este minimal divide ™ — a, tal que a = o™, o que nos leva a dizer
que a = f;', pois o minimal divide todo polindmio em que « ¢é raiz, como descrito no Lema
3.18. Com isso, N/F ¢é n—radical. Agora suponhamos que r > 1, e para valores menor que

r, N/F seja n—radical. Seja N'/F uma extensdo n—radical, com N’ o corpo de decomposigao

dos minimais mg,, -+ ,Mq,_, € Flz]. Seja N corpo de decomposi¢ao do polindémio m,, € F[z],
para todo i < r, com isso N = N'(v1, -+ ,7m), onde 1 -+ , vy, sdo as raizes de my,,. Como
a?:b€F<al7"‘;ar—l)gN/ -

Proposigdo 4.34. Seja K/F uma extensio de Galois, ¢ By = F& e Ey = F% sio corpos
intermedidrios desta extensao. Logo seque-se que:

(i) By By = F&NG2

(ii)Ey N By = F&1G2

Demonstragao. (i) Se 0 € G1 NG, entdao o € G e com isso o fixa os elementos de E; de mesma
forma o fixa os elementos de Eo, com isso o fixa os elementos de EjEs (pela Definicao 4.26).
Por outro lado se o fixa os elementos de FqFE», ele fixa os elementos de qualquer um de seus
subcorpos, logo o € (G1, grupo que fixa os elementos de E7 e o € G2, grupo que fixa os elementos
de Fy ou seja 0 € G1 N Gy. Portanto FE11G2 = F Fy.

(ii) Se para todo o € G1, o(a) = « , entdo a € Fj e se para todo 0 € Ga, o(a) = «
entao o € Fy com isso a € E1 N Es. Ou seja FGG2 5 B N Ey. Por outro lado, se a € Ey N Ey,
entdo o(a) = « para todo o € Gy e para todo o € G2, com isso & = o(«a) para todo o € G1Gs.

Ou seja FG&G2 = Fy N Es. O

Lema 4.35. Seja f € F[z] um polinémio separdvel, K seu corpo de decomposicao e L/F uma
extensdo arbitrdria.

(i) LK é corpo de decomposi¢io de f € L[x]

(i) Gal(LK/L) = Gal(K/LN K)
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Demonstragao. O primeiro item (i) segue pela Defini¢ao 3.27 e pela Defini¢ao 4.26, ja que LK é
o menor corpo que contém todas as raizes de f € F[z|, que é extensao de L.

Para (ii) sabemos que K'L/L é Galois, pois é corpo de decomposi¢ao de um polindémio
separavel, assim como a extensao K /KNL, jaque f € (KNL)[x] tem como corpo de decomposigao
K, pelo item anterior deste lema. Como Gal(K/LNK) = Gal(LK/LN K), pelo Corolario 3.68.

Seja M o fecho normal de KL/K N L (Defini¢ao 4.32), por consequéncia sera de Galois,
pois aqui tratamos de extensoes separaveis (Teorema 3.62). A torre M D KL D L nos diz que
M/KL, M/L e KL/L sao de Galois, pelo Corolario 3.64 e pelo item anterior, ja que KL é corpo
de decomposi¢ao de polindmios separaveis (Teorema 3.62). Para a Torre M D K D (K N L)
vemos que as extensoes M/(KNL), M/K e K/(K N L) sao de Galois. Usando o Corolario 3.68,

vemos que

Vemos que Gal(M/L) N Gal(M/K) = Gal(M/KL) pois ¢ € Gal(M/KL), fixa os
elementos de L C KL, logo ¢ € Gal(M/L), de forma analoga, ¢ € Gal(M/K), portanto
¢ € Gal(M/L) N Gal(M/K). Por outro lado, se ¢ € Gal(M/L) N Gal(M/K), entao o fixa
os elementos de L e K, por consequéncia fixa os elementos do menor corpo que contém K e L,
portanto o € Gal(M/KL). Também temos que Gal(M/L)Gal(M/K) = Gal(M/KNL), através
da Proposicao 4.34.

O Teorema 2.28, nos diz que

Gal(M/L) _ Gal(M/L)Gal(M/K)
Gal(M/L)NGal(M/K) — Gal(M/K)

logo
i Gal(M/L) ~ Gal(M/KNL)

Gal(M/KL) Gal(M/K)
Aplicando novamente o Corolario 3.68 em ambos os lados temos que, Gal(KL/L) = Gal(K/K N L).
O

Teorema 4.36. O polinémio f € Flx| € solivel por radicais se somente se Gal(f) € um grupo

soluvel.

Demonstragao. Se f € Flx| é soluvel por radicais, de acordo com a Definigao 4.30, suas raizes
estao contidas em uma extensao radical. Pelo Lema 3.35 , podemos afirmar que o corpo de

decomposigao de f € F[z] esta contido em uma extensao normal e radical K/F. O Teorema 3.62
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nos diz que K/F ¢é de Galois, pois é normal e separavel. Pelo Teorema 3.67, podemos assumir
que Gal(K/M) < Gal(K/F), e pelo Colorario 3.68, Gal(M/F) = Gal(K/F)/Gal(K/M), onde
M & o corpo de decomposicao de f € F[z]. Dividiremos em dois casos, o primeiro em que M
contém a raiz n—ésima da unidade w , e o segundo caso é em que M nao contém, tal raiz.

Tomemos a cadeia de corpos intermediarios, da extensao K/F,
F=KycK Cc---CK,=K,

onde K; = F(w), tal que w é a raiz n—ézima da unidade, como dado na Defini¢ao 4.1 e a na
demonstracdo do Lema 4.29. Seja K;11 = K;(o;), onde o; € K. Neste caso cada extensao
K11/ K; é de Galois, pois K/K; é de Galois pelo Corolario 3.64 e Gal(K;+1/K;)<Gal(K;41/F).
Pelo Lema 4.4, cada Gal(K;4+1/K;) = Gal(K;/F)/Gal(K;y+1/F) é abeliano, logo Gal(K/F) ¢
solivel, pela Definicao 4.7.

Uma segunda possibilidade é supor que a extensao radical dada nao tenha a raiz n—ézima
da unidade. Neste caso, pela Definicao 4.21, suas raizes estdo contidas em uma extensao
n—radical M/F. Seja w € M(w) uma raiz n—ézima da unidade, pela Defini¢ao 4.19 M (w)/M
é n—radical, assim como F(w)/F também é, logo pelo Lema 4.28, M (w)/F é n—radical, ja que
M(w) = M F(w). Apartir daqui basta considerar a extensao M (w)/F e usar o mesmo argumento
do ultimo paradiagrama.

Por outro lado, se Gal(K/F') é solavel, onde K é o corpo de decomposigao de f € F'[z], por

defini¢ao de solubilidade de grupos (Defini¢ao 4.7), existe a seguinte cadeia normal de subgrupo,
Gal(K/F) = GndGn_lq-nﬂGl = <1>

tais que os quocientes G;11/G; sdo abelianos, para todo i < n. Seja K; = K% pela Definicio
3.48, K/K; é Galois para todo i < n e com isso, pelo Corolario 3.64, K;1/K; também é uma
extensao de Galois.

Pelo Corolario 3.68 Gal(K;+1/K;) = Gal(K;/F)/Gal(Ki+1/F) = Gi/Git1.

Seja |Gal(K/F)| = r, e w seja a raiz primitiva r—ésima da unidade. Se tomamos os

corpos L; = K;(w), podemos considerar a seguinte torre de corpos
)

FCLyC: - C L,

Notemos que K C L,, e Li11 = L;K;11. Com isso e pelo Lema 4.35, como K;y1/K; ¢ Galois
L;y1/L; é Galois e Gal(L;41/L;) é abeliano, pois é isomorfo a Gi+1/G;.
Lit1/L; é uma n — Kummer pelo Lema 4.3 e pela Definigao 4.19, L;11/L; é n— radical.
Seja Lyp = F(w) em nossa cadeia, F'(w)/F é radical, pela Defini¢ao 4.19, L;/F é radical

pelo Lema 4.28, com esse argumento podemos afirmar que L,/F é radical. Como o corpo de
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decomposigao de f € F[z], ¢ um corpo intermediario na extensao L, /F, o polinomio f € Fx] é

soluvel ( Defini¢ao 4.21), o que encerra nossa demonstragao. O]
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4.3 Calculando Grupos: Quadraticas, Cabicas e Quarticas

4.3.1 Discriminante

Definicao 4.37. (Discriminante de um polindomio) Seja f € F[x] um polindmio cuja as raizes

540 arq,...0p € K. A discriminante de f ¢ Ay = Hi<j(ai —aj)2

Definicao 4.38. (Discriminante de um elemento) Seja o € F, cujo o polindmio minimo é

meq € Flz|. A discriminante de o € igual a discriminante de seu polindémio minimo.

Lema 4.39. Seja f € F[z], um polinémio irredutivel com n raizes, cujo discriminante é A, e

seja o € Gal(f) = G < Sy,.0 automorfismo o € uma permutagao par, se so se, J(\/Z) = VA

Demonstra¢ao. Tomemos f € Fx| onde, deg(f) = n, seja M = F(x1,...,z,), onde {z1,...x,} &
o conjunto das rafzes de f. Seja h(x) = [[,;(zi — ;). Suponha que o € S, ¢ uma transposicao
ou seja, o(x;) = xj,e o(xr;) = x; onde ¢ < j. Analisemos o comportamento desse automorfismo,

separando os fatores de h(x) em quatro grupos:

.I'Z'—l‘j
T — Tiy T — X k<j
Ti— X, X5 — T j<l
Tj — Ty Tm — T 1<m<jg

Para k < i , temos o automorfismo o(xy — x;) = x — x; e o(vy — 2;) = v — xj. Para j <

teremos,o(x; — x;) = x; — ;. Ja parai <m < j, o que temos é

o(zi—zpm) =2 — Tm = —(Tm — x5)

0(Tm —2j) = m — ;. = — (T — Tpy)

Somando as expressoes, utilizando as propriedades de automorfismo, concluiremos que o(x; —
xj) = xj —x; = —(x; — x;). Com esses resultados , podemos dizer que o automorfismo de todos
termos de h nos leva o(h) = h se e somente se o ¢ produto de um numero par de permutagoes.
Se aplicarmos em h as raizes de f teremos h =[], (i — aj) = [, ;(—(a; — ;) = A, 0 que

conclui o nosso lema, pois o(vA) = VA, se 56 se o for par. O

Corolario 4.40. Seja f € Flz], um polinémio irredutivel com n raizes, cujo discriminante é A,
e seja o € Gal(f) = G < S,,.
Gal(f) 2 G < A, se s6 se VAEF.
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Demonstragdo. Sejam f € Flz] e o € Gal(f). Se VA € F, entdo o(v/A) = VA (Definicio 3.48),
pois 0 € Gal(f), portanto o é uma permutagao par segundo o Lema 4.39. Se Gal(f) 2 G < A,
entdo o é par, por definicdo de A,, e pelo Lema 4.39, U(\/K) = VA, ou seja VA € KGallf),
onde K é o corpo de decomposicao de f € F[z]. A extensdao K/F é de Galois, pois K é o corpo
de decomposi¢ao de um polinémio separavel (Teorema 3.62), logo K Gal(f) = F, por definicao de

extensdo de Galois (Definicao 3.48). Portanto VA € F. O

4.3.2 Polinémios de grau 2

Proposicao 4.41. Se f € F|x] irredutivel de grau 2, entao Gal(f) = G < Ss.
Lema 4.42. A discriminante de um polinomio de grau 2, f = x> +bx+c € Flz] é Ay = b* —

Demonstracdo. Através da formula resolvente de um polindmio de segundo grau, sabemos que

—b+ Vb2 —A4c b= Vb? —4c

suas raizes sao aq = B S— e g = 5

um polinémio (Defini¢ao 4.37) temos que Ay = (a1 — az)?. Fazendo as substituigdes temos que

Ap = (Vb2 —4c)? = b* — 4. O

. Por definicao de discriminante de

Exemplo 4.43. Seja o polinémio irredutivel f(z) = x2 —i—bx—i—c € F[z]. Pela formula quadratica,

as solugoes desse polinémio sao bF A b Y
b+\/7 b—ﬁ) b+F b—\/i).

b+ — - F(\/A(f)) e b+ —_— F(\/A(f)), pois b € F, portanto
F(L VAU~ p(/aTp) ”f(f)

F, podemos dizer que F(—+/A(f)) = F(y/A(f)) . Portanto o corpo de decomposi¢ao de um

. O corpo de decomposicao de f € F[x]

. De forma analoga F( ) = F(—/A(f)). Como —1 €
polinémio de grau 2 escrito em F[x] sera F(y/A(f)).

Pelo Teorema do Elemento primitivo sabemos que o corpo de decomposigao de f € Fz]
¢ F(a) onde o é uma das raizes de f. Como f é irredutivel, entdo f ¢ o polinémio minimo
de a, pelo Lema 3.20. Como f tem grau 2, [F(«a) : F] < 2! pelo Teorema 3.24. Portanto
Gal(f) = G < Sy, pois [F(«) : F] = |Gal(f)], segundo o Corolario 3.59. Nesta situagao temos o

seguinte diagrama
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4.3.3 Polinémios de grau 3

Lema 4.44. (Formula de Cardano) As raizes de uma cibica f = x> + px + q sdo

\/ Q‘f‘\/q +§ \/ Q+\/
ag—w\/ —q+1/q? +7 —i—w2§/ q—l—\/
ag_W\/ q—l—\/q +§ —|—W\/ q—i-\/

~1+iv3
onde w = .
2
Demonstrag¢ao. A prova deste lema se encontra na pagina 3 do livro [7]. O

Lema 4.45. Seja f = 23 + ba? + cx +d € F[z], um polinémio irredutivel. Podemos reescrever

o polinomio f(z) € Flz] como f(y) =y> +py +q € Fly).

Demonstracao. Faremos a seguinte mudancga de varidvel © =y — 3 Vejamos:

f(z) =23 +bx? + cx +d

b b

f(y—g) z(y—§)3+b(y—§)2+c(y—g)+d:o

Pelo teorema da expansao binomial temos que

bio o b by o 20 b
-5 - —2y— — = —_ —
(=37 =y ~2yz +(3)° =y 3y+9
bis 3 2 b bio b3 b2 b3
assim
fla) =a® +ba® +cx+d
oo , 2 b2 b
fy) = — by’ Ty o) Ty Sy ) ey - 5) +d
b2 20 b 363 be
3 2
f@) =’ +(b+0 + (5 — S+ — g+ o 5+

f)=v*+py+q

dessa forma,

b2
p=—§+c
202 be
= — —+d
1797 73
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Proposicao 4.46. Sejam f(z) e f(y), polinomios irredutiveis dados no Lema 4.45. Ay, =

Af (y)-

Olhando a demonstracao do Lema 4.45, vemos que se «; é raiz de f(z) entdo f; = a; + 3’

. . b b b
para i € {1,2,3}, pois x = y — 3 §) — (o + g)) = (Bi — Bj),
para qualquer par (i,7) € {1,2,3}. Como a diferenga das raizes se conserva com tal mudanca de

neste caso (a; — ;) = ((ay +

variavel, e a discriminante é calculada com produto das diferengas, entao Ay = Ay (.

Lema 4.47. Seja f(z) € F[z] um polinémio irredutivel de grau 3. Se f(y) € Fx] é o polinémio
estabelecido pela troca de varidvel dada no Lema 4.45, entao Ay, = —4p3 — 27¢2.

Demonstragao. Sendo as raizes de f(y) os algébricos y1,y2,ys , como f € F[z] é irredutivel, logo
separavel(Proposigao 4.18) ,pela Defini¢ao 3.37 podemos assumir que
v oy +a=(y—y)y—1v2)(y—ys)

=y’ + (y1 + y2 + y3)y* + (Y192 + Y1y3 + ¥213)Y — Y1293,

desta forma

O0=wy1+y2+ys
P =n1y2 + y1ys + y2y3

q = Y1Y2Y3,

Pela Definigao 4.37, o discriminante de f(y) é Ay = (y1 — y2)?(y1 — u3)%(y2 — y3)? , fazendo
as substituigoes cabiveis, apartir das expressoes dadas acima, encontramos que Ay () = —4p3 —

27q°. O

Teorema 4.48. Se f € F|x] é cubico e irredutivel entao seu corpo de decomposi¢ao F(y1,y2,y3) =

F(VA,y1), onde A € seu discriminante.

Demonstragio. Por defini¢io A = (y1 — 32)?(y1 — y3)?(y2 — y3)?, logo VA = (y1 — 1) (31 —
y3)(y2 — y3) , o que justifica VA € F(y1,y2,y3), uma expressao das raizes. Por outro lado, dada
a fungio f(y) = y*+py+q = (y—y1)(y—y2)(y—ys3), como y1 € F(VA,y1) o fator (y—y1) divide
flogo f = (y—w1)g, onde g = (y — y2)(y — y3) = ¥* — (y3 + y2)y + y2y3 tem seus coeficientes
em F(VA,y1), ou seja, (y3+y2) € F(VA,y1) . O polinémio quociente, g(y1), pertence ao corpo
F(vVA,y1), o que nos leva a:

9(y1) = (y1 — y2) (1 — y3) € F(VA, ).
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Como g(y1), VA € F(V/A,y1), que é um corpo, podemos fazer a seguinte divisao. Usando a

definicao da discriminante teremos:

VA VA o
ay) - —ys) 2"

Agora temos que (y2 + y3),(y2 — y3) € F(VA, y1). Somando e subtraindo esses elementos
chegamos que yo,y3 € F(VA,y1).
Isto ¢ suficiente para dizer que F(vVA,y1) = F(y1,92,y3) O]

Corolario 4.49. Seja f € F[z] irredutivel onde deg(f) = 3. Se VA € Q ,entdo Gal(f) = Az ,

caso contrdrio Gal(f) = Ss.

Demonstragao. Sabemos que para um polinémio f € Fx] de grau 3, Gal(f) = G < S3 (Teorema
4.24). Sabemos que para todo o € Gal(f), o preserva os elementos de F', ou seja o(q) = ¢, para
todo q € F'. Ora se a raiz da discriminante, \/Z, pertence a F', entao U(\/Z) =+vA (Lema 4.39
) e sabemos que quando isso ocorre, o € Az (Corolario 4.40). Gal(f) # (1) , pois existe alguma
isomorfismo o, em que o(a1) = —aq, para alguma «; que nao pertence a F. Logo Gal(f) = As,
pois é o tnico subgrupo néo trivial de S3, que s6 contem permutacoes pares. Caso v/A nao
pertenca a F, existe o € Gal(f) tal que o ¢ impar , e 0(A) = —A, assim como visto no mesmo
Lema, pois Gal(f) = Ss, j4 que nao pode ser subconjunto das permutagdes pares, entao é o

proprio Ss. OJ

Exemplo 4.50. Tomemos o polinémio irredutivel f = 2> — 3z +1 € Q[z]. E um polinémio que
jé esta escrito na forma reduzida, com p = —3, ¢ = 1. Podemos entao calcular a discriminante

deste polindémio.

A(f) =81

Vemos que a discriminante A possui raiz racional, o que nos leva a afirmar que O grupo de Galois

G(K/Q) = A3 (Corolario 4.40). Tomando o polinémio g = f(x — 1),

g=flz—-1)
g:x3—3m2—|—3

Os coeficientes desse polinémios, exceto o do termo de maior grau, sao miltiplos de 3, assim

como exigido pelo critério. Mas 3, o termo de grau nulo, ndao é um quadrado em Z, logo sao
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satisfeitas as condigbes para que g seja irredutivel sobre Q. Como g = f(x — 1), f também sera
irredutivel.

O Teorema 4.48, nos diz que quando nosso polindémio ciibico é irredutivel, entdo o corpo
de raizes deste polinomio Q(z1, z2, x3) = Q(vA, z1) ou seja Q(z1) pois A é um quadrado em Q,
para este polindmio, onde 1, z9, T3 , S0 suas raizes.

Podemos construir o diagrama que relaciona os subgrupos de Galois deste corpo de de-

composigao sobre Q.

Q(z1) (1
3 3
Q Gal(Q(x1)/Q)

Exemplo 4.51. Ao contrario do exemplo acima temos o polindémio h = x3 — 42 + 2, ctibico em
sua forma reduzida, ndo possui discriminante quadréatica, ou seja /A(h) nao pertence a Q. Sua
discriminante A = 148 = 22.37. Usando o mesmo raciocinio, vemos que o corpo de decomposicio
desse polinémio sobre Q(4/(148), x1), dessa forma seu grupo de Galois correspondente é isomorfo

a 53 pelo Corolério 4.40. Vejamos o diagrama

Q(x3) Q(z1) 5 Q(z2)




o7

2

2 2
Sy 5/ Sy S5

Az A3
3
) 3
2
2
S3

4.3.4 Polin6mio de grau 4

Definigao 4.52. (cibica resolvente) Sejam as combinagoes lineares,

t1 =19 + 304
to =013 + o0iy

t3 =104 + aoag,

onde aq, g, a3, g $Go as raizes do polindmio de quarto grau f € F[z].
Nos chamamos de cibica resolvente o polindmio r(x) do terceiro grau, que contém ty,ta,ts

como raizes, ou Seja
r(@) = (& — t) (& — ta)(z — )
Lema 4.53. Se f(x) = 2* + ax® + b2? + cx + d € F[z] entdo sua ciibica resolvente serd
r(z) = 23 — bx? + (ac — 4d)x + 4bd — a’*d — ¢ € Fa]

Demonstracao. Basta substituir as raizes, que conseguimos através da férmula resolutiva de
quérticas sobre a defini¢ao de ctibica resolvente. Omitiremos neste texto o célculo, pois é simples

mas exaustivo. O

Lema 4.54. Sejam f € Flz] e r € Flz| polinomios que satisfazem as condi¢oes da Defini-
cao 4.52. Se K = F(ay,a9,as,a4), corpo de decomposicao de f € Flz|, cuja as raizes sao
ay, e, a3,a4 € R = F(t1,t,t3), corpo de decomposicao de r € Fx], cuja as raizes sao t1,ta,ts,
entao

FCRCK
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Demonstragao. As raizes de r € F[z] pertencem a K, pois sdo combinagoes dos elementos deste

corpo, logo pela Defini¢ao 3.27 temos que, F' C R C K. O

Proposigao 4.55. As discriminantes Ay e A, de um polinémio f de quarto grau e sua cibica

resolvente possuem o mesmo valor.

Demonstra¢ao. Por defini¢ao

VA = (g — an) (o — o) (g — a3) (o3 — o1 ) (o3 — ) (2 — 1)
onde o; sao raizes do polinomio f. J& a discriminante de r, é
Ay = (t3 — t1)2(ts — t2)*(t2 — t1)?

onde,

tl =109 + 304
to =3 + ooy

t3 =104 + 03

conforme a definigao acima. Substituindo os valores de ¢; temos:

A, = (a1a4 + aors — a1 — a3a4)2(a1a4 + oy — a1z — a2a4)2(a1a3 + a0y — o — a3a4)2
= (a4 — a1)?(as — a2)* (4 — @3)*(a3 — a1)?(az — a2)* (a2 — )

= Ay.
O que se faz demonstrada a Proposigao. O

Classificagao de polinémios de quarto grau

Lema 4.56. Os subgrupos transitivos de Sy sdo:
(1) Sa (0 unico de ordem 24)

(2) Ayg (0 unico de ordem 12)

(3) K4 (o0 subgrupo de Klein)

(4) D4 (Diedral de ordem 8)

(5) Cy (Ciclico de ordem 4)

Demonstragao. A demonstragdo deste Lema se encontra na pagina 301 do Livro [8], de nossa

bibliografia. O
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Teorema 4.57. Seja f € F[x] polindmio irredutivel de grau 4, e r(f) sua cibica resolvente,
onde K e R sao seus respectivos corpos de decomposicao e [R: F] =m

(i) Gal(f) = Sy se e somente se, r(f) € F[x| € irredutivel, e Ay nao é um quadrado
perfeito em F, se e somente se, m = 6.

(it) Gal(f) = As se e somente se, v(f) € F|x] é um polinomio irredutivel, e Ay é um
quadrado perfeito em F, se e somente se, m = 3.

(11i) Gal(f) = Ky se e somente se, r(f) € Flx]| se decompde sobre F, se e somente se
m=1.

(w)Gal(f) = Cy se e somente se, r(f) € Flzx] tem uma unica raizt € F, f € Rlx] for
redutivel e m = 2.

(v) Gal(f) = Dy se e somente se, r(f) € F[z] tem wma unica raizt € F, f € R[x] for

irredutivel e m = 2.

Demonstracao. Vamos estabelecer condigoes gerais apartir de nossa hipotese.

Seja a Torre K C R C F, pelo Teorema 3.9 [K : R] < 4, pois K = R(a1), onde oy é
uma das raizes de f € F[z| e pelo Teorema 3.24, [K : R| = deg(mq) < 4, pois « é raiz de um
polinémio de grau 4, e o polindémio minimo m,, divide f, pelo Lema 3.18. [K : R] = 4 se s0 se
existir um tnico automorfismo em Gal(K/R) que fixa os elementos de K.

Quanto a cubica resolvente r € F[z]|, Sabemos que [R : F] < 6, pois [R : F] < 3!, assim
como dito no Teorema 3.30. Se r € F[z]| é irredutivel, e R = F(t1,t2,t3), onde t1,to,t3 sdo
as raizes de r € F[z], por definicao de Compositum (Definigao 4.26), R = F(t3)(t2,t1), entao

asseguramos que m = 3 ou m = 6, pois
[R: F] = [R: F(t3)][F(t3) : F] = [R: F(t3)ldeg(m),
como visto no Teorema da Torre e no Teorema 3.24, ou seja,
[R: F] = [R: F(ts)]deg(me,) = 3- [R: Fits)].

Se r € F[z] tem uma tnica raiz em F, se s6 se m = 2, pois neste caso o polinémio minimo
das outras duas rafzes seria de grau 2.

Se r € Fx] é redutivel, neste caso digo, se decompoe completamente, entao [R: F] =1,
pois para todo ¢ € Gal(r) , ¢(x) = = para todo x € R, ja que R/F é de Galois pelo Teorema
3.62.

(i) Suponha que r € F[z], seja irredutivel e A, nao é um quadrado perfeito em F. Como
visto no Corolério 4.40, isso acontece se somente se Gal(r) = S3, logo m = 6 (Corolario 3.59), e

por consequéncia Gal(f) =2 Sy, ja que A, = Ay (Proposigao 4.55).



60

(ii) Similarmente, r € F[z], seja irredutivel e A, é um quadrado perfeito em F' se s6 se
Gal(f) = A4 de acordo com o Corolario 4.40.

(ili) Se m = 1 entao [K : F] = 4, Proposi¢ao 4.24, como f € F é irredutivel, entéo
Gal(f) é isomorfo a um subgrupo transitivo de Sy, que contem 4 elementos. Vimos no primeiro
paradiagrama desta demonstragdo que K = F(a1), jA que R = F por r € F|x] ter todas as
raizes em F. Com isso sabemos que temos 4 automorfismos em Gal(f), portanto Gal(f) = Ky,
pois é o tnico subgrupo transitivo de ordem 4 entre os subgrupos transitivos de Sy (Lema 4.56).

As duas ultimas afirmagoes sao a respeito de m = 2. Como [K : F| < 4, ja que néo
existem subgrupo transitivos de Sy de grau menor que 4, sabemos que [K : F| = 4, neste caso
G(f) = C4, pois outro tnico subgrupo transitivo de ordem 4 seria K4, o que nao pode ocorrer
pois m # 1, como visto no item (iii), ou

(v) [K : F] = 8, onde Gal(f) = Dy, o tunico subgrupo transitivo de Sy de ordem 8.
Gal(f) = D4 se somente se m = 2 (Teorema da Torre), e f € Rx| for irredutivel, pois f
¢ o minimal de a1, onde deg(f) = [K : R] = 4, visto no Teorema 3.24. (iv) o quarto item
deste Teorema é dado por exclusdo, ja que ja foram listados todos os outros possiveis subgrupos

transitivos de Sy, como visto no Lema 4.56. O

4.3.5 Alguns exemplos

Exemplo 4.58. Seja f(x) = 2% + 32z + 1 € Q[z]. Sabemos que este polinémio é irredutivel,
através do Critério de "Eisenstein". Calculando a discriminante deste polinémio (Lema 4.45),

temos

Ay =—27—4x%27=—137,
o que claramente nao é um quadrado em Q, em vista que todos os quadrados em Q sao positivos.
Com isso, pelo Lema 4.42; o grupo de Galois deste polindmio é isomorfo a Ss.

Exemplo 4.59. O polinémio f(z) = 2® — 3z — 1 € Q[z], também ¢é irredutivel pelo critério de

"Eisenstein", e sua discriminante é
Ay = =27+ 4 %27 =8I,
cujo a raiz quadrada é 9. Portanto, pelo Lema 4.42, seu grupo de Galois é isomorfo a As.

Exemplo 4.60. Vamos encontrar o grupo de Galois do polinémio f(z) = z* — 422+ 2+ 1 € Q.
Pelo Lema 4.53, vemos que sua ctibica resolvente ¢ r(f) = a3 + 422 — 42 — 17 € Q[z] cuja a
discriminante determinada pelo Lema 4.47, é A, = 1957 que nao é um quadrado em Q. Com
isso sabemos que Gal(r(f)) = Ss, pelo Lema 4.42, o que nos leva a concluir que Gal(f) = Sy,

segundo o Teorema 4.57.
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Exemplo 4.61. Vamos trabalhar com generalizacoes. Seja o polinomio irredutivel, f = x% +

az® + bx? + ax + 1 € F[x]. Neste caso a sua ctibica resolvente é

r(f) = 2% — bx? + (a® — 4)x — 2a® + 4b

r(f) = (z — 2)(z® + (2 = b)x + a® — 2b)
Neste caso nossa resolvente se decompoe em F se somente se (2—b)2+4(2b—a?) for um quadrado
em F, pois neste caso (22 + (2 — b)z + a? — 2b) € F[z], ¢ um polindémio redutivel, segundo a
formula de resolucio de equacoes quadraticas, onde (2 — b)2 + 4(2b — a?) é sua determinante.
Como neste caso [R : F| = 1, pelo Teorema 4.57, Gal(f) = K4. E sua discriminante é Ay =
(4b — a® — 8)%(b— 2a + 2)(b + 2a + 2), uma vez que A,(f) = Ay (Proposigao 4.55), e pelo Lema
4.47. Com isso se (b—2a+2)(b+2a+2) = b>—4(a—1)? for um quadrado em F, entdo G(f) = K,

Exemplo 4.62. Seja agora o polinémio irredutivel f = 2* + bx? + d € F[z], onde d ndo é um

quadrado em F'. Calculando sua ctbica resolvente (Lema 4.53) temos que
r(f) =2 — bz® + (ac — 4d)x — ¢ — a*d + 4bd
r(f) =2 — ba? — 4dx + 4bd

r(f) =2 — ba? — Adx + 4bd

usando a troca de variavel dada no Lema 4.45, nos temos,

r(f) =23 — ba?® — 4dx + 4bd

r(f) =(z = b)(2* — 4d)

Calculando sua discriminante, através da defini¢ao (Definigao 4.37), temos que
Af = 16d(b* — 4d)?

Claramente, 7(f) serd um polindmio redutivel se d € F' for um quadrado. Neste caso G(f) = Ky,
pelo Teorema 4.57.

Caso r(f) nao seja redutivel sobre F, entao seu corpo de decomposigao serda R =
F(Vd,A,) = F(/d), de acordo com o Teorema 4.48, e pelo Teorema 4.57 sabemos que grupo de
Galois Gal(f) = C4, se f tiver todas suas raizes em R, ou Gal(f) = Dy, se f € F|[x] nao tiver

todas suas raizes em R, pois [R: F| = 2.

Exemplo 4.63. Um outro caso que podemos analisar ¢ o do polinémio f = z*—d € Q[z]. Usando

a teoria estudada na tltima se¢do vemos que a resolvente desta quartica é r(f) = 23 + 4dx =
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z(2? 4 4d). A discriminante deste polinomio é Ay = —162d3, pois se trata do caso b = 0 para
o exemplo anterior, substituindo d, por —d, em vista da diferenca de sinal do tltimo coeficiente
entre os exemplos.

Logo o corpo de decomposic¢ao de r(f) € Q[x] sera,

R = Q(v/—162d2d,v/—4d) = Q(16dv—d, 4v/—d) = Q(16dv/—d, 4v/—d) = Q(v/—d, vV—d) = Q(v/—d)

Temos entao algumas possibilidades:
se —d for um quadrado em Q, entao [R: Q] =1 e com isso, Gal(f) = K4
—Vd)(z* +Vd) € Ql], tera

o mesmo corpo de decomposicao que 7(f) = z(x? + 4d) € Q(z). Com isso o grupo de Galois de

se d for um quadrado em Q, entdo [R : Q] = 2, e neste caso f = (x?

f sera isomorfo a Dy ou Ky, de acordo com as condigoes estabelecidas no ultimo Teorema.

Exemplo 4.64. Seja K = Q(v/3,v/5), o corpo de decomposicio de f(x) = (22 — 3)(z> —5) €
Q[z]. A dimensao de K/Q ¢ 4, em vista do Teorema da Torre e do Teorema 3.30, um vez que

(K : Q] = [K : Q(v3)][Q(vV3) : Q] = deg(m s5) - deg(m. 5) = 4. De acordo com o Corolério 3.59
Gal(K/Q), possui quatro automorfismos
id : V3 — V/3,V5 = V/5;
¢: V3= —V3,V5 = V5
v:V3 = V3,V5 = —Vb;
¢y : V3= —V3,V5 = -5,

Logo Gal(K/Q) = Z/27Z & Z |27, cujo os subgrupos sao, (id), (¢), (7), (¢7) e Gal(K/Q).
(id)

/ 2 \
2 2
2
Gal(K/Q)

Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, suas extensoes correspondente sdo respectiva-

mente K/K, K/ Q (v/3), K/ Q (v/5),K/Q (vV15) e K/Q.




63

Exemplo 4.65. Nao é possivel ter uma férmula resolutiva para um polinémio de quinto grau
em Clz].

S6 podemos construir uma férmula genérica para resolugao de polindémios se garantirmos
que suas raizes sao soliuveis (Definigao 4.30). Isso por sua vez, ndao é possivel de ocorrer para
polindémios de quinto grau sobre C, pois se isso ocorresse certamente seu grupo de Galois seria
um grupo isomorfo a um subgrupo de S5 (Teorema 4.24). E sabido que S5 nao é solavel, pois
se assim fosse todos os seus subgrupos seriam (Lema 4.8), mas As nao ¢ (Lema 4.14). A nao
possibilidade de uma férmula deriva do fato de que, s6 podemos falar de férmula resolutiva para
polinémios de quinto grau, ou graus mais altos, se garantirmos a solubilidade de seu grupo de
Galois antes,(Teorema 4.36) ja que S5 < Sy, para todo n > 5.

Um exemplo do fato é o polinémio f(z) = 2° — 10z + 5 € Q[z].

O polinémio em questao é irredutivel pelo critério de Eisenstein, basta tomarmos p =
5. Com isso vemos Gal(f) tem um subgrupo de ordem 5, pois a extensao Gal(Q(«)/Q) =
deg(mg) = 5, onde a € uma das raizes de f.

Pela anélise do grafico abaixo vemos que nosso polindmio tem exatamente 3 raizes reais.

20 ¢

[

xr
I SARFU I ST g

—20 |

Logo temos duas raizes complexas conjugadas, ou seja temos em nosso grupo de Galois uma
transposicao.

Como Gal(f) = S5 é um grupo de Galois com um subgrupo ciclico de ordem 5 e uma
transposigao, concluimos que este grupo é isomorfo a S5 pois é um subgrupo de S5, que contém
um elemento de Z5 e uma transposigao (este resultado pode ser visto na pagina 128 do livro [5]).

Podemos concluir que f(x) nao é soltvel por radicais pois seu grupo de Galois corres-

pondente S5 nao é um grupo soluvel.



Capitulo 5

Conclusao

Com base no estudo feito, e nas linhas aqui escritas, vimos que é possivel analisar polindmios e
extensoes de Corpos a partir de seu grupo de Galois. A Teoria de Galois tem como fim, fazer a
correspondéncia entre o estudo de grupos e o estudo de corpos.

Como ja dito anteriormente, o presente texto s explora extensoes de caracteristica nula e
algébricas, ficando por sugestao para trabalhos futuros o estudo da teoria de Galois para extensoes
transcendentes e ou de caracteristica prima. Outro possivel estudo é fazer uma exploragdo mais
aprofundada sobre a "Teoria de Galois", observando outros resultados, como a ligacao da teoria
com a construgao de figuras planas a partir de régua e compasso, abordando casos famosos como
a trisseccao de um angulo, ou da possibilidade de construir um n—agono regular. Também ¢é
possivel, trabalharmos com a solubilidade, analisar o célculo de polinémios de graus mais altos,
assim como a obtencao de féormulas resolutiva de equagoes soliiveis.

Em fim, existe um mundo de ideias que se pode explorar a partir daqui, ou seja, que

nosso trabalho seja apenas um caminho para futuros textos.
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