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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar o tridangulo de Pascal,
algumas de suas propriedades e curiosidades a seu respeito.

Apesar de levar o nome de Blaise Pascal (1623-1662), matematico,
fisico e fil6sofo francés do século XVII, esse triangulo ja havia sido estudado na
China pelo matematico Yang Hui (1238-1298), trés séculos antes. Contudo, foi
Pascal que sistematizou algumas das propriedades que estudaremos ao longo
deste trabalho.

O triangulo de Pascal, também conhecido como Tridngulo de Tartaglia
(pseudbébnimo de Niccolo Fontana, 1500 — 1557, matematico italiano), € um
triangulo construido por coeficientes binomiais (nUmeros combinatorios).

Os numeros combinatérios podem ser dispostos numa forma triangular,
chamada de Tridngulo de Pascal. Em cada linha, temos os elementos de
mesmo numerador n; e em cada coluna, os de mesmo denominador k.

O triangulo de Pascal apresenta diversas propriedades e relagbes, por
exemplo, podemos observar no triangulo de Pascal a Sequéncia de Fibonacci e
a expansao binomial de um polindbmio de grau n, conhecida como Bindbmio de
Newton.

Palavras-chave: Triangulo de Pascal, Expansdo Binomial e

Combinagdes Simples.



“O Binémio de Newton € tao belo quanto
a Vénus de Milo. O que ha é pouca gente para
dar por isso. ”

Alvaro de Campos (Heterénimo de Fernando Pessoa)
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1. Introducéo

O triangulo de Pascal é um triangulo aritmético formado por nameros
que tém diversas relacdes entre si. Muitas dessas relacdes foram descobertas
pelo préprio Pascal, o que justifica o0 nome que lhe é dado.

Para construirmos o triangulo de Pascal, serd necessario que o leitor
possua conhecimentos prévios sobre a teoria combinatoria - fatorial e o
conceito de combinag&o simples de n elementos.

O numero total de combinac¢des simples de n elementos tomados k a

n
k,ouseja, C, = L, pode ser representado pelo simbolo , sendo n
M KN = k)L k

e k numeros naturais, com n>Kk.

Definem-se, também, numeros combinatorios de denominador zero.
Para calcula-los, utilizamos a férmula de combina¢des simples, com o uso do
fatorial, lembrando que 0!=1.

O triangulo € infinito e simétrico, e seus lados, esquerdo e direito,
sempre devem possuir o numero 1. Cada linha possui um nimero a mais que a
linha anterior. Além disso, o triangulo também possui varias propriedades

interessantes que permitem construir com facilidade a linha seguinte.

1 b 10 10 5 |
1 6 15 20 15 6 1
1 T 21 35 35 21 7 1
| 8 28 56 70 H6 28 8 1
| 9 36 &4 126 126 84 36 9 1
I 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

2. Definicéo

O triangulo de Pascal é um triangulo numérico infinito formado por

n!

TR (n. Ik onde n representa o nimero da linha e k

, . .. (n
ndmeros binomiais (kj


http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo

representa o nimero da coluna , com n >k, iniciando a contagem a partir do

zero.
3. Propriedades Elementares
3.1 Simetria

O triangulo de Pascal apresenta simetria em relacdo a altura, se for
escrito da seguinte forma:

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Isto se deve ao fato de que:

nj n! B n!
(k)_ kl-(n—=k)!  (n—k)!- k!

De onde concluimos que:

3.2 Relacéo de Stifel!

"A soma de dois numeros binominais de mesmo numerador e
denominadores consecutivos € um numero binominal cujo numerador possui
uma unidade a mais que os numeradores das parcelas e o denominador é o

maior dos denominadores das parcelas."

1 Michael Stifel (1487 - 1567), matemético alemao.
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Observar a Relacdo de Stifel analisando os numeros binomiais nédo é
algo trivial, porém se observarmos no triangulo de Pascal essa relagdo tem

compreensao imediata.

1

11
2 1
1831
1 4 6 4 1
1 510 10 5 1
1 6 20—15 6 1

17 21 35 35 217 1
1 ® 28 56 70 56 8 1
Dai, observamos a propriedade: todo termo é a soma dos dois

. . - n n
elementos diretamente acima. Como esses elementos s&o (kj e( j

k+1)'
, n n n+1
conclui-se que| . |+ = .
W)=

A expressao acima corresponde justamente a relacdo de Stifel.
Note que através da Relacdo de Stifel podemos construir

facilmente o Triangulo de Pascal.

Demonstracao:

n n o\ n! n!
(k]+(k+1]_(n—k)!k!+[n—(k+1)]!(k+1)!
n! n!
(n—KIK " (n—k—1p(k +2)

n! n!
T - k-1 (n—Kk-1)I(k + DK
_ (k+Dnl+(n—k)n!
C(n=k)(n—k =1 (k + k!
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_(k+1+n—-k)n!
T (n=k)(k +1)!
~ (n+Dn!

— (n=k)!(k +1)!

3 n+1
T lk+1

3.3 Poténcias de 2

“A soma de todos os numeros de uma linha é igual a 2 elevado aquele

namero que associamos a linha. ”

Demonstracado: Consideremos, por hipotese de inducdo, que a soma

dos numeros da linha n do triangulo de Pascal seja 2", ou seja,
n n n n
+| |+ L] (=20
Vamos provar que a soma dos nimeros da linha n+1 do triangulo

S . (n+1) (n+1) (n+1 n+1 1
de Pascal € 2", ou seja, + + 4+t =2"",
0 1 2 n+1

n+1 n+1), _ . .
Observe que os extremos 0 e il sao iguais 1. Os outros
_|_

n n n+1
elementos seréo expressos através da relacdo de Stifel: + = .
k k+1 k+1



n+1

n+1

n+1

n+1
n-1

n+1

n+1
n+1

>S5

|
I

o S
_+_
N
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Observe que a esquerda das igualdades acima temos todos 0os numeros

da linha n+1 e a direita todos os numeros da linha n, repetidos duas vezes.

Pela hipotese de inducdo a soma da linha € igual a n, logo:

n+1
0

n+1
0

n+1
0

+

n+1
1

n+1
1

n+1
1

+

n+1
2

n+1
2

n+1
2

3.4 Teorema das Colunas

+ ...

+

n+1
n+1
n+1
n+1
n+1
n+1

-

=2.2"

_ 2n+1

o2

“‘Se somarmos o0s primeiros numeros de uma coluna qualquer até

determinada linha, esta soma seréa igual ao nimero na préxima linha e proxima

coluna.”
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0 100 5 1
15 [20] 15 & 1

A "
7 21 35 [B3 21 71

o e e e e e e
[n wn T2 Lo po =
o
I
—_

Essa propriedade pode ser resumida pela seguinte formula

NP PRy

Demonstracdo: Vamos aplicar a relacdo de Stifel aos elementos da

combinatoria;

coluna k +1, a partir da primeira linha desta coluna
k+1 k

SHEN

K+2 k+1 k+1

k+1j ( j (k+lj

k+3 k+2 K+2

k+1j [ j (k+1j

K+n-— k+n-2 kK+n-2
k+1 j [ ]+( k+1 ]

( +

K+n K+n- 1 K+n-1
k+1 k+1
+n K+n
= +
k k+1

Somando todas essas igualdades e cancelando os termos iguais,

k+n+1
k+1

teremos:
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k k+1 k+n k+n+1
+ 4ot =
k k k k+1
c.q.d.

Vamos somar, por exemplo, os 6 primeiros numeros da coluna 2, isto &,

da terceira coluna:
1+3+6+10+15+21=56

Veja que 56 é justamente o numero na linha 8, coluna 3, uma coluna
apos a coluna somada e uma linha abaixo.

Exatamente o valor do numero binomial nesta posicao:

(s
3) 3(8-3)!

3.5 Teorema das Diagonais

Se somarmos 0s primeiros numeros de uma diagonal qualquer até certa
linha, como fizemos no triangulo abaixo, o total obtido sera igual ao nimero na
proxima linha e coluna da dltima coluna somada:

1+2+3+4+5=15

Note que a partir de qualquer linha, temos que comecar a totalizacéo
dos numeros na primeira coluna e a cada numero somado avangamos para a

préxima coluna e descemos para a préxima linha.

21 (35 3! 7
1 8 28 56 70 56 @ 8 1
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A propriedade continua vélida se as somas comecarem do lado esquerdo do

tridangulo, conforme a imagem a seguir:

1 B 4
o__
1 6 QY
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

Essa propriedade pode ser resumida pela seguinte férmula

P () ()

Para demonstrar o resultado vamos utilizar inducdo mateméatica e a

combinatoria;

Relacao de Stifel.

n n+0+1 n+1
Para k =0, temos: = = =1.
0 0 0

Supondo que o resultado vale para k, queremos provar que € valido

para k+1, ou seja,
n n+1 n+2 n+k n+k+1 n+k+2
+ + 4ot + =
0 1 2 k k+1 k+1
n n+1 n+2 n+3 n+k n+k+1
Supondo + + + ot = e
0 1 2 3 k k

n+k+
somando
( k+1

n n+1 n+2 n+k n+k+1 n+k+1 n+k+1
+ + +oot + = +
0 1 2 k k+1 k k+1

1
j aos dois lados da igualdade acima, temos:


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pascal1.png
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Aplicando a Relacédo de Stifel no segundo membro da igualdade acima,

T )

Portanto pelo principio da inducéo, a afirmacéo é verdadeira para todo n

temos:

inteiro ndo negativo.

4. Bindbmio de Newton?2

O teorema do binbmio de Newton se escreve como segue:

oot =3[y

k=0

Expandido a formula acima para alguns valores pequenos de n, temos:

(x+y) =1

(x+y) =1x+1y

(x+y)? =1x? + 2xy +1y?
(x+y)3: x® +3x%y +3xy? +1x°

Note que os termos da linha n do triangulo de Pascal representam os

coeficientes da expansao binomial de (x+ y)".

Demonstracédo: Considere a expansao binomial de (x+ y)"

(x+y)' = Z(Ej K

.yk
k
_ n-0 ,,0 n n-1 1 n 1 \n-1 n 0 \n
[OJ y{l]x y[J y [j y

Vamos mostrar que o resultado é valido para n=1.

5 o

2 sir Isaac Newton, cientista inglés (1643 - 1727).
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Do lado esquerdo da igualdade, temos:

(X+y) =x+y.

Do lado direito da igualdade, temos:

1 1 | I
Xl—O_y0+ Xl_l'ylz :L X+ :L y
0 1 0-(1-0)! 1(1-1)!

=1-x+1-y
=X+Yy

Logo, o resultado € vélido para n=1.

Se o resultado é valido para n, entdo sera valido para n+1. Seja entéo,

(x+y)'= ZHL(EJ X" yk

k=0

Vamos multiplicar a igualdade acima por (x + y)

(X+W(X+W”=U+y)§iﬁjﬂ*-w

(n (n
(X_I_y)m-l:X_ [k) Xn—k_yk_i_y.z[k) Xn—k_yk
k=0

k=0

nin
J Xn—k+l . yk + Z(kj Xn—k . yk+1

k=0

~ 5

u+wwzn(

k=0

Calculando o 0-ésimo termo do primeiro somatorio e em seguida

retirando-o do somatério, tem-se:

Calculando o n-ésimo termo do segundo somatério e retirando-o do

somatério, tem-se:
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(N n- + n+: < (N
Z(ij oyt oy 1+Z@

k=0
n 1([‘]}
=y"™ 4 X"
k=0 k

Redefiniremos k =k —1, no segundo somataorio.

o n n—-k k+1 n+l o ( n J n—k+1 k
XTEyT =y Xy
k=0 (kj o\ k-1

Dessa forma, obtém-se:

n
(X+y)n+1 +Z(k} nk+1 y +y +Z(k ]J nk+l_yk

k=1

n—k+1

Colocando em evidéncia o termo x"** . y*nos dois somatérios, temos:

n+1 n+1 n+l C n n n—k+1 k
(X+Y) +y ;Kk}r[k _J }x y

. - . n n n+1
Aplicando a relacdo de Stifel [k J J{k) =[ ‘ J temos:

1
(X+ y)n+l n+1 n yn+1 +z|:(n + j :|Xn_k+1 . yk

+1

Como o (k+1)-ésimo termo do somatério é igual a y"" e o 0-ésimo

termo é igual a x"*', podemos incorporar esses dois termos ao somatorio com

os indices k=0 e k=n+1.

n+l 1
(X + y)n+1 — Z(n: jxn—k+l . yk

k=0
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Observe que podemos justificar a propriedade das poténcias de 2
através do Binbmio de Newton.

Considere x=1 e y=1 na férmula do Bindbmio de Newton.

1+1)" = Z(Ejﬂ 1"

Quando variarmos os valores de n e k, teremos:

0 onn—kk 000 0
(1+1)=Zk1 -1=01-1 = 2

k=0

1 (N n-k 1k 1 1-0 40 1 1-1 11 1
(1+1)=Zk1 L= BT T = 2014
k=0

2 2 n n-k k 2 2-0 0 2 2-1 41 2 2-2 2 2
(1+1) =Zk1 To=| H0 | CEE DT = 27214240

5. Curiosidades no Triangulo de Pascal

5.1 Numeros de Fibonacci® nas Diagonais do Triangulo de Pascal

Os numeros de Fibonacci F,formam uma sequéncia numérica

infinita, onde a partir do terceiro nimero os niumeros sao obtidos através da
soma dos dois numeros anteriores. Matematicamente, podemos representar a
sequénciapor F,,,=F,+F,_,,comn>2, F=1e F, =1.

Os dois primeiros numeros da sequéncia de Fibonacci séo iguais ale
todos os demais numeros sdo obtidos a partir da soma dos dois numeros
anteriores, assim temos:

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

3 Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, matematico italiano (1170 — 1250).
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Observe no triangulo abaixo que ao somarmos 0S numeros nhas

diagonais conforme mostrado, as somas obtidas vao formando a sequéncia

de Fibonacci.
| | P 3 5 2 13 21 34
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 g 4 1
1 E 10 10 5 1
1 & 15 20 15 & 1
1 721 3 3 21 7 1
1 8 28  B& TO Eg 23 8 1

Esse fato se deve ao matematico francés Edouard Lucas? que, em
1876, determinou o termo geral da sequéncia de Fibonacci usando coeficientes
binomiais.

n n-1 n—2 n—j ., .
Teorema: F, = 0 + 1 + 5 +...+ j , onde j é o maior

. . . n
Inteiro menor ou |gual a E

Demonstragdo: Vamos demonstrar utilizando indugdo sobre n.

Observe que para n=0,1e2, o resultado é valido. Suponha que para todo

inteiro k, com 0<k<n, a afirmacdo seja verdadeira. Queremos mostrar que
ela vale para k+1=n.

Sabemos que F ,, =F, +F, ;. Pela hipotese de indugéo, temos:

M)
(SIS0

4 Francois Edouard Anatole Lucas, matematico francés (1842-1891).




LTI
e
A" ()

k-1) (k-1) (k-1 k-] .
Logo, R, = 0 + N + 5 +...+ j . Onde utilizarmos a

Relacéo de Stifel.
i
J

. . k k-1) (k-2
Assim, concluimos que Foi=| . |+ + +
0 1 2
k-1) (k
lembrando que = .
0 0
Portanto pelo principio da inducédo, a afirmacéo é verdadeira para todo n

inteiro ndo negativo.

c.q.d.

5.2 Otriangulo de Sierpinski®

O Tridangulo de Sierpinski € uma figura geométrica obtida através
de um processo recursivo. Ele é uma das formas elementares da
geometria fractal por apresentar algumas propriedades, tais como: ter tantos
pontos como o0 do conjunto dos numeros reais; ter area igual a zero; ser auto
semelhante (as partes da figura sdo copias reduzidas de toda a figura); nao

perder a sua defini¢cdo inicial a medida que é ampliado.

Uma das maneiras de se obter um tridngulo de Sierpinski é

através do seguinte algoritmo:

5 Waclaw Sierpinski (1882 - 1969), matematico polonés.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Waclaw_Sierpinski
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1. Comece com qualquer triangulo em um plano. O tridngulo
de Sierpinski candnico utilizava um triangulo equilatero com a base

paralela ao eixo horizontal, mas qualquer triangulo pode ser usado.

2. Encolha o triangulo pela metade (cada lado deve ter
metade do tamanho original), faca trés copias, e posicione cada

triangulo de maneira que encoste nos outros dois em um canto.

3. Repita 0 passo 2 para cada figura obtida, indefinidamente.

O fractal propriamente dito s6 € obtido quando o processo do algoritmo é

repetido infinitas vezes, mas conforme o numero de iteracdes aumenta, a

imagem obtida tende a se tornar cada vez mais parecida com o fractal.

Qual a relacado com o triangulo de Pascal?
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Se retirarmos 0s numeros pares e colorirmos de preto os numeros
impares, obtemos a seguinte imagem:

Dessa maneira, o triangulo de Pascal "transforma-se" no triangulo de
Sierpinski.

5.3 Poténcias de 11

As poténcias de 11 podem ser obtidas a partir dos elementos das linhas
do triangulo de Pascal. Veja a figura abaixo: até a linha 4, todos os niumeros do

triangulo tém apenas um algarismo e as poténcias de 11 sao obtidas
diretamente, ou seja:

11° =(10+1)° =1-10° =1

11' = (10 +1)* =1-10" +1-10° =11

112 =(10 +1)* =1-10* + 2-10* +1-10° =121

11° = (10 +1)° =1-10% +3-10% +3-10" +1-10° =1331

11* = (10 +1)* =1-10* + 4-10° +6-10% + 4-10" +1-10° =14641

A partir da linha 5, que equivale a quinta poténcia de 11, jA aparecem

nameros com mais de um algarismo. Os algarismos que ndo correspondem a
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unidade podem ser acrescentados a proxima poténcia de 10, de forma que, ao
final, os coeficientes de todas as poténcias de 10 serdo formados por um Unico

algarismo. Vamos ver alguns exemplos:

1 1
1 &

...:121:11“
1 gaid g2 &1

1 ks 6 4 1

1 1

1 2 1
0000 -
1 4 6 4 1

Considere os elementos da linha 5 do triangulo de Pascal: 1; 5; 10; 10;

5; 1. Cada um destes elementos é o coeficiente da poténcia de 10 na

representacéo de 11° no sistema decimal, isto €é:

11° =(10+1) =1-10° +5-10* +10-10° +10-10° +5-10" +1-10°
=100000 + 50000 +10000 +1000 + 50 +1
=161051
Mas note que podemos fazer sequencialmente as seguintes
simplificagdes, indicadas em sublinhado:

11° =1-10° +5-10* +10-10° +10-10° +5-10" +1-10°
=1-10° +5-10* +10-10% +1-10% +5-10" +1-10°
=1-10° +5-10* + (10 +1)-10° + 0-10° +5-10" +1-10°
=1-10° +5-10* +1-10* +1-10° +0-10* +5-10* +1-10°
=1-10° +(5+1)-10* +1-10° + 0-10% +5-10" +1-10°
=1-10°+6-10* +1-10° +0-10% +5-10* +1-10°
=100 000 + 60000 +1000 +0+50 +1
=161051

Na pendltima linha, todos os coeficientes das poténcias de 10 sao

formados por um Unico algarismo.
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6. O Teoremade Lucas

Se p é um numero primo, e n é representado na base p na forma

(aj,...,ai,ao) e k é representado na base p na forma (bj,...,bl,bo) entao [Ej e

NENIN

. . n n
Vamos adotar aqui a seguinte convencao: ( jz 0,se k>n.

congruente (mod p) ao produto

Exemplo 1: Vamos supor n=17,k =13, p =3.

Note que:

17=1-3"+2-3'+2.3°
13=1-3+1.3' +1.3°

n=17 tem representacao na base 3 dada por (122).

k =13 tem representacdo na base 3 dada por (111).

17
Assim, pelo Teorema de Lucas, (13} é congruente (mod3) a

1 (2) (2)
1) \1) (1)
=1.2.2=4 que éigual a 1 (mod3).

17! 17-16-15-14-13! 57120
Note que = = =
13) 13!-(17-13) 131-(4-3-2-1) 24

=2380.

Como 2380 =3-793+1, temos que 2 380 e congruente a 1 (mod 3).
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Exemplo 2: Vamos supor n=588, k =277, p=5.

Note que:

588 =4-5° +3.5° +2.5' +3.5°
277 =2-5°+1.5*+0-5' +2.5°

n =588 tem representacdo na base 5 dada por (4323).

k =277 tem representacdo na base 5 dada por (2102).

588
Assim, pelo Teorema de Lucas, (277} é congruente (mod5) a

o) G [6) 3] osnamss ecimaas mos.

Exemplo 3: Vamos supor n=1357 932, k =978 537, p=5.

Note que:

1357932=3-5+2.5"+1.5°+4.5°+2.5+3.5+2.52 +1.5' + 2.5°
962902=2-58+2-5"+1.5°+3-5 +0-5*+3.5°+1.52 +0-5' +2.5°

n=1357 932 tem representagdo na base 5 dada por (321 423 212).
k =962 902 tem representacéo na base 5 dada por (221 303 102).

1357 932

Assim, pelo Teorema de Lucas,
962 902

J é congruente (mod5) a

=3-1-1-4.1.1.2-1.1= 24 que é igual a 4 (mod5).
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Para chegarmos ao resultado desejado precisamos demonstrar o

seguinte resultado:

Lema1:(1+x)” =1+x" (mod p), sendo p um ndamero primo e n>0.

Demonstracédo: Se 0<k < p", temos:

Py

k kKI(p" —k)!

p"|_ p"(p" -1

k ) k(k=2)1(p" —k)!

p"|_p"(p"-1 e
k ) k [k—lj obs: [(p"-1)—(k-DJ'=(p" —k)!

P*)_ o[ P -1
k =
Da ultima igualdade podemos concluir gue no minimo n poténcias de p

. "-1 L A . :
dividem p”(i ] e no maximo n-1 poténcias de p dividem k. Assim p

divide (If ] e entédo [If JzO(mod p).

Quando k=0 ou k= p", entdo (If ]:1.

Desta forma concluimos que na expans&o binomial (1+x)” , apenas o
primeiro coeficiente (k=0) e o ultimo coeficiente (k= p") sdo diferentes de

zero (mod p), de onde segue o resultado desejado.
c.q.d.

Antes de demonstrarmos o teorema de Lucas, vamos dar uma ideia da

demonstracdo com o seguinte exemplo:

Exemplo 4: Vamos supor n=482, k =176 e p=5.
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Note que:
482 =3.5°+4.5" +1.5"'+2.5° = 3412 (mod 5)
176 =1-5°+2.5 +0.5' +1.5° =1201 (mod 5)

Calculando

(1 4 x) = (1 n X)3(125)+4(25)+1(5)+2(1)

(LX) = L X2 - (LX) - L X - (e

Utilizando o lema 1, temos:
@+ %)% = @+ X)L+ x®)* - @+ x°) -+ x*)? mod5

Usando o binbmio de Newton, temos:

e s )
[ B 4]
(3G

No lado esquerdo da igualdade acima, o coeficiente de x''° sera

6

482
[ J mod 5. A Unica maneira de obtermos x'’® no produto do lado direito da

176

referida igualdade sera utilizando um termo x'*°, dois termos x*, € um termo

x*, da seguinte forma:

~r ey

Do produto acima vemos que o coeficiente de x'° sera

) 8) Crm(E) () ) () oo
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)] o) (o) )
) (213;)(2?;')(0?0')(%)

=3-6-1.2=36

Observe que 36=5-7+1, ou seja, 36€é congruente a 1 (mod5).

Demonstracdo do teorema de Lucas: A prova é baseada na expansao
binomial de (1+x)", tal como ilustrado no exemplo acima.

r

Z(Ej X¢ =@1+x)"

c=0
= (1+X) op°+rpt+rp?+.. 41 p*

= @+ X)L+ X)L+ X)L (LX)

:]nj[(1+ x)pm]rm

Usando o lema 1, temos:

_ g(u x")" (mod p)
T mea

m=0| s,=0

Sz e

Em que para cada valor de ¢, a soma interna na ultima expresséo é feita

sobre todos os conjuntos (s,,s,,...,S,) que satisfazem

k
0<s_ <r . <p e D,S,P"=C
m=0
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Ent&o precisamos escrever ¢ na base p. Como supomos c = ch p" e
a representacdo na base p € Unica, temos que a soma interna possui, no
maximo, uma parcela.

Se ¢, <r, para todo n, temos uma parcela e o coeficiente de x° é

r

n

i

Em ambos os casos, o teorema segue, igualando os coeficientes de x° para

]. Se c, >r, para algum n, ndo h& parcelas e o coeficiente de x“é O.
S

n

cada 0<c<r. No primeiro caso, diretamente. No segundo caso, pois ambos

rm

valem zero, visto que ( Jz 0 ,quando c,>r,.
c

m

c.q.d.

Coroléario 1: Se n tem representagdo na base p (aj,...,al,ao) e algum

coeficiente de k for maior que o coeficiente correspondente de n, entdo
n
[kj=0(mod p).

a.
Demonstragéo: Claramente se b, >a;, entdo (b'jzo e o resultado
i

segue-se.

c.q.d.

Corolario 2: Se p é primo e n tem base de representacdo p

~ . n

(a;,...,a,a,), entdo existem (L+a,)...(1+a,)(1 +a,) valores de k para o qual (kj

nao € um multiplo de p. Este é o nimero de ndo-multiplos de p na n-ésima

linha do triangulo de Pascal .
Demonstracdo: Seja k representado na base p por (bj,...,bl,bo). Como

n
gueremos (k}tO(mod p), para cada i temos que ter b <a.. Logo, b pode

assumir os valores 0, 1, ..., a;. Logo temos a; + 1 possibilidades. Como sao


https://www.math.hmc.edu/cgi-bin/funfacts/main.cgi?Subject=00&Level=0&Keyword=Pascal%27s+Triangle
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condicbes independentes, o total de possibilidades €é o produto
M+a)..0+a)@+a).

c.q.d.
. ~ (988} _ .
Exemplo 5: Ja que 588 = (4323), na base 5, entéo, ‘ nao é multiplo

de 5 para exatamente, (4+1)-(3+1)-(2+1)-(3+1)=5-4-3-4=240 valores de
k. A linha 588 do triangulo de Pascal tera 589 - 240 = 349 multiplos de 5.

Observagédo: 588 =4-5° +3.5° +2.5' +3.5°
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