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“La utopia supone una critica del orden exis-
tente, siendo su finalidad cuestionarlo a través
del proyecto alternativo que propone |[...] proyecto
utopico cuyos dos ingredientes bdsicos son el espa-
cio y el tiempo, es decir, un territorio donde fun-
darse y una historia con un pasado a recuperar o

un futuro donde proyectarse”.

Gabriel Garcia Mérquez (1927 - 2014)



Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns aspectos qualitativos e geométricos da teoria basica
dos Sistemas Dinamicos Planares Descontinuos, geralmente chamado Sistemas Planares
de Filippov, fazendo um anélise das bifurcagoes locais e globais de codimensao um. Com
essas diretrizes definidas, estudamos o comportamento a longo prazo das comunidades
populacionais descritos por modelos planares descontinuos, utilizados muitas vezes para
descrever populacoes com comutacao seletiva entre habitats alternativos, dietas, ou para
imitar a evolucao de um recurso explorado onde a explotacao da espécie é proibida quando
o recurso ¢ inferior ao limite fixado. O estudo é levado a cabo pela andlise das bifurcagoes
de um modelo com relagao a dois parametros: exploragao e protecao das populagoes que

interagem.

Palavras-Claves: Sistemas Planares de Filippov, Analise de Bifurcacao, Ciclo limite

em Modelos de Gause Predador-Presa, Ciclo de Canard.



Abstract

In this work we present some qualitative and geometry aspects of Planar Non-smooth Dy-
namical Systems theory, generally called as Planar Filippov Systems, making an analysis
of local and global bifurcations of codimension one. With these guidelines defined, we
study the long-term behavior of population communities described by planar models non-
smooth, used often to describe populations with selective switching between alternative
habitats, diets, or to mimic the evolution of an exploited resource where the exploitation
of species is prohibited when the resource is below a prescribed threshold. The study
is carried out by the bifurcations analysis of one model with respect to two parameters:

exploitation and protection of interacting populations.

Keywords: Planar Systems Filippov, Bifurcation analysis, Limit Cycles in Gause-Type

Models of Predator-Prey Systems, Cicly canard.
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Introducao

Nos tultimos anos, tem havido um interesse crescente em modelos matematicos nos quais
a evolucao das variaveis relevantes sao acompanhadas por mudangas abruptas no com-
portamento do sistema. Plancton em lagos com pouca profundidade, invasoes recorrentes
de pragas de insetos em florestas, manipulagao de epidemias, populagdes com comutagao
seletiva entre habitats alternativos sao alguns exemplos importantes. Os sistemas deste
tipo sao genericamente chamado descontinuos, uma vez que pode ser visto como a in-

teracao de dois compartimentos de trabalho com tempo continuo ou tempo discreto.

Vamos discutir neste trabalho os Sistemas de Filippov, descritos por equagoes diferen-

cials ordindrias na forma:
i=f9%2), zcS CcR"

onde S;, i = 1,2,...,n, sdo regides abertas nao sobrepostas e separadas por (n — 1) sub-
variedades dimensionais. As fungdes f)(x) e f9(z), i # j, e suas fronteiras ¥;;, sdo

continuas e a uniao de todas as fronteiras com S; cobrem o retrato de fase.

Alem disso, se as componentes transversais f(z) e fU)(z) tém o mesmo sinal, a tra-
jetoria cruza a fronteira e tem, neste ponto, uma descontinuidade no seu vector tangente.
Pelo contrario, se as componentes transversais f(z) e fU)(z) tém sinal oposto, o estado
do sistema ¢é forcado a permanecer na fronteira e deslizar-se sobre ela. Logo, em principio,
os comportamentos sobre ¥;; poderiam ser definidas diversas maneiras. Uma delas ¢ o
método convero de Filippov, onde as solugoes em ¥;; sdo dados por & = Z;;(), com Zj(x)

uma combinagdo convexa de f((x) e fU)(x) tangente a ¥;; em .

O analise de bifurcagoes para os sistemas dinamicos continuos recebeu muita atengao

nos ultimos anos. No entanto, a situacao nao é tao simples para os Sistemas de Filippov,



que além das bifurcacoes genéricas em sistemas continuos, podem ter bifurcagdoes muito
especiais chamadas bifurcacoes deslizantes, onde o aparecimento ou desaparecimento no
segmento deslizante pode acontecer por variagoes no parametro de bifurcacao. Porém, to-
das as bifurcacoes possiveis em Sistemas Planares de Filippov foram recentemente listada
por Kuznetsov [8], utilizando a abordagem classico de equivaléncia topolégica proposta
por Arnold [1]. Consistentemente com esta abordagem, todas as bifurcagoes, genéricas
e deslizantes, podem ser interpretadas como colisoes entre as trajetorias, pontos com

carateristicas especiais, e/ou segmentos deslizantes.

Por esse motivo, o objetivo deste trabalho é estudar a teoria basica dos Sistemas Planares
de Filippov, fazendo um analise das bifurcacoes locais e globais de codimensao um. Apods
este estudo, analisamos as bifurcagoes de um modelo populacional descontinuo, para duas

populagoes, quando os parametros de protecao e exploragao das espécies sao alteradas.

Para entender esse processo, desenvolvemos a dissertacao da seguinte forma:

No Capitulo Um, apresentamos alguns conceitos e teoremas importantes na Teoria
dos Sistemas Dinamicos Planares Continuos e determinamos quais sistemas autonomos
nao-lineares nao possuem ciclos limites numa regiao simplesmente conexa. Alem disso,
mostramos as condigoes necessarias para que um Modelo de Gause predador-presa pode
apresentar um unico ciclo limite globalmente assintoticamente estavel por meio de al-
gumas transformacoes para reduzi-lo a um Sistema de Lienard generalizado e aplicar o

Teorema 1.4.2 [Teorema de Zhang Modificado] provado no artigo [5].

No Capitulo Dois, apresentamos, com base nos artigos [10] e [11], os elementos, como
pontos de equilibrio, pontos tangentes, trajetorias, érbitas peridédicas e curvas invariantes
em Sistemas Planares de Filippov, includindo equivaléncias topolégicas, comportamentos
locais e concepto de bifurcagdo. Por tltimo analisamos, basando-nos no artigo [8], as
bifurcacoes locais e globais de codimensao um, respectivamente, em Sistemas Planares de

Filippov, incluindo as formas normais.

No Capitulo Trés, mostramos as bifurcacoes deslizantes para um modelo populacional

descontinuo proposto no artigo [12].

Por ultimo, nos Anexos, mostramos o coédigo de programacao executado em Matlab

R2011a para o modelo no capitulo anterior.



CAPITULO

1

Sistemas Planares Continuos

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos e teoremas importantes na Teoria dos Sis-
temas Dinamicos Planares Continuos e determinamos quais sistemas autonomos nao-
lineares nao possuem ciclos limite numa regiao simplesmente conexa. Por outro lado,
mostramos as condigoes necessarias para que um Modelo de Gause predador-presa pode

apresentar um unico ciclo limite globalmente assintoticamente estével.

1.1  Orbitas

A formulacao matematica de um processo determinista é um sistema dinamico. Esta for-
mulacao permite prever qualquer estado futuro, desde e quando o operador de evolucao e
seu estado inicial sao conhecidos. Se o tempo para esse operador é definido em R, temos

um sistema dinamico continuo.

Além disso, observamos que todo sistema de equacgoes diferenciais autéonomas na forma
= X(z),comx € UeX :U — R? um campo vetorial de classe C'! definido em um

conjunto U C R2, é um sistema dinamico continuo e seus fluzos px : U — R? satisfazem:
i) ¢px(0,2) =z, para todo z € U.
i1) ox(t+s,z) = px(t,ox(s,x)), para todo x € U; t,s € [ CR.

iii) Lox(t,z) = X(px(t, x)) para todo z € U.
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Figura 1.1: Equivaléncia Topoldgica vs Equivaléncia nao Topolégica.
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Figura 1.2: Ligacao Homoclinica vs Ligacao Heteroclinica.
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Se X(zg) = 0, entao xy € U é um ponto de equilibrio e, o conjunto {x € X : ¢x(t,z,) =

x,t € R} é uma drbita ou trajetdria que se inicia em z, € U. Além disso,

Definigao 1.1.1. Sejam x, x1, xo equilibrios de & = X (z). Uma liga¢ao Ly que se inicia
em x € U é homoclinica ao ponto xy se ¢x(t,x) — x¢ quando t — too. Uma ligagdo Ly
que comeca em x € U € heteroclinica aos pontos x1 e xo se px(t,x) — x1 para t — —o0

e px(t,x) — xo quando t — +oo.

Por dltimo, & = X (x) tem uma drbita periddica iniciando no ponto xq se px (t+ 1o, o) =

ox(t, o) para algum Ty > 0 e para todo t € R.

1.2 Equivaléncia Topolégica

Definigao 1.2.1. Dois sistemas continuos © = X (x) ey =Y (y) com fluros ox € py sao
topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo h : U C R? — h(U) C R? tal

que para todo x € U, t € R e px(t,z) € U temos

hex(t,2)) = ey (¢, h(z))

O conceito de equivaléncia topolégica nos ajuda a compreender, entre outras coisas, o

comportamento local dos pontos requlares num campo vectorial, isto é, os pontos x € U
tal que X (x) # 0.

Teorema 1.2.1 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja xy um ponto regular em & = X (z),

onde X é um campo vetorial de classe C* no aberto U C R2. Entao, existe um homeo-
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morfismo ® : V. — W de uma vizinhanca V de xy em R? sobre uma vizinhanca W da

origem (0,0) € R? tal que a equagdo transformada é dada pelo sistema

v\ (10 hn
Yo 0 0/ \1e
Para a demostracao ver, por exemplo, [2].

1.3 Estabilidade local de Equilibrios Hiperbdlicos

E amplamente conhecido como o comportamento qualitativo das solugoes de um sistema
linear da forma & = Az, A uma matriz 2 x 2, com equilibrio na origem. Temos os seguintes

casos:
i) Os valores préprios; A;, Ay no sistema linear sao reais e distintos.

e )y < A\ <0. A origem é um no estavel.
e Xy > )\ > 0. A origem é um nd¢ instdvel.
e )y <0< \. A origem é uma sela.
i1) Os valores préprios sdo conjugados complexos: Ay = a+i3, \y = a—if, com [ # 0.
e o =0. A origem é um centro.
e o < 0. A origem é um foco estdvel.
e o> 0. A origem é um foco instavel.
i1i) Os valores préprios sao reais e iguais: A\; = Ag = A # 0.

e )\ possui dois vetores préprios linearmente independentes. A origem é um no

estelar atrator (repulsor) se A < 0 (> 0).

e )\ possui um unico vetor préprio.

Na Figura 1.3 resume a informacgao geométrica sobre o retrato de fase em & = Ax a partir

do polinomio caracteristico de A da forma
p(A) = A% — (trA)\ + detA

e discriminante

A = (trA)? — 4det A.
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detA A=0

X9 T2

X1 T
T2

Foco estavel Foco instavel
x

NN m
a

Né estavel N6 instavel

trA

NN
77N

Ponto sela

Figura 1.3: Plano Traco - Determinante.

Se o campo vetorial X nao ¢ linear,

Definigao 1.3.1. Um ponto de equilibrio xoy de & = X (x) é hiperbdlico se todos os valores
proprios da matriz jacobiana A := DX (x¢) de X tém parte real nao nula. Observamos

que A € a parte linear de & = X () em xg € U.

O seguinte teorema garante a existéncia de um homeomorfismo, numa vizinhanca de um
equilibrio hiperbdlico, que conjuga os fluxos de uma equacao diferencial e a parte linear

associada, cuja demostragdo pode ser visto em [2].

Teorema 1.3.1 (Hartman-Grobman). Seja xq um equilibrio hiperbdlico em & = X (x)
para X : U — R? um campo vetorial de classe C* no aberto U C R2. Entdo, existe
um homeomorfismo h : V. — W entre vizinhangas U de xo e V de (0,0) € R? tal que

hopx =@aoh com A:= DX(xg), isto é, os fluros px e @a sao localmente conjugados.
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W (xo) w(0,0)
h
WS(IQ) /\‘ WS(O, O)
Zo
(0,0)
&= X(z) z=DX(x0) x

Figura 1.4: Teorema Hartman-Grobman.

Definicao 1.3.2. Os conjuntos

We(zxg) = {x:epx(t,x) = xo,t — o0}
W(xg) = {x:px(t,x) = x9,t = —00}

sao chamados invariantes, onde W*(xq) € chamada a variedade estdvel de xq, enquanto

W (xo) € a variedade instavel de xq.

1.4 Ciclo Limite

Um sistema autonomo nao-linear pode ter solucoes periddicas cujas trajetérias sao curvas
fechadas. Uma curva fechada isolada com trajetérias nao fechadas que se aproximam ou
se afastam em direcao a ela é chamada de ciclo limite. Se as trajetdrias se aproximam do
ciclo, ele é dito estdvel. O ciclo é instdvel se as trajetorias vizinhas se afastam do ciclo, e
semi-estdvel se algumas trajetérias se afastam do ciclo e outras tendem a ele. Observemos
que os ciclos limite s6 podem ocorrer em sistemas nao-lineares. Um sistema linear pode
ter orbitas fechadas, mas estas nao sao isoladas e correspondem a dinamica em torno de

um centro.

Nesta secao, vamos destacar um resultado importante para determinar quais sistemas
autonomos nao-lineares nao possuem ciclos limite. Por outro lado, determinamos as
condigOes necessarias para uma classe de modelos de Gause possuir um tnico ciclo limite

globalmente assintoticamente estavel.
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1.4.1 Solucgoes perioddicas no plano

Lema 1.4.1 (Critério de Poincaré - Bendixson). Sejam f,g : R> — R duas funcoes

diferencidveis e consideramos um sistema de equacoes diferenciais na forma

&= f(z,y)
(1.1)

y=g(z,y).

Seja D C R? simplesmente conexo. Se a expressio % + g—‘y] nao € identicamente nula e
nao muda de sinal em D, entdo o sistema nao pode ter uma orbita fechada completamente

contida em D.

Demonstragao. Suponhamos que exista uma orbita fechada I' = {(x(t), y(¢))} com periodo

T e contida em D. De (1.1) resulta que,

{ do = f(xz(t),y(t))dt
dy = g(x(t), y(t))dt,

/F [f(z,y)dy — g, y)da] = / (@ y)9(, ) — g 9) f (e y)ldt = 0.

Pelo teorema de Green e considerando que a expressao % + g—g nao ¢é identicamente nula

e nao muda de sinal em D, temos que

(0 0
[ #an = gtean = [ (545 )asay 20,

com S a regiao limitada por I', levando a uma contradicao. O

1.4.2 Ciclo limite no Modelo de Gause

Do ponto de vista biolégico, um modelo de Gause tipo predador-presa é descrito por

{ & = xg(x) — yp(x) (1.2)

v =yl—v+aqy)],

com x > 0 ey > 0 as populacoes de presas e predadores, respectivamente. Na auséncia
de predadores, a populagao de presas devem convergir para K > 0. Portanto, & = zg(x)

com g(z) >0para0 <z < K, g(K)=0¢ g(z) <0comz > K.

Os predadores reduzem a taxa de crescimento das presas por yp(x), onde p(x) é a quan-
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tidade das presas mortas por um predador. Assim p(0) =0, p(x) > 0 para z > 0.

A taxa de crescimento dos predadores serd dada por —y + ¢(z). A constante v > 0
corresponde a mortalidade dos predadores na auséncia de presas, e ¢(x) é uma fungao

positiva, monotonamente crescente. Assim ¢(0) =0, ¢’(x) > 0 para = > 0.

Para garantir a existéncia de um unico ciclo limite globalmente assintoticamente estavel

no modelo de Gause, usaremos o seguinte resultado cuja prova pode ser vista em [5].

Teorema 1.4.2 (Teorema de Zhang Modificado). Consideremos o sistema de Lienard

generalizado

{ i = —[p(y) + F(a)] 13)

y = h(x),

e suponhamos que as sequintes condicoes sejam satisfeitas:

i) zh(x) >0 para x # 0 e yp(y) > 0 para y # 0,

i1) ©(y) € ndo decrescente, e a curva p(y) + F(x) =0 é definida para x € (—o00, +00),
iii) F(0)=0e F'(0) <0,

iv) Todos os ciclos limite estao contidos no intervalo a < x < b onde a <0 < b,

e € nao decrescente quando x aumenta em a < x <0 e < x <b.

Entao o sistema (1.3) tem no mdximo um ciclo limite, e se existe, é assintoticamente

estdvel.

Teorema 1.4.3. Dado um modelo de Gause dado por

{ &= zg(z) — yp(w) (1.4)

g =yl=7+aq@)],
para todo v > 0, y > 0, v > 0 e g, p, ¢ sdo fungoes de classe C tal que a existéncia,
unicidade e continuidade para todo t > 0 sejam satisfeitas para os problemas de wvalor
micial.
Suponhamos verdadeiras as sequintes sentencas:
(H1) Ezxiste um K >0 tal que g(x) >0 se 0 <z < K, g(K)=0¢eg(x) <0 sex > K,
(H2) p(0) =0 e p(x) > 0 para x > 0,

(H3) q(0) =0, ¢'(z) > 0,



1.4. CICLO LIMITE 14

(H4) FEziste z*, 0 < 2* < K tal que q(z*) = 7,

(1) % <x9(1’)>

p(x)

>0,

r=x*

o (29 +g(@) = wg(e)

(H6) <Opara0<z<a*ex*<z<K

dz —7 +q(x)

entao, o sistema (1.4) tem um tnico equilibrio interior instdavel (x*,y*) e um unico ciclo

limite globalmente assintoticamente estavel em {(x,y) :x > 0,y > 0} \ {(z*,v*)}.

Demonstracao. Observamos que o sistema (1.4) tem dois equilibrios 6bvios: (0,0) e (K, 0).
Como q(z*) =7 e
. _ g (1.5)

TP I

entao (x*,y*) é o unico equilibrio interior do primeiro quadrante do sistema (1.4).

O ponto (0,0) é um ponto de sela, com curva estavel na dire¢ao y, pois para todo ponto

i=0
y=-7y<0,

e curva instével na dire¢do x, pois para todo ponto (z,0), z > 0, temos

(0,9), y > 0, temos

{:t:xg(a:)>()

=0
A matriz Jacobiana do sistema (1.4) em (K,0) é

HE.0) = [Kg'uo ~p(K) ]

0 -7+ q(K)

e por (H3) e (H4) temos —y + ¢(K) > 0 e ¢'(K) < 0, isto é, detJ(K,0) = (¢(K) —
v) K¢ (K) < 0. Logo (0, K) é um ponto de sela, e é facil ver que sua curva estével estd

ao longo do eixo x.

Para estudar a estabilidade de (z*, y*), calculamos a matriz Jacobiana,
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onde

H(z") = 2"g'(x") + g(2*) — (1.6)

Os valores préprios de J(z*,y*) sdo dados por

(trJ(m*, y*) £ /trd (z*, y*)? — 4detJ(x*,y*)>

N | —

Aa*,y*) =

(H@") + VAP =2y ¢@p()

N | —

1

= 3 <H($*) + \/H(x*)2 — 4x*g(:v*)q’(x*)> :

Chamando A(z*) = H(x*)* — 4z*g(z*)¢ (z*), temos que se A(z*) < 0, (z*,y*) é um foco
e se A(z*) >0, (", y*) é um né. Além disso, se H(z*) < 0 ou H(z*) > 0, entao (z*,y*)

é estavel ou instavel, respectivamente.

No caso em que H(z*) = 0 nao podemos decidir sobre a estabilidade de (z*,y*) pois

nao vale o Teorema de Hartman-Grobman.

Por outro lado, como z* e g(x*) sdo positivo, ng(EC:c)) tem o mesmo sinal que H(z*) e
por (1.6) temos

H(z®)  _ g@) 1 P

w*g(z*) gle®) —a* pla)

(1.7)

- (3

r=x*

Logo, se ;In C;;(g)) lo—ar < 0, (2%, y%) ¢ estével e se <Lln ("’;9(%)) lomer > 0, (z%,y%) é
instavel.
Como I;?éf;) > 0 temos que (z*,y*) ¢ estdvel se L <”;g((;))> ls=z+ < 0 e instdvel se

d [(zg(z)
dx <p(x) ) |$:l’* > 0.

Por (H5)

>0,

r=x*

& ()

entao (z*,y*) é um equilibrio instavel.

Nosso objetivo é provar a existéncia do ciclo limite globalmente assintoticamente estavel

para o modelo (1.4) no primeiro quadrante. Para isso, fazemos uma transformagao no
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modelo (1.4) num sistema de Lienard generalizado do tipo (1.3) e aplicar o Teorema 1.4.2.

De fato, consideremos a translagao

X=x—2x*

(1.8)
Y=y-y,

e substituindo em (1.4),

Entao

Sejam

entao

{ X = (X +2)9(X +2) — (Y + y")p(X + z*)
V= +y)[—7+qX + 7).

= -7+ qX +a7)

d Yo ds
— = — X + g
&(é &+w> v+ (X + ),

(1.9)

0= —v+q(k  (u) + z*).

Como X, Y, w, v >0, entdao k, I, k=1, [=1 > 0.
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Escrevendo (1.9) como

(k' (u) +a*)
i=— |y — k) + 2l o
p(k=t(u) + x*) (1.10)
v =—y+q(k " (u) + z¥)
e definindo
h(u) = —y+q(k~(u) + %)
p(v) = ye'—y (1.11)

temos

e podemos observar o seguinte:

i) h(0) = =y + q(k7*(0) + z*) = =y + q(a*) = =y + v = 0; I/ (u) > 0, logo uh(u) > 0
quando u # 0. Da mesma forma, p(0) =171(0) =0 e vp(v) # 0 quando v # 0.

i1) ¢'(v) > 0 para v > 0, isto é, p(v) é ndo decrescente. A curva p(v) + F(u) = 0 é

definida para todo u € (—o0, 00).

. *_m*g(x*): *_a*=0e
i) F(0) = (@) y -y =0
d—F(O) B dF (u) d(k (u) +27)
(1 oy ey R R
o d iy o g O ) 27)\ (R (w) + 2)
o d(R Y (u) +a) (< e )p(k‘l(U)Hf*)) du -
por (H5) e dk(;;(o) > 0.

iv) Para tais modelos, os ciclos limite do sistema (1.4) devem situar-se dentro de 0 <
r < K, 0 <y < oo. Logo, os ciclos limite do sistema (1.10), devem estar dentro de

—o00 < u<k(K), —00o <v < +00.

v) Como
du ds

dx p(X + x*)

ou
dkY(u) dX
_ X ¥\ —1 *
= = p(X ) = plk () + ),
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temos

dF(u) . d(k~(u) + 2*)
d(k=1(u) + x*) du

dF(u)

Ay + ) PO

= = (0@ + o) - 2922

Fl(u) ;,  ~
Portanto ﬁ é nao decrescente se, e somente se

isto é,

equivalente a (H6).

Portanto, aplicando o Teorema 1.4.2, o sistema (1.4) tem exatamente um tnico ciclo limite

globalmente assintoticamente estédvel em {(z,y) : x > 0,y > 0} \ {(z*,y")}.

]



CAPITULO

2

Sistemas Planares De Filippov

Neste capitulo vamos definir os elementos basicos, como pontos de equilibrio, trajetorias,
orbitas periddicas, curvas invariantes e equivaléncia topoldgica em Sistemas Planares de
Filippov. Em seguida, apresentamos um resultado da existéncia de érbitas peridédicas, um

estudo local e bifurcagoes locais e globais de codimensao um via formas normais.

2.1 Orbitas e Singularidades

Consideremos X e Y campos vetoriais de classe C", r > 1, definidos em um conjunto
aberto U C R? contendo a origem. Seja f uma funcao de classe C", r > 1, tal que
gradf(z,y) # 0 para todo (z,y) e U CR? e ¥ = fH0)NU = {(z,y) € U : f(z,y) =0}
¢ uma curva aberta diferenciavel. A curva ¥ divide o conjunto aberto U em duas regioes

abertas

2t ={(z,y) €U : flz,y) >0} e B7 ={(z,y) €U : f(z,y) <0}

e denotamos por L+ e - seus fechos.

Um Sistema Planar de Filippov Z = (X,Y) é um campo vetorial definido por

Z(z,y) =

{X<x,y>, (x,y) € TF
Y(z,y), (r,y)eX”

onde X e Y sdo de classe C", r > 1, em L+ e 3~ respectivamente.
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(a) Condigao X f(p), Y f(p) > 0. (b) Condicao X f(p), Y f(p) < 0.
Figura 2.1: Regiao de Costura X°.

X(p) gradf(p) grad f(p) X(p)

Y(p) Y(p)

(a) Regiao de Deslize. (b) Regiao de Escape.
Figura 2.2: Regiao >° e X°.
Chamaremos Z" o espaco dos campos vetoriais desde tipo. Este pode ser tomado como

Z" = X" x Y" onde, por abuso de notacao, X" e " denotam os conjuntos dos campos de

classe C" em X+ e ¥—. Consideramos Z” com a topologia produto.

A fim de estabelecer a dinamica dada pelo Sistema Planar de Filippov Z = (X,Y) em
U, precisamos definir a trajetdria local ¢z(t,p) por um ponto p € U. Para este fim,

distinguimos se o ponto p pertence a X1, ¥~ ou X.

Para as duas primeiras regioes, a trajetéria local esta definida pelos campos vetoriais X
e Y. A fim de estender a definicao de trajetéria para X, dividiremos X em trés regioes

disjuntas dependendo para onde o campo vetorial aponta:
e Regiao de Costura: X¢={p e ¥ : Xf(p)-Y f(p) > 0} dada pela Figura 2.1,
e Regiao de Deslize: ¥* = {pe X : Xf(p) <0,Y f(p) > 0} dada pela Figura 2.2 (a),
e Regiao de Escape: X¢={pe X: Xf(p) >0,Y f(p) < 0} dada pela Figura 2.2 (b),
onde X f(p) = X(p) - gradf(p) é a derivada de Lie de f com respeito ao campo vetorial

X em p.

Estas trés regioes sao relativamente abertas em > e podem possuir muitas componentes

conexas. Suas defini¢oes excluem os pontos de tangeéncia, isto é, pontos onde um dois
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s

(a) Dobra-regular visivel (b) Dobra-regular  in- (¢) Tangéncia ctbica
visivel

Figura 2.3: Exemplo de Pontos Tangenciais em Sistemas Z = (X,Y).

campos vetoriais sao tangentes a Y. Este conjunto pode ser caracterizado pelos pontos
p € 3 para os quais X f(p) = 0 ou Y f(p) = 0. Estes pontos aparecem na fronteira das
regioes ¢, 3° e 3¢ que denotaremos por 0X°¢, 0%° e 0X°, respectivamente. Também
inclui o caso X(p) =0 o Y(p) = 0, isto é, quando um dos dois campos vetoriais tem um

ponto critico em .

Podemos distinguir dois tipos de tangéncia entre um campo vetorial e X, dependendo

do modo como se da o contato entre eles.

Definicao 2.1.1. Um campo vetorial X de classe C", r > 1, possui em um ponto p € X
uma dobra ou tangéncia quadrdtica em ¥ = {(x,y) € U : f(z,y) = 0} se Xf(p) =0 e
X2f(p) = X(p) - grad X f(p) # 0 como observamos nas Figuras 2.3 (a) e (b).

Definicao 2.1.2. Um campo vetorial X de classe C", r > 1, possui em um ponto p € X
uma ciuspide ou tangéncia cubica com ¥ = {(z,y) € U : f(z,y) = 0} se Xf(p) =
X2f(p) =0 e X3f(p) = X(p) - gradX2f(p) # 0 como observamos na Figura 2.3 (c).

Definigao 2.1.3. Um pontop € ¥ € dobra-regqular se X f(p) =0, X2f(p) #0 eY f(p) # 0
ou pontos tais que Y f(p) =0, Y2f(p) #0 e X f(p) # 0. Além disso:

e no primeiro caso, dizemos que a dobra-reqular € visivel se X2 f(p) > 0 e invisivel se
X2f(p) < 0. Além disso, se Y f(p) > 0, a dobra p € 9%° é uma dobra de deslize e
se Y f(p) <0, a dobra p € 0X° € uma dobra de escape.

e no sequndo caso, ela é vistvel quando Y?f(p) < 0 e invisivel quando Y?f(p) > 0, e

pode-se definir analogamente dobras de deslize e de escape.

Agora podemos definir a trajetoria passando por um ponto p de 3¢ ¥° e 3¢, Em X€,
os campos apontam na mesma direcao e as trajetérias de X e Y através desse ponto

coincidem.
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gradf(p) X(p)

Y(p)
Figura 2.4: Construgao de érbitas Z°(p).

Em ¥° e 3¢, a orbita local é dada por uma combinacao convexa dos campos vetoriais

X e Y como podemos observar na Figura 2.4, isto é,

Z%(p) = AMp)X(p) + (1 = A(p))Y (p).

Por outro lado, observamos que

Z*(p) - gradf(p) = 0,

logo temos

B Y f(p)
P) = 50y - X700

e deste modo,
Definicao 2.1.4. O campo vetorial deslizante Z° é dado por

1

20 = T X0

Yf(p)X(p) — Xf(p)Y(p)),

definido em ¢ ou ¥° e para p € ¥° U X°, a trajetoria local de p é dada por este campo

vetorial.
Resumindo temos,

Definicao 2.1.5. Sejam ¢x e py os fluros dos campos vetoriais X e Y de classe C",
r > 1, em U, respectivamente. A trajetoria local de um Sistema Planar de Filippov na

forma Z = (X,Y) por um ponto p € U € definida por:

e Parap € X com X(p) # 0 a trajetoria é dada por oz(t,p) = px(t,p). Da mesma
forma parap € X~ com Y (p) # 0 a trajetoria € pz(t,p) = py(t,p), respectivamente,
parat € I C R.

e Para p € X tal que X f(p) > 0, Y f(p) > 0 e tomando a origem do tempo em p, a
trajetoria é dada por pz(t,p) = py(t,p) parat € IN{t <0} e pz(t,p) = vx(t,p)
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gradf(p) gradf(p) gradf(p)
X(p) X(p) X(p)
p p p
38 > 38
Y(p) Y(p) Y(p)
(a) Pseudo-né estdvel. (b) Pseudo-né instavel. (c) Pseudo-Sela

Figura 2.5: Exemplos de Pseudo-equilibrios do Sistema Z = (X,Y)

parat € IN{t > 0}. Para o caso X f(p) <0, Y f(p) <0, a trajetéria é dada por
0z(t,p) = oy (t,p) parat € IN{t >0} e pz(t,p) = px(t,p) para t € I N{t <0},

o Parape X°UX® tal que Z°(p) # 0, wz(t,p) = wzs(t,p) parat € I CR,

e Parap € 0X°U0X*UIXE tal que as definicoes de trajetorias para pontos em ambos
0s lados de p podem ser estendidas para p e coincidem, a trajetoria por p € esta

trajetdria, isto é, @z (t,p) = {p}. Chamaremos estes pontos de tangéncia requlares.

e Para qualquer outro ponto vz(t,p) # {p} para todo t € R. Este é o caso dos pontos
de tangéncia em X que nao sao requlares, chamados pontos de tangéncia singulares,

e 0s pontos criticos de X em X7, Y em ¥~ e Z° em X5 U X°.

Definigao 2.1.6. A drbita local para Z = (X,Y) num ponto p € U é o conjunto

v(p) = {pz(t,p) : t € I},

onde podemos considerar que a orbita pz(t,p) para p € ¥° U X° € a trajetoria dada pelo

campo vetorial deslizante Z°.

Definigao 2.1.7. Os pontos p € X° U X¢ que satisfazem Z°(p) = 0, isto €, os pontos

criticos do campo vetorial deslizante, sao chamados pseudo-equilibrios de Z = (X,Y).

Observamos que para os pontos p € ¥ que satisfazem Z*(p) = 0, os campo vetoriais X e

Y devem ser linearmente dependentes, isto é, X (p) = ¢Y (p) para algum ¢ € R.

Defini¢ao 2.1.8. Um pseudo-nd estdvel é qualquer ponto p € ¥° tal que Z°(p) = 0 e
(Z°)(p) < 0 como observamos na Figura 2.5 (a), pseudo-nd instdvel é qualquer ponto
p € 3¢ tal que Z*(p) =0 e (Z°)'(p) > 0 como na Figura 2.5 (b), e pseudo-sela € qualquer
ponto p € 3° tal que Z*(p) =0 e (Z°) (p) > 0 ou p € 3¢ tal que Z*(p) =0 e (Z°)(p) <0
como na Figura 2.5 (¢). Um ponto p é um pseudo-equilibrio hiperbdlico de Z = (X,Y) se

p € um ponto de equilibrio hiperbolico em Z°.
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Definigao 2.1.9. As singularidades do Sistema Planar de Filippov Z = (X,Y) sdo:

e p € XF tal que p é um equilibrio de X ou de Y, isto é, X(p) = 0 ou Y(p) = 0,

respectivamente.
e p € X*UXE tal que p é um pseudo-equilibrio, isto é Z*(p) = 0.

e p € OXCUIY®UIXE, isto €, os pontos de tangéncia, X f(p) =0 ou Y f(p) =0, que

podem ser requlares ou singulares.

e Qualquer outro ponto é chamado ponto reqular.

Para um sistema dinamico continuo X, as singularidades, X (p) = 0, correspondem a pon-
tos criticos e como consequéncia a trajetoria passando por esse ponto é somente o préprio
ponto, isto é, v(p) = {p}. Nos Sistemas Planares de Filippov existem singularidades, por
exemplo tangéncias regulares, cuja érbita y(p) # {p}. Por esta razao, classificaremos as

singularidades como:
(1) Singularidade distinguida: pontos p tais que v(p) = {p}, isto é:
e p € ¥* tal que p é um equilibrio de X ou Y, isto é, X(p) = 0 ou Y (p) = 0,
respectivamente,
e p € X UXE tal que p é um pseudo-equilibrio, isto é, Z*(p) = 0,
e p € 0X°UOIX*UOXe tal que é um ponto de tangéncia singular.

(17) Singularidade ndao distinguida: pontos p tais que v(p) # {p}, isto é, pontos p € X

que sao pontos de tangencia regulares e pontos de X e Y que sao pontos regulares.
Agora definimos os pontos de partida e chegada em Z = (X,Y).

Definicao 2.1.10. Dada uma trajetoria ¢z(t,q) € X+ UX™ e um ponto p € 3, dizemos
que p € um ponto de partida de ©z(t,q) se existe tg < 0 tal que limt_ﬁau vz (t,q) =p, e
diremos que € um ponto de chegada de pz(t,q) se existe to > 0 tal que limHta wz(t,q) = p.

De acordo com a definigao anterior, se p € X¢ entdo é um ponto de partida de ¢(t,q)
para qualquer ponto ¢ pertencendo a érbita v (p) = {pz(t,p) : t € IN{t > 0}} e é
um ponto de chegada de ¢z(t,q) para qualquer ponto ¢ pertencendo a drbita v~ (p) =
{pz(t,p): t e IN{t <O0}}.

A Orbita através de um ponto p € ¢ é a uniao do ponto com suas érbitas de par-

tida e chegada.

Por fim, vamos dar alguns exemplos de pontos de tangéncia para mostrar como as

definicoes anteriores se aplicam a eles.
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it S

(a) Sistema Z; (b) Sistema Zy ) Sistema Z3 (d) Sistema Z4

Figura 2.6: Exemplos pontos de Tangéncia Regular.

.
1

X, = ( ) para y >0
72

1
Y, = <1> para y <0,
\

onde ¥ = {(z,y) € R? : f(x,y) =y = 0}. Para todo p = (2,0) €%, Xf(p)=2>>0c¢
Yf(p)=1>0. Logo X ={(z,y) e R*: 2 £ 0,y =0}, 25 =3¢=0 e T = (0,0) € 93¢
de X é um ponto de tangéncia cispide reqular pois X f(T) = X2f(T) = 0, X3f(T) =
240 ey(t,T)#{T}. Além disso, a drbita passando por p é a unido de suas orbitas

Exemplo 2.1.1. Seja

de chegada e partida como acontece para pontos em X°.

(
1
Xy, = ( > se y>0
2x
2
Y, = se y < 0.
\ Tx

onde ¥ = {(z,y) € R*: f(z,y) =y = 0}. Para todop = (2,0) € &, Xf(p)-Yf(p) =
1422 > 0. Logo 3¢ = {(z,y) e R? : 2 £ 0,y =0}, X =%=0 e T = (0,0) € 9%¢ um
ponto de dobra-regular visivel pois X f(T) =0 e X?f(T) =2 > 0. Neste caso, a trajetdria
porp € pz(t,p) = x(t,p).

Exemplo 2.1.2. Seja

S
I

Exemplo 2.1.3. Seja T = (0,0) € ¥ = {(z,y) e R? : f(x,y) =y =0} em

1
X3 = ( 2) se y>0
—x
1
Y; = <1> se y<0.
\

N
I
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/

(a) Sistema Zs (b) Sistema Zg (c) Sistema Zg (d) Sistema Z

Figura 2.7: Exemplos pontos de Tangéncia Singular.

Para todo p = (2,0) € &, Xf(p) = —22 <0 eYf(p) =1 > 0. Logo 3¢ = {(x,y) €
R:2#£0,y=0},X=%=0eT = (0,0) € 95 de X é um ponto de tangéncia
cispide regular pois X f(T) = X2f(T) = 0 e X3f(T) = —2 # 0. Por outro lado,
Z5(x,0) = (1,0)T, de modo que pz(t,T) = pzs(t,T) para todo t € R.

Exemplo 2.1.4. Tomemos T = (0,0) € ¥ = {(z,y) € R? : f(x,y) =y =0} € o campo

vetorial
( 1
X, = ( > se y>0
2

-2
Y, = se y < 0.
{ —Tx

Neste caso, para todo p = (z,0) € ¥ temos X f(p) - Y f(p) = —142* < 0. Logo 3¢ = 0,
Y ={(r,y) eR*:2<0,y=0}, 2 ={(z,y) eR?*: 2 >0,y =0} e T € IX*UIX° ¢
um ponto de tangéncia quadrdtico reqular pois X f(T) =0 e X2f(T) =2 # 0. Em ambos

0s lados do T, a orbita é dada pelo campo vetorial deslizante Z*(x,0) = (%,O)T e para

T temos que pz(t,T) = @z:(t,T).

Nos préoximos exemplos, ilustraremos algumas tangéncias que sao singularidades distin-

guidas, isto é, suas Orbitas sao somente as préprias singularidades.

Exemplo 2.1.5. Consideremos T = (0,0) € ¥ = {(z,y) € R?* : f(z,y) =y =0} e o

campo
( 1

X5 = ( ) se y>0
—2x

-1
Y; = < > se y < 0.
\ —x

Para todo p = (z,0) € B, Xf(p) - Yf(p) = 222 > 0. Logo ¥¢ = {(z,y) € R? : x #
0,y =0}, X5 =%¢=0. O ponto T = (0,0) € IX¢ € um ponto de tangéncia singular e as
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trajetorias espiralam em torno a ele como acontece em um foco para sistemas dinamicos

continuos.

Exemplo 2.1.6. Seja T = (0,0) € ¥ = {(z,y) € R? : f(x,y) =y =0} e 0o campo

(. (il)
Xg = se y>0
x

0
Y = (1) se y < 0.
\

Neste caso, para todo p = (x,0) € ¥ temos X f(p) =z e Y f(p) =1 > 0. Logo ¥¢ =0,
¥ o= {(r,y) €R?: 2 < 0,y =0} e = {(z,y) € R? : z > 0,y = 0}. Em Z7,
T = (0,0) € 93° NIXC e para pontos p € ¥ a4 esquerda de T, suas drbitas sao dadas por

7%, enquanto para pontos a direita de T', as orbitas sao dadas pelas orbitas de chegada e
partida do ponto, que sao trajetorias de X e'Y, pois este ponto pertence a ¥°. Portanto,
a definicao de orbita em ambos os lados de T' nao coincidem, o que implica que T € uma

A . - Jr —
tangencia singular para ambos os campos Zg e Zg .

Exemplo 2.1.7. Tomemos T = (0,0) € ¥ = {(z,y) € R?*: f(z,y) =y =0} e o campo

(
1
X; = () se y>0
x
-1
Y; = ( )sey<0.
\ x

T € um ponto de tangéncia quadrdtica visivel para X e Y pois Xf(T) =Y f(T) =0 e

X2f(T)=Y?f(T) = 1. Assim, teremos um par de dérbitas para as quais T = (0,0) é um

ponto de chegada e outro par para o qual é um ponto de partida.

2.2 Curvas invariantes estaveis e instaveis

Nesta secao, generalizamos os conceitos de curvas invariantes estaveis e instaveis para os

Sistemas Planares de Filippov.
Definicao 2.2.1. Uma curva instdvel é:

o Uma orbita reqular instdvel W*(p) para um ponto selap € X+ em X oup € X~ em
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(a) Curvas invariantes de um (b) Curvas invariantes de uma (c) Ligagao de Selas
ponto sela em XT singularidade distinguida

Figura 2.8: Exemplo de Curvas invariantes em Sistemas Z = (X,Y).

Y onde,

W (p) = {q € U : ¢yz(t,q) definido por t € (—o0,0) etgl_n vz(t,q) :p} :

e Uma orbita reqular que tem uma singularidade distinguida p € ¥ como um ponto de

partida. Denotamos W¥(p), onde + significa que a érbita estd contida em L*.

As curvas estaveis W*(p) e Wi(p) s@o definidas analogamente. Se uma curva invariante
é, simultaneamente, estavel e instavel chamamos de ligacao de selas como observamos na

Figura 2.8 (c).

Observemos que no primeiro caso, a trajetoria sobre a curva tende a p quando t — —oo,

enquanto que no segundo caso, ela pode alcancar a singularidade num tempo finito.

Observamos que num pseudo-n6é p € ¥° possui curvas invariantes que sao dadas pelas
duas orbitas regulares em X1 e ¥~ que possuem p como ponto de chegada ou partida.

Recordemos que os pontos nestas curvas alcancam o pseudo-né em um tempo finito.

2.3  Orbitas periddicas e ciclos

Em relacao a generalizacao do conceito de érbita periddica em Sistemas de Filippov temos

que lidar com diferentes casos. O primeiro caso:

Definicao 2.3.1. Uma drbita v = {@z(t,p) : t € R}, que pertence a T U X~ U X¢ ¢
periddica se satisfaz pz(t+T,p) = @z(t,p) para algum T > 0.

As Orbitas periddicas sao chamadas drbitas periddicas padrao se elas estdo em T UX™ e

orbitas periodicas de costura se elas interceptam €.
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»+

(a) Orbita periédica (b)  Orbita periddica
deslizante ¥° = §!

Figura 2.9: Exemplo de uma érbita periddica e uma érbita periddica deslizante.

7

>t w+

(a) Ciclo (b) Pseudo-ciclo

Figura 2.10: Exemplos de um ciclo e um pseudo-ciclo

Quando ¥ = ¥f ou X = X¢, entao X pode ser considerada como uma orbita periddica
deslizante e nao possui pontos criticos. Este caso nao aparecera neste trabalho pois estu-

damos Sistemas Planares de Filippov onde Y é sempre homeomorfo a um segmento aberto.

Por outro lado, observamos que nao pode existir uma orbita periddica que seja uma
combinagao de um movimento regular e deslizante, ja que isto envolve, a0 mesmo tempo,
pontos em LT UX™ e pontos em X*UX® e uma érbita nao pode interceptar ambos conjun-
tos. Portanto, vamos definir ciclos para lidar com movimentos peridédicos que envolvam

ao mesmo tempo movimentos deslizantes e regulares.

Definicao 2.3.2. Um ciclo é o fecho de um conjunto finito de pedagos de orbitas, V1, ..., Vx
tal que yor € um pedacgo de orbita deslizante e o1 uma orbita regular e os pontos de
chegada e partida de o1 pertencem a 7or, € Yopro respectivamente. Definimos o periodo
do ciclo como sendo a soma dos tempos que sao gastos em cada parte da trajetoria -;,

i=1,..,n. Observamos na Figura 2.10 (a) um ciclo para n = 2.

Além dos ciclos e orbitas periddicas, existe um outro objeto geométrico distinguido que
¢ importante quando estudamos equivaléncias topoldgicas e bifurcagoes em Sistemas

Planares de Filippov.

Definigao 2.3.3. Um pseudo-ciclo € o fecho de um conjunto de orbitas requlares vi, ..., Yn
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tal que uma das extremidades de qualquer ~y; coincide com uma extremidade de v;—1 e
a outra, com uma extremidade de ~;11, € também entre v; e ~y,, formando uma curva
homeomorfa a T = R/Z, de modo que, em algum ponto, dois pontos de chegada ou

partida coincidem. Observamos na Figura 2.10 (b) um pseudo-ciclo para n = 2.
Por ultimo, podemos definir os ciclos de canard para os Sistemas Planares de Filippov.
Definicao 2.3.4. Consideremos Z = (X,Y) € 2"
(1) Uma curva I’ é um ciclo de canard se I' € fechada e
e [' contém arcos de, pelo menos, dois dos campos vetoriais X, Y e Z° ou €

composto por um unico arco de Z°*;

o A transicio entre arcos de X e arcos de Y acontece em pontos de costura (e

vice-versa);

o A transicdao entre arcos de X (ou'Y ) e arcos de Z® acontece através dos pontos
tangentes quadrdticos, ou pontos requlares no segmento deslizante ou de cos-
tura, respeitando a orientacdo. Além disso, se I' # 3 entao existe pelo menos

um ponto dobra-reqular visivel em cada componente conexa de I' N 3.
(17) Seja T' um ciclo de canard em Z = (X,Y). Dizemos que

o [' € um ciclo de canard de tipo I se I intercepta X2 apenas em pontos de costura,
o [' ¢ um ciclo de canard de tipo II se I' = 33;
e [' ¢ um ciclo de canard de tipo III se I' contém pelo menos um ponto dobra-

reqular visivel em Z.

Nas Figuras 2.9(a), 2.9(b) e 2.10(a) observamos os ciclos de canard de tipo I, II e

111, respectivamente.
(i1i) Seja I' um ciclo de canard em Z = (X,Y). Dizemos que I' € hiperbdlico se

o [' ¢ de tipo I ouy
o ' € de tipo II ou,
e ['édetipplll e N CYXUXoul'NX C XU,

Definicao 2.3.5. Seja (@)X um arco em X unindo um ponto dobra-regular visivel A
ao ponto B = X M X. Dizemos que (zﬁ)x € tipo focal, se nao tem pontos dobra-reqular
entre A e B como observamos na Figura 2.11 (a), e (ﬁ)x ¢ tipo grdfico, como na Figura

2.11 (b), se ele tem apenas um ponto dobra-regular entre A e B. Analogamente podemos
definir os arcos em Z = (X,Y) para (E)y
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CIDR VA

) Arco de tipo Focal ) Arco de tipo Gréfico

D><

Figura 2.11: Exemplos de Arcos em Z = (X,Y).

Figura 2.12: Ciclo Canard com apenas um ponto tangente quadratico.

Usando a notagao anterior, nosso resultado é o seguinte:

Teorema 2.3.1. Seja Z = (X,Y) € Z" um Sistema Planar de Filippov com um inico
ponto dobra-reqular visivel A. Seja v1 o arco em X, ou'Y, que passa através de A e B
ponto transversal de v, com X. FEntao, Z tem um ciclo de canard I do tipo 111 se, e

somente se as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:
(i) A componente v, de T' que passa através de A € um arco de tipo focal;
(1) Xf(p)-Yf(p) <0 para todo p € (A, B];

(i1i) {X,Y} € um conjunto linearmente independente em [A, B].

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, provaremos que (7), (i7) e (4i7) implicam a existéncia
do ciclo de canard. Como X f(p)-Y f(p) < 0 para todo p € (A, B] a peca de ¥ entre A
e B é uma regiao de escape ou uma regiao deslizante. Além disso, como {X,Y} é um
conjunto linearmente independente em [A, B], o sistema nao tem pseudo-equilibrios em
[A, B]. Sem perda de generalidade, [A, B] faz parte da regido deslizante como na Figura
2.12. A curva I' = 7, U [B, A] é um ciclo de canard hiperbdlico do tipo III. Observamos

que este ciclo canard ocorre em apenas um lado de X.

Agora vamos provar que (), (i7) e (iii) sdo condigbes necessarias para a existéncia deste
tipo particular de ciclo de canard. Como I' é um ciclo de canard hiperbdlico do tipo III

com apenas um ponto tangente quadratico, I' ocorre em apenas um lado de 3. De fato, se
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nao ocorre, entao I' retorna a 3 pelo menos duas vezes e por isso nao existe um segundo
ponto tangente quadratico. Sem perda de generalidade podemos supor que no lado de
I' é correspondente a X. Denotamos por v; a parte do ciclo I' que é uma trajetoria de
X. Assim, temos que ; é um arco tipo focal porque se é um arco tipo grafico, entao
nao existe outro ponto tangente quadréatico em (A, B) como se mostra na Figura 2.12.
Como I' ndao tem um arco de Y o ponto B pertence a uma regiao de escape ou a uma
regiao de deslizamento e assim X f(B) - Y f(B) < 0. Vamos supor que B € ¥*. Como
B € v, o fluxo se desliza em Y° até o ponto A porque nao existe outro ponto tangente
quadrético entre A e B. Portanto X f(p) - Y f(p) > 0 para todo p € (A, B]. Além disso, a
independéncia linear de {X, Y} em [A, B] decorre da nao-existéncia de pseudo-equilibrios
em [A, BJ. O

2.4 Equivaléncia Topolégica

Nesta secao sao apresentados dois conceitos diferentes de equivaléncia topolégica nos
campos vetoriais 2" = {Z = (X,Y) : X, Y sdo campos vetoriais de classe C",r > 1, }.
Estas defini¢oes conduzirao ao estudo dos comportamentos genéricos locais de bifurcacoes

de codimensao um.

O primeiro desses conceitos é o que chamamos Y-equivaléncia.

Definigao 2.4.1. Dois sistemas de Filippov Z ¢ Z em Z" definidos em conjuntos abertos
U eU e com curvas de descontinuidade ¥ C U e ¥ C U, respectivamente, sio -
equivalentes se existe um homeomorfismo h : U — U que preserva orientacio, h () = )y

e leva drbitas de Z em drbitas de Z.

Podemos observar que qualquer Y-equivaléncia envia orbitas regulares em orbitas reg-
ulares e singularidades distinguidas em singularidades distinguidas. Ainda mais, leva
pontos de chegada em pontos de chegada e pontos de partida em pontos de partida, além
disso, como ¢, X% e ¢ sdo preservadas, a equivaléncia leva érbitas deslizantes em 6rbitas
deslizantes, preserva separatrizes, curvas invariantes, ligacoes de selas, érbitas periddicas,

ciclos e pseudo-ciclos.

Definigao 2.4.2. Dois sistemas de Filippov Z e Z de Z" definidos em conjuntos abertos
U eU e com curvas de descontinuidade ¥ C U e ¥ C U, respectivamente, sio topologi-
camente equivalentes se existe um homeomorfismo h : U — U que preserva orientacdo e

que leva drbitas de Z em drbitas de Z.

Observamos que, se dois campos vetoriais sao -equivalentes, eles também sao topologi-

camente equivalentes. Analogamente as >-equivaléncias, equivaléncias topolégicas preser-
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vam X° e 2¢. Em consequéncia, também preservam LtUYX.~UX¢ e portanto, levam drbitas
regulares em orbitas regulares, érbitas deslizantes em 6érbitas deslizantes e singularidades
distinguidas em singularidades distinguidas. Ainda mais, também preservam curvas in-
variantes, ligacoes de selas, orbitas periddicas, ciclos e pseudo-ciclos.

Dois campos de vetores sem descontinuidades X e X com fluxos ¢x(t,p) e v (t,p) sdo
C" conjugados se existe um homeomorfismo h de classe C”, r > 1, que leva 6rbitas de X

em 6rbitas de X.

Simbolicamente,
p — ¢x(tp)
hl 1h
P — ex(t.p) = px(t h(p)).
Logo,
d d
gextp)l—o = ozt h(p))lio

Dh(px(t,)) Sox(t Dl = ox(thp)limo

Dh(p)X(p) = X(h(p)),

onde Dh é a diferencial de h e como h(p) = p temos

X(p) = Dh(h™' ()X (h™'(p)).

e vemos que h ¢ somente uma mudanca de coordenadas.

Chamamos (h.X)(p) = Dh(h™'(p)) X (h=1(p)).

Proposicio 2.4.1. Seja h: U — U um difeomorfismo que conjuga simultaneamente por
um lado X em St Cc U e X em S+ C U e, por outro lado, Y em L~ C U e Y em
- c U. Entio ele também conjuga os campos vetoriais deslizantes Z° e Z* e portanto é
uma equivaléncia topoldgica entre Z = (X,Y) e Z = (X,Y, f).

Demonstracao. Dado que h € C", temos (h.X)(p) = X (p) paratodop € £t e (h.Y)(p) =
Y (p) para todo p € XF. Por outro lado, como h é uma bijecdo, temos que h(¥) = %
pois h mapeia ¥ e IF, respectivamente. Além disso, ¥ = {p € U : f(p) = 0} entdo



2.4. EQUIVALENCIA TOPOLOGICA 34
h
SITTEE
) b
Sk
Figura 2.13: Retrato de estados do Contra - Exemplo.
S={peU:f(p)=f(h'(p)=0}e
(h(Xf))(P) = h(X(p) - gradf(p))
= Dh(h=(p))(X(h7H(p)) - grad f(h™"(p)))
(DR(h~(p)X (h~1(p)))) - gradf(h™"(p))
= X(p) - gradf(p)
= Xf(p)
onde h(p) = p, e assim para todo p € ¥ temos,
(heZ°)(p) = Z°(p)
e portanto h leva 6rbitas de Z* em 6rbitas de Z°. O

Se retirarmos a hipdtese de diferenciabilidade da Proposicao 2.4.1 considerando h somente

um homeomorfismo, esta proposicao nao é verdadeira. Como um contra-exemplo, con-

sideremos os seguintes campos vetoriais em um conjunto aberto U da origem e tomando

como curva de descontinuidade ¥ = {(z,y) € U : y = 0}:

Z(x,y) = e Z(x,y) = <

Neste caso, ¥ = X% = ¥ = 35 e 0 homeomorfismo

(r—y,y) sey>0
h(z,y) = (x,y) sey=0
(r+y,y) sey<O,

( (
-1 ~ 0
X = sey >0 X = sey >0
-1 —1
-1 ~ 0
YZ(l) sey <0 YZ(l) se y < 0.
\ \
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¢ C° e nao C*. Por outro lado, como

px(t,(v,y)) = (~t+z,~t+y)
@X(t7(x7y>> = (ZE,—t—i—y)

temos que

hox(t, (z,y) =hM~t+x,~t+y)=(x -y, ~t+y) = vzt (r—y,y))
= gp;dt,h(l‘,y)).

Analogamente h(py (¢, (z,v))) = ¢y (t, h(x,y)), mas ndo é uma equivaléncia topolégica
entre Z° e Z° pois os campos vetoriais deslizantes sdo dados por Z°(z,0) = (—1,0)7 e

Z%(x,0) = (0,0)T, nao podendo ser portanto, topologicamente equivalentes.

Logo podemos observar que dois Sistemas Planares de Filippov topoldgicamente equiva-

lente nao sempre é Y-equivalentes para h um homeomorfismo.

2.5 Comportamento Local

Nesta se¢ao, estudamos o comportamento local do Sistema Planar de Filippov. Em cada
caso, mostramos a forma normal local de classe C° e construimos o homeomorfismo que

déa a Y-equivaléncia.

2.5.1 Comportamento em Pontos Regulares

Consideremos pontos regulares, isto é, os pontos que nao sao singularidades, que per-
tencem a érbitas regulares ou regiao de deslize. E claro que em torno de um ponto
regular que nao estd em X podemos aplicar o Teorema do Fluxo Tubular. Assim estu-

daremos somente os pontos regulares pertencentes a curva de descontinuidade.

Dados dois campos vetoriais X e Y de classe C", r > 1, denotamos por X(p) || Y(p)
o fato de X e Y serem paralelos em p e X(p) }f Y(p) o fato de X e Y nao serem paralelos

em p.

Proposicao 2.5.1. Dado um campo vetorial de Filippov Z = (X,Y) com curva de de-
scontinuidade 3 e (0,0) € X, entdo:

1. Se (0,0) € X¢, entdo em uma vizinhanga U tal que (0,0) € U, Z € Y-equivalente a
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forma normal

~ 0
Y—() se y <0
\ o

em wma vizinhanca U tal que (0,0) € U, onde o = sgn(X f(0,0)).

2. Se (0,0) € ¥¢ e satisfaz X(0,0) }t Y(0,0), entdo em uma vizinhan¢a U tal que

(0,0) € U, Z é L-equivalente a forma normal

~ o
YZ(l) se y <0
\

em uma vizinhanga U tal que (0,0) € U, onde o = sgn(Z°(0,0)).

3. Se (0,0) € X¢ e satisfaz X(0,0) } Y (0,0), entdo em uma vizinhanga U tal que

(0,0) € U, Z é L-equivalente a forma normal

~ o
Yz( 1) se y <0
\ _

em uma vizinhanga U tal que (0,0) € U, onde e a = sgn(Z*(0,0)).

Demonstragio. No primeiro caso, como (0,0) € ¢ e (0,0) € ¥¢, os fluxos oy, ¢y, v
e py sdo transversais a X N U e X N U respectivamente, isto é, X f((0,0)), Y £((0,0)),
X £((0,0)) e Y£((0,0)) sao diferentes de zero.

Por outro lado, seja F : (XTUX) xR C R*xR — R dado por F(x,y,t) = f(ex(t, (x,9))).

Logo temos
F(07 0, O) = f(@X(Oa (07 O))) = f(07 0) =0.
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.
Figura 2.14: Construgio de h.
Além disso,
w000 = Grlextey|
— Fex0.0,00)50.0.0+ Fex0.0.0)F 0,00
- %(0,0)%(0,0,0) + 2—5(0,0)%(0,0,0) # 0

uma vez que X f(p) = X(p) - gradf(p) # 0, ou seja, X(p) # 0 e gradf(p) # 0. Pelo
Teorema da Fungao Implicita, existe uma vizinhanca V' C U, com centro em (0,0), tal
que para qualquer ponto p = (z,y) € YT NV existe uma aplicagdo p — t(p) € R
continua tal que ¢(0,0) = 0 e F(z,y,t(p)) = f(ex(t(p),p)) = 0, isto é, px(t(p),p) € X.
Analogamente tem-se para 2~ NV e py. Deste modo, construimos a ¥-equivaléncia, como

observamos na Figura 2.14, da seguinte forma:

og(=t(p), ox(t(p),p)) sepeXtnU
h(p) = p sepeXnU

oy (—t(p), oy (t(p),p)) sepe X NU.
onde h: U —s U é classe C° pois todas as aplicacoes ¢x, ¢y, @5, @y € t sdo continuas

e coincidem em Y. Por outro lado, se p € X" N U entao t(p) =t + t(px(t,p)) € X para
todo t € I(p, X), logo:

hex(t,p)) = wx(=tlex(t,p)), px(tpx(t,p)), vx(t,p)))
px(t —tp), px(t(p) — L, ox(t,p)))
px(t —t(p), px(t(p). p))
ex(t px(=t(p), px(t(p),p)))
= ¢x(t h(p))
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Analogamente h(py (t,p)) = ¢y (t, h(p)). Logo temos h(pz(t,p)) = w;(t, h(p)).

Além disso, por construcdo de h, temos que se @z (t(p),p) € ¥ entdo g (t(p),p) € %,
logo h~! ¢ dada por:

onde ¢ continua e h™'(p;(¢,p)) = @z(t,h ' (p)) pelo mesmo argumento anterior. Se

peXtNU temos:

h(h='(p)) = h(ex(—t(p), ex(
= (

( (
px (=t(p), b (t(p), )
px (=t(p), px (t(p), P))
= ¢x(=t(p) +1(p),p) =p

Analogamente temos h(h™'(p)) = ppara p € XNU ou p € X~ NU. Logo concluimos
h(h=*(p)) = p para todo jp € U e h='(h(p)) = p para todo p € U, assim h~! é a inversa de

h e h é homeomorfismo preservando X, onde neste caso ¥ = ¥ na vizinhancas da origem.

No segundo caso, para construir o homeomorfismo, comegamos com os pontos em ..
Como (0,0) € X*, temos que os campos sao transversais a % e ¥ em uma vizinhanga da
origem. Além disso, como X (0,0) }f Y(0,0) entao X e Y nao sao linearmente dependentes
e segue-se que a origem é um ponto regular para o campo deslizante, isto é, Z*(0,0) # 0.
Logo, pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe um homeomorfismo h:Y =3 que conjuga

os campos Z%(p), p € ¥, e Z5(p) = (a,0) onde p € 3.

Para os pontos p ¢ ¥ N U, o homeomorfismo pode ser estendido como no caso ante-
rior, pois para qualquer ponto p € X+t NU, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma
tnica funcao continua t(p) € R tal que px (t(p),p) € 3, e analogamente parap € X~ NU.

Deste modo, o homeomorfismo que pode gerar uma Y-equivaléncia é dado por:

px(—t(p), h(px(t(p),p) sepeXtNU,
h(p) = B(p) sepeXNU,

pi(—t(p), h(oy (t(p),p))) sepe XN,
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com inversa,

satisfazendo h(pz(t,p)) = @ (t, h(p)) e h w4 (t,p)) = wz(t, h (D).

No terceiro caso, como (0,0) € X¢, temos que 0s campos sao transversais a 3 e Y em uma
vizinhanca da origem. Além disso, como X (0,0) }f Y/(0,0), como no caso anterior, temos
que a origem é um ponto regular para o campo deslizante, isto é, Z*(0,0) # 0 e, pelo
Teorema do Fluxo Tubular, existe um homeomorfismo & : £ — & que conjuga 0s campos

deslizantes de Z e Z, onde Z3(p) = (o, 0) para p € %.

Por outro lado, para qualquer ponto p € X N U segue pelo Teorema da Funcao Implicita
existe uma tunica fungao continua ¢(p) € R tal que ¢ x(t(p),p) € 3, e analogamente para

p € ¥~ NU. Deste modo, o homeomorfismo que pode gerar uma Y-equivaléncia é dado

por:
px(=t(p), h(ex(t(p),p)))  sepeXtNU,

h(p) = h(p) sepeXxNU, (2.1)
ey (—t(p), h(py (t(p),p))) sepeX NU.

e satisfaz h(pz(t,p)) = ¢(t, h(p)). O

2.5.2 Comportamento em Singularidades Genéricas

Uma vez que classificamos o comportamento em torno dos pontos regulares de campos
vetoriais de Filippov, comegaremos a estudar as singularidades genéricas. Os primeiros
tipos de singularidades sao os pontos criticos hiperbdlicos de X e Y em X1 e X7, respec-
tivamente. E claro que em torno desses pontos podemos aplicar o Teorema de Hartman-
Grobman. Deste modo, teremos que lidar somente com as singularidades genéricas em X2,

isto é, aquelas que sao:
1. pontos de dobras-regulares ou,

2. pontos criticos hiperbdlicos do campo deslizante: pontos p € ¥°UX* tal que X (p) ||
Y (p), isto é, Z*(p) =0, e (Z°)'(p) # 0.

A préxima proposicao mostramos as formas normais das singularidades genéricas.
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o+ Dy
D >
== n-

(a) Sistema Z,; em (b) Sistema Z,; em (c) Sistema Z,; em
(2.2) coma<0,b>0. (2.2) coma,b>0. (2.3) com a <0, b> 0.

Figura 2.15: Exemplos de Singularidades.

Proposicao 2.5.2. Temos as sequintes X-equivaléncias:

(d) Sistema Z,; em
(2.3) com a,b > 0.

1. Se (0,0) € ¥ € um ponto dobra-regular do campo vetorial Z = (X,Y) € Z" definido

em uma vizinhanga U tal que (0,0) € U, entdo Z € ¥-equivalente em uma vizinhanga

V' tal que (0,0) € V' a sua forma normal

(
1
Xa:< > sey >0
ax
0
Y},z(b) sey <0
\

onde a = sgn(X?£(0,0)) e b =sgn(Y £(0,0)).

(2.2)

2. Se (0,0) € XU X° € um ponto critico hiperbdlico do campo deslizante Z° de Z =
(X,Y) € Z" definido em uma vizinhang¢a U tal que (0,0) € U, entio Z € %-

equivalente em uma vizinhanga V' tal que (0,0) € V' a sua forma normal

( axr
Xap = sey >0
b
ax
Yor = ( b) sey <0

onde a = sgn(Z*)'(0,0) e b = sgn(X f(0,0)).

(2.3)

Demonstracao. Temos que construir um homeomorfismo que da a Y-equivaléncia. Para

o ponto de dobra-regular a > 0 e a < 0 correspondem a pontos tangenciais de X que sao

visiveis ou invisivel, respectivamente, e b é o sentido do fluxo.

Consideremos, sem perda de generalidade, o caso em que b = 1, restando analisar como
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W:(0,0) I

\

ES

W2(0,0)

Figura 2.16: Retrato de fase em torno de um ponto de dobra-regular visivel com uma
secao transversal II.

serd feita a construcao do homeomorfismo h quando a > 0 ou quando a < 0. Para
garantir que as regioes de Y sejam preservadas, vamos considerar as trajetorias de X e Y

parametrizadas pelo comprimento de arco.

No caso no ponto de tangéncia invisivel, quando a < 0, a regiao de descontinuidade ¢é
decomposta como ¥ = ¥¢N 3¢ e portanto temos um campo deslizante Z* definido em ¥°.
De este modo, pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe um homeomorfismo h:y — Yab

3 S s
que conjuga os campos Z* e Z; .

Observemos que a regiao de deslize atua como um atrator global in U, ou seja, dado
p € (X%)°NU, existe um tnico t(p) € R tal que vz (t(p),p) pertence a 3*. Deste modo,

definimos o homeomorfismo h por:

hp) = { 070 (~1(p), ox(t(p).p))  sep € () MU o

h(p), sepeXNU,

onde h ¢é continua e satisfaz h(pz(t,p)) = ¢z, ,(t, h(p)).

No caso a > 0, por este procedimento podemos apenas definir a equivaléncia em uma
parte da vizinhanga delimitado pelas curvas W3 (0,0) U {(0,0)} UW?(0,0) que nao inter-

ceptam a curva de descontinuidade 2, como podemos observar na Figura 2.16.

Para isso, consideramos se¢oes 11 e I, , transversais em (0, 0) aos campos Z e Z, p, respec-
tivamente. Como essas secoes transversais sao homeomorfas a R, podemos escolher um
homeomorfismo g : ¥ — X, para o qual g(0) = 0. Vamos supor que U = AUBUC, onde
A é aregiao esquerda da curva W$(0,0)U{(0,0) }UW?(0,0), B é a regiao acima das curvas
W:(0,0)u{(0,0)}UW(0,0) e C aregiao a direita da curva W (0,0)U{(0,0)} UW*(0,0).
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Observemos que temos o segmento deslizante definido em ambos os campos e podemos
tomar uma vizinhanca da origem para a qual nao tenhamos pontos criticos para Z°e Z; ,.
Portanto, pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe um homeomorfismo h que conjuga os

campos deslizantes.

Na regiao A, definamos:

hp) = { soxa(—t(p),ﬁ(so)c(t(p),p))) se p € Ej NA, 2.5)
Oy, (—t(p), h(py (t(p),p))) sepe X NA
Para p € BN U, existe um tnico ¢t = t(p) para o qual
h(p) = ox,(—t(p), 9(¢x (t(p).p))) (2.6)

Por 1ultimo, para os pontos da regiao C', procedemos como na Proposicao 2.5.1 para a
construgao do homeomorfismo n que nos da uma ¥-equivaléncia entre Z e Z,;, visto que

preserva as regioes da curva de descontinuidade.

Para os pontos criticos hiperbdlicos do segmento de deslizamento Z° consideraremos ape-
nas o caso a < 0 e b < 0, os outros casos sao analogas. Procedemos da seguinte forma.
Em primeiro lugar, uma vez que o campo vetorial deslizante Z; ,(r) = ax, temos que
(Z;) (x) = a < 0 e assim o ponto (0,0) e um ponto critico hiperbélico para os campos
deslizantes Z;, e Z°. Logo pelo Teorema de Hartmann-Grobman existe um homeomor-

fismo h: ¥ — Yo, definido em uma vizinhanga (0,0) em ¥ que conjuga os campos Z° e
Zg b-

Como ambos os campos sao transversais a Y definido em uma vizinhanca da origem,
temos que para todo p € ¥ N U e pelo Teorema da Funcao Implicita existe um tinico

t =t(p) € R para o qual px(t(p),p) € XN U. Analogamente se tem parap € ¥~ NU.

Deste modo, podemos definir a Y-equivaléncia h como se segue:

ox,,(—t(p), h(px(t(p).p))) sepeStNU,
h(p) = h(p) sepEXNU, (2.7)
ey, (—t(p), h(gy(t(p),p))) sepe L™ NU.

onde h ¢é continua e satisfaz h(pz(t,p)) = ¢z, ,(t, h(p)). O
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2.6 Bifurcacoes Locais de Codimensao 1
Consideremos um Sistema Planar de Filippov dependendo de um parametro o € R™:

X(o,z,y)  (v,y) € X7

Z(, 2,y) = {Y(O%y) (z,y) € %,

que denotaremos por Z, = (X,, Y,) para esclarecer quais sdo as componentes do campo
vetorial. Ainda mais, assumiremos que X, e Y, sao campos vetoriais de classe C", r > 1,

para todo a € R” em um conjunto aberto U e

Yo =A@ y) eU: fla,z,y) >0} e X ={(z,y) €U: falz,y) = fla,z,y) <0},

para alguma fungao continua f(«,z,y) com gradf(a, z,y) # 0 para todo (a, z,y) tal que
fla,z,y) =0.

Defini¢ao 2.6.1. Dizemos que Z, = (X, Ya.) apresenta uma bifurcacio em a = o
se para uma perturbacao arbitrariamente pequena do parametro temos um sistema nao

Y-equivalente. Uma bifurcagao tem codimensao um se a € R.

Todas as bifurcacoes do Sistema Planar de Filippov Z, = (X,,Y.), a € R", podem ser
classificadas como locais ou globais. Uma bifurcacao local é aquela que podem ser com-
pletamente analisada por mudancas nas propriedades de estabilidade local, por exemplo

em singularidades, érbitas ou curvas invariantes.

Todas as outras bifurcacoes que envolvam ciclos, érbitas periddicas, pseudo-ciclos e ligacoes

de selas ou pseudo-selas sao classificadas como bifurcacoes globais.

Nesta secao descrevemos as bifurcacoes locais de codimensao um que podem acontecer em
Sistemas Planares de Filippov Z, = (X,, Y,), a € R. Apresentaremos forma normal em
cada caso, isto é, um Sistema Polinomial para X, e Y, tal que qualquer Sistema Planar
de Filippov satisfazendo as condigoes de bifurcagao é localmente topologicamente equiv-
alente a ele e. Nao apresentaremos as provas das formas normais para cada bifurcacao

local, mas elas podem ser encontradas em [9].

Para tal, consideramos os campos Zy, = (X, Yy) com Xy = {(z,y) : f(0,z,y) = 0}

para os quais

e (0,0) € Xy é uma cuspide-regular para X, isto é, X f(0,0) = X2f(0,0) = 0,
X3£(0,0) # 0 e Y f(0,0) # 0, ou (0,0) é uma cispide-regular para Y ou,
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e (0,0) € ¥y é um ponto de equilibrio hiperbdlico para X ou Y ou,

e (0,0) € ¥y é um ponto de dobra-dobra, ou seja, é um ponto de dobra para X e para

Y, mais precisamente, X f(0,0) =Y £(0,0) =0 é X2f(0,0) # 0 # Y2£(0,0) ou,

e (0,0) € ¥y é uma sela-né para Z°, isto é, Z°(0,0) = (Z*)'(0,0) = 0e (Z°)"(0,0) # 0.

2.6.1 Colisoes de Equilibrios com X

Suponhamos que exista um equilibrio hiperbdlico @), com valores préprios simples, em
Y, para a < 0 que colide, com uma velocidade diferente de zero, em >, e X, é transversal
a X, na origem. Desta maneira, sempre temos definido o segmento deslizante, ao passo
que (0,0) € 3, pertence a 90X, NIXE, 0¥ NOXE ou 0¥ 0NEE. Dado os comportamentos
locais indicados na secao 2.5, podemos assumir que Y, € localmente uma linha reta e que

X, é ortogonal a ¥, em uma vizinhanca de @), para valores de o préximos de zero.

Bifurcagao Foco - X

Suponhamos que o foco @), é instavel quando a < 0 e tem rotacao no sentido anti-horario

nas proximidades do foco.

Existem cinco casos denotados por BF;, ¢« = 1,2,3,4,5. Em todos os casos, existe um
ponto de tangéncia visivel para a < 0 e um ponto tangente invisivel para a > 0. Os casos
sao distinguidos pela posicao do foco e o comportamento da érbita partindo do ponto

tangente visivel em X, bem como pela diregdo do movimento em ¥},

Os desdobramentos dessas singularidades sao apresentados na Figura 2.17. No casos
BFy, BF, e BF3, temos um segmento deslizante estavel para o = 0 que se afasta do
equilibrio ou se aproxima dele. Por outro lado, nos casos BF, e BFj, a Orbita deslizante

é instavel.

No caso BFi, um ciclo estavel L, envolve o foco instavel @), para a < 0. O segmento
deslizante do ciclo termina no ponto tangente visivel T, e comeca num ponto onde a
trajetoria do foco se encontra em X, transversalmente, localizado entre T,, e uma pseudo-
sela P,. O dominio de atracao do ciclo é delimitada pelas separatrizes estaveis de P,.
Quando o — 0, o ciclo estavel se encolhe, enquanto os trés pontos, ), T, e P, colidem
simultaneamente em ()y. Por outro lado, para a > 0 com a — 0, nao existem pontos de
equilibrio ou ciclos e a érbita deslizante estavel comeca no ponto de tangéncia invisivel

T,. Essa bifurcacao ilustra o desaparecimento de um ciclo estavel.
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Figura 2.17: Bifurcagoes Foco - 3.

Nos casos BF) e BF3, os ciclos existem para a < 0.
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No caso BFj3, a trajetoria saindo a partir do ponto de tangéncia visivel T, para o < 0
pequeno, retorna para Y, a direita do pseudo-sela P,. Assim, nao existem ciclo. Os

retratos do estado para a =0 e a > 0 sao como no caso BF}.

No caso BF3, um ciclo estavel L, passa através do ponto de tangéncia visivel T, em
torno do foco instavel (), para a < 0. Contrariamente ao caso BF}, nao tem pseudo-
equilibrio nas proximidades. Quando o — 0, o ciclo estavel se encolhe e o foco ), colide
com o ponto tangente T,. Para a > 0 pequeno, nao existe ciclos e todas as trajetorias
proximas tendem a um pseudo-equilibrio estavel P, que existe perto do ponto de tangéncia

invisivel T,. Essa bifurcacao implica no desaparecimento catastréfico de um ciclo estavel.

No BFy, o ponto de tangéncia visivel T, presente quando o < 0 pequeno comeca em
uma Orbita deslizante instavel. Como o foco ¢ instavel, todas as trajetérias deixam uma
pequena vizinhanca do equilibrio (). O mesmo ocorre para a > 0 com a tunica diferenca

que existe um pseudo-equilibrio instavel P, préximo do ponto de tangéncia invisivel T,.

No ultimo caso BFj, nao existe um né atrator perto da bifurcacao @)y, que pode ser
visto como a colisao de uma pseudo-sela P, com o ponto de tangeéncia visivel T, e o foco

Q. quando o — 0. Apds a colisao, temos apenas um ponto tangente invisivel T,.

Para o caso em que Q,, a < 0, seja um foco estavel, o sentido do fluxo na vizinhanca
de @), tem sentido horario e o fluxo do campo X tem sentido contrario aos mostrados na
Figura 2.17.

A forma normal para BF; é dada por

0
X = 1) sey+a <0,
Lo =
T — 2y
Y = se y+a >0,
4x
\
para BF, por
( 0
X—( 1) sey+a >0,
Lo =

T —2y
Y sey+a <0,

{ 3z
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e para BF3 por

As formas normais BF; e BF5 podem ser obtidas a partir de BF, e BF3, respectivamente,
definindo

Bifurcagao N6 - X

Suponhamos que o né @, é estavel quando a < 0. Dependendo do sentido do movimento

em X

«?

existem dois casos: BN; e BNy. Os desdobramentos das singularidades BN 5
sao apresentados na Figura 2.18. No caso BNj, o equilibrio ¢y é um atrator com uma
orbita deslizante estavel. No caso BN,y o equilibrio Q) é instavel, mas tem um setor de
orbitas entrantes, delimitado pela orbita deslizante instavel e a curva que leva ao n6. Em
ambos os casos, tem-se um ponto de tangéncia visivel quando o < 0, e um ponto tangente

invisivel para a > 0.
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No caso BN7, um no estavel (J, e um ponto tangente visivel T,, coexistem quando o < 0.
Eles colidem em Qg quando o = 0 e sao substituidos por um pseudo-né estavel P, e um
ponto tangente invisivel T,, para a > 0. Essa bifurcacao ilustra como um né estavel pode

tornar-se um pseudo-né estavel.
No BN,, um pseudo-sela P,, o né estavel ), e ponto de tangéncia visivel T, coexis-
tem para a < 0, enquanto existe somente um ponto tangente 7, para o > 0. Essa

bifurcacao ilustra um desaparecimento catastréfico de um né estéavel.

As formas normais para BN, 5 sao dadas por:

(
0
X = se y+a >0,
Fl
Lo =
-3z — 2
Y = T se y+a <0,
\ —x — 3y

respectivamente.

Bifurcacao Sela - X

Quando ), com o < 0 é uma sela, existem trés casos: BS7, BS; e BS3. Os desdobra-
mentos correspondentes sao apresentados na Figura 2.19. Em todos os casos, existe um
ponto de tangéncia invisivel para a < 0, e um ponto de tangeéncia visivel para a > 0.

Estes pontos delimitam os segmentos deslizantes em 3.,,.

No caso BSi, uma sela em (), coexiste com uma pseudo-sela P, e um ponto tangente
invisivel T,, para a < 0. Estes trés pontos colidem para a« = 0 e é substituido por um

ponto de tangencia T, para a > 0.

No caso B.S;, uma sela em (), coexiste com um ponto tangente invisivel T, e um pseudo-
no estavel P, para a < 0, enquanto somente existe um ponto tangente visivel T, para

«a > 0. Essa bifurcacao ilustra um desaparecimento catastréfico de um pseudo-no estavel.

No dltimo caso BS3, para a < 0 uma sela em X, coexiste com o ponto tangente in-
visivel T,, enquanto para o > 0, existe uma pseudo-sela P, e um ponto tangente visivel

T,. Essa bifurcacdo mostra como uma sela pode tornar-se uma pseudo-sela.
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a<0 a=0 a>0

a<0

Figura 2.19: Bifurcagoes Sela - 3. Nos casos BS; e B.S;, um pseudo-né estavel desaparece
catastroficamente, enquanto uma sela torna-se uma pseudo-sela no caso B.Ss.

A forma normal no caso BS; é dada por

(
0
X:( 1) se y+ a >0,

—r+3
Y = oy sey+a<0.
{ 3r — 2y

As formas normais para BS; e BS3 tém o mesmo X e X, mas

Oy —
y— 7Y
r+y



2.6. BIFURCACOES LOCAIS DE CODIMENSAO 1 50

-3
y=|[*"%
-3z +y

2.6.2 Colisoes de Pontos Tangenciais

no caso BS, e

no caso BS;s.

Em Sistemas Planares de Filippov da forma Z, = (X,,Y,), @ € R, podemos esperar os

seguintes casos:
e colisao de um ponto de tangéncia visivel e um ponto de tangéncia invisivel em X4,

e colisao de um ponto de tangéncia visivel em X, e um ponto de tangéncia visivel em
Yo,

e colisao de um ponto de tangéncia visivel X, e um ponto de tangéncia invisivel Y,

e colisao de um ponto de tangéncia invisivel em X, e um ponto de tangéncia invisivel

em Y,.

Em seguida, analisaremos estas possibilidades em detalhe.

Tangéncia Cibica

Suponhamos que para a < 0 o campo vetorial Y, tem dois pontos de tangéncia quadratica:
um invisivel e um visivel. Estes pontos de tangéncia colidem em o = 0 formando um ponto
de tangéncia cubica Ty. Consideremos que Y, é localmente transversal a ¥, para a > 0
e que o campo vetorial X, é transversal a X, proximo a Ty para todo a pequeno. Pode-

mos supor, sem perda de generalidade, que Y, ¢ uma linha reta e que X, é ortogonal a ¥,

Sob essas suposicgoes, existem dois casos, D17 e DT;, correspondente a trajetoria que

passa através de Ty. Os desdobramentos dos casos sao apresentados na Figura 2.20.

No caso DT}, existe um segmento deslizante estdvel entre T} e T2 para o < 0. Quando
«a = 0 existe uma tunica trajetoria que cruza Ty tangencialmente a g, enquanto todas as

outras orbitas cruzam Y. Para a > 0 todas as trajetérias cruzam ..

No D15, existem dois segmentos deslizantes estavel para o < 0, separados por uma regiao
de costura entre T! e T2. O movimento comeca no segmento deslizante esquerdo con-
cluido em T! e continua em ¥ ao longo de uma érbita que alcanga o segmento deslizante

direito. Em o = 0 a regiao de costura desaparece e uma orbita deslizante ininterruptivel
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a<0 a>0

Figura 2.20: Bifurcagoes de Tangéncia Cubica. DTi: Aparigao de um segmento deslizante
estavel. DT,: fechamento de uma regiao de costura.

aparece para a > 0.

As formas normais no caso DT 5 sao dadas por:

' 0
Xz( 1) sey > 0,

0
Y, = sey < 0.
\ +(a + 2?)

Dois Pontos Tangenciais Visiveis

Suponhamos que, para todo « suficientemente pequeno, Y, tem um ponto tangente
quadratico visivel TV e Yo, enquanto X, tem um ponto tangente quadratico visivel
TO(?) € Y¥,. Além disso, suponhamos que para @ = 0 estes pontos tangentes colidem,
isto é, Tél) = TéZ) = Ty, enquanto que a sua velocidade, com respeito ao parametro, é
diferente de zero. Podemos supor que Y, é uma linha reta. Entao, sob estas suposigoes,
existem dois casos genéricos criticos, V'Vi e VVa, em que os vetores X (Tp,0) e Y (Tp,0)
sao colineares ou anti-colineares, de modo que T é um ponto de deslizamento singular. A

Figura 2.21 apresentamos os desdobramentos dessas singularidades, assumindo que Tc(yl) é

)

localizado & direita de T para a < 0 e a esquerda para a > 0. Para a = 0, no caso V'V,
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Figura 2.21: Colisoes de dois pontos tangénciais quadraticas quando ambos sao visiveis.
VVi: Fechamento e abertura de uma regiao de costura. V'Vs: Aparicao de um segmento
deslizante estavel.

existe um segmento deslizante que contém o ponto de deslizamento singular, enquanto no

caso V'V, esta presente somente um ponto de deslizamento singular.

No caso V'Vi, os pontos tangentes 7 M e T delimitam um segmento de ¥, que é atrav-

essada por érbitas que vao de X7 a X7 quando «a < 0, e no sentido oposto para « > 0.

No caso V'V,, os pontos tangentes TV e T delimitam um segmento deslizante estavel

contendo uma pseudo-sela P, para o # 0 pequeno.

As formas normais para os casos V'V; o sao dadas por:

( 1—2z
X = se y > 0,
x

+1
Y, = sey < 0.
Fla+x)

Um Ponto Tangencial Visivel e um Invisivel

Suponhamos que existem dois pontos de tangéncia quadratico, T(gl) invisivel e Téz) visivel,
entao existem tres casos: VI, quando Xy = X, e dois casos, V' Iy e VI3, quando Xy = 2.

Os desdobramentos destas trés singularidades sao mostrados na Figura 2.22.

No caso VI, todas as drbitas, exceto uma, cruza X, para o« = 0. No caso VI, as
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a=0 a>0

Figura 2.22: Colisoes de pontos tangéncias visiveis e invisiveis.

trajetérias em X sdo menos encurvado do que aqueles em X7, enquanto que o contrario
é verdadeiro no caso VI3. Isto resulta movimentos deslizantes em direcoes opostas. Ob-
servemos que o segmento deslizante ¢ estavel sobre um lado de Tj e instavel na outro lado.
Similar aos casos anteriores, os desdobramento no caso V' I; gera um segmento deslizante
delimitado pelos pontos tangentes 7 Moe para a > 0 e a < 0. No entanto, este seg-
mento deslizante é instavel para a < 0 e estavel para a > 0. Os desdobramento nos casos
VI, e VI3 tem uma regiao de costura entre 7t e T no segmento deslizante. Em ambos
casos, existem segmentos deslizantes disjuntos de estabilidade oposta para a # 0. Além
disso, no caso VI, existe uma pseudo-sela para qualquer o # 0 pequeno, enquanto que
no caso VI3 um pseudo-né instavel existente para a < 0 é substituido por um pseudo-né
estavel para a > 0. Em outras palavras, temos um desaparecimento catastrofico de um

equilibrio pseudo-estavel.

As formas normais para casos VI o sao dadas por:

( 11—z
Xz( ) se y > 0,
2z

+1 -2
Y, = sey <0,
\ +(a+ )
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a<0 a=0 a>0

e para VI:

Dois Pontos Tangenciais Invisiveis

Finalmente, suponhamos que os dois pontos de tangéncia quadréatica colidindo sao in-
visiveis. Existem dois casos com relacao ao ponto 7y como observamos na Figura 2.23.
No caso I1;, para a = 0 existe um segmento deslizante, o qual é estavel sobre um lado de
T e instavel em outro lado. No caso I3, o ponto Ty é um pseudo-foco estavel. Para o caso
de um pseudo-foco instavel podemos estendé-lo, invertendo todas as setas nos retratos de

fase.

Os desdobramento no caso I, existe uma regiao de costura entre Tél) e T, C(f) no seg-
mento deslizante. Existem segmentos de estabilidade deslizante disjuntos oposto para
todo a # 0 suficientemente pequeno, mas os né atratores sao envolvidos.

) e T{¥ delimitam um tnico seg-

No caso Il,, os pontos de tangéncia quadratica T
mento deslizante para todo a pequeno, onde é estavel para o < 0 e instavel para a > 0.
Além disso, o segmento deslizante contém um pseudo-né P,, que é estavel quando o < 0

e instavel para o > 0. Finalmente, existe uma tnica orbita periddica estavel L, para
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Figura 2.24: Bifurcagoes pseudo-sela-no.

a > 0. Esta orbita periddica regular diminui juntamente com o segmento deslizante e
desaparece quando o > 0 com a — 0. Assim, um pseudo-né estavel existente para o < 0
é substituido por um pseudo-né instavel e uma orbita periddica estavel. Portanto, essa

bifurcacao pode ser chamada bifurcacao supercritica pseudo-Hopf.

O sistema,

—1—-x
Y:( ) se y < 0,
\ —

¢ uma forma normal para a bifurcagao supercritica pseudo-Hopf, isto é, no caso 5.

A forma normal para [1; é dado por

2.6.3 Colisoes de Pseudo - Equilibrios

Ao variar «, dois pseudo-equilibrios podem colidir e desaparecer através da bifurcacao
sela-no, que pode apropriadamente ser chamada neste caso uma bifurca¢ao pseudo-sela-

no. Na Figura 2.24 ilustramos esta bifurcacao no caso de um segmento deslizante estavel.
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A forma normal para essa bifurcacao é dado por:

( 0
X = . sey >0,

a + 22
Ya:< . > se y < 0.
\

2.7 Bifurcacoes Globais de Codimensao 1

Apresentamos as bifurcagoes globais que podem acontecer em Sistemas Planares de Filip-
pov da forma Z, = (X,,Ys), @ € R, que podem ocorrer em 7 U X7, envolvendo curvas

invariantes, ligacoes de selas, érbitas periddicas e ciclos ou entre outros.

2.7.1 Bifurcagao em Ciclos

O Sistema Z = (X,Y') pode ter solugdes periddicas que se encontram inteiramente conti-
das em X" ou X7, isto é, X ou Y podem conter ciclos limites. Todas as outras solucoes
periddicas podem ser naturalmente subdividida em duas classes: as solugoes periddicas
que possuem um segmento deslizante em 32, solucoes periddicas deslizantes, e aqueles que
tém apenas pontos isolados em comum com Y3, isto é, solucoes periddicas de costura. Note-
mos que uma solugao peridédica pode cruzar através da fronteira do segmento deslizante.
Assim, as érbitas correspondentes a solucoes periddicas serao chamadas orbitas periddicas

e ciclos como observamos nas definigoes 2.3.1 e 2.3.2, respectivamente.

Observamos também que os ciclos podem também atravessar > e tém mais do que um
segmento deslizante, enquanto que as orbitas periddicas podem voltar a ¥ mais do que
duas vezes. Daqui em diante, consideramos as orbitas peridédicas mais simples possiveis
e nao apresentamos retratos de estado que podem ser obtidos a partir das consideradas,

invertendo todas as setas.

Colisao de um ciclo limite com X

Um ciclo limite pode colidir com Y. Isto é chamado bifurcacao touching, grazing ou
sliding-grazing. O caso mais simples é um ciclo limite que toca um ponto de dobra-
regular 7 num segmento deslizante X3 para a = 0 chamado ciclo tangente. Dois casos
genéricos criticos, T'C' o, sao possiveis, dependendo da estabilidade do ciclo tangente L
a partir do interior em o = 0. No caso T'C}, o ciclo tangente Ly é estavel a partir do

interior, ao mesmo tempo que é instavel em caso T'Cj.
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a<0

a<0

Figura 2.25: Bifurcagoes de Ciclos Limite com X

Os desdobramentos das singularidades T'C'; sao apresentados na parte superior da Figura
2.25. Para a < 0 existe um ciclo limite L, C ¥ que ¢ estavel e que tem a distancia
O(a) # 0 em X, para « suficientemente pequeno. Entao, para o > 0, esta érbita periddica

se torna num ciclo.

O diagrama de bifurcagao no caso T'Cy também é mostrado na Figura 2.25. Para o > 0
existe um ciclo limite instavel L? C X7 e um ciclo L. Uma vez que para o > 0, nenhum
ciclo limite permanece, essa bifurcacao se assemelha a bifurcacao sela-né de ciclos limites

em sistemas continuos.

Surgimento de um ponto tangencial ciibico no ciclo

O aparecimento de um ponto tangencial cibico dentro de um segmento deslizante é uma
bifurcagao local no caso DT5. Quando isto acontece num ciclo, causa uma mudanca global
do retrato de fase ilustrado na Figura 2.26. Assumimos que um ciclo L, existe para o < 0
e que um ponto de tangéncia ctibica Ty aparece no segmento deslizante em o = 0. Para

a > 0, dois pontos de tangéncia quadratica visiveis, T e T2, aparecem e interrompe
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a=10

Figura 2.26: Desconexao deslizante

%
......... Y

a=0 a>0

Figura 2.27: Bifurcacao Buckling

o segmento deslizante, de modo que o ciclo L, tem dois segmentos deslizantes. FEsta

bifurcacao é conhecida como multi-sliding ou desconexao deslizante.

Regresso a um ponto de tangéncia invisivel

Suponhamos que existe um ciclo L, para a < 0 e que, para a = 0 um pedaco do ciclo
retorna para o segmento deslizante em um ponto tangente quadratico invisivel Tél) como
observamos na Figura 2.27. Se o ponto de retorno de L, em ¥, passa com uma velocidade
diferente de zero desde o segmento deslizante para a regiao de costura em o = 0, entao para
a > 0, o ciclo continua mas entra em X antes de regressar para o segmento deslizante.

Isto é uma bifurcacao buckling ou sliding switching.

Regresso a um ponto de tangéncia visivel

O caso de uma érbita periddica comecando e retornando para o mesmo ponto de tangéncia
quadratica visivel em a = 0 é mais complicado. Assumindo genericidade em relacao ao
parametro, existem dois casos distintos mostrados na Figura 2.28. A orbita critica L

pode ser um ciclo (caso SC) ou uma 6rbita periédica (caso CC).
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a<0

Figura 2.28: Bifurcagoes Crossing: SC" Ciclo critico; C'C: Orbita periddica critica.

Em ambos os casos, existe um ponto tangente quadratico 7. M de Y, para todo |«| sufi-

cientemente pequeno.

No caso SC, o ciclo L,, com dois segmentos deslizantes existentes quando a < 0, é
substituido por um ciclo com apenas um segmento deslizante para o > 0, uma vez que a

orbita atravessa X perto de To(él). Chamamos essa bifurcacao simple crossing.

No caso CC, para a < 0, existe um ciclo L, com um tnico segmento deslizante que
termina em 7.\, Este segmento deslizante diminui quando o — 0 e origina uma 6rbita
periddica passando por Tél) quando a = 0. Para a > 0, existe uma tnica orbita periédica
estavel. Portanto, essa bifurcacao implica uma transicao de um ciclo para uma Orbita

periédica estavel chamado de sliding-crossing.

2.7.2 Bifurcagoes Pseudo-homoclinicas

Um pseudo-equilibrio P, de Z, = (X,,Y,), @ € R, pode ter uma érbita deslizante que
comeca e retorna a ele em a = 0. Isto é possivel se Fy é um pseudo-sela-né ou uma
pseudo-sela. Além disso, uma sela (), pode ter uma ligacdo homoclinica contendo um

segmento deslizante em o = 0.
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a=0 a>0

Figura 2.29: Bifurcacao de uma ligacao homoclinica deslizante a uma pseudo-sela-né

Figura 2.30: Bifurcacao de uma ligagao homoclinica deslizante a uma pseudo-sela.

Ligacao homoclinica deslizante a uma pseudo-sela-né

Uma aparicao de uma pseudo-sela-né dentro de um segmento deslizante é uma bifurcacao
local discutido em 2.6.3. Se a pseudo-sela-né aparece em um ciclo L, provoca uma mu-
danca global do retrato de fase tal como mostramos na Figura 2.29, onde o ciclo L, existe
para a < 0 e uma pseudo-sela-né F, aparece no segmento deslizante em a = 0. Entao,
para o > 0, uma pseudo-sela P! e um pseudo-n6 P? aparecem e interrompem o movi-
mento peridédico, de modo que nao existe um ciclo para a > 0. Todas as orbitas proximas
se aproximam al pseudo-né estavel P? para a > 0 . Esta bifurcagao é completamente

analoga a bifurcacao de uma ligagao homoclinica a uma sela-no.

Ligacao homoclinica deslizante a uma pseudo-sela

Um ciclo L, pode colidir com uma pseudo-sela. Observamos na Figura 2.30, o ciclo L,
existe para a < 0 e se torna numa ligagao deslizante homoclinica Hy em o = 0. Nao existe
uma oOrbita periddica para a > 0. Esta bifurcacao é completamente analoga a bifurcagao

de uma ligacao homoclinica a uma sela.
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Figura 2.32: Bifurcacao de uma ligacao heteroclinica entre pseudo-selas.

Ligacao homoclinica deslizante a uma Sela

Um ciclo L, podem colidir com uma sela @, € X} conforme observamos na Figura 2.31.
O ciclo para a < 0 toca a sela @)y para @ = 0 e desaparecem para o > 0, onde é outra

bifurcacao catastrofica.

2.7.3 Bifurcagoes Pseudo-heteroclinicas

Completamos nossa lista de bifurcagoes globais de codimensao um considerando também
duas possibilidades bastante simples relacionadas com érbitas heteroclinicas entre pseudo-
selas e selas. Notemos que também existem bifurcacgoes triviais envolvendo orbitas que

conectam dois pontos de tangéncia, ou um ponto com um pseudo-no.

Ligacao heteroclinica entre duas pseudo-selas

Para todo a € R existem duas pseudo-selas P! e P? como observamos na Figura 2.32.
Se a < 0oua >0, Ple P?nao estao ligadas por uma trajetéria heteroclinica. Quando

a = 0, existe uma ligacao heteroclinica para Pj e P? dando origem a uma bifurcagao.
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a>0

Figura 2.33: Bifurcacao de uma ligacao heteroclinica entre uma pseudo-sela e uma sela.

Ligacao heteroclinica entre uma pseudo-sela e uma sela

Para todo a € R existem uma sela @, e uma pseudo-sela P! como observamos na Figura
2.33. Sea < 0oua >0, Q,e P! nio estdo ligadas por uma trajetéria heteroclinica.
Quando « = 0, observamos uma ligagao heteroclinica para @)y e P} dando origem a uma

bifurcacao.



CAPITULO

3| Modelo Tipo Gause Predador

- Presa

Neste capitulo, vamos analisar as bifurcagoes locais e/ou globais de um modelo popu-
lacional para duas populagoes com descontinuidade e interacao de dois parametros: ex-

ploracao e protecao das populagoes que interagem.

3.1 Descricao do Modelo

Sejam x > 0 e y > 0 as populagoes das presas e predadores e somente os predadores pode
ser capturados. O caso onde a populacao das presas caia abaixo de um valor critico P,
isto é, x < P, um mecanismo de protegao ¢ posto em pratica, impedindo que estas sejam

consumidas pelos predadores. Este modelo é descrito da seguinte forma:

a)

y=yl[-d—qkFE],
onde

o [p (1 — %)] descreve o crescimento logistico das presas com p > 0 a taxa de
crescimento sem predacao e 0 < P < K, onde K é a capacidade de suporte do meio

para as presas na auséncia de predadores.

e y[—d — qF] descreve o decrescimento dos predadores com d > 0 a taxa de mortali-

dade, ¢ > 0 é o coeficiente de capturabilidade e & > 0 o esforco de capturabilidade.
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Por outro lado, quando a populacao de presas é superior a P, isto é, x > P, seu mecanismo

de protecao é desativada e passam a ser consumidas pelos predadores. Este modelo é

descrito da seguinte forma:

onde

Pa— (1-2)-
-y K) 1+ abx

cax
|1+ abx

—d—qE},

p(r) = 1 . expressa um aumento desacelerado no consumo uma vez que aumentam

1
b )
a > 0 é uma taxa de consumo dos predadores e b > 0 o tempo entre a presa sendo

as presas consumidas até aproximar-se assintoticamente a uma constante +, onde

encontrada pelo predador,
—yp(z) é o consumo de presas por unidade de tempo por cada predador,

cyp(zx) é a conversao de presas consumidas em novos predadores, onde ¢ > 0 é taxa

de eficiencia com que o predador capturou a presa.

Este modelo é descrito por um Sistema Planar de Filippov:

( T ay
1— 2) —
m%( K) 1+am]
X(x,y) = se x> P,
-
abx
Z(z,y) = (3.1)
ole(t-%)
Y(z,y) = se 0<z<P,
\ y[_d_qE]
onde K > P e

5t o= {(z,y) €eR?:y >0, f(z,y) =2 — P >0},
Y = {(z,y) eR*:y >0, f(z,y) =2 — P =0},
¥ o= {(z,y) eR?:2>0,y >0, f(z,y) =2 — P <0}
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3.2 Estudo do campo Y

Os pontos de equilibrio de Y sdo dados por (0,0) e (K,0). A matriz Jacobiana do campo

vetorial é

LK~ 2 0
DY (z,y) = K( . ) i B (3.2)

onde
detDY (0,0) = —p(d+qFE) <0 (3.3)

o que implica que (0,0) é um ponto de sela.
No outro equilibrio (K, 0) temos

detDY (K,0) = p(d+qFE) >0,
DY (K,0) = —(p+d+qE) <0,
A = (trDY (K,0))? — 4detDY (K,0) = 2d2 + 2¢dE + (p — dE)? > 0.

e logo (K,0) é um no estavel.

Observamos que o campo Y nao possui ciclos limite pois § = —(d + ¢FE)y é sempre

negativo para todo y > 0.

3.3 Estudo de campo X

Os pontos de equilibrio de X sao (0,0), (K,0) e

(2,47 = ( d+ qF cp(aK(c— (d+ qFE)b) — (d+qE)))
W= a(c — (d+ qE)b)’ a’K(c— (d+ qE)b)? ’

Dado pela descri¢ao do modelo, (z*,4*) é um ponto do primeiro quadrante.

Como d + gE > 0 e a > 0 precisaremos que ¢ — (d + ¢E)b > 0 para que z* > 0.

Além disso

. cplaK(c— (d+qE)b) — (d+g¢E))
v 2K (c — (d + qE)b)? ’

logo y* > 0 se aK(c— (d+ qE)b) > d+ qE > 0.

Para que (z*, y*) esteja no primeiro quadrante basta supor que aK (c— (d+¢qFE)b) > d+qF
ec> (d+qE)b.
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O determinante e o trago da matriz Jacobiana de X em (z*,y*) so

detDX (z*,y) — LT aB) k(e <d; aF)) = bld + qE))

p(d+ qE)(abK (b(d + qF) — ¢) + b(d + ¢E) + ¢) |

trDX (z*, y* =
rDX (x*,y") acK(b(d+ qF) — c)

Como aK(c— (d+ qE)b) > d + qF temos que detDX (z*,y*) > 0 e se z* < “bglgb_l entao
* * * abe

abK (b(d+qE)—c)+b(d+qE) +c¢ < 0 e trDX (2*,y*) > 0. Analogamente, se 2* > 2254

entdao abK (b(d+ qE) —c) +b(d+qFE)+ ¢ > 0 e trDX (z*,y*) < 0. Assim concluimos que

a estabilidade de (z*,y*) é

e Um né estavel se z* > “b2Kb1 e A >0,

e Um né instavel se z* < “b2Kb1 e AN>0,

e Um foco estével se 2* > “bQKb Le A <O,

e Um foco instavel se z* < “szb Le A <O

Lema 3.3.1. Se z* < “b2Kb L e A <0, entdo (x*,y*) é um foco instdvel e existe um inico

ciclo limite globalmente assintoticamente estdvel em X no primeiro quadrante.

Demonstragao. Pelas as hipéteses, (x*, y*) é um foco instavel.

O campo X é do tipo Gause com

T

g9(z) =p<1 - g) , plz) =

axr caxr

1+ abz’ a(2) 1+ abz’ i ta

Para garantir a existéncia de um tnico ciclo globalmente assintoticamente estavel vamos

usar o Teorema 1.4.3. De fato,
i) g(x)>OseOSx<K,g(K):r(1—%):0eg(x)<Ose:L’>K,
“) p(O) =0, p/(l‘> = (1+abz)2 >0,

i1i) q(0) =0, ¢(z) = (1+ab:}c)2 >0,
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iv) Como
wf ) 4 gle) — o@D LI (1o L)y (1- L) L
p@) _ K K K/ 1+ abx
—7 +q() 4B
14 abx 1
px(2abr — abK + 1)
K(ax(b(d+ qF) —c¢) +d+ qF)
B px(2abr — abK + 1)
- Ka(c—b(d+ qE))(z — x*)
calculando sua derivada temos
1 2pab ,  4pabx* pr*
- _— br* +—|.
a(c — (d+ qE)b)(x — x*)? ( K i K T part K
Como
! >0

alc — (d+qE)b)(x — x*)? —

seja , ;
2pab ,  4pabx* . pxF
F(x) = ———
(x) K:U+ 7 x—l—pabx—i—K
uma parabola que abre para abaixo com discriminante
A 8p2abx* i
P (2abz™ +1 — abK) .
abK — 1 . , . .
Se z* < —oap temos 2abz* + 1 — abK < 0, isto é, Ap < 0. Assim F(z) possui no
a

maximo uma raiz real, implicando que F(z) <0 e

4 [ 9@ +9(x) = zg(x)
dz —y +q(x) =0

Portanto, o campo X possui um unico ciclo globalmente assintoticamente estavel no

primeiro quadrante. 0
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3.4 Estudo do Sistema Planar de Filippov

Para todo p € ¥ calculamos,

P

Xf(p) = X(p)-gradf(p)=P [p <1 - E) - %} :

Vi) = Y(p)-gradf(p) = Pp (1—%).

O campo vetorial do segmento deslizante

1
T Y () - Xf(p)

Z*(p) Yfp)X(p) - Xf(p)Y(p), peX

¢ dado por

o) = P(1 — abP)(Ky(d + ¢E) + cpP(P — K))

K(abP +1)

P
Como K > P, entao Y f(p) = Pp <1 — ?> >0 ese

B P ay
Xf(p)_P{p(l_f>_1+abP} >0,

entao

p (1 _ %) (1+ abP)

Yp = > .
a

Portanto concluimos que

¥ = {(z,y) eR*: =P, yp <y},
¢ = {(wy) eR*:w =P yp >y},

e = 0.
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O pseudo-equilibrio do Sistema Planar de Filippov (3.1)

P
pcP(l—?)
PN = (P =|P
( 7y1) ) d+qE )

existe se y; > y, pois PN € X°.

Por outro lado, se z* > P, isto é, a < %, entdo (z*,y*) é um equilibrio no
Sistema Planar de Filippov (3.1) e se a > % temos que (z*, y*) nao esta definido

no Sistema Planar de Filippov (3.1).

Como Y f(p) > 0 para todo p € X, existe um ponto tangente quando X f(p) =0, p € ¥°,

- Pp(l—%) (1+abP)

- 9 9

a

dado por

Pp(K — P)(aP(b(d+ qE) —¢) + (d + qE))

X2f(T) = X(T) - gradX f(T) = K(abP +1)

O ponto T é visivel se X2f(T) > 0, isto é,

d+qFE
P<a*= ,
‘ a(c —b(d+qF))
e invisfvel, X2 f(T) < 0, se
d+qFE
P>z = +4q

Lema 3.4.1. O equilibrio (z*,y*) e o pseudo-equilibrio PN ndo podem coezistir. Além

disso, PN ¢ estdvel se ¥° existe.

Demonstracao. Observamos que para o segmento deslizante Z*

<0

d (P(1—abP)(Ky(d+qE)+cpP(P - K)\ P(d+qE)(1 - abP)
dz ( K(abP + 1) ) B abP + 1

logo PN € ¢ é um pseudo-no estavel.
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Se (z*,y*) é um equilibrio no Sistema Planar de Filippov (3.1), isto é, * > P, entao

(R D) o

Y= = a d+qFE

logo y, > y1 e PN nao existe.

Analogamente, se PN existe, isto é, y; > yp, temos

P P
pcP (1 — E) p (1 - K) (1+abP)
> = acP > (14 abP)(a + qF)

d+qFE a
) d+qFE P —(d+qE)(baP + 1)
x +4q act” — (a+q&)(bal” +
* a(c— (d+ qE)b) a(c— (d+ qE)b)
Portanto, (z*,y*) nao esta definido no Sistema Planar de Filippov (3.1) O

3.5 Analise qualitativo global

Agora analisamos a parte global do Sistema Planar de Filippov (3.1). Para fazer isso,
podemos dividi-lo em dois casos:

Caso (A): Suponhamos que (z*,y*) é um foco instavel, isto é, z* < “b%lb_l e A <0,
e {2y o ciclo limite estavel em X. Seja €2 um ciclo limite do Sistema Planar de Filippov
(3.1) em Xt e Ly = (x1,,YrL,), R2 = (Tr,,Yr,) 08 pontos mais a esquerda e a direita do

ciclo limite 2.

Teorema 3.5.1. O Sistema Planar de Filippov (3.1) tém um ciclo limite Q globalmente

assintoticamente estdavel se, e somente se 0 < P < xp,.

Demonstragao. Se 0 < P < x,, entdo P < x* e (z*,y*) é um equilibrio em X, o ponto
tangente T" € visivel e o pseudo-equilibrio PN nao existe. Além disso, o ciclo limite {25 em
X encontra-se completamente no lado direito da linha z = P, isto é, em X7, logo 2 = Q,

como observamos na Figura 3.1 (a).

Por outro lado, para qualquer solucao partindo do ponto tangente 7" nao encontra-se
com Y devido a estabilidade de €25, logo tal solucao deve tender a €25. Além disso, qual-
quer trajetdria que se inicia em X1 e que chega a Y° ird se mover até T ao longo do
segmento deslizante e tende a €y. Portanto, qualquer trajetdria que se inicia em X con-

vergird para (s = (2.



3.5. ANALISE QUALITATIVO GLOBAL 71

5

=
=

.
1)

Predador y(t)
S

Predador y(t)

@

=
N

)

IS

e

?,—

=)

| | | | | 1 | 1 1 | | 1 | | 1 | | 1 )
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Presa x(t) Presa x(t)

(a) (b)

=)

Figura 3.1: Retrato de fase do Sistema Planar de Filippov (3.1) quando (z*,y*) é um foco
instavel. Escolhemos P como um parametro de bifurcacao e £ = 0.2 fixo. (a) P = 3.3;

(b) P =10.3.

Qualquer solucao que se inicia em ¥~ chegarda a x = P num tempo finito. Além disso, as
solugoes que chegaram a >° irao mover-se para 1" e tenderao a €2,. E claro que qualquer
trajetoria que alcanga a linha x = P abaixo do ponto tangente T, isto é, as trajetérias que
alcancam a X¢, entrarao na regiao X7, e consequentemente, tenderao a €),. Portanto, to-

das as solugoes do Sistema Planar de Filippov (3.1) finalmente se aproximam para {2, = 2.

Agora vamos mostrar que 0 < P < xp, ¢ uma condigdo necessaria para a existéncia
e estabilidade do ciclo limite Q. E claro que P < 0 nao ¢é possivel. Se P = x,, entao
contradiz a definigao do ciclo limite €2 do Sistema Planar de Filippov (3.1). Se P > xp,,
somente uma parte do ciclo limite € situa-se em X onde contradize a estabilidade global

do ciclo limite em X. Isso completa a prova. O
O seguinte teorema temos as condigbes para a existéncia do ciclo de Canard.
Teorema 3.5.2. Sao vdlidas,

(1) Eziste um ciclo tangente globalmente assintoticamente estdvel do Sistema Planar de

Filippov (3.1) se, e somente se xy, = P.

(2) O Sistema Planar de Filippov (3.1) tem um ciclo I' globalmente assintoticamente

estavel se, e somente se xp, < P < z*.

Demonstracdao. Temos:
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Predador y(t)
Predador y(t)

Il Il Il Il Il Il Il Il J T | Il Il Il Il Il Il J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Presa x(t) Presa x(t)

(a) (b)

Predador y(t)

Figura 3.2: Retrato de fase do Sistema Planar de Filippov (3.1) quando (z*,*) é um foco
instavel. Escolhemos P como um parametro de bifurcacdo e F = 0.2 fixo. (a) P = 10,
(b) P =20, (¢c) P =30. Ponto preto: (z*,y*). Ponto vermelho: PN

(1) Se xr, = P, entdo o ciclo limite Qy é tangente na linha z = P no ponto 7' como
observamos na Figura 3.1 (b). Logo existe um ciclo tangente €2 no Sistema Planar de
Filippov (3.1) e sua estabilidade é semelhante na prova do Teorema 3.5.1. Por outro
lado, P = x, é uma condicao necessaria para a existéncia e estabilidade global do

ciclo tangente no Sistema Planar de Filippov (3.1).

(2) Se xp, < P < z*, entdo (z*,y*) é um equilibrio no Sistema Planar de Filippov (3.1)
e o ponto tangente T é visivel. Além disso, o ciclo limite €25 ndao se encontra comple-
tamente em X7 e o pseudo-equilibrio PN ndo existe acordo com o Lema 3.4.1. Para
a existéncia do ciclo, precisamos provar que a solucao do Sistema Planar de Filippov

(3.1) comegando a partir do ponto tangente T chegard a um ponto A; € ¥°. Seja
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I'; a trajetoria que se inicia em T. De fato, a solucao que se inicia em T chegara

(z+5)(50—z)
50

servamos na Figura 3.2 (a). Isto indica que o I'; deve encontrar a ¥* no ponto Aj.

a parabola y = na regiao X7 devido & instabilidade de (x*,y*) como ob-
Claramente, A; # T, caso contrario, {2 seria um ciclo tangente. Além disso, I'y é um
arco tipo focal porque (z*,y*) é um foco instavel em X7 e X f(p) - Y f(p) < 0 em
p € (T, A;] C ¥*. Pelo Lema 3.4.1, nao existe o pseudo-equilibrio PN em ¥*, isso
indica que {X(p),Y (p)} é um conjunto linearmente independente para p € [T, A4].
De acordo com o Teorema 2.3.1, o Sistema Planar de Filippov (3.1) tem um ciclo
dado por I' = I'; UTA; como observamos na Figura 3.2 (a). Qualquer solucdo do
interior de I' deve atingir o segmento TA; C ¥* pois (2%, y*) é um foco instavel. Além
disso, qualquer solucao que se inicia no ponto exterior de I' converge para o ciclo I' e
a prova é semelhante do Teorema 3.5.1. Por conseguinte, existe um ciclo globalmente

assintoticamente estavel do Sistema Planar de Filippov (3.1).

Agora vamos provar que xy, < P < z* é uma condi¢ao necessaria para a existéncia e
estabilidade do ciclo. Observamos que xj, < P, caso contrério, a condicao P < xp,
garante a existéncia e a estabilidade do ciclo tangente ou ciclo limite 25 do Sistema
Planar de Filippov (3.1), mas isto contraria o fato de que I' é um ciclo. Por outro
lado P < x*, caso contréario, se P > z*, entao (z*,y*) nao estd definido no Sistema
Planar de Filippov (3.1) e pelo Lema 3.4.1 o pseudo-equilibrio PN € ¥* existe e é

estavel. Isto contradiz a estabilidade global do ciclo e a prova estd completa.

]

Teorema 3.5.3. O pseudo-equilibrio PN do Sistema Planar de Filippov (3.1) é global-

mente assintoticamente estdvel se, e somente se, x* < P < K.

Demonstra¢ao. Se PN é globalmente assintoticamente estavel, entao (z*,y*) nao esta
definido no Sistema Planar de Filippov (3.1), logo z* < P e como P < K temos
< P< K.

Reciprocamente, se z* < P < K, entao (z*,y*) nao esta definido no Sistema Planar
de Filippov (3.1) e o ponto tangente T' ¢ invisivel. Pelo Lema 3.3.1, o pseudo-equilibrio
PN existe e é estavel em ¥° como observamos na Figura 3.2 (¢). Portanto, precisamos
mostrar que qualquer solucao que comega em = = P para y; < y, deve convergir a »°.
Qualquer solucao partindo em X~ chegara a ¥° ou X° mas se entra em Y, as solugoes
estao em YT atingem a linha x = P em X%, portanto tal solu¢ao tende ao pseudo-equilibrio

PN. Logo PN é globalmente assintoticamente estavel. O

. * %\ 4 £ + 4 * bK—1
Caso (B): Suponhamos que (z*,y*) é um foco estavel em X7, isto é, z* > ©7—=e A < 0.
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Predador y(t)
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Figura 3.3: Retrato de fase do Sistema Planar de Filippov (3.1) quando (z*,y*) é um foco
estavel. Escolhemos P como um parametro de bifurcacao e E = 0.22 fixo. (a) P = 10;
(b) P ~ 25.405, (c) P = 30. Ponto preto: (z*,y*). Ponto vermelho: PN

Teorema 3.5.4. Sao verdadeiras,

(1) Suponha que 0 < P < x*, entio (z*,y*) do Sistema Planar de Filippov (3.1) é

globalmente assintoticamente estavel;

(2) O pseudo-equilibrio PN do Sistema Planar de Filippov (3.1) é globalmente assintoti-

camente estdvel se, e somente se, v* < P < K.

Demonstragao. Se 0 < P < x*, entao (z*,y*) é um equilibrio do Sistema Planar de
Filippov (3.1) e sua estabilidade ¢ semelhante & prova do Teorema 3.5.1 observando na
Figura 3.3 (a). A prova de (2) é semelhante a prova do Teorema 3.5.3 observando na
Figura 3.3 (c). O
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] Parametro \ Unidade \ Valor ‘
a Por dia 0.2
b Por presa 1
c Por dia 0.45
d Por dia 0.2
p Por dia 1
K Ntumero por unidade de area | 50
q Por dia 0.8
P Numero por unidade de area | 0 - 50

Tabela 3.1: Valores dos parametros do Sistema Planar de Filippov (3.1).

3.6 Analise de bifurcacao

Por fim, vamos analisar as bifurcagdes presentes do Sistema Planar de Filippov (3.1) no

plano (E, P) considerando os seguintes valores dos parametros dados pela Tabela 3.1.

Em primeiro lugar, o Sistema Planar de Filippov (3.1) apresenta uma Bifurcacio Graz-
ing quando o ciclo limite €2, é tangente a 1" € ¥° para P = z,. Por exemplo, quando
E =0.2¢e P = 3.3, o ciclo limite estavel (), torna-se um ciclo tangente como observamos
na Figura 3.1 (b). Neste caso, o ciclo tangente é atrator com uma érbita de entrada
estavel deslizante. Quando P < zp,, entao {2, é um ciclo limite estavel que pode coexistir

com o ponto tangente visivel 7' como mostramos na Figura 3.1 (a) para P = 3.3. O ciclo

d+qFE
a(c—(d+qE)b)

na Figura 3.2 (a). Notemos que nao é possivel determinar de forma explicita a curva da

tangente estavel torna-se um ciclo para x;, < P < z* = como observamos

bifurcacao Grazing pois o ciclo limite {23 nao é conhecido na forma fechada.

Em segundo lugar, o Sistema Planar de Filippov (3.1) apresenta uma Bifurca¢io Foco-X.
quando os pontos (z*,y*) e T colidem simultaneamente sempre que P passa através de

* ook d+qFE : ‘ . S PR * %
x*. Para P = 2* = T dtam © ciclo estavel encolhe-se e o equilibrio (z*,y*) com o

ponto de tangéncia visivel T' colidem formando um ponto estdvel como observamos na

Figura 3.2 (b) com P = 21. Quando zy, < P < z* = a(c_d&—fﬂ)w, o ciclo I' passa através

do ponto tangente visivel T' e rodeia o foco instavel (z*,y*). Além disso, o foco instével

(x*,y*) e o ponto tangente visivel T' coexistem como mostramos na Figura 3.2 (a). Para

d+qFE
a(c—(d+qE)b)’

visivel T como observamos na Figura 3.2 (c¢) para P = 35.

P>zx = existe um pseudo-equilibrio estavel PN e um ponto tangente in-

Além disso, existe outra bifurcagao Foco-X para o Sistema Planar de Filippov (3.1) quando
(z%,y") é um foco estdvel e P = 2" = digb 757 como observamos na Figura 3.3 (b) com

a(c—(d+qFE
P =~ 25.405. O foco estavel (z*,y*) e o ponto tangente visivel T' coexistem quando
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Figura 3.4: Retrato de fase do Sistema Planar de Filippov (3.1) quando (z*,y*) é um né
estavel. Escolhemos P como um parametro de bifurcagdo e F = 0.24. (a) P = 20; (b)
P =~ 33.793, (c) P = 45. Ponto preto: (z*,y*). Ponto vermelho: PN.

O<P<ar= % como observamos na Figura 3.3 (a). Além disso, eles colidem
em P =z2* = % e existe um pseudo-equilibrio estavel PN com um ponto tan-

gente invisivel 7' como mostrado na Figura 3.3 (c¢). Essa bifurcagao mostra como um foco

estavel torna-se um pseudo-equilibrio estavel.

Por outro lado, o Sistema Planar de Filippov (3.1) apresenta uma Bifurca¢do N6-% quando
o 16 estavel (z*,y*) colide com a linha z = P. Na Figura 3.4 (a), quando P = 20, a
trajetéria que atinge Y° se move para o ponto de tangeéncia visivel T e tende para o né
estavel (z*,y*), enquanto as trajetérias que ndo atingem o segmento deslizante também

tendem para o no estavel. Por conseguinte, existe um né globalmente assintoticamente
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estavel (z*,y*). Quando P = 33.793, (z*,y*) colide com T formando um ponto global-
mente assintoticamente estavel como mostramos na Figura 3.3 (b). Quando P aumenta,
0 1n6 estavel (z*,y*) ndo estd definido no Sistema Planar de Filippov (3.1) e existe um
pseudo-equilibrio PN globalmente assintoticamente estavel, que fica perto do ponto de

tangéncia invisivel 7' como observamos na Figura 3.4 (c).

Por outro lado, se (z*,y*) é um foco instével, entdo a Bifurca¢cio de Hopf corresponde &
colisao do ciclo limite €25 com o foco instavel, onde o ciclo encolhe-se num foco estavel
quando os parametros variam. A bifurcacao de Hopf ocorre quando os valores préprios

da matriz DX (z*,y*) tem parte real nula, isto é,
trDX (2", y") =0 <> abK(b(d + qF) —¢) + b(d + qF) + ¢ = 0,

logo
abK (¢ — bd) — (¢ + bd)

E=Ey=
H bg(abK + 1)

e a curva que separa as regioes 1 e 2 na Figura 3.5 é dada por P = x,. Além disso,

abK—1

5 € A <0, entao

observamos que se (z*,y*) é um foco instavel, isto é, z* <

abK (¢ — bd) — (¢ + bd)
Ey = E
H bg(abK + 1) <&

logo, nas regides 1 e 2 existe um foco instavel e um tnico ciclo, ciclo tangente, ou ciclo
limite globalmente estavel quando P < zp,, P = x1, e x1, < P. Respectivamente, para
Ey>Ee /<0, entao 2% > @=L ¢ (2%, y*) é um foco estdvel.

Por outro lado, quando A = 0, o foco estdvel (z*,y*) torna-se num né estavel e sua
colisao com o ponto sela (z*,y*) sobre o eixo x é uma Bifurcagio Transcritica determi-

nada por x* = K, isto é,

aK(c—bd)—d
E = FEpc =
re q(abK + 1)
Da mesma forma, se (z*,y*) colide com 3, isto é, P = z* = %7 entao,
aP(c—bd) —d
E=FEpr ny=
=N q(abP + 1)

e suas intersegoes, quando P = 0 ou P = K, sao dadas por

Er_n(K) = Erc(K)
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Valores irreais
(K,O)f === === == —— - m— - o= mm—— ]
6
P = TLy
p A=0 O
@
@ ® |E=Erc
@
E=FEr_n

E
(a) Plano (E, P)

jor y(t)

(e) Regiao 4 (f) Regiao 5
Figura 3.5: Curvas de Bifurcagoes do Sistema Planar de Filippov (3.1) no espaco (F, P)
com parametro mostrados na Tabela 3.1. Na regiao 1 existe um ciclo; na regiao 2 um

ciclo limite em X; na regiao 3 um pseudo-equilibrio estavel; na regiao 4 um foco estavel,
na regiao 5 um né estavel; na regiao 6 um ponto sela.

dividindo a regiao 3 nas regioes 4 e 5.

A fim de descobrir se detectamos todas as bifurcagoes da regiao de interesse, resta verificar
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se existe uma colisao de T com (z*,y*) no eixo z, mas isso implicaria que P = K e nao é

possivel.

Na Figura 3.5 mostramos o diagrama de bifurcacoes no Sistema Planar de Filippov
(3.1) no plano (E,P) e com valores dos parametros mostrados na Tabela 3.1, onde
E = Ey ~ 02102, E = Ep_y = fg(’j;fg) e E = FErc ~ 0.2613. Assim, os comporta-
mentos dinamicos do Sistema Planar de Filippov (3.1) foram mostrados em diferentes

regioes na Figura 3.5.



Anexos
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11

12

13

14

APENDICE

A

Cdédigo Matlab Modelo

Archivo funode.m

function dy = funode(t,y) %L S]

global a b c dqr KE T22

dy = zeros(2,1); %Um vetor columna

if y(1) < T22 %Campo vetorial esquerdo

dy (1) = y(1) .+ (rx(1-y (1) ./K))

dy(2) = y(2).#(—d—q.xE);

elseif T22 = y(1) %Campo vetorial deslizante

dy (1) = 0;

dy(2) = (T22.%(1—a.%b.*xT22) .x(K.xy(2) .%(d+q.*E)+c.*r.x«T22.%(T22-K))) ./ (K.x(
a.xb.xT22+1));

elseif T22 < y(1) %Campo vetorial direito

dy (1) = y(1) 5 (rx(1-y (1) . /K)—(a-xy (2))./(1+a.xbsy(1)))

dy(2) = y(2).*%(c.xa.%(y(1)./(1+a.xb.xy(1)))—d—q.*E);

end

end



Archivo event.m

1 function [value,isterminal ,direction] = events(t,y)
2 global T22
3 evl = T22—y(1);

14 value = evl;

5 isterminal = 0;
6 direction = 0;
7 end

Archivo diagrama.m

1 %% Sistema Planar de Filippov com regiao deslizamente Vertical.

2 global a b c¢cdqgqr KE k1l k2 k3 k4 T22

3 hold on
4 k1=0;

5 k2=55;
6 k3=0;

7 k4=22;
8

9 %Pardmetros Sistema de Filippov

10 a=input(’digite valor de

11 b=input(’digite valor de

12 c=input(’digite valor de

13 d=input(’digite valor de

14 g=input(’digite valor de

15 r=input(’digite valor de

16 K=input

a=
b=
¢
d=
q=
r=
"digite valor de K=
=

~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

17 E=input (’digite valor de
18

19 %Valor de Comutagao

20 T22=input(’digite valor de P= ’);
21

22 %% Campo vetorial Esquerdo

23 n=50;

24

25 %BEixo x

26 Lil=kl;

27 LI1=T22;

2s evLl=linspace (Lil ,Lfl ,n);
29

30 %Eixo vy
31 Sil=k3;
32 Sfl=k4;



33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

66

67

68

69

70

71

72

73

74

83

evSl=linspace (Sil,Sfl ,n);
[L1,S1]=meshgrid (evLl,evS1);

fL1=L1.%(r.x(1-L1./K)); %dx /dt=x(r(1-x/K))
fS1=S1.%(—d—q.*E); %dy / dt=y(—d—qE)

h3=streamslice (L1,S1,{L1,fS1);
set (h3, ’color’,[0.1 0.6 0.1]);
set (h3, ’'LineWidth’,1.3);

9% Campo vetorial deslizante

%Eixo x

Li2=T22;

Lf2=T22:

evL2=linspace (Li2 ,Lf2 ;n);

%Eixo vy

Si2=k3;

Sf2=k4;

evS2=linspace (Si2,Sf2 ,n);

[L2,S2]=meshgrid (evL2,evS2);

fL.2=0;

fS2=(T22.%(1—a.xb.xT22) .% (K. *S2.x(d+q.*E)4c.xr.+T22.x(T22-K)))./(K.*x(a.xb.x
T2241));

%% Campo vectorial Direito

%Eixo x

Li3=T22;

Lf3=k2;

evL3=linspace (Li3 ,Lf3 ,n);

%Eixo vy

Si3=k3;

Sf3=k4;

evS3=linspace (Si3,Sf3 ,n);

[L3,S3]=meshgrid (evL3,evS3);

fL3=L3.%(r.x(1—(L3./K))—((a.%S3)./(1+a.xb.xL3)));
/(14+abx))

fS3=S3.%(((c.*a.xL3)./(1+a.xb.xL3))—d—q.*E);
d—qE)

h4=streamslice (L3,S3,fL3,{S3);

set (h4, ’color’,[0.7 0.0 0.0]);
set (h4, ’'LineWidth’ ,1.3);

%dx /dt=x(1r(1—x/K)—ay

%dy /dt=y (cax /(14+abx)—
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9% Retrato de Fase Sistema de Fiippov

xlabel ('x7);

ylabel ('y');

axis ([kl1 k2 k3 k4]);

figure (1) ;

m=plot ([Li3 Li3],[Si3 Sf3],’k’);

set (m, ’color’, "r’);

xlabel (’Presa x(t)’); ylabel(’Predador y(t)’);
set (m, ’color’, ’black’);

%% Integracao

numero =8§;

to=1;
tf=100;
tol = le—4;

options = odeset(’RelTol’,tol,  AbsTol’ ,[tol tol], Events’ 6 Qevents);

for i =Il:numero
[Lo,So] = ginput (1);
[t,Y,te,ye,ie]=0de45 (Qfunode,[to tf],[Lo So],options);

plot (Y(:,1).,Y(:,2),’. 7, Markersize’,5, color’,’b"”)
plot (Y(:.1) .Y (:.2) . "b")

plot (Y(1,1),Y(1,2),7+b");

plot(Y(end,l), (end,?),’ob’);

end

9% Graficas com respecto al tempo
figure (2);

subplot (1,2,1); Tx vs t
plot (t,Y(:,1),’b");

xlabel (7t ) ;ylabel (’x7);

subplot (1,2,2); Ty vs t
plot (t,Y(:,2),’b");

xlabel ("t ) ;ylabel(’y’);

load chirp;

yl = y; Fsl = Fs;

load gong;

wavplay (y,Fs) ;
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