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Resumo

Um enhancement é uma regra que acrescenta vértices ou elos a malha original. Aizenman
e Grimmett afirmaram no artigo Strict monotonicity for critical points in percolation and
ferromagnetic models, Journal of Statistical Physics, 63(5-6):817-835,1991 [1], que um tipo
especial de enhancement diminui o ponto critico na malha retangular, tanto sobre vértices
quanto sobre elos, em qualquer dimensao. Bollobés, Riordan e Balister perceberam uma
falha neste argumento para percolacdo de vértices em Z%, d > 1 e o demonstraram em
dimensao 2 e 3. Neste trabalho, inicialmente definiremos o ambiente de estudo e, apds
isso, sera definido com precisao o enhancement. Feito isso descreveremos com detalhes
o argumento de Aizenman e Grimmett. Em seguida mostraremos o contraexemplo dado
por Bolobés, Riordan e Balister para esse argumento e os detalhes das demonstragoes
feitas por eles para a malha retangular de 2 e 3 dimensoes. No final faremos um breve

comentario sobre a percolacao de elos na malha retangular d-dimensional.
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Introducao

Em 1991 Aizenman e Grimmett no artigo Strict monotonicity for critical points in perco-
lation and ferromagnetic models, Journal of Statistical Physics, 63(5-6):817-835,1991 [1],
afirmaram que todo enhancement essencial de percolacao de vértices ou de elos diminui
o ponto critico. Trata-se de um importante resultado com diversas aplicacdes como por
exemplo em ferromagnetismo na fisica e modelos epidemiolégicos da biologia, dentre mui-
tos outros. Bollobés, Balister e Riordan em [2] mostram que a afirmagao de Aizenman e
Grimmett nao era generalizavel da forma que foi dita.

No primeiro capitulo vamos definir o que é percolagao e as principais entidades utili-
zadas no seu estudo. Apresentaremos uma demonstracgao da Férmula de Russo que serd
essencial no que se seguira.

No segundo capitulo definiremos enhancement e enhancement essencial que é um
tipo de enhancement particular para o qual o resultado de diminuir o ponto critico sera
demonstrado. Apresentaremos o argumento de Aizenman e Grimmett e o contraexemplo
apresentado por Bollobas, Balister e Riordan para este argumento.

Por fim, no terceiro capitulo apresentaremos a demonstracao alternativa dada por
Bollobés, Ballister e Riordan para o resultado em Z? e Z? além de fazermos um rapido
comentdrio sobre o caso de percolacao de elos em Z<.

E importante ressaltar que o resultado para percolacao de vértices em Z<¢, d > 3

continua em aberto.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definindo o ambiente

O ambiente onde trabalharemos serd Z? onde Z denota o conjunto dos ntimeros inteiros
e d > 1 é um nuimero inteiro qualquer. Sera usual chamarmos Z¢ apenas de malha e os
pontos da malha de vértices. Para u,v € Z¢ utilizaremos duas defini¢oes de distancia (que

sao equivalentes) de u para v:

d

0 (u,v) = Z lu; — v,

i=1
doo(u,v) = sup |ul
1<i<d

onde u; denota a i-ésima coordenada de u. Quando utilizarmos a primeira definicao de
distancia dada acima, denotaremos por métrica f1, se utilizarmos a segunda defini¢ao
denotaremos por métrica f,,. Dois vértices serao ditos adjacentes se a distancia entre
eles for igual a 1. Dadas as duas definicoes de distancia, teremos duas defini¢coes de
bola fechada de raio L centrada em u, que serdao B$°(u) = {v € Z : 65(u,v) < L} e
Bi(u) = {v € Z* : §;(u,v) < L}. Igualmente teremos duas definigoes para a esfera de
raio L centrada em u, a saber S®(u) = {v € Z% : §o(u,v) = L} e Si(u) = {v € Z% :
d1(u,v) = L}. Quando denotarmos apenas Br(u) ou S (u) significa que podemos usar
qualquer uma das defini¢oes anteriores. Como as defini¢oes de distancia dadas acima sao
equivalentes, utilizaremos determinada bola ou esfera de acordo com a conveniéncia do
que se deseja mostrar. Também denotaremos Br(0) = B ¢ S(0) = Sy.

Seja 0 < p < 1. Na percolagao de vértices, cada vértice estara aberto com proba-
bilidade p e fechado com probabilidade 1 — p, independentemente dos demais vértices.
Formalmente, o espago amostral serd dado por Q = [[,.,.{0,1}. Os pontos deste espaco

denotados por w = (w(u) : u € Z?) serao chamados configuragoes; w(u) = 1 significa que

2



1.2. O PONTO CRITICO 3

o vértice u estd ativado (ou aberto) e w(u) = 0 significa que o vértice u estd desativado
(ou fechado). Serd usual considerarmos uma configuracdo apenas como o conjunto de
seus vértices ativados, assim, diremos que uma configuracao ¢ finita quando ela possuir
um numero finito de vértices abertos. Denotaremos F a o-dlgebra de subconjuntos de

Q) gerada por cilindros. Tomamos entao a medida produto com densidade p em (2, F).

Pp:Hﬂu

uczZd

Essa medida sera

onde i, é a medida de Bernoulli em {0, 1} dada por p,(w(u) =1) =p e p,(w(u) =0) =
1 — p. No caso da percolacao de elos, as definicbes acima seguem as mesmas, mas serao
os elos que ligam dois vértices adjacentes que estarao ativados ou desativados, e nao os
vértices. Para maiores detalhes consulte [4].

Diremos que w < w’ se, e somente se, w(u) < w'(u) para todo v € Z%. Com essa
relagao parcial de ordem definimos que um evento A € F é crescente se I4(w) < I4(w')

sempre que w < w’ onde

[A(w) ==

1 se weA
0 se wé¢ A

Em outras palavras, isso quer dizer que a ativacao de vértices nao impede o evento
de acontecer.

Consideremos agora o subconjunto de vértices de w contendo apenas os vértices aber-
tos. As componentes conexas desse subconjunto serao chamadas de aglomerados abertos.
Denotaremos C'(u) como o aglomerado aberto contendo u e |C'(u)| a quantidade de vértices
em C(u). Serd usual denotarmos C' = C'(0).

Para finalizar, denotaremos R € F como sendo o evento em que existe um caminho

aberto conectando 0 a Sr.

1.2 O ponto critico

A probabilidade de percolacao 6(p) é dada pela probabilidade de que um dado vértice
pertenca a um aglomerado aberto infinito. Pela invariancia da translacao da malha, sem

perda de generalidade, podemos considerar tal vértice como sendo a origem. Dai definimos
0(p) = B(|C] = o0).

E claro que 6(0) = 0 e #(1) = 1. Intuitivamente parece claro que 6 é uma fungao nao

decrescente em p. Verifiquemos este fato.
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Proposicao 1. A funcio 6(p) é ndo decrescente em p.

Demonstragdo. Seja (X (u) : u € Z%) uma uma familia de variaveis aleatérias onde cada

X (u) possui distribui¢ao uniforme em [0, 1] e p tal que 0 < p < 1. Definamos 7, por

)1 se X(u)<p
77p(u)_{() se X(u) = p.

Notemos que cada 7,(u) é independente dos demais e P(n,(u) =1) =pe P(n,(u) =0) =
1 —p. Perceba que 7, € Q, ou seja, 1, ¢ uma configuragao. Com esse dispositivo podemos
comparar processos distintos de percolagao. E isso é exatamente o que queremos pois, se
p1,p2 € [0,1] com p; < po, queremos comparar 6(p;) e 6(p2). Observemos que 1,, < 1,,,
portanto se um vértice u estd aberto em 7, (u) entdo 1 = 1, (u) < n,,(u), logo o vértice

u também estd aberto em 7, e temos

0(p1) = P(IC] = 00 € np,) < P(IC] = 00 €1y, ) = O(pa).

Parte fundamental na teoria de percolagao é existéncia de um valor critico p. = p.(d)

tal que

=0 se p<p.
0(p) {
>0 se p>pe.

pe(d) é chamado ponto critico e definido formalmente por
pe(d) = inf{p ; 6(p) > 0}.

Proposigao 2. A probabilidade ¢ (p) de que existe um aglomerado infinito satisfaz

) 0 se O(p)=0
v _{ 1 se 6(p)>0.

Demonstragdo. Notemos que o evento {Z¢ contém um aglomerado aberto infinito} nao
depende do estado de um numero finito de vértices. Pela lei zero-um de Kolmogorov

(consulte [3] para maiores detalhes) ¢ toma apenas os valores 0 e 1. Se 6(p) =0

o) = B( U ICw)] = o0) < 3 BIC(w)] = 00) =0,

u€Z4 u€Zd
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Por outro lado, se 6(p) > 0

vp) = B U 10w] =) > B(C| = ) > 0.

uczZd

pois {Uyeze|C(u)| = 00} D {|C| = oo}. Assim pela lei zero-um de Kolmogorov temos que
b(p) = 1. O

A malha d-dimensional Z? pode ser incorporada a Z%t! de maneira natural como a
projecao de Z4*!' em um subespaco gerado por suas d primeiras coordenadas. Dessa
forma, sempre que a origem estiver em um aglomerado infinito em Z<¢, estard também
em um aglomerado infinito de Z4*! e, portanto, 6(p) = 64(p) é nao crescente em d, dai
pe(d+1) < pe(d) para d > 1.

1.3 A Formula de Russo

Seja A € F um evento qualquer e w uma configuracao. Chamaremos o vértice u de pivotal
para o par (A,w) se [4(w) # I4(w'), com ' sendo uma configuragao que possui o estado
de todos os seus vértices igual ao estado dos vértices w, exceto em u onde w'(u) = 1—w(u).
Ou seja, a ocorréncia ou nao ocorréncia de A depende de forma indispensavel do vértice
u. O evento {u é pivotal para A} é o conjunto de configuragoes w para os quais u é pivotal
para (A,w). Notemos que este evento depende apenas do estado dos vértices diferentes de
u, ele é independente do estado de u propriamente dito. Outro ponto a ser notado é que
se A é um evento crescente entao u € pivotal para A se, e somente se, A ocorre quando u

esta ativado e nao ocorre quando u esta desativado.

Teorema 3 (Férmula de Russo). Seja A um evento crescente que depende do estado de

um nimero finito de vértices de Z%. Entao

d

d—pPp(A) = Z P,(u é pivotal para A).

u€eZa

Demonstragao. Seguiremos Grimmett em [4]. Denotaremos por v o conjunto de vértices
dos quais o evento A depende. Repetindo o argumento utilizado anteriormente, sejam
(X(u);u € Z%) variaveis aleatérias independentes com distribuigao uniforme em [0,1] e
seja np(u) = 1se X(u) < peny(u) =0se X(u) > pcom0<p< 1. Notemos que como A
¢ um evento crescente entao se A ocorre em 7, entao A ocorre também em 17,45. Assim,

temos que
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Pp+6(A) - PP(A> = P(Up+5 € A) - P(np € A)
= (P(prs €Ay & A) + P(pys € Amp € A)) — P(np € A)
= P(77P+5 €An, ¢ A).

Sen, & Aemnys €A entao existem vértices u € Z? tais que n,(u) = 0 e n,5(u) = 1,
o que é o mesmo que dizer que p < X(u) < p+ 9. Chamaremos de E, 5 o conjunto de tais

vértices. Portanto
Pp+6<A) - Pp(A) = P(np ¢ Aﬂ?p+6 €A, ’Ep,é‘ = 1) + P(np ¢ Aaanré €A, |Ep,5‘ > 2)-
Observemos que {n, ¢ A,n,15 € A, |E, 5| =2} C{|E,s| > 2}, dai

P(|E,s5| > 2) = P(existirem vértices distintos u e v tais que u,v € E, ;)

= P JluveE,}

uEy VEY;
uFv

Z Z P(u,v € E,s)

uEy veY;

uFv
= > ) P(p<X(u)<p+6,p< X(v) <p+9)

uEy VvEY;

Yy

ucy vey;
uFv

= [yl = 1)o%

N

Assim Py, ¢ A A B, >2 P(E, 5| > 2
lim (Up¢ 3 Mp+s € a| p76|/ )<lim (| p,5|/ )

510 5 =510 5 =0

Por outro lado, se u é o tinico vértice satisfazendo p < X (u) < p+ J entao u é pivotal
para A pois 1, ¢ A mas 7, € A onde 1, é obtido de 7, ativando-se o vértice u. Como

vimos antes, u ser pivotal é independente do estado de u, portanto
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P(n, ¢ Ainps € A |Epsl =1) = Zp(p < X(u) < p+ 6,u é pivotal para A)

uey

= Z dP(u é pivotal para A)

uey

= 52 P(u é pivotal para A).

uey

E com isso temos que

MIH })(np ¢ j17np+5 € /47|Z;%5|:: 1
510 )

) = Z P(u é pivotal para A).

uey

Com estes resultados e, lembrando que A depende apenas dos vértices em ~y, obtemos

d . Ps(A) = P(A)
d_ppp(A> = 1;{51 5
= lim Py & Anpss €A, |Eps| =1) + Py & A npis € A, [Eps| 2 2)
610 5
— i PO E Aoy € A By = 1) + lim P(ny & A mpys € A, |Eps| 2 2)
510 5 s 5
- Z P(u é pivotal para A) = Z P(u é pivotal para A),
uey ueZd

o que conclui a prova. O



Capitulo 2

Enhancements

2.1 Definicoes

Seguindo a notagao em [2], um enhancement é definido como uma funcao & : Q — Q,

onde
(1) existe algum r tal que & (w) depende apenas de w N B,.(0);
(17) En(w) é sempre finito.

Aumentando 7, se necessdrio, podemos assumir que

(i7) E(w) C B,(0).

Se (i) e (ii") ocorrem dizemos que o enhancement &, tem alcance r.
Seja o uma segunda configuragao obtida incluindo cada vértice com probabilidade s
independentemente dos demais vértices e de w (notemos que « e w nao possuem relagao

entre si). Definiremos uma configura¢ao melhorada como

E(w,a) =wU U(é’o(w —u) +u),

uca

onde, como usual, w + u denota a translacao da configuragao w pelo vetor +u. Em outras
palavras, £(w, a) é a configuragao resultante da aplicagdo do enhancement mapeado por
a sobre w. Notemos que os vértices abertos em w continuardo abertos em &(w, av).

Nesse ponto, uma questao natural que surge é: quando um enhancement (com s > 0
fixo) diminui o valor do ponto critico? Antes de respondermos a esta pergunta, vamos
introduzir mais algumas notacoes.

Faremos 6(p, s) denotar a probabilidade de a origem pertencer a um aglomerado infi-

nito em uma configuragao melhorada £(w, a) e 6,,(p, s) a probabilidade da origem conectar

8
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com S,, em uma configuragdo melhorada £ (w, ). Por vezes denotaremos o ponto critico

enh

e onde

na malha melhorada por p
p<"(s) =inf{p ; O(p,s) > 0}.

Observemos que na configuracao melhorada apenas acrescentamos vértices, assim a
funcao 0(p, s) é nao decrescente em s e, se houver um aglomerado infinito na configuragao
w, entao também temos um aglomerado infinito na configura¢ao melhorada &(w, ).

Seguindo Aizenman e Grimmett em [1], chamaremos um enhancement de essencial
se existir uma configuracao w tal que w nao possui um caminho duplamente infinito
mas, por outro lado, £(w,{0}) = w U &(w) possui. Em palavras, isso significa que é
possivel criarmos um caminho duplamente infinito na configuracao w apenas ativando o
enhancement na origem.

Chamaremos um vértice u de (+)p-pivotal se o evento R (lembrando que este é o
evento em que existe um caminho aberto conectando 0 a Sp) ocorre em &(w U {u}, a)
mas Ry nao ocorre em &(w \ {u}, @). Chamaremos um vértice u de (—)p-pivotal se R,
nao ocorre em £(wU{u}, a) mas Ry ocorre em E(w\ {u}, ). Observe que isso é possivel
pois se Ry nao ocorre no estado (w,«), ao se desativar algum vértice u € w podemos
eventualmente ativar o enhancement em algum vértice v € a fazendo com que o evento
R, passe a ocorrer na configuragdo melhorada. Falaremos também que u é (+)s-pivotal se
Ry ocorre em &(w,aU{u}) mas Ry ndo ocorre em &(w, a\ {u}). Notemos que nio existe
o equivalente (—)s-pivotal pois ao se desativar um vértice u € « jamais conseguiremos,
como consequéncia disso, ativar vértice algum na configuracao melhorada.

As defini¢oes acima se estendem de forma natural para percolacao de elos e para
percolagao em outros tipos de malhas. Para maiores detalhes veja [4].

Para algumas demonstragoes que vém a seguir, precisaremos da seguinte versao da

Formula de Russo:

Teorema 4. (Férmula de Russo Modificada). Para 6, definido acima, temos:

% = Z {vas(u é (+)p-pivotal para R,) — P, s(u é (—)p-pivotal para Rn)}a
p
uezZd
06, , :
o = Z P, s(u é (+)s-pivotal para R,,).
uezZd

Demonstra¢ao. Essa prova é muito parecida com a prova feita para o Teorema 3. Se-

jam (X (u);u € Z9) e (Y(u);u € Z%) varidveis aleatérias independentes com distribui¢ao
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uniforme em [0,1] e 0 < p, s < 1 tais que

oy (1) = 1 se X(u)<p e au(u) = 1 se Y(u)<s
P 0 se X(u)=p ’ 0 se Y(u)=s.

Notemos que
Bpst5(Rn) = Pps(Ra) = P((wp, as15) € R) — P((wp, ) € Ry).

Como o evento R, é crescente, depende apenas de um nimero finito de vértices e a
abertura de vértices em « apenas ativa vértices na configuracao melhorada a demons-
tragao referente a derivada parcial de 0, (p, s) com relacao a s segue exatamente igual a

apresentada para o Teorema 3. J4 para a derivada parcial de 6, (p, s) em relagao a p temos

Porss(Ru) — Pos(Ru) = P((Wpss,as5) € Ry) — P(wp, ) € Ry)
= P((wpts, as) € Ry, (wp, as) € Ry) +
P((wp+ts, as) € R, (wp, 5) & Ry) — P((wp, ) € Rn),

que nao pode ser melhorado da mesma forma que foi feito no Teorema 3 devido a existéncia

de vértices (—)p-pivotais. Vamos ent@o seguir por outro caminho. Notemos que
P((wp, a5) € Rn) = P((wp, as) € Ry, (Wps, ) € Ry)+P((wp, s) € Ron, (Wps, ) & R)
Assim,

Porss(Rn)—Pps(Ry) = P((Wp+s, @) € R, (Wps 5) & Rn)—P((wp, ) € Ron, (Wpts, ) & Ron)

Agora fazendo os mesmos tipos de calculos utilizados no Teorema 3 para ambas as parcelas

do lado direito desta igualdade chegamos ao resultado desejado. O]

E importante ressaltar que nao precisaremos nos preocupar com os vértices (—)p-
pivotais. Isso porque em todas as construgoes a seguir o vértice em questao estara ativado
quando R ocorrer. Assim, daqui em diante, apenas trataremos com vértices p-pivotais
e s-pivotais deixando implicito o fato de serem vértices (+)p-pivotais e (+)s-pivotais,

respectivamente.
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2.2 O argumento de Aizenman — Grimmett

A discussao principal no artigo [2] é sobre a afirmacdo abaixo feita por Aizenman e
Grimmett em [1]. A demonstracao dessa afirmacao ¢ feita em vdrias partes. Adiante,
no argumento de Bollobas, Balister e Riordan, veremos um contraexemplo para um lema
utilizado na prova desta afirmacao. Diante disso, tanto este lema como os resultados
obtidos como consequéncia dele serao chamados de conjecturas. Nao apresentaremos o
argumento de Aizenman e Grimmett de forma linear pois achamos adequado deixar a parte
problematica para o final, para logo em seguida mostrarmos o contraexemplo. Vamos

entao a afirmacao principal (que como ja foi explicado, serd chamada de conjectura).

Conjectura 5. Seja & um enhancement essencial de percolagao de elos ou sitios em uma
malha £ com ponto critico p. > 0. Entao para todo s > 0 existe um valor 7(s) < p. tal

que O(p, s) > 0 para todo p satisfazendo 7(s) < p < pe.

Em outras palavras, a ativagao de um enhancement essencial torna o ponto critico da
malha melhorada estritamente menor que o ponto critico da malha sem a aplicacao do
enhancement.

Notemos que nesta conjectura nao foi especificada qual o tipo de malha e, embora a
afirmacao tenha sido feita para percolacao de vértices ou elos, ela somente foi mostrada
para vértices.

A prova apresentada por Aizenman e Grimmett é dividida em duas partes: uma
combinatéria e outra probabilistica. A parte combinatdéria (que apresenta problema) serd

dada pela seguinte conjectura:

Conjectura 6. Existe um inteiro positivo L e uma funcao continua g(p, s) que leva (0,1)?

em (0,00) tal que
0 o)
- < -
op0n(P25) < 9(p, ) 5 0n(p, 5)

para 0 < p,s < 1 e para todo n > L.

Uma vez que este resultado seja demonstrado, a Conjectura 5 segue conforme abaixo.

Este argumento é o que chamamos acima de parte probabilistica.

Demonstracao da parte probabilistica do argumento de Aizenman — Grimmett. Seja n >
0 pequeno e v > 0 tal que g(p,s) < v em [,1 —n]?>. Tal v sempre existe pois g(p, s)
é continua e [n,1 — n]?> é um compacto, portanto g(p, s) assume um maximo nesse com-

pacto. Seja ¢ € [0,7/2) tal que tgy = 7. Temos que a variagao de 0, (p, s) na diregao
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(cos @, —sen ) satisfaz

Vo, - (cosp, —senyp) = a—cosgp—a—nsengo
p s
- cosgp(%—% gp) (2.1)
-0,

onde a desigualdade surge utilizando a Conjectura 6. Seja (a,b) € [2n,1 — 2n]* e fagamos
(a',b') = (a,b) + n(cosp, —sen ). Notemos que (a’,V') € [n,1 — n]?, portanto a andlise
acima é vélida e temos que 6,, é ndo crescente na diregdo do segmento que liga (a,b) a

(', V). Dai 0,(a,b) > 0,(a’,V) para todo n € N, consequentemente

0(a’,0') = lim 6,(a’, V') < lim 6,(a,b) = 6(a,b). (2.2)
Tomemos (a,b) = (p&"" — &, p"h — £) e definamos (a’,V’) como acima. Escolhemos &

suficientemente pequeno para que (a,b), (a',V') € [2n,1 — 2n]? e assim, por (2.2) e pela

monotonicidade da fungao 0(p, s) em s temos que
6(a’,0) < 0(d’, V') < 6(a,b) =0,

onde a tltima igualdade se justifica por a,b < p* < p.(Z%), logo nao hé percolagio. Dai
pc(Zd) > CL/ > penh' []

C

Como vimos acima, a parte probabilistica nao apresenta problemas. Vamos entao, a
partir de agora, fazer um estudo detalhado da parte combinatéria.

Os argumentos que virao a seguir utilizam o lema abaixo. Faremos e,,, = (m,0,--- ,0).

Lema 7. Seja & um enhancement essencial de percolacao de vértices em Z%, d > 2 e

alcance r. Entao existem m > r e uma configuragao w (finita) tal que:
(1) wC BpewnNS, ={—en,en};
(71) w nao contém caminho ligando —e,, a e,,;

(171) wU & (w) contém caminho ligando —e,, a €.

Demonstracao. Pela definicao de enhancement essencial existe uma configuracao w’ que
nao contém um caminho duplamente infinito mas £(w’, {0}) = Ww'U& (W) contém. Como o

alcance do enhancemet é r temos que & (w') C B,. Sejam u e v dois pontos em w'NS, ;1 que
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estdo na mesma componente aberta em (w'U&y(w')) N B,4+1 mas em componentes abertas
diferentes em w' N B, ;1. Como u € S,;1 entdo u possui alguma coordenada, digamos i,
igual a +(r + 1). Sejam u; e up dois pontos obtidos de u aumentando a magnitude de
u; em uma e duas unidades respectivamente. Ou seja, se a i-ésima coordenada de u for
—(r+1) entao a i-ésima coordenada de u; serd —(r +2). Mas se a i-ésima coordenada de
u for (r+1) entdo a i-ésima coordenada de u; serd (r+2). J& para us vale que se a i-ésima
coordenada de u for —(r + 1) entao a i-ésima coordenada de ug serd —(r 4+ 3). Mas se a
i-ésima coordenada de u for (r 4 1) entao a i-ésima coordenada de uy serd (r 4+ 3). Assim
temos que uujuy estd sobre uma reta com u; € S,19 € us € S,13. Definamos vy e vy da
mesma forma em relacao a v. Notemos que nenhum dos vértices u, u; ou us é adjacente
nenhum dos vértices v, v; ou vo. A ideia é construir um caminho P, de uy para algum dos
+e,, e um caminho P, para o outro +e,, com m > r + 4 tal que P, UP, C B,, 1 \ B12
com os vértice de P, nao adjacentes aos vértices de P,. Com essa construcao, adicionando

os vértices +e,,, temos o resultado desejado.

Para tanto faremos us = (ai,as, -+ ,aq) € v3 = (by,ba, -+ ,bg). Mudando u com
v e a orientacao dos eixos coordenados, se necessario, podemos supor, sem perda de

generalidade, que a; < by ou se a; = by = —(r + 3) entao a; = by = (r + 3).

Consideremos primeiro o caso em que a; < r + 3. P, sera iniciado em uy e os seus
proximos vértices terao as mesmas coordenadas de uq, exceto a i-ésima que sera reduzida
em uma unidade, para cada ponto, até que essa coordenada seja —(r 4+ 3). Quando isso
acontecer os demais vértices serao formados reduzindo uma unidade de todas as suas
demais coordenadas (ou seja, exceto a i-ésima), a cada passo, até elas serem 0. Nesse
momento teremos atingido o ponto —e,;3. O outro caminho sera construido de forma
parecida. P, sera iniciado em v, € 0s seus préximos vértices terao as mesmas coordenadas
de vy exceto e i-ésima que serd para cada ponto acrescida em uma unidade até que
essa coordenada seja (r + 3). Quando isso acontecer os demais vértices serao formados
reduzindo uma unidade de todas as suas demais coordenadas, a cada passo, até elas serem
0. Aqui atingimos o ponto —e,.3. Esses caminhos possuem a propriedade desejada para
m=r+4.

Agora tratemos o caso em que a; = by = r + 3 em que us e vy estdao na “face da
direita”. Como u; e us sao diferentes eles possuem alguma coordenada diferente, assim
assumimos que as < by. Nesse caso, para a construcao de P, comecamos por us e cada
ponto tera as mesmas coordenadas de uy exceto a segunda que, a cada passo serd reduzida
em uma unidade até atingir —(r + 5). Igualmente para P,, mas aqui aumentaremos em
uma unidade a segunda coordenada dos pontos a cada passo até atingirmos r+5. Faremos
u e v’ serem os ultimos pontos dos caminhos (parciais) P, e P, respectivamente. Temos

que u’ estd na “face de cima” e v’ na “face de baixo” de S, 5. Assim podemos prosseguir
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com a constru¢ao do caminho como fizemos no caso anterior considerando u’ e v' no lugar
de us € vy e r + 3 no lugar de r. A Figura 2.1 mostra um exemplo de construgao para

ambos 0s casos. O

(R (T] v

Figura 2.1: Representacao dos dois casos na prova do Lema 7. Figura da esquerda exemplifica o primeiro
caso e a figura da direita o segundo caso.

Por fim, para finalizar a demonstracao da Conjectura 6 apresentada por Aizenman e
Grimmett, precisaremos do seguinte resultado que é exatamente a parte da demonstracao

que ¢é problematica.

Conjectura 8. Seja & um enhancement essencial. Existem constantes Lo e R, que
dependem apenas de &, tal que para todo L > Lg, se um vértice u for p-pivotal para R,
no estado (w, ), entao existe um estado (w', @) diferindo de (w, o) apenas em Bgr(u) tal

que existe um vértice v € Br(u) que é s-pivotal para R no estado («', ).

Em outras palavras, se u é p-pivotal, entao é possivel alterar as configuragoes w e «
na bola de raio R centrada em u para fazer algum vértice préximo a u (esse vértice sendo
normalmente o préprio u) s-pivotal.

Aizenman e Grimmett perceberam que, na prova da Conjectura 8, podemos assumir
que proximo de u o enhancement estd sempre desativado. Para vermos isso, seja u p-
pivotal para o estado (w,«), ou seja, existe um caminho aberto passando por u que
conecta 0 a Sp. Desativamos, um por um, os vértices v € a N Bgr(u). Se em algum
momento desconectarmos 0 de Sz, entao o ultimo vértice desativado é s-pivotal e ja temos

a configuracao desejada. Assim é suficiente considerarmos a conjectura abaixo.
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Conjectura 9. Seja & um enhancement essencial. FExistem constantes Ly e R, que
dependem apenas de &, tal que para todo L > Ly, se um vértice u for p-pivotal para
R 1 no estado (w, @) e a N Br(u) = 0, entdo existe um estado (', o) diferindo de (w, @)
apenas em Bg(u) tal que existe um vértice v € Br(u) que é s-pivotal para Ry no estado

(W' a).

Utilizando a Conjectura 9, a Conjectura 6 segue pois, como (w', ') difere de (w, «)

apenas em Bgr(u), temos que

Pps(w', ') = Bys(w, a)(p)"(1 = p)*(1 = 5)° = 6(p, ) P* I B, (w, a),

onde a e b referem-se a quantidade de vértices que foram ativados e desativados, respec-
tivamente, em w, ¢ a quantidade de vértices que foram desativados em a e denotamos
d(p, s) = min{p, 1—p, 1 —s}. Lembrando que se u é p-pivotal para R em (w, ), temos que
v é s-pivotal para R em («,’) e, chamando RY = {u é p-pivotal para R em (w,«)}

e RY = {v é s-pivotal para Ry em (', a’)} temos

Pu(R) = ), Bulw,a)

(wa)eRY
< Z 5(p’S)_|BR(“)‘Ppys(w/,a’)
(wa)eRY
< O(p,s) PR N T P (RY)
(w,a)eRE
< 1Bl oo

(S(p7 3)‘BR(U)| p:s
= 51 (p7 S)Pp,s(lR}z)

observando que |Bg(u)| é constante, independentemente de u. Agora, usando a Férmula
de Russo Modificada (Teorema 4) e o argumento dado apés a prova deste teorema, temos

que
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26, )
o > Pu(RY)

ucZd

51 p> EE:

ueZd

$)[Br(u)| Y Pps(RY)
v€EZ4
S)ZP

veZ4
%
Js

N

/N

N

= 62(277 5)

e fazendo d2(p, s) = g(p, s) temos o resultado desejado.

Para provar a Conjectura 9, Aizenman e Grimmett argumentam o seguinte: suponha
que para o estado (w,«) o vértice u seja p-pivotal para R, assim existe um caminho
P conectando 0 a Sy passando por u. Sejam wu; e u; o primeiro e ultimo pontos de
P em B>®(u). Através de uma figura semelhante a figura 2.2 eles afirmam ser possivel
modificar o estado dos vértices de P em B>°(u), (quadrado menor da imagem da esquerda
da figura 2.2), sendo possivel conectar u; a u — e, € u; a u + e, apenas com vértices em
B (u) \ B¥(u) (imagem da direita da figura 2.2). Apds isso utiliza-se o Lema 7 para
modificar o estado dos vértices em B2 (u) para chegar em um estado onde u é um vértice

s-pivotal. Adiante veremos que esta construcao apresenta problemas.

Figura 2.2: Imagem apresentada em [1]. A imagem da direita é um zoom do quadrado menor (B2°(u))
na imagem da esquerda.
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2.3 O argumento de Bollobas — Balister — Riordan

Para mostrar o problema existente na prova da Conjectura 9, foi dado o seguinte argu-
mento em [2]. Aqui faremos para d = 2. Novamente, seja P o caminho aberto que conecta
a0 a Sp, u um vértice p-pivotal e u; e u; o primeiro e dltimo pontos de P em B°(u). Fora
de B,(u), P é formado por duas componentes, digamos, P; e P,. Como queremos tornar u
s-pivotal temos que evitar que P; e P, tenham vértices adjacentes entre eles. Suponhamos
que P; chegue a B, (u) (ou seja, toque S,(u)) por uma de suas quinas. Deste modo nao
é possivel ao caminho P entrar em B,.(u). Vamos entao permitir que o caminho P; siga
pela borda de B, (u). Nesse caso é possivel que P, e u; fiquem posicionados de tal forma
que impecam que P; siga pela borda de B,(u) (veja a figura 2.3). Quando estamos em
dimensao maior que 2, fazendo uma construcao parecida, percebemos que esse problema
ocorre nao apenas com a chegada de P, por uma quina de B, (u) mas também quando Py

chega por uma aresta de B,.(u).

U;

uj

Figura 2.3: Contra exemplo do argumento Aizenmann — Grimmett. Pontos preenchidos representam
os pontos de P, pontos ocos sao pontos de Ps.

Bollobas, Ballister e Riordan, entao, fazem a seguinte afirmacao:

Conjectura 10. Seja d > 2 e m > 1. Entao existe um r = r(d, m) > 0 com a seguinte
propriedade. Sejam Pg e Pg caminhos em Z?, ambos comecando fora de B,., e termi-
nando em algum vértice adjacente a origem, sem vértices de Pr adjacentes a vértices de
Pg. Entao podemos modificar estes caminhos dentro de B, para que um termine em
—e,, € 0 outro termine em e,,, ambos nao contenham nenhum outro vértice de B,, e

continuemos sem vértices de Pg adjacentes a vértices de FPg.
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Os autores dessa afirmacao a tratam como conjectura por apenas mostrarem que ela
¢é verdadeira para os casos de percolacao de elos na malha retangular e os casos de duas
e trés dimensoes em percolagao de vértices.

Abaixo veremos que a Conjectura 10 implica a Conjectura 9. Com isso e o argumento
probabilistico de Aizenman - Grimmett temos que a Conjectura 10 implica a Conjectura

5 (que é a afirmagao principal apresentada por Aizenman e Grimmett).

Prova que a Congectura 10 implica a Conjectura 9. Vamos a prova dada em [2]. Fixamos
d > 2 e assumimos que a Conjectura 10 segue para esse d. Faremos também m como no
Lema 7 e r(d,m) como na Conjectura 10. Para termos espago para fazer as alteragoes
necessdarias, tomaremos bolas com raios muito maiores que r(d,m) (consequentemente
muito maiores que o alcance do enhancement). Sejam R = 3r + 100 e Ly = 100R. Seja
L > Ly e u p-pivotal para o evento Ry no estado (w, ) e que N Br(u) = ().

Vamos supor primeiramente que u esta distante da origem e de S, onde distante quer
dizer mais precisamente que r + 10 < |Ju|| < L — (r + 10).

Substituindo w por w U {u} se necessario, podemos supor que o vértice u estd aberto
na configuracao &(w, ) e como u é p-pivotal temos um caminho aberto conectando 0 a
Sy, passando por u. Vamos entdo construir uma configuracao w’ da seguinte forma: um
por um, desativamos cada vértice de wN B, 2(u) que ndo é necessario para a existéncia do
caminho que conecta 0 a Sy,. Como o alcance do enhancement é de no maximom—1<r
(pela construcao feita na Conjectura 10) e que N By, o(u) C aNBg(u) = (), essa retirada

de vértices nao afeta nenhum vértice de a. Assim w’ possui as seguintes propriedades:

(1) W' N Bria(u) =E(W, a) N Bryo(u);
(17) €(w', ) possui um caminho ligando 0 a Sp;
(77i) para todo v € w' N B,12(u), a configuracao £(w', «) \ {v} ndo contém tal caminho;

(iv) como u é p-pivotal, u € W'.

Seja P o menor caminho ligando 0 a S, na configuracao £(w’, ). Podemos observar
que w'NB,y2(u) = PNB, 2(u). Fagamos Pr e Pg como sendo cada umas das componentes
conexas dos caminhos obtidos de P\ {u}. Fazendo w” = P\ B,(u), a Conjectura 10 e o

Lema 7 garantem a existéncia de uma configuracao w tal que:

(a) w? Uw; nio contém caminho ligando 0 a Sy;

(b) wP Uw; U (E(wy — u) + u) possui um caminho ligando 0 a Sy
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Seja w” = (W' \ Br(u)) Uw;. Mostrando que u é s-pivotal no estado (w”, ) teremos o
resultado desejado para este primeiro caso.
Definindo w* = £(w", ) \ B,(u) e tendo sempre em mente que o enhancement tem

alcance menor que 7, temos que
(1) w*=EW" a)\ B(u) = E(W", aU{u}) \ B (u) = E(w', ) \ Br(u)
(2) E(W" a)N B (u) =w; e E(W', aU{u})N B, (u) =w U(&(wr —u) + u)
Assim, precisamos mostrar que
(a) w*Uwp nao contém caminho ligando 0 a Sp;
(V') w*Uwy U (E(wr —u) 4+ u) possui um caminho ligando a origem a Sy.

Uma configuracao w' fora de B,.(u) induz uma relagao de equivaléncia ~ em w’N .S, 1,

9 contém um caminho ligando estes

P

com dois vértices relacionados se, e somente se, w
dois pontos. Para mostrar que (a) e (b) implicam (a’) e (V'), mostraremos que w* e w
induzem esta relacao de equivaléncia. Primeiramente vamos descrever ~ em w?. Temos
que P = Og1O; --- 1,0, onde k > 1, cada O; é uma sequéncia de um ou mais vértices
fora de B,(u) e cada I; é uma sequéncia de um ou mais vértices em B, (u). Temos que
k . . ~ . .

wf = Ui O; e, assim, temos uma classe de equivaléncia C; para cada conjunto O; NS,
para 0 < 7 < k com apenas Cj conectada a 0 e (', conectada a Sp,.

Vamos agora comparar w* com w! em relacdo a ~. Pela definicao de w* e lembrando

que o enhancement nao afeta vértices de B, 2(u) temos que

w* N Byyo(u) = (E(W,a) \ Br(u)) N Bryo = (W' \ By(v)) N Brya = w!’ N Brya(u).

Assim w* e w?

coincidem em 5,9 € a relagao de equivaléncia ~ possui o mesmo conjunto
base nessas duas configuracoes. Notemos que w” = P\ B,.(u) C (W, a) \ B,(u) = w*
assim, dois vértices conectados em w’ estdo conectados também em w*. Por fim, vamos
supor que duas classes distintas em w’, digamos C; e C; com ¢ < j, estao conectadas
em w*. Nesse caso, C; e C; fazem parte da mesma classe em w*, digamos Cj, assim,
P' = 0¢1O;---Oy;--- IO é um caminho menor que P = Og10; --- O;1;0; - - - [,O}, em
E(wW', @) conectando 0 a Sp, mas isso é um absurdo pois contradiz a minimalidade de P.
Com isso alcancamos o resultado desejado nesse primeiro caso.

Para o caso em que ||u| < r+ 10 ou seja u € B,419(0), vamos construir uma confi-
guracao w’ a partir de w como se segue. Ativamos todos os vértices dentro de B, 20(0)
e apds isso desativamos todos os vértices de S,;19(0) exceto um vértice qualquer v €
Sr119(0). Observemos que v é p-pivotal para o evento Ry e que r+10 < ||v]| < L—(r+10).

Assim podemos aplicar o caso anterior para esse v.
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Por fim vamos tratar o caso em que |ju|| > L — (r 4+ 10). Claramente nenhum ponto
u tal que ||lul| > L pode ser p-pivotal, portanto basta considerar L — (r 4+ 10) < |Ju|| < L.
Para a construcdo de w’, nesse caso, seja v € Bp_(,420)(0) tal que [ju — v|| < 7+ 20.
Desativamos um por um cada vértice de B,.30(v) de w que nao impede que 0 conecte a
Sp. Apds o término desse processo, teremos um caminho P em B, 30(v) que conecta 0
a Sp. Seja w o primeiro ponto de P em B, y30(v). Assim temos que w € Bp(0). Vamos
entao desativar todos os vértices em B, 30(v) exceto por w. Suponhamos ser possivel
construir um caminho P’ de w para Sp passando por v tal que P’ estd em B, yo9(v)
(exceto, claro, por w que estd em B, y30(v)). Assim, o vértice v é p-pivotal para R no
estado ((w \ By430(v)) U P’ ), e como r + 10 < [jv|| < L — (r + 10) podemos aplicar
novamente o primeiro caso.

Para a construcao de P’, seja w = (wy, ..., wq) e v = (vy,...,vq). N6s construiremos a
parte de P’ que conecta w a v mudando cada coordenada monotonicamente, de tal forma
que a distancia entre esses dois pontos diminua 1 unidade a cada passo. Digamos que o
penultimo passo desse processo nos leve a v — e onde e = (0,...,4+1,...,0) com £1 na
1-ésima coordenada. Damos entao o passo para chegar em v e mais um passo para v + €.
Isso serve para garantir a passagem por v e para assegurar que ele seja p-pivotal. Os
proximos passos damos aumentando o valor absoluto de alguma coordenada que nao seja

a 1-ésima. Depois de no maximo r 4 21 passos atingiremos Sy, em algum ponto interior a
Br+30 (’U) ]



Capitulo 3

Demonstracoes em Casos

Particulares

3.1 Malha Retangular

Para provarmos a Conjectura 10 com d = 2 utilizaremos a métrica ¢; e o octéogono O,

formado removendo os vértices (£r,0) e (0,£r) de B(0).

Prova da Congectura 10 para d = 2. Vamos provar o resultado para r = r(m,2) = m+c
para alguma constante c. Novamente, para termos espaco para as alteragoes, seja m > 50.
Dados dois caminhos, Pg e Pg, ambos comegando fora de B}, e terminando em vértices
adjacentes a origem, truncamos estes caminhos em seus primeiros vértices que tocam O,..
Assim, obtemos dois caminhos P, = Ry,..., R, e P, = G1,...,G, onde R, e Gy, estdo
em O, e todos os demais vértices desses dois caminhos estao fora de O,.

Observemos que conjunto O,_1 \ O,_3 forma uma espécie de anel, que chamaremos de
A que contém todos os vértices de O,_1 \ O,_s.

Vamos supor primeiro que ||R, — Gypl[; = 10, ou seja, estao a uma distancia de pelo
menos 10. Como estes dois vértices estao em O, ambos possuem pelo menos um de seus
vértices adjacentes em A. Seja u adjacente a R, e v adjacente a G, em A. Conectemos
R, au e Gy av. Continuamos entao cada caminho sobre A até atingirmos os vértices
+e,_o. Por causa da distancia entre estes dois vértices é possivel construir estes caminhos
sem que eles possuam vértices adjacentes um com o outro. Uma forma de construir
estes caminhos é a seguinte: se u = (uj,us) € v = (vy,vy) possuem as suas primeiras
coordenadas diferentes, podemos supor, sem perda de generalidade, que u; < v;. Nesse
caso conectamos u a —e,, seguindo para a esquerda sobre A e v a e,, seguindo para a direita
sobre A. Se u; = v; temos que a segunda coordenada de algum desses pontos é negativa

e do outro é positiva, pois eles estao a uma distancia de pelo menos 10. Assim, podemos

21
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seguir por A no sentido horario e conectar o vértice com maior segunda coordenada a

—e,, € 0 outro a e,,.

Suponhamos agora que R, e GG estao a uma distancia menor que 10 mas nao diago-
nalmente adjacentes com um deles em uma quina. Podemos entao, como foi feito acima,
encontrar pontos u e v em A adjacentes a R, e Gy, respectivamente, tais que R, e u nao
sao adjacentes a Gy, e v. Os caminhos entao, seguem sobre A, indo em direcoes opostas,
até atingirem pontos u’ e v’ que estejam a uma distancia maior que 15. Damos entao dois
passos a partir destes vértices em direcao a O,_3. A partir daqui aplicamos entao o caso

anterior trocando r por r — 3.

Suponhamos agora que R, e GG, estao a uma distancia menor que 10, sao diagonalmente
adjacentes e um deles estd numa quina. Por exemplo, R, = (1,7 — 1) e G, = (2,7 — 2).
O vértice R, 1 esta fora de O, e nao é adjacente a nenhum vértice de Pg, assim a
tnica possibilidade para esse vértice é R, 1 = (1,7). Continuando o caminho Pg de
forma que ele continue nao adjacente ao caminho Pg temos como unica possibilidade que
R,i1 = (0,7 —1). A partir daqui estendemos os caminhos Pr e P; como mostra a figura
3.1. Estes caminhos entram em O,_s em pontos que nao sao diagonalmente adjacentes e

portanto podemos aplicar o caso anterior. ]

Figura 3.1: Construgao do terceiro caso da prova da Conjectura 10 na malha retangular. Vértices
solidos representam Pg. Vértices ocos representam Pg.
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3.2 Malha Cubica

Para provar a Conjectura 10 no caso tridimensional prepararemos terreno com dois lemas
que irao abranger a maioria dos casos possiveis. Apoés isso faremos a andlise dos casos

restantes. Salvo mencao do contrério, utilizaremos para esta demonstragao a métrica ¢;.

Lema 11. Sejam d > 2 e m > 1. Suponha que r > m + 10. Sejam u = (ug,...uq)
ev = (v1,...v4) pontos de S, tais que para alguma coordenada i, existe um inteiro s
com |s] <r—5ewu; >s>wv ouv; > > u. Entdo podemos construir um caminho
Pr comecando em u e um caminho Pg comecando em v com as seguintes propriedades:
um caminho termina em —e,, e o outro em e,, e, exceto por seus vértices finais, estes
caminhos estao inteiramente em B,_; \ B,, e nenhum vértice de Py é adjacente a vértice

do caminho Pg.

Demonstrag¢ao. Trocando u e v, se necessario, podemos supor u; > s > v;. Seja A} =
(S, 1 USr o) Nz ;> s} e Ay = (S,21 US,9) N{z: z; < s}, ou seja, as duas partes
do anel S,_1 U S,_5 obtida deletando os vértices do hiperplano z; = s. Notemos que estas
duas regides sao conexas e que u ¢é adjacente a algum vértice de A; e v é adjacente a
algum vértice de Ay. Dessa forma podemos conectar u a w = (0,...,r—2,...,0) por um
caminho inteiramente em A; onde a coordenada nao nula de w é a i-ésima. Da mesma
forma podemos conectar v a —w por um caminho inteiramente contido em A,. Como estes
caminhos foram construidos em diferentes A; eles nao possuem vértices adjacentes um com
o outro. Como |s| < r—5 podemos estender cada caminho dois passos em dire¢ao a origem
(sobre o i-ésimo eixo) até atingirmos w’ e —w’ onde w’ = (0,...,r—4,...,0). Observemos
que continuamos com os caminhos construidos até agora sem vértices adjacentes um com o
outro. Sei = 1 j& estamos sobre o eixo x e basta seguirmos sobre esse eixo conectando —w’
a —e, e w ae,. Caso contrario, sem perda de generalidade, supomos i = 2. Nesse caso,
podemos conectar w’ a e,_4 no conjunto {(z,y,0,...,0):z >0,y > 0,r =5 < x4y <
r—4} e —w' a —e,_4 de forma similar refletindo na origem. Assim basta seguirmos pelo

eixo z até conectarmos —e,_4 a —€,, € €,_4 & €. ]

Lema 12. Seja r > m—+20 e sejam u e v dois pontos em S, que nao satisfazem as hipoteses
do Lema 11. A n&o ser que u ou v estejam em alguma quina de S, e ||ju — v||; = 2 temos

uma das duas afirmagoes abaixo:

(1) podemos encontrar vértices ' e v’ em S,_;, adjacentes respectivamente a u e v tais

que u e u' nao sejam adjacentes nem a v nem a v’ e ||[u’ — V'||; > ||lu — v]|1;

(7i) existem caminhos P, de u para algum u' € S,_3 e P, de v para algum v’ € S,_3 tais

que u' e v satisfazem as hipdteses do Lema 11 com r substituido por r — 3, P, e
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Figura 3.2: Representagao do Lema 11 para d = 2

P, estao contidos em S,_; U S,_o exceto por seus pontos finais e P, e P, estao, no

minimo, a uma distancia de duas unidades um do outro.

Demonstragao. Sejam u = (ay,as,a3) € v = (b1, by, b3). Como u e v nao satisfazem as
hipdteses do Lema 11 entao nao podemos ter um ponto com coordenada positiva e o outro
com essa mesma coordenada negativa, portanto, sem perda de generalidade, podemos
supor que a; = 0 e b; > 0 para ¢ = 1,2,3. Vamos tratar primeiro o caso em que nem u
nem v estao em uma quina de S,. Entao u e v possuem pelo menos duas coordenadas
estritamente positivas e, portanto, podemos supor, novamente sem perda de generalidade,
que 0 < a; < by.

Se 0 < by < ay (%) entdo podemos tomar v = (a; — 1,a9,a3) e v/ = (b, by — 1,b3) €
assim teremos o resultado para (i) pois como a; + as + ag = r = by + by + b3 temos que
ai—1+as+azs=r—1leb+by—1+b3 =r—1assimu e v’ estdo em S,_; e temos também
que ||[u—vl|y = |a;—b1|+|az—ba|+|az—bs| < |a;—1—by|+|aa—be+1|+]az—bs| = ||[u'—2'||1, a
desigualdade aparecendo pois 0 < a; < by e 0 < by < ag. Da mesma forma, se 0 < b3 < ag
(%) entao podemos tomar v = (a3 — 1,a9,a3) e v = (b1,by,b3 — 1) e assim também
teremos o resultado para (7).

Vamos supor agora que nem (%) nem (xx) ocorrem. Como |lu|l; = ||[v|1 =7 e by = aq,

sem perda de generalidade, podemos supor que b3 < az. Temos que b3 = 0 pois do
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contrario teremos (*x). Mas entdo by > 0 (lembre-se que no maximo uma coordenada
de u e v é nula) e assim temos que by > as, pois do contrario teriamos (x). Com isso
az > b3 = 0. Se ag > 2 o Lema 11 é satisfeito para i = 3 e s = 1, portanto temos que
a3 = 1. Até aqui temos que ay +as +1 =7 = by + by (x* %), by = a3 e by > as. Se
tivéssemos b; > a; entao by = a1 + k; e como by > as temos by = as + ko com ki, ko
inteiros positivos. Mas entao temos que by + by = ay + as + (k1 + ko) com ky + ky > 1
o que contradiz (* * ), portanto temos b; = a; e assim by = as + 1. Assim, em resumo,
temos que u = (z,y,1) e v = (z,y +1,0) comz >0ey > 0.

Se y > 0 tomamos v’ = (z,y —1,1) e v = (z — 1,y + 1,0). Como u estd em S, entao
r+y+l=r;assimz+y—1+1l=r—lex—1+y+14+0=r—1e portanto v’ e v
estdao em S,_;. Temos também que |[u —v|} =0+1+1=2<4=1+2+4+1= ||/ —;.
Assim satisfazemos a condicao (i) do lema.

Se y =0 temos u = (z,0,1) e v = (x,1,0) mas como u e v estdo em S, entdo x+1 =r
ousejazr =r—1, portantou = (r—1,0,1) ev = (r—1,1,0). Tomemos v’ = (r—5,0,2) e
v' = (r—5,2,0). Seja P, = (r—1,0,1)(r—2,0,1)(r—3,0,1)(r—3,0,2)(r—4,0,2)(r—>5,0, 2)
e P, construido da mesma forma apenas trocando as coordenadas y com as coordenadas
z do caminho P,. Observemos que exceto por seus pontos finais, P, e P, estao em
S,_1US,_5. Assim estes caminhos satisfazem a segunda alternativa do lema.

Para finalizar, vamos ao caso em que u ou v estao em uma quina de S,. Podemos,
sem perda de generalidade, supor que u = (0,0,7) e como por hipdtese ||u — v|; > 2
devemos ter v = (by, bg, b3) com by < r — 2, pois se bg = r — 1 temos que v = (0, 1,7 — 1)
ouv = (1,0,7 — 1) mas nesse caso ||u — v||; = 2. Se alguma outra coordenada fosse igual
ar — 1 terfamos o Lema 11 satisfeito nessa coordenada com s = 1. Também devemos ter
bs = r — 5 pois do contrario as condigdes do Lema 11 também estariam satisfeitas (com
i=3es=r—25). Comob +by+0by=rer—5<by <r—2nao podemos ter by e by
nulos ao mesmo tempo, entao, sem perda de generalidade, podemos supor by > 0 e b; > 0.
Seja P, = (0,0,7 —1)(0,0,r —2)(0,—1,r — 2)(0,—1,7 — 3)(0, —1,7 — 4) e o caminho P,
que sera construido a partir de v tomando 3 passos na direcao negativa da coordenada z.

Esses caminhos satisfazem a segunda alternativa do lema. O]

Prova da Conjectura 10 para d = 3. Provaremos o resultado para r = r(3,m) = m + ¢
onde ¢ é uma constante. Sejam Pr e Py caminhos em Z¢ conforme a Conjectura 10,
ou seja, sao dois caminhos que comecam fora de B, s, terminam em uma vizinhanca
de 0 e nao possuem vértices adjacentes de um caminho com o outro. Aos vértices de
Pr que estao em S, e estdao antes da primeira vez em que este caminho entre em B,_;
chamaremos de R;. Aos pontos de Py com esta mesma propriedade chamaremos de Gj.
Assim, se a1 < ay < --- < a,, temos que R,, é o a;-ésimo ponto de Pr. Notemos que

o (as 4+ 1)-ésimo ponto de Pr estd em R, ; e todos os demais pontos de Pp antes do
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(as + 1)-ésimo (excluindo-se os R;) estarao fora de B,.

Diremos que a quadrupla (i, j,u’,v") é boa se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) i < sej<tentdo R; e G; estao definidos;
(17) v’ € S,_1 é adjacente a R; e v' € S,_; é adjacente a G;
(13i) u' # v' e temos que ou ||u’ —v'||; > 2 ou v’ e v’ ndo estdo em uma quina de S,_i;

(iv) ' nao é adjacente a nenhum Gy com k < j e v’ nao é adjacente a nenhum Ry com
k<.

Se uma quadrupla boa existe, seja u = R; e v = G;. Se estes pontos satisfazem as
hipoteses do Lema 11, entao desativamos todos os pontos de Pgr e P em S,., exceto os
R;, com 1 < k e os G com k < j, e usamos o Lema 11 para modificar estes caminhos
em B,_; e atender a Conjectura 10 (com r — 1 no lugar de r). Por outro lado, se u e v
satisfazem as hipoteses do Lema 12 podemos entao aplicd-lo um nimero finito de vezes
até chegarmos a uma situagao em que o Lema 11 é aplicavel. Esse processo reduz r nao
mais que 40 unidades e assim ¢ valido para r > m + 10 como se deseja.

Assumimos que nao existe uma quadrupla boa e, portanto, ndo podemos aplicar os
Lemas 11 e 12.

Lema 13. Suponha que nao exista uma quadrupla boa. Temos entao que R; esta em
uma quina de B, e Ry, G1, Ry, Gy, ..., R, /4, G, /4 sdo vértices sucessivos ao longo de uma

aresta do octaedro B,, ou essa situacao acontece com R; e GG; invertidos.

A prova desse lema serd por inducao. Para n = 1 observemos que R; ou G; esta em
uma quina de B, e o outro esta a uma distancia de 2 unidades deste, ou seja, em uma
aresta de B,. Vamos agora supor que esta situagao é verdadeira para n < r/2 e provar
para n + 1. Invertendo G; com Ry, se necessario, podemos assumir que Ry = (0,0, 7).
Vamos supor que este padrao segue deste ponto até (n,0,7—n) = Ry onde k = |n/2] + 1.
Seja (n —1,0,7r —n+1) = Gy com £ = [(n — 1)/2| + 1. Notemos que os tinicos pontos
adjacentes a Gy em B,_; sao (n—1,0,r —n) e, sen > 2 (n—2,0,7 —n+ 1). Veja que
(n—1,0,7 —n) é adjacente a Ry. No caso em que n > 2, (n —1,0,7 — n) é adjacente a
(n—2,0,r —n —2) = Ry_1, portando o ponto de Pg que vem apés Gy estéd fora de B,,
assim Gy, q estd definido, pois o caminho Py precisara voltar a tocar B,.

Veremos agora que, se Gyp1 # (n+1,0,7 —n — 1), teremos uma quadrupla boa, o que
serda um absurdo, por hipotese.

Para mostrar isso, vamos supor que podemos encontrar u' adjacente a u = Ry e v/

adjacente a v = Gy tais que
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(*) v’ ndo é adjacente a nenhum dos G; com 1 < i < £+ 1 e v/ nao é adjacente a

nenhum dos R; com 1 <17 < k.

Observemos que a quadrupla (k,¢ + 1,u/,v") é boa. Para mostrar isso precisamos
verificar apenas a condigao (i), pois as demais seguem das suposigoes feitas. Notemos
que nem u' nem v’ estdao na quina (0,0, — 1) pois este ponto é adjacente a Ry e a Gy, 0
que mostra a condigao (iii). Para mostrarmos (x) seja A = {Ry,...,Ry_1,G1,...,Gi} =
{(m,0,r —m),0<m<n—1}e B={(m,0,r—m—1),0 <m <n— 1} o conjunto de
pontos adjacentes a A que estdo em S,_;. Assim, para satisfazer (x) é suficiente garantir

que u',v" ¢ B, u' # v’ e que v/ nao é adjacente a v e v/ nao ¢é adjacente a u.

Os tnicos vértices de B,_; adjacentes a u sao (n,0,r —n—1) e (n—1,0,7 —n). Mas
(n —1,0,7 — n) é adjacente a Gy, portanto somente podemos ter v’ = (n,0,7r —n — 1).
Se v = Gy41 ndo tem coordenada z estritamente positiva entdao v estd longe de AU {u} e
podemos tomar v’ como qualquer vértice em B, adjacente a v. Caso contrario, tomemos
v/ =v—(0,0,1). Como v ¢ A temos que v' ¢ B e assim esse v/ é 0 que procuramos exceto
se u’ for adjacente a v ou v’ for adjacente a u. Isso somente acontece se v = Gy 1 for um dos
pontos (n+1,0,7r—n—1) ou (n, 1, r—n—1). Mostraremos que se Gyp; = (n,£1,r—n—1)

conseguiremos achar uma quadrupla boa.

Sem perda de generalidade, podemos supor que v = Gyy1 = (n,1,r—n—1). Os Unicos
vértices de S,_; adjacentes a Ry = (n,0,7—n)sdo (n—1,0,r—n) e (n,0,r—n—1). Como
cada um deles é vizinho de G, ou Gy 1, temos que o caminho Pgr ainda nao entrou em
B,_1 depois de Ry, assim, Ry vai existir. Como nao conseguimos entrar em B,_; via Ry,
tentaremos fazer isso via Ry 1, aplicando o mesmo processo que foi feito acima (notemos
que agora estamos a procura do u adequado pois temos v = Gy;1). Assim como foi feito
antes, seja u’ = u—(0,0,1) e v  =v—(0,0,1) = (n, 1,7 —n —2) e novamente esta escolha
s6 nao funcionard se v’ for adjacente a v ou v’ for adjacente a u, pois v, v ¢ B. Mas v’ é
adjacente a v somente se u = (n+1,1,7r—n—2) ouu = (n,2,r—n—2). Mas em ambos os
casos, tomando v = (n—1,1,r —n —1) temos que a quadrupla (k+1,¢+1,u’,v") é boa.
Portanto podemos assumir que u’ é adjacente a v e, assim, Rg.; = u = (n—1,1,7—n). Se
n > 2 a quadrupla (k+ 1,0+ 1,4",v") é boa, com v’ = (n—2,1,7—n). Se n = 1 estamos
no caso em que G; = (0,0,7), Ry = (1,0,r—1), Go = (1,1,r—2) e Ry = (0,1,r—1). Note
que os dois vértices em B,_; adjacentes a Ry sao adjacentes a algum G;, assim Pr nao
entra em B,_; ap6s Ry, portanto existira R3. J& G5 possui apenas trés vértices adjacentes
que nao sao adjacentes a vértices de Pg, a saber, (2,1,r —2),(1,1,r —3) e (1,2,r — 2),
assim, dois deles precisam estar em Pg. Dal segue que R3 nao pode ser (2,1,r — 3) nem
(1,2,7 — 3), pois cada um destes vértices sera adjacente a algum vértice de Pg de forma
a impedir a continuacao do caminho Pg. Se Rj3 tem coordenada z menor ou igual a 0

entao ele estd longe de Gy e G e portanto a quadrupla (3,2, u’,v"), com v’ = R3—(1,0,0)
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e v = Gy —(0,0,1) é boa. Caso contrario a quadrupla (3,2,u/,v") é boa, com u = Rj,
W =u—1(0,0,1), v =Gy e v =v—(0,0,1). De fato, os tinicos vértices adjacentes a v’
(além de v) em S, sao (2,1,7 —3) e (1,2, — 3) nenhum dos quais sendo Ry, Ry ou R3, e
para u’ estar em R,_; e ser adjacente a G; ou Gg nés deveriamos ter v’ igual a (1,0, r —2)
ou (0,1,7 —2) ou (0,1,r — 2) e para cada um desses casos u é um dos pontos G1, Ry ou
Ry que é impossivel pois Ry, Ry, R3 e GGy sao distintos. Isso completa a prova do Lema
13.

Vamos agora continuar a prova da Conjectura 10 no espaco tridimensional. Con-
forme foi observado no inicio desta demonstracao, podemos assumir que nao existe uma
quadrupla boa. Dai, pelo Lema 13 podemos assumir que Ry = (0,0,7),G; = (1,0,r —
1), Ry = (2,0,r —2),Gy = (3,0,r —3) e R3 = (4,0,7 — 4). Os unicos vértices adjacentes
a (G1 que nao sao adjacentes a nenhum vértice de Pg sdo (1,£1,r — 1), assim o caminho
Pg precisa passar por estes pontos (e é claro que um deles precede e o outro vem imedia-
tamente depois de G). Da mesma forma para G os pontos em questao sao (3,+1,7—3)
e para Ry (no caminho Pg) s@o os pontos (2,+1,r — 2). Vamos assumir sem perda de
generalidade que (2,1,7 — 2) precede Ry em Pg. Como (1,1,7 — 1) e (3,1,r — 3) estao
em Pg entdo os tnicos vértices adjacentes a (2,1, — 2) que nao sdo adjacentes a nenhum
vértice de Pg sdo (2,0,7r —2) = Ry e (2,2,7 — 2) assim (2,2,r — 2) estd em Pg (pois o
caminho Pg precisa continuar) e é imediatamente anterior a (2,1, — 2). Trunquemos o
caminho Pr em (2,1,r —2) e Pg em G; = (1,0,7—1). Vamos a partir de agora adicionar
alguns vértices aos caminhos Pg e Pg de tal forma que recairemos em algum caso tratado
anteriormente. Para isso, adicionamos o vértice u = (1,0,r — 2) € S,_; a Pg, e adicio-
namos os vértices v = (2,1,r —3) € S, ew = (2,1,7r — 4) € S,_; a Pg. Nesse ponto u e
w sao os unicos pontos de Pr e Pg em B,_;. Ja Ry,G1 e v sao os unicos pontos destes
caminhos em B,. Notemos que nao existem vértices de Pr adjacentes a vértices de Py em
B, e B,_1. O tnico novo vértice em S, é v que estda em Pg. Vamos analisar os vértices
adjacentes a v que estdo em S,_;. Sao eles: (2,1,r — 2) que estd em Pg, (3,1,7 — 3) que
estava em Py mas foi desativado nos truncamentos feitos acima e (2,2, 7 —3) que nao pode
estar em Pg pois (2,2,r—2) estd em Pg. Assim u e w estdo a uma distancia de 2 unidades
mas nenhum deles estd em uma quina de B,_;, portanto podemos aplicar o Lema 12 a

esses dois pontos e continuar os caminhos como foi feito nos casos anteriores. ]

3.3 Percolacao de Elos em Z¢

Por nao se tratar do foco deste trabalho, faremos um breve comentario deste caso. Durante
todas as demonstragoes feitas, queriamos evitar que um dado caminho interceptasse outro,

o que era relativamente facil de ocorrer bastando que vértices de um dos caminhos se
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tornasse adjacente a vértices do outro. No caso da percolagao de elos para um caminho
interceptar o outro ambos os caminhos devem possuir algum vértice em comum, o que
é muito facil de evitar (muito mais facil que evitar que dois vértices sejam adjacentes).
Nesse caso, notemos que a Conjectura 10 pode ser demonstrada em qualquer dimensao,
observando que dados dois caminhos Pr e P comecando fora de By}, e terminando em
uma vizinhanca da origem a construcao que precisamos é a seguinte: truncamos Pr em
seu primeiro elo v'u (com u € BX® e v’ ¢ B°) que toca em B> e Py, da mesma forma,
em seu primeiro elo v'v (com v € B° e v’ ¢ BX) que toca em B2°. Apoés isso desativamos
todos os elos do conjunto {z'x;z, 2’ € Z% e x € B® ou 2’ € B>} exceto v'u e v'v, ou seja,
desativamos todos os elos que possuem algum de seus vértice formadores em B:°, exceto
uw'u e v'v. Dal conectamos {u,v} a {ey, —en} (com construgdes muito parecidas com as

feitas na Conjectura 10) e entdo conectamos —e,, a e, por um segmento de reta.

J
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Figura 3.3: Exemplo dos trés passos da construgao da Conjectura 10 para percolacao de elos.
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