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Resumo

Com objetivo de apresentar um estudo de assuntos de geometria plana,
que, geralmente, nao sao trabalhados em textos adotados em cursos de gra-
duacao, neste trabalho, é desenolvido preliminarmente, trés problemas de
otimizacao, os quais para suas resolugoes sao usadas argumentacoes estri-
tamente geométricas, em seguida é discutida a Linha de Euler e a Circun-
feréncia de Nove Pontos, e para finalizar os trabalhos é dado uma breve
introducao a Geometria Inversiva.

Palavras-chave: Geometria Plana, Otimizacao, Circunferéncia e Geometria
Inversiva.



Abstract

In order to present a study of Plane Geometry issue, which generally are not
worked on texts adopted in undergraduate courses, this work is developed,
preliminarily three optimization problems, which to its resolutions are used
arguments strictly geometrical; then discussed is the Euler Line and the
Circle of Nine Points, and to complete the work is given a brief introduction
to Geometry Inversive.

Key-Words: Plane Geometry, Optimization, Circunference and Geometry
Inversive.
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Introducao

Neste trabalho é feito o estudo de assuntos de geometria plana que cons-
tam em textos especializados e que, em geral, nao sao adotados em cursos
de graduacao.

Esses assuntos sao abordados em trés grupos.

No capitulo 1, estudaremos problemas de maximo e minimo, utilizando
técnicas e argumentos, exclusiamente geométricos.

Ja no capitulo 2, discutiremos a Linha de Euler, definindo-a e provando
a sua existéncia e, também, a Circunferéncia de Nove Pontos, mostrando um
resultado envolvendo esses dois conceitos.

Finalizando, no capitulo 3, daremos uma breve indrodugao a Geometria
Inversiva, apresentando o conceito de inversao em uma circunferéncia.



Capitulo 1

Problemas de Otimizacao

Apresentaremos, nesse capitulo, um problema de maximizacao envol-
vendo triangulos nao congruentes, dois de minimizacao, o Problema de Fag-
nano e o Problema de Fermat.

1.1 O nimero maximo de elementos iguais
em tridngulos nao congruentes

Com relacao a congruéncia de triangulos, sabemos que bastam trés ele-
mentos de um triangulo serem congruentes a trés elementos correspondentes
do outro, para concluirmos que esses triangulos sao congruentes, prova disto
sao os casos de congruéncias: LLL (lado, lado, lado), LAL (lado, angulo
adjacente, lado), ALA (angulo, lado, angulo) e LLA, (lado, lado , angulo
oposto).

Um fato no minimo curioso é que existem pares de triangulos que tem
cinco elementos, respectivamente, congruentes, sem que os triangulos sejam
congruentes.

O objetivo deste estudo é determinar pares de triangulos nao congruen-
tes, tais que cinco elementos de um deles sejam congruentes a cinco elemen-
tos do outro, podendo esses triangulos serem acutangulos, obtusangulos e
até retangulos. Se quisermos podemos construir, nessas condicoes, pares de
triangulos cujos lados podem ser dados por niimeros inteiros.

Inicialmente, precisaremos da definicao de congruéncia de triangulos.

Definicao 1.1 Um triangulo é congruente a outro se, € possivel estabele-
cer uma correspondéncia entre seus vértices de modo que seus lados sejam
ordenadamente congruentes aos lados do outro e seus angulos sejam ordena-
damente congruentes aos angulos do outro.
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Figura 1.1: Triangulos Congruentes

AB=AB A=A

AABC = NA'B'C' & | AC=AC B=DB

BC=BC C=C

Uma maneira de discrever esta situacao é dizer que o triangulo ABC
pode ser colocado sobre o triangulo A’B'C’ de maneira que coincida com
este exatamente. Assim, para ilustrar o que entendemos ao dizer que os
triangulo ABC e A’B’C" sao congruentes devemos definir quais vértices vao
se sobrepor dois a dois, ou seja, para levar o triangulo ABC' sobre o triangulo
A'B'C’", devemos colocar A sobre A’, B sobre B’ e C sobre C’'. Podemos
indicar, assim, os vértices correspondentes pela ordem em que eles aparecem,
respectivamente, em cada triangulo na notacao NABC = AA'B'C’, isto é,
A corresponde a A’, B corresponde a B’ e C corresponde a C’.

Uma sobreposi¢ao como essa, chama-se correspondéncia biunivoca entre
os vértices dos triangulos. Se os triangulos coincidem ao sobrepor os vértices
da maneira descrita, entao a correspondéncia biunivoca se chama uma con-
gruéncia entre os dois triangulos.

A congruéencia entre triangulos é reflexiva, simétrica e transitiva.

Partiremos, agora, para determinacao de pares de triangulos nao congru-
entes, os quais cinco elementos de um deles sao congruentes a cinco elementos
do outro.

E 6bvio que os triangulos nao podem ter trés lados correspondentes con-
gruentes, pois, dessa forma, pelo caso LLL, os triangulos seriam congruentes.
O que nos leva a concluir que os elementos congruentes, para os pares de
triangulos em questao devem ser dois lados e os trés angulos. Segue, dai,
que os triangulos sao semelhantes e, portanto, os seus lados homédlogos sao
proporcionais.

Para facilitar a construgao desses triangulos, vamos supor que os lados
de um triangulo sejam de medidas a, b e ¢ e do outro triangulo a, b e d,
conforme a figura a seguir.



Figura 1.2: Triangulos Nao Congruentes

Ja sabemos que os triangulos que queremos terao que ser semelhantes;
resta saber quais sao os pares de lados correspondentes nos dois triangulos.
Analisaremos os seguintes casos:

e 1° Caso: Lados iguais correspondentes

Entéo,teriamos32%:§:>1:§l:>c:d.

Logo, os triangulos seriam congruentes, portanto os lados iguais nao
) )
podem ser correspondentes.

Dessa forma, restam estudar os casos em que os lados corresponde nao
sao iguais.

o .a_ b _ ¢
e 2° (Caso: F = .= ¢

Da primeira igualdade temos a? = b?, ou seja, a = b. Entao 1 = ¢, isto

s

éc=d.

C
d’
Novamente os triangulos seriam congruentes, logo a correspondéncia

nao podera ser feita dessa maneira.

e 3° Caso: O lado correspondente a c¢ tera que ser a ou b.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que o lado correspondente

a c seja b.

Temos, entao, necessariamente, § = g =7=k

Tirando os valores dos lados em funcao da constante k£ e do lado a,
temos:

b—k=b=ka

a

¢ =k=c=kb=c=k(ka) = c=ka;

a __ __a

S=k=d=1¢



Dessa forma, se dois triangulos nao congruentes tiverem 5 elementos
respectivamente congruentes, os lados de um dos triangulos terao que
formar a progressao geométrica (a, ka, k*a) e os lados do outro a pro-
gressao geométrica (%, a, ka).

Porém para que a, b, c possam ser lados de um triangulo, o maior deles
devera ser menor que a soma dos outros dois.

Temos duas possibilidades.

e[-Sek>1

O maior lado seré k2a, entao devemos ter k?a < a+ka = k*a—ka—a <
0=k —-k-1<0.

Procuremos, entao, os valores de k que satisfazem essa inequacao.

K —k—1=0=k=1%55

A B
0o D
\ >4 B4

1-v3 1+5
9 2

Figura 1.3: Solucao da Inequacao

Portanto, o conjunto solugao é {k € ]R/%5 <k< HT\@}

Como, k > 1 segue que 1 < k < Hf

e [[-Sel0< k<1

O maior lado serd a, entao devemos ter a < ka + k*a = k*a+ka —a >
0=k +k—-1>0.

Os valores de k que satisfazem essa equagao formam o conjunto solugao
(ke R/k < 1508 ¢ k > 1151
Como,0<k<1segueque1+T‘[<k<1.

Decorre de I e II que %5 <k< %5, k # 1 é a condigao necessaria
para que a, ka, k*a sejam os lados do triangulo.

O ntimero %5 ¢ a conhecida “razao aurea”, denotada pela letra grega

T, consequentemente % = ”‘[ e, portanto o problema dos dois triangulos



nao congruentes com 5 elemementos respectivamente congruentes, tem
solucgao se os lados dos triangulos formarem uma progressao geométrica
de razdo k, tal que X < k < 7, com k # 1.

T

1.2 Problemas de Minimizacao

Nesta segao, apresentaremos e discutiremos, utilizando técnicas e argu-
mentagoes estritamente geométricas, dois problemas de minimizacao: O Pro-
blema de Fagnano e o Problema de Fermat.

Problema de Fagnano: Em um dado triangulo ABC acutangulo, ins-
creve um triangulo UV W, cujo o perirmetro é o menor possivel.

Dado um triangulo ABC acutangulo, consideremos, primeiro um triangulo
arbitrario UVW, com U em BC, V em CA e W em AB. Sendo U’ e U”" as
imagens de U pela reflexdao em CA e AB, respectivamente.

Rl /\ U

Figura 1.4: Caminho de U’ para U”



Dessa forma, temos UV + VW + WU = U'V + VW + WU"” o qual é
um caminho de U’ para U”, que em geral pode ser uma linha quebrada com
angulos em V e W. Logo, tal caminho é minimo quando ele é uma linha
reta, como na figura 1.4.

Portanto, entre todos os triangulos inscritos no triangulo ABC', com um
vértice dado U em BC, aquele com menor perimetro ocorre quando V e W
estdo na mesma linha reta que liga U’ e U".

Sendo assim, obtemos um triangulo definido UV W para cada escolha de
U em BC.

O problema, entao, sera resolvido pela escolha de U que minimiza o seg-
mento U'U”, cujo comprimento nada mais é do que o perimetro do triangulo
inscrito UVW.

Desde que AU’ e AU” sao imagens de AU por reflexdo em AC e AB, res-
pectivamente, entao eles sao congruentes e o angulo U’ AU" = 2121, conforme
mostra a figura 1.5 a seguir.

Figura 1.5: Angulo U’AU" = 2A

Do fato de AU’ e AU” serem congruentes, decorre que AU'U” é um
triangulo isosceles, cujo o angulo em A é independente da escolha de U.
Portanto a base U’U” é minima quando os lados congruentes AU’ e AU” sao
minimos, isto é, quando AU é minimo, pois AU é congruente a ambos.

Em outras palavras, AU terd que ser a menor distancia do ponto dado A
ao segmento dado BC, para que U'U” seja a menor distancia possivel.

Ja que a hipotenusa do triangulo retangulo é maior do que cada cateto,
a localizacao desejada de U em BC é tal que AU seja perpendicular a BC

Portanto, AU é a altura de A.



Figura 1.6: Localizacao do U

Uma vez que poderiamos, igualmente, ter conseguido com B ou C' ao
invés de A, obteremos, analogamente que, BV e CW sao as alturas de B e
C, respectivamente.

Problema de Fermat: Num dado triangulo acutangulo ABC, localize
um ponto P cujas distancias de A, B, C tenha a menor soma possivel.

Dado um triangulo ABC' acutangulo, consideremos primeiro um ponto
arbitrario P, dentro desse triangulo. Em seguida, vamos ligar o ponto P aos
vértices A, B e C, obtendo, assim, o triangulo AP B, dentre outros.

Vamos, agora, girar o triangulo APB sessenta graus, em torno de B,
obtendo, desse modo, o triangulo C'P’B, conforme figura 1.7 a seguir.

Figura 1.7: Construcao do Triangulo C'P'B

Dessa forma, o lado AB é congruente ao lado C'B e o angulo adja-
cente é 60°, portanto o triangulo ABC" é equildtero, assim como é, também,
equildtero o triangulo PBP’, pois PB é congruente a P'B e o angulo adja-
cente é 60°.
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Entao, temo que AP+ BP+CP = C'P'+ P'P+ PC é a distancia entre
C'eC.

O caminho que liga os pontos C’ e C' é dado pela sequéncia dos trés
segmentos C'P’', PP F PC, que normalmente é uma poligonal com angulos
em P’ e P, e, portanto,tem tamanho minimo quando é uma linha reta, em
cujo o caso o angulo BPC = 180° — BPP' = 120° e APB = C'P'B =
180° — PP'B = 120°. Esses resultados advém do fato do tridngulo PBP’ ser
equilatero.

Entao, o ponto desejado P no qual AP + BP + C'P é minimo, é o ponto
no qual cada um dos lados BC', CA e AB subentende um angulo de 120°.

Esse ponto, denominado Ponto de Fermat, é mais simplesmente cons-
truido, com a segunda intersecio do segmento CC” e o circulo ABC".

Ja foi demonstrado que o triangulo ABC' nao precisa ser acutangulo,
porém, a solucao apresentada acima é valida quando nao existe angulo maior
que 120°.

Entretanto, ao invés do triangulo equildtero ABC’ em AB, poderiamos ter
construido um triangulo equildtero BC' A’ em BC, ou um triangulo equildtero
CAB' em CA.

A’

Figura 1.8: Triangulos Equilateros

Desse modo, os trés segmentos AA’, BB’ e C'C" passam no ponto P(Ponto
de Fermat). Além disso as medidas desses segmentos sao todos iguais a
AP+ BP + CP.

11



Capitulo 2

A Linha de Euler e a
Circunferéncia de Nove Pontos

Discutiremos, nesse capitulo, a Linha de Euler e a Circunferéncia de Nove
Pontos - também chamada de Circunferéncia de Euler -, apresentando ao final
um resultado envolvendo esses dois conceitos.

2.1 A Linha de Euler

Uma vez que o circuncentro é o ponto de encontro das trés mediatrizes
de um triangulo, o qual esta a igual distancia dos vértices desse triangulo; e
o baricentro é o ponto de encontro das trés medianas de um triangulo, o qual
divide cada medianas em duas partes tais que, a parte que contém o vértice
é o dobro da outra.

Decorre desses conceitos que se o circuncentro O e o baricentro G de
um triangulo ABC' coincidem, entao esse triangulo é equilatero, pois cada
mediana sera perpendicular ao lado dividido em duas partes iguais, sendo,
dessa forma, também a altura correspondente.

12



Figura 2.1: Ortocentro e Baricentro de um Triangulo Equilatero

Portanto, se o triangulo ABC' nao for equilatero, seu circuncentro O e o
seu baricentro (G, estarao em uma mesma linha OG, denominada Linha de

Euler. Se nessa Linha de Euler consideramos um ponto H, tal que OH =
30G e GH = 20G, conforme figura abaixo.

Figura 2.2: Ponto H na Linha de Euler

Podemos deduzir que, como o ponto G é o baricentro, GA = 2A'G e,
também, OA’ é perpendicular ao lado BC, pois é um segmento contido na
mediatriz de BC, uma vez que O é o circuncentro do triangulo ABC e A’ é
o pé da mediana relativa ao lado BC.

Entao, temos que AH é perpendicular ao lado BC, pois é paralelo ao
segmento OA’, pois o triangulo OGA’ é semelhante ao triangulo HG A, pelo

13



caso LAL. Analogamente, BH é perpendicular a CA e CH é perpendicular
a AB.

Como o segmento de reta que parte de um dos vértices e é perpendicular
ao lado oposto é chamdada altura do triangulo relativa a esse lado, os seg-
mentos de reta AH, BH e C'H estao contidos nas trés alturas do triangulo
ABC, relativas aos lado BC, AC e AB, respectivamente, tendo como ponto
comum o ponto H, que é denominado de ortocentro do triangulo ABC'.

Mostramos, entao, que as trés alturas de qualquer triangulo passam por
um mesmo ponto na Linha de Euler, que é o ortocentro; portanto, a Linha
de Euler contém trés pontos notaveis de um triangulo: o circuncentro, o
baricentro e o ortocentro.

2.2 A Circunferéncia de Nove Pontos

Nessa se¢ao, definiremos uma Circunferéncia que contém nove pontos
peculiares de um triangulo e que, dado um triangulo qualquer, sempre é
possivel determina-lo.

Dado um triangulo ABC' qualquer, a Circunferéncia que circunscreve o
triangulo cujos vértices sao os “pés” das trés alturas do triangulo ABC é
chamada Circunferéncia de Nove Pontos do triangulo ABC'. Ele recebe esse
nome por conter, nao somente os “pés” das trés alturas do triangulo inicial,
mas, também, os trés pontos médios de seus lados e os trés pontos médios
dos segmentos que liga o seu ortocentro aos trés vértices.

Mostraremos, agora, que dado um triangulo ABC qualquer,os pontos
médios dos trés lados, os pontos médios dos segmentos que ligam o ortocentro
aos trés vértices e os “pés” das trés alturas desse triangulo, todos estao em
uma mesma circunferéncia.

De fato, consideremos o ponto H o ortocentro de um triangulo ABC
qualquer.

Sejam A’, B', C', A", B" e C" os pontos médios dos segmentos BC, C'A,
AB, HA, HB e HC', respectivamente, e sejam D, E e F' os “pés” das alturas
relativas aos lados BC', C'A e AB, respectivamente.

14



Figura 2.3: Triangulo Inscrito

Temos que se um segmento tem extremidades nos pontos médios de dois
lados de um triangulo, entdo ele é paralelo ao terceiro lado. Portanto, C'B’
é paralelo a BC, pois C' e B’ sio pontos médios, respectivamente, dos lados
AB e BC do triangulo ABC'; analogamente, considerando o triangulo H BC,
B"C" ¢ paralelo a BC. Raciocinando de forma semelhante nos triangulos
HBA e HAC, concluimos que C'B" e B'C" sao paralelos a AH.

Sendo AH perpendicular a BC, decorre que C'B" e B'C" sdo perpendi-
culares a BC, segue que o quadrilatero B'C'B”C" é um retangulo. Similar-
mente o quadrildtero C'A'C"” A” é, também retangulo.

Figura 2.4: Retangulos no Triangulos ABC

15



O lugar geométrico dos pontos onde se vé um segmento AB sob um angulo
reto, é a circunferéncia de didmetro AB, com excecdo dos pontos A e B.

Podemos considerar os segmentos A’A”, B'’B" e C'C"” trés diametros de
uma mesma circunferéncia, os quais subtendem angulos retos nos pontos A’,
B’ e (', além disso, eles subtendem angulos retos nos pontos D, E e F, pois
sao hipotenusas dos triangulos retangulos DA’A”, EB'B" e FC'C".

Figura 2.5: Diametro A’A”, B'B" e C'C"

Portanto, obtendo, assim, uma circunferéncia que passa pelos nove pontos
desejados.

Figura 2.6: Nove Pontos

16



Na préxima secao descutiremos a relacao existente entre a Linha de Euler
e a Circunferéncia de Nove Pontos, também chamada de Circunferéncia de
Euler.

2.3 Relacao entre a Linha de Euler e a Cir-
cunferéncia de Nove Pontos

Estabeleceremos, agora, uma relacao entre a Linha de Euler e a Circun-
feréncia de Nove Pontos, a qual ira oferecer condigoes iniciais para, dado
um triangulo ABC' qualquer, possamos desenhar uma circunferéncia de nove
pontos, tomando como base a Linha de Euler.

Teorema 2.1 O centro da Circunferéncia de Noves Pontos é o ponto médio
entre o ortocentro e o circuncentro, na Linha de Euler.

Consideremos, sobre a Linha de Euler de um triangulo ABC', o ortocen-
tro O e o circuncentro H. Nesse mesmo triangulo, sejam A', B', C', A",
B"” e C" os pontos médios dos segmentos BC, CA, AB, HA, HB e HC,
respectivamente, em que os trés ultimos sao segmentos contidos nas alturas
relativas aos vértices A, B e C, nessa ordem.

Demonstramos na secao 2.2, que o quadrilatero B'C’ B”C" é um retangulo.
Portanto, a diagonal B’B” é um diametro da Circunferéncia de Nove Pontos,
assim, como também é um diametro, da mesma circunferéncia, a outra dia-
gonal C'C". Desse modo, podemos afirmar que a intersegao das diagonais do
retangulo B'C'B"C", denotado po M, é o centro da Circunferéncia de Nove
Pontos, sendo ela o ponto médio entre o ortocentro O e o circuncentro H, na
Linha de Euler, conforme a figura a seguir.

Figura 2.7: Centro da Circunferéncia de Nove Pontos
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Capitulo 3

A Inversao em uma
Circunferéencia

Nesse capitulo, apresentaremos o conceito de inversao em uma Circun-
feréncia, como uma breve introducao a Geometria Inversiva, a qual pode ser
vista como uma extensao da Geometria Euclidiana, em que retas e planos
desempenham papéis fundamentais, ora assumidos, na Geometria Inversiva,
pelas circunferéncias e esferas.

3.1 Inversao de pontos

Dado uma circunferéncia com centro O e raio r, definimos o inverso de
qualquer ponto P, distinto de O, como sendo o ponto P’, cuja distancia ao
ponto O satisfaz a equacao OP x OP' = r2.

Se P é um ponto no interior da circunferéncia de inversao, entao para
representarmos o seu inverso consideramos a corda, dessa circunferéncia, que
tem uma extremidade no ponto 7' e é perpendicular a OP passando por P.
Dessa forma, a tangente a circunferéncia de inversao, em 7', intercepta o
prolongamento de OP no ponto desejado P’

De fato, o ponto P’ é o inverso do ponto P, uma vez que os triangulos

OPT e OTP' sao semelhantes e OT = r, temos OTP = 55

18



Figura 3.1: Inverso do Ponto P

J& para representarmos o inverso de um ponto P’, fora da circunferéncia
de inversao, consideramos o ponto 71" como sendo uma das intersegoes dessa
circunferéncia, com a circunferéncia que tem segmento OP como didmetro,
portanto, o ponto P desejado é o “pé” da perpendicular a OP’ passando por
T.

"
\/

Figura 3.2: Inverso do Ponto P’

Definimos, agora, que duas circunferéncias sao ortogonais se, e somente
se, as suas intersecoes sao angulos retos, isto é, o raio de cada uma delas, no
ponto de intersecao, ¢ tangente a outra.

19



Figura 3.3: Circunferéncias Ortogonais

Consequentemente, o inverso de um ponto P pertencente a uma circun-
feréncia ortogonal a circunferéncia de inversao, é a segunda intersecao da

semirreta OP com aquela circunferéncia.

Figura 3.4: Segunda Intersecao

Dessa forma, com esses conceitos, obtemos um modo simples para o pro-
blema de, dado um ponto P, desenhar uma circunferéncia ortogonal a duas
outras.

Dadas duas circunferéncias e um ponto P, sejam P; e P, os inversos de
P, nessas duas circunferéncias. A circunferéncia que passa por P, P; e P, é
ortogonal as duas circunferéncias dadas.
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Figura 3.5: Circunferéncias Ortogonais

3.2 Inversao de Segmentos e Circunferéncias

Para finalizar essa breve introducao a Geometria Inversiva, discutiremos,
nessa secao, a inversao de segmentos e circunferéncias.

Vimos, anteriormente, que segmentos que passam pelo centro O da circun-
feréncia de inversao invertem-se nelas mesmas. Vamos analisar, inicialmente,
segmentos que Nao passam por esse centro.

Seja A o “pé” da perpendicular saindo de O para o segmento que nao
passa por O. Consideremos A’ o inverso de A e P’ o inverso de qualquer
outro ponto P pertencente a esse segmento.
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Figura 3.6: Segmento que nao passa por O

Uma vez que OP x OP' = K? = OA x OA’, os triangulos OAP e
OP'A’ sdo semelhantes e o segmento AP inverte dentro da circunferéncia de
diametro OA’, na qual encontra-se o ponto P’ no qual subtende um angulo
reto. Desse modo, qualquer segmento que nao passa por O, inVerte dentro
da circunferéncia passando por O e vice-versa.

Por ultimo, analisaremos o inverso de uma circunferéncia que nao passa
por O.

Seja P qualquer ponto dentro de uma circunferéncia de centro C', que nao
passa pelo ponto O e seja @ a intersecao do prolongamento de OP com essa,
circunferéncia.

Temos, entao, que o produto p = OP x O(), denominado, por Jacob Stei-
ner (1976 - 1863), de for¢a de O em relagao a circunferéncia, é independente
da posi¢ao de P na circunferéncia. Ele é positivo quando O esta dentro da
circunferéncia, zero quando O pertence a circunferéncia e negativo quando O
esta fora da circunferéncia, caso em que OP e OQ) sao medidos em direcoes
opostas.

Seja a dilatacao O(%) responsavel em transformar a dada circunferéncia

em outra circunferéncia - ou possivelmente a mesma - e o seu raio C'() no
raio paralelo DP’, conforme a figura a seguir.
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Figura 3.7: Dilatacao

oP _ 0D
0Q — OC
plicacdo, OP x OP' = K?. Decorre que P’ é o inverso de P e a circunferéncia
com centro D é a circunferéncia inversa a circunferéncia dada com o centro

C.

Desse modo, = %2. Ja que OP = 0@ = p, temos por multi-

Portanto, mostramos que o inverso de uma circunferéncia que nao passa
por O é outra circunferéncia, ou possivelmente a mesma circunferéncia, caso
em que deixamos para futuros estudos.
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