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Resumo

Este trabalho tem dois principais objetivos, o primeiro consiste em apresentar a cons-
trucao do complexo cotangente de morfismos introduzida pelo célebre trabalho de Lichtenbaum-—
Schlessinger, a qual generaliza o complexo truncado de Grothendieck. O segundo obetivo é
apresentar uma descricao explicita do primeiro médulo de cohomologia do complexo cotan-
gente de uma curva monomial.

Palavras-chaves: Diferenciais de Kéahler, Semigrupos numéricos, Curvas monomiais, Com-
plexo cotangente, Cohomologia.






Abstract

The aim of this work is to present a rather explicit description of the first coho-
mology module of the cotangent complex of a monomial curve through the construction
of the cotangent complex of a morphism introduced in a celebrated work of Lichtenbaum-—
Schlessinger, construction which generalizes the truncated cotangent complex introduced by
A. Grothendieck.

Key-words: Kahler differentials, Numerical semigroups, Monomial curves, Cotangent Com-
plex, Cohomology.
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Introducao

Os grupos (médulos) de homomologia e cohomologia representam uma das principais fer-
ramentas matemadticas para caracterizar e/ou classificar objetos matematicos. Uma boa parcela
desta importancia se deve ao fato que, em muitos casos, os grupos (médulos) de (co)-homologia
sao computaveis. Em geometria algébrica podemos, rapidamente, citar algumas dessas caracte-
rizagOes e classifica¢os, como por exemplo o critério de afinitude de Serre, cf. [Liu, thm. 5.2.23],
a caracterizagao do grupo de Picard em termos de um primeiro grupo de cohomologia, cf. [Liu,
thm. 5.1.12], a correspondéncia de Kodaira—Spencer, cf. [Ser|, em teoria de Deformagoes, e mui-

tos outros.

Mais especificamente, é amplamente conhecido que muitos invariantes e objetos mate-
maticos de uma certa variedade sdo definidos a partir de seus espagos tangente e cotangente,
como por exemplo, suavidade, género de curvas algébricas, teoremas de dualidades, teorema de
Riemann—Roch, classes caracteisticas, etc. Desta forma, nos parece pelo menos razoavel estudar
diferentes grupos (mddulos) de (co-)homologia induzidos por classicas sequéncias exatas curtas

envolvendo modulos de diferenciais.

No presente trabalho, apresentamos a constru¢ao de Lichtenbaum—Schelessinger [L-S],
feita nos anos 60, de um complexo cotangente associado a uma extensao de um homomor-
fismo de anéis, induzindo médulos de (co-)homologia. Este célebre trabalho de Lichtembaum-—
Schelessinger, generaliza o functores de complexos cotangentes truncados introduzidos por Grothen-
dieck [G].

Sao numerosas as aplica¢des do primeiro médulo de cohomologia do complexo cotangente.
Algumas dessas recebem destaque. Como, por exemplo, o fato de que o primeiro médulo de
cohomologia do complexo cotangente associado a uma curva é o espacgo tangente de Zariski
do moduli formal associado a curva, cf. [Pi, pg. 4]. A projetivizagdo da parte negativamente
graduada do primeiro médulo de cohomologia do complexo cotangente associado a uma curva
monomial candnica é o espaco ambiente onde a variedade de moduli de curvas candnicas com
semigrupo de Weierstrass fixado pode ser mergulhada, cf. [C-St] and [St]. Por outro lado, O.
Zariski e B. Tessier [Z-T] mostraram que a parte positivamente graduada deste mesmo médulo
de cohomologia de uma curva monomial parametriza certas curvas singulares. Curiosamente,
muito pouco se conhece na literatura das implicagoes do segundo moédulo de cohomologia na

teoria de espacos de moduli de curvas.

O trabalho, ora apresentado, tem como principal objetivo a descri¢ ao do primeiro médulo
de cohomologia do complexo contangente associado a uma curva monomial. Diante do exposto

acima, a importancia desta descricao é prontamente justificada.

Passamos agora a descrever de maneira sucinta os capitulos que compdse esta disserta-

¢ao. No primeiro capitulo sdo apresentados os conceitos basicos de derivagoes, diferenciais de
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Kéhler e curvas monomiais. Na primeira se¢do obtemos, de maneira auto contida, as classicas
sequéncias exatas envolvendo derivagoes e médulos de diferenciais de Kéhler. Na segunda secao

introduzimos as curvas monomiais e apresentamos algumas de suas propriedades basicas.

No segundo capitulo sdo feitas as construgoes local e global do complexo cotangente.
Fazemos tais construgdes seguindo o célebre trabalho de Lichtenbaum—Schlessinger [L-S]. A pri-
meira secao é dedicada a exposicao de extensoes associadas a homomorfismos de anéis, e a cada
extensdo associamos um complexo cotangente. Na segunda secdo estudamos algumas proprie-
dades deste complexo cotangente. Temos especial interesse nas extensoes livres, ie. extensdes
associadas a algebras polindmiais, que neste caso as homologias e cohomologias independem
da extens@o. Na terceira secao fazemos a construcdo do complexo cotangente associado a um

morfismo de esquemas, que neste caso é um feixe quase coerente.

No terceiro capitulo apresentamos resultados basicos para obter o anulamento primeiro
modulo de cohomologia sob certas condigoes, resultados que serao utilizados no quarto e tltimo

capitulo.

O quarto e principal capitulo do presente trabalho tem como foco a descricdo do primeiro
modulo de cohomologia do complexo cotangente de curvas monomiais. Uma descrigdo pode ser
encontrada no trabalho de O. Burchweitz [B]. Porém, a forma que o autor obtém sua descrigao
nao nos é clara. Felizmente, temos uma descricdo do primeiro médulo de cohomologia feita
pelo Prof. Dr. Karl-Otto Stohr (IMPA) e comunicada de maneira privada ao orientador deste
trabalho. Além das notas citadas acima utilizamos também [L-S| para o desenvolvimento deste

capitulo.
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1 Preliminares

1.1 Derivacées e diferenciais de Kahler

Em toda a dissertagdo os anéis sdo considerados comutativos com unidade e os homo-

morfismos de anéis levam unidade em unidade.
Definigao 1.1. Sejam f: A — B um homomorfismo de anéis e M um B-mddulo. Definimos
Dery(B,M):={D:B— M | D ¢é A-linear e D(zy) = 2D(y)+yD(x), para todos x,y € B}
chamado B-mdédulo das A-derivagdes de B em M. Usualmente, a igualdade
D(zy) = zD(y) +yD(x)

é denominada Regra de Leibniz.
Exemplo: Tome A := k[X,Y]. Dada D € Dery(A, A) tem-se , por inducao, DX™ = mX™ 'DX =
a%(Xm)DX para todo m > 1. Logo,

D(X™Y") = X"DY"+Y"DX™

= nX™Y" DY + mY"X" DX
d d

= —(X™"Y"DY + —(X"Y")DX
gy XTYIDY 4 G (XY
0 que motiva a relagao
of of
D(f)=DX—-— + DY —.
/) ax " oy
Note também que os coeficientes DX e DY sdo univocamente determinados por D, ou seja,

Deri(A, A) = A% P A% que é um modulo livre gerado por % e %. Esta propriedade serd

generalizada no terceiro exemplo do presente trabalho.

Exemplo: Sejam A um anel e B := A[T1,...,T,]. Entdo a aplicagdo aiTi : B — B dada por
fr— % é uma A-derivagao. De fato, % é claramente A-linear e satisfaz a regra de Leibniz,
ie., aiTi( f-9)=1f 867% + gaa—jffi. Note que as derivadas parciais de segunda ordem 88—222 e %?Tj nao
sao A-derivagoes pois tomando por exemplo f :=T1Th, g := T4, f' := T1T5 =: ¢’ entao

fg g  Of
a1z TV ore Y 9ars
¢ 2rl 2 ./ 2 r/

o1 Ts o1 Ty onTy
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Definigao 1.2. Dado B um anel seja F' o B-mddulo livre gerado pelo conjunto {dx|x € B} e L

o submddulo de F' gerado pelos elementos das formas
d(ax +d'y) —adx —d'dy e d(zy) — xdy — ydx,
onde a,a’ € A ex,y € B. O B-mdédulo Qpja = F/L é chamado mddulo de diferenciais de

Kdhler de B sobre A.

O homomorfismo natural

d: B — QBL4
Tz — dz

satisfaz a seguinte propriedade universal: Dado D € Dery(B, M), onde M é um B-mddulo,

existe um tinico D* € Homp (g4, M) fazendo o diagrama

B

comutar. De fato, basta considerar D*(a1dz; + ...+ apdzy) = a1 D(x1) + ... + a,D(x,), que
estd bem definida em virtude da defini¢do do Qp4.

Exemplo: Se um anel A é gerado como uma k-algebra por um subconjunto S C A entao
Qup, € gerado, como um A-médulo, por {da|a € S}. Dado a € A existem ay,...,a, € S e
fek[Xy,...,X,] tais que a = f(ay,...,a,). Entdo

n

Z

1

e ,an)dai.

Em particular se A = k[X1,...,Xp] (S = {Xl,... Xn }) entdao dada D € Derk(A A) temos
ZD , donde Dery(A, A) @AdX é livre

0X;
sobre A, uma vez que {dX 1y ..,dXp} é hnearmente independente sobre A. Para ver isso, consi-

dere derivacoes D1,...,D, € Derk(A, A) tais que D;(X;) = d;; (tome por exemplo D; := aixi).

Considere D; : Ar — A a aplicagao A-linear induzida de D;. Se
fidXi+ ...+ frndX, =0

com f; € A entdo avaliando D; nesta igualdade obtemos f; = 0.

Proposicao 1.1. A A-derivacao universal d induz um isomorfismo de A-mddulos

d*: Homp(Qpa, M) = Dera(B,M)
f — fod '
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Demonstracao: Segue da propriedade universal de d, d* é sobrejetora. Agora, se fod =0

entdo f = 0, uma vez que f se anula nos geradores de {2p|4, donde segue a injetividade de d*.m

Proposicao 1.2. (Primeira sequéncia exata) Sejam A N B—21-C homomorfismos de
anéis e M um C-modulo. Como M €é um C-modulo, Ders(B, M) admite uma estrutura de C-
mddulo via (¢D)(x) := c¢D(x), com D € Dery(B,M), c € C e x € B. Desta forma a sequéncia
de C-mdodulos

0 — Derg(C, M) —2> Der(C, M) . Dera(B, M) ,

onde ¢(D):=D e (D) :=Dog, é exata.

Demonstragao: Primeiramente, note que ¢ estd bem definida e é claramente injetora pois
ela apenas restringe escalares de derivagoes. Seja agora D € Dery(C, M). Como g é A-linear
(g(ab) = g(f(a)b) = g(f(a))g(b) = ag(b), a € A, b € B) segue que D o g também o é, e dados
z,y € B tem-se Dog(xy) = D(g(x)g(y)) = 9(x)D(9(y)) +9(y)D(g(x)) = xDog(y) +yDog(x).
Logo, 1 estd bem definida e é claramente C-linear pois (¢D)og=c(Dog), c € C. Dado x € B
temos ¥ o p(D)(z) = Dog(x) = D(z - 1¢) = 2D(1¢) = 0. Assim, Im(p) C Ker(y)). Tome
D € Ker(v), ou seja, uma A-derivagao C -2 M tal que Dog=0.Dadosz € Cebe B
temos D(bx) = D(g(b)x) = g(b)D(z) + xD(g(b)) = g(b)D(z) = bD(x) e entdo D € Im(yp).

Portanto, a sequéncia acima é exata. [

Observagao: Dados A — B um homomorfismo de anéis, M um B-mo6dulo e N um A-médulo,

nas duas préximas proposicoes faremos uso do seguinte isomorfismo
Homp(N ®4 B, M) = Homu (N, M)
dado por f— f(n®1).

Proposicao 1.3. (Segunda sequéncia exata) Consideremos novamente A A B—2scC

homomorfismos de anéis. Entdao a sequéncia de C-mddulos

B
Qpa®p C—>Qc4 Qe 0,

onde a(db® c) := cdb e B(dc) := dc, € exata.

Demonstracao: Dado um C-médulo M, temos o seguinte diagrama comutativo de C-mddulos

o B*
Home (g4 ®@p C, M) <—— Homg(Q¢4, M) <—— Home(Q¢5, M)

d’l‘T d;T dgT

Der (B, M)~ Dera(C, M) < Derp(C, M)

com dj, d3, d3 isomorfismos de C-médulos, onde d3, d5 sao dados a partir da propriedade universal
das derivagoes universais e dj(D) := D*, D*(dpjar ®pc) := cD(x) (a boa definicio de D* segue

da propriedade universal do produto tensorial).
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Entao, do fato que
0 — Derp(C, M) —~ Dera(C, M) —~ Der(B, M)
¢é exata tem-se que a sequéncia dual
Home (g4 ®5 C, M) <2 Home(Qcp4, M) <2— Home (Qcyp, M)
é exata para qualquer C-médulo M. Portanto,

a B
Qpja ®8 C ——Qcja Qcip 0

é exata. ]

Observagao: Alternativamente, veja que para x € B e ¢ € C temos (o a(dr ® ¢) = f(cdx) =
xzedl = 0 donde Im(ar) C Ker(3). Agora seja dyy € Ker(f), ou seja, dyg = 0. Como a aplicacao
D: C — QC|A/Im(a)
x +—— dz(mod Im(«))

¢ uma B-derivagao temos 0 = D(yo) e entao dyo € Im(a).

Proposigao 1.4. (Terceira sequéncia exata) Sejam A EEN B um homomorfismo de anéis
e I um ideal de B. Defina C := B/I. Entdo, para o como antes, a sequinte sequéncia de

C-médulos

1/124d>Q3|A®BC “>Qcya 0,

onde d(x + I?) := dr ® 1, ¢ exata.

Demonstragao: Note inicialmente que Q¢|p = 0 uma vez que dz = xdl = 0. Veja também que
d estd bem definida uma vez que se z, y € I entdo dey®1 = zdy@1+ydr®1 = dy@z+dz7y = 0.
Para mostrar que a sequéncia acima é exata é suficiente mostrar que para qualquer C-mdédulo

M, a sequéncia

Home (I/1%, M) <— Der 4(B, M) <2— Der 4(C, M) <0
onde I'(D) := D*od e a(D) := D o g. Agora veja que dado z € I e D € Ders(C, M) tem-se
I'oa(D)(z(mod I?)) = (Do g)* od(x(mod I?)) = (Do g)*(dz ® 1) = D(g(x)) = 0 uma vez que
x € I e g é o homomorfismo canoénico de B em B/I.
Agora, seja D € Ker(T), isto 6, D* o d = 0. Defina D(zmodI) := D(z). Do fato que
D*od = 0 tem-se D bem definida e, como D é uma A-derivacao segue que D também o é. Logo

o diagrama

C

e

B D

PN
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comuta e entao Ker(I') C Im(a@). |

Observagao: Um outro modo de ver que Im(d) C Ker(a) é notando que « o d(z(mod I?)) =

a(dx ® 1) = dz = 0. Para ver a inclusdo contraria considere a aplicagao

D: C — Qpu@pC
7 +— dy® 1(mod Im(d))

Note que D estd bem definida uma vez que di ® 1 = d(imodI?) com i € I. Como D é
uma A-derivac¢ao temos um C-homomorfismo induzido D* que faz o diagrama

C d

Qcja
|

D*

\
\
\
\

v —

Qpja @p C/Im(d)

comutar. Em vista disso, fixado dz®7y € Ker(a) temos ydz = 0 donde 0 = D*(gdz) = yD*(dT) =

yD(T) = ydx ® 1(mod Im(d)) e entdo dr @ § € Im(d).

Lema 1.1. Seja

f g

M,y Mo M3 0

uma sequéncia exata de R-modulos. Dado um R-mddulo M tem-se que a sequéncia de R-maodulos
My ®p M —2> My ®p M —>> My @ M —0,

onde o(m1 ®@m) := f(m1) ®m e §(ma ®m) := g(ma) @m, € exata. Noutras palavras, o functor

N — N®pr M é exato a diretia.

Demonstragao: Note que §(a(mi®@m)) = 6(f(m1)®@m) = g(f(m1))®@m = 0 pois g(f(m1)) = 0.

Logo, Im(o) C Ker(§) e entdo obtemos o R-homomorfismo

r: My @ M /Im(0) — My M
mo @ m(mod Im(c)) +— g(ma)@m

, . . o h ~ .
Como g é sobrejetora ela tem uma inversa a direita Mg —— Ms e entao definimos

A: MsgxM — My® M/Im(o)
(mz,m) +— h(ms) ®m(mod Im(c))

Veja que dados © € R, ms, mh € M3 tem-se h(rms) — rh(ms), h(ms + mj) — h(ms) —
h(mj) € Ker(g) = Im(f) donde A é bilinear e portanto induz o R-homomorfismo

A*: M3 M — Me® M/Im(o)
mg®@m > h(mg) ® m(mod Im(0))

que é o R-homomorfismo inverso de I'. ]

Tomando a segunda sequéncia exata e fazendo o produto por ® M obtemos a
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Proposicao 1.5. (Quarta sequéncia exrata)Sejam A—f>B—g>C homomorfismos de
anéis e M um C-mddulo. Entdo a sequéncia de C-modulos
Qpa @ M —">Qc)a ®CM*6>QC|B ®c M —0,

onde o(dr @ m) :=dx @m e d(dy @ m) := dy @ m, é exata.

Demonstragao: Basta aplicar a propriedade de exatidao a direita do produto tensorial a se-

gunda sequéncia exata. ]

Proposigcao 1.6. (Mudanga de base)Sejam A——B e A——= A" homomorfismos de
anéis e B' ;= B®4 A’. Entdo
QB|A ®A Al = QB’|A"

Na prova dada abaixo mostraremos que o isomorfismo acima trata-se de um B’-isomorfismo.
Demonstragiao: Notemos inicialmente que podemos fazer de B® 4 A’ um anel (produto tensorial
de A-algebras).

Dado dyo ® ap € Qpja ®a A’ temos a aplicacao A-bilinear

1/de0®a0 . Bx A — QB|A ®a A
(z,a") > wdyo @ d'ag
que induz o A-homomorfismo
Vivoway . BOA — Qpa@a A
r®d — zdyy®day

Definindo (z @ a') - (dy ® a) := ¥, 5,(r ® a’) temos que Qpjy ®4 A’ é um B'-médulo.

Seja
Dy : B’ — QB|A®AA,
r®a — dr®a '

D, é uma A’-derivacao. De fato,
Di(z1 ® ay)(v2 ® ay)) = Di(122 ® aja))
= d(z172) ® dyal

(r1dzo + odz1) @ a)ab
(r1dz2) ® alaby + (zedry) ® a)al
(21 ® ay)(dza @ ay) + (22 ® ay)(dzy ® ay)
(21 @ ay)D1 (2 ® ay) + (z2 @ ay) Dy (z1 ® af)
Di(ai(z @a3)) = Di(z® ajay)

= dzr®aja)

= d)(dr ® db)

= ay{Di(z ®d)).
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Logo, obtemos o B’-homomorfismo D7 : Qpsj 4 — Qg4 ®a A" dado por
dz®d)r— dred.

Consideremos agora a aplicagao

(Yol B — QB’|A’
xr — d($®1)'

Como ¢ é uma A-derivagdo temos o B-homomorfismo induzido

QD*I QB\A — QB’\A’

dr  +— dz®1)

Por fim, a A-bilinearidade da aplicagao

D2 : QB|AXA/ — QB/|A’
(dx,d') +—— d*(dx)

induz o B’-homomorfismo

D;Z QB|A®AA/ — QB’\A’
de®@d  +— dy*(de) =dz®d)

que é o inverso de D7.
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2 Complexo Cotangente

2.1 Extensdes

Definigao 2.1. Seja A—— B um homomorfismo de anéis. Uma extensdo de B sobre A é

uma sequéncia exata de R-modulos

€2 €1

(&) : 0 Ey E; R—=-B 0

onde ey € uma sobrejecio de A-dlgebras com eq, ea homomorfismos de R-modulos satisfazendo

e1(x)y = e1(y)x

para quaisquer x,y € Fy. Dizemos que & € livre se R for uma A-dlgebra polinomial.

Dado um homomorfismo A — B de anéis, podemos obter uma extnsdo de B sobre
A como segue. Considere, primeiramente, uma sobrejecdo ey : R — B de A-dlgebras e tome
I := Ker(ep). Considerando I como um R-mé6dulo, e lembrando que todo médulo é um quociente

de um R-médulo livre, podemos obter uma sequéncia exata de R-modulos da forma

Como a aplicagao
FxF — F

(z,y) — J@)y—jy)z

¢é R-bilinear, obtemos o R-homomorfismo

p: FrF — F
@y — )y -
cuja imagem é Uy := Im(y). Como j(p(z ®@y)) = j(z)j(y) — j(y)j(z) = 0 temos Uy C Ker(j) =
Im(i) = U. Logo, obtemos os seguintes homomorfismos de R-médulos
er: F/U() — R €9 . U/U() — F/Uo

e .

f(mod Up) +— j(f) u(mod Up) +— wu(mod Up)

Obtemos, portanto, a seguinte extensido de B sobre A:

€2 €1

R-2-B 0.

(&) : 0 U/Us F/Uy

Observamos que e1(Z)y = j(x)y = j(y)T = ei(y)z, para quaisquer z,y € F/Up, e que & é
claramente exata. Note também que (F/Uy) ®g B ~ F ®g B é um B-médulo livre. Para ver
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isso basta notar que a aplicagao candnica F'/Uy x B — F ®p B dada por (Z,b) — x ® b estd
bem definida e, por sua bilinearidade, induz o isomorfismo (F/Uy) @g B — F ®@r B.

Exemplo: Seguindo alguns dos passos como acima vamos calcular uma (ndo necessariamente
ZIX,Y]
(X)
com o homomorfismo sobrejetor canonico ey : Z[X,Y] — Z[X,Y]/(X). Note que (X) é um

Unica) extensao de Z — , i.e., uma extensdo associada ao eixo V(X) C AZ. Comegamos
Z[X,Y]-mo6dulo livre de posto 1. Seguindo a construgao acima tomamos U = 0. Note que aqui
R =Z[X,Y] e com isso a aplicacdo ¢ : F @ F — F tem imagem Uy = 0 pois ¢(f ® g) =
ifNg—3jlgf=f-X-g—g-X-f=0.Logo, otemos a extensao

(&) : 0—=Z[X,Y] == Z[X, Y] =~ Z[X,Y]/(X) —=0

que para este caso é uma sequéncia exata curta de Z[X,Y]-mddulos. Note que ela nao é neces-

sariamente tnica pois poderiamos ter tomado uma outra sequéncia exata
0— K —Z[X,Y]" — (X) —0

com K # 0.

Considere I := Ker(eg), podemos verificar que I Eo = 0. De fato, se a € I e x € E5 entao,
escolhendo y € F; tal que ei(y) = a, temos es(azx) = aex(z) = e1(y)ea(z) = e1(ea(z))y = 0
donde az = 0 uma vez que Ker(ez) = 0. Como B = R/I, FE5 admite uma estrutura de B-médulo

com produto dado por b-z :=r-z, parabe B, r € R com eg(r) =be x € Es.

Definigao 2.2. Sejam & uma extensio de B sobre A e B’ uma extensio de B’ sobre A’, com
A’ uma A-dlgebra. Um homomorfismo o : & — &' é uma colegio (a2, a1, aq,b) de aplicagoes

que fazem o segquinte diagrama comutar

0 o e T Wy - Y 0
CE
0—>Ey—>E —>R——~B 0

onde b e ag sdo homomorfismos de A-dlgebras e oy, as homomorfismos de R-modulos.

A cada extensao de B sobre A

€2 €1

(&) : 0 By E R—=-B 0

associamos o seguinte complexo de R-médulos
da d
L-(&): 04>E24>E1®RBHQR|A®RBHO

obtido como segue: Primeiro defina da(y) := ea(y) ® 1. Considere, agora, o homomorfismo de

R-moédulos
A I/I2 — QR|A®RB

r(mod I?) +— dr®1
que estd bem definido uma vez que se x,y € I entdo d(zy) ® 1 = dy @  + dx @ y = 0. Como
I/I? = I ®R (R/I) = I ®p B podemos definir d; := X o (e; ®g Idg). Desta forma, é possivel

verificar que L - (&) é um complexo.
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Definigao 2.3. Para cada extensio & associamos o complexo L-(&) que é chamado o complexo

cotangente associado a &.

Definigao 2.4. Seja R uma A-dlgebra. Dizemos que R tem a propriedade (L) se para quaisquer
A-dlgebra S, uw: M — S um homomorfismo de S-ddulos tal que u(z)y = u(y)x para quaisquer
x,y € M, e homomorfismos de A-dlgebras f,g : R — S tais que Im(f — g) C Im(u), existir
uma biderivacdo A : R — M tal que uo A= f — g.

Uma bideriva¢do no caso acima é uma aplicagdo A-linear A : R — M tal que A(xy) =
f(@)A(y) + g(y)A\(z) para quaisquer =,y € M. Note que na definigdo acima f — g é uma bideri-

vagao.

Lema 2.1. Se R € uma dlgebra polinomial sobre A entdo R tem a propriedade (L).
Demonstragao: Sejam v : M — S e f,g : R — S como da definicdo 2.4 e suponha
R = A[T}lier (I um conjunto de indices). Uma vez que Im(f — ¢g) C Im(u), para cada i € I

podemos escolher um tnico A(T;) € M tal que u(A(T;)) = f(T;) — g(T;). Sobre cada mondémio
T;, - - - T;, definimos

NI --T0) = S f(Ty Ty )MT)g(Tos, - T (=)
k=1

Para ver que \ estd bem definida sobre cada mondémio basta notar que A(Tj, ---T;,) é invariante

por transposicoes (ip,4p+1) dos indices i1, - - ,iy,. De fato,

NTy, - T Ty - Tp) — ATy, - T T,

p+1~=1p in pript1”

= f(T - Ty )MTy i )9(T3, Ty -+ T ) + f (T - Ty Tipp ) MT, )9 (T -+ 1)
—f(Ty - Toy )MTi,)9(Tipy -+ Tay) = (T -+ T3 )My 1) 9(Tip -+ 1)
= c(MTi1)9(Ti,) + (T o )MT,) — M1, )9(T y) — f (T3, )M(Thy00)
= c(=y(f(Ti,) = 9(T3,) + (F(Tiyyr) = 9(Ti 1)) = e(=yu(NT3,)) + u(A(Ti ., ))2)
= c(—yu(z) + u(y)r) =0,

onde c = f(T;, - Ti, 1 )9(Tipo -+ Ti), . = NT3,) e y = M(T5,,, ) Estendendo A por linearidade
a todo o R temos, de (%), que A é uma biderivagdo. Para ver isso, considere por exemplo
X=T, TeY =T,

v Li,s € veja que

FXOAY) +9(Y)AX) = f(X) Z (T T )MT)9(Toy -+ T
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k
+9(Y) 3 (T T AT 9T+ Ti) =

Jj=1 7=1

(T T) > (T, Ty DONT)g(Tiyyy -+ Th) = MXY).
j=k+1

Agora, do fato que f — g é uma biderivagao e que u(A(1;)) = f(T;) — g(T;) tem-se uo A = f —g.

Veja por exemplo que
u(MTi,Tiy)) = w(MTiy)9(Tiy) + f(Ti) )MNT,)
= w(MT3))g(Tiy) + f (T3 )u(A(T3,))
= 9(T)(f = 9)(Ti)) + f(T3,))(f — 9)(Ti,)
= (f*g)(T’llT’zz)

Considere um diagrama comutativo de anéis
(%) B—>p

A?A/

Sejam & e &' extensoes B sobre A e B’ sobre A’, respectivamente. Assuma que exista

um homomorfismo « = (g, a1, ap,b) : & — &' de extenseés, i.e., um diagrama comutativo

0 Ey-2sp —“sR-“+B 0
OtQi ali aol bl
0 Ey——>FE, —>R ——=B 0
) €1 €o

Neste caso, obtemos um homomorfismo @ : L - (&) @ g B’ — L(&”) como segue. Como a

composicao R SN /AN ¢ R/ € uma A-derivagdo obtemos o homomorfismo de R-médulos
dr  +— d(ap(x))
que induz o homomorfismo

Qg QR\A®RB/ — QR’|A/®R’B,
dr @b  — dlag(z) b

Considerando os seguintes homomorfismos de B’-médulos,
dll . Ei ®R/ B, — QR"A’ ®R/ B,

z@b o de(z) @b

di: Ey®@rB — Qpa®grbB’
zl — dei(z)) @V

ﬂnf~ﬂﬁnMﬂnmnﬁf~ﬂg)mﬂH,~

T;

in

)
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a9 . E2®BB/ — Eé
z@l — Vas(z)

temos

dyoar(x®@b) = dy(bas(z))

qpodi(zx@l) = ay(dlei(x)) ®b)
= d(aop(ei(z))) @V
= d(agp(ei(z))) @V
= d(ei(ai(z))) @V
= di(aa(z) @)
= dioai(rab).

Portanto, @ = (aa, a1, ap) : L-(&)@p B’ — L(&”") é um homomorfismo, i.e., temos um diagrama

comutativo
d*
L (&) ®pB: 0*>E2®BB/*2>E1®RB/ QR|A®RB/*>O.
QQ\L all aol
L(éal) 0 Eé 7 Ei QR B/?QPAA’ RSr B — >0
2 1

Fazemos, agora, uma breve digressao acerca de homotopia entre complexos de médulos.
Sejam A um anel, Ke = {... — K, — K,-1 — K9 — ...} e K, ={... — K|, —
K| , — K| _o, — ...} complexos de A-modulos. Dados dois homomorfismos f, g : K¢ — K,
dizemos que f é homotopico a g quando existirem homomorfismos de A-médulos h, : K, —
K] . tais que

fn_gn:dlohn+hn—1od
para todo n.

O lema seguinte juntamente com a proposicao 2.1 sdo fundamentais no sentido de re-
velar a nao depéndencia da homomologia do complexo cotangente associado a uma extensao
livre, ou seja, neste caso a homologia de um complexo cotangente depende exclusivamente do

homomorfismos de anéis fixado.

Lema 2.2. Dado o diagrama (x) sejam & e &' extensoes de B sobre A e de B’ sobre A,

respectivamente. Considere o = (ag, a1, g, b), 8 = (B2, 1, Bo,b) : & — &' homomorfismos.
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(&) 0 Bp—2 sp—% sp % .p 0
az | | B2 al\uﬁl aou/ﬁo lb
N . / / / /
(&' 0By B —— R ————D 0

Se R tem a propriedade (L) entdo@ : L-(§)®@p B’ — L(&") é homotépica a B : L-(§)@p B —
L(&").

Demonstragao: Note inicialmente que ejo (g — o) = eyoap—epo By = boeg—boey = 0 donde
que Im(ag — Bp) C Ker(ej) = Im(e}). Logo, como R tem a propriedade (L), tomando M = EI,
S=PR,f=ayg=0eu=e], como na defini¢gio 2.4, temos uma biderivagdo A : R — F}

tal que €} o A = ap — So.

Seja 6§ : By — Ej a aplicagdo A-linear dada por § = 1 — a3 + X o e;. Note agora que
efof=ejo(f1—ar+roe;)=¢€jof1—€joar+ejoloes =Fpoer —apoe;+ejoloe; =
(Bo—ap+ejor)oer =0. Logo, Im(f) C Ker(e}) = Im(ef). Convém observar também que dados
r € R,z € Ey tem-se (ag — Bo)(r) - 0(x) = ey (A(r)) - 0(x) = €1 (6(x)) - A(r) = 0-X(r) =0, i.e., as

acoes do R via ag e [y sdo iguais. Temos que 8 é R-linear. De fato, se r € R e x € F entao

O(rx) = pi(rz) — ai(rz) + A(rei(x))
= Po(r)Bi(z) — ao(r)on(z) + ao(r)Alei(x)) + Bo(er(x))A(r)

ag(r)f(z) = ao(r)fi(z) — ao(r)an(z) + ao(r)A(ei(z))
que nos da

O(rz) —ao(r)f(z) = (Bo(r) — ao(r))Bi(z) + Bo(er(z))A(r)
= —eifu(x) + €' (Bi(x)A(r)
= —e1fi(z) +eybi(x)
= 0.

Como €}, é injetora ela tem uma inversa a esquerda ¢’ : Im(e,) — F) que claramente é R-linear

uma vez que €5 é R-linear. Com isso, obtemos o homomorfismo de R-mddulos

A1 E1®RB/ — Eé
b  — Vg 0(x))
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Agora, A induz a A-derivacédo

A R — Ei@R/B/
r o — Ar)el

Pela propriedade universal de {24 temos o homomorfismo de R-mé6dulos

XOI QR‘A — Ei ®R/ B/
dr  — MNx)®1

que induz
Ao QR|A ®r B — E{ Qp B’
de @b +— ANz)ob
/ / d% / dT /

L-(&)®pB: 0——=F®p B'——FE1 @ B'——Qp|4 ®r B'—0

_ _ /\1 _ _ )\0 _ _

az | | By ai || By ao | | Bo
L- ((D@/) : 0 Eé 7 Ei Sry BITQR’\A’ QR B ——0

2 1

Mostremos agora que
Oy — Bz =X\ od}
61—31 =dyol + Ngodj
@y — BO =dj o)\

Para x € By, b/ € B’

AModi(x@b) = M(ea(z)®V)
= —bg'(0(ea(2)))
= g (Bilea(r)) — ar(e2(x)) + Ae1(ea(2))))
= —Vg'(ex(Ba(7)) — es(az()))

= V(az(z) — fa(2))
= (- Ba)(z ).

Paraz € E1 el € B’

(dyodi +Xood)(x®@b) = do(—bg'(0(x))) + Xo(d(er(z)) @b)
= (=N)gd0x) @1+ Ae(x)) @V
= —e5(d'(0(x))) @b + Aer(z)) @V
= —0(z) @b + Aei(z)) @V
= ai(z) @V = Bi(z) @b — Aey(x)) @V + Aei(z)) @ b
= a(z)@b - pfi(z) @Y
= (a1 - B)(z@0).
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Parazx e Rel € B’

dyoXo(dz®@b) = di(A

= d(ao x))®b’—d(6o(x))®b’
= (a0 — Po)(z @ V).

Proposicao 2.1. Sejam
B—>B

A=A
um diagrama comutativo de homomorfismos de anéis e & (resp. &') uma extensio de B sobre
A (resp. de B' sobre A'). Se & é livre entdo:

(i) Existe um homomorfismo «: & — &' estendendo b.

(ii) Se B : & — &' é qualquer outro homomorfismo estendendo b entdo & e [ sio aplica-
¢oes homotdpicas de L - (8) @p B’ para L - (&"). Em particular, quaisquer dois complexos

cotangentes de B sobre A sao homotépicamente equivalentes.

Demonstragao: (i) Seja I := Ker(eg). Defina ag(1) pra ser uma tinica preimagem de b(ep(1)), e
defina a(7;) como uma tnica preimagem de b(eg(7;)) e estenda estas definigdes por linearidade
(isso pode ser feito pela comutatividade do diagrama dado inicialmente). Note que consoante a
definicdo de ag temos ap(l) = 0, donde que oo e; = 0. O fato de R ter propriedade (L) nos
fornece uma biderivacao A : R — FEf tal que €} o A = ap — ap = 0. Defina 3 := A o e;. Basta

tomar agora ag := a1|p, (isso faz sentido pois Im(a;) C Ker(e}) = EY).
(ii) Segue diretamente dos lemas 2.1 e 2.2 ]

Em virtude da proposicao 2.1 faz sentido definir

Defini¢ao 2.5. Dada & uma extensao livre de B sobre A, L - (&) é chamado Complexo
Cotangente de B sobre A.

Com o objetivo de tornar a dissertacdo o mais auto contida possivel, apresentamos dois
lemas béico da teoria de modulos flats. Obviamente que um leitor mais familiarizado com estes

conceitos pode omitir seus enunciados e provas. Adicionalmente, sugerimos [E] como referéncia.

Lema 2.3. Seja M" um A-mddulo flat. Entdo dada qualquer sequéncia exata de A-mddulos

0 M’ M M 0




2.1. Extensoes 29

tem-se
0—=M QU N—M R4 N—=M" @4 N—=0

também exata para qualquer A-mddulo N.

Demonstragdo: Como N é quociente por um A-mddulo livre temos uma sequéncia exata

0 — K — A% — N — 0. Desta sequéncia obtemos o diagrama comutativo

0
Mo K—t Mo K—% M @, K 0
o o o’
0——=M ®4 aon Iy R4 AGA 9 g R4 ABA
4 3
M’@AN M®AN
0 0

cujas linhas e colunas sdo exatas (notando que o é injetora, pois M"” é flat, e f’ também é
injetora, pois A®A é livre). Segue que f” é injetora. Para ver isso, tome z € M’ ®4 N tal que
f"(2) = 0. Como ' é sobrejetora temos w € M’ ®4 A®? tal que B/(w) = 2. Logo, w € Ker(j3) =
Im(«). Consideramos y € M ®4 K tal que a(y) = w. Como ¢'(w) = 0 e o é injetora tem-se
g(y) = 0, donde y € Ker(g) = Im(f). Com isso podemos considerar z € M’ @4 K tal que
f(z) = y. Portanto, 0 = ' o o/(z) = f'(w) = 2. Para concluir, basta agora aplicar agora o lema
1.1. |

Lema 2.4. Seja
0 M’ M M 0

uma sequéncia exata de A-méddulos com M" flat. Entao M’ é flat sobre A se e s6 se M é flat
sobre A.

Demonstragao: Tome uma inclusio 0 — N’ — N. A partir dela obtemos o diagrama
comutativo
0—M' @4 N'—2 =M @4 N'— = M" @4 N'—0

CTT

0——M @4 N——M ®4 N7>M” @4 N——0
(6%
cujas linhas sao exatas em virtude do lema 2.3. Assuma M flat. Logo, v é injetora, donde v o
é, i.e., M’ é flat.

Reciprocamente, assuma M’ flat. Logo, 7/, +" sdo injetoras pois M” também é flat. Logo,
v é injetora. De fato, tome 2 € M ®4 N’ tal que y(z) = 0, donde " o B(x) = 0, i.e., B(z) €
Ker(7”) = 0. Com isso, podemos escrever x = a(x’) onde 2’ € M’ ®4 N'. Segue entdo pela

comutatividade do diagrama que o' o v/(z’) = 0, acarretando em x = 0. Portanto M ¢é flat. =

Voltemos agora para o estudo de extensoes e complexos cotangentes.
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Proposicao 2.2. Considere um diagrama produto de A-dlgebras

B——=DB'

A—=A
com B' := B®y A'. Seja & uma extensdo de B sobre A e suponha que (i) A’ € flat sobre A ou
(i) B é flat sobre A e & livre. Entao

(a) & =8 @4 A" € uma extensio de B' sobre A’ (livre no caso (ii)).
(b) O homomorfismo natural & — &' induz um isomorfismo L - (&) @p B' ~ L - (&").

(c) Se & é livre, & também o é.Neste caso, se L - (&) é um complexo cotangente de B sobre

A, entio L - (&) ®p B' é um complezo cotangente de B’ sobre A’.

Demonstragio: (a)E claro que se A’ é flat sobre A entdo &' é exata e, além disso, €] :=
e1 @4 Id g satisfaz €] (z)w = €} (w)z, z,w € F1 ®4 A, isto é, & é uma extensao de B’ sobre A’.
Suponha agora B flat sobre A e & livre. Como 0 — [ — R — B — 0 é exata temos pelo
lema 2.4 que I é flat sobre A, pois R é um anel de polindémios sobre A. Agora, como 0 — Fy —»
Ei — I — 0 é exata, temos, pelo lema 2.3,0 — EFo®@4 A" — FL @4 A — T®4 A — 0
exata. Por este mesmo lema temos também 0 — I®@q A’ — R4 A — B4 A’ — 0 exata

e assim &’ é exata.

(b) Sejam BQ E2—>E2®BB Bl El ®R’B — F; ®RB 650 QR’A’ ®R’ ( (QR|A®A
A') @p (B')) — Qpja @r B dadas respectivamente por r®@ a' — 2z ®d', (y®d) @ (b®ad") —
y@(bxad'a") e (dz@ad)@(b®ad") — dz®(b®d'a"). Entao § = (B2, b1, Bo) : L (&)@ B’ — L-(&")

é o homorfismo inverso natural de a.

(c) Se & é livre entao podemos escrever R = A[T;] donde R' = R®4 A’ = A'[T;] e assim & é
também livre. Portanto, L - (&’) = L - (&) ® g B’ é um complexo cotangente de B’ sobre A’. m

Lema 2.5. Sejam R uma A-dlgebra e T um sistema multiplicativo em R. Se R tem a propriedade

(L) da defini¢io 2.4 entio a localiza¢io TR também tem propriedade (L ).

Demonstracao: Considere R’ := T~'R. Considere o diagrama

u

N
NG
AN ~
N h ’ /
N !
N PN g
~
AN A ~
AN >
AN \R/
)\\
N
AN
N
\ (p
N
N
R

onde S é uma A-dlgebra, u um homomorfismo de S-médulos tal que u(x)y = u(y)z para quais-

quer z,y € M, e f'. ¢ : R — S homomorfismos de A-médulos tais que Im(f’ — ¢’') C Im(u).
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Defina f := ffop e g:=g oy, onde ¢ : R — R’ é o homomorfismo canoénico. Logo, como R
tem propriedade (L) existe uma biderivagdo A : R — M tal que uo X = f — g. Agora, se existe
uma biderivacao A\’ que estende A para R’ entao ela é dada por

¥ (5)= T 0N —gA)
De fato, A(r) = N(§) = f(DN () + (DN (1) = FON(F) + ¢'(5)AE) donde fE)N(F) =
A(r) = ¢'(5)A(t). Multiplicando esta igualdade por g(t) e em seguida por m tem-se portanto

que X deve ser dada por

x(:)z L g(OA() — g(A®)]

Entao )\ dada como acima é de fato uma biderivacao. Considereando K := )\ (” T2) e L =

t1 to
f’(:i)X(”)—i—g’(g)/\'(”> temos

1
K = m[g(hw))\(rlm)—g(7~17«2))\(t1t2)]
= Fati YDA+ 90D — o) AE) + A
= i ) DN + gltata)g(ra)A) — o(rira) () (12) = g(rira )M (1)
L = Lf( )é( (t2)A(rs) — g(ra)A(t2))
B f(tl) E f(tg)g(tQ) g\t2)A(r2 g\ra 2
1 1
+ g(tz)g(m)f(tl)g(tl)(g(tl))\( ) — g(r)A(t))
S s COVI LGNSR I GRS
+ ft2)g(t)g(r2)A(r) — f(t2)9(7°2)9(?“1)>\(t1))

donde, fazendo uso da relagao (f(z)—g(z))A(y) = uoA(z)A(y) = uoA(y)A(x) = (f(y)—g(y))A(z)
tem-se

1

K-L = m (9(751)9(7“2)[9@2) — f(t2)]A(r1) — g(rire) f(t1) A(t2)

)
— glrirg(t)AB) + gl0) g E2) + Flt2)g(ra)g(r)NE))

- W (g<t1>g<r2>[<g<m> — fr1)]A(t2) = glrira) f(1)A(t2)
— g(rir)g(ta)A(t1) + g(t1) f(r1)g(ra)M(t2) + f (tz)g(rz)g(m)A(tl))
= ) (00 — SN~ oA + SN0
B fféi;iiiifL) ([g(’f” = F(E0)]A(E2) + [f(t2) — g(tzW“))

_ m(wg) ~ FEA®) + [ (t2) - g(t2) A
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Note também que u o X(5) = 7k lg(Ou(Ar) — g(r)uN®)] = 7rbalo®(F(r) — o)) —
g(r)(f () = 9] = Femlo®F(r) — g(r)f ()] = (f' — ¢) (7). Portanto, R = T~'R tem a
propriedade (L). ]

Proposicao 2.3. Seja B uma A-dlgebra e T um sistema multiplicativo em B. Se L - (&) (resp.
L-(F)) é um complexo cotangente para B (resp. T~'B) sobre A, entdo qualquer homomorfismo

& — F (estendendo B — T~ 1B) induz uma equivaléncia homotopica
L-(&)®opT'B— L-(Z).

9. R “.B 0 uma extensao livre de B sobre

Demonstragao: Seja & : 0 Ey—25F
A. Como U := eg ' (T) C R é um sistema multiplicativo de R &’ := & @z U™ 'R é uma extensao
de T"'B~U"'B~B®rU 'R sobre A. Como U™ R é flat sobre R tem-se &’ uma extensao
de T~!B sobre A (parte (a) da prova da proposicio 2.2). Segue da parte (b) da proposicio 2.2
que o homomorfismo natural & — &” induz um isomorfismo L - (§) @ T"'B ~ L - (&").

Sejam .Z : 0 Fy 2 Fy 4 Q

A,V = foH(T) e F':= F ®gV~'Q. Pela parte (i) da proposicio 2.1 existe um homomorfismo
a: F — & estendendo a identidade sobre T~1B. Como ag(V) C U (e} : 7/u + eo(r)/eo(w))

tem-se que « induz o = (b, o), ap,1d) : F' — & onde af, o, oy sdo induzidas de o de

fo T-!B——=0 uma extensao livre de T~1 B sobre

modo candnico. Por outro lado, aplicando-se a parte (i) da proposi¢ao 2.1 a extensao &, temos
um homomorfismo 3 : & — %’ (estendendo B — T~ 'B) que induz, analogamente como
acima, ' : & — #'. Logo, temos homomorfismos 3’ : &' — .F' e o : .F' — &’ estendendo
a identidade sobre T7'B. Uma vez que U 'R e V~'Q tém propriedade (L) tem-se do lema
2.2 que & o (' (resp. ' o @) é homotépica a identidade sobre L - (&) (resp. L - (Z')). Agora,
o resultado segue de L - (&) ®p T 'B ~ L - (&) e do fato que L - (F) — L - (F') é uma
equvaléncia homotépica (pois, como L- (%) e L-(.#') sdo dois complexos cotangentes de T~ B

sobre A entao eles sao homotopicamente equivalentes em virtude da proposi¢ao 2.1). [

2.2 Mudanca de Sequéncia Exata de Anéis

Teorema 2.1. Seja A — B — C uma sequéncia de homomorfismos de anéis. Seja & (resp.
9 ) uma extensdo livre de B sobre A (resp. C' sobre B). Entdo existem uma extensdo livre F de

C sobre A e homomorfismos & — % — 4 estendendo A — B — C' tais que a sequéncia
0—L - (&®opC —L-(#¥)— L-(9)—0

é erata, com L*(&) @p C — L*(F) possivelmente ndo injetora.

Demonstracgao: Sob as hipoteses acima podemos escrever

€2 €1

(&):0 U/Us F/Uy R—~B 0

(&) : 0—=W/Wo—L>H/Wy—L>T—">C——0,
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onde R = A[X;], T = B[Y}]. Sejam I := Ker(eg) e K := Ker(go). Defina S := R[Y}] = A[X}, Y]]
(de modo que S ® B ~ R[Y;] ®r B ~ B[Y;] = T) e ponha J := Ker(fy), onde fy: S — C é
dada por f(X;,Y;) — go(eo(f(X;))(Y;)) (sendo uma sobrejecao de A-algebras pois eg e go sao
sobrejetoras). Defina ¢ : J — K por f(X;,Y;) — eo(f(X;))(Y;). Como H é um T-médulo
livre podemos escolher um S-modulo livre H* tal que H* ®g T ~ H. Para isso, basta tomar
por exemplo H* := S®A (copias de S) onde H = T, Defina G := (F ®r S) ® H* (sendo livre
sobre S) e u : G — J dada como segue: u|pg,s ¢ a composicdo FF ®r S — [ Qr S — J e
u|g+ é um levantamento de A : H* — H — K (que é sobrejetora pois T é uma S-dlgebra
via 0 homomorfismo sobrejetor canénico S — T') para H* — J (isso pode ser feito pois H* é
livre e ¢ é sobrejetora). Se colocarmos V := Ker(u) e W* := Ker(\) temos o seguinte diagrama

comutativo

0 0 1)
0—=UQ®pS—>V—-T= T 0
() 0—>F@p S—>G—">H*—>0  (exata)
0—=I®grS J—2 11( 0
0

no qual as linhas e colunas sdo exatas. A primeira coluna de (x) é exata pois S é flat sobre R
(como S é projetivo sobre R ele é flat sobre R), e as outras duas em virtude das defini¢oes de
V e W*. A primeira linha de (x) é exata pois j : V. — W™ é a projegd sobre H* cujo nicleo
¢ (U®RrS)@0~U®gS. Agora, se f(X;,Y;) € J é tal que p(f(X;,Y;)) = 0 entao f(X;) € 1
donde que a terceira linha de (x) é exata. Note que pelas definigdes anteriores ja temos uma

extensdo livre de C sobre A

f2 fi fo

(Z#):0 V/Vi G/Vy S C 0.
Temos que (*) induz um diagrama comutativo ()
L-(&)®pC: OHU/U()@BCHF@RCHQR‘A@RCHO
(**) L(ﬁ) : 0 VIV G ®g CHQS‘A ®g C——0
L-(9): 0——W/Wy———H @7 C—Qpp @7 C—0
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cujas colunas mostraremos serem exatas e obtido como segue: a segunda coluna é obtida da
segunda linha de (%) tomando o tensor ®sC' (donde que a segunda coluna de (%) é exata em
virtude do lema 2.3 pois H* é livre). A terceira linha é obtida de modo canénico notando que
Qrja ®r C, Qg4 @5 C e Qpp @7 C sdo, respectivamente, os C-médulos livres sobre {dX;},
{dX;,dY;} e {dY;} (donde que a terceira coluna de (xx) é exata). Defina U/Uy x C' = U/Uy x
S/J — V/Vp por (u,8) — u® s. Vejamos agora porque isso faz sentido. Primeiro, temos
U®pgrJ C Vp. De fato, sejam x € U e y € J. Podemos escrever y = u(z), com z € H* uma
vez que H* — J é sobrejetora, donde que 2 ® y = z @ u(z) = u(2)(z® 1) = u(z)(z® 1) —
u(z ® 1)z € V. Segundo, temos Uy ®p S C Vp, uma vez que se u = j(z)y — j(y)z € Uy e
seSentiou®s =j@)s(y®1l) —jy) - Lz ®@s) =ulz®@s)(y®1) —uly®1)(z®s) € V.
Agora, se u; = us + ug € $1 = 89+ x, com ug € Uy, uy, us € U, s1, 9 € S ez € J entdo
UIRS] = U2RS2+U2RT+UgRS2+UugRx € entdo 1 RS —us®sz = Us@r+ug®ss+ugRx € V. Logo,
obtemos por bilinearidade a aplicacao U/Uy @ C — V/Vj. Para obter V/Vy — W/Wy — 0
basta induzi-la da sobrejecao V- — W — 0 dada por (f ®s)+h* — h* notando que esta envia
Vo em Wy. Por fim, para que a primeira coluna de (xx) seja exata é suficiente que se v € V vai a
0 em W entéo existe vy € Vj tal que v—vg vem de U®p S. Como a primeira linha de (x) é exata,
v—ug € Im(i) se e s6 se m(v—vp) = 0. Logo, devemos garantir que 7(Vp) O Ker(W* — W). Mas
Ker(W* — W) = IH*NW* (para ver isso basta notar que como 0 — I[Y;] — S — T — 0
é exata entdo 0 — I[Y;] ®g H* = IH* — H* — H — 0 é exata uma vez que H* é flat
sobre S). Afirmamos que 7(Vp) DO IH*. De fato, se a € IS = I ®r S e h € H*, escolha
x € Gey € H* tais que u(x) = a e p(y) = h (lembrando que H* — J é sobrejetora).
Logo, z := u(x)y — u(y)x € Vp com p(z) = 0. Entdo 7(2) = p(z) = ah. Sejav = (f ®s) + h
vai a 0 em W. Logo, h € Ker(W* — W) e entdo h = j(vo) para algum vy € Vj, donde
jlv—wvp) =j(v) —j(vg) = h—h =0 e portanto v — vy € U @ S como queriamos. ]

2.3 Functores Cotangentes

Defini¢ao 2.6. Sejam B uma A-dlgebra, & uma extensdo livre de B sobre A, e M um B-
médulo. Pela proposicio 2.1, os B-médulos T;(B|A, M) := H;(L - (§) @ M) e T (B|A, M) :=
Hi(Homp(L- (&), M)) sdo independentes da escolha de &, para i = 0,1,2 (pois se dois comple-
zos sGo homotopicamente equivalentes entao suas homologias ou cohomologias sio as mesmas).
Ti(B|A, ) (resp. TY(B|A, )) é chamado o i-ésimo functor cotangente inferior (resp.

superior) de B sobre A.

Observagéo: Note que na definicdo acima To(B|A, M) = Qg4 ®p M: para ver isso basta

considerar a terceira sequéncia exata

I/ =10rB—1>Qp,orB Qpia 0.

L-(8)®pM:0—=FE, @5 M—(E1 ®r B) ®p ML(QRM ®r B) @ M——0

Entao
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To(B|A,M) = (Qpga®r B)®p M/Im())

(s ©r B)/Im(d)) @ M
= Qpa®pM

(para ver que (Qpja ®@r B)®p M/Im(y) ~ (g4 ®r B)/Im(d)) @ M basta notar que Im(¢)) =

Im(d) e que

Im(d) ——Qpja ®r B—(gja ®r B)/Im(d)—0

é exata).

Temos também T°(B|A, M) = Ders(B, M). De fato, considere
HOHIB<L . ((g{}), M) : OHHomB(QR‘A ®r B, M)*/\>HomB(E1 ®r B, M)HHOHIB(EQ, M)HO

Entao

T°(B|A, M) = Ker()\)
= Homp((Qpa ®r B)/Im(d), M)
= HOmB(QB‘A,M)
= Ders(B|A, M).

Veja que toda aplicacdo linear f : Qp 4 — M em Ker()) é tal que £y @gr B — Qpa®rB —

M é nula. Logo, temos uma tinica aplicacio linear f : (Q RlA ®r B)/Im(d) — M fazendo o

diagrama

Qg4 ®r B M

7
-

~
Ps
P

- f
(Qpa ©r B)/Tm(d)

comutar, donde que Ker(\) ~ Homp((Q2g|4 ®r B)/Im(d), M) como estabelecido acima.

Lema 2.6. Sejam Ko = {Ky, dptnez, K, = {K],d], }nez complezos de A-mdédulos e o : Ko —

K. um homomorfismo. Entdo temos homomorfismos
a2 Hy(Ke) — Hy(KL)

para todo n, que sdo isomorfismos se o € uma equivaléncia homotépica.

Demonstragao: De fato, basta considerar z mod Im(d) — oy, (z) mod Im(d’), com z € Ker(ay,).
Para ver que esta aplicacao estd bem definida basta notar que se x—y = dz, para algum z € K1,

entao o, (z) — ap(y) = apod(z) =d' o apy1(2). [

Observagao: Por argumentos analogos aos usados acima vale o mesmo mutatis mutandis para

a cohomologia de dois complexos.
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Lema 2.7. Seja

f g

0 Ce D, E, 0

uma sequéncia exata de complexos de A-mddulos. Entdo existem homomorfismos Oy, : Hy(Fe) —
H,_1(C,) tais que

o 1 (Ba) =2 H,y (Co)—L o Hyy (D) — 2 Hy (B ) — 2 1 (Ca)—L =

é exata.

Proposicao 2.4. Sejam B uma A-dlgebra e M, N A-mdédulos. Entdo existe um homomorfismo
B-linear
apy : Homa(M,N)®4 B — Homp(M ®4 B,N ®4 B)

que € um isomorfismo se B ¢ flat sobre A e M finitamente apresentado. Em particular, se M €

finitamente apresentado temos um isomorfismo
Homg-14(S™'M,S7IN) ~ S~ Homa (M, N)

para todo sistema multiplicativo S C A.
Demonstragao: [E], pagina 69. ]

Lema 2.8. Sejam B uma A-dlgebra, M um A-médulo e N um B-mddulo. Entdo temos um

isomorfismo de B-modulos
Homa(M,N) = Homp(B ®4 M, N).

Lema 2.9. Sejam M,N,N’,N" A-médulos e N— NP N" um complezo. Entdo temos

um homomorfismo
(Ker(8)/Im(a)) @4 M — Ker(8 ® Idyr)/Im(a @ Idyy)

que € um isomorfismo se M ¢é flat sobre A.

Demonstracgao: Defina (Ker(5)/Im(a)) x g4 M — Ker(S®1dys) /Im(a®1dys) pondo (2, m) +—
= ® m que induz, por sua bilinearidade, (Ker(5)/Im(a)) ®4 M — Ker(S®1Idys)/Im(a®Idyys).
E claro que Ker(8) ®4 M C Ker(8 @ Idy). Seja 1 ® my + --- + ; ® m; € Ker(8 ® Idyy),
isto é, f(z1) ® m1 + -+ + B(z;) ® mj = 0. Como N/Ker(5) — N” é injetora e M ¢é flat
temos £ ® my + -+ + 7, ®m; = 0 em (N/Ker(f)) ®a4 M (=~ (N ®4 M)/(Ker(8) @4 M)
pois 0——=Ker(f)——=N——=N/Ker(f)——=0 é exata). Logo, existem z1,--- , zr € Ker(f) e
ti,- - ,tp € M taisque x1 @mi+---+2;@m; = 21 @t + -+ + 2, @ tg,. Assim, Ker(f) @4 M =
Ker(s ® Idys). Como

0——Im(a)——=Ker(8)——Ker(3)/Im(a)—=0
¢ exata temos

(Ker(58)/Im(a)) @4 M ~ (Ker(8) @4 M)/(Im(a)) @4 M) = Ker(5 ® Idps)/Im(a @ Idpy).
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dn
Corolario 2.1. Sejam M um A-mddulo flat e Ko : - -- Kp B K,

um complexo de A-mddulos. Entao

Hy,(Ke) @4 M ~ H, (Ko ®4 M)
para todo n € 7.

Proposicao 2.5. Sejam
() B—t>p

|

A——A
um diagrama comutativo de homomorfismos de anéis, M' um B'-médulo e &,&" extensoes livre

de B sobre A e B’ sobre A, respectivamente. Entdo temos, homomorfismos (i =0,1,2)

Ti(B|A, M) — T(B'|A', M)

TY(B'|A', M) — T%(B|A, M").

Além disso, se em (x), B = B®a A', com B flat sobre A ou A’ flat sobre A entio estes

homomorfismos sdo isomorfismos.

Demonstragao: Pela proposi¢ao 2.1 temos um homomorfismo & — &”’, que induz
a:L-(8&)®pB — L-(&)

eentdo a®p M : L- (&)@ M' — L- (&) @p M'. Pelo lema 2.8 temos os homomorfismos
(i=0,1,2)

Tz(B|A> M/) — Ti(B,|A/7 M/)
Considerando o homomorfismo L - (&) @ B'—%>L - (&') temos, por dualizacdo, o homomor-

fismo Homp/ (L - (&), M')——=Homp/ (L - (&) ®p B', M) ~ Homp(L - (&), M') (o tltimo iso-

morfismo dado pelo lema 2.8), donde induzimos (i = 0,1, 2)
TY(B'|A', M) — T*(B|A, M").

Assuma que em (), B’ = B®y A’, com B flat sobre A ou A’ flat sobre A. Seja & :=& @4 A'.
Como &” também é uma extensdo livre de B’ sobre A’ temos uma equivaléncia homotdpica
L-(&") — L- (&) ecomo L-(&") ~ L-(&) ®@p B' (proposicao 2.2) temos equivaléncias
homomotépicas L+ (&) @p M' — L- (&) ®@p M' e Homp/(L - ("), M') — Homp(L - (&), M’)
donde que

T.(BIA, M) — T,(B| ', M)

TY(B'|A', M"Y — T'(B|A, M)

sa0 isomorfismos. ™
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Proposigao 2.6. Sejam B, A’ A-dlgebras, B' := B®a A’ e &,&" extensoes livres de B sobre
A e B’ sobre A', respectivamente. Se A’ € flat sobre A e cada termo de L - (&) é finitamente

apresentado sobre B entdo temos isomorfismos (i =0,1,2)

~

TZ(B’Aa M) ®B B’ — T1<B,’A/7M ®B Bl)

~

TY(B|A,M)®p B' = T (B'|A',M @5 B').

Demonstragio: Como A’ é flat sobre A (donde B’ é flat sobre B) entéo, pela proposicao 2.2,
E" := &4 A’ é uma extensao livre de B’ sobre A’. Logo, L-(&") ~ L-(&)®p B’ (o isomorfismo
também dado pela proposi¢ao 2.2) é um complexo cotangente de B’ sobre A’, donde existe, pela
proposigiao 2.1, uma equivaléncia homotépica L - (&) ® g B' — L - (&”"). Tensorizando @ g M,
temos a equivaléncia homotépica (L - (8) @p M) @ g B' — L - (&') ®p (M ®p B’). Logo, os

homomorfismos induzidos
,—T'L(B’Aa M) ®B B — E(B/’AlvM ®B B/)

sdo isomorfismos (temos H,((L - (&) ®@p M) ®p B') ~ (H,(L - () ® g M) @ B’ pelo corolario

2.1, uma vez que B’ é flat sobre B).

Por outro lado, o homomorfismo (proposigao 2.4) Hompg(L- (&), M)®p B’ — Homp/(L-
(&) ®p B', M ®@p B') nos fornece homomorfismos

TY(B|A,M)®p B' — T'(B|A,M @p B') ~ T'(B'|A', M @5 B)

onde o ultimo isomorfismo é dado pela proposi¢ao 2.5. Logo, pela proposicao 2.4, se admitirmos

que cada termo de L - (&) é finitamente apresentado sobre B entao
TY(B|A,M)® B' — TY(B'|A',M ® B')

sa0 isomorfismos. ]

Proposicao 2.7. Se S ¢ um sistema multiplicativo em B e M um B-modulo entdo
T;(S™'B|A) ®p S™'B ~ T;(S"'B|A, S M).

Analogamente, T'(S™'B|A, S™*M) ~ S™'T*(B|A, M) se vale a condigio de finitude sobre L-(&).

Demonstracao: Primeiramente, escolha extensoes livres & e .# de B sobre A, e de S~!B sobre
A, respectivamente. Tome agora um homomorfismo (cuja existéncia é garantida pela proposi¢ao

2.1) & — .F estendendo B — S~ B. Pela proposicio 2.3 temos uma equivaléncia homotépica
L-(&)®pS™'B— L-(%).
Tensorizando ® g M obtemos a equivaléncia homotopica

(L-(&)@pM)@pS™'B— L - (F)@pM~L-(F)Qg-15S'M
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e portanto isomorfismos
T;(B|A, M) ®p S™'B = T;(S7'B|A, ST M).

Agora, tomando o dual Homg-15( , S™1M) a partir da equivaléncia L-(&)®pS™ 1B — L- (%)

obtemos a equivaléncia
S™'Homp(L - (§), M) ~ Homg-15(L - (&) @5 S™'B,S™'M) — Homg-15(L - (F), S~ M),
onde o primeiro isomorfismo é dado pela proposicio 2.4, e portanto isomorfismos
STITY(B|A, M) = TY(S™'B|A, S~ M).
|
Lema 2.10. Sejam B uma A-dlgebra e & uma extensdo livre de B sobre A. Se A é Noetheriano

e B € essencialmente de tipo finito sobre A (i.e. B € uma localiza¢io de uma A-dlgebra de tipo

finito) entao cada termo de L - (&) € finitamente apresentado sobre B. Em particular,
STITY(B|A, M) = TH(S™'B|A, S~ M)

pela proposicdo 2.7.

Observagio: Em virtude da construcao de extensdes de B sobre A temos L' - (&) um B-modulo

livre. Note que, para extensoes livres & de B sobre A, L - (&) = Qpja ®g B é¢ um B-moédulo

livre, uma vez que se R = A[T;] entdo Qp4 = @ RdT; é o R-médulo livre sobre {dT;};. Para ver
i

isso basta notar que d : R — @ RdT; dada por F — Y g—%dﬂ é uma A-derivacao satisfazendo

1

a propriedade universal de g 4. De fato, dada D € Der (B, M), D € Homgp (@ RdTi,M),

dada por dT; — DTj, é a tnica aplicacdo B-linear fazendo o diagrama

comutar. Doravante, admitiremos L' - (&) e L? - (&) livres para complexos cotangentes.

Proposicdo 2.8. Se A — B — C ¢é uma sequéncia de homomorfismos de anéis e M um

C-mddulo. Entdo temos sequéncia exatas
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0——=T°(C|B, M)—=T°(C|A, M)——=T%(B|A, M)

——TYC|B, M)——=TYC|A, M)——=T(B|A, M)

——=T?(C|B, M)——=T?(C|A, M)—=T?(B|A, M)
Demonstracao: Considere uma sequéncia exata
0—L - (&@pC —L-(¥)—L-(9)—0

dada pelo teorema 2.1, onde L - (&), L-(¥) e L- (%) sdo complexos cotangentes de B sobre A,

de C sobre B, e de C sobre A, respectivamente.

Como os termos de grau 0 e 1 de L - (&) e L - (%) sdo livres temos
0—L - (&) opM — L-(F)@cM —L-(9)®@cM —0

exata, exceto possivelmente com L? - (&) ®g M — L - (&) ®¢ M nio injetora.

Agora, como os termos de ordem 0 1 sdo livres sobre C, dualizando sequéncia
0—L - (&opC —L-(#¥)— L-(9)—0
por Home( , M), obtemos a sequéncia exata
0 — Home (L - (¢), M) — Home (L - (#), M) — Homp(L - (&),M) — 0

com Hom¢ (L - (#), M) — Homp(L - (&), M) possivelmente nao sobrejetora em grau 2.

O resultado segue agora do lema 2.7. [

Proposigao 2.9. Se 0 — M' — M — M" — 0 é uma sequéncia exata de B-mddulos

temos sequéncias exatas de nove termos

Ty(B|A, M')—T5(B|A, M)—=Ts(B|A, M")—

Ty (B|A, M")—T,(B|A, M)—T1(B|A, M")—

To(B|A, M")——=Ty(B|A, M)——=T°(B|A, M")——0

0——=T°B|A,M")——=T"(B|A,M)——=T%B|A, M")——

TY(B|A, M")—=T(B|A, M)—~T"(B|A, M")—

T%(B|A,M")——=T?(B|A, M)—=T?(B|A, M").
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Demonstragao: Para obter a primeira sequéncia exata basta tensoriza-la por L-(&)®p obtendo
0—L-(&YopM' — L- (&)@ M — L- (&)@ M" — 0

com 0 — L-(&)®@p M — L-(&)®p M nao necessariamente exata em grau 2. Analogamente,

dualizando a sequéncia por Hompg(L - (&), ), obtemos a sequéncia exata
0 — Homp(L - (&), M") — Homp(L - (&), M) — Hompg(L - (&), M') — 0

com Homp(L - (&), M) — Homp(L - (&), M) — 0 possivelmente nao exata em grau 2.

O resultado segue agora do lema 2.7. ]

Lema 2.11. Sejam A um anel, B uma A-dlgebra, C' uma B-dlgebra e M um B-mddulo. Supo-
nha Spec C — Spec B uma imersao aberta. Entdo a aplicagao natural T;(B|A, M) @p C —
T;(C|A, M®pC) é um isomorfismo. Se assumirmos também que A é Noetheriano e que todo anel
local de B ¢ essencialmente de tipo finito sobre A entdo a aplica¢do natural T*(C|A, M ®@pC) —
THB|A, M) ®@p C é um isomorfismo.

Demonstragao: Para constatar que um homomorfismo de C-mddulos é um isomorfismo é
suficiente verifificar que ele é isomorfismo depois de tensoriza-lo por Cy para todo p € Spec C.
Seja q € Spec B a imagem inversa de p por B — C. Como Spec C' — Spec B é uma imersao

aberta temos que By — C, ¢ um isomorfismo. Temos agora que

T;(B|A,M) @ C®c Cy ~ Ti(B|A,M)®p By
Ti(Bq|A, M @35 By)
Ti(Cp|A, M ®p Cp)

~ Ti(ClA,M ®@p C) ®c C,

onde o segundo e o quarto isomorfismos seguem da proposicao 2.7. Temos também

TYB|A,M)®pC®cC, =~ T (B|A,M)®p B,
T (By|A, M ®p By)

(
(
"(GylA, M ®@p Cp)
(
(

N

T (CylA, (M @5 C),)

~ T'(CIA,M ®p C) ®c Cy
onde o segundo e o quinto isomorfismos seguem do lema 2.10. ]

Seja f : X — Y um morfismo de esquemas separados. Suponha inicialmente Y =
Spec A afim. Seja {Ui} um cobertura aberta afim de X, Uy = Spec Bi. Uma vez que X é
um esquema separado temos que Uy; := U, NU; = Spec By; é afim. Entao, as aplicagoes
Spec Byj — Spec By e Spec By; — Spec Bj; sao imersoes abertas uma vez que OX|Ukj,z ~

Oxlu,z ~ (’)X|U].7m para todo x € Uy;. Considere F um Ox-moédulo quase coerente. Sejam
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Fi = Flu,, My := F(Uy), Fij = -F‘UmUj, My == F(Uyj). Ponha Gy, := T;(By|A, M) (resp.
Grj = Ti(Bj|A, Myj)) o feixe quase coerente sobre Uy (resp. Uyj). Pelo lema 2.11, temos

isomorfismos Sy; : Gklu,, = Gi; (bastando ver que para cada p € Uy; tem-se

Gkloge = Ti(BrlA, M)y
= Ti(Br|A, M) @B, (Bk)p
= T;(Bil|A, Mi) ®B, (Bij)p (pois Uy; — Uy, é imersao aberta)
= T;(Byj|A, M ®p, (Bkj)p) (lema 2.11)
= Ti(Bj|A, My; @B, (Bij)p) (pois Fijp ~ Fiyp)
= Ti(Bgj|A, Mk;) ®p,; (Bkj)p) (lema 2.11)
= T;(Bij|A, Mkj)p
= Gkjp)

e entdo isomorfismos ay; : ij]Ukj = Qj]Uk]. dados por ag; = j_kl o Bj- E claro que ayy &
identidade e ay; o a;j; = ayy. Se, adicionalmente, assumirmos Y Noetheriano e f localmente de
tipo finito entdo se obtém a mesma situacdo com setas e indices reversos. Entdo os G colam
para formar um feixe quase coerente G de O x-mddulos que denotamos por 7;(X|Y, F). Definimos
TH(XY,F) de modo andlogo. Note que T;(X|Y, F) ndo depende da cobertura {U}}.

Queremos passar agora do caso Y afim para o caso Y separado arbitrario. Sejam f : X —
Y um morfismo de esquemas e {U = Spec By} uma cobertura aberta afim de Y. Como Uy NU;
é afim podemos escrever Uy NU; = Spec By;. Sejam Vi, := f~Y(Uy), Vij == [~ H({Uk;) = VkNVj e
F um Ox-médulo quase coerente. Pondo Fy := F|Vy e Fy; := Fly,; sejam Gy, := T;(Vi|Uk, Fi)
e Grj = Ti(Vij|Ukj, Fij)) os feixes quase coerentes sobre Vi, e Vj;, respectivamente. Temos,
pela proposicao 2.6, isomorfismos fS; : gk|vkj = Gr; e entao isomorfismos compativeis ay; :
Glvi, = Glv,- O feixe G obtido da colagem dos Gy, é denotado por 7;(X|Y, F). Analogamente,

construimos 7*(X|Y, F) no caso em que Y ndo é afim.

Sejam g : Z — X, f : X — Y morfismos de esquemas separados e F um Oz-
modulo quase coerente. Entdo é possivel definir 7;(X|Y, F), que serd pelos métodos anteriores,
um Oz-mdbdulo quase coerente (primeiro defina-o para o caso X,Y, Z afins, depois X,Y afins,
Y afim e por fim o caso X,Y,Z quaisquer). Se assumirmos que Y é localmente Noetheriano
e g, f localmente de tipo finito entdo podemos definir 7¢(X|Y,F) pelo mesmo processo. Nao
¢é essencial admitir X,Y, Z esquemas separados mas simplifica as construgoes acima. Nao é

conhecida aplicacdo da teoria para esquemas nao separados.

Temos a seguir claras generalizagoes das proposigoes 2.8 e 2.9: Seja Z — Y — X uma

sequéncia de homomorfismos de esquemas e F um Oz-mddulo quase coerente. Entao existe uma
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sequéncia exata

TY[X, F)——TN(Z|X, F)—=Ta2(2]Y, F)——

T(YX, F)—=T(Z|X, F)—=Ti(Z]Y, F)—

To(Y[X, F)——=To(Z|X, F)——=To(Z|Y, F)—=0
A sequéncia

0——=T%Z|Y, F1)—=T%Z|X, Fo) —=T°(Y|X, F3)

HTl(Z‘Ya ]:1)4>T1(Z|Xa f2)4>T1(Y|X7 ]:3)

——=T(Z)Y, F1))——=T*(Z|X, F2)—=T*(Y |X, F3)
é também exata em virtude da condi¢ao de finitude.

Se 0 — F1 — Fo — F3 — 0 é uma sequéncia exata de feixes quase coerentes sobre

Z entao temos as sequéncias exatas

TY|X, F1) —=TY|X, F2) —=T(Y|X, F3) —

T(Y|X, F1)—T(Y|X, o) —=T1(Y|X, F3)——

To(Y[X, F1)—=To(Y|X, Fo) —=To(Y|X, F3)—=0

0——=TOY|X, F1)—=T(Y|X, Fo) —=T (Y| X, F3)

4>T1(Y|X7f1)4>T1(Y|X7 f?)HTl(Y|X7 f3)

——TXY|X, F1)—=T2(Y|X, Fo) —=T*(Y|X, F3).

Observagao: Para a segunda sequéncia exata assumimos a validade da condicdo de finitude.
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3 Critério de Anulamento

3.1 Anulamento do primeiro functor cotangente

Lema 3.1. Sejam P um anel de polinémios sobre A e M um P-mddulo. Entdo T*(P|A, M) =0
e T;(P|A, M) =0, para i = 1, 2.

Demonstracao: Como 7" e T} sdo independentes da escolha da extensao de P sobre A podemos,
neste caso, tomar R = P e eg = Idp. Como Ker(ep) = 0 temos F = 0 donde L?(&) = L}(&) =0
e assim L(&) consiste de apenas L°(&). [

Proposicao 3.1. Se
0—I—A—B—0

¢ uma sequéncia exata de anéis entio T°(B|A, M) = To(B|A, M) =0, Ty (B|A,M) = I/I*?®p M
e TY(B|A, M) = Homg(I/I?, M) para todo B-mddulo M.

Demonstracio: Podemos supor R = A (uma vez que a cohomologia 7" independe da extensio
& tomada) donde L°(&) = 0, o que acarreta TO(B|A, M) = Ty(B|A, M) = 0. Tome como na

construgao de L(&) uma sequéncia exata
0 —U—F—1—70
que tensorizando por B nos fornece a sequéncia exata
U®sB —F®AB=LY &) — I/I* —0.

Como a aplicacio candnica U ®4 B — L*(&) = U/Uy — 0 é sobrejetora obtemos o seu
levantamento sobrejetor L?(&) — L(&) — 0 e assim

(%) L*(&) — LY&) — I/ — 0

exata. Tomando Homp( , M) em (x) temos
0 — Homp(I/I?, M) — Homp(L' (&), M) — Homp(L*(&), M)

exata, e portanto T1(B|A, M) = Homp(I/I%, M). Tomando @M em () temos a sequéncia
exata
L*(&)@p M — LY &) @p M — I/ @ M — 0

e portando T1(B|A, M) = I/I?> @ M. [
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Lema 3.2. Sejam B uma A-dlgebra, P um anel de polinémios sobre A e I um ideal em P tal

que B ~ P/I. Entdo as aplicagbes canonicas

Ty(B|A, M) — Ker(I/T* @3 M — Qpj4 @p M)

Coker(Homp(Qpja, M) — Homp(I/1*,M)) — T (B|A, M)

s@o isomorfismos.

Demonstragao: Aplicando a proposicdo 2.8 a sequéncia A — P — B e utilizando o lema

3.1 e a proposicao 3.2 obtemos a sequéncia exata
0—>T1(B|A7M) —>I/12®BM—>QP|A®PM—)

donde segue o primeiro isomorfismo. Analogamente, aplicando a proposicdo 2.8 obtemos a

sequéncia exata
-+« — Homp(Qp 4, M) — Homp(I/I?, M) — T"(B|A,M) — 0
donde segue portanto o segundo isomorfismo. [
Proposicao 3.2. Seja B uma A-dlgebra. Entdo sdo equivalentes:
(1) TY(B|A, M) = 0 para todo B-médulo M.

(2) T1(B|A,B) =0 e Qp|a € projetivo.

(3) B satisfaz a “propriedade de levantamento”, i.e., se C e C' sao duas A-dlgebras tais que
C'~C/I, comI* =0, eg : B— C" é um homomorfismo de A-dlgebras entdo existe

um homomorfismo g : B — C de A-dlgebras que induz g'.
B
AR
gl
y
A——C——=C'

Demonstragao: (1) = (2) Dada uma sequéncia exata curta 0 — M’ — M — M" — 0

temos, pela proposicdo 2.9 , a sequéncia exata
0 — TYB|A, M) — TY(B|A, M) — T°(B|A, M") — 0

donde o functor T9(B|A, )= Homp(2pja, ) é exato. Logo, {2p|4 é projetivo.

Considere P um anel de polinémios sobre A e
0—J —P—DB—0

uma sequéncia exata de anéis. Pela prova do lema 3.2 temos a sequéncia exata
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(%) 0 — T1(B|A,B) — J/J?* — Qpja ©p B — Qpja — 0.

Para um B-rthodulo M injetivo, o ultimo termo da direita da sequéncia exata Homp((x), M)
figura Homp (T (B|A, B), M) = T*(B|A, M) = 0. Como todo médulo pode ser imerso em um
médulo injetivo escolha uma imersao 0 — T1(B|A, B) — M com M um B-médulo injetivo.
Logo, de Homp(T1(B|A, B), M) = 0 tem-se T1(B|A, B) = 0.

(2) = (1) Neste caso, (x) é uma sequéncia exata curta, donde T (B|A, B) ~ EthB(QB‘A,M)

uma vez que
-+« — Homp(Qpj4, M) — Homp(J/J?, M) — Extp(Qpa, M) — Extp(Qpa®@pB, M) =0

é exata (note que Qpj4 ®p B é um B-médulo livre e entdo projetivo). Como g4 é projetivo
temos Ext}B(QBM, M) = 0 para todo B-médulo M, donde T*(B|A, M) = 0.

(1) = (3) Considere B ~ P/J como antes e sejam C,C’, I, ¢ como em (3). Seja b’ : P — C’
dada por ¢’ seguida de ¢’. Como P é um anel de polindmios sobre A (projetivo) temos um
levantamento h : P — C de h/. De I? = 0 podemos fazer I um C’-médulo, e entdo um B-
médulo via g’. Como h(J) C I temos h(J?) = 0, donde obtemos h” € Hompg(J/J?,I). Mas de
TY(BJ|A, I) = 0 obtemos a sequéncia exata

0 — Dera(B,I) — Dera(P,I) — Homp(J/J* I) — 0

e entdo obtemos uma derivagdo D € Dera(P, I) induzida de h”. Agora, como (h — D)(J) =0

obtemos um levantamento B — C de ¢'.

(3) = (1) Seja x € TY(B|A, M). Entdo z é induzido, em virtude de
0 — Dery(B, M) — Der4 (P, A) — Hompg(J/J? M) — T'(B|A, M) — 0

exata, por um elemento h € Homp(J/J?, M) ~ Homp(J, M). Sejam K := Ker(h), ¢ : P —
P/K e C:= (P/K @& M)/Q, onde Q := {¢(2) + h(2)|z € J}. Note que M é um A-médulo via
A — P — B e definindo m - m’ := 0 temos M uma A-algebra e assim C' ¢ também uma

A-algebra. Tome C' = B e ¢’ = Idg. Temos uma sequéncia exata de A-4lgebras
0—M-—C—C' —0

com M? =0, onde C — €’ é dada canonicamente por ((z mod K) +m) mod Q > = mod J
(que estd bem definida uma vez que K C J). De (3) temos um levantamento g : B — C de ¢
que induz h : P — C. Entdao ¢ — h € Dera(P, M) induz h donde z = 0. [
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4 O T' de uma curva monomial

4.1 Curvas Monomiais

Definicao 4.1. Um semigrupo numérico é um submonoide N do N (i.e. um subconjunto de

N fechado sob adi¢io que contém 0) com complementar finito.

Se myq,- -+ ,m, sdo inteiros positivos tais que mdc{m;, ..., m,} = 1 entdo (my,...,m,) :=
{Aimy+...+ \m,|\; € N} é um semigrupo numérico e, neste caso, dizemos que este semigrupo

é gerado por myq, ..., m,. Além disso, todo semigrupo numérico é desta forma.

Observagao: O tnico semigrupo de género zero é N. Doravante, todos os semigrupos conside-

rados terao género maior do que zero.

Definicao 4.2. Seja N um semigrupo numérico, chamamos N\ N = {l; <ly < ... <4} o

conjunto das lacunas do N e g, que é a quantidade de lacunas, o seu género.

Definicao 4.3. Seja N um semigrupo numérico. O menor inteiro c tal que c+N C N € dito o

condutor do semigrupo N.

Observagao: Note que o conjunto dos x € Z tais que x + N C N esta contido em N. Se nao
existisse um « inteiro tal que x + N C N entdo para cada n € Z existiria x,, € N tal que
n + x, ¢ N. Em particular, N\ N seria um conjunto infinito, o que néo ocorre. Logo, todo

semigrupo numérico admite condutor.

Lema 4.1. [, = c— 1.

Demonstracao: Dado = € N tem-se [; + (1 + x) > I, donde I, + 1 + 2 € N. Logo, pela
minimalidade de ¢ segue ¢ < I, + 1. Se fosse ¢ — 1 < [, entao existiria ¢ > 1 tal que [, =

¢+ (¢—1) € N, o que é uma contradigao. [

Definicao 4.4. Dizemos que um semigrupo numérico N € simétrico quando vale a relagdo
lg =29 —1.

Lema 4.2. Em um semigrupo numérico N vale a relag¢do

lg <2g—1.

Demonstracao: Ponha A := {0,1,...,l;}. Como a aplicaggo AN N — N\ N dada por
n; — lg —n; é injetora tem-se #(ANN) < g. Como A é unido disjunta de N\ N e ANN tem-se
lg+1<2g. ]
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Lema 4.3. Um semigrupo numérico N é simélrico se e so se

neN&lg—n¢N.
Demonstragao:

(=) Considere a aplicagdo ¢ : N\ {2g,2g+1,---} — N\ N dada por n; — Iy —n;. ¢ estd bem
definida pois se fosse [, —n; € N entdo Iy = (l;—n;)+n; € N, o que nao pode ocorrer. Note
que toda lacuna de N pertence a N \ {2¢g,2g+1,...}, donde #(N \ {2¢9,2¢g+1,...}) > g.
Agora, como ¢ é injetora tem-se g > #(N\{2¢,2¢9+1,...}). Logo, #(N\{2g,29+1,...}) =

g donde ¢ é sobrejetora.

(<) Neste caso, a aplicaggo N\ N — N\ {l; +1,{, +2,...} dada por [; — [, — [; é bijetora.
Logo, como {0,1,2,...,l,} é unido disjunta das lacunas com N\ {lg+1,1,+2,...} tem-se
29 =14+ 1.

Exemplo: Semigrupos numéricos ordindrios, i.e., semigrupos da forma
H,={0,9+1,9+2,...}

sao simétricos se e 86 se g = 1, pois g = 2g — 1 quando g = 1. Por exemplo, (2, 3) é um semigrupo

simétrico ordinério.

Sejam N := (my,...,m,) e k algebricamente fechado com char(k) = 0. Seja k[N] :=

@ kt™ = k[t™, ..., t""] C k[t] (de modo que k[N] nao depende dos geradores do semigrupo N).
neN
De outra forma, k[N| = k[z1,..., 2], com z; = t"™i. Seja C(N) := {(t"™,...,t™) € A"|t € k}.

Note que podemos supor mi < ms < ... < m, pois do contrario podemos fazer uma ordenacao
das poténcias via uma mudanca de coordenadas afim. Considere o homomorfismo de k-algebras
¢ : k[X1,...,X,] — k[t] dado por X; — t™. E claro que I(C(N)) = Ker(p) uma vez que k é
infinito. Pondo P := k[X1, ..., X,| temos k[N| = k[C(N)] = P/I.

Lema 4.4. Se N = (mq,...,m,) € um semigrupo numérico entao C(N) é um conjunto algébrico
irredutivel com dim C(N) = 1.

Demonstragio: E claro que C(N) C V(X" — XJ",i # j). Seja (a1,...,a,) # 0 em V(X" —
X;’”,i # 7). Como my,...,m, sdo coprimos podemos obter inteiros qi,...,q, tais que g1mj +

...+ g-m, = 1. Ponha ¢ :=af'...a%. Logo,

™Moo= (a'.. . ad)™

— qimi g21mi qrmi
= ay ‘ay ' ...af

_ l—gama—...—qrmy q2mi grmi
= a as coeap

= ay-(a; ®"™a®™) . (ag T al™)

= (@) (0 a)

= aj.
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Procedendo de modo andlogo com os demais indices temos ¢ = a; paratodo¢ =1,--- ,r, donde
V(X" — Xi",i # j) C C(N). Para ver agora que dim C(N) = 1 basta ver que a aplicacdo
A! — C(N) dada por ¢+ (¢™,...,c™") é birracional. J4 a irredutibilidade de C(N) vem de

E[N] < kl[t]. n
Em virtude do ultimo lema faz sentido definir

Definicao 4.5. Uma curva monomial afim é uma curva parametrizada da forma C(N) para

algum semigrupo numérico N.

Observagao: Note que C(N) é singular em (0,...,0) se e s6 se m; > 1. Além disso, se esse é o
caso, este serd o seu nico ponto singular. Logo, C(N)\ (0,...,0) é lisa para qualquer semigrupo

numérico N.

A prova do seguinte resultado foi extraida de [H].

Proposicao 4.1. (Herzog)Para uma curva monomial C, I(C) é gerado por polinémios da

IT x2 - I x7

i€l i€l

forma

tais que Z aim; = Z Bim; com Iy, Io C{1,2,...,r} disjuntos e o, 5 inteiros nao negativos.
el i€l

Demonstracao: Pondo J o ideal gerado pelos polinémios acima vemos claramente que J C

Ker(p) pois

SO(H XZ{%): pheaimy — Bfimy W(H Xzﬁz)

i€l i€l

Seja F' € Ker(y). Ponha F' = ZaVX” comv = (v,...,v) €E N e X¥=X{"...X7". Como

0 = o(F)
= Zal,tzyim"
- (X w)

k=0 Z l/imi:k‘

entdo cada parte Fj = Z a, X" de F com peso k = > v;m; pertence a Ker(y) e por isso
Z l/imi:k‘

podemos supor que todos os monémios de F' tém o mesmo peso. Seja XY um moénomio de F
(ay # 0). Logo, F' deve conter um outro monémio X* pois se F' consiste de um tinico monoémio

entdo F' ndo estd em Ker(p). Escreva
F=qa,(X"—=X*")+(F —a, X"+ a,X").

Como X" e X* tém o mesmo peso podemos escrever

XV — Xt =X ---Xffr(]‘[ xr -1 Xﬁi)
i€l i€ls
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com I1,I, C {1,2,...,r} disjuntos e Z a;m; = Z Bim;. Notemos que F' — a, X" + a, X* €
el i€l
Ker(p). Procedendo de modo andlogo com F' —a, X”+a, X* e notando que ele tem um mon6émio

a menos que F', este processo deve terminar quando esgotarmos todos os monémios de F. =

Definigdo 4.6. Em k[X1,...,X,] definimos o peso do monémio X ... X! como
w(X . XY =dymy 4.+ iy

O peso de um polinomio em k[X1,...,X,] € o maior peso dentre os pesos de seus monomios.

Um polinomio € dito isobdrico se cada um dos seus mondémios tém o mesmo peso.

Observagao: Note que atribuindo-se pesos as variaveis X; como acima obtemos uma nova gra-
duacdo para k[ X1, ..., X,]| na qual um ideal ser homogéneo significa ser isobarico. Em particular,
o ideal de uma curva monomial é isobérico pela proposi¢ao 4.1. Note também que um polinémio

isobarico pertence a [ se, e s6 se, a soma dos seus coeficientes é nula.

Pondo C = C(N) e O :=(0,...,0) € A" temos C \ {O} = C,, (aberto principal associado a
funcdo regular x1 € k[N]), k[Cy,] = k[N]zy, = STk[N] (S := {1,21,2%,...}) e k[C \ {O}] =
k[N)z, = k[t]; = K[t,t™!] (k-algebra de polinémios de Laurent, que é um D.L.P.).

Note que naturalmente temos k[N],, < k[t,t7!]. Seja o > 0 tal que am;—1,am,am;+1 € N.

Logo,
1 temi—l _ flxy,. .. xy)
tom x$
e
P tematl _glar,.. @)
tomi x§

donde k[N] ~ k[t,t~1].

4.2 Descricio do T para curvas monomiais

No contexto de curvas monomiais considere P := k[Xy,...,X,], N := (mqy,...,m,;)

semigrupo numérico e C' := C(N). Vimos anteriormente que temos uma sequéncia exata
0—1—P—k[N]—0

onde I é o ideal da curva monomial dada pelo semigrupo numérico N. Seja M um k[N]-médulo.

Pelo lema 3.2 podemos, neste caso, descrever T*(k[N]|k, M) como

T (k[N]|k, M) = Coker(Homp(Qp|y,, M) — Homyny(1/17, M))

Aplicando a proposicao 2.8 a sequéncia k — P — k[N] juntamente com a proposigao 3.1 e

tomando M = k[N] obtemos a sequéncia exata

0 — Derg(k[N], k[N]) — Dery (P, k[N]) — Homynj(I/1%, k[N]) — T" (k[N]|k, k[N]) — 0O
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Passemos agora a descrever os mdédulos que surgem na sequéncia exata acima. Uma vez
que C \ {O} — C, onde O é o tnico ponto singular da C, temos uma sobrejegao

k[N] — k[t,t~'] = k[N],, — 0, donde segue o diagrama comutativo exato

0

0

|
Derk(]]k[]\f]) Homyn(1/1?, E[N])
t

0—=Dery(k[N], k[t,t~])—Dery (P, k[t, t~']) ——Homyn (I /1%, k[t t~1])

Desta forma
Dery, (k[N], k[t, 1) ~ Dery(k[t, =], k[t,t1])

Dery, (P, k[t,t71]) ~ Dery(Px,, k[t, t1]).

Vejamos agora uma interpretacdo geométrica para o que fizemos acima. Sejam V :=
{(co,c1,+ ,er) € AT egey = 1} e W= {(co, €™, -+, em,.)|coc™ = 1}. Entdo k[N], ~ k[W]
via o homomorfismo k[W] — k[N],, dado por f(Xo,X1, -, X;) —> f(mr, t™, - 2™,
Temos k[V] = Px, = k[X[ ', X1,---, X,] e k[V] = k[W], este tltimo com niicleo .J. Logo, de

0— J— Px, — k[N],; — 0

exata temos J = Ix,. Notando agora que k[W] satisfaz a propriedade de levantamento sobre
k ((3) da proposicao 3.2) temos T (k[W]|k,k[W]) = 0, donde aplicando a proposi¢io 2.8 a
sequéncia k — k[V] — k[W], obtemos a sequéncia exata

0 — Dery(k[t,t ], k[t, t71]) — Dery(Px,, k[t, t']) — Homy(Ix, /I%,, k[t,t"']) — 0.

Alternativamente, de
0— J—k[V] — kW] —0

exata tem-se (proposi¢ao 1.4)
I/ I — Qi k) KIW] — Qe — 0
exata e entdo sua dual
0 — Dery (k[W], k[W]) — Dery(k[V], k[W]) — Homk[W](J/JQ, k[W1)

exata.

A fim de compreender T'(k[N]|k,k[N]), vamos estudar primeiramente Dery (P, k[N]).

Usando a propriedade universal das diferenciais de Kéhler, podemos escrever

0
6%’1'

Dery (P, k[N]) = Homp(Qpjy, k[N]) ~ Homp <é Pdaci,k'[N]>2 é}k‘[N]
i=1 i=1

onde $L = 2L (o1, m) = ZE(E 7)€ KN,

k3
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Observacgao: Atribuiremos certos pesos nas derivagdes parciais, como segue. Note que %
assume valores em klt], 5 i : P — k[N] C Kkf[t]. Deﬁnimos portanto, o peso de % como —m;;,
w( 8?:) —m;. Com esta gradua(;ao a derivagdo ;= — 8 - tem peso igual zero.

Note também que k[N] é graduado onde os elementos de grau s sao

kt? N
KIN], = , se s €
0, ses¢ N

Observando que k[N]z; ai ~ k[N] temos

Dery, (P, k[N @t‘mlk k[N

Observagao: Diante do exposto acima, Derg (P, k[N]) é um médulo graduado.

Estudamos agora quem é a parte homogénea de grau s de Dery (P, k[N]).

" 0
D P EIN|), = tT" [N gqm, Ti =
ery, (P, k[N]) EB E[N]s4m;x By

i
= {Z CltSSCZ
T

= { E cit’r; — 9
- T T
i=1 u;
s+m;EN

(c1,- ,c,,)ek:@”,ci:()ses—kmigéN}

Z

cl,‘--,crek}

kt*, L EN
onde t_mik[N]s—f—mi _ se s+ m;
0, se s+m; ¢ N

Estudaremos agora Dery(k[N], k[N]). Uma k-derivagdo D : k[N] — k[N] naturalmente
se prolonga a uma k-derivagio D : k[N],, — k[N]s, = k[t,t"!]. Como D(F) = %D(t)
para F € k[t,t!] temos D = h% onde h := D(t) € k[t,t7!] tal que nht"~! € k[N] (pois
D(t") = nht"~! € k[N]), para todo n € N; e como char k = 0 tem-se ht"~! € k[N] para todo
ne Nt :=N\{0}.

Como h é um polinémio de Laurent Zcmth € k[t, til], com m € Z nao nulo exceto possi-
velmente para quantidade finita, m deve ser tal que m +n € N para todo n € NT. Assim, se
D : k[N] — k[N] é k-derivagao entdo D = h% tal que h = Z emt™ ) com m € End(N) onde

End(N) = {m€Zlm+n € N, paratodone NT}
= {m € Zlm+ m; € N para todo j}
(estamos pensando na restricdo de D a k[N] tal que a imagem também estd em k[N]).
Veremos agora algumas propriedades de End (V).
Lema 4.5. End(N) C N.

Demonstracao: Seja ¢ o condutor de N. Entao ¢ — 1 = [;. Dado m € End(N) tem-se m +

c,;m~+c+1,--- € N donde m + ¢ > [, e portanto m > [; —c = —1. [
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Observagoes:

(i) End(N) é semigrupo. Basta ver que End(N) C N e claramente satisfaz 0 € End(V) e
fechado pela adigao.

(ii) End(N) O NU{l,}. Primeiro veja que dadon € N tem-se l;+n = c+(n—1) € c+N C N,
donde l; € End(N). J4 a inclusao N C End(N) é ébvia.

Lema 4.6. End(N) = NU{l,} se e sd se N € simétrico.

Demonstracgao:

Como {l1,---,l;} = N\ N, temos que [, — l; € N para cada [; < l;. Se por contradi¢ao
existisse m € End(N) tal que l; # m ¢ N entdo m = [; para algum i € {1,2,--- ,g — 1} donde
lg=1+ (g —1;)=m+ (l; — ;) € N, o que nao pode ocorrer pois I, ¢ uma lacuna de N.

Seja & € Z\ N. Suponha x > 0 primeiramente. Se = [, entdo l; —x = 0 € N; se ndo entao
z=1;,i < g. Como l; ¢ End(N) entdo deve existir n € NT tal que n+1; ¢ N donde n+1; =,
j > 1. Se j = g acabamos, se ndo procedemos como antes até esgotar todas as lacunas. Agora,

se x < 0 entao [, — x > [y nao pode ser uma lacuna. [

Assim, Derg(k[N], k[N]) = k[End(N)]t%. Para cada m € End(N) a derivagao tm“% : k[N] —
E[N] tem peso m. Novamente Derg(k[N], k[N]) é médulo graduado e

ktst1 se s € End(N)

0, caso contrario

Dery(k[N],k[N])s = {

Tendo em vista Dery (k[N], k[N]) < Der(P, k[N]) vamos identificar t”l%, onde s € End(N),

com sua imagem.

0 "\ dx; O " 0
ts+17 — terl o F l‘tSerii
ot ; dt ot ;m oz;
Considere um sistema de geradores para N, a saber N = (my,---,m,). Vale que k[N] =
klzq, - ,z,], ; = t™. Construimos o seguinte diagrama comutativo exato
0 Dery (k[N], E[N]) Der (P, k[N]) Homk[N](I/IZ,k[N])
[t,t 3

0——=Dery,(k[N], k[t, t~])—Dery (P, k[t, t~']) —=Homyn (I /1%, k[t,t~1])

Sabemos também que
T (k[N]|k, k[N]) = Coker(Dery, (P, k[N]) — Homyn(I/1°, k[N])).

Utilizando a segunda sequéncia para determinar T temos: Cada k[N]-homomorfismo I/1? —

" 0 " 0
kE[N] é dado por um operador diferencial ; hixia—i, com h; € k[t,t71], tal que ; hszzaxJi €
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k[N] para todo f € I, i.e., thng‘fj € k[N] para todo j onde {f;} geradores de I (proposicao
i=1 Li

4.1).
fi= X?J’l X ijl ...ijr

onde d; := wdeg(f;) = ajymi + -+ + oj.my = Bj;m1 + - - + B, m,. Logo,

ofj A
Ti=— = (o, — B;5,)t77.
7 axl ( Ji BJ@)
Denote: v;, := (aj, — Bj,)-
Utilizando ainda a segunda sequéncia vemos: Um tal operador define o operador nulo se e s6 se

: 0
—1140 _ -1 .
pertence a k[t,t7"|t5; = k[t,t ](;l mmax) Assim,

{(h1, -+ s he) € kL1127 S by t% € K[N] para todo j}
{(mih-- ,meh)|h € K[t,t-1]}

Homyny(1/1?, k[N]) ~

{(e1,-+,¢r) € k@”\Zcivji =0ses+d;¢ N}

12

HOIH]C[N}(I/I27 k[N])S

{(emq,--- ,emy)|c € k}
_ {c€k¥c-y;=0ses+d; ¢ N}
N k(ml)"' 7m1”)

onde Y= ('lea"' 77jr)'

Proposigao 4.2. {c € k%"|c-v; =0 para todo j} = k(mq,--- ,m,).

Demonstragao: Homyy(1/1 2 k[N]) é k[N]-médulo graduado finitamente gerado. Logo, suas

componentes homogéneas de peso < 0 sao nulas. Se s < —d; para todo j entao a componente
{c€kPT|c-y,;=0 para todo j}
k(m17"' 7m7")

de peso s é isomorfa a = 0 e acabamos por aqui. ]

Pensando em termos de dual, obtemos {(c1,- - ,¢.) € k¥ |mycy + -+ + mpe, = 0} =

Z kv; tem dimensdo r — 1 (espago gerado pelos ~; em k7).

Proposicao 4.3. Com as notacoes em convengoes anteriores temos:

e Ses+d; ¢ N para todo j, entao Homk[N](I/ﬂ,k:[N])s =0.

o Ses+d; € N para todo j, entdo Homk[N](I/IQ, k[N])s ~ kS0,
Teorema 4.1. Para cada um semigurpo numérico N de género maior que 0, temos:
{(h1,--- ,hy) € k[t,t71%7| Zhi’yjitdﬂ' € k[N] para todo j}

T (V][ KLV)) = r
kit o+ ) + (@ kN
=1

No que seguem denotaremos 1" (k[N]|k, k[N]) simplesmente por T, e sua parte homo-

A 1
génea de grau s, por T5.

Observagoes:
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(i)
k[t,t1](m1,---,mr)m(é9tmik[zv]> = Dery(k[N], k[N])

= k[End(N)]ta.

(ii) T* é k[N]-médulo finitamente gerado graduado.
(iii) Se s € End(N), i.e., s +m; € N para todo i, entdo T} = 0.
Teorema 4.2. Para cada s € N\ End(N), temos a sequinte descrigio de T.:

{c€k¥|c-vj=0ses+dj ¢ N}
kE(my, - ,my) ®{c € k®"|¢c; =0 se s+ m; ¢ N}

T! ~
Corolario 4.1. (¢f. [B, Thm. ?]) Para cada s € Z, vale:
dim T} = max{0, #{i € {1,--- ,r}[s +m; ¢ N} — dim (yj|s +d; ¢ N) — 1}
Corolario 4.2. Se s+d; ¢ N para todo j entio T} = 0.

Corolario 4.3. Se s € Z tal que #{i € {1,--- ,r}|s +m; ¢ N} <1 entdo

T =0.
Corolario 4.4. Se m; < --- < m, sistema minimal de geradores e se o := maz{s € Z|#{i|s +
m; ¢ N} > 2} entdio

T £0.

Demonstracao: m; + mg # m; para todo i e logo m; + mg < d; para todo j. s; = o + (d; —
mi—mg), S >0 = sj+mi € N ous;+my € N. Logo, 0 +dj =s;+m1+ma € N para todo
j=dim T} > 1. m

Definigdo 4.7. T ¢ dito negativamente graduado se T} = 0 para todo s > 0.
Corolério 4.5. T ¢ negativamente graduado se e sé se o < 0.

Corolério 4.6. (cf. [Pi, Lema 12.5]) Se N é um semigupo numérico, entdo, Ty = 0.
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