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Resumo

Seja G um grupo finito de ordem n e £ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Considere a
curva afim C' := Spec (Z[¢] ® R(G)) ondeR(G) é o anel de representagao de G. Estudamos
as fibras do feixe tangente formal de C' estimando a sua dimensao e determinando (e
medindo) as singularidades de C. Lidamos cuidadosamente com trés exemplos simples de
grupos nao-comutativos, tendo como alvo um algoritmo para calcular estes invariantes em

geral.



Abstract

Let G be a finite group of order n, and £ an n-th primitive root of the unity. Consider the
affine curve C' := Spec(Z[¢] ® R(G)) where R(G) is the representation ring of G. We study
the fibers of the formal tangent sheaf of C' by estimating their dimension and also finding
(and measuring) the singularities of C. We carefully deal with three simple examples of

noncommutative groups, targeting an algorithm to compute these invariants in general.
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Introducao

Seja G um grupo, A um anel comutativo, e A[G] o anel de grupo associado. E bem
conhecido que A[G] é uma algebra de Hopf que representa um esquema afim diagonalizavel
sobre A (veja, por exemplo, [CS, Ch. 3], [D] and [Wa]). Se G é abeliano, entao A[G]
¢ comutativo e é natural o estudo do esquema afim X := Spec(A[G]). Este estudo ¢é
bastante simples quando A é um corpo, especialmente quando G ¢é finito, caso em que as

componentes irredutiveis de X sao pontos.

Entdo, o proximo passo é considerar o caso em que A = Z, o que aumenta
consideravelmente a complexidade, mesmo que o interesse seja apenas conjuntista. De fato,
a estrutura topologica de Spec(Z[G]) é nao-trivial no sentido de que as suas componentes
irredutiveis podem se intersectar em varios pontos. Se levado ao nivel esquematico, o assunto
ganha varios aspectos adicionais a serem abordados. Um deles ¢ identificar e descrever
as singularidades por meio de seus invariantes naturais: espacos tangentes, dimensoes de
mergulho formais, indices de ramificacao, etc.. Percebe-se um comportamento, de certo
modo, inesperado de tais esquemas aritméticos se comparados com esquemas sobre corpos.
Tal estudo foi feito por A. Bueno e M. Dokuchaev em [BD] (baseado em [B]), onde é dada

uma completa descrigdo do esquema Spec(Z[G]) e seus pontos singulares.

Remover a hipdtese de G ser abeliano é o ponto de partida do presente trabalho e
o0 objetivo ¢ obter resultados semelhantes aos de [BD] no caso em que G ¢é nao-comutativo.
Mas, para isso, note que temos de preservar a comutatividade do anel resultante, por
isso, naturalmente, substituimos Z[G| por R(G), seu anel de representacio (ou anel
de Green), j& que ambos coincidem quando G é abeliano. Na verdade, uma descri¢ao
topolégica de Spec(R(G)) pode ser encontrada, por exemplo, em M. Atiyah [A], em G.
Segal [Sg] e JP Serre [Sr]. Em tais referéncias torna-se claro que é melhor lidar com
C := Spec(Z[¢,) ® R(G)), onde &, é uma raiz primitiva n-ésima da unidade e n é a ordem
de G, em vez de C' := Spec(R(G)). Assim, o estudo de C' como um esquema é precisamente

o que fazemos aqui.

No primeiro capitulo definimos o que uma representacao linear de um grupo,
apresentamos a definicdo formal do anel de representacao de um grupo, encontramos
os carateres de representagoes irredutiveis de alguns grupos que serao tteis a posteriori.
Ainda neste capitulo reservamos uma secao para o estudo de elementos p—regulares de

um grupo com p um ndmero primo.

No segundo capitulo estudamos o caso geral e reunimos os resultados que obtivemos
em dois teoremas. No Teorema 2.1, analisamos a decomposicao de C' em componentes

irredutiveis, que ¢é a versdo esquematica de resultados topoldgicos dos artigos acima
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mencionados. Na segunda parte estudamos os pontos singulares de C'. E ai é importante
destacar a diferenca entre a dimensao do espago tangente de Zarisky (definido via fibra do
feixe tangente) e a dimensao de mergulho formal de um ponto. Estes conceitos concordam
se o0 esquema de base ¢ o espectro de um corpo, o que nao é o nosso caso. Entao tentamos
obter afirmacoes sobre esses invariantes. Na Teorema 2.2, os pontos de C', ou ao menos de
(', sao racionais e reduzimos o problema a estudar um esquema zero-dimensional sobre
corpos finitos. Em comparacao com [B], em ambos os Teoremas 2.1 e 2.2, as vezes obtemos
cotas ao invés de igualdades. Isto porque nao temos similares da decomposi¢ao de G' (néo
abeliano) em grupos ciclicos, entdo os argumentos sao baseados em principios gerais de
feixes, diferenciais e algebras locais. Por outro lado, note que o nosso Teorema 2.2.(iii)
generaliza [B, Teo. 4.1.2, Cor. 4.1.5] no caso racional. A saber, [B, Teo. 4.1.2] é enunciado

CcOomo segue:

Teorema 4.1.2 (André Gimenez Bueno). Seja G um grupo abeliano finitamente gerado e
escreva G = t(G) x F', onde F é a parte livre de G, ie, um grupo abeliano finitamente gerado,
cujo posto denotamos por r. Dado um subgrupo H de GG, denotamos sua ordem por h. Para

um primo p de Z[G], escreva m, para o ideal maximal de (Z[G]), e k(p) = (Z[G]), /my.

(i) H& uma correspondéncia biunivoca entre subgrupos ciclicos finitos H C G e ideais

primos minimais aH (os pontos genéricos das componentes) de Z[G] tal que:
Spec(Z[G]) =V (an) (1)
H
é a decomposicao de Spec(Z[G]) em componentes irredutiveis. Além disso,

V' (an) = Spec(Z[G][F]), (2)

onde (;, é uma h—ésima raiz primitiva da unidade, e
Q&) = TTQ(w), (3)
H

¢ a decomposicao de Wedderburn de Q[¢(G)]. Para um h fixo dividindo o expoente
de t(G), o nimero de componentes irredutiveis satifazendo (2) é igual ao nimero de
subgrupos ciclicos de G de ordem h. Se p é um ponto de intersecao, i.e, se pertence

ao menos a duas componentes, entao p esta acima de um divisor primo de |t(G)].

(ii) Se q € Spec(Z[G]) pertence a somente uma componente de Spec(Z|[G]), digamos
V' = Spec(Z[(,][F]), entdo Spec(Z[G])q = (Z[Ch][F )5, onde q € Spec(Z[(u)[F]) é o

primo correspondente a ¢. Em particular, q ¢ regular.

(iii) Os pontos singulares fechados de Spec(Z[G]) sdo exatamente os ideais maximais p €
Spec(Z[G]) acima dos divisores primos de [¢(G)|. Em particular, cada ponto (fechado)
singular ¢ um ponto de intersecao, i. e. pertence ao menos a duas componentes

irredutiveis.
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No capitulo 3 estudamos os casos onde G é, respectivamente, o grupo simétrico S3,
o grupo diedral D4 e o grupo alternado A4. Encontramos as singularidades, dimensoes do
espaco tangente e de mergulho das curvas definidas pelos anéis de representacao destes
grupos usando os varios itens dos Teoremas 2.1 e 2.2 e mesmo de sua prova. As contas sdo
feitas dentro de uma forma sistematica para que o leitor possa entender o que fazer em

um caso diferente. O método, no entanto, funciona sob certas condigoes.

No capitulo 4 esbocamos um algoritmo para encontrar os pontos singulares de C'
e seus invariantes. Os primeiros passos sao muito baseados nos resultados obtidos nos
Teoremas 2.1 e 2.2. Para o caso geral em que eventualmente um ponto singular ¢ nao
racional utilizamos dois métodos a saber: um deles baseado na eliminacao de divisores de
zero e o outro criando uma correspondéncia entre o anel que define a curva e um grafo

orientado com numero finito de vértices.

Por fim deixamos algumas perguntas pertinentes, tais como: (1) No caso em que
G é abeliano, £, representa o niimero minimal de geradores do p—subgrupo de Sylow; o
que ¢, representaria no caso nao abeliano?; (2) Nos casos em que estudamos, todos os
pontos singulares de C' projetavam sobre pontos racionais de C”. Fica a pergunta se isso
sempre ocorre. (3) Seria interessante tentar adaptar os argumentos contidos em [B] e [BD]
para grupos nao abelianos finitos cuja decomposi¢ao racional do anel de representagao é

conhecida. Sao assuntos que temos estudado embora sigam em aberto para nos.
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1 Preliminares

Neste capitulo, temos como principal objetivo apresentar as defini¢oes e resultados
da Teoria de Representagoes necessarios para a definicado do Anel de Representacao do
grupo G, o qual denotamos por R(G). Ainda, para ilustrar esses resultados construiremos
efetivamente os Anéis de representacao dos grupos Sz, Dy e Ay, 0s quais serdo utilizados

no capitulo 3, quando apresentaremos algumas aplicagoes dos Teoremas 2.1 e 2.2.

Consideraremos ao longo deste capitulo que G sempre representard um grupo
finito com identidade e, V um espaco vetorial sobre o corpo dos niimeros complexos C de

dimensao finita m e GL (V) o grupo dos automorfismos de V.

1.1 O Anel de Representacées de um Grupo

Definicao 1.1. Uma representacdo linear do grupo G no espaco vetorial V' é um homo-
morfismo de grupos
p: G — GL(V)

g = plg)=:p, 4

Se é dado p uma representagao linear de G em V', dizemos que V' é um espaco de
representagao de G, ou simplesmente que V' é uma representacao de G, e se a dimensao de

V for m, dizemos que m é o grau da representacao V.

Observacao 1.1. Note que p, pode ser descrito por uma matriz quadrada m X m com

entradas em C, a qual denotaremos por R,. Dai,

det (Rg) 7é 0, Rgh = Rg - Ry, Vg, h € G.

Com isso, GL(V') 2 GL,, (C). Duas representacoes lineares p; e pa de um mesmo
grupo G em dois espacos vetoriais V] e V5 serao ditas isomorfas se existir um isomorfismo

linear o : V; — V; tal que para todo g € G, 00 p1(g) = p2(g) o 0.

Equivalentemente, dada uma representacao p, temos uma acao associada de G em

V' definida da seguinte forma

byt GXV = V
(g:v) = Pplg,v) = py(v)

note que a construcao acima define uma correspondéncia biunivoca entre representacoes

de G e agoes de G em V.
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Sejam p : G — GL(V) uma representacao linear de G em V' e W um subespago
vetorial de V. Suponha que W seja estavel sobre a acao de G, isto é, se w € W, entao
Vg € G, pw € W. Com isso, temos que a restri¢ao pZV de p, em W é um isomorfismo de
W em si mesmo, e portanto, temos que p* : G — GL(W) é uma representacio linear de

G em W. Neste caso W é dita uma subrepresentacao de V.

Uma representacao linear p de G em V é dita irredutivel se nenhum subespaco

vetorial de V' ¢ estdvel sob G, com excessao ¢ claro de {0} e do préprio V.

Definicao 1.2. Dado p uma representacao de G'em V', definimos o cardter da representacao

p, denotado por x,, como uma fun¢ao de G' em C dada por

Xp (9) = Tr(R,)

onde Tr(R,) é o traco da matriz R, da representacido p em g € G.

Quando uma representacao p de G em V for irredutivel, diremos que x, ¢ um

carater irredutivel de G.
Se X, um caractere da representagao p de grau n, temos que para todos s,t € G
sao validas

L x,(1) =n. 2. x,(571) = Xo(5); 3. xpltst™h) = x,(5).

Uma fungdo f sobre G' que atende a condicao (3) acima é também chamada de

funcao de classe.

Sejam p; : G — GL(V}) e p2 : G — GL(V3) duas representagoes (lineares) de G
tais que R; e Rz sao suas formas matriciais (para cada s € G). Denote por x; e x2 08

caracteres de p; e py respectivamente. Uma representacao para a soma direta entre V; e

Rl 0
Ry = °
iy

X(s) :==Tr(Rs) =Tr (R;) + Tr (Ri) = x1(8) + xa(s). (1.2)

-

Com isso, temos que se y € o caractere da soma direta V; & V5, temos que x = x1 + x2- E

V5 terd matriz

donde

possivel demonstrar que se temos que se x é o caractere do produto V; ® Vs, temos que

X = X1 x2 (onde este produto denota o produto ponto a ponto.).
A seguir, alguns resultados relevantes para esse trabalho.
Proposicao 1.2. Duas representagoes com o mesmo cardter sao isomorfas.

Uma prova para a proposigao acima pode ser obtida em [Sr, Corolario 2, Teo. 4,

péag 16].
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A seguir, dois resultados sobre a teoria de carateres, cujas demonstragoes podem

ser consultadas, por exemplo, em [BC, Teo. 2.3.2].

Proposicao 1.3. Sejam x1, ..., xn 0s cardteres irredutiveis de G, e sejamn;, i =1,...,h

seus respectivos graus. Entao
h
Gl =Y n. (1.3)
i=1

Proposigao 1.4. Seja G um grupo finito. O nimero de representagoes irredutiveis nao

isomorifcas do grupo G € igual ao numero de classes de conjugagoes de G.

Note que a proposicao acima nos garante que o numero de carateres irredutiveis de
um grupo finito G ¢ finito. Se G for um grupo abeliano finito, temos que |Cl(G)| = |G|,
ou seja, cada elemento x € G define a classe de conjugacao {x} de GG, e neste caso temos

que existem |G| cardteres irredutiveis do grupo G, todos eles de grau 1.

O resultado abaixo relaciona o conjunto de carateres irredutiveis distintos de um

grupo G com as fungoes de classes sobre G-

Proposicao 1.5. Os cardteres irredutiveis distintos de G forma uma base ortonormal

para o espaco das fungoes de classes sobre G.
Demonstragio. Veja [Sr, Teo. 6, pag. 19]. ]

Como visto acima, todo caractere de G é uma funcao de classe sobre (G, e portanto,
¢ descrito de forma tnica como uma combinacao linear dos carateres irredutiveis de G' com
coeficientes inteiros (e tais coeficientes devem ser inteiros nao-negativos, mas tal fato nao é

necessario para nossos objetivos — para mais consulte [Sr, Cap. 2 e 9]), o qual denotaremos
por RT(G).

Definicao 1.3. Sejam G um grupo e xi, X2,--., Xs todos os seus carateres irredutiveis
distintos. O Anel de Representacio de G, ou o anel dos caracteres virtuais de GG, ou ainda,

o anel de Green de G, denotado por R(G), é o grupo gerado por

RY(G) :={aix1+ ...+ asxs|0<a; €Z, e {x1, ..., Xs} 0s cardteres irredutiveis de G}
ou seja,

R(G) =Zx1® - @ Lxs (1.4)
onde s := |Cl(G)| e a multiplicagdo em R(G) é induzida pelo produto de cardteres

irredutiveis, o qual é feito ponto-a-ponto, ou seja,

XiX;(9) == xi(9)x;(9)

para todo g € G e i,j € {1,...,s}. Por convencao, adotaremos x; como sendo o caratere

tal que x1(g) = 1 para todo g € G.
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A titulo de curiosidade, podemos construir o anel R(G) de forma mais geral do
seguinte modo: cada representagao de G — GL(V') nos fornece uma agdo de G em V', que
por sua vez faz de V um C[G]-m6dulo finitamente gerado cuja acdo é definida da seguinte
forma:

(Z Agg) 0= Ag(gv) =0 Agpy(v)
geG geaq gead
Reciprocamente, dado um C[G]-médulo finitamente gerado obtemos por restrigdo uma

representacao de G.

Com isso, pode-se definir formalmente o anel R(G) como o grupo de Grothendieck
da categoria de C[G]-mddulos finitamente gerados munido da operagao de multiplicagao
induzida pelo produto tensorial, e tendo em vista a completa redutibilidade dos C[G]-
modulos pode-se verificar que o anel de representacao de um grupo tem a descricao via

carateres irredutiveis dada acima em (1.4).

Para ilustrar as defini¢bes acima, apresentamos abaixo o conjunto de carateres
irredutiveis dos grupos S3, Ay e Dy, os quais sao bem conhecidos na literatura seus
conjuntos de cardteres (consulte por exemplo [We|, [Sr] e [Mr]), e por esse motivo nao
exibimos os detalhes de como tais carateres sao obtidos. A escolha de tais exemplos é

estratégica para o desenvolvimento do Capitulo 3.

O Grupo Simétrico S3

Considere o grupo das permutagoes de trés elementos

oL =c¢e oo =(12) o03=(13)
o,=1(23) 05=(123) 0s=(132)

onde e é a permutacao identidade. Tomando o = (123) e 7 = (12) podemos reescrever S;
como

S3 = [{J,T |loT = 7'02}} ={e, 0, 0, 7, 70, TO?},

donde
C1(S;) = {c1 ={e}, 2 = {0, 02},03 = {7,710, 7'02}}.

Com a notagdo acima, temos que o conjunto de carateres de Ss, {x1, X2 x3} ¢
descrito pela tabela
c1| co | c3
x1| 1] 1] 1
x2| 1] 1 |-—1
xs| 2(-1]0

(1.5)
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Note que o nimero de carateres e os seus respectivos graus estdao em concordancia

com os resultados citados acima (Proposi¢ao 1.4, Teorema 1.3 e Proposicao 1.2).
O grupo Alternado A,

Considere o grupo alternado Ay = {0;}}2, com

oi=e oy=(12)(34) o3=(13)(24) o4 = (14)(23)
0'5:(123) 0'6:(]_24) 0'7:(132) 0'8:(134)
0'9:<].42> 0'10:(].43) 0'11:(234) 0'12:(243)

donde verificamos que o conjunto das classes de conjugacao de A, é

Cl (A4) = {01 = {01}7 Cy = {02703,04}, 3 = {06,0770107011}, Cy = {0'570870'970'12}}~

Com a notagao acima, temos que o conjunto de cardteres de Ay, {x1, X2 X3, X4}* ¢

descrito pela tabela

ci| e |es| ey
MEEEEERE
2| 1| 1 | w|w (1.6)
xa| 1] 1 |w?|w
wlsl=1l oo

onde w? = 1 com w # 1.

O Grupo Diedral D,

Considere o grupo de de simetrias (coplanares) de um poligono regular de k vértices,

o grupo diedral Dy. Tal grupo pode ser descrito por
Dy, = [{r, slrf = s? = e, sr=1rF"1s, }}
onde s é uma reflexao com respeito a alguma diagonal ou didmetro do poligono e r uma

rotagao (plana) em torno do centro do poligono de 27 /k radianos.

O conjunto das classes de equivaléncia de Dy, é dado em dois casos distintos:

a) Se k for um ndmero impar, entao

k—1 k+1

Cl(Dy,) = {{6}7{7’7 A U (A A N R N 57"2,37“3,57*4,...,57"’“*1}}

e ainda, #C1(Dy,) = &£,

1 Mesmo utilizando a mesma notacio do caso S3, ndo havera risco de confusdo pois estudamos cada
caso separadamente.
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b) Se n for um nimero par, entao

k=2 k42

Cl(Dy) = {{6}7{7"7 P e L e {s s st s s ST3,...,srk_1}}

e ainda, #Cl(Dy) = %.

Para simplificar, optamos no caso de Dj descrever os caracteres por sua agao nos
elementos de Dy 7™ e s (n =0,...,k —1). Com isso, temos que o conjunto de carédteres

de Dy, é descrito por

a) k par:
" sr’
X1 1 1
X2 1 -1
s )
Wl Cyr |y
Xn | 2cos (2”(}:4)") 0

com 4 < h < k/2.

b) k impar:
r’ sr’
X1 1 1
X2 1 -1
Xn | 2cos (W) 0

com2<h<(k—1)/2.

Para o caso k = 4, temos
Cl(Dy) = {cl = {e}, co = {r, 7’3}, c3 = {r2}, cy = {s, srz}, cs = {sr, 57“3}}.

Assim, conjunto de carateres de Dy, {x1, X2 X3, X4, XD} é descrito pela tabela

c1| ca | c3 | ¢4 | c5
vill|1]1]1]1
ol 1| 1|1 |=1]=1 an
vall|=1]1]1[-1
yall|=1]1|-1
vsl2/0[=2]010
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1.2 Elementos regulares de um grupo

Nesta secao apresentamos uma caracterizagdo para elementos de um grupo finito

G que serd utilizada na demonstracao do Teorema 2.1 adiante.

Definigao 1.4. Sejam p € Z um ntmero primo e G um grupo finito.

(i) Dizemos que um elemento g € G é um p-elemento (ou um elemento p-unipotente) se

ord(g) = p™ para algum m € N.

(ii) Dizemos que um elemento g € G é um p’-elemento (ou um elemento p-regular) se
mdc (ord(g),p) = 1.

Um fato importante é que dados p € Z um niimero primo e g € G um elemento

qualquer do grupo, podemos sempre escrever de forma tinica o seguinte

9= Gup " Grp (1.8)

tal que ord(g,,) = p™ para algum m € N e p { ord(g,,) € que os elementos g,, € ¢rp
comutam. De fato, tome o subgrupo ciclico gerado por g, o qual é abeliano e portanto
admite decomposigao unica em p—subgrupos. Para mais detalhes veja por exemplo [BJN,

Lema 3.3, cap. 8.

Neste contexto, os elementos g, , € ¢,, sao respectivamente chamados de compo-
nentes p-unipotente e p-reqular de g em G. Por exemplo, sejam 0 = (142 3) € Ay e p =2,

temos
Ou2 = Id e Or2 = (1 42 3)

onde ord(o,2) = 2% e ord(o,2) = 1 0 qual é coprimo com p = 2.

Outra importante definicao é

Definigao 1.5. Sejam p € Z um ntmero primo e ¢ € Cl(G) uma classe de conjugagao do

grupo finito G. Definimos
C(p) = {gr,p}gec- (19>

Para ilustrar a definicdo acima, vejamos os seguintes exemplos estratégicos para

essa tese

Exemplo 1.1. Na definicio acima, considere G = Ss3. Sejam
co={e}, co={rr*}, c3={s,sr s’}

as classes de conjugagio de S3. Para cada p primo, determinaremos ¢;(p) dado em (1.9):

a) p=2:
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cr = {e}

assim ¢1(2) = {e} = ¢1;

Co = {’l”, 72}

ord (r) = 3; entdo (r)y2=-e, (r)o2=r

)

ord (TZ) = 3; entao (TQ)u,z =€, (7’2>r,2 =r?

assim co(2) = {r,r*} = cy;

c3 = {s,sr, sr?}

ord (s) =2; entdo (r)y2 =35, (r)2=c¢

ord (sr) = 2; entdo (sr),2 = sr, (sr),2 =¢€
ord (sr?) = 2; entdo (sr?),2 = sr?, (sr?),2 =€

assim c3(2) = {e} = ;.
b) p=3:

¢ ={e}
assim ¢1(3) = {e} = ¢1;
cy = {r,r?}
ord (r) = 3; entdo (r)ys =7, (1) =e€
ord (r?) = 3; entdo (r?),3 =71% (r*),3 =¢
assim cy(3) = {e} = ¢1;
c3 = {s, sr,sr’}
ord (s) = 2; entdo (r)ys =e, (r)r3=-s
ord (sr) = 2; entao (sr),3 =€, (s7),3 = sr
ord (sr?) =6 = 2 x 3; entdo (sr?),3 = e, (sr?),3 = sr?

assim c3(3) = {s, sr, sr’} = c3.

c) p > 3: Primeiro note que os unicos divisores primos de |Ss| sdo 2 e 3, e pelo teorema
de Lagrange, temos que dado p # 2,3, ndo existe nenhum elemento x € Sz tal que

ord(x) = p. Assim, para todo x € S,

(@up =€, (X)rp=2
e portanto, ¢;(p) = ¢; para i =1,2,3, p # 2,3.
Exemplo 1.2. Agora, utilizando o mesmo raciocinio utilizado no exemplo anterior para
os grupos Dy e Ay, temos

(i) Para Dy, temos:

a) Para p = 2 obtemos que ¢1(2) = 2(2) = ¢3(2) = c4(2) = ¢5(2) = {e} = ¢;.

b) Para p # 2 obtemos que ¢;(p) = ¢;, para i = 1,2,3,4,5.
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(ii) Para A4, temos:
a) Para p = 2, obtemos que ¢1(2) = c2(2) = ¢1, ¢3(2) = ¢3 € ¢4(2) = ¢4.
b) Para p = 3, obtemos que ¢1(3) = ¢3(3) = c4(3) = 1 € 2(3) = .
c) Para p # 2,3 obtemos que ¢;(p) = ¢; para i = 1,2, 3,4.
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2 0O Caso Geral

O objetivo deste capitulo é estudar as singularidades da curva afim C', mas primeiro

relembramos alguns conceitos importantes sobre pontos de esquemas.

2.1 Espaco Tangente, Dimensao de Mergulho e Pontos Racionais

Definicao 2.1. Seja X um esquema sobre Y e P € X um ponto arbitrario. Seja também
Op o anel local de P sobre X e mp o seu ideal maximal. Seja kp := Op/mp 0 seu corpo

residual. O espago tangente de Zariski de X/Y em P é definido por
TPX = TP(X/Y) = HOHlkP(Qx/Y ®(9X k’p, k,’p)

onde 2x/y € o feixe de diferenciais. Lembre que 2x/y ®o, kp € um feixe skyscrapper
suportado em P e é identificado aqui com seu stalk em P, que é um kp espaco vetorial e a

definicao faz sentido.

Define-se a dimensdo de mergulho formal (local) de X em P como

edlmp(X) = dimkp (mp/m?g)

O ponto P ¢é dito regular (ou suave, ou ndo singular)', se Op é regular, ou seja,
edimp(X) = dim(Op)

onde dim(Op) refere-se a dimensao de Krull. O ponto é dito ser singular caso contrario.

Para o restante deste trabalho, consideraremos G um grupo finito, n := |G| a
ordem de G, Cl(G) o conjunto das classes de G, s := |Cl(G)|. Consideraremos também a
curva afim

C':= Spec(Z[¢,] ®z R(G)).
onde &, := €*>™/" é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, e
C" := Spec(R(Q)).

com o qual o seguinte diagrama comuta

c—" ¢

| 7

Spec(Z)

onde 7 e 7’ sdo os morfismos de projecao natural.
1

Aqui tais defini¢bes sao coincidentes uma vez que estamos estudando um esquema unidimensional
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Teorema 2.1. As sequintes afirmagoes sao verdaderias:

(I) Eziste uma correspondéncia biunivoca entre classes de conjugagio ¢ € CI(G) e ideais

primos minimais 1. (os pontos genéricos das componentes) de Z[,] ®z R(G) tal que

c= U V)

ceCl(@)
¢ a decomposicio de C' em componentes (irredutiveis). Mais ainda,
V(1) = Spec(Z[S,))
para cada c € CI(G).
(II) Seja P € C tal que w(P) = p. Entdo:

(i) P ¢é singular se e somente se P pertence a pelo menos duas componentes de C';
(ii) se P ¢é singular, entdo p|n;
(7ii) dim(TpC) < edimp(C);
(iv) se p & P2, entdo dim(TpC) < edimp(C);

(v) se existe x € R(G) com x # 0 (modp) e 2" = 0 (mod p) entdo dim(TpC) > 1
para algum P € 771(p);

(vi) edimp(C) <1+ log,(¢(n) - s), onde ¢ € a fungio de Euler.

Demonstragio. Considere & := &, e Z[¢§]ND o anel das fungdes sobre C1(G) com valores

em Z[¢]. Considere as injecoes naturais
ZiE|—Zlg) @ R(G)—Z [
definidas por

Zl§] — Z[{] ® R(G) 7€) ® R(G) —s Z[E]ON0)
§ — &®x E@xi —  Ex

entdo, podemos supor que Z[¢] C Z[¢] ® R(G) C Z[g]CI(G).

Isto produz a seguinte sequéncia de projecoes

Spec(Z[¢] @) <+ € — Spec(Z[¢]).

Seguindo [Sr, pag. 86], pode se dar uma descri¢do mais detalhada do morfismo ¢

acima. De fato, em primeiro lugar, pode-se naturalmente identificar

Spec(Z[§] M) = CI(G) x Spec(Z[¢])
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da seguinte maneira: dado qualquer ideal primo M € Z[{] e qualquer classe de conjugagao
c € CI(G), associamos o ideal primo M, € Z[¢]°%) consistindo das funcdes f € Z[¢]°N)
tal que f(c) € M. Claramente

¢ : Spec(Z[(]9ND) — C
M, — M.N(Z[¢] ® R(G))

Como M.NZ[E] = M, temos que p(M.) = ¢(N.) se e somente se M = N.

Assim, em nivel apenas conjuntista, C' é a uniao de s cépias de Spec(Z[£]) — uma
para cada classe ¢ € CI(G) — que podem, eventualmente, se interceptar, como veremos
em (2.1) a seguir. Com o objetivo pér a afirmacdo acima dentro de um ambito algébrico

(esquemaético), para cada ¢ € CI(G) defina
J.={fez[e]®D| fle)=0} e I.:=.J.N(Z[¢]®R(Q)).

Entao,

C= U V(IC)

ceCl(@)
que é a decomposicao de C' em componentes irredutiveis, uma vez que, por construgao,
os I. sdo precisamente os primos minimais de Z[¢{] ® R(G), uma vez que o morfismo ¢ é

finito. Além disso, cada aplicacao

Spec(Z[¢]) — V(1)
M — M.N(Z[§] ® R(G))

é claramente um isomorfismo, e entao (I) esta provado.

Para provar (II), primeiro lembramos que dado um ntmero primo p € Z, e algum

g € G, por (1.8), podemos escrever
g =Gu-Gr

onde tal produto é tinico e comutativo com ord(g,) = p™ para algum m € N e p { ord(g,).
Seja ¢(p) dado na Defini¢ao 1.5. Se o corpo residual de M é de caracteristica p segue de

[Sr, Proposigao 30°] que
(M) = p(Mg) <= c(p) = d(p). (2.1)

Dado P € C, tome M € Spec(Z[¢]) e ¢ € CI(G) tais que P = ¢(M,.). Se p { n,
entdo d(p) = d para todo d € Cl(G); em particular, p(M.) # ¢(M,) para todo d # c,
assim V'(I.) é a unica componente irredutivel a qual P pertence. Além disso, como visto
no item (I), toda componente irredutivel de C' é isomérfica a Spec(Z[¢]), a qual é uma
curva suave, assim (II).(i) e a necessidade em (II).(ii) seguem. Agora se P pertence ao

menos duas componentes, entao Op tem ao menos dois primos minimais, mas se é assim,
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Op nao é um dominio. Por outro lado, por [Mt, Thm. 14.3], qualquer anel local regular

(Noetheriano), entao a suficiéncia em (II).(i) segue.

[lustramos o que foi dito acima na imagem abaixo.

Spec(Z[¢])

Spec(Z)

=
"

Para provar (II).(iii), note que Op é uma Z-algebra, e assim temos a seguinte

sequéncia exata de kp-espacos vetoriais
d
mp/m% — QOP/Z Rop kp — Qkp/z — 0 (2.2)
onde "d" é a aplicacao derivacao; por outro lado a sequéncia natural de homomorfismo de
anéis
7 — F, — kp

produz a seguinte sequéncia exata de kp-espagos vetoriais
Q]FP/Z ®]Fp kp — Qkp/Z — Qkp/]Fp. (23)

Seja R :=Z[¢] ® R(G). Como P é um ideal maximal, temos que kp = R/P, e portanto kp
¢ uma &lgebra finitamente gerada sobre F,. Ainda, por [Wa, A.8|, k, D F,, é uma extensdo
finita e, como F, é um corpo perfeito, temos que kp é uma extensao separavel de [, dai
Q. yr, = 0. Segue do epimorfismo Z — Fp que Qp, /7 = 0, portanto, de (2.3), deduzimos
que 4,z = 0, e, de (2.2), obtemos a aplicacao linear sobrejetiva

mp/my — Qo,/z Qop kp. (2.4)

Agora

Qeyspec(z) @c kp = (Qoyspecz) @oc kp)p
= (Qc/spec(z)) P ®op (kp)p
= (Qr/z)p @rp kp
= Qrp/z @rp kp
= Qo,/z ®op kp.
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Em particular
dlm(TpC) = dim(Qop/Z ®OP kfp) (25)

e (II).(iii) segue de (2.4).

Para provar (I).(iv), note que se p & P? entdo sua classe é nao nula em mp/m%.
Mas a aplicacao derivada d definida em (2.2) se anula em todos os elementos da imagem de
PNZ em mp/m?%. Em particular d(p) = 0, mas como p é nao nulo, temos que ker(d) # 0,
e uma vez que d é sobrejetiva por (2.4), segue que dim(7pC) < edimp(C) por (2.5).

Para provar (II).(v), tome x € R(G) com x # 0 mod p tal que 2" = 0 mod p para
algum r > 2. Entao (1 ® z) ® 1 é um elemento nilpotente em A := (Z[{] ® R(G)) @ F,,.
Portanto a fibra C), := Spec A do morfismo 7 : C' — Spec(Z) sobre p ndo pode ser uma
uniao disjunta da forma | |; k; onde os k; sao extensoes de corpo finitas separaveis de IF,,. De
[MI, Prp. 3.2] segue que 7 ramifica em p, e de [M1, Prp. 3.5] segue que Q¢/spec(z) @0, kp # 0
uma vez que 7(P) = p. Em particular, dim(7pC) > 1.

Para provar (II).(vi), seja £ := ¢(n) — 1. Todo elemento f € R pode ser escrito

Cco1mo

L s

f= Z(aio +ané 4 ap + ..+ ") @ (bixs + ... + bisxs) = Z Z ai;bi <§j ® Xk;)
i i=1 j=0 k=1

> Gk (fj ® Xk)

k=1

!
i=1
¢
§=0
onde a;j, by, € Z, cji, = Zle a;ibix € Z. Note que é natural supor Z C R, e portanto

podemos tomar congruéncia mod P? para escrever
F=Y Yo @ e (2:6)
Como (p) C P, segue que (p?) C P?, dai (2.6) implica

|R/P?| < p*- ¢(n) - s. (2.7)

Por outro lado, temos os isomorfismos naturais

R/P2 R
> o ko 2.
p/p? - P =
Portanto,
' ' R/ P?
edlmp<X) = d]m<P/P2) = lOg“cP‘ |P/P2| = 10g|kp‘ ||I£P||
2 .
< log, pgbpgn)s =log, p-¢(n)-s=1+log,(¢(n)-s)

onde a terceira equacao vem de (2.8) e a inequagao vem de (2.7) e o fato que F, C kp. [
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Agora iremos restringir a analise feita no Teorema 2.1 ao caso onde os pontos

singulares sao pontos racionais. Comegamos pela definicao de ponto racional.

Defini¢ao 2.2. Seja X um esquema e Y = Spec(A) um esquema afim. Denote por
X(A) := Hom(T, X). Se A é local, entao elemento de X (A) corresponde a um par formado
por um ponto P € X e um morfismo local Ox p — A. Dizemos que P é A-rational se tal

morfismo existe.

Em particular, se A = K, um corpo, entdao X (K') pode ser dado por pares formados
por pontos P € X e extensoes de corpos kp — K. Se, além disso, X é um esquema sobre
Y, entao X (K) é naturalmente identificado com o conjunto de pontos P € X para os

quais a extensao K — kp é um isomorfismo.

Mais geralmente, dado um esquema X sobre Y, dizemos que P € X é Y -racional
se P é kg-racional onde () € Y é a imagem de P. Se Y = Spec(Z) dizemos simplesmente
que P é racional, por simplicidade. Neste caso, se P anula sobre p € N, entao P é racional

se e somente se kp = ).

Com a definicdo acima, temos o seguinte resultado

Teorema 2.2. Seja P’ := 7/ (P). Se P’ é racional entao existe um inteiro {pr satisfazendo
0</tlp <s—1 tal que

(1) edimp(C) < lp + 1.
(77) dim(TpC) = edimp(C) = €pr + 1 se P € racional.
(iii) Se G é abeliano, entao P’ é singular se somente se pin. Além disso
edimp (C") =lp+1 e dim(TpC") = lpr,
e Up: coincide com o numero minimal de geradores do p-Sylow subgrupo de G.
Demonstragio. Seja f(y) € Z[y] o n-ésimo polinémio ciclotémico, entdo claramente

® x1, P’ se f é irredutivel em F
p_ | POX1P) f plY] (2.9)

(h(§) @ x1, ') se hlf em Fy[y]

Agora note que exite uma correspondéncia biunivoca natural entre pontos P € C

com 7(P) = p e pontos do esquema zero-dimensional
Z C Ay = Spec(Fp[xs, ... 25,y])
definido pelas equagoes

fij(.]?Q, Ce ,QZ’S) = TiTj — Qjj1 — Q4j2L2 — ... — Qjjsls = 0 (210)
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fly)=0 (2.11)
onde f;; € F,lxg, ..., x;s] sdo tais que x;X; = @ij1X1 + GijaX2 + ... + @ijsXs para todo
i,7 €{2,...s}.

De fato, esta correspondéncia é na verdade um isomorfismo entre o esquema fibra

C, e Z e segue imediatamente do seguinte epimorfismo de anéis

U Fylrs,. .. azsy] — (Z[E] © R(G))/{p)

1 — X1
Z; — Xi
Yy — §

Sendo um isomorfismo, preserva pontos racionais, e também restringe a pontos de C’ sobre

p. Entdo P’ é racional se e somente se

P,: <p7X2_c2X17"'JXS_CSX1> (212)
onde (cz,...,¢cs) € FZ_I satisfaz as equagoes (2.10). Entao podemos considerar P’ € A%;l.
Para provar (i), seja

Jp/i F;il — IFI()2)

afi
€L — Za;il‘: Cs>eij

a aplicagao Jacobiana, com {ej};_, a base standard de F;~" e {e;;};; a de IFZSQ). Defina

(p = dim(ker(Jpr))

Agora, sejam

mp/(p) se ®,, é irredutivel em F,[y]
mp/(h(£)) se h|®, em F,[y]

Mp =

e seja também np: 0 ideal maximal de P’ € A;;l. Entao U fornece um epimorfismo natural
v np/n, — Mp/M?3
S 89
9(T2, ... x5) — > T(Pl)(Xk — Cg)
—o 0Tk

cujo nucleo é gerado pelas classes dos elementos f;;, que a saber, sao

Ty =3 Gl (P — o)
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entao, claramente, o nicleo de 1 tem a mesma dimensao da imagem de Jp/. Portanto
dim(Mp/M3) = (s — 1) — dim(ker(¢))) = (s — 1) — dim(im(Jp:)) = dim(ker(Jp)).

Por construgio, se Li,..., L, formam uma base de Mp/M?3 entdo precisamos apenas

adicionar p (ou h(§)) para gerar mp/m%, e assim
dim(mp/m3) < dim(Mp/M3p) + 1 = dim(ker(Jp/)) +1 = lp + 1

onde a primeira desigualdade vem do fato de que o conjunto {Ly, ..., L.} U{p (ou h())}

pode nao ser linearmente independente.

Para provar (ii), note que P é racional se e somente se h(y) é um fator linear de
f(y), digamos h(y) =y — c. Entao escreva P := (cy,...,cs,¢) € Fy com P satisfazendo as

equagoes (2.10) e (2.11). A matriz Jacobiana em P é

0
Tpr
0
0 ... 0 fe)

e f'(c) = 0 pois ¢ tem multiplicidade ao menos 2. De fato, por [Mr, Teo. 17.2], temos que

f) =Tl —-¢)

com1<k<n-—1e(kn)=1. Dai toda raiz do polinémio ciclotémico f(y) é uma raiz
n-ésima primitiva da unidade. Logo, ¢ também é raiz de y™ — 1. Por outro lado, note que

em F,[y] a seguinte igualdade ¢ vélida

n _ m p"
yr-1=(y" -1
onde n = p"m com p { m. Com isso vemos que a raiz ¢ de y" — 1 tem multiplicidade
maior ou igual p” sobre IF,,. Agora, sejam oy, ..., o, as n raizes de y" — 1 em seu corpo
de decomposicao K sobre [F,. Considere o conjunto de todas as suas raizes primitivas,

digamos R, = {(1, ..., (sm)} Defina o polindémio cujas raizes sao os elementos de R,

b(n)

H(y—Q)

=1
o qual, por [Mr, Teo. 17.2], é o n-ésimo polinémio ciclotomico f(y). Por outro lado, como

p | n, temos que cada uma das raizes o, i = {1,...,n} tem multiplicidade igual a p" > 1

sobre F,,, em particular, cada raiz (; de f(y) tem multiplicidade p", para j =1,...,¢(n).
Agora seja np o ideal maximal de P € A]%p e estenda a aplicagao 1 naturalmente
para a aplicacdo ¥ : np/n% — mp/m2. Entdo

edimp(C) = dim(im(¢)) = dim(ker(Jp)) = dim(ker(Jp/)) + 1.



Capitulo 2. O Caso Geral 27

A fim de incluir dim(7pC') na sequéncia de igualdades acima, basta notar que kp = F, e

que
do: np/n% — Qop/z Qop kp

Gz my) — 3L (Pydy+ 22(P)e
2y -y dbsy k:26$k 7 ay

Assim, dim(TpC) = dim(Qo,,/z ®o, kp) = dim(im(d o ) = dim(ker(Jp)) como desejado.

Para provar (iii), escreva o grupo abeliano finito como
G=(z/rz)o.. oZ/p"L))e.. . ... & (Z/p° ) & ... d (Z)p*T)).

Entéao existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos P’ € C’ que projetam sobre p
e pontos do esquema zero-dimensional 7’ C Aﬁf"‘”s = Spec(F,[z;;]) com i € {1,...,s} e
j€{l,...,r;} definida pelas equacoes

fij = 2 1 =0.

ij

Eles produzem a matriz Jacobiana diagonal

a1 ,,p111—1
P Tn 0
Sz =
0 peereaky
que, computados no unico ponto racional P’ = (1,...,1) € Z', tém niicleo com dimenséao
lpr =1y se p = pg para algum k € {1,...,s} ou 0 em caso contrario. Depois é s seguir o

que foi dito acima para concluir que edimp/(C") = £p + 1 e entdo use o fato de que p & P?
por [B, p. 33] (assim d(p) = 0) para concluir que dim(7Tp/C") = £p,. Finalmente, note que

rr € precisamente o nimero minimal de geradores do pg-subgrupo de Sylow de G. O]
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3 Casos Particulares

Neste capitulo aplicaremos os Teoremas 2.1 e 2.2 nos casos onde G é, respec-
tivamente, o grupo simétrico Sz, o grupo diedral D4 e o grupo alternado A, obtendo
explicitamente os seus pontos singulares e a sua dimensao de mergulho. Dada a im-
portancia destes casos, reservaremos uma se¢ao para cada um e devido as explicagoes
envolvidas, embora se trate de exemplos, optamos por colocar o texto dentro do esquema

"proposicao-prova'.

3.1 O caso do grupo simétrico S3

Consideremos nessa se¢ao S3 como o grupo das permutagoes apresentado no
Capitulo 1 e £ := &.

Proposigao 3.1. A curva afim
C = Spec(Z[&s] ®z R(S3))

tem apenas dois pontos singulares:
(1) O ponto P =(1®2x1,1® x3), com dim (TpC) =1 e edimp (C) = 2.
(77) O ponto Q@ = ((14+ &) ® x1,1 ® x3), com dim (TpHC') = edimg (C) = 2.

Além disso, se m: C — Spec(Z) é o morfismo natural, entio m(P) =2 e m(Q) = 3.

Demonstracio. Com o objetivo de calcular os pontos singulares de C, conforme a prova do
Teorema 2.1, devemos inicialmente determinar os conjuntos ¢;(2) e ¢;(3) para i € {1,2,3}

(veja definigao (1.5)), trabalho esse que ja foi realizado no Exemplo 1.1:
(31(2) = 03(2) = (1, C2(2> = C2; C1(3) = 62(3) = (1, 03(3) = C3.

Disso concluimos que a figura de C' é

Spec(Z)
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E assim, temos que P e () sao os tinicos pontos singulares de C'. Vamos determina-los,

iniciando por P. Pelo visto no primeiro capitulo,

R(Sg) = ZXl EB ZX2 @ ZXg

Agora, a multiplicacdo em R(S3) é induzida pelo produto dos caratéres iredutiveis,
como veremos a seguir. Segue da tabela de multiplicacdo dos carateres de S3 dada em

(1.5), por exemplo, que:

ou seja,
(x3)*(9) = x1(9) + x2(9) + x3(9) Vg € S3
ou simplesmente, (x3)? = x1 + X2 + X3-
Através de verificagoes semelhantes obtemos a seguinte tabua de multiplicagao
XP=x1  xs=xa
X1X2 = X2 X2X3 = X3 (3.1)
XIXs=Xs  X3=X1txe+txs
Vamos agora determinar o ponto singular P. De (3.1) obtemos um sistema em
F2 = (24, x3) dado por
73 =1
Ty = T3 (32)

$§:1+ZL‘2+$3

cujas solugoes sao P| := (1,0) e Pj := (1,1). A matriz Jacobiana de (3.2) é

0 0
J=1x3 a9+1
1 1
e assim,
0 0 0 0
Jpr=10 0 Jpp=11 0
11 11

Note que Jp; pode ser identificada como uma transformagao linear entre F2 em 3

dada por:

Jpi (9, x3) 1= Jp1 - (22, 23)" = (g, 23)" = (0,0, 25 + x3) .

= o O
_ o O
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O que implica que ker (Jp{) = ((1,1)), e disso, dimg, (ker <JP1/>) =1 = {p;. Similarmente
lp; = 0.

Assim, pelo Teorema 2.2.(i), edimp,(C) = 1, ou seja, P, estd sobre um ponto
regular de C'. Ainda pelo Teorema 2.2.(i), temos que edimp, (C') = 1 ou edimp, (C) = 2.

Portanto P = P| pode, possivelmente, produzir um ponto singular em C.

Uma vez que f(y) = y*> —y + 1 é irredutivel em Fy[y| segue da figura acima e do
Teorema 2.1.(II).(i) que existem somente dois pontos de C' sobre 2, e um deles ¢ singular.

Assim, P| estd sobre este ponto singular, o qual, por (2.9) e (2.12) que
P=Q2ox,1®0+x),1®x3) €C
Note que neste caso, P € C nao é racional, entao segue do Teorema 2.2.(i) que
edimp(C) <lp+1=1+1=2. (3.3)
Por outro lado, como P é singular, temos
edimp(C) > 2, (3.4)

e portanto edimp(C) = 2.

Observe que

X2 +x1 = (X3 — X1)Xx3

o que implica que
P=(2®x1,1®x3) (3.5)

como esperado desde que edimp(C') concorda com o menor nimero de elementos necessarios
gerar P por [Mt, p. 104].

Para calcular dim(7pC), afirmamos que

2®X1 ¢ P2.

De fato, segue de (3.5) que

P? = (2x1,x3)° = (4® x1, 2@ X3, 1 ® (xa + x2 + X3))-
Escrevendo seus geradores por
v =4® X1, V2 =2® X3, v3 = 1® (x1 + X2+ X3),
temos que um elemento genérico de P? é do tipo
3 1

)

15

31 31
S af @x i+ (DD by @xi | v2+ cii& @ xi | vs
i=1 j=0 i=1 j=0 0
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com os coeficientes em Z. Agora, suponha por absurdo que 2 ® x; € P?. Dai, obtemos o

seguinte sistema (Diofantino)

2 = 4dayg+ 2bsg + c10 + 20 + c30
0= 4ay; +2b31 +c11 + 21 + 31
0= 4ag + 2b3p + c10 + C20 + C30
0= 4ag + 2b3 +ci11 + co1 + c31
0= 4agp + 2b1g + 2bag + 2b30 + 10 + C20 + 330
0= 4das; + 2b11 + 2ba1 + 2b31 + c11 + 21 + 3ca

Considerando somente a primeira e a terceira equacoes acima, temos

2 = 4ajo + 2b3p + c19 + c20 + C30
0 = 4a20 + 2b30 + C10 + C20 + C30

de onde verificamos que

1 = 2(@10 — ago)

o que implica em 2 divide 1 em Z, absurdo. Portanto 2 ® x; ¢ P?, como afirmado, e por

2.1.(iv) temos que
dim(7pC) < edimp(C). (3.6)

Por outro lado, note que
(x2=x1)?=x3—x1=0 mod 2 (3.7)
e pelo Teorema 2.1.(v), segue que

1 < dim(TpC). (3.8)

Por (3.3), (3.6) e (3.8), concluimos que
1 < dim(7TpC) < edimp(C) < 2.

Portanto dim(7pC) =1 e edimp(C) = 2.

Para obter o ponto singular @), procederemos de modo semelhante ao feito no caso

anterior. Primeiro, consideraremos o sistema (3.2) em F2, cujas solugdes sao
Q:=(1,2) e Q:=(2,0)
Neste caso, a matriz Jacobiana de (3.2) é

21‘2 0
J = X3 ) + 2
2 275 +2
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e dai

Jg, =

SR
o o o
<

o

I
N O
R

Donde £y, =1 e lg = 0. Assim

Q" = (3x1,x2 + x1, X3+ X1)-
Note que neste caso, f(y) = y* + 2y + 1 € F2, pode ser reescrito como

fy) = (y+1)* € Fsly]
onde h(y) =y + 1, e assim,
Q=(1+8®x1,1®(x2+x1), 1 ® (x3+ x1))-
Mais ainda, como h(y) é linear, temos que ) € C' é racional, e pelo Teorema 2.2.(ii),
dim(THC) = edimg(C) =l +1=1+1=2.

Com o objetivo de reduzir o niimero de geradores de @), note que

X2 +2x1 = (xs +x1)° —3x1

e disso,
Q=(1+&®x1, 1®(xs+x1)),

o que prova o item (ii) desta Proposicao. O

3.2 O Caso do grupo diedral D,

2mi/8

Seja D4 o grupo diedral 4. Nesta segao, consideremos & := &g = ¢ a raiz oitava

primitiva da unidade.
Proposicao 3.2. A curva afim
C = Spec (Z[¢] ® R(D4))
tém apenas um ponto singular:
Pi=((1+8)®x1,1®(x1+x2),1® (x1+x3), 1 @ x5)

com dim (TpC') = edimp (C) = 4.

Demonstrag¢io. Observe inicialmente que temos do Exemplo (1.2) que
(31(2) = 02(2) = 03(2) = C4(2) = 05(2) = C1.

e segue disso que a figura neste exemplo é
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Spec (Z)

De modo anélogo feito na demonstracao da Proposicao 3.1 e da tabela de multiplicacao
dos cardteres de D, dada em (1.7) obtemos as seguintes relagdes dos caréteres irredutiveis
de D4Z

X1 = X1 X2 = X1 X3X4 = X2

X1X2 = X2 X2X3 = X4 X3X5 = X5

X1X3 = X3 X2X4 = X3 Xi=xi (3.9)
X1X4 = X4 X2X5 = X5 X4X5 = X5

X1X5 = X5 X3 = X1 Xe=x1+xe+xs+xa

Note que pela relagao y2x3 = x4 podemos assumir que Y4 ¢ um carater redundante

multiplicativamente. Dai, obtemos um sistema em F3 = (x4, 73, 25) dado por

x5=1
ToXy = X5

;=1 (3.10)
r3xs = Ty

x§=1+$2+x3+$2x3

cuja unica solugdo é P’ = (1,1,0). A matriz Jacobiana de (3.10) é

0 0 0

T5 0 To+ 1
J = 0 0 0

0 Ts x3+1

1+z3 14 2, 0
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donde

Tpr =

o O O o O
o O o O

0

o O O O O

Donde /p = 3. Pela figura acima e pelo Teorema 2.1(i), o ponto P’ estd sobre um ponto

singular de C, e como P’ € C’ é um ponto racional, segue que
P' = (2, X2 + X1, X3 + X1, X5)-

Ainda, note que, f(y) = y* +1 = (y + 1)* em Fyfy], e como h(y) =y + 1 é um
fator linear, entao por (2.9) e (2.12),

P:<(1+§)®X171®(X2+X1)71®(X3+X1)71®X5>eC

Neste caso, temos que kp = Fa, 0 que prova que P € C' é um ponto racional, e pelo
Teorema 2.2.(ii)

como afirmado. O]

3.3 O caso do grupo alternado Ay

Repetindo o processo realizado nas duas se¢oes anteriores, agora estudaremos
o caso do grupo alternado A,. Para simplificar a notacdo, consideremos nesta se¢ao

£ 1= &9 = €2™/12 uma raiz 12-ésima primitiva da unidade.
Proposicao 3.3. A curva afim
C = Spec (Z[§] ® R(Ay))

possui apenas dois pontos singulares:

(i) Oponto P={(1+&+E)®x1,1® (x1+ x4)) com edimp(C) = 2.
(ii) O ponto Q = ((1+&*) @ x1,1 ® (2x1 + X2), 1 ® x4) com edimg(C) = 2.

Demonstracio. Com o objetivo de determinar os pontos singulares de C', procederemos

de modo semelhante ao utilizado nas duas se¢oes anteriores. Pelo exemplo 1.2 temos que
c1(2) = 2(2) = ¢1, 3(2) =3, c4(2) = ¢y c1(3) = c3(3) = c4(3) =1, 2(3) = ca.

E portanto, temos neste caso que a figura é a seguinte
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Spec (Z)

Pela figura acima, temos que P e ) sdo os tnicos pontos singulares de C' (Teorema

2.1.(i)). A tabela de multiplicagao dos carateres de Ay dada em (1.6) obtemos as seguintes

relacoes dos carateres irredutiveis de Ay:

Xt =x1 X5 = X3 X3 = X2

X1X2 = X2 X2X3 = X1 X3X4 = X4

X1X3 = X3 X2X4 = X4 Xi=X1+X2+ X3+ 2x4
X1X4 = X4

(3.11)

Note que pela relagao

X5 = X3

podemos assumir que x3 ¢ um carater redundante multiplicativamente. Assim, para

encontrar P, basta analisarmos o sistema em F3 = (x4, 14) dado por

3 _
Ty =1
Loy = Ty

2 =1+ 9+ 23

o qual possui uma tnica solugdo P’ := (1,1). A matriz Jacobiana é

e disso

onde {pr = 1.

3 0
J=1xz4 x9+1

1 0

10

Jpr=11 0

1 0

Como P’ é racional, temos que

P'=(2,xa+ x1,xa + x1)

e mais, neste caso temos que f(y) = y* —y* +1 = (y* + y + 1)* em Fyfy], e como
h(y) = y*> + y + 1 é irredutivel, entdao (por (2.9) e (2.12))

P=(1++8)@x1,1® e+ x1),1® (xa+x1)) € C.
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Note que neste caso, P € C nao é racional, entao segue do Teorema 2.2.(i) que
edimp(C) <lp+1=1+1=2. (3.12)

e como P é um ponto singular de C', temos que a igualdade acima é valida.Com o objetivo

de reduzir o conjunto de geradores de P, note que

Xzt x1 = (s +xa)(xa+x1) = (2= €=+ &) @ (s = xa) (1 + €+ &%) @ xa),
e assim podemos escrever
P={(1+&+&)@x1,1® (x1+x4), (3.13)
como desejado.
Para encontrar @, estudaremos o sistema em F2 = (x5, z4) dado por
zy =1
ToTy = X4

27 =1+ 1y + 25 + 214

cujas solugoes sao @) := (1,0) e @) = (1,2). A matriz Jacobiana é
0 0
J = Ty T2 + 2
2 + i) 2.CE4 + 1
donde
00 0 0
Jo, =10 0 Jo, =12 0
01 0 2

assim, obtemos que lgp = 1 e {g = 0. Portanto ()% esta sobre um ponto regular de C'
(Teorema 2.2.(i)) e Q' := @ esté sobre o ponto singular @) de C.

Como @) é racional que
Q= Q1 = (3, X2+ 2x1, X4)

e mais, neste caso temos que f(y) = y*+2y*+1 = (y*+1)? em F3[y], e como h(y) = y>+1
¢ irredutivel, entao por (2.9) e (2.12)

Q=(1+&)®x1,1®(x2+2x1),1®xa) €C.
Note que neste caso, @) € C' nao é racional, entdo segue do Teorema 2.2.(i) que
edimg(C) <lg+1=1+1=2. (3.14)
e como () é um ponto singular de C', temos que a igualdade acima é valida, ou seja,
edimg(C) = 2.

como queriamos demonstrar. O



37

4 Algoritmo Geral

Neste capitulo propomos um algoritmo, nao implementado, para a determinacao
de pontos singulares para a curva afim C', como no enunciado do Teorema 2.1. Um fator

motivador para a obtencao desse algoritmo é dada na observagao abaixo

Observacao 4.1. Note que nao é verdade que qualquer ponto de C' é da forma apresentada
no Teorema 2.2. Por exemplo, no caso de C' = Spec (Z[&12] ® R(A4)) visto acima, considere
o anel

A= ?2(;114; = {ax1 +bx2+cxs +dxala,b,c,d € {0,1}}

onde a ultima igualdade é consequéncia de que a caracteristica de A é 2. Note que

(X1 +Xx2)xa=2x4=0

em A, e, portanto ndo é um dominio. Em particular, desde que x4 nao é uma unidade,
existe um ideal primo P de Z[¢{] ® R(A4) (um ponto de C') o qual se projeta sobre (2) e
contém 1 ® yy4. Este ideal nao pode ser o obtido pelo raciocinio utilizado na demonstracao
da Proposicao 3.3.(i) uma vez que nao existe do sistema uma solugdo com x4 = 0. Com o
objetivo de descrever este ideal primo P usaremos um método alternativo. Em primeiro

lugar, comecaremos com o anel R(Ay). Assim,

R(‘14)
A= = +b e {0, 1}}=TF 4.1

onde o isomorfismo é valido pois

X3 =X:—X1—Xe—2X4=X1+Xe

em A’. Assim,
P = <2X17 X4>

¢ um ideal primo de R(A4). Agora (2) ndo é um ideal primo de Z[¢]. De fato,
1+&H1-)=1-¢ =2

Entdo considere Z[€] @ R(Ay)
B 4

Note que
Fox=19x (4.3)

em B, o que implica que

Eoxy=01+MNon=01+6dx (4.4)
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em B. Portanto

ERX1+10x) (14O x14+1Qx2) =(E+E)@x1+1® (24 X3) +2£® X2
=(1+2)®@x1+1® (x2+x3)
—1®x1+1® (x1+2x2)
=20®x1 =0

em B, e isto prova que B nao é um dominio. Agora, afirmamos que

r_ Z[§] ® R(A4)
{1+ @1, X1+ 1® X2, 1® xa)

~F,. (4.5)

De fato, note que um elemento genérico B’ é da forma

3 2
ZZ awf ® X;j)
i=0 j=1

com a;,b; € {0,1}. Assim, (4.5) segue de (4.3), (4.4) edo fato de 1 ® xo = @ x1 em B'.
Portanto
P={(1+&)®x1,{@x1+1®x2 1®xa).

é o primo procurado. Agora

1= (@ + &) o) (=€) o) (04 ex) - €our1ow)
Assim
P={(1+&)@x1, {®x1+1®x2).

Sabemos que esse ponto P nao é singular, uma vez que ja encontramos o Uinico ponto
singular de C' que estd sobre o 2 (mas e se nds nao o tivéssemos encontrado?). Esta duvida

¢ um motivador para a obtencao de um algoritmo geral.

4.1 O Algoritmo

O método que utilizamos nas se¢oes anteriores funcionam sob certas condigoes,
ou seja, desde que as equagoes que definem o anel de Green admitam soluges, e, além
disso, pelo menos uma delas tenha a matriz Jacobiana com nicleo nao trivial. Nesta se¢ao
esbogaremos um algoritmo para um caso geral com o objetivo de tentar contornar situagoes

em que as condigoes acima nao sao satisfeitas.

Passo 1: Definindo as entradas:

Seja G um grupo finito.

e n:=|Gl;



Capitulo 4. Algoritmo Geral 39

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

5= [CUO);

R 5 — 627r/n;

fij € Z[zs, ..., xs] como em (2.10) para todo i,j € {2,...,s};

f(y) € Z]y] o n-ésimo polinémio ciclotdmico;
e p:= um numero inteiro divisor de n.

Determinando o numero de pontos singulares:

De acordo com a prova do Teorema 2.1.(IT).(i), calculamos ¢(p) para todo ¢ € C1(G),

e definimos:

Sp 1= ‘ {C(p)

c € CI(G) e ¢(p) = d(p) para algum d € Cl(G) com d # c} |

onde os ¢(p) que pertencem ao conjunto acima definido sdo tomados todos diferentes

uns dos outros.

Ainda, pelo Teorema 2.1.(I1).(i), o nimero de pontos singulares de C' € no mdzximo

Sp.

Encontrando os pontos singulares racionais de C' e estimando suas dimensoes:

Encontrar os pontos racionais de C” significa encontrar todas as solucoes das equacoes
fi (vistas como polinémios em Fy[zs, ..., z,]) em F5~'. Se P’ = (ca,...,c,) € Fy™t

¢ uma tal solucao, defina ¢p := dim (ker (Jp)).

Se {pr > 1 e c €, é uma raiz de ®,(y) em FF,[y], entdo
Pi=({-)®x,1® (2 —cax1), .-, 1@ (Xs — csx1))
é um ponto singular de C' e
dim(7pC) = edimp(C) = lp + 1
pelo Teorema 2.2.(ii).

Encontrando singularidades sobre pontos racionais de C' e estimando suas dimensoes:

Seguindo o passo anterior, se {pr > 1 e ®,(y) ndo possui raizes em I, entao

(PR x1,1® (x2 — cax1), -, 1 ® (xs — ¢sX1)) se f & irredutivel em F[y]
(h(&) @ Xx1,1® (X2 — cax1),- -, 1@ (Xs — ¢sx1))  se hlf em Fply]

P=

¢ um ponto singular de C' e
dim(7TpC) < edimp(C) < lp +1

pelo Teorema 2.1.(II).(iii) e Teorema 2.2.(ii).
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Passo 5: Encontrando pontos singulares nao-racionais de C' e estimando suas dimensoes:

Se a quantidade de pontos singulares que encontramos nas etapas anteriores nao
foram suficientes para atingir o ndimero s,, entao teremos de encontrar pontos

nao-racionais de C” sobre p. Para tal, dispomos de dois métodos:
Método 1: Eliminacdo de divisores de zero.

A ideia central deste método é incluir geradores (divisores de zeros) a um dado ideal
inicial até obtermos um ideal primo e, em seguida, reduzir os geradores se necessario
e verificar se ele é singular ou ndo. (Note que dependendo da sequéncia de geradores,

podemos obter um ponto racional.)

Como ideal inicial podemos sempre

Iy = (p®x1)-
O fato fundamental para esse processo é que

_ 2] ® R(G)
Iy

¢é sempre um anel finito com caracteristica prima p.

AQZ

Para ilustrar como este método funciona, refaremos nosso primeiro caso particular,
ou seja, obteremos o ponto singular de C' = Spec(Z[&s] ® R(S3)) que se projeta sobre
(2) € Spec(Z). Uma vez que a esséncia da ideia deste processo nao muda, podemos
substituir esse trabalho por um mais simples, e lidar com C’ := Spec(R(S3)) ao invés
de C. (Com essa simplificacdo, 1)) := (px1) ).

Note que

R(Ss
Al = (55) = {ax1 +bx2+cxs | a,b,c €{0,1}}.

(2x1)

Com o objetivo de simplificar a notacao, estabeleca

(a,b,c) :=ax1 +bxs+cx3, 0:=(0,0,0) e a:=(a,0,0),
com a, b, ¢ constantes em um conjunto adequado. Portanto,
A6 = {07 17 (07 17 0)7 (17 17 0)7 (07 07 1)’ (17 07 1)7 (07 17 1)7 (17 17 1)}

Sabemos que 1) = (2) é um ideal primo se, e somente se A for um corpo, ou equiva-
lentemente, para anéis comutativos finitos, se Ay nao tem divisores de zero. Assim,
a ideia do programa ¢é basicamente para eliminar os divisores de zero estendendo o

ideal original.

Entéao, vamos comegar por tomar todos os produtos entre os elementos de Aj,, depois
de desconsiderar as suas identidades e o seu zero (os quais sdo irrelevantes para os

nossos propositos). De acordo com a regra que define R(S3), temos

(a,b,c)(d,e, f) = (ad+ be + cf,ae + bd + cf,af + bf + cd + ce + cf).
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O préximo passo é determinar os divisores de zero. Para isso, fixe (0,1,0) e

(0,1,0)(0,1,0) = (1,0,0)
(0,1,0)(1,1,0) = (1,1,0)
(0,1,0)(0,0,1) = (0,0, 1)
(0,1,0)(1,0,1) = (0,1,1)
(0,1,0)(0,1,1) = (1,0, 1)
(0,1,0)(1,1,1) = (1,1,1)

Com as operagoes realizadas acima verificamos que (0, 1,0) nao é um divisor de
zero uma vez que nenhum dos produtos acima se anula, e dai o programa continua.

Continuando o processo com o préximo elemento de Aj, fixamos agora (1,1,0) e

obtemos
(1,1,0)(0,1,0) = (1,1,0)
(1,1,0)(1,1,0) = (0,0,0)
(1,1,0)(0,0,1) = (0,0,0)
(1,1,0)(1,0,1) = (1,1,0)
(1,1,0)(0,1,1) = (1,1,0)
(1,1,0)(1,1,1) = (0,0,0)

donde vemos que (1,1,0) é um divisor de zero e o programa para. Assim, escrevemos
I = 1(2,(1,1,0))

e dai

R(Ss3)
I

Note agora que A} escrito acima pode ter elementos iguais médulo I], como por

Al = ={0,1,(0,1,0),(0,0,1),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}.

exemplo
1=140=1+(1,1,0) = (0,1,0).

Eliminando as redundancias mod I{, obtemos que

R(Ss3)

Al =
1 [1

= {0,1,(0,0,1),(1,0,1)}.

Reiniciando o processo, fixamos agora (0,0, 1),
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onde temos que existem produtos se anulando médulo 7, e portanto (0,0,1) é um

divisor de zero em A} e dai escreva
I = 1(2,(1,1,0),(0,0,1))

donde vemos que (ja eliminando as redundancias mod I})

R(S3)

A = 7

— {0,1}.

E portanto, concluimos que A}, = Fy, e I} é um ideal primo (neste caso, é também

um ideal maximal). Escreva entao
P':=1,=1(2,(1,1,0),(0,0,1)).
Agora tentaremos reduzir o niimero de geradores de [}, e para isso, escreva
(1,1,0) = (a,b,¢)(0,0,1)

o qual fornece o sistema em Fo:

1 =c
1 =c
O=a+b+c

dos quais buscamos solugoes nao triviais. E ele tem duas:
(1,1,0) = (1,0,1)(0,0,1) = (0,1,1)(0,0,1)
e disso, podemos escrever
P'=1(2,(0,0,1))

e com isso, podemos escrever que
A £
P = ‘[2 - <2X17X3>

é um ideal primo R(G) (ponto de C]) que projeta sobre (2) € Spec(Z). E pelo
Teorema 2.1.(I1).(vi)
edimp/(C’) S 2.

Note que neste caso obtivemos precisamente o ponto racional determinado na de-

monstracao da Proposicao 3.1.
Método 2: Estudo do grafo orientado associado a R(G)/(p).

Podemos saber previamente da teoria quantos pontos singulares a curva C' pode ter
e, aqui, tivemos sorte que encontramos o caminho certo. Mas note, por exemplo, que

(2x1, X1 + Xx3) € outro ponto de C' que projeta sobre (2) € Spec(Z). Em geral, esse
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procedimento tem de ser repetido algumas vezes, com diferentes ordenamentos de

Aj. E isso é o que motiva o método 2.

Primeiro note que nao precisamos de olhar para todas as ordenagoes possiveis para os
elementos de Aj), basta considerar as diferentes ordenagoes para os divisores de zero
de A}, algo que poderfamos calcular a priori através da sua tabela de multiplicagao,

que no caso exemplificado neste passo é:

x| (0,1,0) ] (1,1,0) | (0,0,1) | (1,0,1) | (0,1,1) | (1,1,1)
(0,1,0)| 1 |(1,1,0)|(0,0,1) | (0,1,1) | (0,1,1) | (1,1,1)
(1,1,0) | (1,1,0)| 0 0 [(1,1,0)|(1,1,0)| 0
(0,0,1) | (0,0,1)| 0 | (1,1,1)|(1,1,0)| (1,1,0) | (1,1,1)
(1,0,1) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,0) | (0,1,1) | (1,0,1) | 0
(0,1,1) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,0) | (1,0,1) | (0,1,1)| 0
(1,1,1) | (1,1,1)| 0 |(1,1,1)| 0 0 |(1,1,1)

E dai vemos que (1,1,0), (0,0,1), (1,0,1), (0,1,1) e (1,1, 1) sdo os divisores de zero
de Agy. Note também que nido podemos incluir todos os divisores de zero ao mesmo
tempo. Por exemplo, (0,0,1) e (1,0, 1) s@o divisores de zero, mas reunindo-os em

um ideal produziremos todo o anel.

Uma vez conhecidos os divisores de zero de Ajf;, podemos construir o seguinte grafo
orientado (note que o mesmo pode, eventualmente, ser decompostos em grafos

orientados disjuntos):

—_
~—
—~
=)
—_
—_
~—

~. 1 7

(0,0,1) (1,0
(1,1,1) (1,1,0)
onde “a — b" significa “a pertence ao ideal gerado por b" e para construir o grafo

tomamos os divisores de zero distintos de A como vértices.

Em seguida, tomar como sorvedouro (= um vértice do grafo que tem grau de saida
nulo, ou seja, o niimero de "setas" que saem do vértice é zero) os elementos (0,0,1) e
(1,0,1) (ou o “equivalente" vértice (0,1,1)) e verifique se reunindo-os em um ideal
obtemos um elemento inversivel. Isso pode ser feito tomando somas de elementos nas
linhas 3 e 4 da tabela de multiplicacao. E, na verdade, a primeira soma ja produz
um inversivel: (0,0,1) 4 (0,1,1) = (0,1,0). Assim, podemos concluir imediatamente

a partir do grafo orientado que
Pr=(2x1,x3) e Pri={(2x,x +x3) = (2x1, x2 + x3)
sao pontos de C’ sobre 2, e que

edimp, (C') <2 e edimp,(C') <2
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Passo 6:

Passo 7:

pelo Teorema 2.1.(II).(v).

Determinando as dimensoes de mergulho:
Com o objetivo de determinar edimp: (C”), devemos encontrar o corpo residual kp.

No caso em que estamos desenvolvendo, obtivemos no passo anterior que kp = [Fs.
O préximo passo é determinar se o conjunto de geradores para P’ é linearmente

independente no kp-espago vetorial P'/P™. Calculando
P? = (4,(0,0,2),(1,1,1)).

Escreva

a(2,0,0) + b(0,0,1) € P"?
com a,b € kpr = Fy = {0, 1}, o que fornece o seguinte sistema:
20 =4c+2h+i+ 75+ k

O=4d+2h+i+j+k
b=4e+2f+29g+2h+i+7+k

comc, d, e, f, g, h,i, j, k€ Z. Assim, o lado direito do sistema pode ser reduzido a

Iy e obtemos

2a=i+j+k
O=i4+j+k
b=i+j+k

o que implica que a = b = 0 e assim, edimp/ (C") = 2.

Reinicie o algoritmo com o proximo primo.
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