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Resumo

Drensky, na década de 1980, conjecturou que uma variedade de algebras ) é minimal se, e
somente se, Id()V) é um produto de T-ideais verbalmente primos. Giambruno e Zaicev, em
2003, provaram essa conjectura e apresentaram uma classificacao para as variedades minimais
que possuem crescimento exponencial. O objetivo principal desta dissertagao ¢ mostrar essa
classificacao que estabelece interessantes relagoes entre superdlgebras minimais, variedades mi-
nimais e T-ideais verbalmente primos. Veremos também resultados relevantes que relacionam as
superalgebras de dimensao finita com as minimais. Vale ressaltar que, a fim de demonstrarmos
nosso resultado principal, trabalharemos com importantes conceitos da Pl-teoria, dentre eles a
envolvente de Grassmann e a superenvolvente de uma superalgebra. Terminamos a dissertacao

com uma breve discussao sobre as supervariedades minimais.
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Abstract

Drensky, in the 1980s, conjectured that a variety of algebras V is minimal if and only if Id(V) is
a product of verbally prime T-ideals. Giambruno and Zaicev, in 2003, proved that conjecture
and presented a classification of minimal varieties having exponential growth. The main goal of
this dissertation is to show this classification establishing interesting relations between minimal
superalgebras, minimal varieties and verbally prime 7T-ideals. We will also see relevant results
that relate the finite dimensional superalgebras to the minimal ones. It is noteworthy that in
order to prove our main result, we work with important concepts of the PI-theory, including
the Grassmann envelope and the superenvelope of a superalgebra. We finish the dissertation

with a brief discussion concerning the minimal supervarieties.
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Introducao

A denominada Pl-teoria desenvolveu-se muito nas ultimas décadas, sendo que esta teoria
comegou a ser investigada nos meados da primeira metade do século XX, quando Dehn [5] e
Wagner [35] escreveram alguns artigos que lidavam com polinomios em varidveis nao comuta-
tivas, cujas avaliacoes se anulavam sobre quaisquer elementos pertencentes a uma determinada
algebra. Esses trabalhos despertaram o interesse em outros matematicos a se dedicarem ao
estudo das Pl-dlgebras ou /flgebms com Identidades Polinomiais, do inglés Algebras with Poly-
nomial Identities, sendo que Kaplansky [22] alavancou esse processo quando decidiu estudar a
estrutura das PI-algebras.

Desde entao, foram surgindo varios resultados interessantes nessa drea, assim como, a me-
dida que intensificavam-se as pesquisas, novos problemas e conjecturas iam aparecendo. Tais
fatos fazem da Pl-teoria um ramo ativo e promissor da matematica. Diversas das técnicas
envolvidas nas resolucoes desses problemas estao intimamente relacionadas a andlises combi-
natorias, teoria de grupos, calculos computacionais, entre outros.

Sejam F' um corpo de caracteristica zero, A uma F-algebra associativa e X = {z1,z,,...}

um conjunto enumerdavel de varidveis nao comutativas. Considere F'(X) a algebra livre associa-

tiva unitdria gerada por X e denote por f = f(xy,...,x,) os elementos de F'(X). Chamamos
esses elementos de polinomios, sendo xy,...,x, as varidveis que compoem o polinomio f. Se
f(z1,...,x,) € F(X) satisfaz f(ay,...,a,) = 0, para quaisquer a4, ...,a, € A, entdo dizemos

que f é uma identidade polinomial de A. Neste caso, denotamos f =4 0.

Assim, A é dita uma Pl-dlgebra se satisfaz uma identidade polinomial nao trivial, ou seja,
existe um polinémio nao nulo f € F(X) tal que f =4 0. Direcionamos nosso estudo em torno
dessas algebras e, como exemplo, temos que toda algebra nilpotente, com indice de nilpoténcia
igual a m, é uma Pl-dlgebra, uma vez que satisfaz a identidade polinomial f(xq,...,2,,) =
T L. O célebre Teorema de Amitsur-Levitzki [1], de 1950, afirma que a édlgebra M, (F') de
matrizes n X n, com entradas em um corpo F', satisfaz o polinomio standard de grau 2n e nao
satisfaz identidades de grau menor.

Com isso, é de interesse de muitos pesquisadores descrever todas as identidades de uma

certa F-algebra A. Para tanto, considere o conjunto Id(A), que é constituido por todas as
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identidades polinomiais de uma algebra A. Esse conjunto é um ideal bilateral de F'(X), além
de ser invariante sob todos os endomorfismos de F(X), ou seja, Id(A) é um T-ideal de F(X).
Um T-ideal é gerado, como T-ideal, por um subconjunto S C F(X), se todo elemento desse
T-ideal é escrito como combinagao linear de elementos da forma w; f;(w;, ..., iy, )v;, onde
fi €8, wi,v;,u;; € F(X), e neste caso denotamos o T-ideal por (S)r. Portanto, o trabalho de
descrever as identidades satisfeitas por uma algebra A se resume a procura de todos os geradores
de Id(A) como um T-ideal. Entretanto, vale ressaltar que essa busca nem sempre é tao simples
como possa parecer, ja que, por exemplo, o T-ideal Id(M,,(F’)) ainda nao foi determinado para
n > 3.

Por outro lado, por mais que nao se saiba todos os geradores de Id(A), como T-ideal, para
determinadas algebras A, surge a questao se é possivel ou nao encontrar um conjunto finito de
geradores. Esse problema foi uma conjectura dada por Specht [34], em 1950, onde ele afirmava
que, sobre um corpo de caracteristica zero, todo T-ideal préprio de F'(X) é finitamente gerado,
como um T-ideal. Passados alguns anos, na década de 80, Kemer ([24], [25]) demonstrou esse
resultado. Além disso, sabemos hoje os geradores das identidades de algumas dlgebras como,

por exemplo, da dlgebra de Grassmann G, dada por Id(G) = ([[z1, 22, z3])r (veja [27]).

Diante dessas consideracoes, é importante ressaltar que hé casos em que um conjunto de
polinomios podem ser identidades de diversas algebras, o que nos leva a definicao de variedade.
Uma variedade V = V(S5), determinada por um conjunto @ # S C F(X), é a classe de todas as
algebras A tais que f é uma identidade de A, para todo f € S. Por exemplo, para S = {[x, y|},
temos que V(S) é a variedade das dlgebras comutativas. Além disso, para uma &lgebra A, a
classe das algebras que satisfazem todas as identidades polinomiais de A é chamada variedade
gerada por A, a qual denota-se por var(A). Em [3], Birkhoff exibiu condigbes necessérias e
suficientes para que uma classe V de algebras seja uma variedade. Se (S)r é o T-ideal de
F(X) gerado por S e V é a variedade determinada por S, entao V = V(S) = V((S)r), e
neste caso denotamos como (S)r = Id(V) o T-ideal da variedade V. No ambito das variedades,
definimos dlgebras relativamente livres, que sao uma generalizacao natural de algebras livres. O
matematico Drensky, em [12], descreveu, sem muitas dificuldades, algebras relativamente como

quociente de algebras livres.

E bem conhecido que, sobre um corpo de caracteristica zero, todo T-ideal é gerado, como
um T-ideal, pelos polindémios multilineares que ele contém (veja [20]). Com isso, Id(A) é com-
pletamente determinado por seus polinomios multilineares, donde faz-se conveniente considerar

o seguinte espaco vetorial

P, == spanp{x,(1) - To@m) | 0 € Sp} C F(X).
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Mais ainda, para uma algebra A, considere

P,
P,(A) = PO Id(A)’ n>1.
O inteiro nao negativo dado pela dimensao de P,(A) é chamado de n-ésima codimensao da
dlgebra A e denotado por ¢,(A) := dimgP,(A). Algumas Pl-dlgebras tém sua n-ésima codi-
mensao conhecida como, por exemplo, para a dlgebra de Grassmann G temos c,(G) = 2",
para todo n > 1 (veja [27]).

Vale destacar que, quando consideramos Pl-algebras, tais codimensoes sao limitadas supe-
riormente por uma constante. Esse é um resultado importante na Pl-teoria, conhecido como
Teorema das Codimensoes de Regev [32], provado em 1972. Disso, faz sentido definirmos o
Pl-expoente de uma Pl-dlgebra A como

exp(A) == nh_)rrolo Ven(A).
No caso em que V = var(A), definimos exp(V) = exp(A) e dizemos que exp(V) é o expoente da
variedade V.

Na década de 1980, Amitsur conjecturou que o Pl-expoente de uma PI-dlgebra existia e era
um inteiro nao negativo. Em 1999, Giambruno e Zaicev provaram que tal fato é verdadeiro
sobre um corpo de caracteristica zero (veja [17] e [18]).

Nesses mesmos artigos, Giambruno e Zaicev exibiram meios praticos, envolvendo o conceito
de superdlgebras, para se calcular o Pl-expoente de uma Pl-algebra. Lembramos que uma
F-algebra A é chamada de superdlgebra ou dlgebra Zs-graduada, se existem dois subespagos
vetoriais A e AM tais que A = A® @ AM (soma direta como espaco vetorial), A®A©) 1
AW AM C A0 ¢ AOAD 1 AW A0 C AM - Aqui, merecem destaque trés tipos especiais de
superalgebras, a saber:

(a) a dlgebra de matrizes M, (F), com a graduacao trivial, onde A©) = M, (F) e AM = {0};

(b) para k > 1 > 0, a dlgebra de matrizes

R

P 0 0
com graduacho My = { (0 S) } e M = { (R g) };

(c) a &lgebra M, (F @ cF), com ¢® = 1, munida da Zy-graduacdo em que M, (F @ cF)© =
M, (F) e M,(F @ cF)V = cM,(F).

Essas superalgebras desempenham um papel fundamental no estudo de superdlgebras sim-

Mk,l<F) = {(P g) ‘ P € Mk<F),S < MZ(F),Q € kal(F),R < Mlxk(F)};
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ples de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, ja que
elas s@o, a menos de isomorfismo, as unicas com essas propriedades (veja [20]).

Assim como temos um teorema de estrutura, provado por Wedderburn-Malcev em [4], para
algebras de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica zero, as superalgebras de di-
mensao finita, sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, também tém suas
estruturas conhecidas. Mais precisamente, se A é uma superalgebra sujeita a essas condigoes,
entdo existe uma superdlgebra semissimples maximal B C A tal que A = B + J(A), onde
B=A, & - -®A,, é uma soma direta (como dlgebra) de superdlgebras simples do tipo (a), (b)
ou (c) acima, e J(A) é o radical de Jacobson de A (veja [20]).

Para uma superalgebra A = A© @& AW definimos, a partir da denominada graduacio
canonica G = GO @GW da dlgebra de Grassmann G, uma superalgebra chamada de envolvente

de Grassmann de A como sendo
G(A) = (A9 @ GO @ (AW ® gW).

Kemer, em [26], relacionou esse conceito com variedades de Pl-dlgebras associativas, provando
que para qualquer variedade V nao trivial, sobre um corpo de caracteristica zero, existe uma
superdlgebra A = A® @ AW de dimensdo finita tal que V = var(G(A)).

Uma variedade é chamada de prima se o seu T-ideal I satisfaz a condigao: para quaisquer
T-ideais I, I tais que I1ly C I é valido que I; C I ou I, € I. Além do resultado citado
acima, Kemer, no artigo [24], trabalhou com variedades primas, exibindo uma classifica¢ao
para as mesmas. Nesse trabalho, ele faz uma interessante conexao entre superalgebras simples
de dimensao finita, envolventes de Grassmann e variedades primas. Em suma, sobre um corpo
de caracteristica zero, uma variedade propria de algebras V é prima se, e somente se, V =
var(G(A)), onde A é uma superélgebra simples de dimensao finita.

Como comentamos antes, as superalgebras estao presentes em alguns métodos que visam
calcular o Pl-expoente. Mais precisamente, sejam F um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zeroe A = A1®-- - P A,,,+J a decomposicao de Wedderburn de uma superalgebra

A de dimensao finita sobre F'. Nesse caso, um candidato ao Pl-expoente de G(A) é o nimero
q :=max dimp(B; @ --- @ B,),

onde By, ..., B, sao subdalgebras distintas do conjunto {Ay, ..., A,,} que satisfazem a desigual-
dade ByJByJ---JB, # 0. Giambruno e Zaicev provaram em [18] que, sobre um corpo al-
gebricamente fechado de caracteristica zero, exp(G(A)) existe e é o nimero ¢ definido acima.
Além disso, para uma Pl-algebra B, pode-se omitir a hipotese do corpo ser algebricamente

fechado e, a partir do Teorema de Kemer, obter uma superalgebra de dimensao finita A tal
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que var(B) = var(G(A)) e assim exp(B) coincide com exp(G(A)), podendo ser calculado como
descrito acima.

Uma questao pertinente que surge nesse contexto € a seguinte: sera que existem superalgebras
tais que esse numero ¢ é o maior possivel? Nessa linha, no ano de 2003, Giambruno e Zaicev,

m [21], definiram superédlgebras minimais da seguinte maneira:

Definigao: Seja A uma superédlgebra de dimensao finita. Entao A é uma superdlgebra

minimal se A é uma superalgebra simples ou se A = A, + J, onde:

(1) Ass = A1 @D~ D A, com Ay, ..., A, superdlgebras simples e m > 2;

(17) existem elementos homogéneos wya, ..., Wym—1m € J ©yJn e idempotentes graduados
minimais e; € Aq,...,e, € A,, tais que
€iWii+1 = Wi i4+1€i+1 = Wi i4+1, 1= 1, e, = 1, (1)
e
W12W23 * * * Wm—1,m # 0; (2)
(173) wia, ..., Wy—1m geram J como ideal bilateral de A.

Observe que para uma superalgebra minimal A, temos exp(G(A4)) = dimp(A; & --- &

Ap) = dimpAg,, onde Agy = A @ --- @ A,,. Entretanto, nem toda superalgebra A tal que

. P ; . F F
exp(G(A)) = dimp Ay, é minimal. Por exemplo, a dlgebra de matrizes A = , sobre um
0 0

corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, satisfaz exp(G(A)) = dimpA; = dimpAg,,
embora nao seja uma superalgebra minimal.

No artigo [21], nota-se a importante contribuigdo oferecida pelas superalgebras minimais
no estudo de Pl-algebras. Os autores demonstraram véarios resultados que relacionam as su-
peralgebras de dimensao finita com as minimais, e exibiram uma estrutura, como soma direta
de espagos vetoriais, para as superalgebras minimais. Giambruno e Zaicev também caracteri-
zaram casos particulares dessas superdlgebras (quando a superélgebra possui graduagao trivial),
mostrando que elas serao isomorfas a uma éalgebra de matrizes bloco triangular superior com
Zo-graduacao trivial, denotada por UT'(dy, ..., d,,). Além disso, discutiram o problema de duas
superalgebras minimais serem ou nao isomorfas (como &lgebras ou superédlgebras), assumindo
que suas componentes semissimples maximais homogéneas sao isomorfas (como superalgebras).
Feito isso, Giambruno e Zaicev, demonstraram um importante teorema, que é um dos resultados

principais desta dissertacao.

Teorema 1: Se A = A,, + J é uma superdlgebra minimal, com A,;, = A, ®--- P A,,, entao

Id(G(A)) = Id(G(A1)) - - - 1d(G(An)).
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Como A; sao superalgebras simples, para todo i = 1,...,m, esse teorema afirma que, para
toda superdlgebra minimal A, Id(G(A)) é um produto de T-ideais verbalmente primos. Vale
ressaltar que, para demonstrar o Teorema 1, foi imprescindivel para os autores trabalharem com
a superenvolvente de uma superdlgebra A, denotada por S(A). Esse conceito é muito importante
na Pl-teoria. Além de estar intimamente ligado, em varios aspectos, com a envolvente de
Grassmann de uma superalgebra, temos também que, quando se considera a superenvolvente
de uma superalgebra minimal, surgem importantes resultados que permitiram conectar algebras
relativamente livres com produtos de T-ideais verbalmente primos.

Finalmente estamos em condigoes de enunciar o que podemos dizer que é o resultado prin-
cipal de Giambruno e Zaicev em [21]: a classificacao das variedades minimais V, em que
exp(V) = d > 2. Lembramos que uma variedade V é minimal de exp(V) = d se, para toda
subvariedade préopriad C V, tem-se exp(U) < d. Por exemplo, a partir de resultados feitos por
Formanek [14] e Regev [33], temos que, para a algebra de matrizes M,,(F'), var(M,(F')) é uma
variedade minimal de expoente n?.

As variedades V tais que exp(V) < 1 foram classificadas por Kemer, em [23], no ano 1979.
Ele mostrou que, dada uma variedade )V sobre um corpo de caracteristica zero, exp(V) < 1 se,
e somente se, G, UTy(F) & V.

A classificacao das variedades minimais, que possuem expoente maior ou igual a dois, cons-
titui o grande objetivo de estudo desta dissertagdo. Drensky, em [10], conjecturou que uma
variedade é minimal se, e somente se, Id(V) é um produto de T-ideais verbalmente primos. Essa
conjectura foi provada por Giambruno e Zaicev no artigo [21], onde estabeleceram o seguinte

resultado:

Teorema 2: Seja V uma variedade de élgebras tal que exp()V) > 2. Entao as seguintes
propriedades sao equivalentes:

(1) ¥V é uma variedade minimal de expoente d;

(2) Id(V) é o produto de T-ideais verbalmentes primos;

(3) V = var(G(A)), para alguma superalgebra minimal A = A,+.J(A) tal que dimp Ags = d.

Encaminhamos nosso estudo a fim de obter ferramentas suficientes para se chegar a demons-
tracao do Teorema 2. Grande parte dos resultados aqui exibidos envolvem interessantes e
variadas técnicas matematicas relacionadas, na maioria das vezes, com assuntos que norteiam
a Pl-teoria. Os principais artigos empregados no desenvolvimento deste trabalho foram [19] e
[21].

Estruturamos essa dissertacao por meio de seis capitulos. No Capitulo 1, recordamos con-
ceitos basicos que serao recorrentemente utilizados ao longo de todo o trabalho, dentre os quais

se enquadram, R-modulos, bimédulos, F-algebras e produto tensorial. Exibimos também o
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teorema de Wedderburn-Malcev que caracteriza as dlgebras de dimensao finita, sobre um corpo
de caracteristica zero.

O Capitulo 2 tem como finalidade apresentar diversas ferramentas introdutérias da PI-teoria.
Nele trabalhamos com identidades polinomiais, T-ideais, variedade de algebras e polinomios
multilineares, bem como varios exemplos de cada tépico.

No Capitulo 3, comecamos com a definicao de superalgebras e ilustramos diversos exem-
plos quando se tem ou nao isomorfismos entre superalgebras. Dedicamos, em especial, uma
secao para lidarmos com superdlgebras simples. Nesta se¢ao, exibimos o Teorema de Classi-
ficacao para superalgebras simples de dimensao finita, sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero, além de demonstrar importantes resultados relacionados a essas dlgebras,
que serao utilizados em capitulos posteriores. Finalizamos com a envolvente de Grassmann e
algebras verbalmente primas, juntamente com o Teorema de Kemer que classifica as variedades
primas sobre um corpo de caracteristica zero.

No Capitulo 4, apresentamos o Pl-expoente e calculamos o expoente de algumas algebras.
Além disso, definimos um conceito fundamental para esta dissertacao, o de superalgebras mi-
nimais. Damos uma série de resultados relacionados a esses tipos de superalgebras, que dizem
respeito a sua estrutura e a conexao que temos entre elas e as superalgebras de dimensao finita.
Caracterizamos um caso especial de superdlgebra minimal e concluimos o capitulo discutindo
quando podemos ter, ou nao, isomorfismos entres superalgebras minimais assumindo determi-
nadas hipdteses.

O Capitulo 5 é destinado a superenvolvente de uma superédlgebra. Demonstramos relacoes
interessantes entre a superenvolvente e a envolvente de Grassmann de uma superdlgebra. Além
disso, veremos que, ao considerarmos a superenvolvente de uma superalgebra minimal A, ire-
mos obter importantes e essenciais elementos no conjunto f(S(A)), onde f é um polindémio
multilinear que nao é uma identidade da S(A). Por fim, apresentamos uma proposigao que sera
crucial na demonstracao do Teorema 1.

No Capitulo 6 encontram-se os dois principais resultados desta dissertacao, a saber, os
Teoremas 1 e 2. Comegamos com a demonstracao do Teorema 1, seguido de uma interessante
reciproca para o mesmo. Em seguida, definimos variedades minimais, para entao apresentarmos
o Teorema 2 que classifica todas as variedades de algebras que possuem expoente maior ou igual
a dois. Como consequéncia desse teorema, veremos que, para qualquer nimero inteiro d maior
ou igual a dois, existe somente um nimero finito de variedades minimais cujo expoente é d.
Finalizamos com uma se¢ao que introduz defini¢oes relacionadas as identidades polinomiais
Zo-graduadas, para entao discutirmos o problema da relacao entre as supervariedades minimais

de posto finito e as superalgebras minimais.
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Capitulo 1
Conceitos basicos

Neste primeiro capitulo introduziremos alguns conceitos que serao utilizados ao longo da dis-
sertacao. Faremos uma abordagem sucinta em cada secao dos tépicos abordados e daremos
alguns exemplos para fixar as ideias. Em todo este capitulo, R denotara um anel e /' um corpo

qualquer.

1.1 R-mdédulos e bimodulos

Comecaremos esta se¢ao fornecendo a definicao de R-mddulos e, em seguida, iremos ver como
generalizar essa definicdo a fim de obter um bimdédulo. Assumimos que R é um anel com

unidade.

Defini¢ao 1.1.1. Um R-médulo (4 esquerda) é um grupo abeliano aditivo M munido com

a multiplicacao por escalar R x M — M, denotada por
(r,m) — rm,

de tal forma que sao vélidas as seguintes condigoes para todos mi,ms € M e para todos
r,ry € R:

(1) m1(my + mg) = rimy + rime;

(1) (r1 4 ro)my = rimy + romy;

(731) (ryre)my = ri(romy);

(1) 1my = my.

Da maneira analoga, podemos definir um R-moédulo a direita. Neste trabalho, quando
mencionarmos simplesmente R-médulos estaremos tratando de R-mdédulos a esquerda.

Se R éum anel e M e N sao R-moédulos, entao a funcao f : M — N é um R-homomorfismo

(ou homomorfismo) de R-mdédulos se, para todos my, ms € M e para todo r € R, tivermos

9
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(4) f(mi+ma) = f(m1) + f(mo);

(#) f(rma) = 1f(mq).
Se um R-homomorfismo é uma bijecao, entao ele é chamado de R-isomorfismo, ou simples-
mente de isomorfismo. Note que a composi¢ao de R-homomorfismos é um R-homomorfismo
e, se f é um R-isomorfismo, entao a aplicacdo inversa f~! é também um R-isomorfismo. Se
M é um R-modulo, entao um subconjunto N de M é um R-submddulo de M se N é um
subgrupo aditivo de M fechado com a multiplicacao por escalar, ou seja, rn € N sempre que
n € N er € R. Os submédulos {0} e M de M sao chamados de submédulos triviais.

Exemplo 1.1.2. Todo espaco vetorial sobre um corpo F' é um F-modulo. Todo anel R é um

R-modulo, e neste caso é facil ver que os R-submoddulos de R sao os ideais a esquerda de R.

Exemplo 1.1.3. Se M é um R-moédulo e r € R, entéo rM = {rm | m € M} é um submddulo

de M. Além disso, se J é um ideal de R e M é um R-mo6dulo, entao

JM:{Zjimi’ji€J7 miEM}

é um submodulo de M.

Exemplo 1.1.4. Todo grupo abeliano G é um Z-modulo. De fato, se z € Z e g € G, basta
definir zg=g+---+gsez>0,ezg=(—g)+ -+ (—g) se z <0.
—_—

N

v
z vezes —Zz vezes

Sejam M, e My submédulos de um R-moédulo M. Definimos a soma de M; e M, como sendo
o conjunto My + My = {mq +my | my € My, ms € My}. Note que M; + My é um submédulo
de M que contém M; e M. Agora, sejam My, ..., My submoédulos de um R-médulo M. Se
(1) M = My + -+ 4+ My;

(1) my + -+ - +my = 0, com m; € M;, implica em m; =0, parai=1,...,k,
entdo dizemos que M é soma direta (como mdédulos) de M, ..., M. Escreveremos M =
M, @ - ® M.

Definicao 1.1.5. Um R-mdédulo M ¢ dito simples ou irredutivel se M # {0} e M nao
possui submodulos préprios nao-nulos, isto é, os inicos submédulos de M sao os triviais. Caso

contrério, dizemos que M é redutivel.
Exemplo 1.1.6. Seja p um nuimero primo e considere o anel Z,. Entao Z, ¢ um Z,-médulo
simples, j& que seus Unicos ideais a esquerda sao {0} e Z,.

Definigcao 1.1.7. Sejam R um anel e M um R-médulo. Dizemos que M é um moddulo
semissimples se, para todo submdédulo N de M, existir um submdédulo N’ tal que M = N@N'.

Dizemos que R é semissimples se o R-mddulo R for semissimples.
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Note que todo R-modulo simples é semissimples. Daremos agora um teorema que estabe-
lece afirmacgoes equivalentes com respeito a semissimplicidade de R e R-mddulos. Para tanto,

vejamos a seguinte definicao.

Definigao 1.1.8. Sejam [ # {0} e J # R ideais a esquerda de R. Se, para qualquer ideal L
a esquerda de R tal que {0} C L C I, é valido que L = {0} ou L = I, entao dizemos que [
¢ um ideal a esquerda minimal de R. Se, para qualquer ideal N a esquerda de R tal que
J C N C R, évalido que N = J ou N = R, entao dizemos que J é um ideal a esquerda

maximal de R.

Teorema 1.1.9 ([29], Teorema 2.5.7). Seja R um anel. As sequintes afirmagoes sio equiva-
lentes:

(1) R € um anel semissimples;

(2) Todo R-mddulo é semissimples;

(3) R € soma direta de um nimero finito de ideais a esquerda minimais.

Definigao 1.1.10. Sejam M um R-médulo e U um subconjunto de M. Dizemos que U gera
M, como R-mdédulo, se qualquer elemento de M pode ser escrito como combinagao linear (com
coeficientes em R) dos elementos de U. Além disso, U é uma base do R-médulo M se U é
linearmente independente sobre R e o conjunto gerado por U, como R-mddulo, é igual a M. O

R-médulo M é chamado de R-mdédulo livre se ele possui uma base.

Iremos lidar ao longo deste trabalho com resultados que envolvem o conceito de bimddulos.

Vejamos sua definicao a seguir e logo depois, ilustramos com alguns exemplos.

Definigao 1.1.11. Sejam R e S anéis. Um (R, S)-bimédulo é um grupo abeliano M que é

simultaneamente um R-modulo a esquerda e um S-modulo a direita, e além disso
r(ms) = (rm)s, paratodom € M, r € R, s € S.

Exemplo 1.1.12. Todo anel R é associativo com respeito a multiplicacao, e consequentemente
¢ um (R, R)-bimédulo, e todo ideal bilateral de R ¢ também um (R, R)-bimédulo. Se R é um
anel comutativo, entao todo R-médulo M é um (R, R)-bimddulo considerando mr := rm, para
todom e M, r € R.

Exemplo 1.1.13. Se M é um R-mddulo a esquerda, entdo M é um (R, Z)-bimédulo. Similar-
mente, todo R-médulo a direita é um (Z, R)-bimédulo. Além disso, todo grupo abeliano é um
(Z, Z)-bimodulo.

Exemplo 1.1.14. Para todo inteiro positivo n e m, temos que o conjunto M, y,,(F'), das
matrizes de ordem n X m sobre um corpo F, é um (R, S)-bimédulo, onde R é o anel M, (F)

das matrizes n x n sobre F, e S é o anel M,,(F) das matrizes m x m sobre F.
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Sejam M um (R, S)-bimédulo e T" um subconjunto de M. Dizemos que T' gera M, como
(R, S)-bimé6dulo, se para qualquer elemento m € M, existem elementos r; € R e s; € S tais que
m=>3y " ritis;, comt; €T. Sed " ritis;=0,onder; € Res; €5, implica em r; = s; =0,
para todo 7 = 1,...,n, entao dizemos que T" é um conjunto linearmente independente. Além
disso, T' é uma base do (R,S)-bimédulo M se T é linearmente independente e o conjunto
gerado por T', como (R, S)-bimédulo, é igual a M. O (R, S)-bimédulo M é chamado de (R, S)-
bimdédulo livre, com geradores livres t1, to, ... pertencentes a M, se {t1,ts,...} é uma base de
M.

1.2 F-algebras e produto tensorial

Veremos nesta se¢ao a definicao de F-algebras. Feito isso, introduziremos o conceito de produto
tensorial para R-moddulos e, em seguida, ao considerarmos F-algebras, daremos ao produto

tensorial uma estrutura de uma algebra sobre F'.

Definicao 1.2.1. Seja F' um corpo. Dizemos que um espago vetorial A sobre F' é uma F-

algebra associativa (ou simplesmente dlgebra) se A é um anel e
A(ab) = (Aa)b = a(Ab),

para todos a,be Ae A € F.

Se um subconjunto B de A é ainda uma F-dlgebra entao B é chamado de F-subalgebra de
A. As subdlgebras {0} ¢ A de A sdo ditas subalgebras triviais. Se A for um anel comutativo
entao dizemos que A é uma F-algebra comutativa. Uma &algebra A é gerada como algebra
por um subconjunto S, se todo elemento de A pode ser escrito como combinacgao linear, sobre
F, de produtos s;; - - - si, com s;; € S. Definimos a dimensao de uma édlgebra A como sendo

a dimensao do espaco vetorial A sobre F'.

Exemplo 1.2.2. O espaco vetorial M, (F'), das matrizes de ordem n x n sobre F', munida com
as operagoes usuais é uma F-dlgebra. Note que, para n > 2, temos que M, (F') é uma &lgebra
nao comutativa. Sabe-se que B ={E;; | 1 <1i,j <n}, o conjunto das matrizes unitarias (cuja
unica entrada nao nula é 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna) é uma base para M, (F) sobre
F. Logo, a dimensao de M,(F) é n?.

Exemplo 1.2.3. O conjunto UT,,(F), das matrizes triangulares superiores n X n com entradas
em F, com as operagoes induzidas de M, (F'), é uma F-algebra nao comutativa com dimensao

n(n;rl)7 para todo n > 2. Note que UT,(F) é uma subdlgebra de M, (F).
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Exemplo 1.2.4. O espaco vetorial M, (F @ cF'), das matrizes de ordem n x n com entradas

em F @ cF (soma direta como espago vetorial), onde ¢ = 1, ¢ uma &lgebra de dimensao 2n?.

Sejam C uma classe de dlgebras, A € C e X um subconjunto de A tal que A é gerada por X.
Dizemos que A é uma algebra livre (na classe C) gerada por X se, para qualquer dlgebra
B € C e qualquer aplicacao f : X — B, existe um tinico homomorfismo ¢ : A — B que estende

f, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo.

X(—i>A

Exemplo 1.2.5. Sejam F um corpo de caracteristica zero e X = {x1,x2,...} um conjunto
infinito e enumeravel de varidveis nao comutativas. Consideremos F(X) o espago vetorial
gerado por todos os produtos x;x;, ---x; . A multiplicacao de um escalar « € F por um
produto z;, x;, - - - x;, serd chamada de mondémio e simplesmente vista como az;, x;, - - T;,.
Definindo a multiplicagdo de dois monomios por justaposicao e considerando para n = 0 o
elemento 1 € F(X), dizemos que F(X) ¢é a algebra livre associativa unitaria gerada por
X. Note que F(X) é de fato uma &lgebra livre (na classe das dlgebras associativas) gerada por
X. Os elementos de F/(X) sao chamados de polinémios e escreveremos f = f(xy,...,z,) para

indicar quais variaveis compoem o polinomio f. Tal dlgebra sera muito 1til nessa dissertagao.

Dizemos que um elemento a pertencente a uma F-algebra A é nilpotente se a™ = 0, para
algum inteiro positivo m, e que A é uma algebra nil se todo elemento de A é nilpotente.
Dizemos que uma algebra A é nil, de expoente limitado, se existe um inteiro positivo m tal
que a™ = 0, para todo a € A. Além disso, se A™ = {0} para algum inteiro m > 1, dizemos que
A é uma algebra nilpotente. Neste caso, a; - - - a,, = 0 para todos aq,...,a,, € A, e 0 menor
inteiro m com tal propriedade é chamado indice de nilpoténcia da algebra A. Por fim, se

a® = a, entao dizemos que a é um idempotente.

Definigao 1.2.6. Sejam A e B F-algebras e considere uma funcao f: A — B. Entao f é um

homomorfismo de F-algebras se f é uma aplicacao linear e além disso
f(ab) = f(a)f(b), para todos a,b € A.

Neste caso, se f for bijetora entao dizemos que f é um isomorfismo entre A e B. Os ho-
momorfismos f : A — A sdo chamados de endomorfismos, e os isomorfismos de A sobre si

mesmo sao chamados de automorfismos de A.
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Definigao 1.2.7. Um subconjunto I de uma &algebra A é um ideal a esquerda de A se I é
um subespaco vetorial de A tal que ab € I sempre que a € A e b € I. De maneira analoga
define-se ideal a direita de A. Um subconjunto I de uma algebra A é um ideal bilateral ou
simplesmente ideal de A se I é simultaneamente um ideal a esquerda e a direita de A. Dizemos
que um ideal I de A é nilpotente se existe um natural n tal que I = {0}. O menor natural

que satisfaz essa propriedade é chamado de indice de nilpoténcia de I.
Lembramos que, para uma F-algebra associativa A, o comutador de Lie de peso 2 dos
elementos a; e ay pertencentes a A é dado por
[al, CLQ] = A1Q2 — Q2Q7.

Assim, podemos definir o comutador de Lie de peso n > 3, de maneira recursiva, como

lat, ... an_1,a,) = [[a1, ..., an1],an],

onde aq,...,a, € A.

Definigcao 1.2.8. Seja A uma F-édlgebra e L um subespaco de A. Entao L é um ideal de Lie
de A se [L,A] C L, onde [L, A] denota o subgrupo aditivo gerado por todos comutadores de
Lie [l,a],l € Lea€ A.

Se f = f(z1,...,2z,) € F(X), denotamos

f(A) =spang{f(as,...,a,) | ai,...,a, € A}.

Sendo assim, enunciamos o seguinte lema que tera grande relevancia nesta dissertacao.

Lema 1.2.9 ([20], Lema 1.3.10). Sejam F um corpo infinito, A uma F-dlgebra e f € F(X).
Entao f(A) € um ideal de Lie de A.

Nosso préximo passo é definir algebras semissimples. Antes, vejamos a definicao de soma

direta de algebras.

Definicao 1.2.10. Sejam A uma F-algebra e Ay, ..., A; subdlgebras de A. Se sao vélidas as

seguintes condicoes:
(i) A= Ap+ -+ Ag;

(17) a1 + -+ -+ ap = 0, com a; € A;, implica em a; =0, para i = 1,..., k;
(i13) A;A; = {0} parai,j=1,....kei#j,
entao dizemos que A é soma direta (como dlgebras) de Ay, ..., Ay e escreveremos A = A; @

...@Ak‘
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Observe que a notagao usada acima ja apareceu ao lidarmos com somas diretas de modulos.
Mas deixaremos claro, quando for necessario, em relacao a que tipo de estrutura estamos

considerando a soma direta.

Exemplo 1.2.11. A algebra A = M, (F @ cF), com ¢* = 1, se decompoe como soma direta de

algebras da seguinte forma:

M, (F & cF) = (1 ;r cMn(F)) @ <1 R CMn(F)) .

M,(F) 0

Além disso, considerando a dlgebra B =
0 My(F)

), temos que A e B sao isomorfas.

C 0
Com efeito, basta considerar a correspondéncia %C + %D — (O D> ,onde C, D € M, (F).

Dizemos que uma algebra A é simples se A% # {0} e A nao possui ideais bilaterais nao
nulos. Além disso, dizemos que A é uma &algebra semissimples se ela pode ser escrita como

soma direta de algebras simples.

Exemplo 1.2.12. M,(F) é uma algebra simples (veja [29], Proposi¢ao 2.1.16). Pelo Exemplo

1.2.11 temos que M, (F @ cF') nao é uma &lgebra simples, mas é semissimples.

Definiremos agora o produto tensorial entre dois R-moédulos e em seguida iremos estender

esse conceito para F-algebras. Sejam M e N R-mddulos e considere o seguinte médulo livre
L= SpanF{(man) ‘ me M, ne N}

Seja J o submoédulo de L gerado pelos elementos da forma

onde m,m' € M, n,n’ € N e r € R. Definimos o produto tensorial entre M e¢ N como
sendo o grupo quociente L/J. Denotamos esse grupo por M ®gr N, mas quando nao houver
ambiguidade sobre qual anel R estivermos trabalhando escreveremos somente M & N. Para
m € M en € N, aclasse (m,n) + J serd denotada por m & n.

O produto tensorial M @z N dos R-médulos M e N satisfaz a seguinte propriedade universal:

Seja ¢ : M x N — M ®gr N uma aplicacao bilinear. Entao, para toda aplicacao bilinear
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p: MxN — T, onde T' é um R-médulo, temos que existe um tnico homomorfismo de

R-médulos ¢ : M @ N — T fazendo o seguinte diagrama comutar

MxN—>MeopN

-
-
p -
l //Ap

Um elemento geral do produto tensorial M @z N é da forma ), r;(m; ® n;), onde m; € M,
n; € N er; € R. Note que, da definicao de produto tensorial, as seguintes propriedades sao
validas:

(i) (m+m)@n=men+m Qn;

(W) m@(n+n)=men+men

(1ii) r(m ®@n) = (rm) @ n =m ® (rn).

Sejam F um corpo e A, B duas F-algebras com unidade. Podemos definir o produto
tensorial A ® » B como antes e assumir que o F-médulo A ® B é uma F algebra definindo a
seguinte multiplicacao

(e @b)(a' @) = (ad’) @ (BV'),

para todos a,a’ € A e b, b € B. Note que 14 ® 1 é a identidade dessa multiplicagdo. Neste
caso, assim como para R-modulos, temos também valida a propriedade universal.

Por fim, exibimos o seguinte lema que mostra um importante isomorfismo entre algebras.

Lema 1.2.13. Sejam F um corpo, A uma F-dlgebra e M, (F) a dlgebra de matrizes. Entao
M,(F)® A éisomorfa a M,(A).

1.3 Radical de Jacobson e teoremas de estrutura

Definiremos nessa se¢ao o radical de Jacobson e veremos alguns teoremas estruturais de uma
F-algebra A. Seja R um anel com unidade e vamos denotar por Z o conjunto de todos os ideais

a esquerda maximais de R.

Definicao 1.3.1. Dizemos que a interse¢ao de todos os ideais a esquerda maximais de um anel

R é o radical de Jacobson de R, o qual serd denotado por J(R), ou seja,

J(R) =1

Iel

Pode-se verificar que J(R) é um ideal a esquerda de R. Define-se também o radical de

Jacobson como sendo a interse¢ao de todos os ideais a direita maximais de R, e nesse caso
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J(R) é um ideal a direita de R. Ambas as definigdes sdo equivalentes.
Seja A uma F-algebra de dimensao finita. Neste caso, podemos obter outras caracterizagoes

para o radical de Jacobson da algebra A que sao dadas nas seguintes proposigoes.

Proposicao 1.3.2 ([13]|, Teorema 2.4). Seja A uma F-dlgebra de dimensao finita sobre F.
Entao J(A) € o maior ideal nilpotente de A.

Proposicao 1.3.3 ([29], Teorema 2.7.16). Seja A uma F-dlgebra de dimensao finita sobre F.

Entao A € semissimples se, e somente se, J(A) = {0}.

Exemplo 1.3.4. O radical de Jacobson da algebra UT,,(F') é o ideal das matrizes triangulares

estritamente superiores.

Na secao anterior vimos a defini¢ao de dlgebras semissimples. O préximo teorema, conhecido
como Teorema de Wedderburn-Artin, caracteriza todas essas algebras semissimples de dimensao
finita.

Teorema 1.3.5 ([29], Teorema 2.6.18 - Wedderburn-Artin). Se A é uma F-dlgebra semis-
simples de dimensao finita entdo A € isomorfa a uma soma direta (como dlgebras) de dlgebras

de matrizes com coeficientes em anéis de divisao, ou seja,
A= M, (D) &--- & M, (D).

Daremos agora o Teorema de Wedderburn-Malcev que caracteriza as dlgebras de dimensao
finita sobre um corpo F' de caracteristica zero. Esse teorema serd muito 1util neste trabalho,
sendo que veremos uma generalizacao desse resultado no Capitulo 3 quando estivermos tra-
balhando com superédlgebras de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado F' de

caracteristica zero. Antes, vejamos a seguinte definicao.

Definigao 1.3.6. Uma F-subdlgebra B é maximal em A se para qualquer F-subdlgebra A’
tal que B C A’ C A tivermos A’ = B ou A’ = A.

Teorema 1.3.7 ([20], Teorema 3.4.1 - Wedderburn-Malcev). Sejam A uma dlgebra de di-
mensao finita sobre um corpo F de caracteristica zero e J(A) seu radical de Jacobson. Entao

existe uma subdlgebra semissimples maximal B de A tal que
A= B+ J(A),

sendo que a soma acima indica uma soma direta de espacos vetoriais. Além disso, se B e B’
sio subdlgebras semissimples tais que A = B + J(A) = B' + J(A), entdo existe x € A tal que
B'=(1+z)B(1+x) '
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Dessa forma, lembrando do Teorema de Wedderburn-Artin, se A é uma algebra de dimensao

finita sobre um corpo F' de caracteristica zero, entao
A=B & - & B, + J(4),

onde B; = M,,.(D;), para algum anel de divisao D;. Além disso, temos que a soma B;&---® B,,

¢ uma soma direta de algebras.

Exemplo 1.3.8. Seja F' um corpo de caracteristica zero e considere a algebra de matrizes
triangular superior UT, (F'). Entao UT,(F) = B+ J, onde B = By & ---® B,, com B; =

spanp{E;;}, para todo i = 1,...,n, e J =spany{E; | 1 <i < j <n}. Em termos matriciais,
temos
0 0 0
0 0 0 0
B= @ . S B ,
0 0 0 0 0 0 0 0 F
F F FF
0 F FF
0 0
J =
FF
: F
0 0 O 0



Capitulo 2
Pl-algebras

Sejam F um corpo e A uma F-algebra associativa. Considere X = {1, xs,...} um conjunto
infinito e enumerdvel de varidveis ndo comutativas, e F'(X) a algebra livre associativa unitéria
gerada por X. Neste capitulo, introduziremos diversos conceitos bésicos da Pl-teoria. Os
resultados aqui mencionados sao bem conhecidos na teoria de Pl-algebras e assim muitos deles

serao apresentados sem demonstracao, mas devidamente acompanhados de uma referéncia.

2.1 Identidades polinomiais e T-ideais

Nesta secao apresentaremos topicos elementares que serao essenciais ao longo deste trabalho.

Veremos as definicoes de Pl-algebras e T-ideais, seguidas de exemplos.

Definigao 2.1.1. Sejam A uma F-algebrae f = f(z1,...,2,) € F(X). Dizemos que f é uma
identidade polinomial de A se f(aq,...,a,) = 0 para quaisquer aq,...,a, € A. Neste caso,

denotamos por f =4 0 ou simplesmente por f = 0.

Dessa forma, dizemos que uma algebra A é uma PI-algebra se A satisfaz uma identidade

polinomial nao trivial, ou seja, existe um polinémio nao nulo f € F(X) tal que f =4 0.

Exemplo 2.1.2. Seja A uma algebra comutativa. Entao A satisfaz a identidade polinomial

nao trivial f(zq,x2) = [x1, 23]. Logo, toda dlgebra comutativa é uma PI-algebra.

Exemplo 2.1.3. Se A é uma &algebra nilpotente com indice de nilpoténcia igual a m entao
A satisfaz a identidade polinomial f(z,...,2,) = @1+ 2T,. Dessa forma, temos que toda

algebra nilpotente é uma PI-dlgebra.

Exemplo 2.1.4. Considere A uma algebra nil de expoente limitado. Entao existe um inteiro

m > 1 de tal forma que a™ = 0, para quaisquer a € A. Sendo assim, f(x) = 2™ é uma

identidade polinomial de A, e com isso toda dlgebra nil de expoente limitado é uma PI-algebra.

19
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Vamos agora dar quatro exemplos de Pl-algebras que aparecerao muito ao longo deste
trabalho.

Exemplo 2.1.5. A dlgebra UT,,(F') é também uma Pl-algebra, uma vez que UT, (F) satisfaz

a seguinte identidade polinomial
[, w9) = [T1,22] -+ - [T2n—1, Ton).

De fato, basta lembrar que, para A, B € UT,,(F), temos que [A, B] é uma matriz triangular
estritamente superior, ou seja, [A, B] pertence ao radical de Jacobson de UT,(F). Como o
radical de Jacobson de UT,(F) é nilpotente com indice de nilpoténcia igual a n, concluimos

que [z1, To] -+ [Ton_1, T2,] ¢ uma identidade polinomial para UT,(F).

Exemplo 2.1.6. A algebra M;(F'), das matrizes 2 x 2 sobre um corpo F', satisfaz a identidade
[[x1, 22)?, z3]. Com efeito, seja A uma matriz em My(F). O polinémio caracteristico de A é
dado por p(A\) = A\? — tr(A)\ + det(A)E, sendo que tr(A) denota o trago da matriz A, det(A)
o determinate de A e FE a matriz identidade de Ms(F'). Se considerarmos o caso quando A
é um comutador de Lie de peso 2, entao tr(A) = 0. Logo, A% + det(A)E = 0, o que implica
A% = —det(A)E. Disso, A? ¢ um miiltiplo escalar da matriz E e consequentemente [[x1, 25]?, 23]
¢ uma identidade polinomial de Ms(F'). Portanto, Ms(F') é uma Pl-dlgebra.

Antes de darmos o proximo exemplo, definimos o polinémio standard de grau n como

sendo
St, = St,(z1,...,2,) = Z (sgn 0)To(1) -+ To(n)

oESH

onde S,, é o grupo simétrico de grau n e sgn o denota o sinal da permutagao o.

Exemplo 2.1.7. O conhecido Teorema de Amitsur e Levitzki, apresentado em [1], afirma que
Ston(x1, ..., Te,) é uma identidade polinomial de M, (F'). Logo a élgebra de matrizes M, (F') é

uma Pl-algebra.

Exemplo 2.1.8. Sejam F' um corpo de caracteristica diferente de dois e I um ideal bilateral de
F(X) gerado pelo conjunto de polinomios {x;x; +x;z; | 4,7 > 1}. Denote por G a algebra de
Grassmann de dimensao infinita sobre F' definida por G = F(X)/I. Se escrevemos ¢; = x;+1,
para i > 1, entdo G é gerado como algebra por {1,e;,eq,... | e;e; = —eje;, 0,7 > 1}, e assim
cada elemento de G ¢ escrito como combinagao linear de produtos da forma e;, ---e; , com

i1 < ...<1, k>0, lembrando que 1 é a unidade de G. Definimos

GO = spang{e;, - €, | 1 <iy < ... <ig, k> 0}
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G(l) = spanF{eil . ’ 1<y <...< i2k+17 k > O}

© Ciggn

Entdo, vale que G = G @ G (soma como espaco vetorial), e exploraremos mais essas ideias
no préximo capitulo, quando estivermos trabalhando com superalgebras.

Assim, temos que G é uma Pl-dlgebra, ja que satisfaz a identidade polinomial [[xy, 23], z3].
Com efeito, sejam a; e ay elementos em G tais que a; = ¢;, ---¢€;. eaz = €, ---¢;,, onder,s > 0.

Como e;e; = —eje;, segue que
araz = (ej, -+ e, )(ej, - e5,) = (=1)"(ej, -+ -ej,)(es, - - e5,) = (=1) azay.

Se a1, ay € GM entdo (—1)™ = —1 e daf asa; = —ayas, o que implica [ay, as] = 2a1a, € GO,
Se a; ou ay pertencem a G entdo temos (—1)" =1 e com isso ajay = asa;, o que implica
que os elementos de G® comutam com todos os elementos de G. Logo G C Z(G), onde
Z(@G) denota o centro da édlgebra de Grassmann (pode-se mostrar que vale a igualdade, isto
é, Z(G) = G©). Observe que é necessario fazer tais conclusoes apenas para um somando
€i, -+ €i,, k>1, pois a dlgebra G ¢ formada por combinagoes lineares desses elementos.

Portanto, [by, bs] € GO C Z(G), para quaisquer by, by € G e assim a élgebra de Grassmann

G satisfaz a identidade polinomial [[z1, z5], x3].

Definigao 2.1.9. O conjunto das identidades polinomiais de uma &algebra A ¢ dado
por

1d(A) = {f € F(X) | f =4 0},

Pode-se verificar que Id(A) é um ideal bilateral de F/(X). Observe que uma algebra A é
uma Pl-algebra se Id(A) # 0. Em alguns contextos dessa dissertagao estaremos lidando sobre
diferentes corpos e, nesse sentido, usaremos a notacgao Idg(A) como forma de salientar o corpo

F sobre o qual consideramos o conjunto das identidades polinomiais de uma algebra A.

Definicao 2.1.10. Um ideal I de F/(X) é dito um T-ideal se ¢(I) C I para todo endomorfismo
@ de F(X).

Note que Id(A) € F(X) é um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F(X), ou
seja, Id(A) é um T-ideal de F'(X). Esse ideal é de fato importante na teoria de PI-algebras, ja
que todos os T-ideais de F'(X) sdo na verdade desse tipo. O seguinte resultado enuncia essa

afirmacao.

Proposicao 2.1.11. Se I é um T-ideal de F(X) entao existe uma dlgebra A tal que I = 1d(A).

Demonstracao. Basta tomar A = @ . 0O
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Definigao 2.1.12. Sejam S, S’ conjuntos de polinémios em F(X) e f € F(X).
(1) Definimos o T-ideal de F(X) gerado por S, que serd denotado por (S)r, como sendo

o conjunto
(S)r Z{ Zwifi(uila e Ui Vs | fi €5, wis v, u; € F<X>}
i=1

(2) Se f € (S)r entdo dizemos que f é uma consequéncia dos polinomios de S.
(3) Dizemos que S e S’ sdo equivalentes se eles geram o mesmo T-ideal, ou seja, (S)r =

(S") 7.

Exemplo 2.1.13. Para a dlgebra Ms(F'), Razmyslov, em [31], exibiu nove polinémios geradores

de Id(M;(F)). Drensky, no artigo [9], mostrou que
1d(Ms(F)) = ([[z1, 22]*, w3], Sta(1, 29, 23, 24)) 7.

Entretanto, o T-ideal Id(M,,(F")) ainda nao foi determinado para n > 3.

Exemplo 2.1.14. Para a dlgebra UT,(F') temos Id(UTy(F)) = ([z1, x2][x3, 24])r. Em geral,
para a élgebra UT,(F), temos Id(UT,(F)) = ([x1, za][x3, 4] - - - [Ton—1, Tan]) 7

Exemplo 2.1.15. Krakowski e Regev provaram que o T-ideal da algebra de Grassmann G é
dado por Id(G) = ([[x1, x2], z3])1 (veja [27]).

2.2 Variedades e algebras relativamente livres

Vimos na se¢ao anterior o T-ideal das identidades polinomiais de uma algebra A, que consiste
de todos os polinomios f € F(X) tais que f =4 0. No entanto, podem existir outras dlgebras
que também possuem as mesmas identidades de A, donde surge a definicao de variedade, que
daremos a seguir. Além disso, definiremos algebras relativamente livres, e veremos sua relagao

com algebras livres.

Definigao 2.2.1. Seja S C F(X) um conjunto nao vazio. A classe de todas as dlgebras A tais

que f =0 em A, para quaisquer f € S, é dita a variedade V = V(S) determinada por S.

Se S # 0 entao dizemos que a variedade )V determinada por S é nao trivial. Se V é nao

trivial e contém uma algebra nao nula, chamamos a variedade ) de proépria.

Observagao 2.2.2. Se S C F(X), (S)r é o T-ideal de F(X) gerado por S e V é a variedade
determinada por S, entao V = V(S5) = V((S)r) e (S)r = (1 4ep [d(A). Neste caso, denotamos
como (S)r =1d(V), o T-ideal da variedade V.
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Além disso, sendo A uma F-algebra, a classe das F-algebras que satisfazem todas as iden-

tidades polinomiais de A serd chamada variedade gerada por A, cuja notacao é var(A4). Em
suma, var(A) = {A" | Id(A) C Id(A")}.

Proposigao 2.2.3. Sejam S C F(X) eV = V(S) a variedade determinada por S. Entdo existe
uma dlgebra A tal que V = var(A).

Demonstracao. Basta observar que, se consideramos I = (S)r, o T-ideal de F(X) gerado
por S, segue pela Proposicao 2.1.11 que existe uma algebra A tal que I = Id(A). Logo
Id(V) = (S)r = 1d(A) e assim V = var(A). 0O

Exemplo 2.2.4. Sendo S = {[z,y|} C F(X), temos que a classe de todas as dlgebras comuta-

tivas formam a variedade V(S). Observe que nesse caso V é prépria.

Exemplo 2.2.5. Se considerarmos S = {2} C F(X) entao a classe de todas as édlgebras nil

de indice limitado por m nos da a variedade V(.5).

O préximo teorema estabelece condicoes necesséarias e suficientes para decidirmos se uma
dada classe de algebras é uma variedade. Tal resultado foi provado por Birkhoff e encontra-se
em [20].

Teorema 2.2.6 ([20], Teorema 1.2.3 - Birkhoff). Uma classe V, ndo vazia, de dlgebras é uma
variedade se, e somente se, sao satisfeitas as sequintes propriedades:
(1) Se A€V, e B— A é um monomorfismo, entio B € V;
(2) Se A€V, e A— B é um epimorfismo, entio B € V;
(3) Se {A,}yer € uma familia de dlgebras e A, € V, para todo v € I', entdo H A, eV.
~ver
A correspondéncia entre T-ideais e variedades é bem estabelecida de acordo com o seguinte

resultado.

Teorema 2.2.7 ([20], Teorema 1.2.5). Eziste uma correspondéncia um-a-um entre T-ideais de
F(X) e variedades de dlgebras. Nesta correspondéncia uma variedade V corresponde a um T -
ideal de identidades 1d(V) e um T-ideal I corresponde a uma variedade de dlgebras satisfazendo
todas as identidades de I. Além disso, para duas variedades de dlgebras Vi e Vo temos Vi C Vs
se, e somente se, Id(Vs) C Id(Vy).

Definicao 2.2.8. Sejam V uma variedade, A € V uma algebra e ¥ C A um subconjunto de
A. Dizemos que A é relativamente livre em Y (com respeito a V) se, para qualquer élgebra
B €V e para toda funcao a : Y — B, existe um tnico homomorfismo : A — B que estende

Q.
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Observe que, quando V é a variedade de todas as algebras associativas, essa definicao coin-
cide com a de &algebra livre gerada por Y. O préximo teorema descreve algebras relativamente

livres em termos de algebras livres.

Teorema 2.2.9 (][20], Teorema 1.2.4). Sejam X wum conjunto nao vazio, F(X) uma dlgebra
livre em X eV uma variedade com ideal 1d(V) C F(X). Entio F(X)/Id(V) é uma dlgebra
relativamente livre em X. Além disso, toda dlgebra que € relativamente livre em X € isomorfa

a F(X)/Id(V).

Finalizamos essa secao enunciando um resultado que decorre de um teorema provado por
Lewin (veja [20], Teorema 1.8.1). Para referéncias futuras, tal resultado serd aqui chamado

Teorema de Lewin.

Teorema 2.2.10 ([20], Corolario 1.8.2 - Teorema de Lewin). Sejam A e B duas F-dlgebras
e seja M uma (A, B)-bimdédulo. Suponha que sejam vdlidas as sequintes afirmagoes:

(1) A contém uma subdlgebra relativamente livre A com geradores livres ay, as, . . .;

(2) B contém uma subdlgebra relativamente livre B com geradores livres by, by, .. .;

(3) M contém um (A, B)-bimédulo livre com geradores livres wy, ws, . . . .

Entao os elementos @i wi), 1=1,2,..., sao geradores livres de uma subdlgebra relativa-

~ A M ~
mente livre C' da dlgebra (0 B) e 1d(C) =1d(A) Id(B).

2.3 Polindomios multilineares

Nesta secao definiremos polindomios multilineares e veremos, sob determinadas condigoes no
corpo F, sua relevancia no estudo de algebras com identidades polinomiais. Comegaremos com

algumas definigdes que envolvem monomios e polinémios em F'(X).

Definicao 2.3.1. Seja u = awx;, - - - x;, um mondémio em F(X), com a € F. Definimos o grau
do monoémio u como sendo o comprimento da palavra u. Nesse caso, o grau de u é k e
denotamos deg v = k. Além disso, o grau de u em z; ¢ o nimero de vezes em que a varidvel

x; aparece em u, o qual denotamos por degiju.

Definigao 2.3.2. Seja f = f(xy,...,2,) um polinémio em F(X). Podemos escrever f como
~ . . m .

soma de seus monomios «;uj, com «; € F, ou seja, f = ijl a;uj. Definimos o grau do

polinémio f como o maior grau dentre os graus dos monomios de f, e o denotamos por deg f.

Além disso, o grau de f em z;, que serd denotado por degmj f, € o maior dos degmjuj, com

7=1...,m.



2.3. POLINOMIOS MULTILINEARES 25

Definicao 2.3.3. Seja f € F(X). Se a variavel z; tem grau 1 em todo monoémio de f, entao
dizemos que f ¢ um polindémio linear em z;. Se todos os monomios de f possuem o mesmo
grau, entao f ¢ homogéneo. Se x; aparece com mesmo grau em todos os monomios de f,
dizemos que f é homogéneo na variavel z;, e se f ¢ homogéneo em todas as suas varidveis
entao f é multihomogéneo. Por fim, se f é multihomogéneo e linear em todas suas variaveis,

entao f serd chamado de polindmio multilinear.

Observamos que, para um polinémio f = f(z1,...,x,) multihomogéneo, podemos definir
o conceito de multigrau, que é uma n-upla onde sua j-ésima entrada corresponde a deg,, f.
Mais ainda, uma componente multihomogénea de um polinémio g € F(X) é a soma de

todos os monomios de g com o mesmo multigrau.

Teorema 2.3.4 (][20], Teorema 1.3.2). Sejam F' um corpo infinito e A uma F-dlgebra. Se f é
uma identidade polinomial para A, entao toda componente multihomogénea de f € ainda uma

1dentidade polinomial para A.

Observacgao 2.3.5. Vale ressaltar que o Teorema 2.3.4 ainda é valido se F' é um corpo finito
tal que |F| > deg f. Além disso, como consequéncia desse teorema, segue que todo T-ideal

sobre um corpo infinito é gerado por seus polindmios multihomogéneos.

Observagao 2.3.6. Se f = f(z1,...,x,) € F(X) é um polinomio linear em alguma variavel,
por exemplo z1, entdao f(>_ ayi, o, ..., Tn) = > i f(yi, x2,...,T,), para quaisquer a; € F e
Y; € F<X>

Vamos agora apresentar o Processo de Multilinearizacao. Para um dado polinomio nao
nulo f € F(X) tal que f é uma identidade polinomial de uma dlgebra A, esse processo nos
permite obter uma outra identidade de A que sera multilinear. Descreveremos esse método a
seguir.

Sejam F' um corpo de caracteristica zero, 0 # f = f(z1,...,2,) € F(X) e A uma F-algebra
tais que f =4 0. Considere primeiramente o caso em que cada variavel x;, i = 1,...,n, aparece
com grau menor ou igual a 1 em cada mondémio de f. Procedemos da seguinte maneira: se
cada variavel x;, + = 1,...,n, aparece com grau igual a 1 em todos os monomios de f, entao f
¢ multilinear. Considere entao a situagao em que existe 1 < j < n tal que z; nao aparece em
algum monomio de f e defina ¢(z;) = 0 e p(x;) = =;, para todo i # j. Assim, obtemos uma
nova identidade de A, a saber ¢(f), tal que em nenhum monoémio temos a variavel z;. Se ¢(f)
¢ multilinear, entao finalizamos este processo. Caso contrario, existe outra variavel, digamos x;,
tal que em algum monoémio de ¢(f) a varidvel x; tem grau zero, e de maneira analoga, defina
Y(x;) =0 e ¥(x;) = x;, para todo i # . Portanto, ¥ (f) ainda é uma identidade de A sem os

monomios que contém x;. Novamente, se 1o(f) é multilinear, entao finalizamos este processo.
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Caso contrario, repetimos esse processo de maneira recursiva, de tal forma que iremos obter

um polinéomio multilinear que ainda é uma identidade de A.

Portanto, podemos assumir que existe alguma variavel x; tal que deg, f = d > 1. Sem

perda de generalidade, suponha que seja a variavel x;. Considere o polinomio

h=h(yi,y2, o, ..., xn) = f(1 + Y2, T2, ..., xn) — f(y1, 22, ..., xn) — fy2, Ta, ..., 2p).

Note que h é uma identidade polinomial de A. Afirmamos que h é uma identidade nao trivial.

Com efeito, suponha por contradicao que h = 0. Fazendo y; = yo = x1, temos
0=nh(xy,z1,29,...,2,) = f(201, 29, ..., 2,) — 2f (1, T2, ..., Zp),

e isso implica que

fQxy, ... xy) =2f (21, ..., 2,).

Decompomos f como a soma f = fo+ f1 + -+ fq, onde cada f; é a soma de monomios de

grau k em x;. Portanto, fi(271,...,2,) = 2%(21,...,2,) e obtemos

2fo+fit L) =fo+2fi+ - +2fa

Entao
fo=(22=2)fa+ -+ (2= 2) fs

Lembrando que a caracteristica de F' é zero, da igualdade acima temos uma contradicao, ja
que deg, fo = 0 e deg, (22 —2)fo + -+ (22— 2)f; = d > 1. Portanto h # 0. Além disso,
deg, h = deg, h =d—1 < d=deg, f. Dessa forma, procedendo indutivamente, partindo do

polinémio f, obtemos um polindmio multilinear que é ainda uma identidade de A.

O processo de multilinearizagao acima tem como consequéncia o préximo resultado.

Corolario 2.3.7 ([20], Corolério 1.3.9). Se F' é um corpo de caracteristica zero, entdo todo

T-ideal é gerado, como um T-ideal, pelos polinomios multilineares que ele contém.

Sejam A uma Pl-dlgebra e Id(A) o T-ideal dado pela dlgebra A. Vimos no coroldrio acima
que, sobre um corpo de caracteristica zero, Id(A) é gerado por seus polinémios multilineares.
Assim, definimos

P, =spanp{z,0) - Tom) | 0 € Sp} C F(X),

ou seja, P, é o espaco vetorial gerado pelos polinomios multilineares nas variaveis x1,...,x,
sobre F'.
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Definigao 2.3.8. Dada A uma F-algebra, definimos

P > 1.

Pn(A):Pnﬂ—Id(A)’ n =

O inteiro nao negativo dado pela dimensao de P, (A) é chamado de n-ésima codimensao da

algebra A e o denotamos como ¢, (A) = dimpP,(A).

Assim dim(P, NId(A)) = n! — ¢,(A). No caso em que V = var(A), a variedade de algebras
gerada por uma F-algebra A, escrevemos P,(V) = P,(A), n > 1. Consequentemente, ¢, (V) =

cn(A), para todo n > 1. Quando estivermos trabalhando sobre diferentes corpos, usaremos a

i

(A) a fim de destacar sobre qual corpo F' estamos considerando P, (A) e calculando

notacao ¢

a n-ésima codimensao de uma dada &dlgebra A.

Exemplo 2.3.9. Se A é uma algebra nilpotente, entao f(x1,...,%y,) = 1 - T, é uma identi-
dade polinomial de A, para algum m > 1. Logo, ¢,(A) = 0, para todo n > m. Note que, para
qualquer PI-dlgebra A nao nilpotente, temos ¢, (A) # 0, para qualquer n > 1.

Exemplo 2.3.10. Para a dlgebra UTy(F'), sobre um corpo de caracteristica zero, é valido
que ¢, (UTy(F)) = 2" Y (n — 2) + 2, para todo n > 1, e a n-ésima codimensao da &lgebra de
Grassmann é dada por ¢, (G) = 2" para todo n > 1 (veja [27] e [28]).

Existe um resultado importante conhecido como Teorema das Codimensoes de Regev. Esse
teorema nos fornece um limitante superior para a n-ésima codimensao de uma determinada

PI-algebra A. Vejamos seu enunciado a seguir.

Teorema 2.3.11 ([20], Teorema 4.2.4 - Teorema das Codimensoes de Regev). Se uma

dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial de grau d > 1, entdo c,(A) < (d — 1)*".

Agora, se A é uma F-algebra e C' é uma F-algebra comutativa, temos uma interessante
relacao entre as identidades polinomiais de A e as identidades de A ®p C, quando F' é um

corpo infinito. Para tanto, consideremos a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.3.12. Sejam A uma F-algebra e f uma identidade de A. Se f é também uma
identidade para a F-algebra A @p C', para qualquer F-dlgebra comutativa C, entao dizemos

que f é uma identidade estavel de A.

Lema 2.3.13 (]20], Lema 1.4.2). Se F' € um corpo infinito e A é uma F-dlgebra, entdo toda
identidade polinomial de A ¢é estdvel. Consequentemente, para cada identidade f da dlgebra A,

temos que [ € ainda uma identidade da F-dlgebra A @ K, onde K é uma extensdo de F.
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Observagao 2.3.14. Note que, se F' é um corpo finito, entao o Lema 2.3.13 nao ¢é valido. Por
exemplo, se |F| = ¢, segue que z¢ — z é uma identidade de F, entretanto f nao é identidade

sobre qualquer extensao prépria de F'.

Sejam A uma &lgebra sobre um corpo F' de caracteristica zero e K uma extensao de F.
Considere A = A®p K. Pelo Lema 2.3.13, a dlgebra A, vista como F-algebra, satisfaz todas as

identidades multilineares de A e assim Idp(A) C Idg(A). Como claramente Idg(A) C Idp(A),

conclufmos Idp(A) = Idp(A) e, portanto, cf'(A) = cf'(A), para todo n > 1. Note ainda que

n

podemos ver A como uma K-algebra. Para isso, basta definir o seguinte produto:

KxA = A
(B,a®k) — a® (Bk).

Dessa forma, temos o proximo teorema.

Teorema 2.3.15. Sejam A uma dlgebra sobre um corpo infinito F' e K uma extensdo do corpo
F. Se considerarmos a dlgebra A = A®p K como uma K-dlgebra e denotarmos por cK(A) sua

n-ésima codimensdo, entdo, para todo n > 1, temos cX(A) = cE'(A).

Demonstracao. Primeiramente, vamos fixar nossas notacoes.
Temos P = spanp{@,(1) -+ Tom) | 0 € Su} e PX = spang{z,(1) - Towm) | 0 € Sp}, como

sendo os espacos vetoriais dos polinomios multilineares nas variaveis xq, ..., z,, sobre F' e K,

F

respectivamente. Além disso, PF(A) = PETEF(A)’ onde Idg(A) corresponde ao conjunto
_ PE _

das identidades de A com coeficientes em F, e PX(A) = m, tal que Idx (A) denota o

conjunto das identidades de A com coeficientes em K. Por fim, paran > 1, £ (A) = dimp P (A)
e cX(A) = dimg PE(A).
Seja m = c£'(A) e fixemos uma base {fi,..., f} de PF(mod(PF N1dp(A))). Provemos

que cX(A) < m. Primeiramente observamos que se f € PL entdo existem Sy, ..., 8, € F), tais

que f=>" Bifi+ h, onde h € P NIdp(A). Como F é infinito e h € Idr(A), pelo Lema
2.3.13 temos que h é estavel e assim h é uma identidade de A sobre F. Uma vez que K é uma
extensao de F, vale que h € PX N1dg(A).

Agora, seja g € PX. Entao, existem oy, ..., a, € K e monomios monicos my, ..., m, € PX
tais que g = Zle a;m;. Mais ainda, podemos escrever m; = Zj Yij fj + hi, onde 7;; € F, com

h; € Pf N IdF(A) - Pf N IdK(A) LOgO,

g= Zai (Z Yij [ + hi) = Z Z(ai%'j)fj + Zaihi = Z (Z sz'%j> I+ Z a;h;
i j P g ; j ; i
€K €PKNIdg (A)
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ou seja, {fi,..., fm} geram PX(mod(PX N1dg(A))). Assim, cK(A) <m = cE(A).

Mostremos agora que {f1,..., fn} é linearmente independente (mod(PX NIdx(A))). Com
efeito, seja B1, ..., Bm € K tais que f:= Y1 Bifi =1 0. Seja B = {t,,t,,...} base do espaco
vetorial K sobre F' e, com isso, existem escalares 7;; € F' tais que ; = > Vit Avaliamos f

ema®1,...,a,®1, com a; € A.

0 = f(a1®1,...,an®1):Z@fi(m@l?...,an@l)

= Z (Z %jtjfi(al ® ]_7 ey Qp & 1)) = Z Z%jtjfi(al, e ,an) (024 1

i J

= Z (Z Yij filay, . .. ,an)> ® ;.

J

Portanto, ). v;fi(ai,...,a,) = 0, para todos ai,...,a, € A, o que implica em >, v;; f;
ser uma identidade de A. Uma vez que {f1,..., fm} ¢ base de Pf(mod(PF N1dr(A))), temos
v = 0, para todos ¢, j. Logo 81 = --- = 3, = 0, como queriamos.

Assim, cf'(A) = & (A). 0

n

Nesta direcao, encerramos essa se¢ao com o proximo lema que nos mostra, dado um corpo
infinito F', uma extensao K de F' e uma K-dlgebra A, como se comportam as sequéncias de

codimensoes de A sobre F' e sobre K.

Lema 2.3.16. Sejam F um corpo infinito, K uma extensao de F' e A uma dlgebra sobre K.
Entdo, para todo n > 1, temos cX(A) < cF'(A).

Demonstragao. Considerando os espacos P, PX PF(A) e PX(A) definidos de forma simi-
lar ao descrito no teorema anterior e supondo que m = cf'(A) e {fi,..., fm} ¢ uma base
de PF(mod(PI N Idp(A))), temos de maneira andloga ao que foi feito na primeira parte
da demonstragiao do teorema acima que {fi,..., fm} geram PX(mod(PX N1dg(A))) e assim
cK(A) < cf'(A). Note que neste caso obtemos diretamente da definigao que se h € PFNIdg(A)

n

entdo h € PX NIdg(A). O
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Capitulo 3
Superalgebras

Neste capitulo daremos a definicao de superalgebras e ilustraremos com varios exemplos. Além
disso, exibiremos alguns exemplos interessantes de isomorfismos entre superalgebras. Ao con-
siderarmos superalgebras simples de dimensao finita, sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero, apresentaremos sua classificacao, e mostraremos alguns resultados tteis e
importantes que envolvem essas superalgebras. Ademais, definiremos envolvente de Grassmann,

e veremos a relacao das superalgebras simples com as algebras verbalmente primas.

3.1 Definicoes basicas

Vamos apresentar nesta secao a defini¢ao de superalgebra, bem como exemplos que ilustram esse
conceito. Em especial, veremos trés tipos de superalgebras essenciais na teoria de PI-dlgebras.

Consideremos F' um corpo de caracteristica zero.

Definigao 3.1.1. Seja A uma édlgebra sobre um corpo F. Dizemos que A é uma superalgebra
se existem dois subespacos vetoriais A® e A tais que:

(i) A= A® @ AY (soma direta como espaco vetorial);

(i1) AQAO AW AL C AO) o AOAM 1 A AO) € AD),

Se A é uma superalgebra, pode-se dizer que A é uma algebra Zs-graduada e denotamos
sua graduacao por (A®, AM). Os subespacos A® e AWM sdo as componentes homogéneas
de A e chamamos A®) de componente par ¢ A1) de componente impar. Se a € A, entdo
escrevemos a = a® 4+ a®, onde a® € A e ¢V € AW, Neste sentido, nos referimos aos
elementos de A como elementos pares e os de A como elementos impares. Podemos
também dizer que os elementos de A® e A1) sio elementos homogéneos de grau zero e
um, respectivamente. Denotaremos o grau de um elemento homogéneo a € A por |a| e assim
a@=0e|aV|=1.

31
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Definicao 3.1.2. Sejam A uma superélgebra e B uma subélgebra de A. Se (AQNB, AN B)
for uma Zs-graduacao para B, entao dizemos que B tem Zs-graduacgao induzida de A. Da
mesma forma, dizemos que um ideal bilateral I de A tem Zsy-graduacao induzida de A, se
(A(O) NI, AMNI) for uma Zy-graduacio para I. Nestes casos, também dizemos que B e I sdo

graduados, homogéneos ou Z,-estaveis.

Exemplo 3.1.3. Toda algebra A sobre um corpo F' pode ser considerada uma superalgebra,
uma vez que a A admite a graduacao trivial, onde A® = A e AM = {0}. Destacamos a
algebra de matrizes M, (F') que, quando considerada com a graduagao trivial, serda simplesmente
denotada por M, (F).

Exemplo 3.1.4. Sejam k£ > [ > 0 nimeros inteiros. Definimos

MkJ(F) = {(Z g) | Pe Mk(F)7S - MI(F),Q - kal(F),R - Mlxk(F)}

a superdlgebra das matrizes (k + 1) x (k 4 [) sobre F' com graduagao

o_)(F 0 m_)(0 @
(M (F)) _{<O S)} e (My(F)) _{<R O)}

Exemplo 3.1.5. A élgebra M, (F @ cF), em que ¢ = 1, é uma superdlgebra com a graduagao
(M (F), cMy(F)).

My(F) 0

0 My(F)
peralgebra com a seguinte Zy-graduacao

(e 5)

Exemplo 3.1.7. A algebra UTy(F') é uma superédlgebra com a seguinte Zs-graduacao

(G262

Essa graduagao é denominada graduagao candnica de UT,(F'). Note que UT5(F) com esta

Exemplo 3.1.6. A algebra B = ), vista no Exemplo 1.2.11, é uma su-

onde C, D € M, (F).

Zs-graduacao é uma subdalgebra homogénea de M 1 (F).
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Exemplo 3.1.8. A dlgebra de Grassmann G com os subespacos G e GO, que vimos no
Exemplo 2.1.8, é uma superélgebra com a graduacio (G(®,G), denominada graduagao

canodnica de G.

Exemplo 3.1.9. Se A; e A, sao superdlgebras, entao A; ® Ay é uma superdlgebra com a

graduacio (A" ® 49") & (47" © 43"), (A" © 4) @ (4] © 43")).

Exemplo 3.1.10. Se Ay, ..., A, sao superalgebras, entdo a soma direta (como espago vetorial)
A @ @ A, é uma dlgebra Zy-graduada com a seguinte graduacio (A" @@ A", 4V g
& AY).

As superélgebras M,,(F'), M ,(F) e M,(F @ cF) vistas nos Exemplos 3.1.3, 3.1.4 e 3.1.5,
respectivamente, serao essenciais nessa dissertacao. Iremos ver, na préxima segao, que tais

superalgebras desempenham um papel fundamental quando tratamos de superalgebras simples.

Proposicao 3.1.11. Se A é uma superdlgebra entao existe um automorfismo ¢ de A de ordem
no maximo 2 induzido pela Zso-graduacao de A. Reciprocamente, se existe um automorfismo ¢

de A de ordem no mdximo 2, entdo A € uma superdlgebra com a graduac¢do induzida por ¢.

Demonstracao. Se A = AQ @AM é uma superalgebra, entdo basta definirmos ¢ nos elementos
a=a®+aM € Acomo ¢(a®+aM) = a®—aV). Reciprocamente, se existe um automorfismo ¢
de A de ordem no maximo 2, entao A é uma superalgebra considerando os seguintes subespacos:
AO =fac Al ¢la)=a} e AV ={ac A| ¢(a) =—a}. 0O

Exemplo 3.1.12. De acordo com a proposigao acima, para as superalgebras M,,(F'), My ,(F)
e M, (F @ cF), o automorfismo ¢ é definido da seguinte forma:

(1) p(A) = A, para todo elemento A pertencente a superalgebra M, (F);

P P —
(11) ¢ (R 2) = (—R SQ), para todo elemento da superdlgebra My (F');

(i1i) p(A+ ¢cB) = A — ¢B, para A+ cB € M, (F & cF).

Definigao 3.1.13. Seja A uma superalgebra e ¢ o automorfismo induzido pela graduagao de

A. Dizemos que um ideal bilateral I é ¢-invariante se ¢(I) = I.

O lema seguinte estabelece condigoes necessarias e suficientes para um subespaco de uma

dada superalgebra ser graduado.

Lema 3.1.14. Seja A uma superdlgebra. Um subespaco V C A possui graduacdo induzida de

A se, e somente se, ¢(V) =V, onde ¢ € o automorfismo induzido pela graduagao de A.
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Demonstracao. Seja v = vy + v, € V, onde vy € ANV ewv, € ANV, Como ¢(v) =
d(vg + v1) = vg — vy e V é subespago vetorial de A, temos ¢(V) C V. Agora, uma vez que
¢ tem ordem no maximo 2, segue de ¢(V) C V que V C ¢(V), e assim ¢(V) = V. Por
outro lado, suponha que ¢(V) = V. Seja © = @ + v, € V, onde 5y € A® e 5, € AV,
Como ¢(v) = vy — 1 € V e V é subespaco vetorial de A, obtemos que 9y, 0; € V. Logo,
V=(A49NV)® (AY NV), como querfamos. O

Para A uma superélgebra de dimensao finita, temos que seu radical de Jacobson possui uma

Zo-graduacao induzida de A. Vejamos esse resultado a seguir.

Lema 3.1.15. Se A ¢ uma superdlgebra de dimensdo finita, entdo o radical de Jacobson J(A)

¢ Zo-graduado com Zs-graduacgao induzida de A.

Demonstracao. Pelo lema anterior é suficiente mostrarmos que ¢(J(A)) = J(A), onde ¢ é o
automorfismo induzido pela graduacao de A. Como A é de dimensao finita, pela Proposicao
1.3.2, J(A) é o maior ideal nilpotente de A, e seja m seu indice de nilpoténcia. Dado a € J(A),
temos a™ = 0. Portanto, ¢(a)™ = ¢(a™) = ¢(0) = 0, e assim ¢(J(A)) C J(A). J& que ¢ tem
ordem no maximo 2, segue de ¢(J(A)) C J(A) que J(A) C ¢(J(A)), e portanto ¢(J(A)) =
J(A). 0O

Definicao 3.1.16. Sejam A e B superalgebras sobre um corpo F' e ¢ : A — B um homomor-
fismo de algebras. Dizemos que ¢ é um homomorfismo de superalgebras se p(A®) C B©
e p(AD) C BW, Além disso, dizemos que ¢ : A — B é um isomorfismo de superdlgebras
se ¢ é um isomorfismo de algebras, (A®) = B® e (A1) = BM, Se A e B sio isomorfas

como superalgebras entao denotamos A = B. Caso contrario, A 2 B.

A seguir, ilustraremos alguns casos quando se tem ou nao isomorfismos entre superélgebras.

Antes, lembramos que My (F') é o espago vetorial das matrizes de ordem k x [ sobre F.

Exemplo 3.1.17. Assuperalgebras M,,(F@®cF') e B, vistas nos Exemplos 3.1.5 e 3.1.6, respecti-
vamente, sdo isomorfas. Com efeito, lembrando que M, (F®cF) = (2<M,(F)) ® (55 M, (F)),

basta definir a seguinte fungao nos elementos homogéneos de M, (F & cF'):

(550 ) o L) )

Exemplo 3.1.18. As superalgebras M,,(F), My,(F) e M,,(F @ cF) nao sao isomorfas como

superalgebras. De fato, claramente temos M, (F) 2 My, (F'). Agora, se tivéssemos My (F) =
M,,(F & cF), terfamos (k + [)* = 2m?, o que é um absurdo. Logo M (F) 2 M,,(F & cF).
Analogamente, temos M, (F) 2 M,,(F @ cF).
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Exemplo 3.1.19. Se A; e A; denotam a dlgebra UT(F') com as graduagoes trivial e canonica,

respectivamente, entdao A; e Ay nao sao isomorfas como superdlgebras.

Exemplo 3.1.20. Considere

T - (M2<F> sz;(F)) |

munida das seguintes Zs-graduacoes:

a 0 d 0 e O a 0 0 0 e g
A = 0bO0],lf 0y e Ay = 0O bdl,|f 00 ;
00 ¢ 0 00 00 ¢ 0 00

onde a,b,c,d,e, f,g sao elementos de F. Pode-se verificar facilmente que UT(2,1) é uma
superalgebra com essas graduagoes.

Definimos uma aplicagao ¢ : A; — A como segue

a 0 d 0 e 0 b 0 0 0 f g
Y 0O b O0l+]|f 0y =10 a d|+1]e 0 O
0 0 ¢ 0 00 0 0 ¢ 0 00

Com isso, realizando calculos elementares, é facil ver que ¢ é um isomorfismo de su-

perdlgebras e assim A; e A, sao isomorfas como superélgebras.

Exemplo 3.1.21. Seja

A=UT(k +1,m) = (M’”(j(F) M(;}”?;;F) ) 7

com k > [, munida das seguintes Z,-graduagoes:

My(F) 0 Myn(F) 0 Mpa(F) 0
A = My(F) 0 N Muw(P) 0 Mun(F) ],
0  My(F) 0 0 0
My(F) 0 0 0 Mpa(F) Mixm(F)
Ay = 0 M(F) Myn(F) || Mk (F) 0 0
0 0 My (F) 0 0 0

E facil verificar que A; e Ay sao superalgebras. Se k = [, entao A; e Ay sao isomorfas
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como superalgebras. Para ver esse fato, basta definir uma fungao ¢ de maneira analoga a que
foi definida no Exemplo 3.1.20. Entretanto, se k£ > [, entdao A; nao é isomorfa a Ay como

superalgebra, ja que dimFASO) > dimFAgo).

3.2 Superalgebras simples

As superélgebras simples sao fundamentais no estudo de superalgebras e na Pl-teoria em geral.
Nesta secao, veremos a classificagao das superalgebras simples de dimensao finita, ao conside-
rarmos um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, e algumas consequéncias dessa

classe de superélgebras.

Definigao 3.2.1. Seja A uma superalgebra. Dizemos que A é uma superalgebra simples
se A% #£ 0 e A nao possui ideais bilaterais graduados nao triviais, ou seja, A nao possui ideais

proprios ¢-invariantes nao triviais, onde ¢ é o automorfismo induzido pela graduagao de A.

Exemplo 3.2.2. Note que, com essa defini¢cao, temos que toda superalgebra que é simples como
algebra (isto é, ndo possui ideais bilaterais nao triviais) é também simples como superalgebra.
Em particular, M, (F) e M, (F), k > | > 0, sdo superédlgebras simples, uma vez que sao

algebras simples.

Exemplo 3.2.3. A superalgebra M,,(F @ cF), ¢ = 1, que vimos no Exemplo 3.1.5, ndo é uma

algebra simples pois ela se decompoe como soma direta de dlgebras simples da seguinte forma:

1 1—
M, (F & cF) = ( ;CMH(F)> o < ) CMn(F)> |
Pode-se verificar que os tnicos ideais bilaterais nao triviais dessa superalgebra sao 1%ﬂ\@(F )
e 1T’C]WH(F) Esses ideais nao sao ¢-invariantes, pois, de acordo com o Exemplo 3.1.12,
P(HEM,(F)) = 5EM,(F) e ¢(55M,(F)) = HEM,(F). Assim, M,(F & cF) ¢ uma su-

peralgebra simples.

Vemos assim que se k > | > 0 entao M, (F), M, (F) e M,(F & cF) sao superalgebras
simples nao isomorfas. E interessante que tais superdlgebras simples sao as Unicas, a menos
de isomorfismo, sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Nessa linha,
temos o Teorema de Classificagao para superalgebras simples de dimensao finita que sera muito

importante ao longo deste trabalho.

Teorema 3.2.4 ([20], Teorema 3.5.3). Seja A uma superdlgebra simples de dimensdo finita
sobre um corpo algebricamente fechado F' de caracteristica zero. Entdo A ¢é isomorfa a uma
das superdlgebras: M, (F), My, (F),k >1>0 ou M, (F & cF), com ¢* = 1.
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Observagao 3.2.5. Vimos nos Exemplos 3.2.2 e 3.2.3 que as superélgebras M, (F) e M (F)
tém comportamento distinto (enquanto &lgebras) quando comparadas com a superdlgebra
M, (F @ cF). Tendo em vista a importancia destas superdlgebras (dada pelo Teorema 3.2.4),
neste trabalho, quando for conveniente, diremos simplesmente superalgebras simples do
tipo A ao nos referirmos as superalgebras M,,(F') ou My ;(F), com k > > 0, e superalgebras

simples do tipo B ao lidarmos com a superélgebra M,,(F & cF).
A fim de generalizar o Teorema 1.3.7 para superdlgebras, temos o proximo resultado.

Teorema 3.2.6 ([20], Teorema 3.5.4). Seja A uma superdlgebra de dimensao finita sobre um
corpo algebricamente fechado F de caracteristica zero. Entdo existe uma superdlgebra semis-

simples mazximal B C A tal que
A=B+ J(A).

Além disso, B é uma soma direta (como dlgebra) de superdlgebras simples.

Corolario 3.2.7. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado F de caracteristica zero. Entao A = B + J(A), onde B é uma soma direta (como
dlgebra) de superdlgebras simples, cada qual isomorfa ou a M, (F), ou a My (F) comk >1>0
ou a M, (F @ cF), com ¢* = 1.

O proximo lema nos mostra que, se A é uma superalgebra simples de dimensao finita
sobre um corpo F' algebricamente fechado de caracteristica zero, entao A possui importantes

elementos homogéneos.

Lema 3.2.8. Se A = A® @ AW ¢ uma superdlgebra simples de dimensdo finita sobre um
corpo F' algebricamente fechado de caracteristica zero, entao existem idempotentes ortogonais
e1,...,en € AO tais que e; + -+ +e, = 1 e, para todo i =1,... n, temos que Ae; (e;A) é um

ideal a esquerda (respectivamente, a direita) graduado minimal de A.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.4, podemos assumir que A é uma das seguintes superalgebras:
M, (F), My,(F) ou M,(F @& cF), com n = k + [. Usando a nomenclatura introduzida na Ob-
servacao 3.2.5, temos que se A é do tipo A, podemos tomar ey, ...,e, como sendo as matrizes
unitarias Fiq, ..., E,,, respectivamente. Se A é do tipo B, também tomamos ey, ..., e, como
acima, uma vez que neste caso Ej; € (M, (F ®cF))® = M,(F), paratodoi = 1,...,n. Assim,
temos eq,...,e, € A0 idempotentes ortogonais, ou seja, e? = e, € e;e; = 0;5¢;, para todos
i,j € {1,...,n}, onde d;; é o delta de Kronecker. Além disso, é claro que e; +---+e¢, = 1.
Agora, para todo j € {1,...,n}, temos Ae; um ideal a esquerda graduado minimal de A.

Com efeito, considere j € {1,...,n} fixo, porém arbitrario, e analisemos os seguintes casos:
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(1) Para A = M,,(F) ou My, (F), temos

0 - 0 ay 0 - 0
0 0 a2j o --- 0 -

Aej: — : : — : |a1j,...,anj€F :{ZaijEij|a1j7~~-7anjEF}'
: < : : -l i=1
0 -+ 0 ap; 0 - 0

E f4cil ver que Ae; ¢ ideal a esquerda de A. Além disso, dado a € A, escrevemos a = ag + a1,
onde ag € A® a; € AW, Disso, ae; = (ag + a1)e; = ape; + are; € A%e; + AWe;. Como
A= A9 g AW ¢ ¢; € A segue que Ae; = AV¢; ® AWe;. Portanto, Ae; é um ideal a
esquerda graduado de A.

A fim de mostrarmos que Ae; é minimal, considere I um ideal & esquerda graduado de A, tal
que 0 # I C Ae;. Entao, existe 0 # X € [ tal que X = > " | 24 Eyj, € &y # 0, para algum m.
Fixado 1 < k < n, tome Ej,,, € A. Dai, Ey, X = Epp (21, E1j+ 20 Eoj+- - -+ 20 Enj) = TpjEj,
logo Ey; = Ekm(x;é-X) € I, para todo k = 1,...,n. Consequentemente, I = Ae;, donde Ae; é

um ideal a esquerda graduado minimal de A.

(2) No caso A = M,,(F & cF'), obtemos

o --- 0 a1j+cblj 0 0
0O --- 0 a2j+cb2j 0o --- 0 .
Aej = _— : : _— : |aij,bijEF,z€{1,...,n}
o --- 0 anj—i-cbnj 0 0
n
= {Z(aij—i—Cbij)Ei]’ ’ aij,bij € F,’L € {1,,”}}
=1

Novamente, de maneira andloga ao caso (1), temos que Ae; é um ideal a esquerda graduado
de A. A fim de mostrar que Ae; ¢ minimal, seja I um ideal a esquerda graduado de A, tal
que 0 # I C Ae;. Logo, existe 0 # X € I tal que X = (A" + cB')e;, onde A, B € M, (F) e
A" # 0 ou B’ # 0. Como [ é um ideal graduado de A, segue que Y := (A’ — cB')e; € I e assim
X+Y =2A¢;elec(X—-Y)=2B¢; €. JadqueA #0ouB #0, procedendo como no
caso (1) obtemos que Ej; € I (e consequentemente também cEj; € I), para todo k=1,...,n,

e assim [ = Ae;. Logo Ae; ¢ um ideal a esquerda graduado minimal de A.

Para provar que e;A é um ideal a direita graduado minimal de A, usamos argumentos

analogos aos acima. Note que,
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o sec A= M,(F) ou My,(F), entao
([0 0 0 )
0 0 0 n
ejA: aj1  Gjo Gjn ’(]le,...,aanF = {ZaﬂEji ‘ Aj1y -+, Ajn EF}
0 0 0 i=1
0 0 0
\ J
e se A= M,(F @ cF), entao
( 0 0 0 )
0 0 0
€jA aj1+cbj1 ajg—l—cbjg ajn+cbjn ‘ aji,bji € F,Z € {1,,71}
0 0 0
\ 0 0 0 J
= {Z(aﬁ + iji)Eji | (lji,bji eFie {1, . ,n}} .
=1
O

Os idempotentes do Lema 3.2.8 serao usados fortemente ao longo deste e dos proximos
capitulos. Esses idempotentes sao ditos idempotentes graduados minimais da superalgebra

simples A.

Lema 3.2.9. Sejam A = A ¢ AL ¢ A= A0 g AD superalgebras simples de dimensao
finita sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteristica zero. Considere e,e dois
idempotentes graduados minimais de A e Z, respectivamente. Entao (Ae) ® (EZ) ¢ um (A, ﬁ)_

bimodulo graduado irredutivel.
Demonstragio. E claro que (Ae) @ (€A) é um (A, A)-bimédulo graduado com a seguinte
graduagao

(A9¢) @ (EAD) & (AVe) @ (€AW), (AWe) @ (EA) & (AVe) @ (€AM)).

Mostremos agora que Ae ® ¢A 6 um (A, g)—bimédulo graduado irredutivel. Note primeira-
mente que, como A e A sdo superalgebras simples de dimensao finita sobre um corpo algebri-

camente fechado de caracteristica zero, pelo Teorema 3.2.4 podemos assumir que A e A sao
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superalgebras simples do tipo A ou B com ordem n X n e n X n, respectivamente. Além disso,
desde que e, e sao idempotentes graduados minimais de A e g, entao existem 1 < i < ne
l1<j<ntaisquee=E;ee=FE; Sejam 0 # M C (Ade) ® (€A) um (A, A)-bimédulo
graduado nao nulo. Entao existe 0 £ m € M e consideremos os seguintes casos.

(1) A e A sdo ambas do tipo A. Como {E,; ® E; is}rs ¢ uma base para (Ae) ® ® (¢4),

podemos escrever m = Y 1<r<n My L, @ Ejs, onde m, 5 € F e mqp 7 0 para alguns a, . Entao
1<s<n

E’yamE,BH = Eya (Z mr,sEri & Ejs) EBH = ma,ﬁE'yi ® Ej@a
para todos 1 <y <n,1<6<n. Dal, £, ® Ej;j = (m;’g)(Emegg) € M, para todos 7,0 e
assim M = Ae ® €A, ou seja, Ae ® €A é um (A, A)-bimédulo graduado irredutivel.

(2) A é do tipo A e A é do tipo B. Pelo Exemplo 3.2.3, temos que uma base para
(Ae) ® (52[) ¢ dada por {E,; ® 1+cEjs, E.,® %Ejs}m e assim podemos escrever

m = Z )\r,sEri ® E]s + Z /\ rz ® Ej57

1<r<n 1<r<n
1<s<n 1<s<n

onde Ao, \. o € F', Ay g # 0 ou A, 5 # 0, para alguns «, 8. Se A, # 0 note que, como

I+e¢ I+c , l1—-c 1+e¢
Eyom ( 5 Eﬁg) - E, <Z AraBri ® ——Eju + > NLE® 5 Ejs> > Es

s

1+c¢
= A ,6E’yz ® 9 Ej@a
para todos 7,0, entao E.,; ® %Ejg = )x;lﬁEmm (%CEM) € M, para todos 7, 6. C0n10£\4 é
graduado, obtemos também que E,; ® %Ejg € M, para todos 7, 0. Logo M = (Ae) ® (€A) se
Aag # 0. De maneira similar obtemos M = (Ae) ® (€A) se No.p # 0. Portanto, (Ae) ® (€A) ¢

um (A, A)-bimédulo graduado irredutivel.
Analogamente, se A é do tipo B e A é do tipo A, temos o resultado.

(3) A e A sao ambas do tipo B. Observe que uma base para (Ae) ® (¢4) ¢ dada
por {%Em & 1+cEjsu I;CE’!’Z & L CEj87 IQCEM & 1+0Ej87 IQCEM & I%EEjs}r,su com ¢ =¢* = 1.

Procedendo de maneira similar ao caso anterior obtemos o resultado. 0O

Observacao 3.2.10. Seja A uma superalgebra simples de dimensao finita sobre um corpo

algebricamente fechado de caracteristica zero. Se e é um idempotente graduado minimal de A,
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entao
4 spang{e}, se A= M,(F) ou My, (F)
eAe =
spanp{e,ce}, se A= M,(F & cF).

Com efeito, como e é um idempotente graduado minimal de A, existe j tal que e = Ej;. Seja
A = M,(F) ou M, (F), ¢é claro que spanp{e} C eAe. A fim de mostrar a inclusdo contraria,
tome X =) a,,E,s € A. Entao,

eXe = E]’j <Z arsErs> Ejj = CijEjj = aj € S SpanF{e}.

Logo eAe = spangp{e}, se A= M, (F) ou My, (F).
Se A= M,(F @ cl), entdo e = eee € eAe e ce = e(ce)e € eAe e assim spanp{e, ce} C eAe.
Agora, para Y = Zr’s(ars + cbys)Ers € A, temos

eYe = FEj; (Z(ars + cbrS)Em> E;; = (aj; + cbj;)E;; = (aj; + cbjj)e € spanp{e, ce},

s

e assim eAe = spang{e, ce} neste caso.

3.3 Envolvente de Grassmann e algebras verbalmente

primas

Nesta secao definiremos a envolvente de Grassmann de uma dada superalgebra. Tal definicao
leva em conta a graduacao canonica da algebra de Grassmann. Comegamos com a definicao
de T-ideais verbalmente primos e variedades primas, e mais adiante daremos um resultado que

classifica todas as variedades primas sobre um corpo de caracteristica zero.

Definicao 3.3.1. Um T-ideal I é verbalmente primo se, para quaisquer T-ideais I, I tais
que 11, C I, évalidoque I; C T ou I, C 1.

E claro que se um T-ideal I é verbalmente primo entao, para quaisquer dois polinomios f
e g em variaveis distintas com fg € I, é valido que ou f € [ ou g € I.
Uma variedade V é dita prima se o correspondente T-ideal é verbalmente primo. Uma

algebra A ¢ dita verbalmente prima se gera uma variedade prima.

Exemplo 3.3.2 ([24], Lema 9). As dlgebras M, (F), M,(G) e

My (GO) kaz(G(l))>

Mk,l(G) = (Mle<G(1)) Mlxl<G(0))
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sao algebras verbalmente primas, onde G = G @ G é a graduacdo canonica da algebra de

Grassmann vista no Exemplo 3.1.8.

Definicdo 3.3.3. Scja A = A® @ AM uma superdlgebra e G = G @ GO a graduacio

canodnica da algebra de Grassmann. A superalgebra
G(A) = (A9 2 GO g (AD o ¢W)

é chamada de envolvente de Grassmann de A.

O conceito de envolvente de Grassmann serd extremamente 1til quando lidarmos com en-
volventes supercomutativas e superalgebras minimais e ele esta relacionado com o seguinte

Teorema de Kemer.

Teorema 3.3.4 ([20], Corolario 4.8.4). Para qualquer variedade V, nao trivial, sobre um corpo

de caracteristica zero, existe uma superdlgebra A = A© & AWM de dimensdo finita tal que

V =var(G(A)).

Veremos a seguir exemplos do teorema acima para as variedades geradas por cada uma das

algebras verbalmente primas dadas no Exemplo 3.3.2.

Exemplo 3.3.5. var(M,(F)) = var(G(M,(F))). De fato, como estamos considerando M, (F)
com graduacdo trivial, segue que G(M,(F)) = M,(F) ® G®. Lembrando que G© é uma

algebra comutativa, pelo Lema 2.3.13, obtemos
var(G(M,(F))) = var(M,(F) @ G9) = var(M,(F)).

Exemplo 3.3.6. Para k& > [ > 0 temos var(My,(G)) = var(G(My,(F))). Com efeito,
G(MkJ(F)) = (MkJ(F)(O) & G(O)) S5, (MkJ(F)(l) X G(l)) = MkJ(G) Logo,

V&I(G(Mk,l(F») = var(MkJ(G)).

Exemplo 3.3.7. var(M,(G)) = var(G(M,(F @ cF))), onde ¢* = 1. De fato, temos G(M,(F &
cF)) = (M, (F)®G) @ (cM, (F)MoGW) e assim 1d(M, (G)) = Id(G(M, (F®cF))). Portanto,

var(G(M,(F & cF))) = var(M,(G)).

Observamos assim que as variedades geradas pelas dlgebras verbalmente primas dadas no
Exemplo 3.3.2 coincidem com as geradas pela envolvente de Grassmann de superdlgebras sim-

ples de dimensao finita. Mais geralmente, Kemer em 1984 classificou todas as variedades primas
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que sao geradas por uma Pl-algebra, sobre um corpo de caracteristica zero. Vejamos esse teo-

rema a seguir.

Teorema 3.3.8 ([20], Teorema 3.7.8). Seja V uma variedade prépria de dlgebras sobre um
corpo de caracteristica zero. Entdo )V € prima se, e somente se, V = var(G(A)), onde A € uma

superdlgebra simples de dimensado finita.

Finalizamos esta secao com um resultado que trata da envolvente de Grassmann de uma
superalgebra A que admite uma decomposigao em soma direta (como espago vetorial) de su-

peralgebras. Usaremos esse lema nos proximos capitulos.

.....

-----

..........
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Capitulo 4
Pl-expoente e superalgebras minimais

Com o intuito de analisar o comportamento assintético das sequéncias de codimensoes de
uma algebra A, trabalharemos neste capitulo com o Pl-expoente. Além disso, definiremos
superalgebras minimais, que é um dos principais conceitos deste trabalho, e veremos a im-
portancia dessas superalgebras, ja que elas possuem interessantes consequéncias e resultados
que serao utilizados nos proximos capitulos. Os principais resultados aqui apresentados podem

ser encontrados nos Capitulos 6 e 8 de [20].

4.1 Pl-expoente

Apresentaremos nesta secao a definicao de Pl-expoente e calcularemos o expoente de algumas
algebras, como por exemplo, da algebra de matrizes bloco triangular superior. Na década de
1980, Amitsur conjecturou que o Pl-expoente de uma PI-dlgebra existia e era um inteiro nao
negativo. Em 1999, Giambruno e Zaicev provaram que tal fato é verdadeiro sobre um corpo de
caracteristica zero. Veremos este resultado mais adiante, donde sera permitido calcular o PI-
expoente de qualquer variedade nao trivial. Aqui, assumimos que F' é um corpo de caracteristica
Zero.

Na Secao 2.3, do Capitulo 2, vimos a definigao da n-ésima codimensao de uma F-algebra A, a
qual denotamos por ¢,(A). Agora, considere A uma Pl-dlgebra e seja {c¢,(A)},>1 sua sequéncia
de codimensoes. O Exemplo 2.3.9 nos mostrou que, para uma PI-dlgebra nao nilpotente, temos
cn(A) # 0, para todo n > 1. Com isso, e de posse do Teorema das Codimensoes de Regev
(Teorema 2.3.11), obtemos que a n-codimensao de A ¢é limitada inferiormente e superiormente,

e assim faz sentido introduzirmos a seguinte definicao.

Definicao 4.1.1. Seja A uma PI-algebra. Dizemos que

exp(A) = lim inf {/c,(A)

- n—oo

45
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¢ o expoente inferior de A, e que

exp(A) = lim sup /¢, (A)

n—oo

é expoente superior de A. Quando esses limites coincidem, definimos o expoente (ou
PI-expoente) de A como sendo
exp(A) = lim {/c,(A).
n—oo

No caso em que temos V = var(A), definimos exp(V) = exp(A) e dizemos que exp(V) é o

expoente da variedade V.

Vale ressaltar que, quando houver ambiguidade sobre qual corpo estivermos trabalhando,
usaremos a notagao expp(A) para indicar o corpo sobre o qual estamos considerando a PI-

algebra A e calculando seu expoente.

Exemplo 4.1.2. Pelo Exemplo 2.3.10, sabemos que para a algebra de matrizes triangular
superior UTy(F) e a algebra de Grassmann G, temos ¢, (UTy(F)) = 2" (n —2) +2 e ¢,(G) =

271 para todo n > 1. Logo, é facil ver que
exp(UT5(F)) = exp(G) = 2.

Sejam F' um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e A uma superalgebra de
dimensao finita sobre F'. Pelo Teorema 3.2.6, temos A = A,,+.J, onde J é o radical de Jacobson
de A e A, é uma subalgebra semissimples maximal de A tal que A,, = A1 @ --- D A,,, com

Ay, ..., A, superdlgebras simples. Considere todos os produtos da forma
ByJByJ ---B,_1JB, # {0}, (4.1)
onde By, ..., B, sao subdlgebras distintas do conjunto {A;,..., A}, e r =1,2,.... Definimos
¢ = max dimp(B; & --- & B,) (4.2)

como sendo a dimensao méaxima entre todas as subalgebras By & --- & B, tais que By, ..., B,
satisfazem a Condicao (4.1).
Giambruno e Zaicev, em [18], mostraram que o nimero ¢ definido acima esta intimamente

ligado com o expoente da envolvente de Grassmann da superédlgebra A.

Proposicao 4.1.3 ([18], Proposi¢ao 1 e Proposicao 2). Seja A uma superdlgebra de dimensao

finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Seja ¢ > 0 como definido
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em (4.2). Entao ezxistem constantes Cy,Cy, 11,79, dependendo somente da dimensao de A, tais
que Cy #0 e
Cin™q" < ¢,(G(A)) < Can?q".

Note que, pela desigualdade dada no teorema acima, ao calcularmos lim,, ., {/c,(G(A)),
obtemos exp(G(A)) = q.
Além da conjectura feita por Amitsur, também nos anos 80, Regev conjecturou que, para

qualquer Pl-algebra A, existem uma constante C', um semi-inteiro ¢ e um inteiro d > 0 tais que

cn(A) >~ Cnid™,

cn(A)
Cnadm™

4.1.3, é uma resposta as conjecturas de Amitsur e Regev.

ou seja, lim,, = 1. O préximo resultado, que decorre quase diretamente do Teorema

Teorema 4.1.4. Seja A uma PI-dlgebra sobre um corpo F de caracteristica zero. FEntao

existem um inteiro ¢ > 0 e constantes Cy,Cy, 11,79 tais que Cy #0 e
Cinq" < ¢, (A) < Cyn"q".

Como consequéncia, exp(A) eziste e é um inteiro nao negativo.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.3.15, temos que a sequéncia de codimensoes nao se altera
ao considerarmos uma extensao do corpo F', e assim podemos assumir que F' é um corpo
algebricamente fechado. Considere V = var(A). Como A é uma Pl-algebra, segue que V é
uma variedade nao trivial, e portanto existe uma superalgebra B de dimensao finita tal que
V = var(A) = var(G(B)). Dessa forma Id(A) = Id(G(B)), o que implica ¢,(A) = ¢,(G(B)),
para todo n > 1. Logo, pela Proposicao 4.1.3, obtemos o resultado. 0

Observacgao 4.1.5. Observe que o nimero ¢ dado no teorema acima é proveniente da su-
perélgebra B tal que var(A) = var(G(B)). Mais precisamente, para a superalgebra B = By &
@B, +J(B), temos ¢ = max dim(B;; ®- - -® By,.), onde By, . .., By sdo subalgebras distintas
do conjunto {Bi,..., B}, que satisfazem a Condigao (4.1) e assim exp(A) = exp(G(B)) = ¢.

Calcularemos em seguida o expoente de algumas algebras, incluindo as verbalmente primas.
Mas antes, faremos algumas consideragoes para casos particulares. Sejam F' um corpo de
caracteristica zero e A uma algebra de dimensao finita sobre F. Podemos considerar A como
uma superalgebra munida da Z,-graduacdo trivial, onde A® = A e A = {0}. Neste caso, a

envolvente de Grassmann de A é dada por
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Como F é infinito e G é uma algebra comutativa, pelo Lema 2.3.13, segue que
Id(A) = Id(A ® G) = 1d(G(A)).

Logo, var(A) = var(G(A)) e assim exp(A) = exp(G(A)), donde podemos calcular o PI-expoente
de A da seguinte forma: se A = A1 & --- P A,, + J, com Aq,..., A, superdlgebras simples,
entdo, como exp(A) = exp(G(A)), temos que exp(A) é a dimensdao maxima das subélgebras
semissimples By &- - -® B, que satisfazem ByJ - -- B,_1J B, # 0, onde By, ..., B, sao subdalgebras
distintas do conjunto { Ay, ..., A, }, parar = 1,2, .... Dessa forma, vejamos o seguinte corolario

que exibe o expoente da algebra UT, (F') e da élgebra de matrizes bloco triangular superior
UT(dy,...,dpy).

Corolario 4.1.6. Seja F' um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Para dlgebra
de matrizes triangular superior UT,(F), temos exp(UT,(F')) = n e, para a dlgebra de matrizes
bloco triangular superior UT(dy,. .., d,,), temos exp(UT(dy, ..., dp)) = d + -+ + d?,.

Demonstragao. Vimos no Exemplo 1.3.8 a decomposi¢ao de UT,,(F) = A1 ® --- D A, + J,

onde cada A; = spanp{E;;}, para todo i = 1,...,n. Assim, é valido que o produto
EyEioEy3Essbsy - By 1 n1Ep 1 n0Enn # 0,
com E; € A; e By, € J, para todo ¢ = 1,...,n. Portanto,

exp(UT,(F)) =dim(A; & ---® A,) =n.

Agora, a élgebra de matrizes bloco triangular superior UT'(dy, . .., d,,) é dada por
Mg, (F) Mayxa,(F) -+ Mayxa, (F)
0 Mgy, (F < M, F
UT(dy, ..., dn) = . di( ) ‘ d?*?m( )
O O T Md77L(F)

Além disso, para A = UT(dy,...,dy), temos Ags = A @ --- @ A, (soma direta como
dlgebras), onde A; = My, (F), e J(A) = P,_; Jij (soma direta de espagos vetoriais), em que
Jij & Mg,xa,(F). Nao é dificil verificar que

A1J12A2J23A3 T Amflt]mfl,mAm 7& 0.

Dali, concluimos que
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exp(UT (dy, ... ,dy)) =dim(Mg (F)@® - & My, (F))=d* + -+ d?,. O

Observagao 4.1.7. Note que, para um corpo de caracteristica zero, se A é uma superalgebra
semissimples de dimensao finita com graduacao trivial, entao seu radical de Jacobson J(A) =
{0} e assim A =A; & --- ® A,,. Dessa forma, exp(A) = max;<;<,, {dimpA;}.

Por fim, calculamos o expoente das algebras verbalmente primas no préximo corolario.

Lembramos que essas algebras foram descritas na Secao 3.3.

Corolario 4.1.8. Seja F' um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. FEntao o
Pl-expoente da dlgebras verbalmente primas sao:

(1) exp(M, (F)) = n%

(2) exp(My(G)) = (k +

(3) exp(M,(G)) = 2n?.

Demonstragao. Primeiramente, como M, (F') possui graduagao trivial, temos exp(M,,(F)) =
dimp (M, (F)) = n®. Agora, recordando que G(My(F)) = My, (G) e G(M,(F&cF)) = M,(G),
segue que exp(My,(G)) = dimp(My (F)) = (k+1)? e exp(M,(G)) = dimp (M, (F@cF)) = 2n?

O

4.2 Superalgebras minimais

Nesta se¢ao trabalharemos com um conceito fundamental desta dissertacao, o de superalgebras
minimais. Daremos exemplos a fim de fixar as ideias e apresentaremos resultados importantes
sobre as estruturas de tais superalgebras. Ao longo desta secao, F' sera um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero.

Conforme foi visto no Teorema 3.2.4, temos que qualquer superalgebra simples de dimensao
finita sobre F' é isomorfa a uma das seguintes superalgebras:

(1) M, (F), com a graduagao trivial;

(i1) Mu(F), k= 1> 0;

(i13) M,(F & cF), com ¢* = 1.

Assim, ao lidarmos com esses tipos de superalgebras, temos meios mais praticos para se deter-
minar alguns resultados.

Seja A = A® @ AMD uma superalgebra de dimensdo finita. Como foi visto no Corolério
3.2.7, podemos escrever A = A, + J(A), onde Ay é uma subdlgebra semissimples maximal de
Aje Ay = A1 @ -+ @ A, (soma direta de dlgebras), com Ay, ..., A, superdlgebras simples.
Além disso, J(A) = J = J© @ JM é o radical de Jacobson de A. Entdo, quando citarmos A,

uma superalgebra de dimensao finita, lembremos dessas notagoes aqui fixadas.
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Definigao 4.2.1. Seja A uma superalgebra de dimensao finita. Entao A é uma superalgebra

minimal se A é uma superdlgebra simples ou se A = A, + J, onde:

(1) Ass = A1 @D A, com Ay, ..., A, superdlgebras simples e m > 2;

(17) existem elementos homogéneos wia, ..., Wym_1m € J @y Jm e idempotentes graduados
minimais e; € Aq,...,e, € A, tais que
€iW;i+1 = Wi i+1€6i+1 = Wi4i+1, 1= 1, e, — 1, (43)
e
W12W23 * * * Win—1,m # 0; (4-4)
(119) wia, ..., Wym—1,m geram J como ideal bilateral de A.
Lembramos que dizer que o conjunto X = {wya, ..., Wn_1,,} gera J como ideal bilateral de

A é o mesmo que dizer J = {>, a;x;b; | a;,b; € A, x; € X}

Exemplo 4.2.2. As superélgebras simples de dimensao finita M, (F), My, (F') e M, (F & cF),

com ¢? = 1, sao superdlgebras minimais.

F F F
Exemplo 4.2.3. Seja A= | 0 F F | com a graduacao trivial. Note que a decomposi¢ao
0 0 F

de Wedderburn-Malcev da superdlgebra A é dada por A = A; & Ay @ A3 + J(A), onde A; =
spanp{E;;}, para i = 1,2,3, e J = spanp{E12, F13, Fa3}. Se tomarmos e; = Ejq, eo = Fgg €
es = Fs3 e, além disso, escolhermos wio = Eia, wa3z = Ea3, obtemos que e;w; 11 = W; i41€i41 =
w; i1, para ¢ = 1,2. Temos também que J é gerado como ideal bilateral de A por {E\2, Fas}.
Logo A é uma superélgebra minimal. Em geral, a dlgebra UT,(F'), das matrizes triangulares

superiores com a graduacao trivial, é uma superalgebra minimal.

MQ(F) * *
Exemplo 4.2.4. Considere A = 0 M;(F) * com a graduacao trivial. Dessa
0 0 M;(F)

forma A é uma superalgebra minimal. Para ver isso, basta tomar e; = Ejj,e5 = Fs3,e3 =

Eg, wip = E13, w93 = Esg.

Exemplo 4.2.5. Seja A =
0 F

M (F) ngl(m): f;
0

o o

0 0 F 0

F @G| F 0 F|. Nessecaso,
0 0 0 0

e

temos que A é uma superdlgebra minimal. De fato, tome e; = Ey1, es = Fs3 e wio = i3, e

note que as condicoes da Definicao 4.2.1 sao satisfeitas.
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Em geral é facil ver que a élgebra UT (k + [, m) munida com cada uma das Zs-graduagoes
vistas no Exemplo 3.1.21 satisfaz as condigoes da Definicao 4.2.1, e assim é uma superalgebra
minimal.

Observe que a condigao (i7) da Defini¢ao 4.2.1 implica em eqwi2€2Was « -+ €m—1Wi—1.mEm 7 0,
com e; € A; e w41 € J. Portanto, A;JAyJ---JA,, # 0, mas em geral nao é verdade que
Ay JALJ -+ JA;,, # 0, para qualquer escolha de iy,...,4, (veja que j& no Exemplo 4.2.3,
temos AsJA;JJA3 = 0). Disso observamos que a ordem das componentes simples Ay, ..., A, é
importante. Assim, no decorrer dessa secao e nos proximos capitulos concordamos que se A é

uma superalgebra minimal tal que A=A, ®---® A,, + J, entao A1 JAsJ --- JA,, # 0.

Observagao 4.2.6. Considere A = A+ J(A) = A1 @+ DA, + J(A) uma superalgebra mini-
mal. Como Ay JAsJ -+ JA,, # 0 e, relembrando que exp(G(A)) = ¢, onde ¢ = max dimp(B; &
---@® B,), tais que By, ..., B, sao subélgebras distintas contidas no conjunto {Ay, ..., 4,,} que

satisfazem a condigao By JBsyJ - - - JB, # 0, concluimos que
exp(G(A)) =dimp{A; & - ® A} = dimpAs,.

Lema 4.2.7. Seja A uma superdlgebra minimal tal que A = A+ J, com Ay = A1 --- DA,
Al, ce ,Am supercilgebms sz'mples, € W12, ..., Wm—1,m e J. Entao Wy j+1W5 541 # 0 ou wi,iJrlAj %

0 se, e somente se, j =i+ 1. Além disso, A;A; # 0 ou Ajw; ;41 # 0 se, e somente se, j = 1.

Demonstracao. Observe primeiramente que, como Ag, = A; @ - -+ @ A, (soma direta como
algebras), temos A;A; # 0 se, e somente se, ¢ = j. Dessa forma, lembrando das Condigoes
(4.3) e (4.4) da Definigao 4.2.1, considerando os idempotentes graduados minimais e; 1 € A;,1,
e;j € Aj, obtemos w; i1 1wjj+1 = Wiip1€i41€;Wj 11 7 0 se, e somente se, j = i + 1. E valido
também que w;;114; = w;;+1€,414; # 0 se, e somente se, 7 = i + 1. De maneira similar,

Ajw; ;41 # 0 se, e somente se, j = 1. 0

Queremos agora ver como sao as estruturas de uma superdlgebra minimal A.
Consideremos A = A + J(A) uma superalgebra minimal, com Ay, = A & --- @ A,,, onde
Ay, ..., A, sao superalgebras simples e, além disso, wys, . .., Wp—1,m a0 0s elementos geradores

de J(A), conforme a Defini¢ao 4.2.1. O seguinte lema nos fornece uma primeira estrutura para

A.

Lema 4.2.8. Seja A uma superdlgebra minimal. FEntdo A tem a sequinte decomposi¢ao em

soma direta (como espago vetorial) de superdlgebras

1<i<j<m
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onde Ay = Ay, ..., Apm = A, e, para todo i < 7,
Aj = Awiipi Air - - Ajowjo A

Além disso, J = ®;<jAi; e AijA = 0 A, onde i, € o delta de Kronecker.

Demonstracao. Temos que A = A1 ®---® Ay +J, onde A;; = A; paratodo 1 <i <me J
é gerado como ideal bilateral de A pelos elementos wis, ..., Wy—1,. Assim, cada elemento de

A é uma combinacao linear de elementos b € A, = A1 @ -+ - D A, ou de produtos da forma
A1 Wiy i +102Wiy 041 *° * Wiy i +10k+1 € J,

com a,...,ar € Ags e kK > 1. Pelo Lema 4.2.7, esse produto é nao nulo somente quando
W+ 1=1dg,...;0h1+1=dpea €A,...,ap41 € Aj, 41, € assim tal produto pertence a
A;,i,+1. Portanto, A é soma dos subespagos A;j, com 1 < i < j < m, e J = Ziq Aij.
A fim de mostrar que a soma é direta, considere uma soma Zig i = 0, com a;; € Ajj.
Para 1 < k < [ < m fixos, sejam 1, e 1; as unidades de A, e A;, respectivamente. Dali,
temos Zigj 1xa;j1; = 0, o que implica ay = 0. Assim, a soma A = ®1<i<j<mAi; € direta e
J = @icjAyj.

Por fim, temos

AijAkl = (Aiwi,i+1Ai+1 T Ajflefl,jAj)(Akwk,k+1Ak+1 o 'Alflwlfl,lAl)
= Aiwi,i—i-lAz’-i-l Tt Aj—le—l,j '(AjAk>'wk,k+1Ak+1 e 'Al—lwl—l,lAl

N——

=0, A;j A,

2
= A1 Aipr - Ajwjoag - AY - wj i A Alwi g Ar

Como A; é uma superalgebra simples, segue que A? = A; e portanto A;j Ay = 6;,As. Logo
temos também que, para todo 1 < i < j < m, A;; é uma algebra e, claramente, uma su-

peralgebra. 0

Como vimos acima, se A é uma superdlgebra minimal, entao A se decompoe em soma direta

(como espago vetorial) de superdlgebras A = @, ,;,, Aij. Paral <7 <s <m, consideremos

A(r,s) = @ AZ] (45)

Note que claramente A9 & uma superalgebra minimal, para todo 1 < r < s < m. Neste
texto, denotaremos por A — A™*) a soma de todos os A;;’s que nio aparecem como somandos
em A
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Exemplo 4.2.9. Se A é uma superalgebra minimal e A = P, ;< ;<5 4ij, entao
AP = Agy @ Aps & Agy ® Asz ® Azy @ Aug e

A—ACPY = A @A © Az © Ay © Ay © Ags © Azs O Ags © Ass.

Em particular, no caso em que A = UT(1,1,2,2,3) munida, por exemplo, da graduagao
trivial, tomando e; = Ei1,ey = Fy,e3 = F33,e4 = Fs5,e5 = Er7, e wia = Eig, wes = o3, w3y =
Es5,wys = FEs7, temos que A é uma superalgebra minimal. Além disso, a decomposicao de A

na forma A = P, Aij pode ser explicitada na divisao em blocos

X

Il
© o olo oo ool
© o olo oo oM
© o olo ol HiblY
© o olo ol Hibly
© o ol Tl My
o o olq Tl MY
S B N s B B e e s B e
S B N s B B e B s B B>
I B N s B B e B s B B>

onde, para cada 1 < i < j < 5, temos que A;; corresponde ao bloco da posi¢ao (4, ). Por

exemplo, Asy = spang{Fas, Eas}. Assim,

A(2,4) _ e A— A(2,4) _

o O oo o|lo o|lo|o
o O o|lo oo oMo
o o ol ol MiM|lo
o o ol ol MiM|o
© o ol ™lY "ib|o
© o ol ™Y 9ib|o
o O oo o|lo o|lo|o
O O oo o|lo o|o|o
o O oo o|lo o|lo|o

© o olo oo oo
© o olo oo oo
© o ol oo oo
© o ol oo oo
© o ol oo oo
© o ol oo oo
Sl o e B N e I Bea R e
Sl o e M N e IS Bea R e
Sl o e M N e IS Bea R e

Observacao 4.2.10. Se f = f(z1,...,7,) é um polindmio em F(X), tal que f € Id(A™))
para alguns 1 < r < s < m, entdo f(A) C A — A", De fato, para cada a, € A, podemos

escrever aj = E1gigjgm ay’, onde ay’ € A;;. Assim, lembrando que A;;j Ay = 0, A, temos

f< S, SRt Za;wn) —G+h,

1<ii<jis<m 1<iz<ja<m 1<in<jn<m
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com g sendo a soma de todos os monomios (em elementos de A) tais que em todas as posigoes

Z‘?

temos apenas elementos akj € A" e h sendo a soma de todos os monomios (em elementos de
A) tais que em cada mondmio aparece pelo menos um a;'g’j € A— A9 Pela definicao dos Aij,
vale que h € A— A Mais ainda, como f € Id(A"*)), todos os polinémios multihomogéneos
que sdo consequéncias de f também pertencem a Id(A*)) e assim segue que g = 0. Portanto,

concluimos que f(A4) C A — A",

Observagao 4.2.11. Note que se A é uma superalgebra minimal tal que A = @1§i§jgm Aij,
entao, pelo Lema 3.3.9, G(A) = @,.icjc,, G(Aiy). Além disso, G(Ay)G(Ap) = 6;G(Aq).
Assim, segue da observacio anterior que, se f é um polinomio em F(X) tal que f € Id(G(A™*))
para alguns 1 <r < s < m, entdo f(G(A)) C G(A) — G(AT).

Veremos agora um lema essencial neste trabalho. Ele diz que, dada uma superédlgebra
minimal A = A+ J, em que A,y = A1 @ --- D A, entao o produto dos T-ideias verbalmente
primos Id(G(A;)) - - - Id(G(A,,)) esté contido em Id(G(A)).

Lema 4.2.12. Se A=A+ J, com Ags = A1 ®--- D A,,, € uma superdlgebra minimal, entao
[A(G(A) -+ 1d(G(Ay)) € A(G(A)).

Demonstracao. Para mostrar que Id(G(A4,))---1d(G(A,)) C I1d(G(A)), consideremos f; €
Id(G(AL), ..y fm € IA(G(A)) e f = fi+++ fm. Usaremos indugao sobre o nimero de compo-
nentes Zo-simples da superalgebra minimal A. Se m = 1, entao J = J(A) = 0 e portanto a con-
clusao é imediata. Considere entao m > 2 e suponha por inducao que, se A é uma superalgebra
minimal com m — 1 componentes Zs-simples, entao a afirmagao é valida. Assim para a su-
peralgebra minimal A%™~Y temos, pela hipdtese de inducdo, que Id(G(A;)) - --Id(G(A,,_1)) C
Id(G(AD™=D)) e assim f1--- fr1(G(A®™ D)) = 0. Note que, como A = AL™ D g A, @
Ao @ -+ - @ Ay, pelo Lema 3.3.9 temos G(A) = G(AY™ NS G (A1) @ - - - D G(Apm). Disso,
uma vez que fi -+ fm1(G(A®™Y)) = 0, pela Observacio 4.2.11 segue que

fio fm-1(G(A) C G(Am) @ -+ - ® G(Apm)- (4.6)
Por outro lado, como f,, € Id(G(A,,)), novamente pela Observacao 4.2.11 temos
fm(G(A)) € G(A) & -+ ® G(An1) & G(J). (4.7)
Portanto, segue de (4.6) e (4.7),
F(G(A)) € (G(Am) @ - & G(Amm))(G(A) ® - @ G(Am-1) ® G(J)).

Como Az = Aii; J = @1Si<j§mAij (S AijAkl = jkAil7 entao Asz =0e AzmAt = 0, 1=
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L,...om,t=1,...,m—1. Logo, parai=1,... m,t=1,...,m—1, temos G(A;,,)G(4;) = 0,
G(Aim)G(J) = 0. Assim, f(G(A)) C {0}, donde f € Id(G(A)), como queriamos. 0O

O nosso préximo lema tem por finalidade exibir elementos que geram as superalgebras A;;
como um (A4;, A;)-bimédulo. Contudo, para isso, fazemos algumas consideragoes, como seguemn.

Pelo Lema 4.2.8, A = ®1<i<j<mA;; (soma direta como espaco vetorial). Consideremos o
caso em que m > 3, ou seja, A possui pelo menos trés componentes de superalgebras simples
e, nesse caso, nosso objetivo é determinar a estrutura dos subespacos w;_1;A;w; 41, para i =
2,...,m — 1. Note que se m = 1 ou m = 2, entao nao teriamos tais subespacos.

Primeiramente, suponhamos que as superalgebras A; sejam isomorfas ou a M, (F') ou a

My (F'). Portanto, pela Observacao 3.2.10, temos que e;A;e; = spanp{e;} e assim
wi—l,z’Aiwi,i+1 = wi—l,ieiAieiwi,i—‘rl = SpanF{wi—l,iwi,i—l-l}-

Agora, se as superélgebras A; sao isomorfas a M, (F @ ¢;F), com ¢? = 1, entao de acordo

com a Observagao 3.2.10 segue que e;A;e; = spang{e;, ¢;e; }. Com isso,
wifl,iAiwi,iJrl = wifl,ieiAieiwi,iJrl = SpanF{wi—l,iwi,Hl’ wifl,icz’wi,iJrl}-

A Condigao (i77) da Defini¢ao 4.2.1 diz que wiowaz -« Wy—1,m # 0 e isso implica que
Wi—1,iWii+1
# 0, paratodot=2,...,m — 1.

Estendendo esse processo para quaisquer ¢, 7 com j — ¢ > 2, definimos

wz’j(Qi+17 e ;%’71) = Wi i4+19i+-1Wi41,i42 * * - Wj—2,j-1¢j—-1Wj—1,5,

onde ¢, = 1 se A, é uma superalgebra simples M, (F) ou My;(F), e q =1ougq =c, se A, é
uma superalgebra simples M, (F @ ¢, F), com ¢ = 1. Denotaremos apenas como w;; quando
tratarmos de w;;(1,...,1), isto é, w;; == w;;(1,...,1).

Temos assim que w; ;41411 -+ Aj_jw;_1; é gerado, como espago vetorial, pelos elementos

W;;(¢it1, - - -, qj—1) para todos os possiveis valores de git1, ..., qj-1.
Lema 4.2.13. Seja A uma superdlgebra minimal. Entdao, os elementos

wij(Qi—l-h e 7qj—1)7

para todos os possiveis valores de qit1,...,qj—1, geram A;; como um (A;, Aj)-bimddulo. Além

disso, w;; = w;;(1,...,1) gera um (A;, Aj)-bimddulo irredutivel graduado naio nulo.
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Demonstracao. Para (7, j) fixocom 1 < i < j < m, temos A;; = Ajw; ;114,41 - - Ajjwj_q ;A

e, pela discussao acima, w; ;14,41 - Aj_1w;_1; é gerado pelos elementos w;;(git1,--.,qj-1),
para todos os possiveis valores de gj41,...,¢j—1. Logo a primeira parte do lema estd concluida.
Agora, para qualquer w = w;;(¢;+1, ..., ¢j—1) # 0, temos

€W = €W;i+14i+1Wit1,i42 - Wj—2,j-1¢j—1Wj—1; = Wi i+14i+1Wi41,i+2 - Wj—2,4-1¢j—-1Wj—1; = W

e também we; = w. Logo podemos identificar A;wA; = Ae;we;A; com Aje; ® e;Aj através de
Yo awb; = Y a; ® b, Como Aje; ® e;A; é um (A;, A;)-bimédulo irredutivel graduado (veja

Lema 3.2.9) concluimos que A;wA; é um (A4;, A;)-bimédulo irredutivel graduado nao nulo.

4.3 Relacoes entre superalgebras de dimensao finita e as
minimais

Nesta secao veremos a ligacao que temos ao tratarmos de superalgebras de dimensao finita e

superalgebras minimais. Comegamos com o seguinte lema.

Lema 4.3.1. Seja B uma superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo F' algebricamente
fechado de caracteristica zero, B = Bgs + J onde Bgg = A1 ® -+ ® A, com Ay,... A, su-
peralgebras simples. Se m < n € tal que A, JA.,J---JA, # 0, onde A, ,Ar,,..., A, Sao
superdlgebras simples do conjunto {Ay, ..., A,}, entao existe uma superdlgebra minimal A con-

tida em B tal que Ags = A,, & --- D A,,,.

Demonstracao. Por hipdtese, para algum m < n, temos A, JA,,J---JA, # 0. Assim,
existem x1,...,2,-1 € Jea € A, ,...,an € A,, que satisfazem
A1T1G2 ** * Ay 1Ty 1y 7 0. (4.8)

Agora note que, para cada 7, podemos escrever a; = ago) + al( ). com a ) e A,ﬂz e a ) e A,ﬂz ,

z; =2\ + 2 com 2% € JO ¢ 2V € JO. Entao, de (4.8), temos

(0t + ai) (@t + 2i) - (@l + ) )(al) + al)) £ 0.

Distribuindo esses produtos, segue que existem 1,7y, ..., Mm—1,&m € {0, 1}, tais que
ol i o) 20
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Isto quer dizer que podemos assumir que xi,...,Zy,_1,01,...,0, sao elementos homogéneos.

Sejam 1y,...,1,, as unidades de A,,, ..., A, , respectivamente. Novamente, de (4.8), temos
11(&1.%1&2)12(1’2@3)13 s 1m,1(xm,1am)1m 7£ 0. (49)

Pelo Lema 3.2.8, cada unidade 1;, com j = 1,...,m, pode ser decomposta como soma
de idempotentes graduados minimais, isto é, para cada 1; € A,, = Afg) @ Ag), esCrevemos

l; =eji+eja+--+ej,, ondeej € A;?.), para todo t € {1,...,n;}. Assim, de (4.9), seque que
(er1tera+- - -Few ) (a1m1a)(eq1 o+ - Fean, ) (2203) - - - (Tim—10m) (Em1+-Ema+- - - +€mn,,) 7 0.
Isso implica que existem idempotentes graduados minimais e; € A,,,..., e, € A, , tais que

e1(arriag)es(raasz)es - - em1(Tm_1am)em # 0.

Definimos
W12 = 61(a1$1a2)€2, Wa3 = 62(€E2a3)€3, Wzyq = 63($3a4)904, vy Wm—1m = €m—1($m—1am)€m-
Tais elementos pertencem a .J, uma vez que J é ideal bilateral de A e xy,..., 2,1 € J, e além

disso sao homogéneos, satisfazendo as seguintes propriedades:
€1Wi2 = 6161(a1$1a2)€2 = 61(a1$1a2)€2 = 61(CL1$1G2)€2€2 = W22,

eiW;it1 = €;€;(T;ai11)ei1 = €;(T;ai11)ei1 = €;(Tiai41)€i41€i01 = Wir1€i41, 1=2,...,m—1,
Wig* Wy—1,m = €1(a1710z)e2(T2a3)e3 - €m1(Tm—10m)em # 0.

Seja A=A, @&--- DA, +J(A) a dlgebra gerada por A,,,..., A, Wiz, ..., Wy_1,m, sobre
F. Temos que A C B e o radical de Jacobson de A ¢é gerado por wis,. .., Wn—1m, j& que
W12, . . ., Wm—1,m pertencem ao radical de Jacobson de B e assim geram o ideal nilpotente ma-
ximal de A. Logo, A satisfaz as condigoes da Definicao 4.2.1, e assim A é uma superalgebra

minimal contida em B tal que Ass =A,, &--- B A, . 0

O Teorema de Kemer, que vimos na Secao 3.3, garante que toda variedade de algebras
associativas, sobre um corpo de caracteristica zero, é gerada pela envolvente de Grassmann de
uma superalgebra de dimensao finita. O proximo resultado estabelece que, dada uma variedade
de algebras, temos a existéncia da envolvente de Grassmann de uma superalgebra minimal nessa

variedade.
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Lema 4.3.2. Seja V uma variedade de dlgebras sobre um corpo F' algebricamente fechado de
caracteristica zero. Se exp(V) > 2, entao existe uma superdlgebra minimal A com subdlgebra

semissimples mazimal Ags tal que G(A) € V e exp(V) = dimpAss.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.3.4, existe uma superalgebra de dimensao finita B tal que
V = var(G(B)). Considere By = A @ --- @ A,, com Aj,..., A, superélgebras simples.
Entao, pela caracterizagao do expoente que vimos na Secao 4.1, temos que existe 1 < m < n
tal que A, JA,,J--- A, | JA, # 0com A, , A, ..., A, superdlgebras simples distintas
pertencentes ao conjunto {Ay,..., A,}, e exp(V) = exp(G(B)) = dimp(A,, & --- D A,).

Com isso, pelo Lema 4.3.1, existe uma superalgebra minimal A contida em B de tal forma
que A = Ags + J(A), com Ags = A, @ --- D A,,. Logo, exp(V) = dimpAs. Como A C B,
segue que G(A) C G(B), e isso implica G(A) € var(G(B)) = V, como queriamos. 0O

Exemplo 4.3.3. Se V = var(UT»(F)), entao exp(V) = exp(UT2(F')) = 2 (veja Exemplo 4.1.2).
Logo, considerando A = UT,(F') com a graduagao trivial, temos que A é uma superélgebra
minimal e G(A) € V, pois Id(G(A)) = Id(A® G©) = Id(A) = Id(UTy(F)) (veja Lema 2.3.13).
Além disso, exp(V) = 2 = dimpAs,.

Por outro lado, se considerarmos V = var(G), onde G é a dlgebra de Grassmann, entao temos
exp(V) = exp(G) = 2 (veja Exemplo 4.1.2). Neste caso, a superalgebra minimal A = F & cF
(em que ¢® = 1) é tal que G(A) € V, pois Id(G(F & cF)) = 1d(G) (veja Exemplo 3.3.7). Além
disso, exp(V) = 2 = dimp(F @ cF') = dimpAgs.

No proximo resultado veremos que, se A é uma superalgebra minimal com Zs-graduacao
trivial, entao A pode ser realizada como uma algebra de matrizes bloco triangular superior com

Zo-graduacao trivial.

Lema 4.3.4. Seja A uma superdlgebra minimal, sobre um corpo algebricamente fechado de

caracteristica zero, com Zs-graduagdo trivial. Entio Ay = Ay @ -+ @ Ay, com A; = My, (F),

a dlgebra de matrizes com Zo-graduacao trivial, para todo 7 =1,...,m. Além disso,
Mg, (F) Ma,xa,(F) -+ Mayxa, (F)

0 My (F) - My (F
AgUT(dlavdm): . d.( ) . ’ d< )

0 0 s My, (F)
ou seja, A € isomorfa a uma dlgebra de matrizes bloco triangular superior com Zs-graduacao

trivial.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.3.5, segue que Ags = Ay & --- @ A, com A; = Mdj(F), a

algebra de matrizes com Zs-graduacao trivial, para todo j =1,...,m.
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Assim, podemos identificar a algebra A, = Ay & --- & A, com uma subdalgebra de M, (F)

de matrizes bloco-diagonal, onde ¢ = d; + - - - + d,,,. Basta considerar
0=0q=di,...,.qp=di+ +dp,....¢m=d1+--+dn=2q.

e A; o espaco vetorial gerado por todas as matrizes unitdrias e, g com ¢j_1 +1 < o, 8 < gj,
j=1...,m.
Como A é uma superalgebra minimal, existem idempotentes graduados minimais €4, 4, ; €asays

cCamam cOM ¢ +1 <o <gi=1,...,mew;;1; € J, onde
Caja; Wiit1l = Wi i+1€a; 10501 — Wii1-

Além disso, pelo Lema 4.2.8, A = ®1<i<j<mAij, e parai < j, Ajj = Ajw; i 1Wi1i42 - - wj—1,;A;5,
Wi it1Wig1 442 - Wj—1j 7 0, j& que A possui graduagao trivial.

Definiremos elementos z,; em A e mostraremos que tais elementos formam uma base de A
com as mesmas constantes estruturais de UT'(dy, ..., d,).

Para todo 1 <1i < j < m, considere o par (r,s) talque 1 <r <s<gq, ¢1+1<r<gqe

¢j—1 +1 < s < g;. Entao definimos

€rs, se 1 =17
Tps = o
€ra; Coso; Wiit1Wit1,i42 ** * Wj—1,j€a;0;€aj,s, S5€ 1 < J.
Temos assim que os elementos z,; sdo todos nao nulos, pertencem a A;; e claramente {x,s},
gera A como espaco vetorial. Mais ainda,

Trsi = 6slxrk- (410)

Afirmamos que os elementos x,; sao linearmente independentes, pois se Zr’s Arsrs = 0,

entao de (4.10), para rg, so fixos, temos
0= €roro ( E )\rsmrs> €s0sog — Lroro ( E )\rsxrs> Lsgsg — /\rosoxroso
TS T,

e portanto A, = 0.
Dessa forma, {z,s},s ¢ uma base de A. Por fim, como x,,x;, = 042k, a aplicagdo natural

(> arsrs) = > arsers € um isomorfismo de A sobre UT(dy, . .. ,d,,), como queriamos. 0

Sendo assim, o Lema 4.3.4 tem como consequéncia quase imediata o préximo teorema.
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Teorema 4.3.5. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo F algebricamente
fechado de caracteristica zero, A = Ags + J, onde Ags = Ay @ -+ @ A, com A; = My, (F),
1 <14 < n. Separa algum m < n temos A, JA,,J---JA,  # 0, onde A, ,A,,,..., A, sao
superdlgebras simples pertencentes ao conjunto {Ai, ..., An}, entdo A contém uma subdlgebra
isomorfa a UT(dy, ..., dy,).

Demonstracao. Note que podemos ver A como uma superdlgebra com Zs-graduagao trivial.
Sob as hipoteses do teorema, para algum m < n, temos que A, JA,,J---JA, # 0. Logo, pelo
Lema 4.3.1 existe uma superalgebra minimal B contida em A tal que Bss = A, & --- D A,, .
Ja que B também possui uma Zs-graduacao trivial, concluimos pelo Lema 4.3.4 que B =

UT(dy,...,dy), e assim A contém uma subdlgebra isomorfa a UT(dy, ..., d,). 0O

Em geral, sejam A e B superalgebras minimais, sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero, com subdlgebras semissimples maximais Zo-estaveis A,, e B,,, respectiva-
mente. Vimos no Lema 4.3.4 que, se A e B tém ambas Zy-graduacao trivial, entao a existéncia
de um isomorfismo de superdlgebras entre A,y e By, (que neste caso é um isomorfismo de
algebras entre Ay e Bs,) implica necessariamente em um isomorfismo entre A e B. Podemos
assim nos perguntar se, em geral, um isomorfismo de superalgebras entre A,, e B, implica
em um isomorfismo de superalgebras entre A e B. Vejamos entao alguns exemplos que nos
mostram o que pode acontecer quando A, e By sao isomorfas como superalgebras. Nestes
exemplos estaremos usando a nomenclatura introduzida na Observacao 3.2.5.

Caso 1: A, e B,, tem apenas componentes Zs-simples do tipo A. Neste caso, A serd
isomorfa a B como dlgebra nao graduada, uma vez que ambas serao isomorfas a UT(dy, . .., dy,),
para algum m > 1 (veja Teorema 4.3.5). Sobre a existéncia (ou nao) de um isomorfismo de
superalgebras entre A e B temos as seguintes possibilidades:

(1) A e B sao isomorfas como superélgebras: Tal situa¢do ocorre sempre que A e B estao
munidas da Z, graduagao trivial (veja Lema 4.3.4), mas também no caso nao trivial (veja
Exemplo 3.1.20).

(71) A e B nao sao isomorfas como superélgebras: Veja Exemplos 3.1.19 e 3.1.21.

Caso 2: Superalgebras simples do tipo B também aparecem na decomposicao de A, e Bs,.
Neste caso, nao podemos garantir nem mesmo que A e B sao isomorfas como algebras nao

graduadas. Vejamos um exemplo.
Exemplo 4.3.6. Considere a dlgebra M, (F@®cF), ¢ = 1. O Exemplo 3.1.17 nos mostra que e-

M, (F)
Denotando M, (F) por M, consideremos as seguintes algebras Ry e Ry, com suas respectivas

M, (F 0
xiste uma correspondéncia dessa algebra com a algebra de matrizes diagonal ( (F) ) .
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graduacoes
M 0 M M A 0 C D A0 D
Ry — 0O M M M _ 0 A D C | 0o -A -D -
0 0 M 0 0 0 B O 0 0 B’ 0
0 0 0 M 0 0 0 B 0 O 0 -B
e
M 0 0 M A0 0 C A0 0 D
Ry — 0O M M 0 _ 0 A C 0 | 0o -A -D 0 |
0 0 M 0 0 0 B O 0o 0 B 0
0 0 0 M 0 0 0 B 0 O 0 -B

onde A, B,C,D, A", B',C", D" € M,(F). Pode-se verificar que R; e Ry sdo superélgebras mi-
nimais. Observe que ambas as superdlgebras R; e Ry tém subdlgebra maximal semissimples
Zo-estaveis isomorfas a M, (F @ cF) & M, (F @ c¢F'). No entanto, R; e Ry nao sao isomorfas

nem mesmo como algebras.

Vemos assim que, em geral, se A e B sao superalgebras minimais, o isomorfismo de su-
peralgebras entre A, e B, nao necessariamente implica em um isomorfismo de superalgebras
entre A e B. Contudo, veremos no Teorema 6.1.1 que, embora A e B possam ser superalgebras
nao isomorfas, se tomarmos a envolvente de Grassmann das superalgebras A e B, entao a exis-
téncia de um isomorfismo de superalgebras entre A, e By, implicara necessariamente em uma
Pl-equivaléncia entre G(A) e G(B).
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Capitulo 5
Envolventes supercomutativas

Neste capitulo introduziremos a defini¢ao de élgebra livre supercomutativa S = F[U, V] sobre
um corpo F' e, a partir dessa algebra, definiremos a superenvolvente de uma superalgebra
A, denotada por S(A). A superenvolvente possui interessantes ligacoes com a envolvente de
Grassmann e, no caso em que A é uma superalgebra minimal, veremos que S(A) desempenha
um papel fundamental na demonstracao do Teorema 6.1.1. Os resultados aqui trabalhados
podem ser encontrados na Segao 3.8 e no Capitulo 8 de [20]. Assumimos que F' é um corpo de

caracteristica zero.

5.1 Definicoes e resultados basicos

Primeiramente vamos apresentar o conceito de superalgebra supercomutativa, para entao definir-

mos a superenvolvente de uma superalgebra A.

Definicao 5.1.1. Seja A = A©® @ AM uma superdlgebra. Se, para todos os elementos ho-
mogéneos a,b € A, tivermos ab — (—1)!%lbg = 0, entdo dizemos que A é uma superdalgebra

supercomutativa.

Note que a algebra de Grassmann com a graduacao canonica, vista no Exemplo 3.1.8, é
uma superalgebra supercomutativa.

Iremos agora definir um outro objeto algébrico relevante na Pl-teoria. Assim como temos
F(X) a algebra livre associativa unitdria gerada por um conjunto infinito e enumeravel de
variaveis nao comutativas, podemos construir a algebra livre supercomutativa gerada por con-
juntos infinitos e enumeraveis de variaveis comutativas U e anticomutativas V e que serd de-
notada por F[U,V].

Mais precisamente, sejam U = {uy, ug,...} e V = {vy,v9,...} dois conjuntos enumeraveis.

Definimos S = F[U, V] como sendo a dlgebra com unidade gerada por UUV, sujeita as condigdes

63
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que os elementos de U sao centrais e os elementos de V' anticomutam, isto é,
S = <1,U1,’01, U, Vg, . .. ‘ U;Uj = UjUi, ViVj = —VV;, UiV; = VU4, Z,j = 1, 27 . >

Pode-se verificar, sem muitas dificuldades, que a algebra S é uma superdlgebra com a
graduacdo S = S© @ 5™ onde S é gerado, como espaco vetorial, por todos os monomios de
S contendo um ntimero par de varidveis de V, enquanto SV é gerado, como espaco vetorial,
por todos os mondmios de S contendo uma quantidade impar de variaveis de V.

A superalgebra S = F[U, V] tem a seguinte propriedade universal: dada qualquer &lgebra
supercomutativa A e qualquer aplicacio ¢ : {U,V} — A tais que o(U) C A® e (V) C AD,

temos que ¢ se estende unicamente a um homomorfismo de superdlgebras @ : S — A.

Definigao 5.1.2. A dlgebra S = F[U,V]| é chamada de algebra livre supercomutativa
sobre F' gerada por conjuntos enumeraveis U e V' constituidos por varidveis que comutam e

anticomutam, respectivamente.

Observacao 5.1.3. Seja GG a algebra de Grassmann. Podemos identificar os geradores ey, es, . . .,
de G como os elementos vy, vy, ..., de S de maneira natural. Assim, G é uma subalgebra de S
com uma Zy-graduacdo induzida, onde G® é o espaco gerado por todos os monomios em v's
de tamanho par e GV é o espaco gerado por todos os monémios em v}s de tamanho fmpar.
Logo, S = F|U] ®Fr G.

Definigao 5.1.4. Seja A uma superalgebra. A superenvolvente de A é a superdlgebra
S(A) = (A9 @ SO) g (AD @ §M),
Podemos também dizer que S(A) é a S-envolvente de A.

A seguir, veremos uma consequéncia de quando tivermos uma superalgebra A e um polinomio

multilinear que nao é uma identidade de S(A).

Lema 5.1.5. Sejam A = AQ @AY uma superdlgebra e f = f(x1,...,x,) um polinémio multi-
linear que nao € uma identidade de S(A). Entao existem elementos homogéneos ay, . .., a, € A
e monomios p1,...,p, € F|U, V] tais que f(ay @ p1,...,a, @ p,) = a @ p # 0, para alguns
elementos homogéneos a € A, p :=py---p, € F[U,V].

Demonstragao. Como f ¢ um polinomio multilinear, escrevemos f = > o QTo(1) " Zo,,

com «, € F. Por hipétese, temos que f nao é uma identidade de S(A), sendo assim existem
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elementos homogéneos a; ® p; € AU ® SU), com j; € {0,1} e py,...,p, monomios, tais que

0# fla1®p1,..., 00 Dpp) = Z ¥ (Ao(1) @ Do) (Ao(2) @ Po2)) @ (Ao(n) ® Po(n))

O'GSn
= Z aa(aa(l) T aO’(TL)) & (pa(l) o 'pa(n))'
oESy
Ja que p1,...,p, € SO USW  basta reordenar Po(1) * * * Po(n) (considerando o sinal de o e o

grau homogéneo de cada p;) de tal forma que iremos obter

0 7é (Z iaoaa(l) e aa(n)) ® (pl o pn)

oESy

Assim, tomando a = Y ¢ F: (o) " Aom) € Aep = p1--p, € F[U,V], obtemos

flar®pr,...,a,®py) =a®@p#0. m

Observagao 5.1.6. Note que temos resultados andlogos ao Lema 3.3.9 e a Observagao 4.2.11

para S(A), a superenvolvente de uma superalgebra A.

Finalizamos esta se¢ao com um lema técnico que servird de suporte para resultados fu-
turos. Tal lema mostra a existéncia de certos elementos em um ideal de Lie de S(A) de uma

superalgebra simples A do tipo A.

Lema 5.1.7. Sejam A uwma superdlgebra simples do tipo A e L um ideal de Lie de S(A).
Suponhamos que existam um elemento nao central a € A e um monomio ndao nulo p € S tais
que 0 # a ® p € L. Entdo, para cada par (r,s), com r # s, existe um monoémio nao nulo p’

pertencente a S tal que B, @ p' € L.

Demonstracao. Como L é um ideal de Lie de S(A), segue que L é um espago vetorial e
[L,S(A)] C L. Sejam Ey;, 1 < k,l < n, as matrizes unitdrias que formam uma base para A e
a = Zk,l ap Ery € A nao central. Temos duas possibilidades, ou a possui algum elemento nao
nulo fora da diagonal principal ou a = ), agEri é uma matriz diagonal com pelo menos duas
entradas diferentes. Mostraremos inicialmente que, em ambos os casos, existem um monomio
nao nulo p pertencente a S e um par (7, ), com i # j, tais que E;; @ p € L.

Considere primeiro o caso em que a possui algum elemento nao nulo fora da diagonal
principal, ou seja, existe um elemento a;; # 0, com i # j. Como E;; € A® temos E;®1 € S(A)

e assim

a®@p, B @1 = lanBu®@p, B ®1] =Y (axiFBri @ p) — Y (auFy ®p) € L.
€L

€S(A) kil k 1
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Disso, como i # 7,

e@p, Ei@1,E;@1] = |Y (anBy®p) = Y (aaBu@p), Ej; @1
k !
= _ajiEji Qp— aijEij Xp e L (51)
e portanto
a®p B ®1,E;; L Ej; ©1] = [=a;Ej ®p — a;Ey; @ p, Ej; @ 1]
= ajiEji Qp— aijEZ-j ®p€E L. (52)

Somando (5.1) e (5.2) temos —2a,;;E;; ® p € L. Como a;; # 0 e F tem caracteristica zero,
concluimos EF;; ® p € L.

Agora, analisemos o segundo caso onde a = » | r @k B € uma matriz diagonal com a;; # ajj,
para algum i # j. Se A = M, (F), entdo E;; € A® e assim

a®@p E;®1] = Z[akkEkk Qp, Ei;®1 =a;E;®p—aj;Ey; @p
2
= (aii — Cij)Eij ®p € L. (53)

Como a;; # a;j, é valido que E;; ® p € L.
Se A = M, (F),k > 1 > 0, temos dois casos dependendo do grau homogéneo de E;;. Se

E;; € AD temos como acima
[a®p, Eij @1 = (a; —aj;)E; @p € L,
o que implica F;; ® p € L. Se E;; € AWM temos para todo ¢ € SW,
l[a®p, Ei; ® q] = (a; —aj;)Ei; @ pg € L,

e disso EFj; ® pg € L.

Assim, concluimos que em todos os casos existe um monomio nao nulo p pertencente a S e
um par (i,7), com ¢ # j, tais que E;; ® p € L. Consequentemente, se s # i, temos que, para
todo ¢ € SY, com t = |Ej,|, vale [E; ® b, E;s ® q] = Fis ® pg € L. Logo, se r # s, segue
que, para todo ¢ € S), com t' = |E,|, [Eis @ pg, Eyi @ ¢] = —E,s ® ¢pg € L, e portanto
E.s®q¢pqe L.

Assim, para cada r # s, podemos encontrar um elemento homogéneo nao nulo p’ € S tal
que E,, @ p' € L. 0O
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5.2 A superenvolvente e a envolvente de Grassmann de

uma superalgebra

Veremos nesta se¢ao que G(A) e S(A) tém relagoes muito mais profundas que a inclusao G(A) C
S(A) decorrente da Observacao 5.1.3. Comecamos mostrando que Id(G(A)) = Id(S(A)).

Proposicao 5.2.1. Seja A uma superdlgebra sobre um corpo de caracteristica zero. FEntdao

S(A) e G(A) satisfazem as mesmas identidades polinomiais.

Demonstragao. Na secao anterior vimos que a algebra de Grassmann G esta contida na
dlgebra supercomutativa livre S. Assim, segue que G(A) C S(A) e portanto Id(S(A)) C
Id(G(A)). Mostraremos agora a inclusao contraria. Como estamos lidando com um corpo de
caracteristica zero, consideremos f = f(x1,...,z,) um polindmio multilinear que nao é uma
identidade de S(A). Pelo Lema 5.1.5, existem elementos aj, ..., a, € A® U A® e monémios

D1y pn € SO USM tais que

f(al ®p1a"-7an®pn) 7£0

Reordenando, se necessdrio, as varidveis zp, ..., Z,, podemos assumir que ai,...,a, € A©),
piypr €S9 arq, . ia, € AD piy o p, € SW) para algum 1 < r < n. Logo, pelo
Lema 5.1.5, temos

flar@pi,... a0 ®pp) =a@pi--pa # 0,

onde 0 £a € Ae0#p;---p, €S. Usando um raciocinio andlogo ao utilizado no Lema 5.1.5,

concluimos que
flag @uy, ... 60 @ Up,Qry1 @ V1, .oy Uy @ VUpy) = AR UL+ UV * - Vpyye 7 0. (5.4)

Defina ¢ : {U,V} = G como p(u;) = enyai16ns2i € ©(v;) = ;. Logo o(U) € GO e (V) C
GW e assim, como S é uma &lgebra supercomutativa livre, segue que ¢ se estende a um
homomorfismo de superalgebras p : S — (. Pela propriedade universal do produto tensorial,
se estende a um homomorfismo @ : A®S — A®G que fixa os elementos de A e P(S(A)) C G(A).
Portanto, segue de (5.4) que

@(f(al ®u1a"-7ar®ur7ar+1 ®U1,-~7an®vn—r)) = @(a®u1 "'U'rvl"'vn—r>’
o que implica

f(al & €nt+1€nt2, ..., 0y & Ent+2r—1€n42r, Ar41 @er, ..., 0, & en—r)
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=0 Q €nt1€n42°** €nt2r—1€n+2r€1 " En—r 7é 0.

Logo f nao é uma identidade de G(A), e assim concluimos que S(A) e G(A) satisfazem as

mesmas identidades polinomiais. 0

Proposicao 5.2.2. Seja A = AQ @ AV uma superdlgebra de dimensdo finita sobre wm corpo
F de caracteristica zero. Se {ay,...,ar} e {b1,..., b} sdo bases de A e AN respectivamente,

entdo a subdlgebra de S(A) gerada pelos elementos

k t
fi:Zaj®uij+ij®vij, Z:1,2,
7j=1 7j=1

¢ uma dlgebra relativamente livre da variedade var(G(A)) com geradores livres &, &, . . ..

Demonstracao. Seja Aa algebra gerada pelos §;, i = 1,2,.... Note que & € S(A), para todo
i, e assim A C S(A), donde Id(S(A)) C Id(zzl\). Mostremos que Id(A) C Id(S(A)). Considere
f = f(z1,...,2,) um polinébmio nao nulo tal que f(&,...,&,) = 0. Sejam ¢q,...,¢, € S(A),
entdo, como {ay,...,az} e {by,...,b;} sdo bases de A® e AM respectivamente, podemos
escrever

Ci=a1@pa+ -+ ar@pip+ b1 @G+ -+ by @ g,

comi=1,...,nep; € SO gij € S, Usando raciocinios andlogos aos da Proposicio 5.2.1,

é valido que existe um homomorfismo p: A® S — A ® S tal que
Pla;) = a;, P(bj) = by, Pluy) = piy, P(viy) = qij, 1<i <k, 1 <5<t
Note que p(&;) = ¢;, para todo i = 1,...,n. Portanto,

flen, o) = f(@(&), -, 8(6n)) = @(f (&1, -+ &n)) = 0,

e assim f ¢ uma identidade de S(A), o que implica na igualdade Id(S(A)) = Id(A).

Com isso, pode-se facilmente verificar que A ¢ isomorfa a F(X)/Id(S(A)) conforme a cor-
respondéncia & — x; + Id(S(A)). Portanto, pelo Teorema 2.2.9, temos que a &lgebra Aé
uma &dlgebra relativamente livre da variedade var(S(A)). Sabendo que, pela Proposi¢ao 5.2.1,
var(S(A)) = var(G(A)), concluimos o resultado. 0O

O proéximo resultado é um lema técnico que nos auxiliara no Capitulo 6.

Lema 5.2.3. Sejam A uma superdlgebra e Yy, == 3 b§0) ® ugj + ), bg-l) ®@ug; € S(A), k =
1,2,..., ondeuy; € U,vg; €V sdao elementos distintos, e bgi) € AD | para todo j > 1. Se existem
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elementos nao nulos a;, Z,b; € S(A) tais que Y . a;Zb; = 0, com by, ..., b, polinomios nao
nulos em Y1,Ys, ..., e ay,...,an, Z elementos de S(A) dependendo de varidveis pertencentes a
(U —Augj | k,j > 1)UV —Awg | k,j > 1}), entao existem polinomios multilineares e nao
nulos g1, ..., 9, em Y1, Ya, ..., Yy, para algum k > 1, tais que > . a;Zg; = 0.

Demonstragao. Mostraremos primeiramente que existem polinomios multihomogéneos e nao
nulos satisfazendo as condicoes do lema. Suponha que by, ...,b, sejam polindomios nao nulos
em Yi,..., Y, e considere vq,...,v € F. Defina a aplicagdo ¢ : UUV — S como ¢(u;;) =
Yitij, ©(vi;) = Yvij, para todo ¢ = 1,2,...,k, j > 1, e sobre os outros elementos de U UV, a
aplicacao ¢ é a identidade. Entao ¢ se estende a um homomorfismo p: A® S — A® S de
F-algebras tal que ¥ é a identidade sobre A. Note que

%:Yi, para 1<i<k

O(a;) =a;, parat > 1, ©(Z) =2 e pY;) =
P(a:) p p(2) p(Yi) {Y; para i > k4 L.

Escrevamos b; = f;(Y1,...,Ys), com i = 1,...,n. Para cada varidvel Y; fixa, 1 < ¢t < k,
podemos decompor f; = Z?":O fij, onde f;; é a soma de todos os monomios de f; nos quais
Y, aparece com grau j, e d; = degy,f;. Sejam d = maxi<;<,{d;} e fi; = 0, para j > d,.
Como F' é um corpo infinito, existem «y, ..., g elementos distintos pertencentes a F'. Temos

fi(Yi, oo asYe, oY) = ad fii(Ya, ..., Y3). Logo
d d
fi(x/l,...70153/t,...,Yk) = Zagf1]<yi77}/’<7) = Zaz-fu’
=0 =0
onde fij - fij(}/iy s 7Yk)'

Considere p definido a partir de 3 = a5 e v, = 1, para 1 < u < k com u # t. Aplicando
em » - a;Zb; = 0, obtemos

0 =9 (i Gz'sz) = i a; Zp(b;) = i a;Zf;(Yi, ... asYs, ..., Ys)

=1 =1 =1
n d d n d
- Yuz(Soin) - 3ot (o) <o,
i=1 =0 §=0 i=1 =0
comc¢; =y a;Zfi;, j=0,...,d. Logo,

d
Zagcj =0, paratodo s=0,...,d.

J=0
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|
ao PR ad . ~

Para A := o . , segue que AT(cy---c4)T = 0, onde T denota a aplicacao trans-
ag PR ag

posta. Como ay, . .., ay sdo distintos, temos que o determinante det(A) # 0, ja que se trata do

determinante de Vandermonde. Logo ¢; = 0, para todo j = 0,...,d. Assim,

Z%‘Zfij =0, paratodo j7=0,...,d.

)

Repetindo indutivamente este raciocinio para cada variavel, levando em conta os termos
nao nulos e renomeando os b;s, podemos considerar Yo a;Zbj =0 com by, ..., b, homogéneos
em cada variavel Y;, ou seja, multihomogéneos.

Agora, a fim de mostrarmos a existéncia de polinomios ¢y, . .., g, multilineares, fixamos Y,

1 <i <k, e construimos um endomorfismo 1) : A® S — A® S que fixe os elementos de A e
V(i) =Yi+ Yo, ;) =Y, 5#4,

V(a;) = a;, parai > 1, e p(Z) = Z.

Substituindo em ) . a;Zb; = 0 cada Y; por Y; + Yj 41, temos

Disso,

K3 K3

0 =D aiZbi(Yi, o Vit Yot o Yi) = D@20V, o Vi oo Vi) = @i Zbi( Vi, oo, Vi1, o Yi)

=3 @ Z(0i(V1, Vi + Yiga, o Yi) = bi(Y1, o, Vi, Vi) = b(Ya, oo, Vi, -, V).

Prosseguindo com o processo de multilinearizacao standard, visto na Secao 2.3, obtemos

polindémios multilineares nao nulos gy, ..., g, tais que Y " a;Zg; = 0. 0O

5.3 A superenvolvente de uma superalgebra minimal

Dada uma superalgebra minimal A = A; & --- ® A,, + J, mostraremos nesta secao que, se
f é um polinémio multilinear que nao é uma identidade de S(A), entdo existem elementos

“estratégicos” em f(S(A)). Comecamos com o caso m = 1, isto é, A é uma superdlgebra
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simples. Para tanto, dada uma superalgebra simples A e um mono6mio nao nulo p pertencente

a F[U, V], definimos 4(p) como sendo:

1, se A= DM, (F) ou A= My, (F)
Ealp) =< 1, se |p|=0 e A= M,(F®cF)
¢, se |pl=1¢e A= M,(F&cF).

Proposicao 5.3.1. Seja A uma superdlgebra simples sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero e suponha que f = f(x1,...,x,) € um polindmio multilinear que ndao é uma
identidade de S(A), a superenvolvente de A. Entdo existe um mondémio nao nulo p € F[U, V]
tal que uma das sequintes afirmacoes € satisfeita:

(i) Ea(p)E @ p € f(S(A)), onde E € o elemento unidade de A;

(11) para quaisquer dois idempotentes graduados minimais ey, es pertencentes a A, temos ou
Ealp)ler —ex) @p € f(S(A)), oua(p)(er +e2) @ p € f(S(A)).

Demonstracao. Como f nao é uma identidade de S(A), temos, pelo Lema 5.1.5, que existem

elementos homogeéneos ay, . .., a, € A e mondémios py,...,p, € F[U, V] tais que

f(a1®p17"'7an®pn):a®p7é07

para alguns elementos homogéneos a € A, p = p;---p, € F[U,V]. Consideremos agora duas
situacoes, a primeira quando o elemento a € A é central, e a segunda quando a nao é central
em A.

Se a é central e A coincide com M, (F') ou a My (F),k > 1> 0, entdo, a = aF, para algum
a € F, onde E é a unidade de A. Logo, aF ® p € f(S(A)) e, como a caracteristica de F' é
zero, concluimos que E @ p € f(S(A)). Se A= M,(F @ cF) = M,(F) ® ¢cM,(F), com ¢® =1,
entao, como a é homogéneo, ou a = aF ou a = ack, onde o € F e F é a unidade de A. Se
a = «aF, entao |a] = 0 e assim, como a ® p € S(A), temos |p| = 0. Analogamente, se a = acFE,
entdo |a| = 1, o que implica |p| = 1. Procedendo como acima obtemos £4(p)E @ p € f(S(A)).

Assumimos agora o segundo caso, quando a nao é central em A. Se A = M, (F) ou My ;(F),
k > 1 > 0, entdo, pelo Lema 5.1.7, temos que, para cada par (r,s), com r # s, existe um
monomio nao nulo p’ pertencente a S tal que E,.s ® p' € f(S(A)).

Se A = M, (F), entao |E,s| = 0 e assim, como f(S(A)) é um ideal de Lie de S(A) (veja

Lema 1.2.9), temos
[Ers @1, By ®1] = (En — Eg) @' € f(S(A)).

Agora, pelo Lema 3.2.8, sabemos que E1q, ..., F,, sao todos os idempotentes graduados mini-

mais de M, (F). Assim, concluimos que, quando A = M,,(F'), para quaisquer dois idempotentes
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graduados minimais ey, eo € A temos (e; —e2) @ p' € f(S(A)), com p’ um monoémio nao nulo
de S.
Por outro lado, se A = My (F), tomando ¢’ € S© U SM tal que p'q’ # 0 e |¢'| = | By, vale
que
[Ers @9, B ® ¢'] = (Epr £ Ess) @ p'q’ € f(S(A)),

sendo que o sinal £ depende do grau homogéneo de p' e ¢’. Assim, se A = M (F), entdo
existe um mondmio nao nulo p” € F[U, V] tal que, para quaisquer dois idempotentes graduados
minimais ey, es € A, temos £4(p”)(e1 £ e2) @ p” € f(S(A)).

Se A= M,(F & cF), e a ¢ um elemento nao central homogéneo, segue que a € M, (F) ou
a € cM,(F). Se a € M,(F), temos |a| = |p| = 0. J& no caso a € cM,(F), temos |a| = |p| = 1.
Em ambos os casos, procedendo de modo andlogo ao que fizemos quando A coincidia com
M, (F), obtemos que, para cada r # s, existe um monémio nao nulo p € F[U, V] tal que
Ea(p)(Er — Ess) @ p € f(S(A)). Logo, se A = M, (F & cF), para quaisquer dois idempotentes
graduados minimais e, es € A, temos que existe um monoémio nao nulo p € F[U, V] tal que

£a(p)(e1 — e2) @ P € f(S(A)). O

Veremos agora dois lemas que tratam de casos particulares e nos auxiliam na demonstragao

da Proposigao 5.3.4 que trabalha o caso geral em que m > 2.

Lema 5.3.2. Seja A = Ay & --- & A,y + J uma superdlgebra minimal sobre um corpo al-
gebricamente fechado de caracteristica zero e suponha que f = f(x1,...,2,) € um polinémio
multilinear que nao é uma identidade da S(A;), para algum 1 <i < m. Se m > 2, entdo existe

um mondémio nao nulo p € F[U, V| tal que f(S(A)) contém o elemento &4,(p)wim @ p.

Demonstracao. Primeiro, como A é uma superalgebra minimal, a Condicao (4.3) da Defini¢ao
4.2.1 nos diz que existe um idempotente graduado minimal e; € A; de tal forma que se ¢ < m
temos e;wj 11 = Wjiy1 €, Se ¢ = M, entao Wy—1.mEm = Wn—1m-

Pela Proposicao 5.3.1, existe um monoémio nao nulo p € F[U, V]| tal que a ® p € f(S(4;)),
onde ou a = SE, com E o elemento unidade de A;, ou a = f(e; £ €}), para algum idempotente
graduado minimal e} ortogonal a e; e pertencente a A;, onde 5 = &€4,(p). Como A; = Ago)@Agl) é
uma superalgebra simples, pelo Lema 3.2.8, E pode ser decomposto como soma de idempotentes
graduados minimais pertencentes a AEO), e disso escrevemos E = €;; + €2 + ... + €;,,, com
ey € AEO), para todo t € {1,...,n;} e, €;; = e;, para algum j.

Se 1 < m, desde que esses idempotentes sao ortogonais e A; @ - -- & A,, é uma soma direta

de algebras, temos para a = fFE

2
AWj i1 Wine1m = Blein + i+ .o 4 €in;)€iWi i1 Win—1m = P Wi i1+ Win—1.m

= ﬁwz’,z‘ﬂ c Wim—1,m,
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Wiit1** Win1,m@ = BWi 41+ Wie 1 mEm (€1 + €2 + ... + €4p,) = 0.

Similarmente, concluimos que aw; ;41 -+  Wm—1,m = BWiit1 Win—1m € Wiit1 " Wip—1,m@ = 0,
quando a = S(e; £ €)).

Se i = m, entao, como acima, E = e;,1 + €2 + ... + €mn,,, € portanto, quando a = S F,
Wima = 5'LU12 tr wm—l,mem(eml +ema+ ...+ 6mnm) = 6’LU12 o Wm—1,m = ﬁwlma

AQWim = B(le +em2t+ ...+ emnm>w12 o Wm—1,m = 0.

De maneira analoga, para a = (e, £ €,,), temos wy,,a = fwy,, € awy,, = 0.

Considere agora p’, p” monomios pertencentes a S tais que p'pp” # 0, |p/| = |wia - - wi—1,4]
e |p |wWi i1+ Wm—1m|. A superenvolvente de A; é a superalgebra S(A4;) = (AZ(O) ® SO) @
(AE” ® SW). Sendo assim, f(S(4;)) € f(S(A)) e o Lema 1.2.9 diz que f(S(A)) é um ideal
de Lie de S(A), ou seja, [f(S(A)),S(A)] € f(S(A)), e isso implica que, [S(A), f(S(A))] =
—[f(S(4)), S(A)] € f(S(A)). Dai, se i <m,

//| _

[wyg - wi—1,; @ p:, la @D, Wijig1 ** Win—1,m & P”l] =[wiz - wi—1,; @ P, Pwii1 - Wn—1,m @ pp']

€S(A) Ef(g“r(A))

= Bwim @ p'pp” € f(S(A)).

Se i = m, temos
[a ® p, win @ Pl = —Pwr, @ p'p € f(S(A)),

e assim, Swy, @ p'p € f(S(A)). 0

Lema 5.3.3. Seja A = A1 & --- @ A, + J uma superdlgebra minimal sobre um corpo alge-
bricamente fechado de caracteristica zero, com m > 2 e suponha que f = f(x1,...,x,) € um
polindmio multilinear que ndao é uma identidade de S(A). Se todos os valores nao nulos de f
pertencem a S(Aiy,), entdo existe um mondomio nao nulo p € F[U, V] tal que f(S(A)) contém

um elemento Wiy, @ p ou cwy, @ p, com 2 =1.

Demonstracao. Como f nao é uma identidade de S(A), pelo Lema 5.1.5, existem elementos

homogéneos ay, ..., a, € A e monoémios py,...,p, € S, satisfazendo |a;| = |p;| e

f(a/1®pl7"'7an®pn>:a®p§£0' (55)

Uma vez que todos os valores nao nulos de f pertencem a S(Ajy,,), temos que a ® p € S(Ay,)

e assim a € Ay,,. Mais ainda, alguns dos elementos a4, ...,a,, digamos a, ..., a;, com k > 1,
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pertencem a J = ®;<jA;j € apy1,...,a, € Ass. Logo, pelo Lema 4.2.13, podemos supor, sem
perda de generalidade, que

— 4 / o (1) / o (k) /
a=a wlm(q27 s 7Qm71)b , a1 _ailw’hjl (qi1+17 s 7qj1 1)b]17 S ak_aikwikjk (qik+17 s ’qjk 1)bjk7

coma' € Ay, b € Ay, a, € Ay U € Ay, a) € Ay b €Ay

119 Y1 k) Yk

Considere agora os elementos

ay = ajwi g, (1., 005, o ak = ag w1, .., 1))

com a; € A;, 05 € Aj, 1l = 1,...,k Substituindo em (5.5) o elemento a; por a;, para

l=1,... k, elevando em conta a regra de multiplicacao para os elementos em A, temos

far @pi1, ..., 05 @ P, Qg1 ® Dit1s - - -5 A @ Pp) = AR p,

com a = a'wyy (1, ..., )b = dwy,b #0.

Por nossa escolha dos wz-js, existem idempotentes graduados minimais e; € A; e e, € A,,
tais que ejwi, = Wim€m = Wiy,. Desde que 0 # Ajd'e; C Aje; e 0 # e b'A,, C A, pelo
Lema 3.2.8, temos que e; € Ajde; e e, € e,b'A,, e assim existem elementos homogéneos
ay € Ay, a, € A, tais que e; = ayd’ey e e, = e,b'a,,. Tomando p',p” € F[U, V] de tal forma
que seja valido p'pp” 0, |p'| =[] e |p

"I = |an|, segue que

0 # wim @ P'pp" = ard' eywipenba, @ p'pp” = [[a1 @ p', d'winb’ @ pl, @, @ "] € F(S(A)),

como queriamos demonstrar. 0O

Proposicao 5.3.4. Seja A = A1 & --- @ A,, + J uma superdlgebra minimal sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero e suponha que f = f(xy,...,x,) € um polinémio
multilinear que nao € uma identidade de S(A), a superenvolvente de A. Se m > 2, entao existe
um monomio ndao nulo p € F|U, V] tal que f(S(A)) contém um elemento wyy, @ p ou cwyy, @ p,

com ¢? = 1.

Demonstracao. A demonstragao serd feita por inducao sobre m, ou seja, sobre o niimero de
componentes Zs-simples de A. Considere primeiro o caso m = 2. Se f nao é uma identidade
da superenvolvente de A; ou de Ay, entao pelo Lema 5.3.2 segue o resultado. Assim, podemos
assumir que f é uma identidade da superenvolvente de A; @& As. Disso, como vimos na Ob-
servacao 4.2.11, todos os valores nao nulos de f pertencem a S(Ajs) e assim o resultado segue
do Lema 5.3.3.
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Desta forma, suponha agora que m > 2 e considere as superalgebras minimais A1 e

ACm™) contidas em A, definidas em (4.5), ou seja,

Atm=1) _ @ Ay e A2m) — @Alj.

1<i<j<m—1 2<i<j<m

Se f nao é uma identidade de S(A®™V) como ALY = Ay @ - ® Ay, temos pela
nossa hip6tese de indugao que existe um monoémio nao nulo p € F[U, V] tal que fwy ;1 @p €
F(S(AGm=D)) ‘onde 8 =1 ou B = c. Tome p' € F[U,V] tal que pp’ # 0 e |p/| = [wpm_1.m|-
Logo, observando que f(S(A®™~ D)) C f(S(A)), segue que

[5w1,m—1 X P, Wm—1,m ®p/] = ﬁwl,m ®pp/ S f(S(A>>

Analogamente, se f ndo é uma identidade de S(AZ™), como AR™ = Ay@ @ A, temos
que existe um mondémio nao nulo p” em F[U, V] tal que B'wy,, @p" € f(S(AZ™)) onde f = 1
ou 3 = c. Por argumentos similares ao caso de f ndo ser identidade de S(A®™V)  obtemos
que existe um monomio nao nulo p” € F[U, V] tal que fwy, @ p” € f(S(A)).

Consequentemente, podemos assumir que f ¢ uma identidade de S(A®™=Y) e S(AZ™),
pois caso contrario ja temos a conclusao do lema. Nessa condicao, pela Observacao 4.2.11,
todos os valores nao nulos de f pertencem a S(Aj,;,) e o resultado segue aplicando o Lema
5.3.3. 0

Até o presente momento, sabemos pelo Lema 4.2.12, quese A=A, ®---d A,, + J é uma
superalgebra minimal, entao Id(G(A;))---1d(G(A,,)) C Id(G(A)). Entretanto, veremos no
préximo capitulo que vale uma afirmagao ainda mais forte, a saber, a igualdade. Para tanto,
finalizamos esta se¢do com uma proposicao crucial na demonstracao do Teorema 6.1.1, que por

sua vez nos garantira que, para A = A; & --- & A,, + J uma superdlgebra minimal, temos

1d(G(A)) = 1(G(A)) - - [A(G(Ay)).

Proposicao 5.3.5. Seja A = A1 @ --- ® A,, + J uma superdlgebra minimal sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero. Entao S(A) contém uma dlgebra relativamente
livre da variedade determinada pelo T-ideal 1d(G(Ay)) -+ - 1d(G(An)).

Demonstracao. A demonstracgao sera feita por indugao sobre m. Se m = 1, entao a Proposicao
5.2.2 nos da o resultado para este caso. Suponhamos m > 1. Vamos particionar os conjuntos U
e V das varidveis comutativas e anticomutativas, respectivamente, da algebra supercomutativa

livre S = F[U, V], em trés subconjuntos disjuntos enumeraveis

U=UUTUU ¢ V=VUVUV.
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Logo a élgebra supercomutativa livre S = F[U, V] contém trés cépias isomorfas, a saber,
S=F[U,V],S=F[U,V]eS=F[U,V].

Considere C' a superdlgebra minimal A(tm=1)

= Di<i<j<m-14;j. Pela hipdtese de indugao
temos que a lgebra S(C) contém uma dlgebra relativamente livre C' da variedade determinada
pelo T-ideal Id(G(A;)) - - - 1d(G(A-1)). Logo

1d(S(C)) C1d(C) = 1d(G(Ay)) - - - 1d(G (A1) (5.6)

Por outro lado, como C' ¢ uma superédlgebra minimal, pelo Lema 4.2.12; temos

d(C) = Id(G(A})) - - Td(G(Ap_r)) C IA(G(C)). (5.7)

Desde que, pela Proposicao 5.2.1, Id(G(C)) = 1d(S(C)), de (5.6) e (5.7) obtemos Id(C) =
1d(S(C)) = 1d(G(C)). Logo, C é a dlgebra relativamente livre da variedade var(G(C)).
Agora, como C é uma superalgebra, podemos escrever C' = C'©) @ O e assim fixar bases

homogéneas {cgo), . cﬁ?)} e {cgl), o ,cg)} de C© ¢ CW respectivamente. Para k = 1,2, ...,

=Y et + Y e,
J

J

definimos

com Uy; € U ,Uj € V elementos distintos. J4 que C é uma algebra relativamente livre da
variedade var(G(C')), pela Proposigao 5.2.2 podemos supor que C = F{X1,Xs,...} e Xy, Xo,...
sao geradores livres da algebra C.

Seja B = A,, e escreva B = B® @ B, Tomemos {b§0), . ,bﬁg)} e {bgl), . ,bg)} bases de

B e BM  respectivamente. Como antes, para k = 1,2, ..., definimos
V=Y 0V @t + Y b\ @by,
J J

onde ug; € U, Ugj € V sdo elementos distintos. Se B C S (B) ¢é a dlgebra relativamente livre da
variedade var(G(A4,,)) entdao, novamente, pela Proposicao 5.2.2, temos B= F{Y1,Y3,...} com
Y1, Ys, ... geradores livres de B sobre F.

Vamos agora considerar o subespaco Ay,—1Wpm—1mAm = Am—1m = Af,?)_l’m @Ag)_l,m e sejam
{dgo), o dOY e L)L dDY bases homogéneas de AY | e AW

m—1m m—1,m>
k=1,2,..., definimos
Zy =Y d¥ @u, + > d" @,
J J

respectivamente. Para

com Uy, € U, Ugj € V distintos.
Seja M = Ay @ -+ B Ap_1m. Note que M é um (C, B)-bimédulo e assim S(M) é um
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(S(C), S(B))-bimédulo, e consequentemente S(M) é um (S(C), S(B))-bimédulo. Finalmente,
seja M o (5, E)—bimédulo, contido em S(M), gerado pelos elementos Zi, Zs,.... Observe
que, a fim de concluirmos nossa demonstracdo, é suficiente provarmos que M é um (5 , E)—
bimoédulo livre com geradores livres 27, Zs, . ... De fato, se assim o fizermos, teremos que todas
as condigoes do Teorema de Lewin (Teorema 2.2.10) serdio satisfeitas para as F-algebras S(C)
e S(B) e o (5(C), S(B))-bimédulo S(M). Mais precisamente,

(1) S(C)
(2) S(B)
(3) S

3) S(M) contém um (C, E)—bimédulo livre M com geradores livres Z;, Zs, . . ..

contém uma subalgebra relativamente livre C' com geradores livres X7, Xo, .. .;

contém uma subalgebra relativamente livre B com geradores livres Y7, Y5, .. .;

N . . (2
Com isso, aplicando o Teorema de Lewin, obteremos que os elementos ),

~ S(C) S(M
1,2, ..., sao geradores livres de uma subdlgebra relativamente livre D da algebra ( (() ) §(B) )

M -
c (S(C) S( )) e Id(D) = 1d(C ) (B) Como A = C @ B® M (soma direta de espagos

0 S(B)
vetoriais), pela Observagao 5.1. 6 temos S(A) = S(C ) @ S(M) e assim S(A) pode ser
S(M)
naturalmente identificada com S(B ) Desta forma teremos que a subdlgebra de
S(A) gerada por X; +Y; + Z;, com i = 1,2,..., é uma algebra relativamente livre determinada
pelo T-ideal Id(é)ld(é) =1d(G(A4,)) - -Id(G(Am_l)) -1d(G(A)), e concluiremos o lema.
Vamos entao mostrar que os elementos Z;, Zs, . . ., geram um (C, B )-bimédulo livre em S(A).

Para tanto, suponhamos por contradicao que existe uma relacao nao trivial

Z ai]’Zij = 0, (58)
0,

onde a;; € C ,bij € B. Lembramos que quaisquer dois elementos distintos Z; e Z;, conforme
definidos, dependem de conjuntos distintos de varidveis de U e V. Com isso, de (5.8), con-

seguimos uma relagao nao trivial da forma

n
Y wZibi = aZiby + -+ anZiby = 0, (5.9)

i=1
de tal maneira que os elementos aq,...,a, € C' sdo linearmente independentes e by,....,b, € B
sao todos nao nulos. Lembre que esses elementos by, ..., b, sao polinomios em Y7, Y5, ..., e
assim, pelo Lema 5.2.3, podemos assumir que tais polinomios sao multilineares em Yl, e, Y

Agora, considere e, um idempotente graduado minimal de A,, = B = B & BW tal que

Win—1,m€m = Wm—1,m- Pelo Lema 3.2.8, é vélido que e, = €4 € B©) é uma matriz diagonal
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unitaria da superalgebra simples B. Observe que b; ndo é uma identidade de S(B) = S(A4,,),
pois 0 # by = bi(Y4,...,Y;) € B = F{V,,Ys,...}, var(B) = var(G(4,,)) = var(S(4,,)) =

var(S(B)). Assim, a Proposicdo 5.3.1 nos fala que existe um mondémio nio nulo p € F[U, V]

~ ~

eé e {l,c| =1} tal que ou EE ® p € b1(S(B)) ou &(ena + €55) @ p € bi(S(B)), para
qualquer 3 # o com egg € B. Logo existe uma avaliagao ¢ : Y; — h; @ p;, ¢ = 1,...,k, onde

h; € B U BW sio elementos homogéneos e p; € S sdo monomios, tal que

¢(b1) = (52%11&1) ® p,
il

com v}, € Fevl, #0. Como by,...,b, sao polinomios multilineares em Y7, ..., Y}, podemos

escrever by = > o MY,1) - You), com M, € F, e assim

oES

(b)) = bi(eM1),..., oY) =bj(hi ®@p1,....hi @ py) = Z)\ahau) “hok) @ Do)+ Do (k)

= (Z Al - ho(k)) Qp1--pr = (Z Aoy ho(k)) ®p= (f Z ’Yz-jleu> ® p,
il

g g

com %{z € F'. Logo

o(b;) = (ngyg'leﬂ) @p, Y,EF, j=1,...,n, (5.10)

1,0

com 7! # 0. Note que, como ay,...,a, € C sdo linearmente independentes e 7., # 0, o

polinomio
f= X X)) =) Yt (5.11)
J

nio ¢ uma identidade de S(C).

Lembramos que os elementos X;, Y; e Z; dependem de conjuntos disjuntos de indetermi-
nadas. Portanto, obtemos que, para qualquer avaliacao n : C— 9 (C), existe um homomorfismo
0: A S — AR S tal que

0(X;) =n(X;), i=1,2,...

9<ZI) = Wm-1,m X p,7
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onde p' =1 s Wy,_1.m 6 par, 0 £ p' € V se wy,_1m é impar. Logo, de (5.10), temos

0(b;) = (5275;6@';) @p, j=1,...,n.
il

Da igualdade dada em (5.9) segue que

0=0(a1Ziby + -+ + a,Z1b,) = Ze(aj)(wm,l,m ®p') ((EZ%@J ®p> :
il

J

Mas Wp—1,m = Wim—1,m€aa- Dal,

0= Z 0(a;)(Wimn—1,m @ p') ((5 > ﬁ,w) ®p> :

J

Multiplicando a relacao acima por e,, ® 1 a direita, obtemos

0 = D 005) (w1 @ P)(E%aan) @) = D EVa(as)tm1m @ P
J

J

= §9<Z vgaaj> Win—1,m @ P'p = 677(2: ’yiaaj> W1, @ P'P

J J
= fﬁ(f(Xla S aXt)) " Wm—1,m ®p,p7
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onde a tltima igualdade foi obtida a partir da definicdo de f em (5.11). Como n: C — S(C) é

uma avaliagao arbitraria, obtemos

EF(S(C))  wme1m @ p'p = 0.

Se m > 2, ja que f nao é uma identidade de g(C’), segue da Proposicao 5.3.4 que f(g(C'))

contém um elemento &w ,, 1 ®p” para algum mondmio nio nulo p” € S, com £ € {l,e| & =1}.

Deste modo,

0 # Ewrm @ P'P'D = EEW1 1 @ D) (Wino1.m @ P'D) € EF(S(C)) - Win—1.m @ P'p,

e isso ¢ uma contradicdo pois £f(S(C)) - Won—1.m @ P'p = 0.

Se m = 2, entao existe um idempotente minimal e; € A; satisfazendo ejwis = wiy. Pela

Proposicao 5.3.1, existe um monémio ndo nulo p” € S tal que ou £E; @ p” € f(S(C)) ou
Eler £ €}) @p"” € f(S(C)), onde ¢}, # e; é um idempotente minimal de A;, By ¢ o elemento
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unidade de A; e £ € {1,¢| & = 1}. Disso,

0 % E€wio @ p"p'p € EF(S(C)) - wia @ P'p,

que também é uma contradigao.

Portanto, temos que os elementos 7, Zs, ..., geram o (C, B\)—bimédulo livre em S(A),

como queriamos. 0



Capitulo 6
Classificacao de variedades minimais

Este capitulo tem como objetivo principal caracterizar as variedades minimais que possuem
expoente maior ou igual a dois. Tal caracterizacao esta intimamente ligada com a envolvente
de Grassmann de uma superalgebra minimal e o produto de T-ideais verbalmente primos.
Dedicamos a primeira secao a esses topicos e na segunda se¢ao exibiremos o teorema que clas-
sifica as variedades minimais. Na terceira secao, finalizamos este trabalho discutindo a relacao
entre as supervariedades minimais de posto finito e as superalgebras minimais. Lembramos
que utilizamos, na maior parte, os artigos [19] e [21], escritos por Giambruno e Zaicev, para

desenvolver esta dissertagao.

6.1 Superalgebras minimais e produtos de T-ideais ver-

balmente primos

Nesta se¢ao assumiremos que F' é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.
Seja A = A, + J uma superdlgebra minimal com A,, = A & - ® A,,. O Lema 4.2.12
afirma que Id(G(4;))---1d(G(A,)) € Id(G(A)). Note que, pelo Teorema 3.3.8, como A; é
superalgebra simples de dimensao finita, entao Id(G(4;)) é um T-ideal verbalmente primo,
para cada ¢ = 1,...,m. O préximo resultado nos mostrara que Id(G(A)) é um produto de

T-ideais verbalmente primos.

Teorema 6.1.1. Se A = A,,+J € uma superdlgebra minimal, com Ays = A1 B --- D A,,, entao

1d(G(A)) = 1(G(Ay)) - - [A(G(Ay,)).

Demonstracao. A inclusao Id(G(A4;))---1d(G(A,,)) C Id(G(A)) é valida pelo Lema 4.2.12.
Agora, a Proposigao 5.3.5 afirma que S(A) contém uma édlgebra relativamente livre da variedade
determinada pelo T-ideal Id(G(A;)) - - - Id(G(A,,)) e assim Id(S(A)) C Id(G(Ay)) - - - Id(G(Anm))-

81
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Na Proposigao 5.2.1 provamos que G(A) e S(A) satisfazem as mesmas identidades. Sendo assim,
Id(G(A)) CId(G(Ay))---1d(G(A,,)). Consequentemente, o teorema estd demonstrado.

O

Neste sentido, considere agora T-ideais préprios verbalmente primos Iy,...,[,. Como
reciproca do teorema acima, mostraremos no resultado a seguir que, sob essas condicoes, existe

uma superalgebra minimal A tal que Id(G(A)) = I - - L.

Teorema 6.1.2. Para quaisquer superdlgebras simples de dimensdo finita Ay, ..., A,,, existe
uma superdlgebra minimal A tal que Agg = A1 B --- D A,,. Consequentemente, se Iy, ..., 1,

sao T-ideais proprios verbalmente primos de F(X), entdo existe uma superdlgebra minimal A

tal que Id(G(A)) =11 -+ L.

Demonstracao. Sejam A,,..., A, as superdlgebras simples de dimensao finita tais que I; =
Id(G(A;)), para j = 1,...,m (as quais existem pelo Teorema 3.3.8). Para cada j =1,...,m,
vamos definir subconjuntos ); da seguinte maneira:

(i) se Aj = M,,(F) com uma Zy-graduacao apropriada, entdo definimos @; = {1;}, sendo
que o elemento 1; é o elemento unidade da superalgebra simples A;;

(i1) se Aj = M, ,(F @ ¢;F), com ¢ = 1, entao definimos Q; = {1;,¢;}, sendo que 1; é o
elemento unidade de M, (F).

Agora fixemos algumas notagoes. Se A, é do tipo A, entao vamos denotar por ef; as matrizes
unitarias de A,. Se A, ¢ do tipo B, entao vamos denotar por ef; as matrizes unitarias de AV,

A fim de construirmos uma superalgebra minimal A tal que A,y = A1 & --- @ A,,, vamos

definir, para cada 1 <7 < j < m, os subespacos A;; que constituirao a algebra A.

Comegamos observando que, para cadai = 1,...,m— 1, pelo Lema 3.2.9 temos que A;e}; ®

et Ay 6 um (A;, Ajy1)-bimédulo irredutivel Zo-graduado e seu gerador e}, ® e'1! satisfaz
: 1 co 1 . N _ . , o

ety ettt = el(el; @eftt) = (e, @ edh)ellt. Assim, seja A;iq X Ajel; ® el Ay um

(A;, A;41)-bimédulo irredutivel Zy-graduado com gerador par w; ;41 que satisfaz as igualdades
Wiip1 = eﬁlwmﬂ = wi,iﬂeiﬁrl. Em geral, para j > 7+2 e para quaisquer ¢;11 € Qit1,...,¢j—1 €
Qj-1, considere A;;(gi41,...,q;—1) um (A;, A;)-bimédulo irredutivel Z,-graduado com gerador

homogéneo w;;(gi+1, - .., ¢j—1) que satisfaz

Wi (Qig1, -5 qj—1) = Gilwz‘j(%ﬂ, o Qio1) = Wi (Qiga, - - - ,Qj—1)6{1- (6.1)

Observe que o grau do elemento w;;(gi41,...,¢q;—1) em uma dada Z,-graduagao depende dos
elementos ¢;+1, . . ., ¢j—1 da seguinte forma: w;;(gi+1, - .., gj—1) € par ou impar conforme o nimero

de ocorréncias dos g, € Qu, 1 +1 < a < j — 1, sejam par ou fmpar, respectivamente.
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Vamos definir A1; = Ay, ..., Ay = A, €, para j >0 + 2,

Ajj = @ Aij(Qi—l-h e an—l)-

Qit1€Q4+1,0j—1€Q 1

E consideremos
A= P4y
1<i<j<m

Por fim, definimos em A uma multiplicacao a fim de que A seja uma algebra.

(i) se a,b € Ay, para algum i, entdo o produto ab é o préprio produto da algebra Aj;;

(1) para quaisquer 1 <i < j <mel <k <[ <m,tais que j # k, definimos A;; Ay, = 0. Se
a € A;jebe Aj, entdao definimos a multiplicagdo ab da seguinte forma: de (6.1), temos que os
elementos g;e’,w;; (i1, - - - ,qj_l)qje{ﬁ, com q; € Q;,...,q € Qj, 1 <a<n;, 1< <nj nos
dao uma base linear dos A;;. Para simplificar nossa notacao, escrevemos q;; = (giy1,---,qj—-1)-

Disso, definimos a multiplicagao

GiChnwik (@i G4 T )arels, se B =1

i — J r 3 —! 1k
Qi€a1wij(qz‘j)%‘6m : qj‘efylek(q]'k)lel(S = , .
0, caso contrario.

Portanto, com essas defini¢oes, temos que A é uma superalgebra associativa com dimensao
finita, onde sua subalgebra semissimples maximal é A; & --- @ A,, e o radical de Jacobson é
dado por J = ®1<icj<mA;j. Claramente, A é uma superdlgebra minimal e, pelo Teorema 6.1.1,
segue que Id(G(A)) = I -+ I,,, onde I,..., 1, sdo T-ideais préprios verbalmente primos de
F(X). 0O

Pretendemos agora generalizar a nocao de T-ideal verbalmente primo para produtos de

T-ideais verbalmente primos. Para tanto, daremos o proximo teorema.

Teorema 6.1.3. Sejam I4,...,1,, T-ideais verbalmente primos e considere [ = Iy ---1,,. Se
P, Q sao T-ideais tais que PQ) C I, entao ou P C I ou Q) C I ou existe 1 <k <m —1 tal que
PCL- Iy eQC Iys I

Demonstracao. Se P C I ou @ C I, entdo estamos feitos. Suponha entdo que P € I e Q € I.
Por hipétese, I é o produto de T-ideais verbalmente primos, disso, aplicando o Teorema 6.1.2,
temos que existe uma superalgebra minimal A tal que I, --- I, = I = Id(G(A)). Mais ainda,
escrevendo A = A,,+J com Ay, = A1 @ -+ - P A,, sendo uma subalgebra semissimples maximal
homogénea na Zs-graduacao, temos Iy = Id(G(Ay)), para k =1,...,m.

Uma vez que P ¢ I, temos que existe um menor inteiro k € {1,...,m} de tal maneira que

PZI--I. Se QC I I, estamos feitos ja que, neste caso, k > 1 (pois Q € I) e assim
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terfamos 1 < k—1<m-1,PCIL---Ixy_1eQ C Iy---1,. Dessa forma, podemos assumir
que Q € Iy -+ I,

Considere f € P\I,--- Iy e g € Q\ I - - I, polinomios multilineares em conjuntos disjuntos
de variaveis. Como fg € PQ e temos PQ C I, segue que fg € I. Assim, nosso intuito nessa
demonstracao é provar que fg ¢ Id(G(A)) = I, e com isso teremos uma contradigao.

Observe primeiro que m > 2, pois senao teriamos necessariamente P C [ ou Q C I.
Consideremos agora dois casos.

(7) Suponha que k # 1, m. Sejam B e C as subalgebras de A geradas por Ay, ..., A, wia, . . .,
Wk—1k € Ak, ..oy A, Wi kt1, - - - s Win—1,m, respectivamente, ou seja, B = ALK o O = Alkm),
Temos que B e C sao superalgebras minimais. Como f € P\I; --- [, = Id(G(4;)) - - - Id(G(Ag)),
pelo Teorema 6.1.1, f € P\ Id(G(B)). Lembrando que G(B) e S(B) satisfazem as mesmas
identidades (veja Proposi¢ao 5.2.1), concluimos que f € P\ Id(S(B)), ou seja, f nao ¢ uma
identidade de S(B). De maneira andloga temos que ¢g nao é uma identidade de S(C). Pela
Proposicao 5.3.4, existem mondmios nao nulos p,q € S = F[U, V], £ € {l,c| ? = 1} e
¢ e{l,d ] (d)? =1} tais que

Ewy, ®@p € f(S(B)) e wrm®qeg(S(O)).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que pg # 0 e disso

0 # &6 wim ® pg = (Ewix @ p)(§'wim ® q) € f(S(B))g(S(0)),

e isto quer dizer que fg nao é uma identidade de S(A). Mas, pela Proposicao 5.2.1, S(A) e
G(A) satisfazem as mesmas identidades. Logo, fg nao é uma identidade de G(A), o que é uma
contradigao.

(71) Suponha agora k = 1. Usando os mesmos argumentos de antes, pelas Proposigoes
5.3.1 e 5.3.4, existem monoémios nao nulos p,q € S = F[U, V] tais que {wy,, ® ¢ € g(S(A))
e, ou (eg £¢)) ®@p € f(S(A1)), onde eqwyy, = Wiy, €jwi, = 0, ou fE®@p € f(S(A1)),
com E elemento unidade de Ay, £ € {l,c | ? =1} e & € {1, | (¢)? = 1} Como antes,
F(S(A1))g(S(A)) # 0 o que implica em fg nao ser uma identidade de S(A) e, consequentemente,
fg nao ser uma identidade de G(A), uma contradigao. O caso quando k = m é andlogo ao caso
k=1. 0O

Terminamos esta secao discutindo o problema levantado no fim da Segao 4.3, onde de-
batiamos a possibilidade de duas superdlgebras minimais A e B serem isomorfas (como élgebras
ou superalgebras) dado que suas componentes semissimples maximais sdo isomorfas como su-

peralgebras. Veremos adiante que, assumindo um isomorfismo entre essas componentes semis-



6.1. SUPERALGEBRAS MINIMAIS E T-IDEAIS VERBALMENTE PRIMOS 85

simples maximais, temos uma importante consequéncia que relaciona o conjunto das identidades
polinomiais das envolventes de Grassmann de A e B.

Mais precisamente, considere duas superalgebras minimais A = A;®---®A,,+J e B = B{®
-+ ® B, +J', onde Ay,..., A, By,...,B,, sao superalgebras simples e J e J’ sdo o radical de
Jacobson de A e B, respectivamente. Se A; = B;,i=1,...,m, e A e B possuem Zs-graduagao
trivial, entao pelo Lema 4.3.4 segue que A = B, j& que ambas serao isomorfas a UT'(dy, . .., dy,).
Em geral, vimos nos Exemplos 3.1.21 e 4.3.6 que o isomorfismo como superalgebras A; =& B;,1 =
1,...,m, nao implica em A e B serem isomorfas como superalgebras. Entretanto, neste caso,
como uma interessante consequéncia do Teorema 6.1.1, temos que G(A) e G(B) geram a mesma

variedade.

Corolério 6.1.4. Sejam A=A ®--- DA, +J e B=DB1®---® B, +J duas superdlgebras
minimais, onde J e J' sao o radical de Jacobson de A e B, respectivamente. Se A; € isomorfa,
como superdlgebra, a B;, para todo i =1,...,m, entio Id(G(A)) = Id(G(B)).

Demonstragao. Basta notar que, como A; é isomorfa, como superalgebra, a B;, entdao G(A;)
¢ isomorfa a G(B;) e assim Id(G(4;)) = Id(G(B;)), para todo i = 1,...,m. O resultado segue

entao aplicando o Teorema 6.1.1 as superalgebras minimais A e B. 0O

Se tivermos A = A1 ®---® A,, +J uma superalgebra minimal, onde Ay, ..., A,, sado algebras

de matrizes com Zs-graduacao trivial, entdo temos a seguinte caracterizacao de Id(G(A)).

~Y

Corolario 6.1.5. Seja A = A1 & --- @ A, + J uma superdlgebra minimal tal que Ay =
My, (F), ..., Ay, = My (F) sdo superdlgebras simples com uma Zso-graduacao trivial. Entao
1d(G(A)) = 1A(UT(dy, ..., dp)).

Demonstracao. Note que, pelas hipoteses do corolario, A; @ --- & A,, tem graduacao trivial,
mas J nao tem necessariamente graduacao trivial. Assim, seja J' o radical J munido da
graduacgao trivial e considere B := A; & --- ® A,, + J'. Logo B é uma superalgebra com Zs-
graduacdo trivial e, pelo Lema 4.3.4, temos B = UT(d,, ... ,d,,). Além disso, uma vez que G*
é comutativo, pelo Lema 2.3.13 é vélido 1d(B) = Id(B ® G). Dessa forma,

I(UT(dy, ..., dy)) = 1d(B) = 1d(B ® G©) = 1d(G(B)) = Id(G(A)),

onde a ultima igualdade foi obtida aplicando o Corolario 6.1.4. 0

Exemplo 6.1.6. Vimos no Exemplo 3.1.19 que, se A e B denotam a &dlgebra UT,(F) com

as graduacoes trivial e canonica, respectivamente, entdao A e B nao sao isomorfas como su-
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peralgebras. As envolventes de Grassmann de A e B sao
GO ¢ [elOrelty
G(A) = ( 0 cO e G(B)= 0 c0)
Pelo Corolario 6.1.4, temos que G(A) e G(B) satisfazem as mesmas identidades polinomi-
ais. Note que, A;, Ay, By e By sao todas isomorfas a F' e possuem graduacao trivial. Logo,

pelo Corolario 6.1.5, segue que 1d(G(A)) = Id(UTx(F)) e 1d(G(B)) = Id(UT,(F)). Como
IA(UT>(F)) = ([x1, x2][x3, 24])7 (veja Exemplo 2.1.14), entdo

d(G(A)) =1d(G(B)) = 1A(UT:(F)) = ([21, xo][xs, 2a])7-

6.2 Classificando variedades minimais

Daremos nessa secao o resultado principal deste trabalho que classifica todas as variedades
minimais, sobre um corpo de caracteristica zero, que possuem expoente maior ou igual a dois.
Comecamos com a defini¢ao de variedade minimal e assumiremos que F' é um corpo de carac-

teristica zero, nao necessariamente algebricamente fechado.

Definicao 6.2.1. Seja V uma variedade de algebras. Dizemos que V é minimal de expoente

d > 2 se exp(V) = d e para toda subvariedade prépria U C V temos exp(U) < d.

Drensky provou em [10] e [11] que se V é uma variedade de algebras cujo o T-ideal é gerado
por um produto de comutadores de peso 2 ou 3 entao V minimal. E, nesses mesmos artigos,
ele conjecturou que uma variedade é minimal se, e somente se, Id(V) é um produto de T-ideais
verbalmente primos. Essa conjectura foi provada por Giambruno e Zaicev em [21] e veremos
esse resultado mais adiante.

Seja V uma variedade de algebras sobre F'. Pelos Teoremas 6.1.1 e 6.1.2 temos que 1d(V)
¢ um produto de T-ideias verbalmente primos se, e somente se, V é gerada pela envolvente de
Grassmann de alguma superdlgebra minimal A. Assim, a fim de comprovar a conjectura de
Drensky, é suficiente verificar que uma variedade ¥V é minimal se, e somente se, V = var(G(A)),

para alguma superalgebra minimal A. Neste sentido, vejamos o seguinte teorema.

Teorema 6.2.2. Seja V uma variedade de dlgebras sobre um corpo F' de caracteristica zero
tal que exp(V) = d > 2. Entdo existe uma superdlgebra minimal A tal que G(A) € V e
expp(G(A)) =d. Além disso, se V é minimal de expoente d > 2, entao V = var(G(A)).

Demonstragao. Seja B uma &lgebra tal que V = var(B). Considere F o fecho algébrico
de F e B= B ®p F. Pelo Teorema 2.3.15 temos cf (B) = ¢!'(B), para todo n > 1. Como

V = var(B), segue que expp(B) = expp(V) = d e disso expp(B) = d > 2.
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Denotando por V a variedade da algebra B sobre F, isto é, V = var(B), temos expz(V) =
exps(B) = d > 2. Pelo Lema 4.3.2, existe uma superalgebra minimal A = A,, + J com
A = AL @ - @ A, sobre F tal que G(A) € V e dimpA,, = expp(V) = d. Logo, pela
Observacao 4.2.6, obtemos

expr(G(A)) = dimpA,, = expp(V) = expz(B) = d. (6.2)

Como B é uma F-algebra e ' C F, podemos considerar B como uma F-algebra. Além disso,
desde que Idz(V) = Idx(B) e, pelo Lema 2.3.13, Idx(B) C Idr(B), obtemos Idx(V) C 1dx(B),
ou seja, B é uma F-algebra contida em V.

Agora, observe que Idp(V) C Idg(B) C Id#(B) C Id#(G(A)), logo

Idr(V) N F(X) C Idp(G(A)) N F(X) = Idp(V) C Idp(G(A)) = G(A) € V,

como querfamos. Como pelo Lema 2.3.16, ¢f(G(A)) < ¢F(G(A)), segue de (6.2) que d =
expp(G(A)) < expp(G(A)). Uma vez que G(A) € V, temos que expp(G(A)) < expp(V) =d, e
assim expp(G(A)) = d.

Por fim, se V é uma variedade minimal de expoente d > 2, entdo como G(A) € V e
expp(V) = d = expp(G(A)), concluimos que V = var(G(A)), sobre F.

Corolario 6.2.3. Se V ¢ uma variedade minimal de expoente d > 2 sobre um corpo algebrica-
mente fechado de caracteristica zero, entao existem T-ideais verbalmente primos Iy, ..., I, tais
que Id(V) =11 -+ - Iy

Demonstracao. Pelo teorema anterior, temos V = var(G(A)), para alguma superélgebra
minimal A = A;&---®A,,,+J, o que implica Id(V) = Id( (A)). Desde que, pelo Teorema 6.1.1,
d(G(A)) = Id(G(A)) - - - 1d(G(Ap)), entao Id(V) = 1d(G(A)) = 1d(G(Ay)) - - - 1d(G(An)). E,
pelo Teorema 3.3.8, para cada k = 1,...,m, Id(G(Ax)) é um T-ideal verbalmente primo ja
que Ay é uma superalgebra simples. Portanto, concluimos que Id(V) é um produto de T-ideais

verbalmente primos. 0O

Assim, temos em maos grande parte dos resultados que irao nos auxiliar quando formos
demonstrar o teorema que tem por finalidade classificar todas as variedades minimais que
possuem expoente maior ou igual a dois. Para esse fim, nosso intuito daqui pra frente é exibir
algumas ferramentas que nos possibilite concluir tal feito.

Ora, da conjectura dada por Drensky, resta-nos verificar a implicagao que afirma: se V é uma

variedade tal que Id(V) é o produto de T-ideais verbalmente primos, entao V é minimal. Lembre
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que a definicao de uma variedade minimal envolve o expoente de suas subvariedades préprias,
e com isso buscamos métodos que nos permitem trabalhar com esses expoentes. Enunciamos
a seguir um resultado que nos mostra, em certas condigoes, como comporta o expoente de

produtos de T-ideais verbalmente primos.

Lema 6.2.4 ([21], Lema 7.3). Sejam I, ..., I,,Q1, ..., Q, T-ideais verbalmente primos préprios
tais que

QlQnglljm
Entao ou exp(Q1---Qp) > exp(ly---1Iy) oum=n el = Qy, para todo k =1,...,m.

Como corolario desse lema, temos uma importante e util consequéncia a respeito de produtos
de T-ideais verbalmente primos. Uma vez vélida a igualdade entre produtos de T-ideais ver-
balmente primos, entao cada T-ideal deste produto coincide um a um. Além disso, a reciproca

é também verdadeira. Vejamos esse resultado a seguir.

Corolario 6.2.5. Sejam I,...,1,,Q1,...,Q, T-ideais verbalmente primos proprios. Entao
Lo I =Q1-Qy
se, e somente se, m=n el =0Q,...,1, = Qmn.

Demonstracao. Se I1---1I,, = Q1+ Q,, entao exp([y --- I,,) = exp(Q; - - - Q) e assim, pelo

lema anterior, segue que m = ne I = @Q4,...,1,, = @Q,,. Evidentemente, se m = n e
L =Q,....0,=Qn,entao I --- I, = Q1--- Q. 0

Finalmente, estamos em condicoes de enunciar e demonstrar o Teorema de Classificacao
das variedades minimais. Note que esse teorema tem como foco as variedades minimais de
crescimento exponencial, ja que consideramos variedades minimais V tais que exp(V) = d > 2.

Sua demonstragao é feita aplicando varios dos resultados vistos ao longo dessa dissertacao.

Teorema 6.2.6. Seja V uma variedade de dlgebras sobre um corpo F' algebricamente fechado
de caracteristica zero tal que exp(V) > 2. Entao as sequintes propriedades sio equivalentes:
(1) V é uma variedade minimal de expoente d;
(2) Id(V) € o produto de T-ideais verbalmentes primos;
(3) V = var(G(A)), para alguma superdlgebra minimal A = Ass+J(A) tal que dimp Ags = d.

Demonstracao. Seja V uma variedade de algebras sobre F' de expoente d > 2 tal que Id(V) =
Iy---I,,onde I, ..., I, sao T-ideais verbalmente primos. Pelo Teorema 6.1.2, segue que existe
uma superalgebra minimal A = Ag,+ J(A) tal que Ags = A1 D - DA, e ld(G(A) =11 -+ I,
Portanto, V = var(G(A)) e pela Observagao 4.2.6 temos dimp Ags = exp(G(A)) = exp(V) = d.
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Portanto (2) implica em (3). Reciprocamente, pelo Teorema 6.1.1, se V = var(G(A)), para
alguma superédlgebra minimal, entao Id(V) é o produto de T-ideais verbalmentes primos. Dessa
forma, temos que as propriedades (2) e (3) sdo equivalentes.

A propriedade (1) implica nas propriedades (2) e (3) aplicando o Corolario 6.2.3 e o Teorema
6.2.2, respectivamente.

Por fim, mostraremos que se Id(V) = I, ---I,,, onde I,..., I, sao T-ideais verbalmente
primos, entdo V é uma variedade minimal, ou seja, a propriedade (2) implica na propriedade
(1). Seja U uma subvariedade prépria de V. Usando o Teorema 6.2.2 aplicado a subvariedade U,
temos que existe uma superalgebra minimal A tal que var(G(A)) C U e exp(G(A)) = exp(U).
Entao, Id(U) CId(G(A)) = Q1 --- Qn, onde Qq,...,Q, sdo T-ideais verbalmente primos. Mas

UGSV e assim
L1, =1d(V) ;Id(bl) CQ---Qun=1051---1, ; Q- Q.
Pelo Lema 6.2.4, obtemos

exp(U) = exp(Q1---Qn) < exp(ly---I) = exp(V),

e isso quer dizer que V é uma variedade minimal, e assim finalizamos a demonstracao do

teorema. O

O seguinte corolario é um resultado extremamente t1til e decorre diretamente do teorema

acima.

Corolario 6.2.7. Para qualquer inteiro d > 2, existe somente um numero finito de variedades

minimais de expoente d.

Existem somente duas variedades minimais de expoente d = 2, as quais sao geradas pelas
dlgebras de matrizes triangular superior UT,(F') e pela élgebra de Grassmann G (veja [20],

Capitulo 7). De posse do Teorema 6.2.6, obteremos aqui este resultado.

Exemplo 6.2.8. Se V é uma variedade minimal sobre um corpo F' algebricamente fechado de
caracteristica zero tal que exp(V) = 2, entdo, pelo Teorema 6.2.6, V = var(G(A)), para alguma
superalgebra minimal A = A, + J(A), onde dimp Ay = 2. Ora, neste caso, temos somente
duas possibilidades, a menos de isomorfismo, para a componente semissimples maximal A, a

saber:

()Ay = F & F;
(i1)Ass = F @ cF, onde ¢* = 1.
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No primeiro caso, temos
[d(V) = 1d(G(A)) = 1d(G(F)) 1d(G(F)) = IdUTL(F)) = ([x1, 22, [v3, 2]} -
De maneira similar, obtemos para o segundo caso
[d(V) =1d(G(A)) = 1d(G(F & cF)) = Id(G) = ([[x1, z2], z3])T,

como queriamos.

6.3 O caso Zs-graduado

Vimos na secao anterior que, ao lidarmos com variedades minimais, o T-ideal de suas identi-
dades polinomiais coincide com o T-ideal das identidades polinomiais da envolvente de Grass-
mann de uma superalgebra minimal. Entretanto, no contexto das identidades Z, graduadas,
surgem diferentes resultados que envolvem superalgebras minimais e supervariedades. Neste
sentido, terminamos esta dissertacao com uma discussao interessante que diz respeito ao que
acontece ao lidarmos com as supervariedades. Para tanto, vamos introduzir algumas definicoes.
Comecamos lembrando que uma PI-superalgebra é uma superalgebra que satisfaz uma iden-
tidade (ordindria) nao trivial.

Para F' um corpo de caracteristica zero, sejam Y = {yi,vs,...} € Z = {21, 29,...} dois
conjuntos disjuntos, infinitos e enumeraveis de variaveis e considere F(Y U Z) a algebra livre
associativa unitiria gerada por Y e Z. A élgebra F(Y U Z) possui uma Zy-graduacao
natural tal que as variaveis de Y sao homogéneas de grau zero e as variaveis de Z sao homogéneas
de grau um. Neste caso, vamos escrever F(Y U Z) = F(Y U Z)O @ F(Y U Z)V e assim

dizemos que F(Y U Z) é uma superdlgebra associativa livre em Y e Z sobre F. Seja f =

f(y1, -« Yn, 21, - -, Zm) um elemento pertencente a F(YUZ). Dizemos que f é uma identidade
polinomial Z,-graduada para uma superalgebra A = AQO QAW se f(ay, ..., an,b1,... by) =
0, para quaisquer ai,...,a, € A® e by, ... b, € AD.

Um ideal graduado I = I'Y @ IV de F(Y UZ) é chamado de Ty-ideal se I ¢ invariante sob
todos os endomorfismos de F(Y U Z) que preservam sua graduacao. Dada uma superdlgebra
A = A® @ AW definimos Th(A) como sendo o conjunto das identidades polinomiais

Zo-graduadas de uma superalgebra A, ou seja,
To(A)={f e F{YUZ) | f éuma identidade polinomial Z,-graduada para A}.

Verifica-se que este conjunto é um Ty-ideal de F(Y U Z), e assim como vimos para identidades
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ordinérias, temos também que qualquer Ty-ideal de F(Y U Z) é da forma T5(A), para alguma
superalgebra A.

Seja S = SO uSH C F(Y UZ) um conjunto nio vazio tal que S© C F(Y U Z2)© e
SO C F{Y uZ)M. A classe de todas as superalgebras A = AD @ A tais que f é uma
identidade polinomial Z,-graduada para A, para quaisquer f € S, é dita a supervariedade
(ou variedade de superalgebras associativas) V**? determinada por S. O Ty-ideal
de F(Y U Z) associado a V*"P é denotado por To(V**P). Se To(V*"?) = Ty(A), para alguma
superalgebra A, entao dizemos que a supervariedade V*'? é gerada por A, e neste caso
escrevemos V*“P = supvar(A). Neste caso, V**? é uma supervariedade de posto finito se A
¢ uma Pl-superdlgebra finitamente gerada.

Note que, até o momento, nossa discussao em torno dessas primeiras definicoes segue, de
maneira similar, aquelas que inserimos quando trabalhdvamos com identidades ordinarias. As-
sim, veremos agora, como se da o conceito de n-codimensao para uma superalgebra A, para em
seguida generalizarmos a definicao do Pl-expoente de uma dlgebra A.

Considere PP o espago vetorial, sobre F', gerado pelos polinomios multilineares de grau n

de F(Y U Z), nas variaveis y1, 21, - . . , Yn, 2. Para uma superalgebra A, definimos

psup

sup( A\ — dime——"
WA = A e (ay

n
para todo n > 1, como sendo a n-ésima codimensao Z,-graduada (ou n-ésima super-
codimensao) da superalgebra A.

Da mesma forma que temos o Teorema das Codimensoes de Regev para uma Pl-algebra,

Sup

SUP(A)}n>1 ¢ exponencialmente limitada se, e

Giambruno e Regev, em [16], provaram que {c
somente se, A satisfaz uma identidade polinomial ordinaria. No artigo [2], Giambruno, em
parceria com Benanti e Pipitone, mostraram que no caso de A ser uma Pl-superalgebra fini-
tamente gerada, o niumero lim, ., ¥/cn"(A) existe e é um inteiro nao negativo. Com isso,

definimos
expy(A) = lim {/en”(A)

n—oo
e dizemos que exp,(A) é o expoente Z,-graduado (ou superexpoente) de A. Se V5P =
supvar(A), entdao o superexpoente da supervariedade V**? é dado por exp, (V") = exp,(A).
O comportamento assintético da supercodimensao de uma superalgebra A é também um
objeto de estudo para varios matematicos. Assim como no caso ordinario, foram classificadas
as supervariedades cuja sequéncia de supercodimensoes ¢é limitada polinomialmente. Mais pre-

cisamente, em [15], temos o seguinte resultado:

Teorema 6.3.1 ([15], Teorema 2). Uma supervariedade VP tem crescimento polinomial se, e

somente se, nenhuma das sequintes superdlgebras pertencem a V*"P:
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1) G com a graduacao trivial;
2) G com a graduac¢ao canonica,

(1)

(2)

(3) UTo(F') com a graduagao trivial;
(4) UT5(F) com a graduag¢ao candnica;
(5)

5) F & cF, onde ¢ =1, com a graduagao (F,cF).

Seja V*"P uma supervariedade de uma Pl-superdlgebra associativa. Dizemos que VP é
uma supervariedade minimal de superexpoente igual a d, se exp,(V*"?) = d e para toda
subvariedade prépria U*“P C V5P é vélido que expy(U*P) < d.

Supervariedades de superexpoente iguais a um foram classificadas em [15]. Neste trabalho,
Giambruno, Mishchenko e Zaicev concluiram, a partir de alguns resultados, que a supervar-
iedade gerada por um corpo F' é a unica supervariedade minimal de expoente igual a um.
O Teorema 6.2.6 afirma que as variedades minimais de expoente maior ou igual a dois sao
geradas pela envolvente de Grassmann de uma superdlgebra minimal. Veremos a seguir um
resultado similar para supervariedades minimais de posto finito. Mais precisamente, a préxima
proposicao nos mostra que qualquer supervariedade de posto finito, cujo superexpoente é maior

ou igual a dois, é gerada por uma superalgebra minimal adequada.

Proposicao 6.3.2 ([8], Proposicao 3.2). Seja V**P uma supervariedade de posto finito sobre
um corpo F de caracteristica zero. Se VP é minimal tal que expy(V*'P) = d > 2, entdo

VP = supvar(B), para alguma superdlgebra minimal adequada B.

Lembrando da caracterizagao das variedades minimais, uma questao natural que surge neste
momento é a seguinte: é verdade que para uma dada supervariedade de posto finito ser minimal
é necessario e suficiente que ela seja gerada por uma determinada superalgebra minimal? Uma
direcao foi provada pelo teorema acima, contudo a outra dire¢ao nao é verdadeira. De fato,

existem superalgebras minimais que geram supervariedades nao minimais (veja [6] e [7]).
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