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Resumo

Dada uma &algebra de dimensao finita ela pertence a uma das seguintes classes:
algebras derivadamente mansas ou algebras derivadamente selvagens. Nosso objetivo
nesse trabalho é determinar quais K —algebras de dimensao finita com trés médulos
simples sao derivadamente mansas.

Palavras-chave: Categoria derivada, algebra derivadamente mansa, algebra de-
rivadamente selvagem, algebras com trés modulos simples, algebra mansa, algebra

selvagem.



Abstract

Given a finite-dimensional algebra it belongs to one of the following classes: derived
tame or derived wild algebras. In this thesis our aim is to determine which finite-
dimensional K-algebras with three simple modules are derived tame.

Keywords: Derived category, derived tame algebra, derived wild algebra, alge-

bras with three simple modules, tame algebra, wild algebra.
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Capitulo 1
Introducao

Nesse trabalho o corpo K sera sempre algebricamente fechado e as algebras serao
K —algebras, associativas, com unidade, basicas, conexas e de dimensao finita. Pode-
mos assumir que elas serao béasicas porque uma algebra A sempre é Morita equivalente
a uma algebra basica, isto é, suas categorias de mdédulos sao equivalentes. A categoria
modA é a de A—modulos a direita finitamente gerados.

O teorema de Krull-Shmidt para algebras de dimensao finita afirma que todo
médulo M € modA é isomorfo a uma soma direta de mddulos indecomponiveis e
essa soma direta é uinica a menos de permutacao. Desse modo, os indecomponiveis
desempenham um papel importante na categoria modA. Dada uma K —algebra uma
pergunta natural é se a quantidade de modulos indecomponiveis, nao isomorfos em
modA, é finita ou ndao. Quando modA possui uma quantidade finita de indecom-
poniveis nao isomorfos dizemos que A é de representacao finita. No outro caso dize-
mos que A é de representacao infinita. Consta na literatura, veja por exemplo [6] e
[59], que por volta de 1940 Brauer deixou como exercicio para seus alunos as seguintes
conjecturas:

Conjectura 1: Uma K —4algebra é de representacao finita ou possui médulos inde-
componiveis com dimensoes arbitrariamente grandes.

Conjectura 2: Uma algebra de dimensao finita sobre um corpo infinito K é de
representacao finita ou existe uma sequéncia infinita de nimeros d; € N tal que, para
cada i, existe um numero infinito de médulos indecomponiveis nao isomorfos com
K —dimensao d;.

Atualmente essas conjecturas sao conhecidas como conjecturas de Brauer-Thrall.

A conjectura 1 foi mostrada primeiro para corpos algebricamente fechados por Roiter



[61] e posteriormente generalizada por Auslander em [4]. Bautista [9] deu uma prova
usando métodos geométricos para a segunda conjectura no caso em que 0s COrpos sao
algebricamente fechados com caracteristica diferente de dois, veja também [53].

O estudo das algebras de representacao infinita levou a acreditarem que essas
algebras se dividiam em duas classes distintas: algebras mansas e algebras selvagens.
Freislich e Donovan [25] propuseram uma definigdo explicita para essas classes de
algebras. As dlgebras mansas sao aquelas nas quais dada uma dimensao d existe
uma parametrizacao dos modulos indecomponiveis dessa dimensao por um nimero
finito de familias de um parametro. Podemos considerar que é possivel classificar os
modulos indecomponiveis dessas algebras. Exemplos bem conhecidos sao a algebra
K[X] e a dlgebra de Kronecker.

Uma algebra A de dimensao finita é selvagem se para toda dlgebra de dimensao
finita B existe um funtor K —linear de modB para modA o qual é exato, preserva classe
de isomorfismos e leva indecomponivel em indecomponivel - veja [6], (no capitulo 2
apresentamos uma definigdo equivalente para dlgebra selvagem). De certo modo, a
classificacao de todos os médulos de uma &dlgebra selvagem de dimensao finita da a
classificacao de todos os médulos de todas as algebras de dimensao finita. Por isso,
a classificagao dos modulos indecomponiveis das algebras selvagens é de certa forma
impossivel, um exemplo de tal dlgebra é K[X,Y]. Note que a classe de &lgebras
mansas engloba a de dlgebras de representacao finita.

Em [29], Drozd mostrou a dicotomia mansa-selvagem: uma K —algebra de di-
mensao finita é mansa ou selvagem e nao pode ser ambas, com K um corpo algebri-
camente fechado. A classificacao das algebras mansas de dimensao finita é conhecida
nos casos nos quais a algebra possui um médulo simples [17], [19], [28], [35], [40], [46],
[57] e [58] ou dois médulos simples [18], [21], [27], [33], [34], [42] e [47]. Para &lgebras
que possuem trés ou mais méodulos simples o problema de classificacao continua em
aberto. Existem alguns resultados para quando a algebra possui trés médulos simples
[31] e [51].

No inicio dos anos 60, Grothendieck e Verdier introduziram o conceito de cate-
goria derivada, cuja aplicacao encontra-se em varias areas da matematica. Passados
alguns anos Happel em [44] comegou o estudo sistemético de categorias derivadas de
categorias de médulos de dlgebras associativas de dimensao finita. Em [43], os autores

enunciaram e provaram uma versao das conjecturas de Brauer-Thrall para categorias
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derivadas de categoria de modulos de algebras associativas de dimensao finita.

Com esses novos conceitos uma pergunta natural era se existiria definigoes analogas
de mansas e selvagens para categorias derivadas de dlgebras. De la Pena [55] introdu-
ziu o conceito de algebra derivadamente mansa via algebra repetitiva. Vossieck [64]
definiu e classificou as algebras derivadamente discretas que sao de dimensao finita.
Baseados nesses trabalhos Geiss e Krause [37] apresentaram uma defini¢ao de dlgebra
derivadamente mansa mais geral e mostraram que equivaléncia derivada preserva
a propriedade de ser derivadamente mansa. Em [11], Bekkert e Drozd apresenta-
ram uma definicdo para algebras derivadamente mansas e algebras derivadamente
selvagens® e estabeleceram a dicotomia mansa-selvagem para categoria derivada de
algebras de dimensao finita. A luz desse tltimo resultado passou-se ao desafio de des-
cobrir quais algebras sao derivadamente mansas e quais sao derivadamente selvagens.
Porém, a estrutura da categoria derivada é conhecida para poucas classes de algebras
de dimensao finita. Para alguns resultados veja [44], [55], [16], [15], [13], [23], [14],
[20], [24], [7], [8], [36], [12], [45] e [50].

Em [13], os autores classificaram quais dlgebras locais ou com dois médulos simples
sao derivadamente mansas. Baseado no trabalho [13] investigamos quais as &dlgebras
de trés médulos simples sao derivadamente mansas. Chegamos ao resultado abaixo,

o qual iremos demonstrar ao longo desse texto.

Teorema Principal. Seja A uma K—adlgebra de dimensao finita, bdsica e coneza
sobre um corpo algebricamente fechado K que possui exatamente 3 modulos simples.
As afirmacoes abaixo sao equivalentes:

a) A é derivadamente mansa.

b) A é uma dlgebra gentle ou A € isomorfa ou anti-isomorfa a uma das dlgebras
da tabela 1.1.

LA defini¢do de derivadamente mansa de [11] ndo coincide com a defini¢do de derivadamente

mansa de [37]. Mas, s@o equivalentes.
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Tabela 1.1: Algebms deriwadamente mansas que nao $ao

dalgebras gentle.

Note que as algebras 1.4 e 1.6 sao algebras skewed-gentle conforme os exemplos
2.11 e 2.12 da secao 2.5. Ja as algebras 1.1, 1.2 e 1.3 sao derivadamente equivalentes,
respectivamente, as algebras 1.4, 1.5 e 1.6, veja o apéndice B. Temos que as algebras
1.5, 1.7 e 1.8 se degeneram para algebras gentle. Nas tabelas A.5, A.7, A9 e A.11
temos uma lista completa, a menos de isomorfismo e anti-isomorfismo, das algebras
gentle que possuem 3 médulos simples.

Esse trabalho divide-se da seguinte forma: no capitulo inicial apresentamos os
conceitos basicos da teoria de representagao necessarios para o entendimento do texto.

O capitulo 3 destina-se a demonstrar o Teorema Principal. Nas secoes 3.1, 3.2, 3.3,
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3.4 e 3.5 classificamos as algebras derivadamente mansas de dimensao finita com trés
modulos simples cujo quiver ¢é bisserial e possui, respectivamente, duas, trés, quatro,
cinco e seis flechas. J4 na secao 3.6 classificamos as algebras derivadamente mansas
de dimensao finita com trés médulos simples cujo quiver nao é bisserial. Finalizamos
esse capitulo com a secao 3.7 na qual demonstramos o Teorema Principal. O apéndice
destina-se a dois propositos: listar as algebras gentle com trés mddulos simples e

mostrar as equivaléncias derivadas que foram afirmadas durante o trabalho.



Capitulo 2
Conceitos Basicos

Neste capitulo faremos uma revisao de alguns conceitos basicos de teoria de re-
presentacao de algebras de dimensao finita, dlgebras gentle, algebras skewed-gentle e
categoria derivada para auxiliar o leitor no restante desse texto. Mais informacoes
bésicas sobre teoria de representacao consulte [5], [2], [62] e [63]; para dlgebras gentle
e skewed-gentle veja [3]| e [38]; j4 para categoria derivada e trianguladas sugerimos
[39], [65], [48] e [44].

2.1 Quivers

Nesta secao definiremos quivers, que como veremos ¢ um grafo orientado e a ele

associaremos uma algebra.

Definicao 2.1. Um quiver Q = (Qo, Q1;s,t) € uma quddrupla consistindo de dois
conjuntos: Qo (cujos elementos chamamos de vértices) e Q1 (cujos elementos cha-
mamos de flechas), e dois mapas: s,t: Q1 — Qo que associam a cada flecha a € Qq

o seu ponto inicial s(a) € Qg e seu ponto final t(a) € Qo.

Os vértices serao representados por numeros naturais. Frequentemente represen-

taremos as flechas como s(a) > t(a).

Exemplo 2.1. Com as convengoes acima o grafo abaixo € um quiver.

b

A

1—-2—"+3

13
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Quando os conjuntos () e ()1 sao finitos dizemos que o quiver é finito. Um quiver é
conezo se, ao desconsiderar a orientacao das suas flechas, o grafo obtido é conexo. Na

maioria das vezes, para denotar um quiver usaremos apenas a expressao Q) = (Qo, Q1)

ou Q.

Definigao 2.2. Sejam Q = (Qo, Q1;5,t) e Q' = (Qf, Q) s, ') quivers, dizemos que
Q' € um subquiver de Q se Q) C Qo, Q] C Q1, e caso a € Q' temos que s'(a) =
s(a),t'(a) = t(a). FEsse subquiver serd chamado pleno se Q) = {a € Qi|s(a) €

@ e t(a) € Qp}-

Exemplo 2.2. O gquiver abaizo é um subquiver pleno do quiver do Fxemplo 2.1

b
1—2=2

Se i e j sao dois vértices nao necessariamente distintos, um caminho de ¢ para j
com comprimento | > 1 é uma sequéncia de flechas (i|ajas - - - a|7), em que s(a;) =
i,t(ag) = s(ags1) com 1 < k <1 —1¢et(q) = j. Podemos visualizar esse caminho

Cco1mo

a ag

Har) —= o -

’L.;u' t(al)

A cada vértice i de @)y associamos um caminho de comprimento 0, chamado de
caminho trivial e denotado por e; ou (i||¢). Se o ponto inicial de um caminho nao
trivial coincide com o seu ponto final dizemos que esse caminho é um ciclo. Um ciclo

cujo comprimento é 1 é chamado de laco.

Definigao 2.3. Seja K um corpo. Uma K—dlgebra é um anel A com unidade (de-
notada por 1), que possui uma estrutura de K—espago vetorial compativel com a

multiplicagcao do anel, ou seja,
Aab) = (Aa)b = a(\b)

para todo N € K e para todo a,b € A. Dizemos que uma K—dlgebra é de dimensdo

finita se a dimensdo dela sobre K € finito.

Ao conjunto de caminhos de um quiver podemos associar uma estrutura de dlgebra

como veremos na proxima definigao.
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Definicao 2.4. Dado Q) um quiver e K um corpo, a dlgebra de caminhos KQ de Q) € a
K— dlgebra que tem como base de seu espaco vetorial o conjunto de caminhos de ) de
comprimento maior ou igual a zero. Sejam oy = (ilarag - - - a;]j) € ag = (k|byba - - - bst)

dois elementos da base de K@, o produto desses elementos € definido por

{ (ilasas - - abyby - baJt), se j=F,
109 =

0, caso contrario.

Esse produto € estendido por linearidade para qualquer elemento de K(Q).

Nesse trabalho os quivers serao sempre finitos. Nessa situacao, a algebra de cami-

nhos sempre possui unidade dada por 1 = Z €;.
1€Q0
Dado o quiver @ = (Qo, Q1) finito e conexo denotamos por Ry o ideal da édlgebra

de caminhos K () gerado pelas flechas a € ). Um ideal bilateral I de K@ é dito
admissivel se existe m > 2 tal que Ry C I C RQQ.

Um fato conhecido, veja [2] pagina 57, é que I =< p1,ps, -+ ,pp > onde p; =
> ACi, com \; € K e C; caminhos de comprimento maior ou igual que dois que
possuem o mesmo comego e final. Os elementos p; sao chamados de relagoes em
(). Uma relagao formada por um tunico caminho é chamada rela¢ao nula. Quando
a relacao tem a forma C; — (5, onde C; e (5 sao caminhos chamamos-a de rela¢ao
comutativa. Se I =< p; > é um ideal admissivel, chamamos o par (@, ) de quiver
com relagoes e a dlgebra A = KTQ ¢ chamada de dlgebra de caminhos sobre o quiver
com relagoes e denotada por A = K(Q, I).

Dado uma algebra A denotaremos seu radical por radA. Se ) é um quiver finito
e I um ideal admissivel entao rad (@) = RTQ. Além disso, a algebra @ é basica.

No capitulo 3 precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 2.5. Seja Q' um subquiver de ).  Se para qualquer caminho

xo 1 xy em Q, com xg,x; € Q, temos que x; € Q) para todo
1, com 0 < i <t, dizemos que Q' € um subquiver convexo de Q).
2.2 O quiver de uma algebra de dimensao finita

Ja vimos que dado um quiver podemos associar a ele uma &algebra associativa.

Além disso, essa algebra é uma K —algebra basica. Nessa se¢ao determinaremos sobre
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quais condigoes a reciproca seria verdadeira, isto é, quando dada uma K —algebra A

podemos associar a ela um quiver de modo que A é isomorfa a K(Q,I).

Definicao 2.6. Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita, conexa e bdsica, sendo
K um corpo algebricamente fechado. Seja {e1,es, -+ ,e,} um conjunto completo de
idempotentes primitivos ortogonais de A. O quiver de A, denotado por Q 4, € definido
do sequinte modo:

a) Os pontos de Qa sao niumeros 1,2,--- . n, 0s quais estao em bijecao com 0s
idempotentes {eq, e, -+ ,e,}.

b) Dados dois pontosi e j € (Qa)o, as flechas a : i — j estdo em correspondéncia

bijetiva com os vetores de uma base do K-espago vetorial e; ([;’J‘iﬁ) ej, onde radA é

o radical da dlgebra A.

O quiver )4 definido acima nao depende da escolha do conjunto de idempotentes

primitivos ortogonais em A. Como A é de dimensao finita () 4 ¢ finito.

Teorema 2.1. (Gabriel) Seja A uma K -dlgebra de dimensao finita, conezxa e bdsica.

Eziste um ideal admissivel I de KQ 4 tal que A = KTQA
Ideia da demonstragao:

1) Construir um homomorfismo de édlgebras ¢ : KQ4 — A.

2) Mostrar que ¢ é sobrejetivo.

3) Mostrar que I = ker¢ é um ideal admissivel de KQ 4.

Faremos apenas o passo 1). Para os outros veja a demonstragdo do Teorema 3.7,

pagina 75, de [2].

Sejam a, - + -, ay, elementos de rad A tais que {ag, - - - , @, } é uma base de ¢; (:jjéﬁ) e;.
As flechas de i para j em ) 4 serdo denotadas por o, - , Tq,,. Sejam ¢g : (Qa)o — A

o mapa definido por ¢p(a) = e, e ¢1 : (Qa)1 — A para ser o mapa definido por
01(T0,,) = Q.

Pela propriedade universal das algebras de caminho (veja Teorema 1.8 pagina 48
de [2]) existe um tnico homomorfismo de K —algebras ¢ : KQ4 — A que estende ¢q
ep. 1
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Definicao 2.7. Seja A uma K—dlgebra bdsica, conexra e de dimensdao finita. Um
isomorfismo A = KTQA onde I é um ideal admissivel de KQ4 (como construido na

demonstragao acima) € chamado uma presentacao da dlgebra A.

A partir de agora toda K-algebra de dimensao finita, basica e conexa serd vista

como uma algebra de caminhos de um quiver com relagoes.

Definicao 2.8. Dada uma K-dlgebra A, denotamos por AP a dlgebra oposta de A. A
dalgebra A°? € uma K -dlgebra com o mesmo espaco vetorial de A, mas a multiplica¢do

x € definida pela formula a x b = ba.

Dada uma K-édlgebra A = K(Q,I) considere o quiver Q% = (Qf,Q7") onde

P = (Q)y e QF ={t(a)“Z~5(a) |a € (Q)1}. Sejap = aias- - - an_1a, um caminho

op
n—1

>~ Aipi temos que (> \ipi)? = > Ni(p;)°. Tome 1P = {fP|f € I4}. A dlgebra AP

é isomorfa a K (Q, I°P).

em @ definimos p”? = a%a -~ ag’al?, para uma combinagdo linear de caminhos

2.3 Representacao de um quiver

Aprendemos que quivers é uma boa ferramenta para visualizar algebras de di-

mensao finita. Agora veremos como visualizar médulos através deles.

Definigao 2.9. Seja Q = (Qo, Q1) um quiver finito. Uma R—representag¢ao de um

quiver QQ, em que R é um anel, é um par

V= ((Vi)z'er ’ (VO‘>0‘€Q1>

de duas familias: a primeira, indexada sobre os vértices de @, € uma familia de
R—mddulos e a sequnda, indexada sobre as flexas de ), consiste de homomorfismos

de R—mddulos Vi, : Vi) — Via)-

Em alguns casos os R—mddulos da definicao acima sao moédulos a esquerda em
outros casos sao modulos a direita, o contexto determinara em qual situagao estamos.
Se R = K em que K é um corpo e todos os (V;)iEQO sao de dimensao finita, a

representacao é dita de representacao finita.

Exemplo 2.3. Uma K—representacao do quiver de Kronecker
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N

(1 0]

—
K? K
~__~7

[0 1]
onde Vi=K* V=K, V,=[1 0]eVz=[0 1]

J& temos os objetos da categoria de R—representacoes de (). Definiremos agora

0s morfismos.

Definigao 2.10. Sejam Q) = (Qo, Q1) um quiver finito, V = ((Vi)ier , (VQ)QEQJ e
U= ((Ui)ier , (Ua)aeQ1> R—representacoes de Q. Um morfismo f:V — U € uma

familia f = (f; : Vi — Ui)ier de homomorfismo de R—mddulos tais que para cada
flecha o : 1 — j temos que
fiVa = Ua fi. (2.1)

A equagao (2.1) afirma que o seguinte diagrama comuta

ViV
jfi lfj
U 22U,
Um morfismo é um isomorfismo se cada f; é um isomorfismo. Dizemos que V e
W sao representacgoes isomorfas se existe um isomorfismo de V' para W.
Na maioria dos casos o nosso anel é um corpo, portanto os (V;) i, SA0 espagos

vetoriais e (V) sao transformacoes lineares. Por isso, nao mencionaremos o anel

acQ:
caso ele seja K. Sijam f:V—=>V'eqg: V' — U dois morfismos de R—representagoes
de Q, onde f = (fi)icq, € 9 = (9i)icq,- Definimos a composi¢ao desses dois morfismos
como go f = (g; 0 fi)ier. E facil ver que g o f é um morfismo de V para U.

A categoria de representagoes de ) sobre um corpo K (respectivamente, re-

presentagoes de dimensao finita) serd denotado por Repk(Q)) (respectivamente, por

repi(Q)).
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Definigao 2.11. Seja Q um quiver finito e V- = (V;,V,) uma representagio de Q.
Para qualquer caminho nao trivial w = ajag---qp de a para b em Q, definimos a

avaliacao de V' no caminho w para ser o mapa K-linear de V, para V, definido por
Vo =Va, Vo, - Vau Ve -

Se temos uma combina¢ao K-linear de caminhos com mesmo comeco e final, o
mapa avaliacao estende-se por linearidade, isto é, se p = >_" | \iw;, onde \; € K e w;

é um caminho de (), temos
m
V=) AV,
i=1

Considere ) um quiver e I um ideal admissivel de K¢). Uma representacao

V = (V;,V,) de Q satisfaz as relagoes em I ou é limitada por I, se temos
V, = 0, para todas as relacoes p € I.

Denotamos por Repg (Q, I) (respectivamente, repg (Q, I)) a subcategoria plena de
Repk @ (respectivamente, de repx @) consistindo das representagoes de @) limitadas

por 1.

Exemplo 2.4. Considere o ideal I =< aff > de KQ onde Q) € o quiver

o g

l—2—-3

Uma representacao desse quiver com relacao €

1
0 (0 1]

K——K—K

Nosso interesse é na categoria dos A—méddulos a direita finitamente gerados, deno-
tada por modA, onde A é uma K-dlgebra de dimensao finita. O teorema seguinte re-
laciona a categoria modA com a categoria repg (Qa, I) das representacoes K-lineares
de @4 de dimensao finita limitadas por I. Denotaremos a categoria dos A—mddulos

a direita por ModA.

Teorema 2.2. Seja A = KQ/I conezxa, bdsica e de dimensao finita, onde I um ideal

admissivel de KQ. FExiste uma equivaléncia K-linear de categorias

F : ModA — Repx(Q, 1) (2.2)



20

a qual restringe a uma equivaléncia de categorias
F:mod A = repg(Q,I). (2.3)

Teorema 2.3. Seja A = KQ/I conexa, basica e de dimensao finita, onde I é um
ideal admissivel. Dado a € Qq, considere a representacio S(a) = (S(a)y, Vo) de Q,

onde

K, se b=a,

0,se b#a
V. = 0, paratoda o € Q1.

S(a)b =

O conjunto {S(a)|la € Qo} € um conjunto completo dos representantes das classes de

1somorfismos dos A-maodulos simples.

2.4 Algebras mansas e selvagens

O teorema de Krull-Schmidt para algebras de dimensao finita diz que na categoria
modA todo médulo M é isomorfo a uma soma direta de modulos indecomponiveis.
Além disso, essa decomposicao é unica a menos da ordem dos somandos diretos.
Com isso, percebemos a importancia de estudar os indecomponiveis da categoria
modA. Nessa secao estudaremos as algebras do ponto de vista do comportamento

quantitativo dos A—moddulos indecomponiveis em modA

Definigao 2.12. Seja A uma K—adlgebra de dimensao finita. Dizemos que A € de
representacao finita se a quantidade de classes de isomorfismos de modulos indecom-
poniveis € finita.

Exemplo 2.5. A dlgebra A = KTQ em que @ : 1-2-2 el =< a® > € de repre-

sentacao finita. Os seus modulos indecomponiveis sao isomorfos a um dos maodulos

abaizo:



Exemplo 2.6. A dlgebra A = KTQ em que @ : 1 —to el =< a®,ba > € de repre-
sentacao finita. Os seus modulos indecomponiveis sao isomorfos a um dos modulos

abaizo:

o) A -

K—=0 0—=K 0—= K2
[O O}
1110
0
[O] (Y
KK K K2

De acordo com o comportamento quantitativo dos moédulos indecomponiveis em
modA as K—algebras dividem-se em duas classes: algebras mansas e algebras selva-
gens. Como veremos essas classes sao disjuntas.

Intuitivamente uma algebra é mansa se todos os seus modulos indecomponiveis, a
menos de uma quantidade finita, de uma dada dimensao podem ser parametrizados
por um numero finito de familias de um parameétro. Ja para as algebras selvagens
isso nao ocorre. De certo modo em uma algebra selvagem A a categoria modA possui
todos os mdédulos indecomponiveis de todas as K —élgebras de dimensao finita.

Denotaremos por finK < x,y > a subcategoria plena e exata de K < z,y > cujo

os objetos sao os moédulos de dimensao finita.

Definigao 2.13. /30, 63] Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita. Dizemos que A

¢ selvagem se existe um K (x,y) — A bimddulo M tal que
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1. M € livre e finitamente gerado como um K {(x,y)-mddulo.

2. O funtor
— @K@y M : finK (x,y) — modA
respeita classes de isomorfismo (ou seja, L ~ L se, e somente se, L& (y M ~
L' @k (zyy M) e leva modulo indecomponivel em indecomponivel.

Note que se A é selvagem a algebra AP também sera selvagem.

Exemplo 2.7. A dlgebra KQ onde Q) € o quiver

¢ selvagem. Basta tomar M como sendo o bimddulo abaixo:

)

P

K<zy> K<zy>
1

Lema 2.1. [30] Suponha que A é uma K—dlgebra de dimensao finita. Se I € um
1deal, nao necessariamente admissivel, tal que ? ¢ uma dlgebra selvagem. Entao, A

¢ uma dlgebra selvagem.

Defini¢ao 2.14. /30, 65] Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita. Dizemos que
A € mansa se para qualquer dimensao d > 0, existe um nimero finito de K[x] — A

bimodulos M; tal que
1. M; € finitamente gerado e livre como um K|x]—mddulo.

2. Todo mddulo indecomponivel X de dimensao d, exceto para uma quantidade
Kla]
(z—=X)

finita, € isomorfo a QK] My, para algum \ € K.
Note que toda algebra de representacao finita é uma dlgebra mansa.

Exemplo 2.8. A dlgebra A = KQ do quiver de Kronecker
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€ mansa.

Para vermos isso serd necessdrio relembrarmos quais sao os modulos indecom-
poniveis de modK(Q). Fsse resultado é bem conhecido na literatura, iremos apenas
listar esses modulos - o leitor que deseja conhecer como foram feitos os cdlculos pode
consultar [62].

Os mddulos indecomponiveis sao dados pelas representacoes abaizo:

I
1 0] ;
Km //\Km-i-l Km—i—lk_\ Km
~N~— ~—
[0 I | 0
I
I, Im
P e
K™ K™ K™ K™
~—_ ~ ~—_ —
Mmm~+Jm Iy,

onde I, € a identidade m x m, J,, denota o bloco de Jordan nilpotente de tamanho
mxm e\ € K. Sed# 2m, ja sabemos que existe uma quantidade finita de modulos
idecomponiveis com essa dimensao. No caso d = 2m, considere o bimodulo M,

abaizo

onde J,, denota o bloco Jordan nilpotente de tamanho m x m. O bimddulo My é um
K[x]—mddulo livre de posto 2m. Entdo, caso d = 2m somente uma quantidade finita
Kla]

de mddulos indecomponiveis com essa dimensao nao € isomorfa a —— Qkz) M1 com

A € K. Logo, A € mansa.

A principio uma algebra poderia ser mansa e selvagem, porém Drozd mostrou em

[29] que isso nao ocorre, conforme o teorema:
Teorema 2.4. Toda dlgebra de dimensdo finita € mansa ou selvagem, mas nao ambas.
As algebras da definicao abaixo é uma classe de algebras que ja foram classificadas.

Definigao 2.15. [2] Seja A uma K-dlgebra basica e de dimensao finita. Dizemos que

A € uma dlgebra hereditdria se todo submaoddulo de um A—mddulo projetivo € projetivo.
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O préximo teorema caracteriza uma algebra hereditaria em termos de seu quiver.

Teorema 2.5. [2] Considere A uma K-dlgebra bdsica, conera e de dimensdo finita.
Entao A € hereditaria se, e somente se, A= KQ, onde Q) é um quiver finito, conexo

e aciclico.

Para descrevermos a classificacao das algebras hereditarias precisamos listar os

diagramas de Dynkin e os diagramas de Dynkin estendido. Os diagramas de Dynkin

Sa0:
A, : o o on>1
D, : o n>4
O O @)
(@]
EGZ e}
O @) O o
E7Z
@) @) @) o @)
Egi
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Enquanto que os diagramas de Dynkin estendidos sao:

o @)
E(;Z @)
o
O (@] O (@] o
E7Z o
O o @) o o @) O
EgZ @)
O (@] (e) (@] o O (] O

Teorema 2.6. [32, 26, 52] Seja A = KQ uma dlgebra hereditdria conexa. Entao sao

equivalentes:
i) A é mansa;

ii) O grafo que obtemos ao desconsiderarmos a orientac¢ao das flechas de QQ € um

diagrama de Dynkin ou um diagrama de Dynkin estendido.

2.5 Algebras gentle e skewed-gentle

Nesse trabalho duas classes de dlgebras terao papel fundamental. Sao as algebras

gentles [3] e as dlgebras skewed-gentle [38] definidas abaixo.

Definicao 2.16. Dizemos que um quiver (Q € bisserial se todo vértice é origem e fim

de no mdximo duas flechas;
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Definigao 2.17. Sejam Q um quiver e I um ideal admissivel de KQ. O par (Q,1)

¢ chamado gentle se satisfaz:
1) Q € um quiver bisserial.

2) dada uma flecha o € @1, existe no mdximo uma flecha € Q1 com t(f) = s(«)
(respectivamente, v € Q1 com s(y) = t(a)) tal que Ba € I ( respectivamente,
ayel);

3) dada uma flecha o € @y, existe no mdzimo uma flecha 5 € Q1 com t(5) = s(«)

(respectivamente, v € Q1 com s(v) = t(a)) tal que o ¢ I (respectivamente,
ay ¢ 1);

4) o ideal I € gerado por caminhos de comprimento 2.

Definicao 2.18. Uma K —dlgebra A € gentle se ela € Morita equivalente a uma dlgebra

quociente KTQ, onde o par (Q, 1) € gentle.

Exemplo 2.9. A dlgebra K(Q,I) € gentle, onde Q) é o quiver

b

A

1—-2—+=3

el =<V ac>.

Seja @ = (Qo, Q1) um quiver. Fixaremos alguns elementos de )y e denotaremos
o subconjunto formado por eles por \S,. Chamaremos os elementos de S, de vértices
especiais. Os vértices que pertencem a y\S, serao chamados de vértices ordindrios.

Dado um conjunto I de relagbes para () - com isso temos uma tripla (Q,S,,I)
- consideremos o par (Q*, I*?), onde Q7 = Qo, Q" = Q1 U {a;|i € S,}, s(a;) =
tla;) =ieI'P:=TU{a?li € Sp}.

Definicao 2.19. Uma tripla (Q,S,,I) como acima é chamada skewed-gentle se o

correspondente par (Q°P, I°P) € gentle.

Seja (@, Sp, I) uma tripla skewed-gentle. Associamos para cada vértice i € Q)
um conjunto, o qual serd denotado por Qy(7), da seguinte maneira: se i é um vértice

especial entao Qo(i) = {(i, —), (1, +)}, caso contrario Qo(i) = {i}.
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Agora definiremos o quiver com relagoes (Q*9, I*9) do seguinte modo:

Qy’ = UieqyQo(7),
ig[avﬂ] = {(ava7ﬁ)|a SHOTRS QO(S(Q))’ﬂ S QU(G(Q))}7

I = Z )‘/B(aa a, 5)(67 b7 ’Y) | ab € [,OZ € QO(S(G))7’7 € Qﬂ(e(b)) )
BEQo(s(b))
onde Q7/[a, 5] é o conjunto das flechas de a para 8; \g = —1 se § = (i, —) para

algum 7 € QQy e A\g = 1, caso contrério.

Definigao 2.20. Uma K-dlgebra A é chamada skewed-gentle, se ¢ Morita equivalente

KQ*9

a uma dlgebra quociente o) »

onde a tripla (Q, Sy, I) € skewed-gentle.
Exemplo 2.10. Toda dlgebra gentle é skewed-gentle, basta tomar S, = (.

Os dois exemplos abaixo sao as duas algebras skewed-gentle que nao sao gentle

que aparecera no nosso trabalho.

b

Exemplo 2.11. Sejam Q : 1—>2 eI =<b* >, tome S, = {1}. O par (Q**, I*?)

IéQ;; ¢ skewed-gentle, onde

¢ gentle, logo a dlgebra

q

"

Q¥ a—tefatey,

a=(1,-),8=2,7v=1,4+),p=(vap),q=(5078) er = (v,a,8). Temos que
%9 =< ¢ >.

VRS
Exemplo 2.12. Sejam @ : 1 2 el =< ab,ba >, tome S, = {1}. O par
N

b

KQ®9

(Q%P, I°P) ¢é gentle, logo a dlgebra i)

é skewed-gentle, onde

/\ VN

Q¥ «a Y
N7 7
p s

a:(]‘?_)7/8:27’y:(]‘?+)7p:(a7b7/6>7q:(/87a7a>782(/87a7’y)erz(’)/?b?ﬁ)'
Temos que I°9 =< rs,rq,pq,ps,sr —qp >.
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2.6 Categoria de complexos e categoria homotdpica

Dada A uma categoria abeliana iremos definir a categoria de complexos, denotada
por C(A). Seja (X?);cz uma familia de objetos de A e dx = (d )iez uma familia de

morfismos de A, onde d% : X — X", Um complero é uma sequéncia como

1—1 i
. . dy .
R ‘€ . S ' ‘g

tal que d’ o dy ' = 0, para todo i € Z. Os objetos de C(.A) sdo complexos.
Dados X,Y € C(A), um morfismo entre compleros é uma familia de morfismos

de A f = (f")iez, onde f*: X' — Y tal que
fi o dg{—l — dg/—l o fi—l
isto é, o diagrama abaixo é comutativo:

i—1

RV ‘€ S ' S,
i1 5
Y Y

A categoria C'(A) também é abeliana.

A préxima definicao é ferramenta chave para definirmos a categoria homotdpica.

Definigao 2.21. Sejam [ = (f")iez,g = (¢")icz morfismos em C(A). Dizemos que
f e g sao homotopicos e denotamos f ~ g se existe uma familia de morfismos em A

s=(s"), onde s' : X' = Y tal que f' —g' = di ' o s + st odl.

i—1 q
xS i L i
/ /
/ /
i / /
s/ i i /
y f* g* y git1
/ /
¥ di-1 ¥ di
L. yi-1 Y VL Y yit+l

Chamamos s de homotopia. Um morfismo f é homotopicamente nulo se f ~ 0.

O conjunto dos morfismos homotopicamente nulos formam um ideal Z em C(A),
ou seja, dados morfismos f,g,h € C(A) com h € 7 tal que foh e hog existem, entao
fohhogel.



29

A categoria homotdpica K(A) é o quociente C(A) com relacao ao ideal Z. Em
outras palavras, os objetos de K(A) sdo os mesmos de C(A) e os morfismos sao
morfismos de complexos médulo homotdpicos a zero, isto €,

HomC(A)(X, Y)
Z(X,Y)

HOHI,C(A)(X, Y) =

Como a categoria A é abeliana podemos definir o funtor de cohomologia H", para
todo n € Z

H" : CA) — A

da seguinte forma. Nos objetos H"(X) = IKmé%' Dado um morfismo f: X — Y
definimos H™(f) : H"(X) — H™(Y) por H"(f)(Z) = f™(n). Caso H"(X) # 0 apenas
para uma quantidade finita de indices n dizemos que X tem cohomologia limitada.
Esse funtor estd bem definido em KC(A), pois se f ~ g entdao H"(f) = H"(g), para
todo n € Z. Um morfismo entre complexos f : X — Y é chamado quase isomorfismo
se H"(f) é um isomorfismo para todo n € Z. Esses morfismos terdo um papel

fundamental na definicao de categoria derivada.

Definigao 2.22. (Localizag¢do) Sejam C uma categoria e S uma classe de morfis-

mos em C. A localiza¢io de C com relagio a S é uma categoria C[S™Y] junto com
um funtor Q : C' — C[S™!] tal que:

1) Q(f) € um isomorfismo para todo f € S, e

2) Qualquer funtor, F : C'— D tal que F(f) € um isomorfismo para todo f € S, se

fatora unicamente através de QQ, ou seja, o diagrama abaixo € comutativo:

c—% 0[S

|
13! G
\v

A categoria derivada de A, denotada por D(A) é a localiza¢ao de IC(A) no con-
junto S formado por todos os quase isomorfismos, isto é, D(A) := K(A)[S7!]. A
categoria D(A) é obtida de IC(A) invertendo formalmente os quase isomorfismos.

As categorias IC(A) e D(A) ndo sdo abelianas, mas elas possuem algumas propri-

edades adicionais que as tornam uma categoria triangulada.
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2.7 Categoria Triangulada

Em geral, as categorias trianguladas nao sao abelianas, mas os seus triangulos
distinguidos serao bons substitutos para as sequéncias exatas.
Seja T uma categoria aditivae ¥ : 7 — T um automorfismo aditivo. Um triangulo

em 7 é uma sequéncia de objetos e morfismos em 7 da forma:

XY =7 -"53%X

Um morfismo de triangulos é uma tripla de morfismos (f, g, h) tal que o diagrama

abaixo é comutativo em T:

X——Y —=7—"3%X

b
X ey M g X

Caso f, g e h sejam isomorfismos diremos que temos um isomorfismo de triangulos.

Definigao 2.23. Uma categoria triangulada é uma categoria aditiva T junto com um
automorfismo aditivo X - chamado funtor translacdo - e uma cole¢ao de triangulos

distinguidos, também chamados de exatos, satisfazendo os sequintes axiomas:

(TR 1) A colegao de triangulos distinguidos € fechada sobre isomorfismos de triangulos.
Para cada objeto X € T, o triangulo X L' 0 XX € um
triangulo distinguido e para cada morfismo f : X — Y € T existe um

Iy 7 —%X

triangulo distinguido da forma X

f

(TR 2) Se X Y 2> 7" X ¢ um tridngulo distinguido, entdo o triangulo

Y 2oz oy X LSV também é distinguido e vice-versa;

Ty 9.7 h vx ¢

x' Loy Loz FoSX' entdo cada diagrama comutativo

(TR 3) Dados  triangulos  distinguidos X

Xty 4oy h vy

R

XLy L g Moy

pode ser completado para um morfismo de triangulos;
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(TR 4) (Axzioma do octaedro) Dados os sequintes triangulos distinguidos:

X Y A N X
y 2.7 X/ NY
x>z Y’ SX

entdo existe um triangulo distinguido

A T (R WA

tal que o sequinte diagrama é comutativo:

x-t.oy 7 X

id g Yid

Xz Ve X

f id =f

y -7 X/ vy
id

7 ALyl box_c vy

A categoria abeliana que iremos trabalhar nesse texto é a categoria de moédulos
a direita finitamente gerados de uma K —algebra A de dimensao finita denotada por
modA. Suas categorias homotdpica e derivada serao denotadas, respectivamente, por
KC(A) e D(A). Essas categorias serao trianguladas. Para tanto, precisamos exibir o
funtor translacao e o conjunto de triangulos distinguidos.

O funtor translacao
Y K(A) = K(A)

no objeto (X", d%),cz ¢ dado por ((3X)", d%y)nez, onde (XX)" = X" e diy =
—d%™ | para todo n € Z; no morfismo f : X — Y é tal que (Xf)" = f*!, para todo
n € 7.

Serd muito comum nesse texto adotarmos a notagao X|[i] para XX e f[i] para
Yif.

Para definirmos o conjunto de triangulos distinguidos precisamos definir o cone

de um morfismo f: X — Y.



32

Definigao 2.24. Dado um morfismo f: X — Y de complezos (X', d%) e (Y, d.) o
cone Cy € o complero com CF = X" @Y™ ¢

—d 0 ]

dcf - fn+1 d@

Por defini¢ao, um triangulo em K(A) é um triangulo ezato se ele é isomorfo a um

triangulo da forma

f a(f)

X Y

id
A categoria homotodpica K(A) com o automorfismo e os triangulos distinguidos

onde o f)" = [ 0 ] e B(f)" = [z’d O].

definidos acima é uma categoria triangulada, ou seja, satisfaz os axiomas (TR 1)-(TR
4).

O préximo lema serd ttil nesse trabalho.

Lema 2.2. ( [48], pag. 8) Considere os complexos

X 0 0 X0 0 0---
W e )—= W 0 0 0---
Y i )—=Y 14 y0 0 0

em queY? = X% e W= =Y 1. Sejam f e g os morfismos definidos pelos diagramas

abaizo:

X: -0 0 X000
[ id

Y : 0 y-1_4. x0 0 0--.
Y : sy 14 yo 0 0---
qg: id
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Em K(A) o cone C; € isomorfo ao complexo Z = (Z',d%;) em que Z' = 0, para

todo i # —1,Z7' =Yt edy =0, para todo i € Z. Jd o cone C, € isomorfo ao
complezo T = (T",d%) em que T" = 0, para todo i # —1,Z71 =Y e d = 0, para
todo i € Z.

A estrutura triangulada de IC(A) induz uma estrutura triangulada em D(A) via

o funtor localizacao. Para ver esse fato necessitamos de algumas definigoes.

Definicao 2.25. Sejam B uma categoria e S um conjunto de morfismos em B. Di-

zemos que S € um sistema multiplicativo se S satisfaz as sequintes condigoes:

(MS 1)

(MS 2)

(MS 3)

se s, s € S sao tais que so s’ existe, entio sos’ € S. O morfismo identidade

1d estd em S, para todo X € B;

seja s : X — Y tal que s € S. Entao, quaisquer morfismos f : Y — Y
eqg: X — X" em B podem ser completados para um par de diagramas

comutativos

tal que s',s" € S;

Para quaisquer f,qg: X — Y morfismos em B existe s € .S com fos=[os

se, e somente se, existe s' €S com s'o f=5"0g.

Definigao 2.26. Sejam T uma categoria triangulada com funtor translag¢ao ¥ e S

um conjunto de morfismos os quais formam um sistema multiplicativo. Se S satisfaz

as condigoes abairo dizemos que S é compativel com a triangulacao:

1) s € S se, e somente se, o mapa Xf € S.

2) Dados triangulos distinguidos X

f

y 4.z Mhovx e

X/

Ty 9.7 "o X' entdo cada diagrama comutativo

Xty 2oz h vy
|

ls ls’ It lzs

Xy S W sy
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com s,s" € S pode ser completado para um morfismo de triangulos tal que t € S.

Teorema 2.7. Sejam T uma categoria triangulada e S um sistema multiplicativo o
qual é compativel com a triangulacdo. Entdo, a localizacio T [S™Y] € uma catego-
ria triangulada e o funtor de localizacao leva triangulos distinguidos em triangulos

distinguidos.

Em IC(A) o conjunto S formado pelos quase isomorfismos que usamos para loca-
lizar e obter D(A) é um sistema multiplicativo que é compativel com a triangulacao.
Logo, D(A) é triangulada.

Dada A uma K —algebra, a subcategoria plena de modA cujos objetos sao os pro-
jetivos serd denotada por projA. Na categoria K(A) temos as seguintes subcategorias

trianguladas plenas:
K (A) = {X=(X)eKA)|X'=0Vi>i}
KtHA) = {(X=(X)eKA)|X'=0Vi<i}
K'(A) = KT(A)NK (A)
Localizando no conjunto dos quase isomorfismos obtemos as correspondentes cate-
gorias derivadas DT (A), D~ (A) e D’(A). Outras subcategorias plenas importantes
Sao,
Kt(A) = {X = (X%) € K*(A4)| X tem cohomologia limitada}
K=*(A) = {X = (X') € K~ (A4)| X tem cohomologia limitada}
Teorema 2.8. ([48], pdg. 113) D~ (A) é equivalente a K~ (projA). A imagem de
Db(A) sobre essa equivaléncia é K~*(projA).
Definicao 2.27. Dadas K—dlgebras A e B, dizemos que A € derivadamente equiva-

lente a B se D°(A) € equivalente a D°(B) como categoria triangulada.

Muitas vezes a prova de que a categoria derivada de uma dada algebra é deriva-
damente mansa serd feita de maneira indireta, mostrando que ela é derivadamente
equivalente a uma outra que ja é conhecida ser derivadamente mansa. Para isso, o

teorema de Morita para categorias derivadas sera muito tutil.

Definicao 2.28. Dado um objeto X em uma categoria aditiva C', denotamos por
add X a subcategoria plena cujos objetos sao os somandos diretos de somas finitas de

copias de X.
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Definicao 2.29. Seja C' uma categoria triangulada. Dizemos que uma subcategoria
B gera C' como categoria triangulada se nao existe uma subcategoria propria, plena e

triangulada de C, fechada sobre isomorfismos, que contém B.

Teorema 2.9. [56] (Teorema de Morita para categorias derivadas) Considere as

K—dlgebras A e B . As sequintes condigcoes sao equivalentes:

a) D°(A) e D*(B) sdo equivalentes como categorias trianguladas;

b) B € isomorfo a End(T), onde T é um objeto de K®(proj A) satisfazendo:
(1) Hom (T,T[i]) = 0 para todo i # 0;
(2) add T gera K®(proj A) como uma categoria triangulada.

Se T ¢ um objeto em K°(proj A) que satisfaz (b1) e (b2) ele é chamado de complezo
inclinante para A.

Antes de fazer um exemplo que ilustra esse teorema necessitamos de um lema e

uma definicao.

Definicao 2.30. Sejam A = KTQ uma K—dlgebra, 1,5 € Qo, P, = ¢;A, Pj =¢;A ew

um caminho nao nulo do vértice © para o vértice j.

1. A multiplicagao a esquerda por w nos dda um homomorfismo de P; para P; que

serd denotado por w ou por w-.

2. A multiplicacao a direita por w nos dda um homomorfismo de Ae; para Ae; que

serd denotado por -w.

Lema 2.3. Sejam A = KTQ, i,5,k € Qo e f um caminho nao nulo de k para j.

Considere os complexos:

M - 0 P;
L . ... 0 P, 0 0

onde L é concentrado no grau 0 e M € concentrado nos graus 0 e 1.

Entao,
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e;Ae; Nker(f-), sei =0

1. Hompe(ay(L, M[i]) = }“% sei=1

|0, caso contrario.

(eiAek Nker(-f), sei=—1

2. Hompa)(M, L[i]) = jfj@f‘, sei=0

L0, caso contrario.

(ker(-f) Nker(f-), sei=—1

o %, set1 =10
8. Hompbay(M, M[i]) = .
—fAe’_“ 9 sei=1
8]+€kAf

L0, caso contrario,

onde V.= {(s,t) € ejAe; x epAey | tf = fs} e U = {(If, fl) | | € e;jAe} sao

espacos vetoriais.

Demonstragao : Como Homu(P;, P;) = e;jAe; e D(A) é derivadamente equi-
valente a K~%(projA) as afirmacdes seguem direto da definicio de morfismo em
K=?(projA). &

Precisaremos da préxima notacao no exemplo abaixo. Seja S um espago vetorial

e s; € 5, com i € J. Denotaremos o subespago gerado por {s;|i € J} por [(s;)ics]-

Exemplo 2.13. Considere a dlgebra A = @ onde

b

A

Q: 12253 el =<b*>.

Temos o complexo T =T, & Ty B T3 onde:

T1 . 0 P2 a4 P1 0
5 @ - 0 Py 0 0
Ty @ - 0 P 0 0

com Ty, T3 complexos concentrados no grau 0 e Ty complexo concentrado nos graus 0
el.
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O complexo T € um complexo inclinante. Para provar essa afirmacdo € necessario
ver que Hompoa (T, T[i]) = 0 se i # 0 e a categoria add(T) gera K*(projA) como
categoria triangulada. A sequnda condicao seque do Lema 2.2.

Agora mostraremos a primeira condi¢do. Se i ¢ {0, —1}, Homps (11, Toi]) = 0.
Casoi = —1, do Lema 2.5 e do fato que ker(-a) = 0 seque que Hompp 4y (11, To[—1]) =
0. Analogamente, Hompy 4 (11, T3li]) = 0 se i # 0. Se i ¢ {0,1,—1} temos que
Hompyay(Th, T1[i]) = 0. Caso i = —1, do Lema 2.3 e do fato que ker(-a) = 0 segue
que Hompyay(T1, Th[~1]) = 0. Quando i = 1, utilizando o Lema 2.3 e o fato que
e1Aey = aAey temos que Hompoa) (11, T1[1]) = 0. Logo, Homps (11, T1[i]) = 0
com i # 0. Sei # 0 temos que Homppay(T2, T2[i]) = 0, Hompy a) (T2, T3[i]) =
0, Hompoay(T3, T2[i]) = 0 e Hompy(a) (T3, T3[i]) = 0. Caso i = 1, utilizando o Lema
2.5 e os fatos que ey Aey = adey e ey Aez = aAes obtemos que Homps 4y (To, T1[1]) = 0
e Hompe(ay(T3, T1[1]) = 0. Portanto, Hompe (T2, T1[i]) = 0 e Homp(a)(T3, T1[i]) =
0 para todo i # 0.

Vamos encontrar a dlgebra Endps4)T. Pois, do Teorema 2.9 seque que DP(A) ¢

derivadamente equivalente a Db(EndDb(A)T). Considere os sequintes homomorfismos:

v : Ty — Ty onde v é dado por ---0 e 0---

.0 P, 0 0---

a : Ty —T5 onde a € dado por ---0—— Py, ——0---

|

i )—=Py——>0---

6 T35 — Ty onde B € dado por ---0——=P3——=0---

lc

i )—=Py——>0---

Do Lema 2.3 temos que 0s homomorfismos existentes entre os somandos diretos
de T sao:
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|, sei=j=2
Home(A)(Ti,T}):< v,ay], sei=1ej=2

B,aB], sei=3¢ej=2

0, caso contrario.
\

KA

Com os homomorfismos entre os somandos diretos calculados temos que End T = =5

para algum J contido em KA e

«

Al —7>@<B— 3
A flecha v em A que comeca em i e termina em j corresponde ao homomorfismo u
que pertence a Hompy(a)(Ti, Tj). Observe que em KA a multiplicagdo é da esquerda
para o direita ao contrdrio do que ocorre na dlgebra de endomorfismos.
E facil ver que o> = 0 em EndpyaT. Logo, < o >C J. Seja L =< o* >. Como
dimyg Hompya)(Ti, Tj) = dimge; (KTA) ej temos que L = J. Note que EndpsaT €

isomorfa a uma dlgebra skewed-gentle.

2.8 Tipo de Representacao Derivada

J& estamos em condigoes de definir o objeto central desse estudo: algebras de-
rivadamente mansas e algebras derivadamente selvagens. Precisamos das defini¢oes

abaixo para prosseguirmos.

Definigao 2.31. Dado X = (X', d) um complezo limitado de mddulos sobre T' ® A

podemos definir o funtor abaizo:
—®X :modl' — C"(A)
M = Y =('dy)em queY' = M® X' edy =Idy @ dy,
f = g=1(g") em que ¢ = f @ Idy:.
Definigao 2.32. Dado um complezo X € D°(A) a dimensdo cohomoldgica de X € o

vetor abaixo:
h —dimX = (dimH"(X))icz
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Definicao 2.33. Seja K um corpo algebricamente fechado. Uma dlgebra A € chamada
derivadamente mansa se para cada vetor v = (v;);ez de nimeros naturais existe uma
localizagao R = K[x]; com relagao a algum f € K[z] e um nidmero finito de complezos

limitados de R — A bimddulos C1, - - -, C, tais que:
1) cada C’; é finitamente gerado e livre como R—mddulo a esquerda

2) a menos de uma quantidade finita, todo indecomponivel X € DP(A) com h —
dimX = v € isomorfo a S @ C; para algum j € {1,--- ,n} e algum R—mddulo

simples S.

Entao, A é derivadamente mansa se para cada vetor de ntmeros naturais v os
objetos indecomponiveis de D?(A) cuja dimensdao cohomolégica é v podem ser para-
metrizados por uma quantidade finita de familias de um paramétro.

Seja M um A—modulo, denotamos por JM o radical de M.

Definicao 2.34. Dada uma dlgebra A, ela serda chamada de derivadamente selvagem
se existir um complezo limitado N = (N*,d") de mddulos projetivos sobre K < xz,y >
®A tal que Im d* C JN" e o funtor — @ N : finK < x,y >— D"(A) satisfaz:

a) L ®kcpy> N > L' Qgeyys N se, e somente se, L ~ L';

b) L @kcsys N € indecomponivel se, e somente se, L € indecomponivel.

a

, ()

. . , ) _ KQ _ KQ
Exemplo 2.14. Considere o quiver ) : 1——="" ¢ as dlgebras A = == ¢ B = I

I
em que I, =< a®> > e I, =< ba,a® >. Do Teorema 2.14 temos que a dlgebra A é

deriwadamente mansa e a dlgebra B ¢é derivadamente selvagem.

Lembre-se que nos Exemplos 2.5 e 2.6 concluimos que as dlgebras A e B sao de
representacao finita.
Em [11], Bekkert e Drozd obtiveram um anédlogo da dicotomia mansa-selvagem

para categorias derivadas.

Teorema 2.10. [11] Toda dlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente

fechado € derivadamente mansa ou derivadamente selvagem, mas nao ambas.

Ja em [37], Geiss e Krause provaram que equivaléncia derivada preserva a propri-

edade de ser derivadamente mansa.
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Teorema 2.11. (veja Teorema 5.1 de [37]) Sejam A e B dlgebras de dimensao fi-
nita sobre um corpo algebricamente fechado. Suponha que A e B sdo derivadamente
equivalentes. Entao, A € derivadamente mansa se, e somente se, B € derivadamente

mansa.

A proposicao abaixo relaciona as algebras derivadamente mansas com as algebras

mansas.

Proposicao 2.1. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebrica-

mente fechado. Se A é derivadamente mansa entao A € mansa.

Demonstragao : Seja i : modA — D°(A) o funtor que associa cada médulo M o
complexo

i(M) - i 0—=0 M——=0 0

onde i(M)" = 0 para todo i # 0 e i(M)° = M. Esse funtor tem as seguintes

propriedades:
1. M é indecomponivel se, e somente se, i(M) é indecomponivel.
2. M = N se, e somente se, (M) = i(N).

Se dimg M = [ temos que h — dim(i(M)) = (vi)icz, onde v; = 0 para todo i # 0 e
vo = 1.

Como A é derivadamente mansa, dado um vetor (v;);ez tal que v; = 0 para todo
i # 0 e vy = d temos que existe uma localizacgdo R = K|z]; com relacao a algum
f € Klz| e um nimero finito de complexos limitados de R — A bimédulos Cy, -+ -, C,,
satisfazendo as condicoes 1 e 2 da definicao 2.33. Tome os R — A bimddulos C]Q para
1 < j < n. Devido ao fato que os C}, com 1 < j < n, satisfazem as condicoes 1 e 2 da
definicao 2.33 temos que cada C’]Q, paral < 7 <n, é um R—moddulo livre e finitamente
gerado e dado M € modA um médulo indecomponivel tal que dimg M = d obtemos
que M = S® C’]Q para algum 1 < j < n e algum R—moddulo simples S. Logo, a
Proposigao 3.2 pagina 338 de [63] implica que A é mansa. B

Da proposicao acima, da dicotomia para a categoria de médulos e da dicotomia

para categoria derivada concluimos o corolario abaixo:

Corolario 2.1. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente

fechado. Se A ¢ selvagem entao A € derivadamente selvagem.
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Corolario 2.2. Toda dlgebra hereditdaria cujo grafo ndao é Dynkin ou Dynkin estendido

¢ deriwadamente selvagem.

Demonstracao: segue do corolario 2.1 e do Teorema 2.6.H

O problema de classificar quais algebras sao derivadamente mansa continua em
aberto. Ele foi resolvido somente para algumas classes de algebras. Por exemplo,
sabemos que as algebras gentle [16] e as dlgebras skewed-gentle [15] sdo derivadamente

mansas.

Definicao 2.35. Uma dlgebra de dimensdao finita é dita derivadamente discreta se
para todo vetor v = (v;);ez de numeros naturais existe somente um numero finito de

objetos indecomponiveis X € D(A), a menos de isomorfismos, tal que h—dimX = v.

Em [64], Vossieck classificou quais sdo as algebras derivadamente discretas de di-
mensao finita sobre um corpo algebricamente fechado. Dado @) um quiver, denotamos

por Q) o grafo que obtemos ao desconsiderarmos a orientacao das flechas de Q).

Teorema 2.12. [64] Seja A uma K—dlgebra de dimensao finita sobre um corpo al-

gebricamente fechado. As afirmacoes abaizo sao equivalentes:
1. A € deriwvadamente discreta.

2. A € derivadamente equivalente a uma dlgebra hereditaria KQ em que Q) € um
diagrama de Dynkin ou A possui uma presentagao KTQ, onde (Q,I) € um par
gentle, tal que Q) possui somente um ciclo nao orientado e o numero de caminhos
com sentido hordrio e com sentido anti-hordrio de comprimento dois nesse ciclo

que pertencem a I sao diferentes.

Definicao 2.36. Uma K-dlgebra A € derivadamente finita se existe um conjunto
finito de indecomponiveis X', --- X" € DP(A) tal que todo indecomponivel X €
D*(A) ¢ isomorfo a X'[i], para algum i € Z e 1 < j <mn.

Pelo Teorema 2.8 temos que existe uma equivaléncia G entre K ~*(projA) e D*(A),
sendo que G é a inclusao de K ~°(projA) em D’(A). Dizemos que um complexo de
médulos projetivos X = (X", d") é um complexo minimal se Imd™ C radX"™** para
todo i € Z, onde radX™! ¢ o radical do A—médulo X™. Em K~°(projA) todo
complexo é isomorfo a um complexo minimal (veja [41] Teorema 5). Se X e X' sdo

dois complexos minimais, eles sdo isomorfos em K ~*(projA) se, e somente se, eles
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sao isomorfos em C'(A) (veja [41] Lema 3). Denotaremos por Py, (A) a categoria de
complexos minimais limitados a direita de A—maodulos projetivos finitamente gerados
com cohomologia limitada. Por causa das consideragoes acima para mostrar que uma
algebra A é derivadamente selvagem é suficiente que o funtor da definigao 2.34 seja
de finK < x,y > para P, (A).

Considere B uma algebra hereditaria selvagem. Logo, existe um K < z,y > —B
bimédulo M o qual é livre e finitamente gerado como K < z,y > —mddulo e o
funtor — ® M : finK < z,y >— modB preserva classes de isomorfismos e leva
indecomponiveis em indecomponiveis. Denotamos por r; o posto de M; = Me; sobre
K<zy>.

Seja A uma K —algebra e P, = e;A um projetivo indecomponivel, definimos o
K < z,y > —A bimddulo B = (K < z,y >)"7 ®k P;. Nos exemplos abaixo
apresentamos uma construcao que sera muito utilizada nesse trabalho para mostrar

que uma K —algebra é derivadamente selvagem.
Exemplo 2.15. Considere B = KA onde
A 10

1

1 g g byl 5 5 g 7 §—2.9

Temos que B € selvagem pelo Teorema 2.6. Seja M o bimddulo da definigao 2.185.

Podemos trabalhar com o bimddulo M como sendo a K < xz,y > —representacdo de

A abaizo:
My
K(lg)
M, M(ly) M, M(l2) M M(i3) M, M(ly) M M(ls) M, M(ls M M(i7) M M(ls) M,
Mostraremos que a dlgebra A = KTQ onde () 177 22 e

I =< da,cd,ac,dbc > € derivadamente selvagem. Considere o complexo N de
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K <z,y > —A bimddulos abaixo:

p21”10
\]\J‘flg)a
P{l M(l1)d P3T2 M(lg)bCP{S M(l3)d P3T4 M(l4)bcpl,,.5 M(ls)d p§6 M(lg)bcplr7 M(l7)d PgsM(ls)bcplrg

onde M(l;))w = M(l;) ® w com w um caminho nao nulo em Q, ou equivalentemente

0 ]517,1 M(l1)d p§,2 ]\4(l2)bcp1r3 M(l3)d ]5§4M(l4)bc]517,5
M(ls)d M M
(I5) bro o 15:;”6( (lo)a M (lg)bc ) pr M(l7)dp§8M(ls)bcP{9

0

Mostraremos que o funtor — Q@xcqzys N @ finK < z,y > — Ppin(A) preserva
indecomponiveis e classes de isomorfismos. Logo, A € derivadamente selvagem.

Sejam (V;, T'(l;)) e (f:), respectivamente, um objeto e um morfismo de repx(A).
Considere o funtor G : reprx(A) — Puin(A) tal que G((Vi, T(1;))) € o complexo

abaizo:

Vi® P, T(l1) ®dv2 P3T(l2)®b A ®P1T(13)®d‘/;l P, T(la) ®bcv P
Vio® Py
T(l9)®a
T(l5 ‘/6 ® P3 lﬁ ®bC‘/7 ® Pl l7 ®d‘/8 ® P3T(lg ®bc‘/é ® Pl

G(f;) € o morfismo abaixo

fio ® ey 0

yJ1®er, Js®es, Jg&e
0 f6®63> fr®@er, fs®es, fo@e]

[f1®er, fa®es, fs®er, fi®es, fs e, (

Temos que G preserva indecomponiveis e classes de isomorfismos. Logo, G o — ®
M : finK < z,y >— Ppin(A) preserva indecomponiveis e classes de isomorfismos.
Como os funtores — Qgcgy> N e Go—®@ M sao isomorfos temos que — Qg <y ys> N

preserva indecomponiveis e classes de isomorfismos.
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Exemplo 2.16. Considere B = KA onde

Temos que B ¢é selvagem pelo Teorema 2.6. Seja M o bimddulo da definicao 2.13.

Podemos trabalhar com o bimdodulo M como sendo a K < x,y > —representacdao de

A abaizo:
Mo
MV
Ml M(l1) M2 M(l2) M3 M(l3) M4 M(l4) M5 M(ls) M6 M(le) M7
K(h)
My 228

Mostraremos que a dlgebra A = @ onde

«

()
N

e I =< o2 0y — Ba > é derivadamente selvagem. Considere o complezo N de

Q:1

K < x,y > —A bimddulos abaizo:

N B
M(lg)y

pz’"l M) ]52’7 M(l2)a pzrs M(l3)ap2r4 M(lz;)(;ypg5 M(l5) M(lg)a pgm

%17)5

7‘9 PTB
L pmg)s ™ 3

Qe
P2

onde M(l;)w = M(l;) ® w com w um caminho nao nulo em Q, ou equivalentemente
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M(lo)
M(ll)a
DT pro M(iz)8 M(is)o prio pr2 prs
NO—>P2 @Pl Pl @PQ @Pg—
( 0 M(ly)a 0 ) pro M(l3)a152r4 M (la)ex P M (l5)o
pyo M prr 0

Mostraremos que o funtor — Qg<zy> N @ finK < z,y > — Ppin(A) preserva

indecomponiveis e classes de isomorfismos. Logo, A € derivadamente selvagem.
Sejam (V;,T'(l;)) e (fi), respectivamente, um objeto e um morfismo de repx(A).

Considere o funtor G : reprg(A) — Puin(A) tal que G((V;, T(1;))) € o complezo

abaizo:

Vio ® Py
T(lg)®
Vi@ P, %y, o p "%y o pEY, o p MWL g p Sy e p TS o )
T(l7)®B

l 1)
Voo P, W%y ¢ p,

e G(fi) € o morfismo [g1,92, f3 @ es, fa @ ea, fs ® ea, fo @ e, fr D es] onde

J10 ® €1 0 0
f1® e 0
(= 0 e e gy = 0 fo ® e 0 . Temos que G pre-
9 ey
0 0 fs @ es
serva  indecomponiveis e  classes  de  isomorfismos. Logo,

Go—-®M : finK < x,y >— Pnin(A) preserva indecomponiveis e classes de
isomorfismos. Como os funtores — @g<gy> N € Go—® M sao isomorfos temos que

— Qk<ay> IN preserva indecomponiveis e classes de isomorfismos.

Nos lemas abaixo A = KTQ é uma K —élgebra de dimensao finita. Eles serao

importantes na demonstragao do nosso resultado principal.

Definicao 2.37. Sejam A uma K—dlgebra de dimensdo finita e B uma subdlgebra
de A. Dizemos que B € uma subdlgebra plena de A se B € da forma eAe para algum

idempotente e.
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Lema 2.4. Seja B uma subdlgebra plena de A. Se B € derivadamente selvagem,

entao A € derivadamente selvagem.

Lema 2.5. Suponha que existam a,b € @y tal que s(a) = t(a) = t(b) (respecti-
vamente, s(a)=t(a)=s(b)) e a®, ba € I (respectivamente, a* ab € I). Entdo, A ¢

deriwadamente selvagem.

Lema 2.6. Suponha que existam a,b € Q1 e w =Y . \;w; ¢ I, onde w; sdo caminhos
de comprimento maior ou igual que 1, tais que s(w;) = s(w;) e t(w;) = t(w;) para todo
i, J; N € K. Ses(a) =s(b),t(a) = t(b),t(a) = s(w), (respectivamente, s(a) = t(w))

e aw, bw € I (respectivamente, wa, wb € 1), entdo A é derivadamente selvagem.

Para demonstragao desses lemas basta ver as paginas 9 e 10 de [13]. Nesse mesmo
artigo os autores classificam todas as dlgebras finitamente geradas completas cujo
quiver possui um ou dois pontos e sao derivadamente mansas. Como no nosso trabalho
estamos interessados apenas no caso de dimensao finita, enunciamos os resultados,

considerando apenas esse caso.

Teorema 2.13. (veja Teorema A de [13]) Seja 52 uma K—dlgebra de dimensdo

finita com um mddulo simples. Entdo as sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. A € derivadamente mansa.

Kz
(%)

2. A é isomorfa a uma das dlgebras Ly = K ou Ly =

Corolario 2.3. Seja A uma K—dlgebra de dimensdo finita. Suponha que exista
a € Qy com t(a) = s(a). Se A € derivadamente mansa entdo a* € I.
Demonstracao: A dlgebra A é derivadamente mansa de dimensao finita. Logo,

pelo Lema 2.4 a subdlgebra B = eyq)Aesq) também €. Como a € (Qa)1 temos que

radB
rad?B

aelnm

dimg > 1. Entao, do Teorema 2.13 seque que eyq)Aesqy = Ly. Portanto,

Teorema 2.14. (veja Teorema B de [13])

Seja A = @ uma K —dlgebra de dimensao finita com dois modulos simples. Entao

as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. A € derivadamente mansa.

2. A é isomorfa a uma das dlgebras da tabela 2.1.
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Ql: 12 | Q2:1 2 Q3:1 2 Q4: 1 2
b7 7 A
b b
A :1=0 Ay 1 =0 Az I =<ab> Ay I =< ca,bc >

As: I =< ab,ba >

A, 0 Ior
. b . b . b . /\
Q5:1-2-2 | Q6: 12 | Q7:1-2>2 Q8:1_ 2
b
Ag:l=<a?>>|A;:I=<a’>> | Ag: I =<a® > | Ay: I =<a?cbbc>

Tabela 2.1: Tabela com as dlgebras que possuem dois

modulos simples que sao derivadamente mansas.

Do Teorema 2.14 concluimos os corolarios abaixo que serao fundamentais na de-
monstracao do nosso Teorema Principal. Antes de enuncia-los, apresentaremos um

lema necessario para a demonstracao dos mesmos.

Lema 2.7. Seja ¢ : A — B um isomorfismo de K—dlgebras. Entdo, ¢(e;(rad"A)e;) =
o(e;)(rad"B)o(e;).

Corolario 2.4. Seja A = A; ou A = As. Entao, rad®A = 0 e dimgeirad?Ae; = 0

ou dimpesrad®Aey = 0.
Demonstragao: Segue do Lema 2.7.1

Corolario 2.5. Se A = KTQ4 ¢ isomorfa a Ay, entdo: rad*A = 0, dimgerad*Aey =
1, dimgeirad*Ae; = 1,dimgeiradAes = 3, dimgesradAe, = 1, dimgesrad?Ae; = 0
e dimgesrad?Aey = 1. Além disso, A\ica + Xach, A\sbc + \sac € J, para \; € K, i =

1,"' ,4 com /\1)\3—)\4>\2 7é0

Demonstracao: A primeira parte segue do Lema 2.7. Como dimge rad®*Ae; = 1
(resp., dimgesrad*Aes = 1) temos que A\jca + Aoch € J (resp., Asbc+ M\ac € J) para
A1, A2 € K nao simultaneamente nulos (resp., para Az, Ay € K nao simultaneamente
nulos). Com isso, temos que A\;A3 — AgAe = 0 se, e somente se, A\ja + \2b é miltiplo
de Aqa + A3b. Se isso ocorre, assumiremos que A; # 0. Fazendo uma mudanga no
conjunto de geradores que troca a por a = Aja + A2b temos que ca,ac € J. Entao,

a menos de mudanca do conjunto de geradores podemos assumir que ac,ca € J. Do
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fato de dimgesradAe; = 1 concluimos que cbe € J. Como ac,ca € J, do Lema 2.6
segue que cb,bc ¢ J. Com isso, com raciocinio e notagoes andlogos aos dos Exemplos

2.15 e 2.16, temos o complexo N de K < x,y > —A bimddulos abaixo

pT10
Pl
M(lg)be

Plrl M(l)c P27,2 M(l2)a p{S M(l3)e p;4 M(ls)a prs M(ls)c P,,,6 M(lg)a plr7 M(l7)c pg.g M(lg)a p{g

Como o funtor — @gcyy> N @ finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis
e classes de isomorfismos A é derivadamente selvagem. O caso A\; = 0 é andlogo.
Portanto, AjA3 — Ao # 0. A

Coroldrio 2.6. Seja A = 222 uma dlgebra isomorfa a Ay. Entao, dimgesrad’ Aey =
1, dimgesrad’Aey = 1,dme627’adAel = 2, dimgeiradAes = 2, dimgeiradAe; =
1, dimgeirad’Aes = 1 e dimgesrad’Ae; = 1. Além disso, existe N € K tal que

a?, cb + Acab,be € J.

Demonstracao: A primeira parte segue do Lema 2.7. Do Teorema 2.13 segue
que a?,bc € J. Sabemos que dimgesrad®Aes = 1. Logo, Aicb 4+ Xgcab € J, para
alguns A\, Ay € K nao simultaneamente nulos. Se A\; = 0 temos que cab € J. Como
a’? € J do Lema 2.5 segue que ca ¢ J. Com isso, com raciocinio e notacoes andlogos
aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, temos o complexo N de K < z,y > —A bimddulos

abaixo

Sro M(ls)c

P P’"8

M(l7)b

Prl M(l)a M(l2)a M(l3)a M(ls)a M(ls)a M(ls)a M(lg)ca
1

PT10
Pl

pr pr P Pre pre P
Como o funtor —®g<zys N @ finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis e
classes de isomorfismos A é derivadamente selvagem. Portanto, A\; # 0 e ca+Acab € J,

onde A = A1),

Corolario 2.7. Se A = 2% ¢ isomorfa a Ag, entdo dimgeiradAes = 4 e dimgeirad®Aey =
3.

Demonstragao: Segue do Lema 2.7.1

Corolario 2.8. Se A = KTQ6 é isomorfa a Ay, entdo dimgeirad*Aes = 1.
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Demonstragao: Segue do Lema 2.7.1

Para demonstrar o Teorema Principal precisaremos de alguns resultados sobre
degeneracao de algebras que veremos abaixo.

Dado um inteiro positivo d, denotamos por alg;(K) a variedade afim das estru-
turas de algebras associativas com identidade no espaco afim K% O grupo linear
geral GL4(K) age naturalmente em algy(K), e as GL4(K)—6rbitas em algq(K) cor-
respondem as classes de isomorfismos de édlgebras de dimensao d (para mais detalhes
veja [49]). Identificamos uma dlgebra A de dimensao d com o ponto de algqy(K) cor-
respondente a ela. Dadas as dlgebras A e B de dimensao finita d, dizemos que B

é uma degeneracao de A (A é uma deformacio de B) se B pertence ao fecho da
GL4(K)—érbita de A na topologia de Zariski de algq(K).

Defini¢ao 2.38. Uma familia de dlgebras A(N) ek em algq(K) € chamada algébrica

se 0o mapa induzido A(—) : K — algy(K) € um mapa reqular de variedades afins.

Para mais informagoes sobre o teorema abaixo veja a Proposigao 2.1 de [22] e o
Corolério 1.5 de [11].

Teorema 2.15. Seja d um inteiro positivo e A(X), A € K, uma familia algébrica em
alga(K) tal que A(X) = A(1) para todo A € K\O. Entao, A(1) se degenera para A(0).
Além disso, se A(0) € derivadamente mansa entdo A(1) é derivadamente mansa.

Exemplo 2.17. Seja Q o quiver 1= =2 . A familia de dlgebras Ay = Iﬁ—AQ

\ b %
© d
3
onde A € K e Iy, =< ac,ea,ce,bd + Aadebc > € algébrica. A dlgebra A(0) € de-
rivadamente mansa, pois ela é gentle. Logo, o Teorema 2.15 implica que A(1) é

derivadamente mansa.



Capitulo 3

Classificacao das algebras
derivadamente mansas com treés

modulos simples

Sejam A = KTQ uma K —algebra e s,t € Qy com s # t, a subélgebra (e;+e€;) A(es+
e;) de A serd denotada por Ay onde ey (resp. e;) é o idempotente no vértice s € Qg
(resp. é o idempotente no vértice t € Q).

Com todos os conceitos necessarios ja revistos no capitulo anterior, nesse podemos
nos dedicar a demonstrar os nossos resultados. Relembrando, K é um corpo algebrica-
mente fechado. Nesse trabalho nosso objetivo é classificar as algebras derivadamente
mansas de dimensao finita que possuem trés modulos simples. Essa classificagao ¢é
apresentada no Teorema Principal.

Nas secoes 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 encontramos as algebras derivadamente mansas
cujo quiver é bisserial e possui, respectivamente, 2,3,4,5 e 6 flechas. Na se¢ao 3.6
encontramos as algebras derivadamente mansas cujo quiver nao ¢ bisserial. Finaliza-
remos demonstrando o Teorema Principal na secao 3.7.

Os lemas abaixo nos auxiliarao na demonstragao do Teorema Principal.

Lema 3.1. Sejam A = @ uma K—dlgebra de dimensao finita e s,t € Qo com s # t.
Se es(radA)e; € ciclico como esAes — ey Aey bimddulo com um gerador w # 0 entdo
w € es(radAg)es\es(rad* Ay )e;.

Demonstracao: Caso w € rad?A, mostraremos que w € rad® A, para todo n >

1. Devido o fato de A ser de dimensao finita existe m > 2 tal que rad™A = 0. Logo,

20
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rad™Ag = 0 e w = 0, o que ¢ uma contradigao. Disso segue que w € radA\rad*A.

Se w € rad®A, veremos que w € rad®Ay. J& que w € rad? Ay, temos que

com \; € K e u;,v; € radAg. Logo, u; € es(radAg)e; ou v; € eg(radAg)e; para todo
i. Devido a hipétese que w gera eg(radA)e; como esAes — e, Aey bimédulo segue que,
para todo i, u; ou v; é da forma ) p;p;wg; com p; € K,p; € eAes e q; € e Ae.
Substituindo em (3.1) e usando os fatos que w € rad*Ag; e u;, v; € radA concluimos
que w € rad’As;.

Agora se supormos que w € rad" A, concluiremos que w € rad®A,. O ra-
ciocinio é analogo ao apresentado acima. Portanto, por inducao temos que se w €

rad?A segue que w € rad"Ag paratodon > 1. B

Lema 3.2. Sejam A = KTQ uma K—adlgebra de dimensao finita, s,t € Qg com s # t
e esradAegs # 0. Se todo caminho de s para s que passa pelo vértice t pertence a I e

w gera esradAe, como esAe, — e Aes bimddulo, entio w € radAg\rad?Ay.
Demonstracao: Andloga a demonstragao do Lema 3.1. B

Lema 3.3. Sejam A = KTQ uma K-dlgebra de dimensao finita e B uma subdlgebra
plena. Considere a,vy € e;(radB\rad*B)e;, onde i,j € (Qp)o, com a € rad*A e

radB _ __ ~ = =
Rt = 2, entdo a ey formam uma base de

v € radA\rad*A. Suponha que dimye;

radB e.
rad?B 7"

€;

Demonstracao: Se \ia + Aoy = 0, entdao \ja + Aoy € rad?B. Como rad’*B C
rad’A e v € radA\rad*A segue que Ay = 0. Do fato de a ¢ rad*B temos que
adB

A1 = 0. Portanto, @ e 4 sao linearmente independentes. Como dimge;-55e; = 2

eles formam uma base para esse espaco vetorial.ll

Definicao 3.1. Seja (Q, 1) um par gentle. Dado w um caminho em @ dizemos que

w € um caminho em (Q,I) se w & I.

Definigao 3.2. Sejam (Q,I) um par gentle e w um caminho em (Q,I). Chamamos

w de caminho mazximal se para todo p € ()1 temos que wp, pw € 1.

Definigao 3.3. Seja A = @ uma K —dlgebra com (Q,1) um par gentle. Dados

i,7 € Qo, com i # j, chamaremos um caminho w em (Q,I) de i para j de aciclico na
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extremidade 1 (resp, aciclico na extremidade j) se w = pwy (resp, w = wyq) implica
que p (resp, q) nao € um ciclo. Dizemos que w € aciclico nas extremidades se w €

aciclico no ponto inicial e no ponto final.

Lema 3.4. Sejam (Q,I) um par gentle e i,j € Qo com i # j. Se p e q sao dois ca-
minhos em (Q, I) de i para j que possuem uma flecha em comum, entao eles possuem
em comum um subcaminho aciclico nas extremidades cujos pontos inicial e final sao,

respectivamente, i € j.

Demonstragao : Como (@, I) é um par gentle para qualquer caminho v em (Q, I)
existe no méximo uma flecha b (resp. no maximo uma flecha d) tal que ub (resp. du)
é um caminho em (@, I). Por isso, existe um unico caminho ¢ em (@, I) de i para j

com comprimento minimo que contém a. Disso segue o lema.ll

Corolario 3.1. Sejam (Q,I) wm par gentle e i,j € Qo com i # j. Existem no

mdzrimo dois caminhos de i para j aciclicos nas extremidades.

Demonstragao : Como (@, I) é um par gentle existem no maximo duas flechas

cujos pontos iniciais sao ¢. Entao, a afirmacao segue do Lema 3.4.1

Teorema 3.1. Sejam A = KTQ uma K-dlgebra de dimensao finita com (Q,I) um par
gentle e L um ideal tal que 0 # L C rad*A. Se B = % é derivadamente mansa entao
existem p; com i € S tais que L =< p;,i € S > e cada p; tem a forma f; — \;g;, onde

fi e g; sao caminhos que nao possuem subcaminhos em comum e \; € K.

Demonstragao: Seja S = {p;} um conjunto minimal de geradores para L que
nao satisfaz a condicao do teorema. Entao, existe pelo menos um p; que denotaremos

por p que possui uma das formas abaixo:

1. p=puf onde f é um caminho e p € K*. Em S basta trocarmos p por u~'p.

2. p =" Nw; sendo que w; sdo caminhos distintos em (Q,I), A\; € K e pelo
menos dois deles nao nulos. Como A é gentle segue que A é derivadamente
mansa, veja [16]. Como A é derivadamente mansa e de dimensao finita do
Teorema 2.13 segue que e,Aeg é isomorfa a L, ou Ly para todo s € (. Logo,
para todo s € @)y existe no maximo um ciclo em (@, I) no vértice s e esse ciclo
ao quadrado pertence a I. Assim, segue que s(w;) # t(w;), para todo i. Do
Teorema 2.14 temos que dimgs(p)(radA)t(p) < 4. Logo, n < 4. Temos dois

casos para considerar:



2.1

2.2
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Existem dois caminhos distintos de s(p) para t(p) aciclicos nas extremidades
os quais serao denotados por w; e ws. Entao, do Teorema 2.14 segue que
o quiver de Ay € Q2 ou Q4. No primeiro caso, p = Ajw; + Aywy com
\; € K*. Nesse caso, basta substituir p por A\{'p em S.

No segundo caso, dimgs(p)(radA)t(p) = 3, 2 < n < 3 e, sem perda de
generalidade, p = Ajw; + Agwy + Aswet com t um ciclo em (@, ) tal que
t? € I, \; € K e dois deles nao nulos. Como (Q, I) é um par gentle e wot ¢ I
temos que wyt € I. Se Ay # 0 e A\3 # 0 multiplicamos p a direita por t. Do
fato que 2, w1t € I concluimos que wot € L. Logo, p = \jw; + Aws € L
e podemos substituir p por A\;'5 em S. Vamos supor que Ay = 0 e A3 # 0.

Substitufmos p por A;'pem S. O caso Ay # 0 e A3 = 0 é andlogo ao tltimo.

Existe um tnico caminho w de s(p) para t(p) aciclico nas extremidades.
Desse ultimo fato e do fato que n > 2 temos que o Teorema 2.14 implica
que Qa, ), ¢ @5, Q6, QT ou Q8. Se Qa,,,,, ¢ @5, (6 ou Q8 temos que
p = Mw—+ Awty ou p = \w + Aatsw com \; € K* e t; um ciclo em (Q, ) e
t? € I. Os dois casos sao andlogos, por isso analisaremos apenas o primeiro.
Sabemos que p = Mw + Awt; = Aw(ey,) + At Agt1).  Multiplicando
a expressio anterior & direita por A '(ey,) + A7 Aat1) ™! concluimos que

w € L. Logo, podemos substituir p por w em S.

Caso Qa,,u

ao ponto inicial de w e um ciclo com ponto final igual ao ponto final de w

seja Q7, em (Q,I) temos um ciclo com ponto inicial igual

denotados, respectivamente, por ty e t; com t? € I. Por isso, p = \jw +
Aowty + Agtow + Mgtawty, onde \; € K com pelo menos dois deles nao
nulos. Suponha que A\; # 0, multiplicando convenientemente por t; e t,
concluimos que towt; € L. Logo, podemos assumir que p = w + pjwty +
patow = (es(p) + pata)w + pywty, com p; € K. Multiplicando a esquerda por
(es(p) + pat2) ™! e usando o fato que tawt; € L obtemos que w + pywt; € L.
Multiplicando a direita por ¢; concluimos que wt;,w € L. Desse modo,
p pode ser substituido por w em S. Se A\; = 0, temos que p = \wt; +
Astow + Agtowt;. Multiplicando por t; ou t5 temos que towt; € L. Portanto,
podemos assumir que p = \owt; + Aztow. Assumindo que A; # 0 e Ay # 0,

do fato que Q4 ¢ Q7 e do Teorema 2.14 concluimos que Ay, () nao

s(p)t(p)

. . . A,
possui dlgebra quociente derivadamente mansa, exceto =842 Como p € L
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obtemos que By, () € derivadamente selvagem. E o Lema 2.4 implica que
B ¢ derivadamente selvagem. Quando A\, = 0 substituimos p por \; 'tyw.

O caso A3 = 0 é andlogo ao anterior.Hl

Lema 3.5. Sejam A = @ uma K—dlgebra de dimensao finita com (Q,I) um par
gentle, tal que #Qo = 3 ¢ 0 # L C rad*A um ideal que nao contém os caminhos

mazimais de (Q,1). Entio £ € derivadamente selvagem.

Demonstragao: Vamos supor que % ¢é derivadamente mansa. Denotemos por S
um conjunto minimal de geradores de L que satisfaz as condi¢oes do Teorema 3.1.
Como L # 0 segue que S # ). Seja f € S. Do fato de L nao conter nenhum caminho
maximal segue que f nao é miltiplo de um caminho em (@, I). Assim, do Teorema
3.1 temos que f = f1 + Afe sendo que A € K*, f1 e f, nao possuem subcaminhos em
comum.

Nas tabelas A.11, A.9, A.7 e A.5 temos todas as algebras gentles de dimensao
finita com trés médulos simples, a menos de isomorfismos. Analisando essas algebras
vemos que as unicas algebras que podem ter uma subalgebra quociente % tal que L
possui dentre seu conjunto minimal de geradores f = f; + Afy onde A € K*, fi e f,
1?1 e Ay, =

I, =< ac,bd, ea, ce > e os quivers sao respectivamente:

nao possuem subcaminhos em comum sao A; = é? onde [} =< ac, bd >,

Ay JAD)

a
(—
N N \ 5 ﬁ
b d
e
d
3
As algebras obtidas de A; como quociente por um ideal L como acima sao iso-

KA
T

derivadamente equivalente a uma algebra que é derivadamente selvagem. As algebras

KAy
R

onde R =< ac,bd, ea,ce,ad + bc >. Para que a subalgebra Bjs seja derivadamente

morfas a D = ,onde T =< ac, bd,ad + bc >. Do apéndice B, temos que D ¢é

obtidas de Ay como quociente por um ideal L como acima sao isomorfas a B =

mansa de dimensao finita é necessario que Biy seja isomorfa a dlgebra A, do Teo-
rema 2.14. Como ad + be, ce,bd € R temos que dimge;(radBis)e; = 0. Entao, o
corolario 2.5 implica que By é derivadamente selvagem, portanto, B também. Com
isso concluimos que para % ser derivadamente mansa ¢é necessario que L = (0. Uma
contradigao com o fato de L # 0.1
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Lema 3.6. Sejam A = KTQ uma K —dlgebra gentle de dimensao finita com (Q, 1) um
par gentle, #Qo = 3 e J C rad®*A um ideal. Suponha que B = % nao € gentle e J
¢ gerado por um conjunto minimal de caminhos de comprimento dois. Entao, B €

deriwadamente selvagem.

Demonstragao: Como B nao é gentle e J é gerado por um conjunto minimal
de caminhos de comprimento 2 existem a, b, c € )1 tais que ac,bc € J ou ab,ac € J.
Justificaremos apenas o primeiro caso, o outro é andlogo. Como (Q,/) é um par
gentle ¢ nao pode ser um laco e b, a nao podem ser lagos ao mesmo tempo. Do fato

que #Qy = 3 segue que () possui um dos subquivers abaixo:

SN pra . Oy
s(a) _, t(a) —=t(c) s(a) __Ha)=—s() s(a) —=t(a) —=i(c)

No primeiro caso, o Lema 2.6 implica que B ¢é derivadamente selvagem.
No segundo, se ca € J, com raciocinio e notacoes analogos aos dos Exemplos 2.15

e 2.16, podemos construir o complexo N de K < z,y > —B bimddulos abaixo

P

M(lg)b

M(l)a &, M(l2)c M(lg)e M(ls)a = M(ls)e M(l7)

Ps(a)

Prg M(l3)a pr4 M(lg)c ~

o1 T DT5 7
Piy— 7L, ‘() a(a) Py Pl

s(a) Py

s(a) — I

t(a)

Como o funtor — ®g<zy> N 1 finK < x,y >— Ppn(B) preserva indecomponiveis
e classes de isomorfismos B ¢é derivadamente selvagem. Caso ca ¢ J, com raciocinio
e notagoes analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N

de K < x,y > —B bimoddulos

Pl

M(lo)b

M(l1)ca M(l2)ca M(l3)ca M (l4)ca M(l5)ca M (lg)ca M(l7)ca M(lg)ca

Py Ploy —>

P t(a)

P t(a)

Py t(a)

P j t(a)

o — i

o — b

‘() —= Py

t(a)

Como o funtor — @<y s> N @ finK < z,y >— Ppn(B) preserva indecomponiveis e

classes de isomorfismos B é derivadamente selvagem.
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b

"

Caso B possui s(a) ——t(a) ——1t(c) como subquiver do coroldrio 2.3 segue

que b? € I e por hipétese be € I. Entdo, do Lema 2.5 segue que B é derivadamente

selvagem. W

3.1 Quivers bisseriais com 2 flechas

Seja A = KTQ uma K —algebra derivadamente mansa de dimensao finita com treés
moédulos simples cujo quiver é bisserial e possui duas flechas, nessa secao veremos
quais sao as relacoes que geram I. Pelos cdlculos feitos no apéndice A sabemos que os
quivers bisseriais com trés vértices que possuem duas flechas sdo os da tabela A.10.
Os quivers 2 — 2 e 2 — 3 sao opostos entre si, por isso precisamos estudar apenas um
deles. Escolheremos 2 —2. Nele s6 existe uma possibilidade de algebra A = K@ que é
isomorfa a dlgebra A.57 da tabela A.11, sendo a mesma uma &lgebra gentle. No caso
2—1, temos duas possibilidades de ideais: I = 0e I =< ab >. Portanto, A é isomorfa,
respectivamente, as algebras A.55 e A.56 da tabela A.11. Em ambos os casos, A é
gentle. Concluimos que todas as dlgebras derivadamente mansas de dimensao finita

tais que o quiver é bisserial, possui 3 vértices e duas flechas sao dlgebras gentles.

3.2 Quivers bisseriais com 3 flechas

Seja A = @ uma K —algebra derivadamente mansa de dimensao finita com trés
moédulos simples cujo quiver é bisserial e possui trés flechas, nessa se¢ao veremos
quais sao as relacoes que geram I. Pelos calculos feitos no apéndice A sabemos que
os quivers bisseriais com trés vértices que possuem trés flechas sdo os da tabela A.8.

Nao serd necessario analisar todos os quivers da tabela A.8, pois, os casos 3 —
1,3—2,3—4 e 3— 10 sao tais que, a menos de reordenacao de vértices, seus quivers
opostos sao, respectivamente, 3 — 6,3 — 9,3 — 8 e 3 — 11. Se mostrarmos que as
algebras derivamente mansas de dimensao finita associadas aos quivers 3 — 1,3 —
2,3 —4 e 3 — 10 sao algebras gentle ou isomorfa a uma das algebras da tabela 1.1,
entao as algebras derivadamente mansas de dimensao finita associadas aos quivers
3—6,3—9,3—8e3— 11 sado gentle ou anti-isomorfa a uma das algebras da tabela
1.1.
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a

N\
Caso3—1:1 253
b7

Na subdlgebra A;3 temos que dimge; <T’:f$éffg) es € {0,1,2}. Portanto, temos os

casos abaixo:

1) dimge; <Tra“$233) e3 = 2. Logo, I = 0 e temos uma &lgebra hereditaria, a qual é

selvagem, veja o Teorema 2.6. Logo, a Proposigao 2.1 implica que A é derivada-

mente selvagem.

rad?Ai3

damente selvagem.

2) dimge, (mdA13 ) e3 = 0. Entao, ac,bc € I e o Lema 2.6 implica que A é deriva-

rad?Ai3

se anulam simultaneamente. Se \; # 0 podemos fazer uma mudanca no conjunto

3) dimgey (mdA13 ) es = 1. Temos que I =< Ajab + Asac > sendo que A; e Ay nao

de geradores que troca b por A1b + Asc. Logo, A é isomorfa a algebra A.42 da
tabela A.9, ou seja, A é gentle. Caso A\; = 0, temos que I =< ac >, novamente A
é isomorfa a algebra A.42 da tabela A.9.

a

Caso3—-2:1-2-2_-¢°.3

Do coroldrio 2.3 temos que a*> € I. A &lgebra B = KTQ, onde J =< a® >
é isomorfa a algebra A.43 da tabela A.9. Qualquer algebra derivadamente mansa
A= ¥ associada a esse quiver ¢ isomorfa a C' = % com L C rad*B. O Lema 2.5
implica que ab ¢ L. Temos duas possibilidades:

1. bc € L. Como ab ¢ L temos que L =< bc >. Assim, A é isomorfa a algebra
A.44 da tabela A.9, a qual é gentle.

rad?C13

2. bc ¢ L. Pelo Lema 3.1 temos que be € radCyz\rad*Ci3. Logo, e ( radCiy ) €3 =

radC1is _ radChs _ =
1, eq (—md2013> e1=1lees (mdQCB ez = 0. Desse modo, temos uma presentagao

de (13 como abaixo:
¢: KQiz — Ci3
T, —— a

.Z'bcl—>b_c
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Ta

KQi3
ker¢

necessario que Ty ¢ kerg, ou seja, abc # 0. Portanto, L = 0 e a dlgebra A é
isomorfa a algebra A.43 da tabela A.9.

, Ty . 7
onde Q13 é 1—=3. Para ser derivadamente mansa, pelo Lema 2.5, é

Caso3-3: 1 ———M—

\/

As tnicas possibilidades de ideais sao I = 0 ou I =< ac >. Portanto, A é isomorfa,
respectivamente, as algebras A.45 e A.46 da tabela A.9.

a

VRN ¢
Caso 3 —4: 1 2——3
T
b

O subquiver pleno cujos vértices sao {1, 2} é convexo. Por causa desse iltimo fato

e do Teorema 2.14 temos as possibilidades abaixo:

1) ab € I e ba ¢ I. Na subalgebra A3, por causa do Lema 3.2, temos que ba €
radA;s\rad*Ays. Se be ¢ I, o Lema 3.1 implica que be € radA;3\rad*A;3. Como
abe I e ba,bc € radAyz\rad®A;3 temos que babc = 0. Entéo, o Lema 2.5 implica
que Aj3 é derivadamente selvagem. Logo, bc € I. Assim, qualquer algebra deriva-
damente mansa é uma algebra quociente A = £, onde B = £ com J =< ab, be >.
Temos que B é isomorfa a algebra A.49 da tabela A.9. O tnico caminho de com-
primento maior ou igual a dois em (Q,J) é ba o qual nao pertence a I. Logo,
L=0.

2) ba € I eab ¢ I. Como ab ¢ I, do Lema 3.2 segue que ab € radAys\rad*Ass. O
Lema 2.5 implica que abé # 0. Entéo, I =< ba >. Logo, A = KTQ é isomorfa a
algebra A.47 da tabela A.9.

3) ab,ba € I. Entao, A = %, onde B = KTQ com J =< ba,ab >. Como o tnico
caminho de comprimento maior ou igual a 2 em (Q, J) é bc, temos que L = 0 ou

L =<bc>. Se L =0, a algebra A é isomorfa a dlgebra A.48 da tabela A.9. Caso

L =< bc > o Lema 3.6 implica que A é derivadamente selvagem.

b

A

Caso 3—5: 1—2-2—-°-3
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Do corolério 2.3 temos que b € I. Desse fato, juntamente com o Lema 2.5, segue
que ab,be ¢ I.
Na subalgebra A;3 temos que dim e (%> es € {0,1,2}. Analisando as pos-

rad?Ai3

radAis
rad?Ai3

< b? >; < b ac+ dabc >; < b?, abc > ou < b?,ac,abc >.

sibilidades para dimge; ( ) e3 concluimos que I é um dos seguintes ideais:

Caso I =< b%, ac+ \abc > podemos fazer uma mudanca no conjunto de geradores
de A que troca ¢ por ¢ = (e + Ab)c. Portanto, A é isomorfa a algebra A.50 da tabela
A.9.

Caso I =< b? > a élgebra A é isomorfa a dlgebra 1.1 da tabela 1.1.

Quando I =< b?, ac, abc > a algebra A é isomorfa a algebra 1.2 da tabela 1.1.

Se I =< b%, abc >, o complexo T' do Exemplo 2.13 é um complexo inclinante para

essa algebra. A algebra A é derivadamente equivalente a I' = EndT. Do apéndice B

KA

sabemos que I' = ==, onde

«

A
N

e H =< a? 6y— Ba>. Em I, com raciocinio e notacoes analogos aos dos Exemplos

Al

2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N de K < z,y > —I" bimédulos abaixo

ﬁlﬁo
M(lg)y

M(l2)a M3)a ~,. Mo ~,..  M(l5)a ~,. M(lg)o ~

M(h)a P;z P27’4 P27’5 P27‘6 P27‘7

w?(h)ﬁ
M(lg)

Py 280 pre

D1 3
P2 P2

O funtor — ®geyys N 1 finK <,y >— Ppin(l') preserva indecomponiveis e classes
de isomorfismos. Logo, I' é derivadamente selvagem. Entao, dos Teoremas 2.11 e 2.10

concluimos que A é derivadamente selvagem.

Caso3—7:1——2 59

N
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Temos duas possibilidades:

1. Nenhum caminho em () de comprimento 2 pertence a I. Entao, o Lema 3.1

rad?Aio
. radA . radA . radA
1, dimgeq (m) es = 1, dimges (m) es = 0 e dimge; (m) e; = 0.

Logo, temos uma presentacao para A, como abaixo:

implica que bc € radAp\rad?Ayp. Assim, temos que dimges (mdA” > e =

¢ KQu — Ap
Ty, — @
LTpe —— b_C

Tpe

VRN

7 K . , ’ .

onde Q12 é 1 2. Para kgg ser derivadamente mansa é necessario, pelo
7

Ta

corolario 2.4, que z,Tp. € ker¢ ou xp.x, € kerg. Com isso, temos 0s casos

abaixo:

1.1 zoxpe € kere e xpexy ¢ kerg. Logo, beca ¢ I e abc € I. Como nenhum

caminho em () de comprimento 2 pertence a I temos do Lema 3.1 que ca €

2 . radA _ . radA _
radAss\rad® Ass. Portanto, dimyes (ﬁ) es = 0, dimges (md2j;3) e3 =

0, dimges (:Z;XZ) ey = 1 e dimges <Traad‘éﬁ?;3 e3 = 1. Assim, temos uma

presentacao para A3 como abaixo:

0 KQy — Ao
Ty +H—— B
Teq +— CA

Tca

onde Qo3 é 2 3. Como bca ¢ I segue do corolario 2.4 que para %
N ere

Ty

ser derivadamente mansa ¢é neceséario que x.,x, € kery, ou seja, cab € I. O
unico caminho nao nulo de comprimento maior ou igual a trés em @) é bca e
ele nao pertence a I. Logo, I =< abc, cab >. A algebra A = KTQ é isomorfa
a algebra 1.3 da tabela 1.1.

1.2 z,xpe & kerg e xpex, € kerg. Esse caso é andlogo ao anterior.

1.3 Z4%pe, Tpexy € kere, temos que I =< abe,bca > ou I =< abc, bea, cab >.

No primeiro caso A é isomorfa a algebra 1.3 da tabela 1.1. Ja no segundo a
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algebra A é uma algebra autoinjetiva. Devido ao Teorema 2.12 dessa tese

e ao Coroldrio 2.6 de [10] concluimos que A ¢ derivadamente selvagem.

2. Pelo menos um caminho de comprimento dois pertence a I. Sem perda de gene-
ralidade podemos supor que bc € I. Os unicos caminhos em ) de comprimento
maior ou igual a dois que nao sao miltiplos de bc sao ab, ca e cab. Entao, I é

um dos seguintes ideais:
< bc >, <bc,ab >, <bc,ca >, <bc,ab,ca > ou < bc,cab > .

Se I =< bc,cab > a algebra A é derivadamente selvagem, pois, conforme
(03

A1 ’ . . KA AN
apéndice B, A é derivadamente equivalente a I' = 57 onde A : 1<—3 2
’8 N7
v

e H =< avy,af,ya >. Do Lema 3.6 segue que I' é derivadamente selvagem.
Portanto, o Teorema 2.11 e o Teorema 2.10 implicam que A é derivadamente

selvagem. Em todos os outros casos A é gentle.

a

A

Caso3—10: 1—2>2<¢_3

Do Corolério 2.3 sabemos que a* € I. J4 do Lema 2.5 segue que ab ¢ I. Portanto,
I =< a? > e A é isomorfa a dlgebra A.54 da tabela A.9.



62
3.3 Quivers bisseriais com 4 flechas

Comecaremos a analisar quais as possiveis algebras derivadamente mansas que
podemos associar aos quivers da tabela A.6. Nao serd necessario analisar todos os
quivers, pois alguns deles, a menos de reordenacao de vértices, sao opostos de outros.
Desse modo basta analisar apenas um deles. Os quivers 4 —2,4 —4,4—5,4—6,4 —
9,4—11 e 4—20 sao opostos, respectivamente, a4—18,4—7,4—19,4—17,4—16,4—14
e4—21.

N\
Caso4—-1:1 2 3

Do Lema 2.4 sabemos que para A ser derivadamente mansa a subalgebra Aqs

também deve ser. Pela classificacao feita no Teorema 2.14 temos que dim ge; (:5(2‘%;33) es €
{0,1,2}.
. T'G,dAlg Z 3 4 y TlldAlS —
Na verdade dimge; (rad2A13> e3 é igual a 1 ou 2, pois se dimge; <rad2A13> e3 =0

terfamos I =< ac,ad,bd,bc >. Pelo Lema 2.6, a algebra A seria derivadamente

selvagem.

radAis
rad?Ai3

dade podemos assumir que be ¢ I. Como rad®>A,3 = 0 segue que be € radA,3\rad? Ass.

Agora veremos o que ocorre se dimge; ( > es = 1. Sem perda de generali-

Entao, temos uma presentacao para A3 como abaixo:

Y KQis — A

Z'bcl—>%

onde Q3 é 1—2=3. Portanto, ac + p1be, bd + pobe, ad 4+ pusbe € I, com p; € K.
Logo, I =< ac + p1be, bd + pobe, ad + psbe >. Faremos uma mudanca no conjunto
de geradores que troca a por a + pi1b e d por d + psc. Se pypo # —pu3, apoés uma
mudanca do conjunto de geradores, podemos assumir que I =< ad + bc, ac,bd >.
Caso pipte = —ps3, apés uma mudanga do conjunto de geradores, temos que I =<
ad,ac,bd > e o Lema 2.6 implica que A é derivadamente selvagem. Logo, A = @
em que I =< ad + bc, ac,bd >.

Do apéndice B temos que a algebra A é derivadamente equivalente a &dlgebra
5

B
_ xa PR T _5B.ef—
['=3F comA: 3 1 2 e H=<n~pB,0a,ea — 3,ef — ya >. Do Teorema
\/ \/

vy o
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2.6 segue que a subalgebra I'13 é selvagem. Logo, o Lema 2.1 implica que I' também ¢
selvagem. Entao, da Proposigao 2.1 obtemos que I' é derivadamente selvagem. Como
I’ é derivadamente equivalente a dlgebra A os Teoremas 2.10 e 2.11 implicam que A

¢é derivadamente selvagem.

radAis
rad?Ai3

ei(radAis)es é gerado por @c, bd, be,ad e tem dimensdo 2. Logo, o ideal I pode ser

Ainda falta analisar o que ocorre quando dimpge; < ) e3 = 2. Temos que

gerado por duas relagoes. Uma relacao p de 1 para 3 tem a forma pjac + psad +

pusbe + pgbd, com p; € K, que podemos expressar como um produto de matrizes

c
da forma [ a b} fa 2 . Denominamos a matriz M, = S por
M3 Ha d K3 Ha
. . . mip M2 .
matriz associada a p. Inversamente dada uma matriz ] podemos associar
Moy M2z

5 . mi1 Mi2 c
uma relacao 6 de 1 para 3 do seguinte modo: 6 = [ a b ] .
Ma1 Ma2 d

B

N\
Dado o quiver A : 1 2 considere a categoria C em que os objetos sao V =
A 4

(Vi, N;),i € Qo,j € Q1 sendo V; o espago vetorial K? com base {(1,0);(0,1)} e N;
uma matriz 2 x 2. Dados V = (V;, N;),U = (U;,T;) € C um morfismo de V para U é
dado por uma familia f = (fi)req, de matrizes 2 x 2 invertiveis tais que T, f; = foN,

e Tz f1 = faNg, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo.

Ng
DS
Vi Va
~—_7
Na
f1 f2
Ts
X\
Uy Uz
~— 7
Ta
a (&
. . /N /N . . . . ~
Considere o quiver @ : 1 2 3, seja D a categoria cujos objetos sao as
N T T
b d
algebras A = %, onde p; € rad* KQ. Observamos que {py, p2} nao é necessaria-

mente um conjunto minimal de geradores. Os morfismos em D sao homorfismos de

K —algebras. Com as defini¢oes acima introduzidas podemos definir o funtor abaixo:
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F:C—7D

em que F(V = (V;,N;)) = KTQ onde I =< [a b } N; [ ;] >jeq1,2y- Dado
1
f o= (oens temos aue F(f) = ¢ em que o) = [a b]F [ ],

mm:LLQﬁ[2r¢@=[1opﬁ[;rwwz[01pﬁlgl

O funtor F é denso. Pois, dada A = —£9— temos que F(Vi,M,,) = A.

<p1,p2>

' LAY o '
Lema 3.7. Sejam QQ : 1 2 3, A ==, comic {1,234}, onde I} =<
N T 7 4

a c

ac+ bd,bc >, I, =< ad,ac >, I3 =< bc,ac > e 4 =< ac,bd >. Se A = KTQ em
que I =< p1,pa >, com {p1, pa} um conjunto minimal de geradores de I, entio A é

isomorfa a A; para algum i € {1,2,3,4}.

Demonstracao: Como F' é denso, dado A € D temos que existe X € C tal que
F(X) =2 A. Seja U € C, do teorema de Krull-Shmidt sabemos que U se decompoe

em soma direta de indecomponiveis. Entao, do Exemplo 2.8 segue que U ¢ isomorfa

Al
a uma das seguintes representacoes: V; = (KQ, K% 1, [ ]) ,

0 A
0 1] A0
‘/2: K27K2; 7[ 7%: K27K2;[7 5
00 0 p
o 1] [1 0 1 0] [o o]
‘/Zl: K27K2; b 7‘/}]: K27K2; b )
0o0][0o0 00| [10]
1 0] [ A 0] fo0] [o o]
Vs = | K2 K% , , Vo= | K%, K% , ;
(0 0][0 0] (0 0] [0 0]
1 0] [ 0] ool [1 0]
‘/8: K27K2; 3 7‘/:3: K27K2; 5
0 0][0 1] 0 0][0 1]
0 0 10
eV10=(K2,K2; 0 0],[0 0]>onde)\,u€K.

Temos que F(V;) = KJ—? com J; =< ac+ bd, Aac+ ad + \bd >. Logo, F(V}) = A;.

A imagem de V3 por F' é isomorfa a A;. Se A\ # u obtemos que F(V3) = KJ—QQ com

Jo =< ac + bd, Aac + pbd >. Como A # p temos que F(V3) = Ay. Caso A = u

concluimos que F'(V3) = KJ—f em que J3 =< ac + bd >, nesse caso .JJ3 nao possui um
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conjunto minimal de geradores com cardinalidade 2. Temos que F(Vy) = Ay, F(V5) =
Az, F(Vg) = 52 em que Jy =< ac >, F(V7) = KQ, F(Vo) = 52, F(Vig) = 52 e
F(Vs) = As.

Como o ideal das algebras F(V3), se A = u, F(Vs), F(V7), F(Vy) e F(Vip) nao
possui um conjunto minimal de geradores com cardinalidade 2 concluimos que A = A;
com i € {1,2,3,4}.

|

A algebra A; é selvagem devido ao Exemplo 2.11.c de [54]. Logo, derivadamente
selvagem pela Proposicao 2.1. O Lema 2.6 implica que as algebras A; e Az sdo

derivadamente selvagens. J& a algebra A, ¢ isomorfa a uma algebra gentle.

a

VRN d
Caso4—-2:1_b»_2—3

N
O subquiver pleno cujos vértices sao {1,2} é convexo. Por causa desse iltimo
fato e do Teorema 2.14 podemos assumir que ca,ab € I. Como ca,ab € I, do Lema
2.6, temos que ba,ac ¢ I. Esse ultimo fato, junto com o Lema 3.2, implica que
ac € radAgs\rad®>Ays e ba € radA;3\rad®As. Do fato que ac € radAys\rad®Ays e do
Lema 2.5 segue que acd # 0. Logo, cd ¢ I. Como ba € radAys\rad?Ays e ab € I segue
do Lema 2.5 que bd ¢ radA,3\rad? A3, caso contrario, A3 é derivadamente selvagem.

Portanto, bd € rad®?A;. O Lema 2.6 implica que dimge; <mdA13 ) ez # 0, ou seja,

rad2A13

rad?Ai3 rad?Ais

dimpe; ( radAyy > es € {1,2}. Como bd € rad?A,3 concluimos que dimge; ( radAs > €3 =

1. Dos fatos que cd ¢ I, dimge; <%> es = 1 e bd € rad®A,5 segue que cd €

rad?Ai3

radAys\rad?Ays. Jaqueba € e (radAis\rad®>As) e; temos que dimge, <%) ey =

1. Além disso, temos que dimges <:a“j2’?;133> e1 = 0 e dimges (:j;é’zl;) es = 0. Logo,

temos uma presentagao de A3 como abaixo:
¢:KQiz — A
Loa %
Leg +H— a
Tha

KQis
kero

Ccessario que TpTeq & kero, isto é, bacd ¢ I. Logo, dimgeirad?

ser derivadamente mansa, pelo Lema 2.5, é ne-

KQi3
ker¢

onde Q13 é 123 . Para

e3 = 1. Como
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KQas
ker¢

eyrad? Aqses. Desse tltimo fato e do fato que bd € rad®A;5 temos que bd + \bacd = 0,

~ A3 temos que dimgejrad*Aizes = 1. Portanto, {bacd} é uma base para

ou seja, bd + \bacd ¢ I. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores de A
que troca d por d = d + Macd podemos assumir que bd € I e bacd ¢ I. Logo,
J =< ca,ab,bd >C I. Desse modo, A = %, onde B = K—JQ e L C rad?B. A &lgebra
B ¢é gentle e isomorfa a algebra A.15 da tabela A.7. O tnico caminho maximal de

(Q,J) é bacd e bacd ¢ I como vimos acima. Entao, do Lema 3.5 temos que L = 0.

a

Casod—3: 1 =2
WA
3
Como estamos interessados em &algebras derivadamente mansas de dimensao finita
as subdlgebras e;Ae; com i € {1,2,3} devem ser dlgebras derivadamente mansas de
dimensao finita. Entao, do Teorema 2.13 segue que rad’e;Ae; = 0 para qualquer
i € {1,2,3}. Logo, rad®A = 0. Se dentre os geradores minimais de I niao tivermos
uma relagao do tipo Ajda + Aodb+ A3dbedb + \ydbeda + Asdacdb+ Agdacda com Ay # 0
ou Ay # 0, quando fizermos <—/c‘> o Teorema 2.6 implicara que a algebra quociente sera
selvagem, pois serd uma algebra hereditaria cujo grafo nao é Dynkin nem Dynkin
extendido. Assim, pelo Lema 2.1, A é selvagem. Logo, A é derivadamente selvagem
pela Proposicao 2.1. Entao, Aida + Aodb+ A3dbedb + \ydbeda + Asdacdb+ Agdacda € 1
com A\; # 0 ou Ay # 0. A menos de trocarmos a com b podemos supor que A\; # 0.
Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca a por Aja+ Aob+ Asbedb+

Abeda + Asacdb + Agacda = a temos que da € I. Entao, podemos supor que da € 1.

Temos duas possibilidades em A:

1. ed € I. Temos que cd,da € I. Na algebra A temos que Ajac + Abc € I com
A1 € Ay nao simultaneamente nulos. Caso contrario, % seria selvagem pelo
Teorema 2.6. Portanto, A seria selvagem pelo Lema 2.1. Logo, derivadamente

selvagem pela Proposicao 2.1.

Se Ay # 0 trocando b por b = A\ja + Aob obtemos que be,cd,da € I. Logo,
podemos assumir que bc € I. Entao, J =< da,cd,bc >C [ e A = %, para
algum L C rad*B, onde B = KTQ Sabemos que B é isomorfa a algebra A.17

da tabela A.7, portanto é gentle e de dimensao finita. Os tnicos caminhos de
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(@, J) de comprimento maior ou igual a dois sdo db e ac, que nao pertencem a
I por causa do Lema 2.6. Entao, L=0e A= B.

Caso Ay = 0 temos que ac € I. Entao, J =< da,cd,ac >C [ e A = % para
algum ideal L C rad*B, onde B = K—JQ Sabemos que B ¢é isomorfa a algebra
A.18 da tabela A.7, portanto é gentle e de dimensao finita. Do Lema 2.6 temos
que db,bc ¢ I. Entao, se L # 0 temos que L =< dbc >. Neste caso, com
raciocinio e notacoes andlogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 temos o complexo
N de K < z,y > —A bimédulos abaixo
By
M(lg)a

M (lg)be

(I7) M(lg)bc ~

~ _ M(l7)d ~
7 T8 79

Plrl M(l)d ﬁ§.2M(l2)bcp{3 M(lg)dp§4M(l4)bcp{5 M(ls)d p3,,,6

O funtor — @gcyy> N : finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis

e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

. cd ¢ I. Pelo Lema 3.1 concluimos que cd € radAis\rad?A;;. Com isso temos
. radA . radA . radA
que dimpge; (m) er = 0,dimges (mdﬁg) ey = 0,dimgeq (ﬁ) ey =

2 e dimges (mdAl? ) e; = 1. Entao, temos uma presentagao para Ay como

rad®Ai,
abaixo:
¢ KQ — Ap
T, —— a
Ty +H—— B
Led a

onde Q12 € 1¥\xb/2. Do fato que da € I segue que x4, € ker¢. Para

Ted
KQiz ~
ker¢

2.5, que TpTeqy + Arxeq € kerg, ou seja, bed + Aacd € I. Entao, trocando b

a algebra Ao ser derivadamente mansa é necessario, pelo corolario

por b = b+ Aa temos que da, bed € I. Por isso, podemos assumir que bed €
K )(32 = 1. Logo,

I. Novamente, do corolario 2.5, segue que dimye; (fr’ad2 ke%;

TaTeqXy & kero, isto é, acdb ¢ I.

Como da € I o Lema 2.6 implica que db ¢ I. Logo, dimges <%> eao=1¢e

rad?Ass

db € radAys\rad®Ass. Além disso, dimges < raddss ) es = 1, dimges ( radAy; ) es

rad?Ass rad? Ass
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0 e dimges (:j;ﬁff;) es = 0. Com isso temos uma presentacao para a algebra

Ays como abaixo:

g : KQQg — A23
L. —— C
Tap +H—— %

Tc

VRN
onde Q23 ¢ 2 3. Como cdb ¢ I, do corolario 2.4 segue que zgx. € kerf
Tdb

rad?Ai3

isto é, dbc € I. Na &lgebra A3 temos que dimge; <%> es € {0,1,2}.

Analisamos essas possibilidades abaixo:

rad?Ai3

derivadamente selvagem.

a) dimpge; (mdAlS ) es = 0. Entao, ac,bc € I e o Lema 2.6 implica que A é

b) dz'mKel<mdA13>63 = 2. Logo, ac,bc € radA;s\rad*A;3.  Assim,

rad?Ai3
. radA . radA . radA
dimpes <md2,41133) es = 0, dimgeq (de/xlfg> er = 0,dimpges <rad2,41133> e; =1

radAis
rad?Ai3

como abaixo:

e dimgeq ( ) e3 = 2. Desse modo, temos uma presentacao para Az

T:KQiz — Az
Tge H—— acC
LTpe H— b_C
rqg +H—— E

Zac

onde Qi3 ¢ 1 @e 3. Como dac,dbc € I temos que TyTqe, TaTp. € kert.
~_

Td

KQ213
kert

mente selvagem. Logo, A é derivadamente selvagem.

Como ZyZae, TaTpe € kert o Lema 2.6 implica que =~ A3 é derivada-

c) dimge; (%) es = 1. Entao, o quiver de A3 é

X
1 3

~—

Do corolério 2.4 segue que rad*A;3 = 0. Como acdb ¢ I, veja inicio do

caso 2, segue que ac ¢ I. Se ac € rad’A;3 terfamos que ac € rad®A;s
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pois, ejrad®Azes C rad®*A;;. Como rad®A;s = 0 concluimos que ac =
0, ou seja, ac € I, absurdo. Portanto, ac € radA;s\rad*A;s. Se bc €
e1 (radAys\rad?*A3) e3, como ac € radAiz\rad*Az e dimge; <%> es =

1 segue que ac + Abc = 0, com A # 0. Como bed = 0, veja inicio do caso 2,

segue que acd = 0, ou seja, acd € I. Logo, dimge, (iﬁg) e; = 0. Entao,
pelo corolario 2.5, A5 é derivadamente selvagem, implicando que A também

sera.

Caso be € rad®A;s temos que be € rad®As pois, eyrad?Aises C rad®Aqs.
Como rad®A;3 = 0 obtemos que be € I. Entao, J =< da,bc >C [ e A = %
com L C rad’B e B = @ Sabemos que B ¢ isomorfa a dlgebra A.16 da
tabela A.7, portanto gentle. O tinico caminho maximal de (Q, J) é acdb, ja

vimos que acdb ¢ I. Portanto, pelo Lema 3.5 segue que L =0e A = B.

d
/aN
Caso4—4: 1 2— -3
7
b

O corolario 2.3 implica que d*> € I. Devido o Teorema 2.14 temos que

dim e (:;jg‘zlg)(ag e {0,1}. Como A ¢é derivadamente mansa o caso

dimpgeq (%) e3 = 0 nao ocorre por causa do Lema 2.6. Logo, dimge; (%) e3 =
1. Entdo, ac € radAi3\rad*>A;3 ou be € radA,3\rad?A;3. Podemos supor sem perda
de generalidade que bc € radA;3\rad?A,5. Assim, temos uma presentacio para As

como abaixo:

¢ KQiz — A

mbcr—>b_c

ZL’dl—)d

Zq

onde Q13 ¢ 1——=3 . O Teorema 2.14 implica que xp.xq ¢ kere, ou seja, bed & I.

I,jjii;) es. Do fato que A3 = I;S«:;

segue que {bc, bed} é uma base para e, (radA;3)es. Como ac € e (radAs)es e {bc, bed}

Temos que {Zpe, Toexq} ¢ uma base para elmd<

é uma base para esse espaco vetorial temos que @é = A\ bc + \obed, isto é, ac — A\be —
Aobed € 1. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca a por a — A

podemos assumir que ac — \ybed, d? € I.
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Se Ay = 0 temos que I =< d? ac > e a algebra A é isomorfa & algebra A.19 da
tabela A.7, portanto é gentle. Caso Ay # 0 temos que I =< d?,ac — \obed > ¢ a
algebra A ¢é isomorfa a algebra 1.5 da tabela 1.1.

d

2——3

O

C

Caso4—5:

O subquiver pleno cujos vértices sao {1,2} é convexo. Logo, pelo Teorema 2.14
podemos assumir que a?,ch,bc € I e bac ¢ I. Esses tltimos fatos junto com o Lema
3.2 nos da que bac € radAsz\rad?Asz. Como bac, d € radAsz\rad? Az e (bac)®> =0 o
Lema 2.5 implica que bacd # 0, ou seja, bacd ¢ I. Temos que J =< a? bc,cb >C I e
A= % com L Crad’Be B = % Logo, B é isomorfa a dlgebra A.20 da tabela A.7,
portanto é gentle. O tnico caminho maximal de (@, J) é bacd. Como ji mostramos
ele nao pode pertencer a I. Esse fato, junto com o Lema 3.5 implica que, a menos de
isomorfismo, A.20 é a unica algebra derivadamente mansa associada a esse quiver.

N b ) d
Caso4—-6: 1—=2——3

Do coroldrio 2.3 temos que a?,¢* € I. J4 o Lema 2.5 implica que ab, bc,cd ¢ I. O

subquiver pleno cujos vértices sao {1,2} é convexo. Por isso, podemos assumir que

I4,, = {a® c*}. Na algebra A3 temos que dimpge; (r’"aad%éf;) e3 < 2, por causa do

Teorema 2.14. As outras possibilidades analisamos abaixo:

1. dimgeq (%) e3 = 0. Como cd, be ¢ I temos que [ =< a?,c?,bd,bed >. Do
KA

apéndice B segue que A = @ ¢ derivadamente equivalente a dlgebra I' = =7

onde A é o quiver

a 1

O O
1 3<—2
N~ v

e H =< a?, 6% ve — 573 >. A subdlgebra I';5 é derivadamente selvagem pela
classificacao feita no Teorema 2.14. Logo, I' também serda. Portanto, pelos

Teoremas 2.10 e 2.11 temos que A é derivadamente selvagem.

2. dimpe; (L2441 ) 0. — 1. Vamos considerar dois casos:
rad?Ais 3
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2.1 bed € radAis\rad®*As. Como @,bed € radAis\rad*As e a> € I o Lema
2.5 implica @bed # 0. Temos que {bcd, abed} é uma base para e;radA,ses.
Como bd € ejradAises obtemos que bd + A\bed + Asabed = 0, ou seja,
bd + Aibed 4+ Asabed € 1. Apds uma mudanca no conjunto de geradores que
troca b por b=0b+ \bc+ Xoabe, podemos assumir que bd € I. Temos que
J=<a,ctbd>CleA>EcomL Crad®BeB = %2 Logo, Bé
isomorfa a dlgebra A.21 da tabela A.7, portanto é gentle. O tinico caminho
maximal de (@, J) é abed, como vimos esse caminho nao pertence a I. Esse

fato junto com o Lema 3.5 implica que L =0e A B.

2.2 bed € rad?A;;. Como bed € rad?Ais e dimge; (%) es = 1 segue
que bd € radAys\rad®>A;5. Assim, temos uma presentacdo para A3 como

abaixo:

¢:KQuiz — A
T, —— a
Tpd +H— %l

La

onde Qi3 6 1-—2%-3. Assim, do Lema 2.5 segue que T,ryy ¢ kerg, ou
seja, abd ¢ I. Temos que {z,7pq} ¢ uma base para e;rad> (%) es. Do
fato que % = A3 segue que {W} ¢ uma base para e;rad?A;ses. Como
bed € errad®Ajses e {%} é uma base para esse espaco vetorial temos que
bed + Aabd = 0, ou seja, bed + Aabd € I. Logo, I =< a?, ¢, bed+ Aabd >. A
algebra A é derivadamente equivalente, por calculos feitos no apéndice B,

. . KA , .
a dlgebra I' = 57 onde A ¢ o quiver

sendo que H =< o?,2%,683 + A\Ba — ~ve >. Logo, com raciocinio e notacoes
andlogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N

de K < x,y > —I" bimédulos abaixo
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pT10
P3

w?(lg)w
M(11)0 0 M(12)8 =0, M(I3)0 =, M(l4)d =, M(l5)0 .. M(ls)

By’ By’ Byt Py Bye Py

4@7)5

-
Py

\]\{flg)a

-
Py

-
P

O funtor —®gcyy= N @ finK < z,y >— Ppin(L) preserva indecomponiveis
e classes de isomorfismos. Logo, I' é derivadamente selvagem e o Teorema

2.11 implica que A é derivadamente selvagem.

d

Caso4—8: 1 ——2 59

A

Pelo coroldrio 2.3, sabemos que d? € I. Suponha que cda € I. O Lema 2.5 implica
que cd,da ¢ I. Se ab ¢ I o Lema 3.1 implica que ab € radA;3\rad*A,3. Entdo, temos

uma presentacao para A3 como abaixo:

¢: KQuz — A
Ty — ab
T, —— C
rg — d

Zq
Ze

RS
onde Q13 é 1 \/-/3' Do corolario 2.6 segue que zgx. € kerg, ou seja, abc € I.
Lab

Assim, temos duas possibilidades para considerar: na primeira ab, cda,d?> € I; na
segunda ab ¢ I e abc, cda,d* € I. Com isso, com raciocinio e notagoes andlogos aos

dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir, respectivamente, os complexos M e N
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de K < x,y > —A bimdédulos abaixo

M pro ML pr

\]\/Ifh)a
M(ls) (lo)

pl,’,.l M(l)d pl,’,,2 M(l2)d pl,r3 M(l3)dp1r4 M(l4)dp11,,5 M(l5)d]517’6 ]517,7M Cdﬁgm
N Py
%lg)a
pl,rl M(l)d ﬁl,m M(l2)d ﬁ{?’ M(l3)d Plnl M(lg)d pl,rs M(ls)d P{G M(ls) p{7M(l7)cdp3T8M(lg)abp{9

Os funtores — @geypy> M 1 finK < 2,y > — Prin(A) € — Qkepys N @ finkK <
x,y > — Ppin(A) preservam indecomponiveis e classes de isomorfismos. Logo, em
ambos os casos A é derivadamente selvagem.

Acabamos de ver que para A ser derivadamente mansa é necessario que cda ¢ I.

radAss
rad? Ass

Com isso, temos que dimpges ( > ez € {1,2}. Analisamos essas duas possibili-

dades abaixo:

1) dimges < radAs; > es = 2. Entao, temos uma presentacao para Asz como abaixo:

rad?Ags
Y KQy — A
Tp +H—— l_)
Leqg H—— Ca
Teda cda

Tca

onde Qo3 € 233. Temos dois casos: be € I ou be ¢ I. No segundo caso, o

Ty

Lema 3.1 implica que bc € radA;o\rad?A;;. Logo, temos uma presentacdo para

A1y como abaixo:

T:KQ12 — A
rqg +H—— 3
T, —— G
Tpe +H— b_C
Tq
The
’ /\ 7 . . Ve
onde Q12 é 1 U2. Do corolério 2.6 segue que x,Ty. € kerrt, isto é, abc €

I. Em ambos os casos concluimos que ZeqaTpTedas TedalovLeas TealbLedas TealbLea €
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keri. Logo, dimges <mdi§§fi> es = 2 e o corolario 2.5 implica que % = Ayg

é derivadamente selvagem. Portanto, pelo Lema 2.4 a dlgebra A é derivadamente

selvagem.

dimges <:a“dd2é12233) es = 1. Como o quiver de Ass é 2\/43 , do corolario 2.4

temos que rad>Ay; = 0. Esse tltimo fato junto com cda ¢ I implica que cda €
radAys\rad’Ays. Como dimpes(radAss)es = 1 e cda € radAgs\rad? Ay temos
que @@ + Aeda = 0 ou seja, ca + Aeda € I. Apés uma mudanca no conjunto de
geradores que troca ¢ por ¢ = ¢(e; + Ad) podemos assumir que ca € I. Temos as

seguintes possibilidades:

2.1 bc € I. Temos que J =< d* be,ca >C I, A~ £ com L C rad’B e B = K—JQ
A algebra B é gentle e isomorfa a algebra A.23 da tabela A.7. Os caminhos de
comprimento maior ou igual a dois em (Q, J) s@o: cd, da, ab, cda, dab e cdab. J&
vimos que cd, da, cda ¢ 1. Caso ab+Adab € I, apés uma mudanga no conjunto
de geradores podemos assumir que ab € I. Dessas ultimas consideragoes segue
que L é um dos seguintes ideais: < ab >, < dab >, < cdab >.

Se L =< ab >, a élgebra A é gentle e isomorfa a algebra A.24 da tabela A.7.
Caso L =< dab > ou L =< cdab > temos que ab ¢ I e o Lema 3.1 implica
que ab € radA3\rad®>A,5. Entdo, em ambos os casos temos uma presentacio

para A3 como abaixo:

X:KQiz — Az
Ty — ab
r. —— C
Ty, — d

Tq
Tc

VR
/ ; KQis _
onde Q13 é 1 \/73' Logo, em ambos os casos dimges (md e ) es =0

Zab
KQi3
kerx

ambos os casos A é derivadamente selvagem.

e o corolario 2.6 implica que ¢é derivadamente selvagem. Portanto, em

2.2 bc ¢ 1. Logo, o Lema 3.1 implica que bc € radAis\rad?Ay;. Assim, temos
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uma presentacao para Ais como abaixo:

©0: KQia — A
Ty, — G

Tpe +—— be
.Idl—)E

Tq
Tpe

onde Q15 € 132. Do corolario 2.6 e do fato que ca € I temos que

Ta

T2 Tpela, TaTpe € kery e Tpxav, & kere, ou seja, d?, bea,abc € I e beda ¢ 1.
Como ca € I e cda ¢ I temos que cda € radAss\rad®Asz. Entao, temos uma

presentacao para Ass como abaixo:

K:KQy — A
Teda +—— cda
Ty +H— B
Teda

onde Qo3 € 2 : 3. Como beda ¢ I do corolario 2.4 segue que Z 4,2 € kerk,
zp

isto é, cdab € I. Temos duas possibilidades:

2.2.1 ab ¢ I. Logo, o Lema 3.1 implica que ab € radA;s\rad?A;3. Entdo,

temos uma presentagao para A;3 como abaixo:

n:KQiz — A
Ty — ab
T, —— C
rg — d
x4 .
onde Q3 ¢é 133. Como ca,cdab € I temos que

Tab

dimges (md2%> es = 0. Entao, o coroldrio 2.6 implica que —-=13 =

Ai3 é derivadamente selvagem. Portanto, A é derivadamente selvagem.

2.2.2 ab € I. Com isso temos que J =< d?,ab,ca >C I, A = % com L C

rad’B e B = KTQ A algebra B é gentle e isomorfa a algebra A.22 da



76

tabela A.7. O tnico caminho maximal de (@, J) é beda o qual, como

vimos, nao pertence a I. Portanto, o Lema 3.5 implica que L = 0 e

A= B.
Caso 4—-9: 1—b>2/\3
~—F
d

Sabemos do coroldrio 2.3 que a? € I. O subquiver pleno cujo conjunto de vértices
¢ {2, 3} é convexo. Desse ultimo fato junto com o Teorema 2.14 concluimos que temos

as trés possibilidades abaixo:

1) ed € I edc ¢ I. Como dc ¢ I o Lema 3.2 implica que dc € radA;s\rad®A;s.

Entao, temos uma presentacao para A, como abaixo:

¢:KQr — A
T, — G
x, — b
Ty — dc

Za Tae
), O)

onde Q2 6 1—=2 . Devido ao fato que a?,(dc)? € I e ao corolario 2.7 con-

clufmos que z,7p7q. ¢ kero, ou seja, abde ¢ I. Temos que J =< a,cd >C I e

A= % com L C rad’B e B = KTQ A dlgebra B é gentle e isomorfa a dlgebra

A.25 da tabela A.7. O tnico caminho maximal de (@, J) é abdc o qual nao pode

pertencer a I. Entao, o Lema 3.5 implica que L =0e¢ A = B.

2) cd ¢ I edce I. Comocd ¢ I o Lema 3.2 implica que cd € radA;3\rad*4A;5. Se
bd ¢ I o Lema 3.1 implica que bd € radA;3\rad*A,3. Como dc € I e cd,bd €
radAyz\rad’*A;3 o Lema 2.5 implica que A3 é derivadamente selvagem. Logo,
bd € 1. Sabemos que J =< a?,dc,bd >C I e A=~ 2 com L C rad’B e B = KTQ
A dlgebra B é gentle e isomorfa a algebra A.26 da tabela A.7. Os caminhos de
comprimento maior ou igual a dois em (@, J) sdo cd e ab. Por hipdtese cd ¢ I e,
por causa do Lema 2.5, ab ¢ I. Entdo, L =0e A= B.

3) cd,dc € I. Temos que J =< a?,cd,dc >C T e A % com L C rad’B e B = K—JQ
A dlgebra B é gentle e isomorfa a algebra A.27 da tabela A.7. Entao L = 0 ou
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L =<bd>. Se L =<bd > como B é uma &lgebra gentle o Lema 3.6 implica que

A é derivadamente selvagem. Portanto, A = B.

a d
, O
Caso4—-10: 1—=2——-3
O coroldrio 2.3 implica que a* d*> € I. Do Lema 2.5 sabemos que ab,cd ¢ I.

Temos duas possibilidades:

1. bc € I. Como ab,cd ¢ I segue que I =< a? bc,d*> >. A 4lgebra A = KTQ é
gentle e isomorfa A.29 da tabela A.7.

2. bc ¢ I. Logo, pelo Lema 3.1 temos que bc € radA;3\rad?A;3. Entdo, temos

uma presentacao para A3 como abaixo:

¢:KQiz — A
T, —— a
Tpe +— be
rg — d

Ta T4
{7, p
onde Q3 6 1—-3 . Devido ao Teorema 2.14 para L9 ~

rere — Az ser derivada-

mente mansa é necessdrio que ker¢ =< z2 x2 >. Portanto, I =< a?,d*> >. A

algebra A = KTQ é gentle e isomorfa a dlgebra A.28 da tabela A.7.

Caso4—11: 1% 2

O subquiver pleno cujo conjunto de vértices é {1,2} é convexo. Esse fato junto
com o Teorema 2.14 implica que ab € I ou ba € I. Suponha que ab € I. Logo, temos

as possibilidades abaixo:

1) ba € I. Portanto, J =< ab,ba >C I, A = % com L C rad’Be B = KTQ A algebra
B é gentle e isomorfa a dlgebra A.30 da tabela A.7. Os caminhos em (Q,J) de
comprimentos maior ou igual a dois sao ac e bd. Se um deles pertence a L o Lema

3.6 implica que A é derivadamente selvagem. Portanto, L =0e A = B.
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2) ba ¢ I. Logo, o Lema 3.2 implica que ba € radA;s\rad*A,3. Entdo, temos uma

presentacao para A3 como abaixo:

¢ KQiz — A
Lpa H— E

e > C
Tya

onde Q13 6 1—>3. Do Lema 2.5 obtemos que zp,z. ¢ kere, isto é, bac ¢ I.
Suponha que bd € radA;s\rad*A,5. Como bd,ba € radA;3\rad*A3 e ab € I o
Lema 2.5 implica que A3 é derivadamente selvagem. Portanto, bd € rad?A;s.
Como A3 = I,:Si;’,

que dimge rad’Azes = 1 e bac ¢ I concluimos que bd + Abac = 0, para algum

ab € I e xpa1, ¢ kerg temos que dimgeirad®Ajzes = 1. J&

A € K. Logo, bd + Abac € I. Apds uma mudanga do conjunto de geradores que
troca d por d + Aac podemos assumir que bd € I. Temos que J =< ab,bd >C I,
A= % com L Crad*Be B = KTQ A élgebra B é gentle e isomorfa a algebra A.31
da tabela A.7. O tnico caminho maximal de (Q, J) é bac e ele nao pode pertencer

a I. Logo, o Lema 3.5 implica que L=0e¢ A = B.

Ainda nos resta analisar o que ocorre se ba € I. Esse caso é andlogo ao anterior,

basta trocar 1 com 2, a com b e ¢ com d.

. ()
l——————=2
3
O coroldrio 2.3 implica que ¢ € I. Do Lema 2.5 segue que bc,cd ¢ I. Na
subdlgebra A;3 o Teorema 2.14 implica que dimge; ( radA; ) es € {1,2}.

rad?Ai3

Caso 4 —12:

Se dimge;q (%) es = 1 temos uma presentacao para A3 como abaixo:

¢ KQiz — A

T, —— a

onde Q3 é 12253 . Como dimgradA;; = 1 e a € (Qa)1 temos que bd = 0 e

bed = 0. Logo, bd, bed € I. Do fato que be, cd ¢ I concluimos que I =< ¢?, bd, bed >.
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Do apéndice B segue que A é derivadamente equivalente a algebra I' = KTA, onde

1

O
RN

A: 155732
\/

[0}

e H=< 0% af,ay,dey—eB >. Como aff, vy € H, o Lema 2.6 implica que I' é deriva-

damente selvagem. Portanto, dos Teoremas 2.11 e 2.10 segue que A é derivadamente

selvagem.

roddia ) oy = 9 o quiver de Ay 6 173 e rad?Ay = 0. Assi

e As ) €3 =2 o quiver de Ayz ¢ e rad”A;3 = 0. Assim,
N

temos os seguintes casos a considerar:

Caso dimge; (

1. bed € radAy\rad®?A;;.  Como a € (Qa)1, bed € radAjs\rad’As e
dimgeiradAizes = 2 concluimos que {@,bcd} é uma base para ejradA;ses.
Desse tltimo fato e do fato que bd € e;radA;ses obtemos que bd + \bed = 0,
ou seja, bd + \bed € I. Apdés uma mudanca no conjunto de geradores que troca
d por d + Aed podemos assumir que bd, > € I. Como be,cd ¢ I temos que
I =< c?,bd >. Essa dlgebra é gentle e isomorfa a algebra A.32 da tabela A.7.

2. bed € rad*Aqs. Ja que rad?A;s = 0 concluimos que bed = 0, ou seja, bed € I.
Como dimge, ( rady > es = 2 temos que bd € e; (radA;3\rad?Ai3) es. Do fato

rad?Ai3

que be,ed ¢ I segue que I =< ¢? bed >. Assim, a algebra A é derivadamente

equivalente a algebra I' = KTA onde

5
S
A2 1

e H =< af, 6%,y — €8 >. Mostraremos que a algebra I' é derivadamente

selvagem. Com raciocinio e notagoes analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16
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podemos construir o complexo N de K < z,y > —I" bimoédulos abaixo

\]\4‘:9)6
M(ls)

-
B

Aw

-
Py

\ng

.-
Py

pT10
P3

M(11)§ =, M(12)8 ~,.. M(I3)6 ~. M(ls)d (is)

~ ~ ~ ~ ~  M()§ ~
71 72 73 74 75 76
PZ P2 P2 P2 P2 P2

O funtor —® <y N finK < z,y > — Ppin(I') preserva indecomponiveis e
classes de isomorfismos. Logo, I' é derivadamente selvagem. Ja que A é deriva-
damente equivalente a I', dos Teoremas 2.11 e 2.10, segue que A é derivadamente

selvagem.

b
Caso 4—13: 1% 2

7

Temos duas possibilidades:

1. ed € I. Do corolario 2.4 sabemos que para a subalgebra A5 ser derivadamente

mansa € necessario que ab € I ou ba € I. O que nos da os seguintes casos:

1.1. ab € T e ba ¢ I. Do Lema 3.2 obtemos que ba € radAys\rad®Ays. Se
da ¢ I segue do Lema 3.1 que da € radAys\rad®>Ay. Como ab € I e

ba,da € radAss\rad®Ass temos do Lema 2.5 que Ays é derivadamente sel-

vagem. Portanto, da € I. Com isso, obtemos que dimges <:a"$i‘f;3> €y =
. radAss _ . radAss _ . radAss _
1, dimges <md2A23> e3 = 1,dimges (mdgA% e3 = 0edimges e A | €2 =

0. Desse modo, temos a seguinte presentagao para Az

¢ KQa3 — Ags
Log E

r. —— C



1.2.

1.3.
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Tha

onde Qg3 é 2—>3 . Pelo Lema 2.5 concluimos que zp,z, ¢ kerg¢, ou seja,
bac # 0. Temos que J =< cd,ab,da >C I. Logo, A = £ com L C rad’*B
e B = K—JQ A Aalgebra B é isomorfa a algebra A.35 da tabela A.7. O
tnico caminho maximal de comprimento maior ou igual a dois em (@, J)
é bac, o qual ja vimos que nao pode pertencer a I. Portanto, do Lema 3.5

concluimos que L = 0.

ba € I eab ¢ I. Do Lema 3.2 segue que ab € radA;3\rad*A;3. Se ac ¢ I o
Lema 3.1 implica que @c € e; (radA;3\rad?>A,3) es. Como ba € I e ab,ac €
radAz\rad?A;z temos do Lema 2.5 que A3 é derivadamente selvagem.

. . radAis o . radAis _
Por isso, ac € I. Logo, dimges (mdQAw) e3 = 0,dimge; (M) e3 = 0,

. radA _ . radA _ . radA _
dimpges (mdQﬁJ e; = 1, dimges (TadQﬁ?)) es =1 e dimge;g (rad2141133) er =

1. Desse modo, temos a seguinte presentacao para A3

¢ KQizs — A

l’abl—>%

g — d

Zab

)

onde Q3 ¢ 1<—-3. Entdo, do Lema 2.5 concluimos que zqZap ¢ kero,
ou seja, dab # 0. Sabemos que J =< cd, ba,ac >C I. Portanto, A = %,
com L C rad’B e B = KTQ A élgebra B é isomorfa a édlgebra A.37 da
tabela A.7. O tnico caminho maximal de comprimento maior ou igual a
dois em (@, J) é dab, o qual ja vimos que néo pode pertencer a I. Portanto,
do Lema 3.5 segue que L = 0.

ab,ba € I. Concluimos que J =< ba,ab,cd >C I. Logo, A = % com
L Crad’Be B = KTQ A algebra B ¢ isomorfa a algebra A.36 da tabela
A.7. Logo, B é gentle. O tnico caminho maximal de comprimento maior
ou igual a dois em B ¢é dac. Se ac € I ou da € I do Lema 3.6 segue
que A é derivadamente selvagem. Caso ac,da ¢ I obtemos que L = 0 ou
L =< dac >. Na ultima opgao, como ac ¢ I, com raciocinio e notagoes

analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N
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de K < x,y > —A bimddulos abaixo

P{l M(l)d P§2M(l2)acplr3 M(l3)d P3T4M(l4)acp{5 M(ls)d ngM(lg)an{7 M(l7)d pg.g M(ZS)GCP{Q

O funtor — @gcpys N : finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecom-

poniveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

2. cd ¢ I. Temos que cd € radA\rad®*Ay,. Caso contrdrio, o quiver de Ajo
é 1:2 e cd € rad®A;,. Do coroldrio 2.4 segue que rad®A;, = 0. Logo,
cd € I, o que contradiz a nossa hipétese. Como cd € radAis\rad? Ay obtemos

. radAis _ . radAis _ . radAio _
que dimpgeq (rad2A12> e1 = 0,dimges (mdgA12> eo = 0,dimpge; (Tad2A12> ey =1

e dimpges (% e; = 2. Assim, temos a seguinte presentacao para Aqo
¢:KQip — Ap
T, —— a
Teg —— cd
Ty
onde Q1o é o quiver abaixo
Tp
Ted
1< 2
~—F

O corolario 2.5 implica que AT,y + AoZaTeq, A3TpTq + NaZeqTo, € kerg para
alguns \; € K com A\ Ay — A3\e # 0. Logo, A\jab+ Asacd, Asba + A\seda € I, com

Ai € K e MAy — A3Ag # 0. Temos que considerar dois casos:

2.1 Ay = 0. Do fato que Ay Ay —A3\2 # 0 concluimos que A3 # 0 e Ay # 0. Entao,
a menos de mudanca do conjunto de geradores que troca b por A3b + Ascd
obtemos que acd,ba € I. Do corolario 2.5 segue que x,x, ¢ kerg, isto
é, ab # 0. Logo, do Lema 3.2 concluimos que ab € radA;s\rad*A,s. Se
ac ¢ I o Lema 3.1 implica que a¢ € radA;3\rad*A;3. Do fato que ba € [
e ab,ac € radAis\rad?As segue, do Lema 2.5, que A3 é derivadamente

selvagem. Logo, ac € I. Devido ao corolario 2.5 para IZ&; >~ Ay, ser
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. , , . . K
derivadamente mansa é necessario que dimgesrad < kgj;) e; = 3. Logo,
B

TeaZaXy & kere, isto é, cdab # 0. Temos que J =< ba,ac >C [ e A =2 T
com L Crad’Be B = K—JQ A algebra B ¢ isomorfa a algebra A.33 da tabela
A.7. Portanto, a algebra B é gentle. O tinico caminho maximal existente
em (Q,J) é cdab, o qual ndao pode pertencer a I. Logo, o Lema 3.5 implica

que L = 0.

A1 # 0. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca b por b=
Aacd+ b temos que ab, cda+pba € I, com = Ag(A;As—AsA2) "', A menos
de mudanga do conjunto de geradores assumiremos que ab, cda + pba € I.

Temos que considerar os seguintes casos:

2.2.1 p =0, ou seja, ab,cda € I. Como ab, cda € I temos que T,Tp, TegTy €
ker¢. Esse tltimo fato junto com o coroldrio 2.5 implica que zpx, ¢
kero, ou seja, ba # 0. Ja que ba # 0 do Lema 3.2 segue que
ba € radAys\rad®Ays.  Se da ¢ I o Lema 3.1 implica que
da € radAsz\rad? Asz. Devido ao fato que ab € [ e

ba,da € radAys\rad?Ays do Lema 2.5 concluimos que Ags é deriva-

KQi2 ~
ker¢p

mente mansa, devido ao corolario 2.5, ¢é necessario que

dim g eyrad? (%) e; = 1. Logo, zpx,xcq ¢ kero, ou seja, bacd # 0.

Sabemos que J =< ab,da >C [ e A= % com L C rad’B e B = KTQ
A élgebra B é isomorfa a dlgebra A.34 da tabela A.7. Portanto, a

damente selvagem. Portanto, da € I. Para Ay ser derivada-

algebra B é gentle. O tnico caminho maximal existente em (@, J) é
bacd, o qual nao pode pertencer a I. Logo, do Lema 3.5 segue que
L=0.

2.2.2 u # 0. Entao, ab,cda + pba € I. Como ab,cda + pba € I temos

que ToTp, Tegla + Uy, € kere. Do coroldrio 2.5 segue que x,Teq ¢

KQi2
ker¢

ac # 0. Do Lema 3.1 temos que ac € radA;3\rad®>A;3. Desse modo,
. radAis _ ; radAi3 —
dimpges (rad2A13> e1 = 1, dimge; (mdQAB) es = 1,

dimpges (%) es = 0 e dimge; <M> e; = 0. Entao, temos

ker¢, senao dimKelmcF( )el = 0, ou seja, acd ¢ I. Logo,

rad?Ai3
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uma presentacao para A;z como abaixo

0 : Kng — A13

Lge FH—— GC

J}dl—>d

Tq

onde Q13 € 1:3 . Como acd ¢ I, pelo corolario 2.4, temos que

TqTae € ker. Logo, dac € I. Do fato que cda + pba, dac, ab € I segue

qUe  TegToTed, ToTaleds ToLaly, TedLalp S kero. Logo,
; KQi2 _ 5 - : ; KQiz ~
dimgesrad ( Terd ) e; = 2. Entao, o corolério 2.5 implica que here, —

Aj9 é derivadamente selvagem.
VRN
Caso4—15: 1 2 3

Do corolario 2.3 concluimos que 0 < dimgrad(esAes) < 1. Logo, a menos de

trocarmos 1 por 3, a por c e b por d temos as seguintes possibilidades:

1. ¢d ¢ I. Temos dois casos a considerar:

1.1 ed — Xab € I com A # 0. Assim, temos uma presentacao para A como

abaixo:

¢ KQia — A

Ty, — @

(ol

Ty +H——

Ta

VRN
onde Q12 ¢ 1 - 2. Como ab ¢ I, do corolario 2.4, segue que zpx, € kero,
xp

ou seja, ba € I.

Uma presentacao para a subalgebra Asz é dada abaixo:

0 : Kng — A13

T. —— C

aul

Tqg +H——
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Zd

VRN
onde Q13 é 2 3. Do fato que cd ¢ I, o coroldrio 2.4 implica que
N7

Tqr. € kerf, isto‘é, dc € I. Como ba,dc,cd — Aab € I com A\ # 0 segue
que rad®*A = 0. Por isso, temos as seguintes possibilidades para o ideal I:
< ba,dc,da,cd — \ab >, < ba, dc, be, cd — Aab >, < ba, dc, da, be, cd — Aab >
ou < ba,dc,cd — \ab >. A dlgebra A = KTQ, onde I =< ba,dc,da,bc, cd —
Aab > é isomorfa a algebra 1.6 da tabela 1.1. Além disso, A é uma &lgebra
skewed-gentle, como visto no Exemplo 2.12. As &lgebras A = KTQ com
I =< ba,dc,da,cd — Xab > e [ =< ba,dc,bc,cd — Aab > sao isomorfas a
algebra B = KTQ, onde J =< ba, dc, bc, cd—ab >. Mostraremos que a algebra
B é derivadamente selvagem. Com raciocinio e notagoes analogos aos dos
Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de K < z,y > —B
bimédulos abaixo:
Py
M(lio)a

pri M(11)b przM(lg)dapm M(I3)e pra M(l4)b pr5M(ls)dap7,6 M(lg)c M(I7)b =~ M(lg)d
2 1 3 2 1 3

-
Py

a 2
PS

T8
Pl

O funtor — ®gcyy> N @ finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecom-
poniveis e classes de isomorfismos. Logo, B é derivadamente selvagem e
como nesse caso A é isomorfa a B segue que A é derivadamente selvagem.
A dlgebra A = @ em que I =< ba,dc,cd — Aab > é uma algebra autoin-
jetiva. Logo, devido ao coroldrio 2.6 de [10] e ao Teorema 2.12 dessa tese

concluimos que essa algebra é derivadamente selvagem.

cd—Mab ¢ I para todo A € K. Logo, cd € radA;5\rad*>A,. Caso contrario,
T~

o quiver de A5 é 1 2 e pelo Coroldrio 2.4 temos que rad*A;, =
7

0. Portanto, cd € I o que contradiz nossa hipotese. Assim, temos uma

presentacao para A;p como abaixo:

Vv KQiz — A
T, —— a
r, — b
Tog — cd
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Ted
Ta
KQi2
kery

/ /\ ’ .
onde Q12 é 1 - 2 . Para a algebra ser derivadamente mansa, pelo

Tp

Corolério 2.6, é necessario que xaxb,xgd,xb:va — ALpXTeTeqg € keri, isto é,
ab, (cd)?, ba— \beda € I. Entao, fazendo uma mudanga do conjunto de gera-
dores que troca a por (e; — Aed)a podemos assumir que que ab, ba, (cd)? € 1.

Uma presentagao para a subdlgebra A, é dada abaixo:

X KQa — Ags

Tg — d
T. —— C
Td
/7 /‘\ 7/ . . .
onde Q12 é 2 3. Como cd ¢ I o Corolério 2.4 implica que x4z, € kery,
N

Zc

ou seja, dc € I. Entao, J =< ab, ba,dc >C I. Logo, A = % com L C rad*B

eB= KTQ A algebra B é gentle e isomorfa a dlgebra A.38 da tabela A.7. O

KQi2
kery

beda ¢ I. o inico caminho maximal de (@, J) é beda o qual nao pertence a

I. Portanto, do Lema 3.5 segue que L =0e¢ A = B.

Corolario 2.6 aplicado a algebra implica que xpz.qz, ¢ keriy, ou seja,

2. cd € I. Temos as trés possibilidades abaixo:

21 ba € Teab ¢ I. Como ab ¢ I e cd € I do Lema 3.2 segue que ab €

radAys\rad? Asz. Assim, temos uma presentagiao para Asz como abaixo:

0:KQy — Ay
Ty —> ab
T. —— C
rg — d

Zab

)
, VRN L, .
onde Qo3 é 2 - 3 . Do Corolario 2.6 segue que x.xq, xib, Tgle— ALGTapTe €

Tc

kerf, ou seja, cd, (ab)?, dc — Mdabc € I. Entdo, fazendo uma mudanga no
conjunto de geradores que troca ¢ por (e; — Aab)c podemos assumir que
de,cd, (ab)? € I. Logo, J =< dc,cd,ba >C I. Entao, A = % com L C
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rad’B e B = KTQ A dlgebra B é gentle e isomorfa a algebra A.38 da tabela

A.7. Do Corolario 2.6 aplicado a dlgebra % segue que ryTqpr. ¢ kerd,
ou seja, dabc ¢ I. O tnico caminho maximal de (Q, J) é dabc o qual nao

pertence a I. Portanto, do Lema 3.5 temos que L =0e A = B.

22 ab € Teba¢ I Comoba¢lIecdeldoLema 3.2 segue que ba €
radA;s\rad*As. Se da ¢ I o Lema 3.1 implica que da € radA;s\rad®A;s.
Como ab € I e ba,da € radA;3\rad*A,5 o Lema 2.5 implica A3 é deriva-
damente selvagem. Logo, da € I. Por raciocinio analogo concluimos que
be € I. Portanto, J =< cd, ab, be,da >C I. Logo, A~ £ com L C rad’B e
B = % A algebra B é gentle e isomorfa a dlgebra A.39 da tabela A.7. As
unicas possibilidades que temos é L = 0 ou L =< dc >. No segundo caso,
A é uma algebra nao gentle que foi obtida de um quociente de uma élgebra
gentle cujos geradores de I possuem comprimento 2. Entao, pelo Lema 3.6

concluimos que A é derivadamente selvagem.
2.3 ba,ab € I. Temos as possibilidades abaixo:

2.3.1 dc ¢ I. O Lema 3.2 implica que dc € radA3\rad?Ay3. Se da ¢ I o
Lema 3.1 implica que da € radAz\rad®*A;3. Como cd € I e de,da €
radAyz\rad?Ayz do Lema 2.5 concluimos que A3 é derivadamente
selvagem. Logo, da € I. Por um raciocinio analogo obtemos que bc €
1. Portanto, I =< ab,ba,cd, bc,da >. A algebra A = @ ¢ isomorfa
ao quociente da dlgebra A.39 da tabela A.7 pelo ideal L =< ba >.

Logo, o Lema 3.6 implica que A é derivadamente selvagem.

2.3.2 dc € I. Temos que J =< ab,ba,cd,dc >C I. Logo, A = % com
L Crad’B e B = K—JQ A algebra B é gentle e isomorfa a algebra
A.40 da tabela A.7. Se da € L ou bc € L a algebra A = KTQ é uma
algebra nao gentle que foi obtida de um quociente de uma &lgebra
gentle cujos geradores de I possuem comprimento 2. Portanto, pelo
Lema 3.6 concluimos que A é derivadamente selvagem. Portanto,
L=0e AZB.

a

A

d
Caso4—-20: 1—-2-2-<¢ 3

Do Coroldrio 2.3 temos que a?,d*> € I. J4 o Lema 2.5 implica que ab,dc ¢ I.
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Entao, I =< a?,d* > e a élgebra A = KTQ ¢ isomorfa a dlgebra A.41 da tabela A.7.
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3.4 Quivers bisseriais com 5 flechas

Conforme céalculos feitos no apéndice A os quivers bisseriais conexos com 5 flechas
sao dados na tabela A.4. Nessa secao encontraremos as algebras A = KTQ derivada-
mente mansas cujo quiver é bisserial com 3 vértices e 5 flechas.

Os casos 5 — 3 e 5 — 6 possuem os quivers 5 —9 e 5 — 11 como respectivos opostos.

/1\2

\7

€ d
3

Pela classificacao feita no Teorema 2.14 para a subalgebra Aq, ser derivadamente

Por isso, analisaremos apenas os primeiros.

Casobh—1:1

rad?Aio

0 temos que ce,de € I e o Lema 2.6 implica que A é derivadamente selvagem. Caso

mansa € necessario que dimges (:{fjé‘?i) e; € {0,1}. Porém, se dimyes ( radA;s ) el =

rad?Ais

2.14. Assim, do Corolério 2.5 segue que dimgesradAise; = 1 e dimgesrad®Aize; = 0.

dimpges (mdA” ) e; = 1 a subdlgebra A; sera isomorfa a algebra A; do Teorema

Logo, existem A, Ao € K, nao simultaneamente nulos, tais que Ajce + Aode € I. Se
A1 # 0 temos que (c+ ;' Aqd)e € I. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores
que troca ¢ por ¢+ A; ' Aed podemos assumir que ce € I. Caso A\, = 0 teremos de € I.
Entao, a menos de mudanca no conjunto de geradores que troca ¢ por d podemos
assumir que ce € I. Por um raciocinio analogo aplicado a subdlgebra As3 podemos
considerar que ea € I. Como ce,ea € I o Lema 2.6 implica que de, eb ¢ I. Portanto,
do Lema 3.1 concluimos que de € radAp\rad*As e eb € radAsz\rad®Ays. Assim,

abaixo temos uma presentacao das subalgebras A5 e Aos:

¢ KQua — A 0 KQa3 — A

Tog—> @ Tqg+— d
Ty —> b Te——C
Lde /> % Tep /> %
Tg T4
~ ) VTR YR
onde (Y12 e Qo3 sdo, respectivamente, 1 — =2 e 2— 3.
~_ S ~__ S
Tde Zeb
KQiz2 ~v

Como ea € I para que a algebra >~ A5 seja derivadamente mansa, pelo

ker¢
corolario 2.5, é necessario que TpTge + A\roTqe € kero, ou seja, bde + Aade € 1.
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Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca b por b + Aa podemos
assumir que bde, ce,ea € I.

Do Teorema 2.14 sabemos que para A;s ser derivadamente mansa é necessario

radAis
rad? A3

seria derivadamente selvagem pelo Lema 2.6, pois nesse caso bd, bc € I. S6 nos resta

que dimge; ( ) es € {0,1,2}. A dimensao ser zero ndo pode ocorrer, sendo Ai3

analisar os outros dois casos:

: radAi3 _ : 4 S = I
1. dimge; e3 = 1. O quiver de A3 é 1 3. Entao, do corolario 2.4

rad?Ai3

A 4
segue que rad® A3 = 0. Como ejrad?Aizes C rad®A;s e rad® A3 = 0 concluimos

que para todo w € {ad,ac,bd, bc} temos que w = 0 ou w € radA3\rad?A;s.

J& sabemos que ce, ea, bde € I. Caso ad = 0 temos que dime;rad? 1;325 epr =0
implicando que [lggfdf >~ A, é derivadamente selvagem, pelo corolario 2.5. Se
ad € radA;s\rad®A; temos que ade # 0, sendo dimgerad?i2e; = 0 e o

kerg

K . -
Qv ~ 4, é derivadamente selvagem.

kero
Por essa mesma razao bd ¢ radAsz\rad?A;z, caso contrario bd = pad para

corolério 2.5 implicaria que a algebra

algum g € K. Como bde € I terfamos que ade € I. Entdo, bd = 0, ou seja
bd € I. Como bd € I, do Lema 2.6 segue que bc ¢ I. Portanto, bc = Aad,

com algum A # 0 e A € K. Do fato que bc = \ad e ea € I segue que ebc € I.

Como ebd, ebc € I temos que dimesrad? 1232’93
KQ23 ~
kerf

ez = 0 e o corolario 2.5 implica que

Agsz é derivadamente selvagem. Portanto, A é derivadamente selvagem.

2. dimgeq (:jgg‘lﬁfg) e3 = 2. Olhando para o quiver de A vemos que @c, ad, bc e bd

radAis
rad?Ai3

mente independentes e temos as seguintes possibilidades de presentacao para
A131

geram o espaco vetorial e; ( )63. Logo, dois desses vetores sao linear-
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1 2 3
01: KQus1 — A1z 02t KQuza — A1z @31 KQi33 — Aig
Lge — QC xbde xad>—>@
xbdn—>@ l‘bcl—>b_c $bdl—>w
T, — € To— € Te— €
4 5 6
Wy KQiza — A1z @51 KQuss — A1z e 1 KQ136 — Ais
Lge — QC xadl—>ai xade
xbct—>% Lge — QC xbcl—>%
Te— € Te— € T, —— €
onde
Q131 Q132 Q133
Tac Thd Tad
S Tpa\ ZTpe\ S Tpa\
1—3 1—3 1—3
S S S
Te Te Te
Q134 Q135 Q136
Tac Tad Tad
S TpeN\ 7 Tae\ ZTpe\
1—3 1—3 1—3

Analisaremos cada um desses casos abaixo:

2.1. caso 1. Como ce, bde € I temos que dimge; <7’ad2%;311> e; = 0. Entao, o
corolario 2.5 implica que %;311 > A,3 é derivadamente selvagem. Portanto,
A é derivadamente selvagem.

2.2. caso 2. Como ce, bde € I temos que dimge; <md2%§;> e1 = 0. Entao, o
corolario 2.5 implica que %5’22 = A,3 é derivadamente selvagem. Portanto,
A é derivadamente selvagem.

2.3. caso 3. Para resolve-lo iremos assumir apenas que ea, ce € I e analisaremos
a algebra 123293 >~ Agz. Como ce € [ para 123293 ser derivadamente mansa,

pelo corolario 2.5, é necessario que g xg + A\, € kerfl, ou seja, ebd +
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2.5.

2.6.

92

Aebe € I. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca d por

d+ Ac podemos assumir que ebd € I. Logo, dimges (mdz%slj;’) es=0¢eo0

KQi33 ~

. Ay é derivadamente selvagem. Portanto,
eres

corolario 2.5 implica que

A é derivadamente selvagem.

caso 4. Como ce € I temos que dimge; (radQM) e = 0. Entao, o

kerya
KQi34
keryas

¢ derivadamente selvagem.

corolario 2.5 implica que > Ay3 é derivadamente selvagem. Logo, A

caso 5. Como ea € I temos que dimges (md2m> es = 0. Entao, o

kerys
KQizs ~
kerps

¢ derivadamente selvagem.

corolario 2.5 implica que Ais é derivadamente selvagem. Logo, A

KQis6
keryg

pelo corolério 2.5, é necessario que T.r.Tp. ¢ keryg ou seja, adebe # 0.

caso 6. Como ce,ea € I para a algebra ser derivadamente mansa,

Logo, o conjunto {@, be, adebc} é uma base do espago vetorial e;radAjzes.

Sabemos que ac¢ € e;radAizes, logo existem iy, s, 3 € K, tais que
ac = pad + pebe + psadebe. (3.2)

Multiplicando a igualdade (3.2) & esquerda por € concluimos que ebc € I,

KQi36 ~ A

Ter o 13 € deri-

caso o # 0. Neste caso, o corolario 2.5 implicaria que

vadamente selvagem, pois teriamos dimges <7“ad2 I];er) ez = 0. Portanto,

a equacdo (3.2) torna-se ac¢ = uiad+ psadebe. Multiplicando & direita por e

concluimos que ade € I e dimge;q (rad2 KQ136> e; = 0, se 1 # 0. Portanto,

kerpe
K o~ 4,4 6 derivadamente selvagem. Logo
keryg ?

do corolario 2.5 teriamos que
pn = 0 e @c = pgadebe, isto é, ac — psadebe € I. Fazendo uma mudanca no
conjunto de geradores que troca a por a = a(ey — uzdeb) temos que ac € [
e que ea torna-se ea(ey + puzdeb) € I. Como ey — pgdeb é invertivel, logo
ea € I. Entao, a menos de mudanga do conjunto de geradores podemos

assumir que ac € I.

Temos que bd € ejradAzes. Como o conjunto {w, be, adebc} é uma base

do espaco vetorial e;radA;3e3 obtemos que
bd = Aiad + \ybe + Asadebc. (3.3)

Multiplicando a equagao (3.3) a direita por € temos ade € I, caso A\; # 0.

KQi2 ~

N A9 é derivadamente

Neste caso dimge; (mdQ%) e; = 0. Logo
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selvagem, pelo coroldrio 2.5. Entdo, A\; = 0 e a equagao (3.3) torna-se

bd = \ybc + \sadebe. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que

troca d por d = d — Agc temos que bd = Asadebe + Ashqacebe, ou seja,

bd = Asadebe, pois ce € I. Como bde € I, apés a mudanca no conjunto de
geradores essa relacao torna-se b(cZ + Aac)e, isto é, bde € I, visto que ce € I.
Entao, a menos de mudanga do conjunto de geradores podemos assumir que
bd € rad®A;s, isto é, bd € I ou bd + Aadebc € I, com X # 0. Portanto,
J =< ac,bd,ea,ce >C [ ou J, =< ac,bd — \adebc, ea,ce >C I com \ # 0.
No primeiro caso A ¢é isomorfa a %, com L C rad’B e B = % A dalgebra
B ¢é isomorfa a dlgebra A.1 da tabela A.5. O tnico caminho maximal de
B é adebc, como vimos esse caminho nao pertence a I. Portanto, do Lema

3.5 temos que L = 0.

No segundo caso, A é isomorfa a %, com L C rad’B e By = KJ—? Seja
p uma relacao que pertence ao conjunto gerador de L, ela nao é mono-
mial. Pois, qualquer monémio é um subcaminho de bd ou abcde. Mas,
sabemos que bd ¢ I e abcde ¢ I. Os caminhos paralelos (isto é, caminhos
que possuem o mesmo ponto inicial e o mesmo ponto final) de compri-
mento maior ou igual a 2 nao nulos que existem em (Q, Jy) sao ad, bc, bd
e adebc. Como bd — Aadebc € Jy com A # 0 temos que p é da forma
prad + pobe 4+ pusbd. Se p # 0, do fato que dimge; (:j;é’iﬁ?)) ez = 2 segue

que puz # 0. Ja do fato que adebe ¢ I concluimos que py # 0 ou pg # 0.

Caso 1 # 0 multiplicando p a direita por e concluimos que ade € I. Como

bde € I temos que dimgeiradi@ze; = 0 e do coroldrio 2.5 segue que

kero
% >~ Ajp é derivadamente selvagem. Quando ps # 0 e py = 0 multi-

plicando a esquerda por e obtemos que ebc € I. Ja tinhamos que ea € I,

KQise
keryeg

derivadamente selvagem. Portanto, L = 0 e A é isomorfa a algebra 1.7 da
tabela 1.1.

es = 0 e do corolario 2.5 segue que 2916 =~ A, 4

entao dimpgesrad erpg

Casoh—2:1 a 2

7 . radA . radA o
Na subdlgebra A;5 temos que dimges (mdQAIfz) er > 1edimge; (mdQAlfQ) ey = 2.
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Estamos trabalhando com algebras de dimensao finita que sao derivadamente mansas,

rad?A1s

¢ € radAjy\rad*Ayp. Assim, uma presentagao para A, é dada abaixo:

logo pelo Teorema 2.14 temos que dimges (mdAlQ ) e; = 1. Como ¢ € )7 temos que

¢: KQu — Ap
T, —— a
x, — b
T. —— C

zp

onde Q12 ¢ 1 #a_2. Temos as duas possibilidades abaixo:

Tc

1. de € radAs\rad®*Ays. Do coroldrio 2.5 obtemos que dimKeQTadQ%el = 1.

Logo, de = \é com A € K*. O que contradiz o fato que I é admissivel.

KQi2
kero

seja derivadamente mansa,

2. de € rad*A;,. O corolrio 2.5 implica que dimgesrad? epr = 0. Logo,

KQi2
ker¢

pelo corolario 2.5, é necessario que A\Z,xe + AoXpXe, A3T Ty + Moy € kerao,
com \; € K e \iAg— AA3 # 0. Entao, Ajac+ Agbe, Azca+ Aycb € I, com \; € K

e My — AA3 # 0. Se \; # 0, faremos uma mudanca no conjunto de geradores

de = 0, ou seja, de € I. Para que a &lgebra

que troca b por A\ia + Xob e a por Aza + M\b. Com isso, podemos assumir
que bc,ca € I. Caso, Ay = 0 o raciocinio é analogo, por isso analisaremos
apenas o caso \; # 0. Do corolario 2.5 temos que z,z.x, ¢ kerg, ou seja,
acb ¢ 1. Como de,bc,ca € I do Lema 3.2 segue que cb € radAgs\rad?Ass e
ac € radA3\rad?A;3.

Disto, do Lema 2.6 e do Teorema 2.14 concluimos que dimges ([;C;'gff;) ea=1e

dimge (%) es = 1. Como cb € radAsz\rad?Asz e be € I o Lema 2.5 apli-
cado a subdlgebra A,s implica que eb € rad?Ays. Ja que ac € radA;s\rad*Ais

e ca € I do Lema 2.5 aplicado a subdlgebra A5 concluimos que ad € rad?A;s.

rad? Ass

implicam que €a € radAss\rad?Ays e bd € radAs\rad?As. Logo, temos pre-

Esses fatos juntamente com dimpges < radAs; > es =1 e dimge; <:a“$2133> ez =1

sentacao para as algebras Asz e A3 como abaixo:



95

0: KQo3 — Ao 0 KQi3 — Az

Tg+— d Te—> €
Tep /> % Tpd > E
Leg — €Q Lge — QC
Lch Zac Tba
() ()
~ . N\
onde (D23 e Q13 sao, respectivamente, 2 3 e 1__ 3. Do fato que
x_ S Te

Tea

4 2 KQ23 KQ23 ~
be,de € I temos que {x .74} ¢ uma base para eg (rad o ) ez. Como =2 =

Ass concluimos que {M} é uma base para egrad® Asses. Desse tiltimo fato e do
fato que eb € rad?Ass temos que eb = peach, ou seja, eb — peach € I. Podemos
fazer uma mudanca no conjunto de geradores que troca b por b— pach = b. Apés
a mudanca, be torna-se (e + pac)be. Como (eq 4+ pac) é invertivel temos que
bee . Entao, sempre podemos assumir que eb, be, ca, de € I. Como ca,de € I
temos que {z,.xpq} é uma base para e; <md2%> e3. Ja que % ~ A
concluimos que {acbd} é uma base para e;rad?Ajses. Desse tltimo fato e do
fato que ad € rad®A;; segue que ad = \acbd, ou seja, ad — hacbd € I. Fazendo
uma mudanca no conjunto de geradores que troca d por d— Acbd = d vemos que
ad € I e que de torna-se (e3 4+ Acb)de. Do fato que (e3 + Ach) é invertivel segue
que de € I. Portanto, a menos de mudanca no conjunto de geradores podemos

assumir que ad, de, ca, bc, eb € I. Do corolario 2.6 aplicado a algebra 123293 segue

que T, Ty ¢ kerf, ouseja, eacbd ¢ I. Temos que J =< de, ca, be, eb, ad >C 1.
A &lgebra A é isomorfa a % com L C rad’?’B e B = KTQ B facil ver que B é
gentle e isomorfa a algebra A.2 da tabela A.5. Como eabcd é o tinico caminho

maximal de (@, J) e ele nao pertence ao ideal I segue do Lema 3.5 que L = 0.

e

Py J )
Caso5—-3:1_5b _2——3
N_ 7

Do corolério 2.3 segue que e? € I. O subquiver pleno cujo conjunto de vértices é
{1,2} é convexo. Entao, pelo Teorema 2.14, a menos de trocarmos a com b, podemos
assumir que I N (e; + e2) KQ(e1 + e3) =< be,ca >. Logo, ac ¢ I. Como ac ¢ I
e bc € I, do Lema 3.2 segue que ac¢ € radAyz\rad’*A3. Por causa do Lema 2.6 e

do Teorema 2.14 concluimos que dimge; ([j;@jﬁg) es =1. Se ad € radA13\md2A13,
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como ac € radA;3\rad*A3 e ca € I, o Lema 2.5 implica que A;3 é derivadamente

T’adAlg
rad?Ai3

que bd € radA,3\rad’>A;3. Com isso, temos uma presentacao para A3 como abaixo:

selvagem. Logo, ad € rad®As. Esse fato junto com dimge, ( ) e3 = 1 mostra

¢:KQis — A
Tge —— ac
Lpd H—— w
T, —— €
Zac Te
(L, O , Ko '
onde Q13 é 1—=3 . Para que a algebra 13 geja derivadamente mansa, pelo

kerg
coroldrio 2.7, é necessario que Ta.Tpie ¢ kere, isto é, acbde ¢ I. Como ad € rad?Ai3

e e, ca € I segue que ad = \acbd + \sbde + Asachde, ou seja, ad — Ajacbd — \obde —
Asachde € I. Se Ay # 0 multiplicando a expressao ad — A\jacbd — \sbde — Asacbde por
ac a esquerda concluimos que acbde € I, e isso nao pode ocorrer. Portanto, A = 0
e ad — A\jacbd — Azacbde € I. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que
troca d com d = d — A;cbd — Ascbde temos que ad € I. Entdo, a menos de mudanca

do conjunto de geradores, temos que ad € I. Portanto, J =< ca, bc,ad,e* >C I. A

B
L

isomorfa a dlgebra A.3 da tabela A.5. O tnico caminho maximal de (@, J) é acbde,

dlgebra A é isomorfa a £ com L C rad’B e B = K—JQ E fécil ver que B ¢ gentle e

o qual nao pertence a I. Logo, segue do Lema 3.5 que L = 0.

a

Casob—4:1 ‘?/ 2
b /
3
d
O Corolério 2.3 implica que d? € I. Do Lema 2.6 e do Teorema 2.14 segue que

dimges (:jjg‘:?;) eo = 1. Esse fato implica que apenas uma das seguintes situacoes

ocorre: eb € radAss\rad*Ass ou ea € radAss\rad®*Ass. Sem perda de generalidade

podemos supor que eb € radAsz\rad? Asz. Com isso temos uma presentacao para a
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subdlgebra As3 como abaixo:

¢:KQa —> A
T. —— C
rg — d
Ty —> eb

Zd

onde Qgg é 2 3.
N

Teb
Do Teorema 2.14 segue que para a subalgebra A;s ser derivadamente mansa e de

radAis
rad?Aio

Caso seja igual a 0 temos que ce,cde € I. Como ce,cde € I, concluimos que

KQ23 ~
ker¢

dimensao finita é necessario que dimges < ) e1 seja igual a 0 ou 1.

dimpges (KQ23> es = 0. Logo, o corolario 2.6 implica que Ays é derivadamente

ker¢
selvagem.

Se dimges (%) e; = 1 temos as possibilidades abaixo:

1. ce € radAs\rad*A5. Logo, temos uma presentacao para a dlgebra A, como

abaixo:
0 . KQlQ — A12
LTee H—— CE
T, —— a
Ty +H—— [_)

Zce

KQi2 ~

onde Q12 € 1 o = Ay ser derivadamente mansa, pelo

z, 2. Paraadlgebra
7

Tp

corolério 2.5, é necessario que dimpges (mdizg};) e; = 1. Logo, cde + Xece = 0,

isto é, cde + Ace € I. Temos dois casos para considerar:

1.1. A = 0. Portanto, cde € I. Do corolario 2.6 aplicado a subalgebra %

segue que T, € kerd, ou seja, ebc € I. Se be ¢ I, com raciocinio

e notacoes analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o
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complexo N de K < z,y > —A bimédulos abaixo

M (ls)be

Py prs

\%17)6
M(le)d

M(l1)d M(l2)d M(ls)d M(l4)d = M(l5)d PT7M(19)

133:’1 pgz 15;3 15?:"4 Pra pmo

Py

O funtor — @geyys N : finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecom-
poniveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.
Caso bc € I, com raciocinio e notagoes anadlogos aos dos Exemplos 2.15 e

2.16, construimos o complexo M de K < x,y > —A bimddulos abaixo

Ng(me
M(lg)d

P M(lg)ed

-
Py

M(l1)d M(lg)d M(l3)d M(ly)d M(ls)d M(lg)b

pgﬁ ]57"2 PTs PT4 PT5 PT'G PTlo P7’9

O funtor — @xczys> N @ finK < 2,y > — Ppin(A) preserva indecom-
poniveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

1.2. XA # 0. Podemos fazer uma mudanca no conjunto de geradores que troca e
por ¢ = A~ !de + e. Entao, podemos supor que ce € I e esse caso torna-se

analogo ao abaixo.

. ¢e € rad?A,y. Como dimpges < ) e; =1 ece € rad’A;, segue que cde €

rad2A12

radAp\rad®Ays. Assim, temos uma presentacao para a subdlgebra Ay como

abaixo
o: KQio — A
Tege —— cde
Ty, —— Q
Ty +H— l_)

Tede

onde Q126 1 ., 2. Devido ao coroldrio 2.5 temos que dimgesrad?Aize; = 0.
S~

Ty
Portanto, ¢e = 0, ou seja, ce € I. Para a subdlgebra A, ser derivadamente

mansa, pelo coroldrio 2.6, é necessario que dimgesrad?Asses = 1. Como ce € T

KQos

obtemos que cdeb # 0, ou seja, cdeb ¢ I. O corolario 2.6 aplicado a dlgebra Tero
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implica que xx. € kerg, ou seja, ebc € I. Devido aos fatos que % = Ay
e ce,d?, ebc € I temos que {eb, deb} é uma base do espaco vetorial esradAsses.
Como ea € esradAsze; concluimos que ea = A\eb + \ydeb, ou seja, ea — Ajeb —
Aodeb € I. Se Ay # 0, multiplicando a expressao anterior por ¢ a esquerda
e usando o fato que ce € I temos que cdeb € I, absurdo. Logo, A = 0 e
ea — \eb € I. Assim, fazendo uma mudanga no conjunto de geradores que

troca a por a — \b podemos assumir que d?, ce,ea € I.

Devido ao Lema 2.6 e ao Teorema 2.14 temos que dimge; (%) e3 = 1.

Com isso, temos o0s casos abaixo:

2.1. ac € radA3\rad®A;3. Logo, temos uma presentacao para A;3 como abaixo:

V:KQiz — Az
g — d
T —— €
Lae FH—— aC
onde Q3 é 1 3. Como ace € I, do corolario 2.6 concluimos que

Taclale ¢ keri, ou seja, acde ¢ I. Devido aos fatos que % >~ A,
e ce,d?, ea € I temos que {ac, @} é uma base para o espaco vetorial
erradAjses. Como be € eyradAises temos que be = A\jac + \acd, ou
seja, bc — A\jac — Aqacd € 1. Caso Ay # 0 multiplicando a direita por e a
expressao bc— Ajac— Ayacd concluimos que acde € I, absurdo. Logo, Ao =0
e bc— Ajac € I. Assim, fazendo um mudanca no conjunto de geradores que
troca b por b=0b+ \a podemos assumir que be € 1. Entao, a menos
de mudanca do conjunto de geradores assumiremos que be, ea, ce,d? € I.
Portanto, J =< ce, ea,bc,d* >C I. A algebra A é isomorfa a % com L C
rad’B e B = KTQ A algebra B é gentle e isomorfa a algebra A.4 da tabela
A.5. O corolério 2.5 aplicado a algebra % implica que x,Tcq.Ty ¢ kerep.
Logo, acdeb # 0, ou seja, acdeb ¢ I. O caminho acdeb é o uinico caminho

maximal de (@, J) e ele ndo pertence a I. Entao, segue do Lema 3.5 que
L=0.
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22.ac € rad*Ais. Como dimge; (:j{g‘éﬁg) e3 = 1 temos que

be € radAyz\rad®A,3. Logo, temos uma presentagio para A3 como abaixo:

v:KQis — Az
g +— C_l
T, —— €
LTpe +—— EE
The 4
onde Q13 € 1 3. Como bce € I, do corolario 2.6, concluimos que

Te
TpelaZe ¢ kerv e xoxpe € I, ou seja, bede ¢ I e ebe € 1. Devido aos

KQis
kerv

errad’Aizes. Como ac € rad? A, logo @e = Abed, ou seja, ac — Abed € 1.

fatos que >~ Ay e ce,d? ebe € I temos que {@} ¢ uma base para
Se A # 0, multiplicando a expressao anterior a direita por e obtemos
que bede € I, um absurdo. Portanto, A = 0 e ac € I. Para que a
algebra % > Ay, seja derivadamente mansa é necessario que A\ Teqe +
AoTpTede, A\3TedeTa + MTedeTy € kerp com N € K e Ay — A3y # 0, ou
seja, Adjacde + \ybede, A\zcdea + A\yedeb € T com \; € K e \jAy — A3hg # 0.
Como acde, cdea € I e bede, cdeb ¢ I temos que Ay = Ay = 0, um absurdo.

Portanto, Ay, é derivadamente selvagem.

Caso5—5:1 2
N T 7
c d

Para que Ay seja derivadamente mansa de dimensao finita, pelo Teorema 2.14,

¢ necessario que de € rad?A;;. Com isso, temos uma presentacao para Ay como

abaixo
¢:KQia — A
r. —— C
Ty +H—— 5
T, — a
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Ta
Ty

RN KQ
onde Q12 € 1 2 . Do coroldrio 2.3 temos que a® € I. Para que a algebra 12 seja
7

Tc

derivadamente mansa, pelo corolédrio 2.6, é necessario que TpTe— UTpToXe, Ty € kero,
ou seja, bc — pbac,cb € I. Entao, fazendo uma mudanca no conjunto de geradores
que troca b por b = b(e; — pa) temos que be € I e que ¢b torna-se cl;(el + pa). Como
e1 4 pa é invertivel obtemos que ¢b € I. Assim, a menos de mudanca de geradores

podemos assumir que be, cb, a®> € I. Logo, do coroldrio 2.6 segue que xpz,7. ¢ kerd,

isto é, bac ¢ I. Do corolario 2.6 temos que dimges <rad]]:§12> es = 1. Devido aos

¢
Q12> ey = 1, KQi2 ~

Terd res = A e bac ¢ I concluimos que {bac}

é uma base para esradAises. Como de € rad?A;s temos que de = Abac, ou seja,

fatos que dimpges (md

de — Abac € I. Temos dois casos a considerar:

1. X # 0. Dos fatos que be € I e bac € rad?Ass temos uma presentacao para Ass

abaixo

9 . KQZ?) — A23

Tg +—— d

T, —— €

Q23

VRS
onde Qo3 € 2 \/43 Como de ¢ I, para que seja derivadamente mansa,

Tq
pelo corolario 2.4, é necessario que x.x4 € kerf), ou seja, ed € I.
Se algum dos caminhos eb ou cd pertencer a [ a algebra A sera derivadamente
selvagem, pois com raciocinio e notagoes analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16
podemos construir, respectivamente, os complexos N e M de K < z,y > —A

bimdédulos abaixo

N p??)“lo
M(lg)e
PTI M(l)c PT2 M(l2)b PT3 M(l3)e PT4 M(l4)b PT5 M(ls)c Pr6 M(l)b P” M(l7)c PT8 M(1lg)b
2
M By
M(lo)d
ﬁrl M(l)e PT,Q M(l2)b PTB M(l3)c PT4 M(14)b pzrs M(ls)c PTG M(le)b p27.7 M(l7)e plrs M(lg)b

-
By

-
Py
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Os funtores —® gy ys N @ finK <2,y > — Ppin(A) e =@k csys M : finK <
x,y > — Ppin(A) preservam indecomponiveis e classes de isomorfismos. Logo,

A é derivadamente selvagem.

Como eb, cd ¢ I do Lema 3.1 segue que eb, cd € radA;3\rad®>A;3. Logo, temos

uma presentacao para A3 como abaixo

0: KQiz — Az
Ty, — a
Tep +H—r EE
Led H— Zii

=
onde Q13 é 1 3. Como de — Abac, ed € I multiplicando de — \bac por e a
N7

Ted
esquerda concluimos que ebac € I. Logo, ebacd € I. Do fato que bc € I segue

que ebed € I. Portanto, dimgesrad?Aizes = 0 e do coroldrio 2.6 obtemos que

KQi3 ~v

T Ai3 é derivadamente selvagem.
ery

. A = 0. Sabemos que bc,cb,a® de € I. Como bac ¢ I e de,bc € I do Lema
3.2 segue que bac € radAqs\rad?Asz. Entao, temos uma presentacao para Ags

como abaixo

v I]<(223 — 1423
Tpee H—— bac
Te —> €
Tqg +H—— d
Thac
Te
KQ23

VRN
onde Qa3 ¢ 2 3 . Para que a algebra seja derivadamente mansa, pelo
N7

kerv
Zq
corolario 2.6, é necessario que x.rq + AT Tpaetq € kerv, isto é, ed + Aebacd € 1.

Fazendo a mudanca no conjunto de geradores que troca d por d= (€2 + Abac)d
concluimos que ed € I e que de torna-se (e5 — Abac)de. Como (ey — Abac)
6 invertivel temos que de € I. Assim, a menos de mudanca no conjunto de

geradores podemos assumir que de,ed, a?, be,cb € I. Entao, o coroldrio 2.6

. KQo3 - . . ,
aplicado a S*2 implica que ZcTpela ¢ kerv, isto é, ebacd ¢ I. Temos que,



103

J =< a? bc,ch,de,ed >C I. A dlgebra A ¢ isomorfa a £ com L C rad’B e
B = KTQ A élgebra B é gentle e isomorfa a algebra A.5 da tabela A.5. O tnico
caminho maximal de (@, J) é ebacd que nao pertence a I. Entao, do Lema 3.5

segue que L = 0.

e, 00
Caso b —6: 1 2——=3
~—F

C

O Corolario 2.3 implica que e? € I. O subquiver pleno cujos vértices sao 1 e 2
é convexo e igual a ()8 do Teorema 2.14. Logo, sem perda de generalidade podemos
assumir que a?, be,chb € I e bac ¢ I. Como bac ¢ I e bc € I do Lema 3.2 segue que

bac € radAys\rad? Asz. Portanto, temos uma presentagao para Aps como abaixo

¢: KQyp — Aas
Tpae +— bac
T, —— €
Trqg +H—— a
Thac Te
onde Qo3 é @T@ Para que a &lgebra l;gf; >~ A, seja derivadamente mansa,

pelo coroldrio 2.7, é necessério que Tp,.rqre ¢ kereo, isto é, bacde ¢ I. Temos que,
J =< a%,be,ch,e? >C I. A algebra A é isomorfa a % com L C rad’B e B = K—JQ
E facil ver que B é gentle e isomorfa & dlgebra A.6 da tabela A.5. O tnico caminho
maximal de (@, J) é bacde o qual ndo pode pertencer a I. Assim, segue do Lema 3.5

que L = 0.

S
N

Do coroldrio 2.3 segue que a?,¢*> € I. Se de ¢ I o Lema 3.1 implica que de €

Caso 5 —7:

radAp\rad®*A,. Logo, dimges <:a“$?;122> e; = 1. Porém, para que a subdlgebra A,

seja derivadamente mansa de dimensao finita, pelo Teorema 2.14, é necessario que
dimges (M) e; = 0. Logo, de € I. O Lema 2.5 implica que ea ¢ I. O caminho

rad?Ais
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eab nao pertence a I, senao com raciocinio e notagoes andlogos aos dos Exemplos 2.15

e 2.16 poderiamos construir o complexo N de K < z,y > —A bimddulos abaixo
P27“10
M (l9)b

M(ls)d P

]517,1 M(l)a ]517,2 M(l2)a ]517,3 M(l3)a ]517,4 M(ly)a ]517,5 M(ls)a pl,’,.e M(lg)a p{7M(l7)eapgg

O funtor — ®kecyys> N @ finK < z,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis e

classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

Devido ao fato que eab ¢ I e ao Teorema 2.14 temos que dimges (:jgg‘éﬁ@) ey = 1.

Logo, temos as possibilidades abaixo:

1. eb € rad?Ass. Como dimges (mdA23 ) e = 1 temos que eab € radAys\rad?Ays.

rad2A23

Entao, temos uma presentacao para As3 como abaixo

¢ KQy — A
Teay — e€ab

r. —— C

rg — d

Tc
ﬂxeab

onde Qo3 é 2 3. Paraa dlgebra % & Ay ser derivadamente mansa, pelo
7

Td

coroléario 2.6, é necessario que TegpTg+ATeapTeTq € kero, ou seja, eabd+ A eabed €
I. Entao, fazendo uma mudanga no conjunto de geradores que troca b por b(ey+
Ac) podemos assumir que eabd, de, a®,c* € I. O Lema 2.5 implica que TeqpT. ¢
kerg, ou seja, eabc ¢ I. O coroldrio 2.6 implica que dimges (md2%) ey = 1.
Logo, {m é uma base para esrad®Asses. Como eb € egrad? Ayzes temos que
eb = peabe, ou seja, eb — peabe € I, com p € K. Fazendo uma mudanca no
conjunto de geradores que troca b por b=0b— pabe concluimos que ebel. A
relacio eabd torna-se ea(b+ pabc)d = eabd, pois a® € I. Portanto, a menos de

mudanca do conjunto de geradores, podemos assumir que eb, eabd, de, a?, c® € 1I.

O corolario 2.6 implica que Zeupx.2q ¢ kero, ou seja, eabed ¢ I. Logo, bed ¢ 1.

Devido ao fato que bed ¢ I e ao Teorema 2.14 segue que dime; (:;(ﬁ?g) €3 =

1. Assim, temos os casos abaixo:
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1.1 bed € radAyz\rad’?Ay3. Entdo, temos uma presentacio para A3 como

abaixo:
o: KQis — Agg
Lbed +— @
T. — C
T, — G

Ta
Te

onde Q13 ¢ 1 __ _3. O Lema 2.5 implica que x,2p.q ¢ kery, ou seja,
Tved

abed ¢ I. Do coroldrio 2.6 temos que dimge; (mdi&j) es = 2. Como

% = A, dimge; (mdﬁﬁi) e3 = 2, eb,de,a® € I e abed ¢ I temos que
o conjunto {bed, abed} é uma base para e;radAizes. Ja que bd € eyradAizes
segue que bd = pibed + poabed, isto é, bd — pybed — psabed € I, com
i € K. Se us # 0, multiplicando a expressao anterior por e a esquerda,
do fato que eb € I, concluimos que eabcd € I. Temos que ebed, eabed €
I, logo dimgesradAi;zes = 0 e do corolario 2.6 segue que % = Az é
derivadamente selvagem. Portanto, s = 0 e bd — pibed € I. Caso g # 0,
multiplicando a esquerda por ea e usando o fato que eabd € I concluimos
que eabed € I. Como ebed, eabed € I obtemos que dimges (rad%) €3 =

123(1; > A,3 é derivadamente selvagem.

Logo, py = 0 e bd € I. Temos que J =< a?,c?,de,eb,bd >C I. A 4lgebra A

0. Assim, o corolario 2.6 implica que

¢ isomorfa a % com L C rad’B e B = @ A algebra B é gentle e isomorfa
a dlgebra A.7 da tabela A.5. O tnico caminho maximal de (@, J) é eabcd

o qual nao pertence a I. Portanto, do Lema 3.5 segue que L = 0.

1.2 bed € rad?A;s. Como dimye; <:a“$ﬁ11133>e3 = 1 temos que
bd € radAyz\rad?Ay3. Entdo, temos uma presentacio para Az como
abaixo:

0:KQis — A
Tpa — bd
T, —— C
Tg > @



106

Ta
Te

Kle) 3 =

onde Q3¢ 1__ 3. Sabemos que eabd, eb € I, portanto dimges (rad e

Tbd

KQis o 4. é derivadamente selvagem.
kerf

0 e o corolério 2.6 implica que

2. eb € radAss\rad®Ays. Temos uma presentacio para Ass como abaixo:

vV KQ23 — A23
Tqg +H— C_Z
r. —— C
Tep FH— %
Tc
() we
KQ23

seja derivadamente mansa, pelo

onde Qo3 ¢ 2° 3. Para que a algebra =
N

corolario 2.6, é ;decessério que TepTy — ATepTeyg € kerv, isto é, ebd — Aebed € 1,
com A € K. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca b
por b(es — Ac¢) temos que ebd € I. Entdo, a menos de mudanca no con-
junto de geradores podemos assumir que de,a?, c¢?,ebd € I. O Lema 2.6 im-
plica que zgx. ¢ kerv, ou seja, ebc ¢ I. Do coroldrio 2.6 concluimos que
KQu) ., — o, K

~ ; KQas _
kerv - Como kerv T A23’ dZmK63 (Tad kerl/)€2 - 2’

dimpges (rad
de,a?,c? ebd € I e ebc ¢ I temos que o conjunto {eb,ebc} é uma base para
esradAsses. J& que eab € esradAgses obtemos que eab = A\eb + \qebe, isto é,

eab — \eb — \gebc € I. Temos as possibilidades abaixo:

2.1 Ay = 0. Logo, As # 0, pois, eab ¢ I. Nesse caso eab — Agebe € I. Como,
c? € I, multiplicando ¢ & direita na expressao anterior temos que eabc € I.
O Lema 2.5 implica que ea, bec ¢ 1. Como de € I, pelo Teorema 2.14, temos
que IN (e +e)KQ(er +e2) =< a?,¢* >. Entdo, com raciocinio e notagoes
analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de
K < x,y > —A bimddulos abaixo
pro ML pr

M (l7)be

plrl M(l)a plrz M(l2)a p{3 M(l3)a ﬁ{‘l M(ly)a p{s M(ls)a P{ﬁ M(lg)a pf,?M(lg)eapglo

O funtor — ®@gcpys N @ finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecom-

poniveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.
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2.2 A\ # 0. Podemos fazer uma mudanca no conjunto de geradores que troca
bpor b = b— A tab+ AT \be assim, eb € I. A menos de mudanca do

conjunto de geradores esse caso é analogo ao caso 1.

ﬂ ﬂ ﬂ
Caso 5 —8: 1—2—+3

2

Do Coroldrio 2.3 concluimos que a?, ¢?, e € I. Os subquivers plenos cujos conjun-

tos de vértices sao, respectivamente, {1,2} e {2, 3} sdo convexos. Assim, pelo Teorema
2.14 podemos assumir, respectivamente, que I N (e; + ea) KQ(ey + e3) =< a®,¢* > e

IN(es+e3) KQ(eg + e3) =< 2, e* >. Devido ao Teorema 2.14 a subdlgebra A;3 serd

radAis
rad?Ai3

a?,c? e?,bd,bed € I. O Lema 2.5 implica que o caminho be nao pertence a I. Nesse

derivadamente mansa se dimge; < ) es € {0,1}. Se a dimensao ¢ 0 temos que
caso a algebra A é derivadamente selvagem pois, com raciocinio e notacoes analogos
aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de K < x,y > —A

bimddulos abaixo

pm M(ly)e PrQ M(l2)e P2r3 M(l3)e P2r4 M(ly)e P;S M(ls)c P2r6 M(lg)c p57 M(lg)bcp{w
A:l?)d
Py
Ni(zg)e
Py

O funtor — ®gezy> N @ finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis e

classes de isomorfismos.

Quando dimge; <:a“$;1133> ez = 1 temos as possibilidades abaixo:

1. bd € radAz\rad®A;z e bed € rad®A;s. Portanto, temos uma presentacio para

A3 abaixo
¢:KQuiz — A
T, — a
T, —— €
Tpd @
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Ta Te
onde Qi3 ¢ 1-2%-3 . Devido aos fatos que a2,e2 € I e K9

ker¢
mansa, o coroldrio 2.7, implica que {T,Tpq, TpaZe, TaZpale} ¢ uma base para

el (md2 I,:Sﬂi;) es. Ja que % >~ A3 temos que {abd, bde, abde} é uma base

para eyrad?A;ses. Como bed € rad? Ay temos que bed = Ajabd+ \obde+ \sabde,

¢é derivadamente

ou seja, bed — Ajabd — Aabde — Azabde € 1. Se A\, Ao, A3 nao sao simultaneamente
nulos podemos multiplicar a expressao anterior por a a esquerda e por e a direita.
Com isso, concluimos que abede € I. O Lema 2.5 implica que ab ¢ I. Como
I'N(eg+e3)KQ(ex + e3) =< 2, €? > temos que cde ¢ I. Além disso, sabemos
que I N (e; +ea)KQ(eg + e3) =< a?,¢* >. Entao, com raciocinio e notagoes
analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de
K < x,y > —A bimddulos:
Ppo
M(lg)ab

Pgl M(ly)e p§.2 M(l2)e pgg M(l3)e pgnl M(lg)e pgrs M(ls)e ngJW(lg)cdep2T7 M(l7)e ﬁz,rg M(lg)c pgg

O funtor — @g<yys> N @ finK < z,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis
e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem. Caso \; = Ay =
A3 = 0 concluimos que bed € I. No complexo acima basta trocar ab por b para

obtermos que A é derivadamente selvagem.

2. bed € radAys\rad?Ays e bd € rad?Ays. Portanto, temos uma presentacio para

A3 abaixo
0: KQiz — Az
T, —— a
Te —— €
LTped H— @

Ta Te

, Tbed s . . . . ,
onde Q13 é 1—%3. O coroldrio 2.7 implica que z,Tpqx. ¢ kerp, isto é,

abcde ¢ I. Devido aos fatos que a?,e* € I e % ¢ derivadamente mansa, o co-

rolario 2.7, implica que {ToTped, TocdTes TaZbeale § ¢ Uma base para e; (Tad2 KQ13> es.

kery
[Zgi’ =~ A3 obtemos que {abcd, bede, abede} é uma base para egrad® Ajses.

Ja que
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Como bd € rad*A;; temos que bd = \jabed 4+ Asbede + \sabede, ou seja,
bd — Aabcd — Aybcde — Azabede € I. Fazendo uma mudanga no conjunto
de geradores que troca b por b — Ajabc obtemos que bd — )\2(5 + )\lai)c)cde +
)\3&(6 + )xlal;c)cde € I. Como ¢® € I temos que bd — /\QZN)cde — Agal;cde e 1.
Entao, a menos de mudanga no conjunto de geradores, podemos assumir que
bd — Aobcde — Azabede € I. Novamente, fazendo uma mudanga no conjunto de
geradores que troca d por d — \scde podemos assumir que bd — Asabede € 1.

Temos dois casos para considerar:

2.1 A3 = 0. Logo, J =< a? c% e? bd >C I. A &lgebra A é isomorfa & 4lgebra
% com L C rad’B e B = KTQ A élgebra B é gentle e isomorfa a dlgebra
A.8 da tabela A.5. O tdnico caminho maximal de (@, J) é abcde, o qual ja
vimos nao pertence a I. Logo, do Lema 3.5 obtemos que L = 0.

2.2 \3 # 0. Logo, J =< a? ¢, €% bd — \sabcde >C I. A 4lgebra A é isomorfa
a algebra % com L C rad’B e B = % A algebra B é isomorfa a algebra
1.7 da tabela 1.1. Como I N (e; + e2)KQ(e; + e3) =< a®,¢2 > e I[N (es +

e3)KQ(ey + e3) =< ¢, e? > qualquer gerador de L é da forma M\ abcd +

Aobede + Azabede com \; € K. Caso algum \; # 0 o corolario 2.7 aplicado

a subdlgebra A3 implica que A3 é derivadamente selvagem. Logo, L = 0.

. bed, bd € radAyz\rad®Ay3. Portanto, temos uma presentacao para A;3 abaixo

p: KQuz — Az
T, —— a
T, —— €
Tpeda H—— bed
Tq Te
s Thed Devi f 2 2 T KQi3 7 .
onde Q13 ¢ 1—3 . Devido aos fatos que a“,e* € I e Terp © derivadamente

mansa, o coroldrio 2.7, implica que {Tied, TaZbed, ToedZe, Lalbedle} € Uma base

para e; <7’ad}]§33§> e3. Ja que % >~ A3 obtemos que {bcd, abed, bede, abede

é uma base para ejradAises. Como bd € radA;s temos que bd = M\bed +
Agabed + Azbede + Agabede, com \; € K e Ay # 0, ou seja, bd — \bed — Ayabed —

Asbcde — Aqabede € I. Manipulando algebricamente temos

b(es — A\jc)d — Ayabed — Asbede — A\gabede € 1 (3.4)
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Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca d por d = (ea—Aic)d
a expressao (3.4) torna-se bd — Agabc(es + )\16)62— Asbe(es + )\10)026 — A\gabe(es +
)xlc)cze € I. Como c?* € I obtemos que bd — Agach— Agbche — Mabcde e 1.

Entao, recaimos no caso anterior.

a

oy,
Caso5—-10: 1 —————=2
\//

3

Lema 3.8. Se dimges <%) ey = 1 ou dimges <%) es = 3 entao, A € deri-

vadamente selvagem. R

= . . radAss _ : _ AT
Demonstracao: Caso dimyges (mdQAQS) es = 3, o quiver de A,3 torna-se 2 - 3.

Segue do Teorema 2.14 que A3 é derivadamente selvagem. Entao, o Lema 2.4 implica

que A é derivadamente selvagem.
O corolario 2.3 implica que a?> € I. Agora veremos o que ocorre quando

dimpges (M> ey = 1. Como d € radA\rad*A temos uma presentagao para Ass

rad?Ass
abaixo
¢ KQa3 — Ass
Tg +H—— E
T, —— C

Zq

onde Qa3 é 2 CS . Como dimpges (:jcg‘éAA?;) ea=1lede€ radA\rad*A temos que

Tc

eab, eb € rad®Ays. Do corolario 2.4 segue que rad®Ays = 0. Temos que egrad? Agzes C
rad®Ays. Como eb, eab € esrad®Asses temos que eb = eab = 0, ou seja, eb, eab € I.
Do Lema 2.5 segue que ea ¢ I. Como a?, eab € I, com raciocinio e notagoes andlogos

aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, temos o complexo N de K < z,y > —A bimédulos

abaixo
Py (3.5)
M(ZEV
p27’10
M(lg)b
]51” M(l1)a plr2 M(l2)a ﬁer M(l3)a ﬁlm M(ly)a ﬁlrs M(ls)a ]5{6 M(lg)a plr7M(l7)eapgS
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O funtor — @keyys= N @ finK < z,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis e
classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.ll
O coroldrio 2.3 implica que a® € I. Na subdlgebra A, as possibilidades que temos

para e e cd sao:
1. @, cd € rad?A;s;
2. cd € radA5\rad*A; e Te € rad?Ayy;
3. Ce € radAyp\rad? Ay e cd € rad®Ayy;
4. @, cd € radAyy\rad®A,.

Caso 1: ¢e,cd € rad?Ayy. Se ce ¢ I o Lema 3.1 implica que ¢é € radAjs\rad’A,s,
absurdo. Logo, ce € I. Como ce € I, caso cd ¢ I o Lema 3.2 implica que cd €
radAs\rad®Ay,, absurdo. Portanto, cd € I. O fato desses caminhos pertencerem
a I, com raciocinio e notagoes analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, possibilita a
construgao do complexo N de K < z,y > —A bimédulos abaixo

M(l1)a plr2 M(l2)a plra M(l3)a pl,ml M(ly)a pl,’,,s

M(l5)b

-
Py

M(lg)d ~,.. M(li0)c ~

7 710
P3 PZ

Ah)e

DTS D79
P M(ls)a P

-
Py

O funtor — ®@g <y N @ finK < z,y >— Ppin(A) preserva indecomponiveis e classes
de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

Caso 2: cd € radAp\rad*A;, e @ € rad*Ay. Se ce ¢ I o Lema 3.1 im-
plica que ¢e € radAj;\rad*As, absurdo. Logo, ce € I. Segue do Lema 3.8 que

dimpes (L9423 ) ¢, = 2. Esse caso dividir-se 4 nos dois abaixo:
rad?Assg

2.1 eab € radAys\rad? Asz. Como dimges < radAzs ) ey =2eeab,d € radAqs\rad? Ass

rad?Aas



temos uma presentacao para Az abaixo

¢ KQos
Tq
T

Leab

Teab

¥ ra\

7 P .
onde Qo3 é 2\/_/3 . Devido ao fato que ce € I para

T

—
—_—
—
—
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KQa3 ~

s Ays ser deriva-

damente mansa, pelo corolario 2.5, é necessario que rqx. — ATeqpTe € kere, ou

seja, dc — Aeabc € I. Entao, fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que

troca d por d — Aeab, podemos assumir que dc, ce,a? € I. O corolario 2.5, apli-

KQa3
kerg

cado a algebra

O corolario 2.5 implica que dimges (rad

= Ay, implica que zegzory ¢ kere, isto é, eabed ¢ I.

I]ggj;)eg = 3. Como dc,ce € I e

_— ’ K
Leablcld ¢ k€T¢ temos que {de, Teabs xeabxcxd} é uma base para eg (rad Q23) €.

KQa3 ~

Ja que s

kero

Ass obtemos que {eabed, d, eab} é uma base para esradAgses.

Como eb € radAy; e d € radA\rad*A concluimos que eb = \eab + \yeabed, ou

seja, eb — \jeab — \geabed € I, com \; € K. Assim, fazendo uma mudanca no

conjunto de geradores que troca b por b=1>b— \ab— Aoabed, podemos assumir

que eb, dc, ce,a® € I. Temos que J =< a?, ce,dc,eb >C I. A dlgebra A~ £ com
L Crad’Be B = KTQ A algebra B é gentle e isomorfa algebra A.9 da tabela

A.5. O tnico caminho maximal de (@, J) é eabed o qual ndo pertence a I. Logo,

do Lema 3.5 segue que L = 0.

2.2 eab € rad?Ay;. Como dimyes <radA23 ) es = 2 temos que eb € radAss\rad? Asz.

rad?Ass

Assim, temos uma presentacao para Az abaixo

0 KQa3
xq
Tc

Leb

Teb

Zq

P11

A

ul

ol

eb

onde Qo3 é 2 : 3. Com argumentos analogos ao do caso 2.1 podemos assumir

Tc

que dc € I. Como ce,dc € I o corolario 2.5 implica que zx.2q ¢ kerg, isto é,



113

ebed ¢ I. Logo, be ¢ I. Assim, o Lema 3.1 implica que bc € radA;s\rad®A;s.

Portanto, temos uma presentagao para A;3 abaixo

Y KQizs — A
T, — @
Te —— €
The +FH—r %

Ta
Te

KQi3
ker

SN
onde Qi3 ¢ 1\/13. Para que >~ A;3 seja derivadamente mansa, pelo

Tpe

corolario 2.6, é necessario que TeXp.+ AL ToThe € kery e dimges (md2 KQ13> €3 =

kery
1. Logo, zex,xpe ¢ keri, isto é, eabe ¢ I. Desse modo, eab ¢ I. O corolério 2.5
aplicado a algebra % = A,z implica que dimpges <rad2%) ey = 1. Como

d2 KQa23

s > es = 1 e xprory ¢ kerp temos que {TepToly} ¢ uma base

dimpges <m

para es (rad2%> es. Ja que % >~ A;3 obtemos que {ebcd} é uma base para
esrad®Agzes. Ja que eab € rad®Ays e eab ¢ I segue que eab = \ebed, com A € K
e A # 0. Assim, eab — Aebed € I com A\ # 0. Multiplicando eab — Aebed a direita
por ¢ concluimos que eabc € I, visto que dc € I. O que é uma contradigao.

Portanto, A é derivadamente selvagem.

Caso 3: ce € radA,\rad’Ayy e cd € rad’Ay,. Assim, temos uma presentacio

para Aj, abaixo

v:KQ — A
Ty —— Q
Ty +H—— l_)
Tee H—— CE

Ta
Tce

7’ V\ . . 7 .
onde Q12 € 1 - 2 . Para que Izgf seja derivadamente mansa, pelo corolario 2.6,

Zp

¢ NeCEeSSATio que To2, TpTee, Teely — A\Teelaly € kerv, ou seja, a?, bee, ceb — Aceab € 1,

com A € K. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca e por é =

e(e; — Aa) temos que céb, bcé(e; + Aa) € 1. Como (e; + Aa) é invertivel segue que
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céb, bce € I. Assim, a menos de mudanca no conjunto de geradores podemos assumir

2

que ceb,bce,a” € I. Do corolario 2.6 concluimos que dimges (radQ@) es = 1.

kerv

Desses tultimos fatos obtemos que z..x,z, ¢ kerv. Como dimges (radZ%) e =1
e TeelqTy ¢ kerv temos que {ToZqaZp; ¢ uma base para eg (mdQ%) es. Do fato
que eo (radg%) es = Ajp temos que {M} ¢ uma base para esrad?Ajzes. Como
cd € ey(rad*Ays)es concluimos que cd = Aceab, isto é, cd — Aceab € I, com \ € K.
Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca d por d — Aeab iremos

supor que cd, ceb, bee, a® € I. Na subdlgebra A;3 temos as possibilidades abaixo:

3.1 bc € radAi3\rad’*A,s e dc € rad’?A;s. Entdo, temos uma presentacdo para As

abaixo
X:KQiz — Az
Ty, —— a
T, —— €
Tpe +H—r BE

Ta
Te
KQ

2 = A3 seja derivadamente

onde (13 é 1 33. Para que a subalgebra ey

Tye

mansa, pelo coroldrio 2.6, é necessario que o2, ToeTe, TeTpe + A\eTaTpe € kery

e dimges (Tad2%> es = 1. Logo, x.x,xp. ¢ kerx e {T.TaTp.} é uma base
2KQ13 Z KQ13 ~ ’
para e3 <rad o ) e3. Ja que 78 = Ay3 obtemos que {eabc} é uma base

para esrad?Ajzes. Como dc € es(rad?A;s)es segue que dec = peabe, ou seja, de —

peabe € I, com p € K. Por causa do Lema 3.8 sabemos que s6 precisamos analisar

0 caso em que dimges <:a“dd;}42233) es = 2. Entdo, eab € radAsz\rad? Asz ou eb €

radAss\rad?Asz. Com isso, temos, respectivamente, as seguintes presentacoes

para Ass
0 : KQa31 — Ags O : KQa32 — Ass
Tq+—> E ou Tqg — 3
ZT.——C T.+—C
Leqh — €ab Tep — €b
Teab Teb
AN DN

~ . P L 7 KQ231 ~
onde (231 € Q232 520, respectivamente , 2 _ 3e2 ~3. Na algebra 2228 =

Te Te



115

Aoz temos qUe TegpTeld, TeahTeLeabs LdLeld, TaleTeay € kerfy, pois bee,cd, dc —
Aeabc € 1. J& mna algebra %203; >~ A3 obtemos que

TepTeXdy LehTeLehy LgLely, Tagleley € kerby, pois bee, cd, dc — Aeabe € I. Em ambos
os casos, dimgesrad®Ayzes = 0. Logo, pelo Corolario 2.5, a &lgebra A, nao
serd isomorfa a algebra A4 do Teorema 2.14, entao podemos concluir que Asg é
derivadamente selvagem, consequentemente pelo Lema 2.4 a algebra A também

sera.

3.2 dc € radAs\rad?Ai3. Se be ¢ I o Lema 3.1 implica que be € radA;3\rad?A;s.

Nesse caso, como cd € I e dc € radA;3\rad? A3 do Lema 2.5 segue que A3 é deri-

vadamente selvagem. Logo, bc € I. Do Lema 3.8 obtemos que dim ges (:j;ﬁﬁ;}) €y =

2. Se eb € radAys\rad?Ass temos uma presentacio para Ays abaixo

C:KQp — A
Ty — d
r. —— C
T +—> eb

Teb

¥ za\
onde Qa3 é 233 . Como cd, ceb € I temos que dimges (rad2%> ey = 0.
Zc

Logo, pelo corolario 2.5, Agg = I;iﬁ?

é derivadamente selvagem.

S6 nos restou eab € radAsz\rad®Asz e eb € rad’*As,;. Entdo, temos uma pre-

sentacao para Asz abaixo

n:KQy — A
Trqg +H—— E
T. —— C

Teab %

Zeab

ZEIN K
onde (o3 é 2 3 Do corolario 2.5 aplicado a %ﬁf, segue que

Te

dimges (md2%> es = 1. Do 1ultimo fato e do fato que cd,bc € I obtemos

- , 2 K
que TqTcTeay & kern. Logo, {TaTcTear} ¢ uma base para e (md %ﬁ;”) es. Como
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es (rad2 123373> ey = Ayz temos que {dceab} é uma base para esrad®Agses. J4 que
eb € rad?A,; obtemos que eb = Adceab, ou seja, eb — Adceab € I, com \ € I.
Entao, fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca e por e — \dcea
podemos assumir que eb, cd, bc,a® € I. Temos que J =< cd,be,a?,eb >C I. A
algebra A = % com L C rad’?B e B = % A algebra B é gentle e isomorfa
algebra A.10 da tabela A.5. O tnico caminho maximal de (@, J) é dceab, o qual

nao pertence a I. Logo, do Lema 3.5 segue que L = 0.

3.3 dc,bc € rad?A;3. Do Lema 3.1 segue que be € I. Devido ao fato que be € I e
ao Lema 3.2 obtemos que dc € I. Como cd, be, dc € I, com raciocinio e notagoes
analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N de

K < z,y > —A bimdédulos abaixo

(1) M(l2)e .. M(I3)d ~,.. M(la)c

P 152’"5 M(l5)d = M(l)c

P prr MDA g Mls)e
3 2

T8 9
PS PQ

\M\\(lg)b

PT10
Pl

~ M d ~ ~
71 T2 T3

O funtor — @gcyys N : finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis e

classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

{1

Caso 4: ce,cd € radAys\rad?Ay. Como nesse caso o quiver de Ajp é 1 - 2
segue do Teorema 2.14 que A5 é uma algebra derivadamente selvagem. Logo, pelo

Lema 2.4 a algebra A é derivadamente selvagem

b
Caso5—12: 1 =2

N

3

Lema 3.9. Seja A = KTQ onde (Q € o quiver acima. Se da,ba,de € I temos que A €

deriwadamente selvagem.
Demonstracgao: Na dlgebra A, temos as possibilidades abaixo:

1. cd € radAy\rad®Ay,. Para que App seja derivadamente mansa, pelo Teorema

2.14, é necessario que ed € rad*A;,. Assim, temos uma presentacao para Ao
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abaixo:
(02 KQIQ — A12
Ty, — a
Ty +H—— l_)
Led H—— EZ

Ted
Ty

onde Q12 é 1 : 2. Como da, ba € I temos que dim e (KQ”) es = 0. Logo,

kero
Ta

KQi2

o2 ¢ derivadamente selvagem. Como KQus o~ 4,

do corolario 2.5 segue que Torc

temos que Ao também o é. Entao, pelo Lema 2.4 obtemos que A é derivada-

mente selvagem.

2. cd € rad?A;y. Como b € radAs\rad? Ay e da,de,ba € I temos que cd = \bed,
para A € K, ou seja, cd — Abed € I. Fazendo uma mudanga no conjunto
de geradores podemos assumir que cd € I. Logo, com raciocinio e notagoes
analogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de

K < x,y > —A bimddulos abaixo:

py M(12)b

pr 2L pre
(12)/
pr4 M(l3)d PT3
M(i4)b

P’f‘6 ( ) Pr5

\izﬁ)
pT10 Srr MU7)d 0 M(lg)e =0
P M(lo)a P by P

O funtor — @gcyys N : finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis

e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem. B

Na algebra A temos as possibilidades abaixo:
1. ba,de € I. Se da € I, pelo Lema 3.9, temos que A é derivadamente selvagem.

Logo, da ¢ I. Caso be € I, com raciocinio e notagoes anélogos aos dos Exemplos
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2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N de K < x,y > —A bimédulos abaixo:

M(l)e ~

Py —= P (3.6)
M(l2)c
pgs M(ly)e plr4 M(l3)b p2,,‘3
M(ls)c
pro M(lg)a pr M(lg)b pre
M(l7)e

pro MU prs
O funtor — ®g<zy> N @ finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis e
classes de isomorfismos. Portanto, A é derivadamente selvagem.
Logo, be ¢ I. Do fato que da ¢ I e do Lema 3.1 segue que da € radAss\rad?Ays.
Se be € rad?Asys, como ba,de € I e da € radAss\rad?Ays, temos que o quiver de
Agz 6 227 =3 . Do fato que e (rad®>Ass) ez C rad®Asz temos que be € rad®Agg.
Entéo, segue do corolario 2.4 que be € I, o que é um absurdo. Portanto, be €

radAsz\rad®Asz. Assim, temos uma presentagao para A,z abaixo:

¢ KQy — A
Tda +— %
Tpe —> be
. —— C

Tda
7 P
onde Q23 ¢ 27 3.

Zc
Tpe

- ) PR S
Se cd,ed € radAio\rad* A, obtemos que Qa,, ¢ 1 2. Logo, o Teorema 2.14
implica que Aj é derivadamente selvagem. Desse modo, na algebra A5 temos as

possibilidades abaixo:

1.1. ed, cd € rad®A,2. Assim, temos uma presentacao para Ay abaixo:

X:KQu — A

Ty, — @

ol

Ty +H——
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xb

onde Q12é 17 —2. Como ey(rad?Asz)e; C rad® A temos que cd € rad®Aq,.

xa

Assim, o coroldrio 2.4 implica que cd = 0, ou seja, ¢d € I. Como ed € rad? A,

obtemos que ed = \ab, com \ € K, ou seja, ed — Aab € I.

KQ2s3

Do fato que cd, ba,ed — Xab € I, na dlgebra <= -

2 KQ23
d kero

temos que TeTyq, Thelda €

KQas
kere

>~ Ays temos que Agz também o é.

> es = 0 e o corolario 2.5 implica que

KQo3 ~
ker¢

Logo, do Lema 2.4 temos que A é derivadamente selvagem.

ker¢. Portanto, dimges (Ta

¢ derivadamente selvagem. Como

ed € radAp\rad*A;; e cd € rad?Ay,. Assim, temos uma presentacdo para

A9 abaixo:
V:KQr — A
Teg — ed
x, — b
T, —— a
Ted .
onde (2 ¢ (PK\Q. O corolario 2.6 implica que

Ta

dimpes (rad2 I,:gi;) e1 = 1ex,xp € kery, ou seja, ab € I. Do Lema 2.5 segue

que Tpxeq ¢ kery. Como dimyes (md2 I]je%f) e1 = 1l expxeq ¢ kery temos que

{ZTpTeq} é uma base para eq (md2 Q”) . Do fato que K92 >~ A, obtemos

ker keri
que {@} é uma base para esrad?Ae;. Uma vez que cd € rad®A;, temos
que cd = pbed, com pu € K, isto é, cd — pbed € I. Fazendo uma mudanca no

conjunto de geradores podemos assumir que cd € I. Logo, ba,ab,de,cd € I.

KQ23
kero

seja, bedac ¢ I. Temos que J =< ab,ba,cd,de >C I. Entao, A = % com
L Crad’Be B = KTQ A élgebra B é gentle e isomorfa a algebra A.13 da

tabela A.5. O tnico caminho maximal de (@, J) é bedac, o qual ndo pertence

O coroléario 2.5 aplicado a algebra implica que Tpexgor. ¢ kered, ou

a I. Portanto, o Lema 3.5 implica que L = 0. Logo, A é gentle.

1.3. cd € radAy\rad?Ay, e ed € rad?Ay,. Assim, temos uma presentacio para
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A12 abaixo:
n:KQun — A
Ty — @
Ty +—— B
Led H— a
Led
Ty
7 P N ’ K E . .
onde Q12 ¢ 1~ 2. Para que a édlgebra kg,f; seja derivadamente mansa, pelo

La

coroldrio 2.5, é necessario que A\ TpeTaa + Ao eTdas A3TdaTe + AaTiaTie € kero,
com \; € K e M3 — XA \y # 0, ou seja, A\jbeda + Aocda, Asdac + \ydabe € 1,
com \; € K e M3 — XA \y # 0. Se Ay # 0 podemos fazer uma mudanca no

conjunto de geradores e assumir que cda,ba € I. Como cda,ba € I temos

. 2 KQ12 _ x - : : KQi2 ¢4
que dimpes (md Teern > es = 0. Entao, o corolario 2.5 implica que Teern ©
derivadamente selvagem. Como % >~ Ay, temos que Ay também o é.

Logo, A2 = 0. Uma vez que A\jA3 — AaA\y # 0 e Ay = 0 temos que A3 #
0. Portanto, beda,de, dac + Adabe,ba € I, com A = A\;')\s. Fazendo uma

mudanca no conjunto de geradores podemos assumir que beda, de, dac,ba €

I. Para que a algebra % seja derivadamente mansa, pelo corolario 2.5, é
necessario que T.TqoTve ¢ kere, isto é, cdabe ¢ 1. Logo, ab ¢ 1. O corolario

KQi1»
kern

implica que dimge; (md2 KQ12> e; = 1. Como

2.5 aplicado a &algebra kerm

dimge; (Tad2%> e1=1,ab¢ I eed € rad*Ay, temos que ed = pab, com
1 € K, ou seja, ed — uab € I. Se p # 0, devido ao fato que de € I temos
que dabe € I, contradigdo com o fato que cdabe ¢ I. Portanto, u = 0 e
ed,de,ba,dac € I.

Se ab € rad?A;3, como ed, ba,dac € I e rad’*e;Ae; = 0 (veja Teorema 2.13),
temos que ab = Aacd com A\ € K. Multiplicando a equacdo anterior por €
temos que abe = 0, visto que de € I, o que é um absurdo, pois cdabe ¢ I. Logo,
ab € radA3\rad*A,s. Caso ac € radAs\rad*>A,s, como ab € radAs\rad>A;

e ba € I o Lema 2.5 implica que A3 é derivadamente selvagem. Portanto,
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ac € rad®?A;s. Assim, temos uma presentacao para A;s abaixo:

§:KQuz — A
rg — d
T, —— €
Ty —> ab
-
onde (13 ¢ (PK\S. O corolario 2.6 implica que

Te

dimgey (rad2 IZS%“) es3 = 1. Desse ultimo fato e do fato que cdabe ¢ I obte-

mos que {TqT,} é uma base para e; <md2 [Zg?) e3. Uma vez que ig};’ >~ A,
temos que {%} ¢ uma base para ejrad?A;zes. Do fato que ac € rad?A;s
segue que ac = rabe, com k € K, isto é, ac — kabe € I. Se k # 0, multipli-
cando a expressao por d a esquerda obtemos que dabe € I, visto que dac € I,
contradigdo com o fato que cdabe ¢ I. Portanto, k = 0 e ac € I. Temos
que J =< ba,ac,de,ed >C I. Entao, A~ 2 com L C rad’B e B = K—JQ A
algebra B é gentle e isomorfa a dlgebra A.12 da tabela A.5. O tnico caminho
maximal de (Q,J) é cdabe, o qual nao pertence a I. Portanto, do Lema 3.5

temos que L = 0. Logo, A é gentle.

2.ba € I ede ¢ I. Logo, pelo Teorema 2.13 temos que dimgrad (ezAes) = 1 e
rad’esAes = 0. Entao, dac = M\de e dabe = pde, com A\, € K. Se A # 0
ou p # 0 podemos fazer uma mudanga no conjunto de geradores e assumir que
de € I recaindo no caso anterior. S nos resta analisar o que ocorre quando
de ¢ I e dabe,dac € I. Como de ¢ I e dac,ba,dabe € I temos pelo Lema 3.2 que
de € radAgs\rad®Ass.

)

Se be € radAys\rad? As3 obtemos que 233 ¢ subquiver de )4,,. Logo, do
Teorema 2.14 segue que Ay é derivadamente selvagem. Portanto, be € rad?Ass.

Caso da ¢ I, o Lema 3.1 implica que da € radAys\rad®>Ays. Logo, temos uma
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presentacao para A,z abaixo:

V: KQoy — Ao
Lde +H— E
r. —— C
Lda H—— %

Tde
Tda

Ve
onde Qa3 é 2 - 3 . O coroldrio 2.6 implica que TcZgq + ATeZdgeTda, (Tae)? € kerd,

Te

com A € K, ou seja, cda + Acdeda, (de)? € I. Fazendo uma mudanga no conjunto
de geradores que troca ¢ por ¢ = c(es + Ade) temos que a relagdo dac torna-se
dac(es — Ade). Uma vez que (e3 — Ade) é invertivel temos que da¢ € I. Logo,
podemos assumir que dabe, cda, ba, dac € 1.

Do corolario 2.6 temos que dimges (md2%) e3 = 1. O Lema 2.5 implica que

KQa3 KQ23 ~
kerd ) €3- Como kerd A23

TeZge ¢ kerd. Logo, {T.Tg} é uma base para ey (rad2
concluimos que {%} ¢ uma base para esrad®Aszes. Desse ultimo fato e do fato que
be € rad®As; temos que be = Aede, com A € K. Fazendo uma mudanca no conjunto
de geradores que troca b por b = b— Acd temos que a relacao ba torna-se (5—}— Acd)a.
Como cda € I temos que ba € I. Logo, podemos assumir que be,ba € I. Desse
fato podemos construir o complexo (3.6) de K < x,y > —A bimédulos. Logo, A é
derivadamente selvagem.

Assim, da € I. Como da,ba € I, be € rad® Ay e de € radAys\rad®Ays temos uma

presentacao para A,z abaixo:

V1t KQos — Asg
LTde +H— %
T. —— C

Tde

&

onde (o3 ¢ 2——3 . Do corolario 2.8 aplicado a élgebra Qa3

s concluimos que

dimpges <Tad2%> e3 = 1. O Lema 2.5 implica que z.x4 & kerv. Logo, {TeZae}

4 2 KQ23 KQ23 ~ / 7\~
é uma base para e (md kem?l) e3. Como 7532 = Ays concluimos que {cde} é uma

base para esrad?Asses. Desse tltimo fato e do fato que be € rad?As; temos que

be = Acde, com A € K. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca



123

b por b = b — A\ed temos que a relacio ba torna-se (l; + Aed)a. Como da € I temos
que ba € 1. Logo, podemos assumir que be, ba € I. Desse fato podemos construir o

complexo (3.6) de K < x,y > —A bimédulos. Logo, A é derivadamente selvagem.

.ba ¢ I. Logo, pelo Teorema 2.13 temos que dimgrad (esAey) = 1. Entao, beda =
Mba e cda = pba com A\, € I. Se A # 0 ou pu # 0, fazendo uma mudanca no
conjunto de geradores podemos assumir que ba € I. Esse caso ja foi discutido
acima. SO precisamos estudar o caso ba ¢ I e be%cda el

R ) PR SRS
Se cd, ed € radAix\rad® A, obtemos que Qa,, ¢ 1 2. Logo, o Teorema 2.14
implica que A; é derivadamente selvagem. Desse modo, na algebra A5 temos as

possibilidades abaixo:

3.1.ed € radAs\rad?Ay; e cd € rad®Ay,. Assim, temos uma presentacdo para

A1y abaixo:
L KQu — A
Led +—— ai
Ty +H—— l_7
T, —— a

Ted
Tp
/7 /\ 7’ . e
onde Q2 é 1 - 2 . Do corolério 2.6 concluimos que xx, + AxpTeqx, € kere
Ta
com A € K. Desse ultimo fato junto com o fato que beda € I concluimos
KQi2

kere €

que dimgesrad (KQ”) es = 0. Entao, o corolario 2.6 implica que

kert
KQi2 ~
kert

Portanto, do Lema 2.4 concluimos que A é derivadamente selvagem.

derivadamente selvagem. Como Ay temos que Ajp também o é.

3.2. ed, cd € rad*A;,. Assim, temos uma presentacao para Ajs abaixo:

T KQyp — A

LTy, —> G
Ty +H—— Z_?
i
onde Q2 6 17 = 2. Como ba ¢ I o corolario 2.4 implica que x,x;, € kerm.

Ia

Logo, dimge; (rad2 KQ“) e; = 0. Uma vez que [ZQ” ~ Ay eed € eyrad?Aise;

temos que ed = 0, ou seja, ed € I. Devido ao fato que cd € rad?*A;, e
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esrad?Ajpey C rad®Ays concluimos que cd € rad®A;,. Entao, do coroldrio 2.4
segue que cd € I. Logo, com raciocinio e notagoes analogos aos dos Exemplos
2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de K < z,y > —A bimddulos
abaixo:

pp M pre

M(i2)b

M(l3) M(ls)e

d ~
Pt
M(ls)b

pT3 DTs
Pl P2

M(lg)d p§7 M(lg)eplrlo

w{(mc

D9 Z5r8
L Mg~ 2

-
Py

O funtor —®g <y, N : finK < 2,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis

e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

cd € radAp\rad?Ay e ed € rad*A;,. Assim, temos uma presentacio para

A9 abaixo:
0:KQi — Ap
Ty, —— @
Ty +H—— 5
Led H—— Eii

Ted
xp
s P S 7 .
onde Q12 é 1 \96_/72. Uma vez que cda € I temos, pelo corolario 2.5, que
TaXy + ALqxeg € kerf, com X € K, ou seja, ab + Aacd € I. Além disso,
dimgerad? (Izg};)el = 1. Logo, xuxeq ¢ kerf. Como ed € rad’Ais,
KQi2
kerf

com p € K. Fazendo uma mudanca no conjunto de geradores que troca b e e,

dz’mKelmd2( )61 = 1 e x42q ¢ kerf concluimos que ed — pacd € I,
respectivamente, por b + Acd e e — pac podemos assumir que ab, cda,ed € 1.
Como ed,cda € I e ba ¢ I, o Lema 3.2 implica que ba € radAsz\rad?® Ags.
Se da ¢ I, o Lema 3.1 implica que da € radAys\rad®>Ay. Dos fatos que
ba,da € radAys\rad®*Ass, ab € I e do Lema 2.5 segue que A,z é derivada-
mente selvagem. Logo, da € I. Por esses mesmos motivos concluimos que
be € rad®Ays. Assim, da,ab,ed € I, be € rad?Ays e ba € radAys\rad®Ays.
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Esse caso divide-se nos abaixo:

3.3.1.de € I. Como ed,de,da € I, com raciocinio e notagoes analogos aos
dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o seguinte complexo N de

K < x,y > —A bimédulos abaixo

13510
M(lg)a

151“ M(ly)d 15§2 M(ly)e plTs M(is)d 13§4 M(ly)e ]5{5 M(ls)d [5;,6 M(lg)e ]5{7 M(i7)d ]5::8 M(ls)e pfg

O funtor — @gcyys N : finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecom-

poniveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

3.32.de ¢ I. Comoda € I ede ¢ I oLema 3.2 implica que de € radAys\rad®As.

Portanto, temos uma presentagao para A,z abaixo:

0:KQy3 — Ay
Lpa H— %
Tde +H—r _6
T, —— C

Tpa Tde

y, ()

onde Qa3 € 2 —2¢. 3 . O Coroldrio 2.7 implica que Zp,z 24 ¢ kero, isto

KQo3
kero

mente mansa, pelo Corolario 2.7, é necessario que dimges (mdz%) e3 =

é, bacde # 0. Portanto, bacde ¢ 1. Para que a dlgebra seja derivada-

3. Temos que {TpaTe, ToTae, ToaTolqe } € Uma base para es (radZ@) es.

kero
~ KQ3

Do fato que Ay = 522 segue que {bac, cde,bacde} é uma base para

earad®Asses. Como be € rad? Ays temos que
be = A\ibac + Aycde + Azbacde, (3.7)

com )\; € K. Multiplicando a equacdo (3.7) & direita por d, se A\; # 0,
temos que bacd = 0, visto que ed € I. Caso multipliquemos & esquerda
por @ e se Ay # 0 concluimos que acde = 0, pois ab € I. Ambas as
situacoes nao podem ocorrer, pois bacde # 0. Logo, A\; = 0 = \,. Entéo,
be = A\sbacde, isto é, be—\sbacde € I. Portanto, fazendo uma mudanca no

conjunto de geradores que troca e por € = (e; — Azacd)e temos que bé € 1.
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A relagao ed torna-se (e; + Azacd)éd. Devido ao fato que (e; + Azacd) é
invertivel obtemos que éd € I. Assim, a menos de mudanca do conjunto
de geradores podemos assumir que be, ed,ab,da € I. Temos que J =<
ed,ab,da,be >C I. Portanto, A = % com L C rad’B e B = @ A
algebra B é gentle e isomorfa a algebra A.11 da tabela A.5. O tnico
caminho maximal de (Q, J) é bacde, o qual nao pertence a I. Logo, do

Lema 3.5 segue que L = 0. Portanto, A é gentle.
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3.5 Quivers bisseriais com 6 flechas

Lema 3.10. Seja A = KTQ uma K—adlgebra de dimensao finita tal que para todo
1 € Qo temos pelo menos duas flechas que comecam e pelo menos duas que terminam

em i, entdo A € derivadamente selvagem.

Demonstragao: Como radA # 0 e A é uma algebra de dimensao finita sempre
existe n € N tal que rad”A # 0 e rad"*A = 0. Seja z € rad"A, com z # 0, temos
que (radA)z = 0, pois rad"*A = 0. Como (radA)z = 0 e em todo vértice de Q
tem duas flechas comecando e duas terminando, com raciocinio e notacoes andlogos
aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N de K < z,y > —A

bimédulos abaixo, sendo que «; € Q1, t(az) = t(as) = s(2) e & # iy

T (ll)as
Pt(1
M(ZQ)a’?

— Pl

]5T7 M(lr)oz prs

Ptr(%é 1)

1)

P

O funtor — @kepys> N @ finK < z,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis e

classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem. B

Corolario 3.2. Seja A = KTQ uma K-dlgebra derivadamente mansa e de dimensao

finita. Se #Qo =3 e @ € bisserial entdo #)1 < 5.

Demonstracao: Segue do Lema 3.10. H
Entao, nao existem algebras derivadamente mansas cujos quivers sao os da tabela
A3
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3.6 Algebras cujos quivers nao sao bisseriais

Nosso objetivo agora é encontrar todos os quivers () que nao sao bisseriais para
os quais existem ideais admissiveis I em K() tais que a algebra KTQ é derivadamente
mansa. Devido ao lema 2.4, temos que, se A é derivadamente mansa toda subalgebra
plena é derivadamente mansa. Por isso, na construcao desses quivers devemos levar
em considerac@o que quando olharmos para as subalgebras do tipo (e; +e;)A(e; +¢€;),
com i # j, o quiver dessas subdalgebras devem ser um dos quivers do teorema 2.14.

Se um quiver ) nao ¢ bisserial em pelo menos um de seus vértices devemos ter 3
flechas terminando ou comegando. Trataremos apenas o primeiro caso, pois o outro
¢é similar. Para essas trés flechas que terminam em um mesmo vértice temos as

possibilidades abaixo:
1. Nenhuma dessas flechas é um lago. Logo, () possui o seguinte subquiver:
/N
N

a algebra K@ é selvagem. Entao, pelo lema 2.1, qualquer algebra cujo quiver

<~— . Se () é o subquiver anterior, entao o teorema 2.6 implica que

possui o subquiver acima como subquiver sera selvagem. Logo, pela proposi¢ao

2.1 essa algebra sera derivadamente selvagem.

2. Pelo menos duas dessas flechas sao um lago. Denotemos por a um desses lagos.
Entao, pelo teorema 2.13 temos que ey(q)Aeyq) ¢ derivadamente selvagem. Logo,

o lema 2.4 implica que A é derivadamente selvagem.

3. Exatamente uma dessas flechas é um lago. Entao, a menos de isomorfismo, ()

possui o subquiver abaixo, denotado por A,

Caso Q = A, por causa do lema 2.5 e do corolario 2.3, concluimos que o tnico
ideal admissivel possivel em K@ de modo que A = @ seja derivadamente
mansa é [ =< b* >. Logo, A é isomorfa & 4lgebra 1.4 da tabela 1.1. Essa
algebra é skewed-gentle, veja o exemplo 2.11. Se ) # A, mostraremos que
para todo ideal admissivel I de K@) a élgebra KTQ ¢é derivadamente selvagem.
Em @, além de a, nao temos outra flecha d comecando em 1. Caso contrario,

como do coroldrio 2.3 temos que b € I, com raciocinio e notacoes andlogos aos
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dos exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de K < x,y > —A

bimdédulos abaixo:

PQTZ M(l2)b P27.2 M(l3)b p27.3 M(la)b p27.4 M(l5)b PQTE’ M(ls)b ]527'6

M(11)b

~ M(lg)e =~
7 710

\]\4(\[7)(1

8
Pl

M(ly

Py

O funtor — @gcyy> N : finK < x,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis
e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem. De maneira

analoga concluimos que a unica flecha que comeca no vértice 3 é ¢. Se em ()

houver alguma outra flecha comecando no vértice 2, além da flecha b, temos que
b
d
() possui o seguinte subquiver, a menos de isomorfismo: 1 2<—3. 0O
A 4

a
teorema 2.13 implica que e; Aey =2 ﬁ[f)] Logo, da € I. Portanto, com raciocinio

e notagoes analogos aos dos exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo

N de K < z,y > —A bimoédulos abaixo:

M(l1)b

~ M(lo)e =
7 K 710

%h)a

~ M(is)d ~
plrs (s) P27‘9
O funtor — @g<yy> N @ finK < z,y > — Ppin(A) preserva indecomponiveis

e classes de isomorfismos. Portanto, A é derivadamente selvagem.

Desse modo, a tinica algebra cujo quiver nao ¢ bisserial que é derivadamente mansa
é isomorfa a dlgebra 1.4 da tabela 1.1, a menos de anti-isomorfismo. Além disso, essa

algebra ¢ derivadamente equivalente, pelo exemplo 2.13, a algebra 1.1 da tabela 1.1.
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3.7 Demonstracao do Teorema Principal

Essa secao destina-se a demonstrar o Teorema Principal.

Demonstracgao: ="

Seja A uma K —algebra de dimensao finita, bésica e conexa sobre um corpo alge-
bricamente fechado que possui exatamente 3 médulos simples. Entao, pelo Teorema
2.1 de Gabriel podemos supor que A é uma algebra de caminhos de um quiver com
relagoes. Do Teorema 2.3 sabemos que a quantidade dos representantes das classes de
isomorfismos dos A—mddulos simples esta em correspondéncia bijetiva com o nimero
de vértices de Q4. Desse modo, #(Q4)o = 3. Um quiver () bisserial que possui
3 vértices possui no maximo 6 flechas. Nas secoes 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 classifica-
mos, a menos de isomorfismo e anti-isomorfismos, as dlgebras derivadamente mansas
cujo quiver é bisserial e possui, respectivamente, 2,3,4,5 e 6 flechas. Como pode
ser conferido nessas respectivas segoes, essas algebras sao gentles ou sao isomorfas ou
anti-isomorfas a uma das seguintes algebras: 1.1-1.3, 1.5-1.8 da tabela 1.1. Na secao
3.6 classificamos as algebras derivadamente mansas cujo quiver nao ¢é bisserial. Como
vimos nessa se¢ao essa algebra é tnica e isomorfa a algebra 1.4 da tabela 1.1, a menos
de anti-isomorfismo.

»

Do Teorema 4 de [16] segue que toda algebra gentle é derivadamente mansa.
As Aalgebras 1.4 e 1.6 sao algebras skewed-gentle, veja os Exemplos 2.11 e 2.12 da
segao 2.5. Logo, pelo Coroldrio 5 de [15] elas sdo derivadamente mansas. Conforme
apéndice B, as dlgebras 1.1 e 1.3 sao derivadamente equivalentes, respectivamente, as
algebras 1.4 e 1.6. Como as algebras 1.4 e 1.6 sd@o derivadamente mansas o Teorema
2.11 implica que as algebras 1.1 e 1.3 sao derivadamente mansas. A algebra 1.5 se
degenera para a algebra A.19 da tabela A.7. Enquanto que as algebras 1.7 e 1.8 se
degeneram, respectivamente, para as algebras A.1 e A.8 da tabela A.5. Assim, de
acordo com o Teorema 2.15 essas algebras sao derivadamente mansas. Ja a algebra
1.2 é derivadamente equivalente, conforme apéndice B, a algebra 1.5. Portanto, o
Teorema 2.11 implica que a algebra 1.2 é derivadamente mansa. W

Como consequéncia do teorema temos os seguintes corolarios.

Corolario 3.3. Seja A uma K—adlgebra de dimensao finita, bdsica e conexa sobre um

corpo algebricamente fechado que possui exatamente 3 maodulos simples. A dlgebra A
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¢ deriwadamente discreta, se e somente se, ela é isomorfa ou anti-isomorfa a uma

das dlgebras da tabela A.11 ou a uma das dlgebras da tabela A.9 exceto as dlgebras

A2 e A4S

Demonstragao: Do Teorema 2.12 segue que precisamos encontrar as algebras que
sao derivadamente equivalente & dlgebras hereditarias KQ em que @ é um diagrama
de Dynkin e as dlgebras que possuem uma presentacao @, onde (@, I) é um par
gentle, tal que () possui somente um ciclo nao orientado e o nimero de caminhos
com sentido horério e com sentido anti-horario de comprimento dois nesse ciclo que
pertencem a [ sao diferentes.

Como estamos trabalhando com algebras cujo quiver possui trés vértices entao
as algebras do primeiro tipo sao derivadamente equivalentes a K@) em que @) é o
diagrama de Dynkin Aj. Do Teorema da pagina 186 e do Corolario 5.5 de [44] segue
que essas algebras sao as dlgebras A = @ com (Q,I) um par gentle e Q um grafo
arvore. Logo, A é isomorfa ou anti-isomorfa a uma das dlgebras da tabela A.11.

Jé as dlgebras do segundo tipo sao isomorfas ou anti-isomorfas a uma das algebras
da tabela A.9 exceto as algebras A.42 e A.45.

Corolario 3.4. Seja A uma K—adlgebra de dimensao finita, bdsica e conexa sobre um
corpo algebricamente fechado que possui exatamente 3 modulos simples. A dlgebra A
¢ deriwadamente finita se, e somente se, A € isomorfa ou anti-isomorfa a uma das

dlgebras da tabela A.11

Demonstragao: Toda algebra derivadamente finita é derivadamente discreta.

Utilizando o Corolério 3.3 dessa tese e o Teorema 4 de [16] concluimos o resultado.
|



Apeéendice A
Quivers bisseriais

Nosso objetivo é encontrar todos os quivers bisseriais conexos que possuem 3
vértices. Por isso, nesse apéndice todos os quivers satisfazem as condig¢oes anteriores
e nao mencionaremos mais esse fato.

Como estamos trabalhando com quivers que possuem 3 vértices, para eles serem
bisseriais eles devem possuir no maximo 6 flechas. Por isso, nosso objetivo se resume
a encontrar os quivers que possuem seis, cinco, quatro, trés e duas flechas.

Comecaremos com os quivers que possuem 6 flechas. Logo, em cada um de seus
vértices comeca e termina duas flechas. Para cada uma das seguintes quantidades de
lacos: trés, dois e um, temos apenas um quiver, a menos de isomorfismo, que sao,

respectivamente,

6-1 6-2 6-3
) ) (P,ﬁ\

b
1 2 7 A7 \?/
N N
Oy

f /

Caso o quiver nao tenha lacos, temos apenas duas opcoes: as flechas que comecam
em um determinado vértice terminam em um mesmo vértice ou terminam em vértices

distintos, dando as opgoes:

132
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0-4 0-5
|- N I E—
NN
e d d f
3 3

A tabela abaixo resume todos os quivers bisseriais possiveis com 6 flechas,

6-1 62 63
a C a f
b b e
Q—M @ Y Q’/\zy‘\(;
‘\C/ 7 A

O )

f f

6-4 65
—— —
N4 N
e d d ¥

3 3

Tabela A.3: Quivers bisseriais conexos com seis flechas.

Lema A.1. Seja A = KTQ uma K—dlgebra tal que (Q,1) € um par que satisfaz as
condi¢oes 1 — 4 da definicao 2.17 e em todo vértice comeca exatamente duas flechas.

Entao, A é de dimensao infinita.

Demonstracao : Suponha que A seja de dimensao finita. Do fato que radA # 0
existe m € N tal que rad™A # 0 e rad™™ A = 0. Como (Q, I') é um par que satisfaz as
condicoes 1 — 4 da definicao 2.17 e em todo vértice comeca exatamente duas flechas
concluimos que m > 2. Entao, podemos tomar Z € rad™A, com z # 0, tal que
Z = Zjq1 com a1 € Q1 e z1 € radKQ. Do fato que (Q, ) é um par que satisfaz as
condigoes 1 — 4 da definicao 2.17 e em todo vértice comeca exatamente duas flechas
temos que existe as € @ tal que ayay ¢ 1. Devido ao fato que m > 2 e (Q,I) é
um par que satisfaz as condigoes 1 — 4 da defini¢ao 2.17 concluimos que zay ¢ I,
contradicao com o fato que rad™™A =0. A

Como toda élgebra gentle é de dimensao finita o Lema A.1 implica que nao existe
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algebra gentle cujo quiver possui trés vértices e seis flechas.
Eliminando uma flecha dos quivers da tabela A.3 de modo que o quiver resul-
tante seja conexo obtemos os quivers bisseriais que possuem 5 flechas. A menos de

isomorfismo, eles sao apresentados na tabela abaixo:

5-1 9-2 9-3 o-4

5-5 5-6 5-7 5-8
O A O OOy, OOy, Oy, (O

2" 1 2 4.3 | 1—Lb o 1-tsod.3
D A N 4 ~

3

5-9 5-10 5-11 5-12
) S 1Y ) a () a
12703 | 1—"——>2 | 1227 "3 | 15 =2

N N4

Tabela A.4: Quivers bisseriais conexos com cinco flechas.

Qualquer algebra gentle cujo quiver possui 3 vértices e 5 flechas é isomorfa ou

anti-isomorfa a uma das algebras da tabela abaixo:



I =< ac,bd,ea,ce > (A.1)

I =< de,ca,bc,eb,ad > (A.2)

5—3
e~ 4, ()
1_bv_2——3

—=

N7

a

I =< ca,bc,ad, e? > (A.3)

5—4

3
5

I =< ce,be,d?, ea > (A.4)

9—9

a
R

7 4 s
C

5—06
)

2——3

c

I =< a? be,ch,de,ed > (A.5) I =< a? be,ch, e® > (A.6)
5—17 5—38
>y, ) Yy, ()Y ()
l———m—2 1—2—3
3
I =<a®c? deebbd > (A7) I =<a®c* e bd> (A8)

Continua na proxima pagina ...
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.. continuacao da pagina anterior.

I =< a2, ce,dc, eb >

I =< a? cd, be,eb >

(A.9)
(A.10)

5—12

I =< ed,ab,da,be >
I =< ba,ac,de,ed >

I =< ab,ba,cd,de >

(A.11)
(A.12)
(A.13)

Tabela A.5: Algebras gentle cujos quivers possuem cinco

flechas.
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Eliminando uma flecha dos quivers da tabela A.4 de modo que o quiver resul-

tante seja conexo obtemos os quivers bisseriais que possuem 4 flechas. A menos de

isomorfismo, eles sao apresentados na tabela seguinte:
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4-1 4-2 4-3 4-4

d
N — - )
1 3116 2-%3 |17 =21 2-~3

3
4-5 4-6 4-7 4-8
a a C a d
) A,O0, 1O, -
17 Sodig | 1baodog |1ty 3Qa;2
~—<7 N4
¢ d
3
4-9 4-10 4-11 4-12
a a d c
{) ¢ ) ) a
1-2-97 3 | 1-teo-c.3 1< 9 1—575;
\d// XN ' 7
b
3 3
4-13 4-14 4-15 4-16
d
b —~ /d\ /b\ . )
1< o l1—t .91 311 2—3
W \ ﬂ \(4 N 7
a d a
3 3~ °
4-17 4-18 4-19 4-20
s S0 >
a b
1—2-2—"5--3 1_d>2$3 1_a>2h(; 1-2.2-¢ 3
~_ ~
4-21
a d
) )

b c

l<——2——3

Tabela A.6: Quivers bisseriais conexos com quatro fle-

chas.

Qualquer algebra gentle cujo quiver possui 3 vértices e 4 flechas é isomorfa ou

anti-isomorfa a uma das algebras da tabela abaixo:



I =<ac,bd > (A.14)

I =< ab,ca,bd > (A.15)

4—-3

I =<da,bc > (A.16)
I =<da,cd,bc > (A.17)
I =<da,cd,ac > (A.18)

4—-4

d
N .
1 2——3
N

b

I =<ac,d®*> (A.19)

4—-5
A

~—7
(&

d

2——3

I =< a? cb,bc > (A.20)

4-6
), O
12

_d_3

I =<a®cbd> (A21)

4—-8
d

)
l— .
3
I =<d?ca,ab> (A.22)

I =<d?cabc> (A.23)
I =< d* ca,ab,bc > (A.24)

2

4-9

), =
1—2 3

I =<a’cd> (A.25)
I =<a® dc,bd > (A.26)
I =< a? cd,dc> (A.27)

Continua na proxima pagina ...
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.. continuacao da pagina anterior.
4—10 4—-11
a d
), () o
1—-=92-°.3 1< 9
\/
b
3
I=<a®b*> (A.28) I =<ab,ba > (A.30)
I =<a®b* bc> (A.29) I =< ab,bd > (A.31)
4—12 4—13
A5 b
11— 9 1< =2
m//
3 3
I =<ba,ac > (A.33)
I =< ab,da > (A.34)
I=<c®bd> (A.32) I =< ab,cd,da > (A.35)
I =< ab,cd,ba > (A.36)
I =< cd,ba,ac > (A.37)
4—15 4 —20
a d
S &y, .0
1 3 l—2<—3
\b/f N7
I =< ba,ab,dc > (A.38)
I =<ab,cd, be,da > (A.39) I=<a®d*> (Ad4l)
I =< ab,ba,cd,dc > (A.40)

Tabela A.7: Algebras gentle cujos quivers possuem qua-

tro flechas.
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Eliminando uma flecha dos quivers da tabela A.6 de modo que o quiver resultante
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seja conexo obtemos os quivers que possuem 3 flechas. A menos de isomorfismo, eles

sao apresentados na tabela abaixo:

3_1 39 33 3_4
/a\\ c mb c k/a\ c
1 9 .3 | 1-te2-c3 |« 5|1 2_°¢.3
N 7
b
3
3_5 3_6 3_7 3_38
b
amc a /b\A a I/b\
-9 c.3 | 1.9 3|1 o o] 1929 3
A 4 A 4
3
3.9 3-10 311
bﬂﬂb ﬂb
l—e.g b 3| 1t o9 c 3 1<t 9 c. 3

Tabela A.8: Quivers bisseriais conexos com trés flechas.

Qualquer algebra gentle cujo quiver possui 3 vértices e 3 flechas é isomorfa ou

anti-isomorfa a uma das algebras da tabela abaixo:

3—1 3—2
/2\ c ﬂb c
1 2——3 l—2—-3
b
I=<a®>> (A43)
I =<ac> (A42)
I =<a®bc> (A.44)

3-3

1—2 -9
N A
3

I=0

I =<ac>

(A.45)
(A.46)

Continua na préxima pagina ...
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.. continuacao da pagina anterior.

3—-4 3—95 3-7
b
o o
1 253 1—%-9_°¢.3 12 9
7
b
3
I'=<ba> (AAT) I =<bc> (A.5])
I =< ab,ba > (A.48) I =<V ac> (A.50) I =< ab,bc > (A.52)
I =< ab,bc> (A.49) I =<ab,bc,ca > (A.53)
3—10

(qj/ C

1.9 3

I=<a*> (A54)

Tabela A.9: Algebras gentle cujos quivers possuem trés

flechas.

Eliminando uma flecha dos quivers da tabela A.8 de modo que o quiver resul-

tante seja conexo obtemos os quivers bisseriais que possuem 2 flechas. A menos de

isomorfismo, eles sao apresentados na tabela abaixo:

a

2—-1

1—2.9_-%.3

2-2

1—2.9<b 3

1<t 9.3

2-3

a

Tabela A.10: Quivers bisseriais conexos com duas flechas.
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Qualquer algebra gentle cujo quiver possui 3 vértices e 2 flechas é isomorfa ou

anti-isomorfa a uma das algebras da tabela abaixo:

2-1

1—2.9_t.3

I=0 (A55)
I'=<ab> (A.56)

2-3

1<t 92,3

I=0 (AS57)

Tabela A.11: Algebras gentle cujos quivers possuem duas

flechas.



Apéendice B
Equivaléncia Derivada

Ao longo do nosso trabalho afirmamos que algumas dlgebras eram derivadamente
equivalentes a outras. Nesse apéndice fazemos os calculos e mostramos porque a
equivaléncia ocorre. Na maioria dos casos o mais importante é apresentar o complexo
inclinante, pois as outras verificagoes serao triviais.

Nessa secao, A e J sao, respectivamente, um quiver e um ideal admissivel de KA.
KA

J Y
Ty & T, Ts. A flecha u em A que comeca em 7 e termina em j corresponde ao homo-

Temos também que Endps 4T = onde T' é um complexo inclinante dado por
morfismo u que pertence a Hompea)(13,T;). Observe que em KA a multiplicacao é
da esquerda para a direita ao contrario do que ocorre na algebra de endomorfismos.

Vamos relembrar o fato a seguir porque ele sera muito utilizado nesse apéndice.
Seja S um espago vetorial e s; € S, com 7 € J. Denotaremos o subespago gerado por
{sili € J} por [(si)ie.s]-

b

1. Considere a algebra A = @ com @Q: 1—2-2—"+3 el =< b* abc>. O
complexo T'="T, & Ty & T3 onde

Tl : 0 P2 - P1 0
T - 0 Py 0 0
5 0 - 0 Py 0 0

é um complexo inclinante por motivo analogo ao do Exemplo 2.13.
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Considere os seguintes homomorfismos:

v : Ty — Ty, dado por---0 P,—*= P 0---

L@

.0 P, 0 0---

a : Ty — 1T, dadopor---0——=FPp——=0---

i 0—=Py——=0---

0 : T3 — T, dadopor---0 P 0 0---

o

"O P2 a Pl 0-..
B : T3_>T2 dadopor"'OﬁP?)ﬁ-O...

Do Lema 2.3 temos que

a, Idrp,], set=j=2

Home(A)(Ti, T‘]) ==

[
[
[y,on], sei=1ej=2
[0], sei=3ej=1

[

B,apf], sei=3ej=2

0, caso contrario.
\

%/KA

Portanto, temos que Endpe 41" = =7 para algum J contido em KA e

«

A
N

E facil ver que a® = y6—af = 0 em Endpy4yT. Logo, < a?,6y—fa >C J. Seja

A:l

L =< o?,6y — fa >. Como dimgHompyay(T;, T;) = dimge; (KTA) e; temos

que L = J. Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente a
EndDb(A)T.
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b

2. Considere a algebra A = KTQ comQ: 1—2-2—-3 el =<b?ac,abc >. O

complexo T'="T, & Ty b T3 onde

T1 . 0 P2 = Pl 0
T - 0 P 0 0
T3 @ - 0 Py 0 0

é um complexo inclinante por motivo analogo ao do Exemplo 2.13.

Considere os seguintes homomorfismos:

v : Ty — Ty, dado por---0 e 0---

.0 P, 0 0---
a : Ty — T, dadopor---0——=PFP,——=0---

0 : T3 — T, dado por---0 Py 0 0---

B : T3 — T, dado por---0 Py 0 0---

Do Lema 2.3 temos que

Hompe(a)(Ti, Tj) =

0, caso contrario.
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Portanto, temos que Endpy 4T = KTA para algum J contido em KA e

A:3 45 1—=2
NG
E facil ver que ay8—~8 = a? = 0 em EndpsayT. Logo, < fya—dv,0* >C J.
Seja L =< frya — 6v,a? >. Como dimyHompea(T;,T;) = dimge; (52) ¢;
temos que L = J. Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente

a EndDb(A)T.

. Para a algebra A = KTQ onde ) : 1

2 e I =< ab,bca > o complexo

3
T =T, ®T,® T3 é um complexo inclinante, onde

T 0 P —S- P, 0
Ty - 0 0 Py 0
Ty - 0 0 Py 0

Temos que verificar que Hompya)(T,T[i]) = 0 se i # 0 e que addT’ gera
K*(proj A) como categoria triangulada. A segunda condicao segue do Lema 2.2.
Agora verificaremos a primeira. Como ker(c-) = 0 = ker(-c) do Lema 2.3 segue
que Hompoa)(Th, T1[—1]) = 0. J& Hompe(a) (11, T1[1]) = 0, Hompea)(Th, T2[1]) =
0 e Hompeay(11, T3[1]) = 0, por causa do Lema 2.3 e dos fatos que ez Ae; = e3Ac

e egAe; = ey Ac. Nos demais casos, se j # 0, temos que Hompe(4)(11, T[j]) = 0.
Do Lema 2.3 e do fato que ker(c-) = 0 obtemos que Hom peay(T3, T1[—1]) =0

e Hompsay (T3, T1[—1]) = 0. Logo, se j # 0, temos que Homps(a) (T2, T[j]) =0

e Homps(a)(T5,T[j]) = 0.
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Considere os seguintes homomorfismos:

a : Ty — T3 dadopor -+ 0——=FPy——=0---

Oépgé()--

g : T3 — 1) dado por --- 0 Py 0---

Leg

.0 PP 0---
v : T3 —1T, dadopor ---0——FP3——0---

i )—=Py——>0---
Do Lema 2.3 temos que

Idr], seit=35=1,2,3

7

HOme(A)(T;, T?) =

[
[a], sei=2ej=3
B], sei=3ej=1
[

7], sei=3ej=2

0, caso contrario.
\

Portanto, temos que Endpsa)T = K—JA para algum J contido em KA e A :

67

VRS ’,
1<—3 2. E ficil ver que ya = fa = ay = 0 em Endpy4T. Logo,
B T
Y

<ay,af,ya >C J. Seja L =< avy,af,ya >. Como dimy Hompsa(T;, Tj) =

dimpe; (KTA) e; temos que L = J. Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é deriva-

damente equivalente a Endpsa)T.

3
complexo T' =T} ® Ty & T3 é um complexo inclinante, onde

2 el =< abc,cab > o

. Para a algebra A = KTQ em que @ : 1

T1 . 0 P2 = Pl 0
T - 0 Py 0 0
Tg : 0 P3 0 0
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Temos que verificar que Hompa)(T,T[i]) = 0 se i # 0 e que addT gera
K®(proj A) como categoria triangulada. A segunda condigao segue do Lema

2.2. Enquanto que a primeira segue do Lema 2.3.

Considere os seguintes homomorfismos:

a Ty — 1T dadopor -0 b = P 0---

0 : Ty —T; dado por ---0 b 0 0---

B : Ty — T3 dadopor ---0—=Py,——=0---

v : T3 —1T, dadopor ---0——=P;——0---

Do Lema 2.3 temos que

Idr), sei=j5=1,3
Idr,,ad], sei=7=2
al, sei=1lej=2

Hompoay (T3, T;) = 1 [6], sei =2ej=1
fl, sei=2ej=3

7], sei=3ej=2

0, caso contrario.
\

~

Portanto, temos que Endpsa)T KTA para algum J contido em KA e A :

5
1 2 5 3. Efdcil ver que ad —yf = da = fy = fa = oy = 0 em
\_/\_j

Endpsa)T. Logo, < da — p[Bv,ad,vB,aB8,7 >C J. Seja

L =<da—py,ad,v8,aB,v6 >. Como dimg Hompeay(T3, T;) = dimge; (KTA) e;
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temos que L = J. Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente
a End Db ( A)T

/a\{ /C\{
.NaélgebraAzgemqueQ: 1 2 3 el =< ad+ be,ac,bd > o
N T T
b d

complexo T' =T, & Ty @ T3 é¢ um complexo inclinante, onde

[a b]

T i —0—=P,B P P, 0
Ty : - 0 Py 0 0.
Ty + - 0 P 0 0-

Temos que verificar que Hompy4)(T,T[i]) = 0 se i # 0 e que add7’ gera
K*(proj A) como categoria triangulada. A segunda condigao segue do Lema
2.2. Agora verificaremos a primeira. Como e;Ae; = 0 para i € {2, 3} temos que
Hompeay(T1, T[-1]) = 0. Seja ¢ € Hompsay (11, T1[1]). Temos que ¢t =0 se
i£0e ¢’ = < Aa+ Xab Aza+ Agb >, com \; € K. Tomando a familia de

morfismos st : 7% — T7 (1] dada por s = 0, se i # 0, e s° = 12 Az )
Aaey Ag€p

com )\; € K, obtemos que ¢' = d"~! o s’ + 5" o d’. Portanto, ¢ ~ 0. Por isso,

Hompyay(Th, T1[1]) = 0. Assim, Hompy(a)(T1, T[k]) = 0 se k # 0.
Dado v € Hompea)(T2,T1[1]) temos que ' = 0, se i # 0, e Y7 = A\ja + Ab,
com )\; € K. Considere a familia de morfismos s’ : Ti — T, '[1] dada por
st=0,8ei#0,es =

A2€2

s' + st o d'. Portanto, 1) ~ 0. Por isso, Hompy (T3, T1[1]) = 0. Assim,
HOme(A)(TQ,T[kZ]) =0sek 7£ 0.

Ares

>, com \; € K. Obtemos que ¢* = d""!o

Seja ¢ € Hompe(a) (T3, T1[1]). Temos que ' = 0se i # 0 e ¢’ = Ajbe, com Ay €
K. Considere a familia de morfismos s : T4 — T} *[1] dada por s° = 0 se i # 0

)\10
¢ ~ 0. Por isso, Hompy4)(T3,T1[1]) = 0. Assim, Homps (13, T[k]) = 0 se

k 4 0.

0 . . . . ,
es) = ( ), com \; € K. Obtemos que ¢' = d""to s’ + st od!. Portanto,



150

Considere os seguintes homomorfismos:

o b]

a : Ty — 1Ty dadopor ---0——=P,® P, P 0---
0 Py 0 0

Ondea1:|:€2 O];

g : Ty — Ty dadopor ---0——= P, D P P 0---
B
0 I 0 0

ondeﬁlz[() 62};
v : T3 — T, dado por

-0 Py 0 O~~~ondefyl:[g].
LWI [a b]
0—=P, DO P, P, 0---
6 : T3 —T; dado por ---0 Py 0 0---
lél {a b}
0—=PR PR P 0

0
ondeélzl ];
d

€ : T3 — T, dado por ---0 P 0 0---
" Lo
Oﬁ'PQ@PQ P1 0
d
onde ¢; =
c
Devido ao fato que ezde; = 0 temos que Hompea(T1,T3) = 0 e

Hompeay(T2,T5) = 0. Como eyAey = K e e3Aes = K temos, respectivamente,
que HOme(A)(TQ,Tl) = 0, HOme(A)(TQ,TQ) = Ke HOme(A)(Tg,Tg) =K.

Dado ¢ € Hompua(T1,T1) temos que ¢ = 0, se ¢ ¢ {0,1},

A€y Age
@ = N ¢! = pey, com \j,u € K. Além disso, o diagrama
/\362 /\462
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abaixo é comutativo

o b]

ﬁOﬁPQ@PQ P1 O
0 1
Ld) [a b] jd&
ﬁOﬁPQ@PQ P1 O
Como Homu(P,P;) = 0, segue da comutatividade do diagrama que

HOme(A) (Tl, Tl) =K.

Se ¢ € Hompsay(T1,T2) temos que ¢ = 0, se i # 0, e
@ = ( A€y Aaes >, com \; € K. Além disso, o diagrama abaixo é comu-
tativo
Lo ]
—>O—>P2@P2 P1 O
|
0 Py 0 0---
Como Homyu(Py,P,) = 0, segue da comutatividade do diagrama que
HOme(A) (Th, T3) = [, B].
Dado 1 € Hompea)(T3,T1) temos que ¢' = 0, se i # 0, e
e+ Aod
PO = 1 2 , com \; € K. Além disso, o diagrama abaixo é comu-
/\3C + )\4d
tativo
0 P; 0 0---
0
lw [a b]
e ——=0——P, B P P 0---
Da comutatividade do diagrama temos que Ay = 3. Logo,

¥ = A1y + Agd + Age. Por isso, Hompea) (15, T1) = [0, 7, €.
Como Homy(Ps, Py) = ey Aes temos que Hompe(a)(13,Ts) = [ay, Bo).
Resumindo obtemos que

[Idr,], sei=75=1,2,3

[, ], sei=1ej=2
Hompoay (T3, T) = S [6,7,€¢], sei=3ej=1

[ay, Bd], sei=3ej=2

0, caso contrario.
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Portanto, temos que Endpsa)T = K—JA para algum J contido em KA e A :

37 1 2. Efécilverqueﬁ7:a5:ae—ﬁézﬁe—wy:Oem

Endpea)T. Logo, < ~B,0a,ea — 0B, — ya >C  J. Seja
L =<vp,0a,eca—i3,ef—ya >. Como dimy Homps (T, Tj) = dimye; (KTA) e;
temos que L = J. Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente

a EndDb(A)T.

a c

A

. Na algebra A = KTQ, em que @ : 1-ts2-9.3 6] =< a?,c?, bd, bed > segue

dos Lemas 2.2 e 2.3 que o complexo T' =T} ® Ty @ T3 é inclinante, onde

Ty: - 0 Pi—0- -
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Considere os seguintes homomorfismos:

a : Ty —1T, dadopor ---0——P ——=0---

i 0—=P ——=0---

0 : Ty — 1T, dadopor ---0——=P,——=0---

i 0—=Py——>0---

v : Ty —T; dado por ---0 0 P 0---

¢ : Ty — T, dado por---0 P,—%. P, 0---

B : Ty— Ty dado por---0 p—t-p, 0--

.0 0 P 0---

Do Lema 2.3 temos que os homomorfismos entre os somandos diretos de 1" sao:

HOme(A)(T;7 T']) =

(

7,70, sei=2ej=3
B,e,ae,af], sei=3ej=1

0, caso contrario.

\

Portanto, temos que Endpsa)T = K—JA para algum J contido em KA e A :

(jw,ﬂ\ o)

~_ 7

€

3<-—2. E facil ver que a? = 62 = ey — 76 = 0 em Endpe )T

Logo, < o?,6%,v¢ — 6v8 >C J. Seja L =< a? 6% ve — 5vB8 >. Como
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dimg Hompa)(Ti, Tj) = dimge; (KTA) e; temos que L = J. Sabemos pelo
Teorema 2.9 que A ¢é derivadamente equivalente a Endps )T
. Na algebra A = KTQ, onde @ : 1-ts2-9.3¢6]=< a?,c?, bed + Mabd > com

A € K, segue dos Lemas 2.2 e 2.3 que o complexo T =T} ® Ty ® T3 é inclinante,

onde

Ty: 0Pyt Py (...

Considere os seguintes homomorfismos:

a : Ty - T, dadopor ---0——=P —=0---

"'O%Pléo...

5 . T2—>T1dadopor 00— P ——=0---
Lb

5§ + Ty—T, dadopor ---0—=Pp——=0---

...O%PZéO"'

v : Ty —T; dado por ---0 0 P 0---

leg

.0 P-4 P, 0-.-

¢ : Ty — T, dado por---0 p,—t-p, 0---
lchr)\ab

.0 0 P 0---
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Do Lema 2.3 temos que os homomorfismos entre os somandos diretos de T' sao:

Idr,a], sei=j=1
Idr,, 0], sei=j=2
]dTi], sei=7=3

|

[

[
Hompy (T3, T5) = | [B, B, B6,a0], sei=2ej=1

[

[

v,70], sei=2ej=3

€, ae], sei=3ej=1

0, caso contrario.
\

Portanto, temos que I' = Endpe 4T = KT para algum J contido em KA e
é a
Yy,

“\/

E facil ver que o2 = 62 = 86 + Aaff — ey = 0 em EndpyaT. Logo, <
a?,62,08 + \pa — ve >C J. Seja L =< o?,6%68 + A\Ba — ve >. Como

)ej temos que L = J. Sabemos pelo

dimKHOme(A)(EJE) - dimKei (KTA

Teorema 2.9 que A ¢ derivadamente equivalente a Endpe 4T

. Na algebra A = KTQ, onde

1 b 2
3

eI =< c% bd, bed > o complexo T = T, & Ty, ® Ty é inclinante, em que

o - 0 0 Py 0
T - 0 0 Py 0
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Temos que verificar que Hompa)(T,T[i]) = 0 se i # 0 e que addT gera
K®(proj A) como categoria triangulada. A segunda condigao segue do Lema
2.2. Agora verificaremos a primeira. Como ezAe; = 0 para ¢ € {1,2} te-
mos que Hompsay (T, T5[—1]) = 0. Assim, Hompsa) (T}, T[l]) = 0se I # 0
e j € {1,2}. Dos fatos que e;Aes = ejAa e esAes = ey Ad obtemos que
Hompeay(T3, T[1]) = 0. Logo, Hompy(4)(T3,T[l]) = 0 se I # 0.
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Considere os seguintes homomorfismos:

«

Ty — T3 dado por ---0 0 P 0---
O P3 Pl@P2—>O

€1
em que oy = ;
0

T, —- T, dadopor ---0——PFP,——0---

lc

"'O%PZéO"'

Ty — T3 dado por---0 0 P, 0---
O P3 Pl@P2—>O

0
em que €; = ;
€2

T3 — T dadopor---() P PeP,——0---
-
-0 0 P 0

emqueﬁlz<0 bc);

(a)
d
T3 — T3 é dado por ---0 P PeP——0---
l’h
0 P 0

emque71:<0 b).

Jé que e; Ae; = K obtemos que Homps ) (T1,T1) = K. Como ey Ae; = ezAe; =
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0eejde; = K segue que Hompy(a)(T1,T2) = 0 e Hompya)(T1,13) = [a]. Do
fato que Homu(Py, P1) = e1Aes € Homa(Py, Py) = eyAey temos, respectiva-

mente, que Homps a) (T2, T1) = [ve, Be] e Hompo 4y (T2, T2) = [Idr,, d].

Seja ¢ € Hompsa) (T2, T5). Temos que ¢' = 0 para todo i # 1 e ¢! =

A1b + Aob
10 Asbe ,com \; € K. Além disso, o diagrama abaixo é comutativo:
)\362 + )\46
0 0 Py 0
Jo
O P3 Pl@Pgﬁ'Oﬁ
a
d
Como o diagrama comuta e egAes = 0 temos que

Hompy(a)(T2, T3) = [€, arye, aBe, €d].

Dado ¢ € Hompsa)(T5,T1), temos que ¥' = 0 para todo i # 1 e o' =
< Arer Aqb + Asbe >, com \; € K. Além disso, o diagrama abaixo é comu-

2]

tativo:

O P3 Pl@PQﬁOﬁ
|
0 0 P 0

Logo, A1a + Azbd + Asbed = 0. Portanto, Ay = 0 e Hompeay(13,T1) = [3,7].

Seja ¢ € Hompsa)(T3,T2). Temos que ¢ = 0 para todo i # 1 e ¢! =

< 0 AMey+ Aac ), com \; € K. Além disso, o diagrama abaixo é comutativo:

2]

O P3 Pl@Pgﬁ'Oﬁ'
|-
0 0 Py 0

Entao, A\id + Aaed = 0. Portanto, Ay = Ay = 0. Assim, Homps(a)(T3,T2) = 0.
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Dado ¢ € (T,T3), temos que & = 0 para i ¢ {0,1}, &% = pes e & =
()\161 Aob + Azbe

0 )\462 + )\56
mutativo:

>, com pu,\; € K. Além disso, o diagrama abaixo é co-

O P3 Pl@P2—>O—>
[ ¢
O P3 Pl@P2—>O—>

A Aobd + Asbed
Entao, pa) 1 Asbd o Asbe . Logo, u = A\ = A e X5 = 0.
ud Agd + Ascd

ASSimv Home(A) (T?n T3) = [[dTgv 04,8, O{’Y] :

Resumindo obtemos que:

[dT,aﬁ,ory] sei=7=3

[

[

[

la], sei=1ej=3
HOme(A)(E,E) =
[ve, PBel, sei=2ej=1
e, aye, afe, €d], sei=2e j =3
5,

7], sei=3ej=1

0, caso contrario.
\

Portanto, temos que Endpsa)T = KA para algum J contido em KA e A :
X 5
PN ,
178 3<—2. E facil ver que 6* = fa = ya = ved — Be = 0 em Endpsa)T.
N

[e%

Logo, < 62, a8, ay,d0ey — eB >C J. Seja L =< 62, a8, ary,dey — ¢ >. Como
dimgHompy 4 (T3, Tj) = dimge; (KTA) e; temos que L = J. Sabemos pelo

Teorema 2.9 que A ¢ derivadamente equivalente a Endpe 4T
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9. Na algebra A = KTQ, onde

c

A
N

e I =< 2 bed > o complexo T =T, ® Ty @ T3 é inclinante, em que

Q:1

o - 0 0 P 0
T 0 - 0 0 B 0
a
d
T3 . 0 P3 Pl@P2—>0—>

Temos que verificar que Hompa)(T,T[i]) = 0 se i # 0 e que addT gera
K®(proj A) como categoria triangulada. A segunda condigao segue do Lema
2.2. Agora verificaremos a primeira. Como ezAe; = 0 para ¢ € {1,2} te-
mos que Hompoa) (T, T3[—1]) = 0. Assim, Hompea)(T;, T[l]) = 0sel # 0 e
Jj € {1,2}. Dos fatos que e;Aes = e1Aa + e1Ad e esAes = ea Ad obtemos que
Hompeay(T3,T[1]) = 0. Logo, Hompy(4)(T3,T[l]) = 0 se I # 0.
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Considere os seguintes homomorfismos:

a : Ty — T3 dado por---0 0 P 0---
-
0 P3 Pl@PQﬁO

€1
em que oy = ;
0

v : Ty —- T, dadopor ---0——=P,——0---

|

o0 —=P ——=0---

o T2—>T2dad0p0r 00— P ——0---

lc

e : 1Ty — Ty dado por---0 0 P 0---
:
0 P3 PI@PQﬁ'O

6 : T3 — T; dado por---0 by PoP,——0---
lﬁl
.0 0 P, 0---

emque51:<0 bc>.

Por um raciocinio andlogo ao do caso anterior concluimos que Homps4)(T1,T1) =
[[dr,], Hompsa)(T1, T2) = 0, Homp(ay (T, T3) = [a], Hompeay (T2, T1) = [7,74],
HOme(A) (TQ, TQ) = []dT2] (S HOme(A) (Tg, TQ) =0.

Seja ¢ € Hompsa) (T2, T5). Temos que ¢' = 0 para todo i # 1 e ¢! =
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A1h + Agbc , . . . .
,com \; € K. Além disso, o diagrama abaixo é comutativo:
)\362 + /\40
0 0 Py 0
Jo
O P3 Pl@P2—>O—>
a
d
Como o diagrama comuta e egAes = 0 temos que

Home(A) (T27 T3) = [67 ar, O{’}/(S, 65] :

Dado ¢ € Hompsa)(T3,T1), temos que ¢' = 0 para todo i # 1 e ¢! =
< Aer Agb + Asbe ), com \; € K. Além disso, o diagrama abaixo é comu-

2]

tativo:

0 P PL®P—0—>--
|
0 0 j2) 0

Logo, A1a + Aobd + Asbed = 0. Portanto, Ay = Xy = 0 e Homps()(13,T1) = [3].
Dado & € (T3,T3), temos que & = 0 para i ¢ {0,1}, £ = pes e &' =
()\161 )\2b+)\3bc

0 )\462 + )\50
mutativo:

>, com pu,\; € K. Além disso, o diagrama abaixo é co-

O P3 Pl@PQﬁ‘Oﬁ'
¢ |
O P3 Pl@PQﬁ‘Oﬁ

A Xobd + Asbed
Entao, A 18+ Az06 + Aghe . Logo, p=XA =X e s =X =0.
pd Agd 4 Ascd

Assim, Hompy(a)(T3,T3) = [Idr,, af].
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Resumindo obtemos que

Idr], sei=j=

K3

Idr,, 0], sei=j=

[

[

[

[a], sei=1ej=3
HOWZ‘DWA)(E)E) =
[7,70], sei=2ej=1
€, a7y, ayd,€d], sei=2ej=3
Bl, sei=3ej=1

0, caso contrario.
\

Portanto, temos que Endpea)T = K—JA para algum J contido em KA e A :
5

) ,

2\—7/> 1. E facil ver que Ba = 6% = v§ — Be = 0 em Endpy4)T. Logo,
3%

< af, 6%,y —ef >C J. Seja L =< aB, %0y — €3 >. Como

dimg Hompya)(Ti, Tj) = dimge; (K—A) e; temos que L = J. Sabemos pelo

L
Teorema 2.9 que A ¢é derivadamente equivalente a Endps )T
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