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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Resumo

Dada uma álgebra de dimensão finita ela pertence a uma das seguintes classes:

álgebras derivadamente mansas ou álgebras derivadamente selvagens. Nosso objetivo

nesse trabalho é determinar quais K−álgebras de dimensão finita com três módulos

simples são derivadamente mansas.

Palavras-chave: Categoria derivada, álgebra derivadamente mansa, álgebra de-

rivadamente selvagem, álgebras com três módulos simples, álgebra mansa, álgebra

selvagem.



Abstract

Given a finite-dimensional algebra it belongs to one of the following classes: derived

tame or derived wild algebras. In this thesis our aim is to determine which finite-

dimensional K-algebras with three simple modules are derived tame.

Keywords: Derived category, derived tame algebra, derived wild algebra, alge-

bras with three simple modules, tame algebra, wild algebra.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nesse trabalho o corpo K será sempre algebricamente fechado e as álgebras serão

K−álgebras, associativas, com unidade, básicas, conexas e de dimensão finita. Pode-

mos assumir que elas serão básicas porque uma álgebra A sempre é Morita equivalente

a uma álgebra básica, isto é, suas categorias de módulos são equivalentes. A categoria

modA é a de A−módulos à direita finitamente gerados.

O teorema de Krull-Shmidt para álgebras de dimensão finita afirma que todo

módulo M ∈ modA é isomorfo a uma soma direta de módulos indecompońıveis e

essa soma direta é única a menos de permutação. Desse modo, os indecompońıveis

desempenham um papel importante na categoria modA. Dada uma K−álgebra uma

pergunta natural é se a quantidade de módulos indecompońıveis, não isomorfos em

modA, é finita ou não. Quando modA possui uma quantidade finita de indecom-

pońıveis não isomorfos dizemos que A é de representação finita. No outro caso dize-

mos que A é de representação infinita. Consta na literatura, veja por exemplo [6] e

[59], que por volta de 1940 Brauer deixou como exerćıcio para seus alunos as seguintes

conjecturas:

Conjectura 1: Uma K−álgebra é de representação finita ou possui módulos inde-

compońıveis com dimensões arbitrariamente grandes.

Conjectura 2: Uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo infinito K é de

representação finita ou existe uma sequência infinita de números di ∈ N tal que, para

cada i, existe um número infinito de módulos indecompońıveis não isomorfos com

K−dimensão di.

Atualmente essas conjecturas são conhecidas como conjecturas de Brauer-Thrall.

A conjectura 1 foi mostrada primeiro para corpos algebricamente fechados por Roiter

8
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[61] e posteriormente generalizada por Auslander em [4]. Bautista [9] deu uma prova

usando métodos geométricos para a segunda conjectura no caso em que os corpos são

algebricamente fechados com caracteŕıstica diferente de dois, veja também [53].

O estudo das álgebras de representação infinita levou a acreditarem que essas

álgebras se dividiam em duas classes distintas: álgebras mansas e álgebras selvagens.

Freislich e Donovan [25] propuseram uma definição expĺıcita para essas classes de

álgebras. As álgebras mansas são aquelas nas quais dada uma dimensão d existe

uma parametrização dos módulos indecompońıveis dessa dimensão por um número

finito de famı́lias de um parâmetro. Podemos considerar que é posśıvel classificar os

módulos indecompońıveis dessas álgebras. Exemplos bem conhecidos são a álgebra

K[X] e a álgebra de Kronecker.

Uma álgebra A de dimensão finita é selvagem se para toda álgebra de dimensão

finitaB existe um funtorK−linear demodB paramodA o qual é exato, preserva classe

de isomorfismos e leva indecompońıvel em indecompońıvel - veja [6], (no caṕıtulo 2

apresentamos uma definição equivalente para álgebra selvagem). De certo modo, a

classificação de todos os módulos de uma álgebra selvagem de dimensão finita dá a

classificação de todos os módulos de todas as álgebras de dimensão finita. Por isso,

a classificação dos módulos indecompońıveis das álgebras selvagens é de certa forma

imposśıvel, um exemplo de tal álgebra é K[X, Y ]. Note que a classe de álgebras

mansas engloba a de álgebras de representação finita.

Em [29], Drozd mostrou a dicotomia mansa-selvagem: uma K−álgebra de di-

mensão finita é mansa ou selvagem e não pode ser ambas, com K um corpo algebri-

camente fechado. A classificação das álgebras mansas de dimensão finita é conhecida

nos casos nos quais a álgebra possui um módulo simples [17], [19], [28], [35], [40], [46],

[57] e [58] ou dois módulos simples [18], [21], [27], [33], [34], [42] e [47]. Para álgebras

que possuem três ou mais módulos simples o problema de classificação continua em

aberto. Existem alguns resultados para quando a álgebra possui três módulos simples

[31] e [51].

No ińıcio dos anos 60, Grothendieck e Verdier introduziram o conceito de cate-

goria derivada, cuja aplicação encontra-se em várias áreas da matemática. Passados

alguns anos Happel em [44] começou o estudo sistemático de categorias derivadas de

categorias de módulos de álgebras associativas de dimensão finita. Em [43], os autores

enunciaram e provaram uma versão das conjecturas de Brauer-Thrall para categorias
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derivadas de categoria de módulos de álgebras associativas de dimensão finita.

Com esses novos conceitos uma pergunta natural era se existiria definições análogas

de mansas e selvagens para categorias derivadas de álgebras. De la Peña [55] introdu-

ziu o conceito de álgebra derivadamente mansa via álgebra repetitiva. Vossieck [64]

definiu e classificou as álgebras derivadamente discretas que são de dimensão finita.

Baseados nesses trabalhos Geiss e Krause [37] apresentaram uma definição de álgebra

derivadamente mansa mais geral e mostraram que equivalência derivada preserva

a propriedade de ser derivadamente mansa. Em [11], Bekkert e Drozd apresenta-

ram uma definição para álgebras derivadamente mansas e álgebras derivadamente

selvagens1 e estabeleceram a dicotomia mansa-selvagem para categoria derivada de

álgebras de dimensão finita. À luz desse último resultado passou-se ao desafio de des-

cobrir quais álgebras são derivadamente mansas e quais são derivadamente selvagens.

Porém, a estrutura da categoria derivada é conhecida para poucas classes de álgebras

de dimensão finita. Para alguns resultados veja [44], [55], [16], [15], [13], [23], [14],

[20], [24], [7], [8], [36], [12], [45] e [50].

Em [13], os autores classificaram quais álgebras locais ou com dois módulos simples

são derivadamente mansas. Baseado no trabalho [13] investigamos quais as álgebras

de três módulos simples são derivadamente mansas. Chegamos ao resultado abaixo,

o qual iremos demonstrar ao longo desse texto.

Teorema Principal. Seja A uma K−álgebra de dimensão finita, básica e conexa

sobre um corpo algebricamente fechado K que possui exatamente 3 módulos simples.

As afirmações abaixo são equivalentes:

a) A é derivadamente mansa.

b) A é uma álgebra gentle ou A é isomorfa ou anti-isomorfa a uma das álgebras

da tabela 1.1.

1A definição de derivadamente mansa de [11] não coincide com a definição de derivadamente

mansa de [37]. Mas, são equivalentes.
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Tabela 1.1: Álgebras derivadamente mansas que não são

álgebras gentle.

Note que as álgebras 1.4 e 1.6 são álgebras skewed-gentle conforme os exemplos

2.11 e 2.12 da seção 2.5. Já as álgebras 1.1, 1.2 e 1.3 são derivadamente equivalentes,

respectivamente, as álgebras 1.4, 1.5 e 1.6, veja o apêndice B. Temos que as álgebras

1.5, 1.7 e 1.8 se degeneram para álgebras gentle. Nas tabelas A.5, A.7, A.9 e A.11

temos uma lista completa, a menos de isomorfismo e anti-isomorfismo, das álgebras

gentle que possuem 3 módulos simples.

Esse trabalho divide-se da seguinte forma: no caṕıtulo inicial apresentamos os

conceitos básicos da teoria de representação necessários para o entendimento do texto.

O caṕıtulo 3 destina-se a demonstrar o Teorema Principal. Nas seções 3.1, 3.2, 3.3,
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3.4 e 3.5 classificamos as álgebras derivadamente mansas de dimensão finita com três

módulos simples cujo quiver é bisserial e possui, respectivamente, duas, três, quatro,

cinco e seis flechas. Já na seção 3.6 classificamos as álgebras derivadamente mansas

de dimensão finita com três módulos simples cujo quiver não é bisserial. Finalizamos

esse caṕıtulo com a seção 3.7 na qual demonstramos o Teorema Principal. O apêndice

destina-se a dois propósitos: listar as álgebras gentle com três módulos simples e

mostrar as equivalências derivadas que foram afirmadas durante o trabalho.



Caṕıtulo 2

Conceitos Básicos

Neste caṕıtulo faremos uma revisão de alguns conceitos básicos de teoria de re-

presentação de álgebras de dimensão finita, álgebras gentle, álgebras skewed-gentle e

categoria derivada para auxiliar o leitor no restante desse texto. Mais informações

básicas sobre teoria de representação consulte [5], [2], [62] e [63]; para álgebras gentle

e skewed-gentle veja [3] e [38]; já para categoria derivada e trianguladas sugerimos

[39], [65], [48] e [44].

2.1 Quivers

Nesta seção definiremos quivers, que como veremos é um grafo orientado e a ele

associaremos uma álgebra.

Definição 2.1. Um quiver Q = (Q0, Q1; s, t) é uma quádrupla consistindo de dois

conjuntos: Q0 (cujos elementos chamamos de vértices) e Q1 (cujos elementos cha-

mamos de flechas), e dois mapas: s, t : Q1 → Q0 que associam a cada flecha a ∈ Q1

o seu ponto inicial s(a) ∈ Q0 e seu ponto final t(a) ∈ Q0.

Os vértices serão representados por números naturais. Frequentemente represen-

taremos as flechas como s(a)
a→ t(a).

Exemplo 2.1. Com as convenções acima o grafo abaixo é um quiver.

1 a // 2

b

��
c // 3

13
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Quando os conjuntos Q0 e Q1 são finitos dizemos que o quiver é finito. Um quiver é

conexo se, ao desconsiderar a orientação das suas flechas, o grafo obtido é conexo. Na

maioria das vezes, para denotar um quiver usaremos apenas a expressão Q = (Q0, Q1)

ou Q.

Definição 2.2. Sejam Q = (Q0, Q1; s, t) e Q′ = (Q′0, Q
′
1; s′, t′) quivers, dizemos que

Q′ é um subquiver de Q se Q′0 ⊆ Q0, Q
′
1 ⊆ Q1, e caso α ∈ Q′1 temos que s′(a) =

s(a), t′(a) = t(a). Esse subquiver será chamado pleno se Q′1 = {a ∈ Q1|s(a) ∈
Q′0 e t(a) ∈ Q′0}.

Exemplo 2.2. O quiver abaixo é um subquiver pleno do quiver do Exemplo 2.1

1 a // 2

b

��

Se i e j são dois vértices não necessariamente distintos, um caminho de i para j

com comprimento l ≥ 1 é uma sequência de flechas (i|a1a2 · · · al|j), em que s(a1) =

i, t(ak) = s(ak+1) com 1 ≤ k ≤ l − 1 e t(al) = j. Podemos visualizar esse caminho

como

i
a1 // t(a1)

a2 // t(a2) // · · · al // j

A cada vértice i de Q0 associamos um caminho de comprimento 0, chamado de

caminho trivial e denotado por ei ou (i||i). Se o ponto inicial de um caminho não

trivial coincide com o seu ponto final dizemos que esse caminho é um ciclo. Um ciclo

cujo comprimento é 1 é chamado de laço.

Definição 2.3. Seja K um corpo. Uma K−álgebra é um anel A com unidade (de-

notada por 1), que possui uma estrutura de K−espaço vetorial compat́ıvel com a

multiplicação do anel, ou seja,

λ(ab) = (λa)b = a(λb)

para todo λ ∈ K e para todo a, b ∈ A. Dizemos que uma K−álgebra é de dimensão

finita se a dimensão dela sobre K é finito.

Ao conjunto de caminhos de um quiver podemos associar uma estrutura de álgebra

como veremos na próxima definição.
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Definição 2.4. Dado Q um quiver e K um corpo, a álgebra de caminhos KQ de Q é a

K− álgebra que tem como base de seu espaço vetorial o conjunto de caminhos de Q de

comprimento maior ou igual a zero. Sejam α1 = (i|a1a2 · · · al|j) e α2 = (k|b1b2 · · · bs|t)
dois elementos da base de KQ, o produto desses elementos é definido por

α1α2 =

{
(i|a1a2 · · · alb1b2 · · · bs|t), se j=k,

0, caso contrário.

Esse produto é estendido por linearidade para qualquer elemento de KQ.

Nesse trabalho os quivers serão sempre finitos. Nessa situação, a álgebra de cami-

nhos sempre possui unidade dada por 1 =
∑
i∈Q0

ei.

Dado o quiver Q = (Q0, Q1) finito e conexo denotamos por RQ o ideal da álgebra

de caminhos KQ gerado pelas flechas a ∈ Q. Um ideal bilateral I de KQ é dito

admisśıvel se existe m ≥ 2 tal que Rm
Q ⊂ I ⊂ R2

Q.

Um fato conhecido, veja [2] página 57, é que I =< ρ1, ρ2, · · · , ρn > onde ρi =∑
i λiCi, com λi ∈ K e Ci caminhos de comprimento maior ou igual que dois que

possuem o mesmo começo e final. Os elementos ρi são chamados de relações em

Q. Uma relação formada por um único caminho é chamada relação nula. Quando

a relação tem a forma C1 − C2, onde C1 e C2 são caminhos chamamos-a de relação

comutativa. Se I =< ρi > é um ideal admisśıvel, chamamos o par (Q, I) de quiver

com relações e a álgebra A = KQ
I

é chamada de álgebra de caminhos sobre o quiver

com relações e denotada por A = K(Q, I).

Dado uma álgebra A denotaremos seu radical por radA. Se Q é um quiver finito

e I um ideal admisśıvel então rad
(
KQ
I

)
=

RQ
I

. Além disso, a álgebra KQ
I

é básica.

No caṕıtulo 3 precisaremos da seguinte definição.

Definição 2.5. Seja Q′ um subquiver de Q. Se para qualquer caminho

x0
// x1

// · · · // xt em Q, com x0, xt ∈ Q′0, temos que xi ∈ Q′0 para todo

i, com 0 ≤ i ≤ t, dizemos que Q′ é um subquiver convexo de Q.

2.2 O quiver de uma álgebra de dimensão finita

Já vimos que dado um quiver podemos associar a ele uma álgebra associativa.

Além disso, essa álgebra é uma K−álgebra básica. Nessa seção determinaremos sobre
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quais condições a rećıproca seria verdadeira, isto é, quando dada uma K−álgebra A

podemos associar a ela um quiver de modo que A é isomorfa a K(Q, I).

Definição 2.6. Seja A uma K-álgebra de dimensão finita, conexa e básica, sendo

K um corpo algebricamente fechado. Seja {e1, e2, · · · , en} um conjunto completo de

idempotentes primitivos ortogonais de A. O quiver de A, denotado por QA, é definido

do seguinte modo:

a) Os pontos de QA são números 1, 2, · · · , n, os quais estão em bijeção com os

idempotentes {e1, e2, · · · , en}.
b) Dados dois pontos i e j ∈ (QA)0, as flechas a : i→ j estão em correspondência

bijetiva com os vetores de uma base do K-espaço vetorial ei
(
radA
rad2A

)
ej, onde radA é

o radical da álgebra A.

O quiver QA definido acima não depende da escolha do conjunto de idempotentes

primitivos ortogonais em A. Como A é de dimensão finita QA é finito.

Teorema 2.1. (Gabriel) Seja A uma K-álgebra de dimensão finita, conexa e básica.

Existe um ideal admisśıvel I de KQA tal que A ∼= KQA
I

.

Ideia da demonstração:

1) Construir um homomorfismo de álgebras φ : KQA → A.

2) Mostrar que φ é sobrejetivo.

3) Mostrar que I = kerφ é um ideal admisśıvel de KQA.

Faremos apenas o passo 1). Para os outros veja a demonstração do Teorema 3.7,

página 75, de [2].

Sejam α1, · · · , αm elementos de radA tais que {α1, · · · , αm} é uma base de ei
(
radA
rad2A

)
ej.

As flechas de i para j em QA serão denotadas por xα1 , · · · , xαm . Sejam φ0 : (QA)0 → A

o mapa definido por φ0(a) = ea e φ1 : (QA)1 → A para ser o mapa definido por

φ1(xαk) = αk.

Pela propriedade universal das álgebras de caminho (veja Teorema 1.8 página 48

de [2]) existe um único homomorfismo de K−álgebras φ : KQA → A que estende φ0

e φ1. �
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Definição 2.7. Seja A uma K−álgebra básica, conexa e de dimensão finita. Um

isomorfismo A ∼= KQA
I

onde I é um ideal admisśıvel de KQA (como constrúıdo na

demonstração acima) é chamado uma presentação da álgebra A.

A partir de agora toda K-álgebra de dimensão finita, básica e conexa será vista

como uma álgebra de caminhos de um quiver com relações.

Definição 2.8. Dada uma K-álgebra A, denotamos por Aop a álgebra oposta de A. A

álgebra Aop é uma K-álgebra com o mesmo espaço vetorial de A, mas a multiplicação

∗ é definida pela fórmula a ∗ b = ba.

Dada uma K-álgebra A = K(Q, I) considere o quiver Qop = (Qop
0 , Q

op
1 ) onde

Qop
0 = (Q)0 e Qop

1 = { t(a) aop // s(a) |a ∈ (Q)1}. Seja p = a1a2 · · · an−1an um caminho

em Q definimos pop = aopn a
op
n−1 · · · a

op
2 a

op
1 , para uma combinação linear de caminhos∑

λipi temos que (
∑
λipi)

op =
∑
λi(pi)

op. Tome Iop = {f op|f ∈ IA}. A álgebra Aop

é isomorfa a K(Qop, Iop).

2.3 Representação de um quiver

Aprendemos que quivers é uma boa ferramenta para visualizar álgebras de di-

mensão finita. Agora veremos como visualizar módulos através deles.

Definição 2.9. Seja Q = (Q0, Q1) um quiver finito. Uma R−representação de um

quiver Q, em que R é um anel, é um par

V =
(

(Vi)i∈Q0
, (Vα)α∈Q1

)
de duas famı́lias: a primeira, indexada sobre os vértices de Q, é uma famı́lia de

R−módulos e a segunda, indexada sobre as flexas de Q, consiste de homomorfismos

de R−módulos Vα : Vs(α) → Vt(α).

Em alguns casos os R−módulos da definição acima são módulos à esquerda em

outros casos são módulos à direita, o contexto determinará em qual situação estamos.

Se R = K em que K é um corpo e todos os (Vi)i∈Q0
são de dimensão finita, a

representação é dita de representação finita.

Exemplo 2.3. Uma K−representação do quiver de Kronecker
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1

β

==

α
!!
2

é

K2

[ 1 0 ]

%%

[ 0 1 ]

;;K

onde V1 = K2, V2 = K, Vα = [ 1 0 ] e Vβ = [ 0 1 ].

Já temos os objetos da categoria de R−representações de Q. Definiremos agora

os morfismos.

Definição 2.10. Sejam Q = (Q0, Q1) um quiver finito, V =
(

(Vi)i∈Q0
, (Vα)α∈Q1

)
e

U =
(

(Ui)i∈Q0
, (Uα)α∈Q1

)
R−representações de Q. Um morfismo f : V → U é uma

famı́lia f = (fi : Vi → Ui)i∈Q0
de homomorfismo de R−módulos tais que para cada

flecha α : i→ j temos que

fjVα = Uαfi. (2.1)

A equação (2.1) afirma que o seguinte diagrama comuta

Vi

fi
��

Vα // Vj

fj
��

Ui
Uα // Uj

Um morfismo é um isomorfismo se cada fi é um isomorfismo. Dizemos que V e

W são representações isomorfas se existe um isomorfismo de V para W .

Na maioria dos casos o nosso anel é um corpo, portanto os (Vi)i∈Q0
são espaços

vetoriais e (Vα)α∈Q1
são transformações lineares. Por isso, não mencionaremos o anel

caso ele seja K. Sejam f : V → V ′ e g : V ′ → U dois morfismos de R−representações

de Q, onde f = (fi)i∈Q0
e g = (gi)i∈Q0

. Definimos a composição desses dois morfismos

como g ◦ f = (gi ◦ fi)i∈Q0
. É fácil ver que g ◦ f é um morfismo de V para U .

A categoria de representações de Q sobre um corpo K (respectivamente, re-

presentações de dimensão finita) será denotado por RepK(Q) (respectivamente, por

repK(Q)).
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Definição 2.11. Seja Q um quiver finito e V = (Vi, Vα) uma representação de Q.

Para qualquer caminho não trivial ω = α1α2 · · ·αl de a para b em Q, definimos a

avaliação de V no caminho ω para ser o mapa K-linear de Va para Vb definido por

Vω = VαlVαl−1
· · ·Vα2Vα1 .

Se temos uma combinação K-linear de caminhos com mesmo começo e final, o

mapa avaliação estende-se por linearidade, isto é, se ρ =
∑m

i=1 λiωi, onde λi ∈ K e ωi

é um caminho de Q, temos

Vρ =
m∑
i=1

λiVωi .

Considere Q um quiver e I um ideal admisśıvel de KQ. Uma representação

V = (Vi, Vα) de Q satisfaz as relações em I ou é limitada por I, se temos

Vρ = 0, para todas as relações ρ ∈ I.

Denotamos por RepK(Q, I) (respectivamente, repK(Q, I)) a subcategoria plena de

RepKQ (respectivamente, de repKQ) consistindo das representações de Q limitadas

por I.

Exemplo 2.4. Considere o ideal I =< αβ > de KQ onde Q é o quiver

1 α // 2
β // 3

Uma representação desse quiver com relação é

K

 1

0


// K2

[ 0 1 ]

// K

Nosso interesse é na categoria dos A−módulos à direita finitamente gerados, deno-

tada por modA, onde A é uma K-álgebra de dimensão finita. O teorema seguinte re-

laciona a categoria modA com a categoria repK (QA, I) das representações K-lineares

de QA de dimensão finita limitadas por I. Denotaremos a categoria dos A−módulos

à direita por ModA.

Teorema 2.2. Seja A = KQ/I conexa, básica e de dimensão finita, onde I um ideal

admisśıvel de KQ. Existe uma equivalência K-linear de categorias

F : ModA
'−→ RepK(Q, I) (2.2)
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a qual restringe a uma equivalência de categorias

F : mod A
'−→ repK(Q, I). (2.3)

Teorema 2.3. Seja A ∼= KQ/I conexa, básica e de dimensão finita, onde I é um

ideal admisśıvel. Dado a ∈ Q0, considere a representação S(a) = (S(a)b, Vα) de Q,

onde

S(a)b =

K, se b = a,

0, se b 6= a

Vα = 0, para toda α ∈ Q1.

O conjunto {S(a)|a ∈ Q0} é um conjunto completo dos representantes das classes de

isomorfismos dos A-módulos simples.

2.4 Álgebras mansas e selvagens

O teorema de Krull-Schmidt para álgebras de dimensão finita diz que na categoria

modA todo módulo M é isomorfo a uma soma direta de módulos indecompońıveis.

Além disso, essa decomposição é única a menos da ordem dos somandos diretos.

Com isso, percebemos a importância de estudar os indecompońıveis da categoria

modA. Nessa seção estudaremos as álgebras do ponto de vista do comportamento

quantitativo dos A−módulos indecompońıveis em modA

Definição 2.12. Seja A uma K−álgebra de dimensão finita. Dizemos que A é de

representação finita se a quantidade de classes de isomorfismos de módulos indecom-

pońıveis é finita.

Exemplo 2.5. A álgebra A = KQ
I

em que Q : 1 b // 2

a

��
e I =< a2 > é de repre-

sentação finita. Os seus módulos indecompońıveis são isomorfos a um dos módulos

abaixo:



21

K // 0

0

��
0 // K

0

��
0 // K2

 0 0

1 0


		

K

 1

0


// K2

 0 0

1 0


		

K
1 // K

0

��
K

 0

1


// K2

 0 0

1 0


		

K2

 1 0

0 1


// K2

 0 0

1 0


		

Exemplo 2.6. A álgebra A = KQ
I

em que Q : 1 b // 2

a

��
e I =< a2, ba > é de repre-

sentação finita. Os seus módulos indecompońıveis são isomorfos a um dos módulos

abaixo:

K // 0

0

��
0 // K

0

��
0 // K2

 0 0

1 0


		

K
1 // K

0

��
K

 1

0


// K2

 0 0

1 0


		

De acordo com o comportamento quantitativo dos módulos indecompońıveis em

modA as K−álgebras dividem-se em duas classes: álgebras mansas e álgebras selva-

gens. Como veremos essas classes são disjuntas.

Intuitivamente uma álgebra é mansa se todos os seus módulos indecompońıveis, a

menos de uma quantidade finita, de uma dada dimensão podem ser parametrizados

por um número finito de famı́lias de um paramêtro. Já para as álgebras selvagens

isso não ocorre. De certo modo em uma álgebra selvagem A a categoria modA possui

todos os módulos indecompońıveis de todas as K−álgebras de dimensão finita.

Denotaremos por finK < x, y > a subcategoria plena e exata de K < x, y > cujo

os objetos são os módulos de dimensão finita.

Definição 2.13. [30, 63] Seja A uma K-álgebra de dimensão finita. Dizemos que A

é selvagem se existe um K 〈x, y〉 − A bimódulo M tal que
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1. M é livre e finitamente gerado como um K 〈x, y〉-módulo.

2. O funtor

−⊗K〈x,y〉M : finK 〈x, y〉 → modA

respeita classes de isomorfismo (ou seja, L ' L′ se, e somente se, L⊗K〈x,y〉M '
L′ ⊗K〈x,y〉M) e leva módulo indecompońıvel em indecompońıvel.

Note que se A é selvagem a álgebra Aop também será selvagem.

Exemplo 2.7. A álgebra KQ onde Q é o quiver

1 2

β
}} γoo

α

aa

é selvagem. Basta tomar M como sendo o bimódulo abaixo:

K < x, y > K < x, y >
xvv

y

zz

1

kk

Lema 2.1. [30] Suponha que A é uma K−álgebra de dimensão finita. Se I é um

ideal, não necessariamente admisśıvel, tal que A
I

é uma álgebra selvagem. Então, A

é uma álgebra selvagem.

Definição 2.14. [30, 63] Seja A uma K-álgebra de dimensão finita. Dizemos que

A é mansa se para qualquer dimensão d > 0, existe um número finito de K[x] − A
bimódulos Mi tal que

1. Mi é finitamente gerado e livre como um K[x]−módulo.

2. Todo módulo indecompońıvel X de dimensão d, exceto para uma quantidade

finita, é isomorfo a K[x]
(x−λ)

⊗K[x] Mi, para algum λ ∈ K.

Note que toda álgebra de representação finita é uma álgebra mansa.

Exemplo 2.8. A álgebra A = KQ do quiver de Kronecker

1 2

β
}}

α

aa
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é mansa.

Para vermos isso será necessário relembrarmos quais são os módulos indecom-

pońıveis de modKQ. Esse resultado é bem conhecido na literatura, iremos apenas

listar esses módulos - o leitor que deseja conhecer como foram feitos os cálculos pode

consultar [62].

Os módulos indecompońıveis são dados pelas representações abaixo:

Km Km+1

[
Im 0

]
vv

[
0 Im

]ff Km+1 Km

 Im
0


tt

 0

Im


ff

Km Km

Im
ww

λIm+Jm

ee Km Km

Jm
ww

Im

ee

onde Im é a identidade m ×m, Jm denota o bloco de Jordan nilpotente de tamanho

m×m e λ ∈ K. Se d 6= 2m, já sabemos que existe uma quantidade finita de módulos

indecompońıveis com essa dimensão. No caso d = 2m, considere o bimódulo M1

abaixo

M1 : K[x]m K[x]m
Imtt

xIm+Jm

jj

onde Jm denota o bloco Jordan nilpotente de tamanho m×m. O bimódulo M1 é um

K[x]−módulo livre de posto 2m. Então, caso d = 2m somente uma quantidade finita

de módulos indecompońıveis com essa dimensão não é isomorfa a K[x]
x−λ ⊗K[x] M1 com

λ ∈ K. Logo, A é mansa.

A prinćıpio uma álgebra poderia ser mansa e selvagem, porém Drozd mostrou em

[29] que isso não ocorre, conforme o teorema:

Teorema 2.4. Toda álgebra de dimensão finita é mansa ou selvagem, mas não ambas.

As álgebras da definição abaixo é uma classe de álgebras que já foram classificadas.

Definição 2.15. [2] Seja A uma K-álgebra básica e de dimensão finita. Dizemos que

A é uma álgebra hereditária se todo submódulo de um A−módulo projetivo é projetivo.
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O próximo teorema caracteriza uma álgebra hereditária em termos de seu quiver.

Teorema 2.5. [2] Considere A uma K-álgebra básica, conexa e de dimensão finita.

Então A é hereditária se, e somente se, A ∼= KQ, onde Q é um quiver finito, conexo

e aćıclico.

Para descrevermos a classificação das álgebras hereditárias precisamos listar os

diagramas de Dynkin e os diagramas de Dynkin estendido. Os diagramas de Dynkin

são:

An : ◦ ◦ · · · ◦ n ≥ 1

Dn : ◦

◦ ◦ · · · ◦

◦

n ≥ 4

E6 : ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦
E7 : ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
E8 : ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
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Enquanto que os diagramas de Dynkin estendidos são:

Ãn : ◦

◦ ◦ · · · · · · ◦

n ≥ 1

D̃n : ◦ ◦

◦ ◦ · · · ◦

◦ ◦

n ≥ 4

Ẽ6 : ◦

◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦
Ẽ7 : ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
Ẽ8 : ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

Teorema 2.6. [32, 26, 52] Seja A = KQ uma álgebra hereditária conexa. Então são

equivalentes:

i) A é mansa;

ii) O grafo que obtemos ao desconsiderarmos a orientação das flechas de Q é um

diagrama de Dynkin ou um diagrama de Dynkin estendido.

2.5 Álgebras gentle e skewed-gentle

Nesse trabalho duas classes de álgebras terão papel fundamental. São as álgebras

gentles [3] e as álgebras skewed-gentle [38] definidas abaixo.

Definição 2.16. Dizemos que um quiver Q é bisserial se todo vértice é origem e fim

de no máximo duas flechas;
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Definição 2.17. Sejam Q um quiver e I um ideal admisśıvel de KQ. O par (Q, I)

é chamado gentle se satisfaz:

1) Q é um quiver bisserial.

2) dada uma flecha α ∈ Q1, existe no máximo uma flecha β ∈ Q1 com t(β) = s(α)

(respectivamente, γ ∈ Q1 com s(γ) = t(α)) tal que βα ∈ I ( respectivamente,

αγ ∈ I);

3) dada uma flecha α ∈ Q1, existe no máximo uma flecha β ∈ Q1 com t(β) = s(α)

(respectivamente, γ ∈ Q1 com s(γ) = t(α)) tal que βα /∈ I (respectivamente,

αγ /∈ I);

4) o ideal I é gerado por caminhos de comprimento 2.

Definição 2.18. Uma K−álgebra A é gentle se ela é Morita equivalente a uma álgebra

quociente KQ
I

, onde o par (Q, I) é gentle.

Exemplo 2.9. A álgebra K(Q, I) é gentle, onde Q é o quiver

1 a // 2

b

��
c // 3

e I =< b2, ac >.

Seja Q = (Q0, Q1) um quiver. Fixaremos alguns elementos de Q0 e denotaremos

o subconjunto formado por eles por Sp. Chamaremos os elementos de Sp de vértices

especiais. Os vértices que pertencem a Q0\Sp serão chamados de vértices ordinários.

Dado um conjunto I de relações para Q - com isso temos uma tripla (Q,Sp, I)

- consideremos o par (Qsp, Isp), onde Qsp
0 := Q0, Qsp

1 := Q1 ∪ {ai|i ∈ Sp}, s(ai) :=

t(ai) = i e Isp := I ∪ {a2
i |i ∈ Sp}.

Definição 2.19. Uma tripla (Q,Sp, I) como acima é chamada skewed-gentle se o

correspondente par (Qsp, Isp) é gentle.

Seja (Q,Sp, I) uma tripla skewed-gentle. Associamos para cada vértice i ∈ Q0

um conjunto, o qual será denotado por Q0(i), da seguinte maneira: se i é um vértice

especial então Q0(i) = {(i,−), (i,+)}, caso contrário Q0(i) = {i}.
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Agora definiremos o quiver com relações (Qsg, Isg) do seguinte modo:

Qsg
0 := ∪i∈Q0Q0(i),

Qsg
1 [α, β] := {(α, a, β)|a ∈ Q1, α ∈ Q0(s(a)), β ∈ Q0(e(a))} ,

Isg :=

 ∑
β∈Q0(s(b))

λβ(α, a, β)(β, b, γ) | ab ∈ I, α ∈ Q0(s(a)), γ ∈ Q0(e(b))

 ,

onde Qsg
1 [α, β] é o conjunto das flechas de α para β; λβ = −1 se β = (i,−) para

algum i ∈ Q0 e λβ = 1, caso contrário.

Definição 2.20. Uma K-álgebra A é chamada skewed-gentle, se é Morita equivalente

a uma álgebra quociente KQsg

〈Isg〉 , onde a tripla (Q,Sp, I) é skewed-gentle.

Exemplo 2.10. Toda álgebra gentle é skewed-gentle, basta tomar Sp = ∅.

Os dois exemplos abaixo são as duas álgebras skewed-gentle que não são gentle

que aparecerá no nosso trabalho.

Exemplo 2.11. Sejam Q : 1 a // 2

b

��
e I =< b2 >, tome Sp = {1}. O par (Qsp, Isp)

é gentle, logo a álgebra KQsg

〈Isg〉 é skewed-gentle, onde

Qsg : α
p // β

q

��
γroo ,

α = (1,−), β = 2, γ = (1,+), p = (α, a, β), q = (β, b, β) e r = (γ, a, β). Temos que

Isg =< q2 >.

Exemplo 2.12. Sejam Q : 1

b

== 2

a
}}

e I =< ab, ba >, tome Sp = {1}. O par

(Qsp, Isp) é gentle, logo a álgebra KQsg

〈Isg〉 é skewed-gentle, onde

Qsg : α
p

<< β

q

~~

s

<< γ

r
||

,

α = (1,−), β = 2, γ = (1,+), p = (α, b, β), q = (β, a, α), s = (β, a, γ) e r = (γ, b, β).

Temos que Isg =< rs, rq, pq, ps, sr − qp >.
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2.6 Categoria de complexos e categoria homotópica

Dada A uma categoria abeliana iremos definir a categoria de complexos, denotada

por C(A). Seja (X i)i∈Z uma famı́lia de objetos de A e dX = (diX)i∈Z uma famı́lia de

morfismos de A, onde diX : X i → X i+1. Um complexo é uma sequência como

· · · // X i−1
di−1
X // X i

diX // X i+1 // · · ·

tal que diX ◦ di−1
X = 0, para todo i ∈ Z. Os objetos de C(A) são complexos.

Dados X, Y ∈ C(A), um morfismo entre complexos é uma famı́lia de morfismos

de A f = (f i)i∈Z, onde f i : X i → Y i tal que

f i ◦ di−1
X = di−1

Y ◦ f i−1

isto é, o diagrama abaixo é comutativo:

· · · // X i−1
di−1
X //

f i−1

��

X i //

f i

��

· · ·

· · · // Y i−1
di−1
Y // Y i // · · ·

A categoria C(A) também é abeliana.

A próxima definição é ferramenta chave para definirmos a categoria homotópica.

Definição 2.21. Sejam f = (f i)i∈Z, g = (gi)i∈Z morfismos em C(A). Dizemos que

f e g são homotópicos e denotamos f ∼ g se existe uma famı́lia de morfismos em A
s = (si), onde si : X i → Y i−1 tal que f i − gi = di−1

Y ◦ si + si+1 ◦ diX .

· · · // X i−1
di−1
X // X i

f i

��

gi





si

��

diX // X i+1

si+1

��

// · · ·

· · · // Y i−1
di−1
Y // Y i

diY // Y i+1 // · · ·

Chamamos s de homotopia. Um morfismo f é homotopicamente nulo se f ∼ 0.

O conjunto dos morfismos homotopicamente nulos formam um ideal I em C(A),

ou seja, dados morfismos f, g, h ∈ C(A) com h ∈ I tal que f ◦h e h◦g existem, então

f ◦ h, h ◦ g ∈ I.
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A categoria homotópica K(A) é o quociente C(A) com relação ao ideal I. Em

outras palavras, os objetos de K(A) são os mesmos de C(A) e os morfismos são

morfismos de complexos módulo homotópicos a zero, isto é,

HomK(A)(X, Y ) =
HomC(A)(X, Y )

I(X, Y )

Como a categoria A é abeliana podemos definir o funtor de cohomologia Hn, para

todo n ∈ Z

Hn : C(A)→ A

da seguinte forma. Nos objetos Hn(X) = Kerdn
Imdn−1

. Dado um morfismo f : X → Y

definimos Hn(f) : Hn(X)→ Hn(Y ) por Hn(f)(x) = fn(n). Caso Hn(X) 6= 0 apenas

para uma quantidade finita de ı́ndices n dizemos que X tem cohomologia limitada.

Esse funtor está bem definido em K(A), pois se f ∼ g então Hn(f) = Hn(g), para

todo n ∈ Z. Um morfismo entre complexos f : X → Y é chamado quase isomorfismo

se Hn(f) é um isomorfismo para todo n ∈ Z. Esses morfismos terão um papel

fundamental na definição de categoria derivada.

Definição 2.22. (Localização) Sejam C uma categoria e S uma classe de morfis-

mos em C. A localização de C com relação a S é uma categoria C[S−1] junto com

um funtor Q : C → C[S−1] tal que:

1) Q(f) é um isomorfismo para todo f ∈ S, e;

2) Qualquer funtor, F : C → D tal que F (f) é um isomorfismo para todo f ∈ S, se

fatora unicamente através de Q, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

C
Q //

F
##

C[S−1]

∃! G
��
D

A categoria derivada de A, denotada por D(A) é a localização de K(A) no con-

junto S formado por todos os quase isomorfismos, isto é, D(A) := K(A)[S−1]. A

categoria D(A) é obtida de K(A) invertendo formalmente os quase isomorfismos.

As categorias K(A) e D(A) não são abelianas, mas elas possuem algumas propri-

edades adicionais que as tornam uma categoria triangulada.



30

2.7 Categoria Triangulada

Em geral, as categorias trianguladas não são abelianas, mas os seus triângulos

distinguidos serão bons substitutos para as sequências exatas.

Seja T uma categoria aditiva e Σ : T → T um automorfismo aditivo. Um triângulo

em T é uma sequência de objetos e morfismos em T da forma:

X u // Y v // Z w // ΣX

Um morfismo de triângulos é uma tripla de morfismos (f, g, h) tal que o diagrama

abaixo é comutativo em T :

X
u //

f
��

Y
v //

g
��

Z
w //

h
��

ΣX

Σf
��

X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′ w′ // ΣX ′

Caso f, g e h sejam isomorfismos diremos que temos um isomorfismo de triângulos.

Definição 2.23. Uma categoria triangulada é uma categoria aditiva T junto com um

automorfismo aditivo Σ - chamado funtor translação - e uma coleção de triângulos

distinguidos, também chamados de exatos, satisfazendo os seguintes axiomas:

(TR 1) A coleção de triângulos distinguidos é fechada sobre isomorfismos de triângulos.

Para cada objeto X ∈ T , o triângulo X
id // X // 0 // ΣX é um

triângulo distinguido e para cada morfismo f : X → Y ∈ T existe um

triângulo distinguido da forma X
f // Y // Z // ΣX ;

(TR 2) Se X
f // Y

g // Z
h // ΣX é um triângulo distinguido, então o triângulo

Y
g // Z

h // ΣX
−Σf // ΣY também é distinguido e vice-versa;

(TR 3) Dados triângulos distinguidos X
f // Y

g // Z
h // ΣX e

X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′
h′ // ΣX ′ então cada diagrama comutativo

X
f //

φ
��

Y
g //

ψ
��

Z
h // ΣX

Σφ
��

X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′ h′ // ΣX ′

pode ser completado para um morfismo de triângulos;
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(TR 4) (Axioma do octaedro) Dados os seguintes triângulos distinguidos:

X
f // Y // Z ′ // ΣX

Y
g // Z // X ′ // ΣY

X
g◦f // Z // Y ′ // ΣX

então existe um triângulo distinguido

Z ′ a // Y ′ b // X ′ c // ΣZ ′

tal que o seguinte diagrama é comutativo:

X
f //

id
��

Y //

g

��

Z ′

��

// ΣX

Σid
��

X
g◦f //

f
��

Z

id
��

// Y ′

��

// ΣX

Σf
��

Y
g //

��

Z //

��

X ′ //

id
��

ΣY

��
Z ′ a // Y ′ b // X ′ c // ΣZ ′

A categoria abeliana que iremos trabalhar nesse texto é a categoria de módulos

à direita finitamente gerados de uma K−álgebra A de dimensão finita denotada por

modA. Suas categorias homotópica e derivada serão denotadas, respectivamente, por

K(A) e D(A). Essas categorias serão trianguladas. Para tanto, precisamos exibir o

funtor translação e o conjunto de triângulos distinguidos.

O funtor translação

Σ : K(A)→ K(A)

no objeto (Xn, dnX)n∈Z é dado por ((ΣX)n, dnΣX)n∈Z, onde (ΣX)n = Xn+1 e dnΣX =

−dn+1
X , para todo n ∈ Z; no morfismo f : X → Y é tal que (Σf)n = fn+1, para todo

n ∈ Z.

Será muito comum nesse texto adotarmos a notação X[i] para ΣiX e f [i] para

Σif .

Para definirmos o conjunto de triângulos distinguidos precisamos definir o cone

de um morfismo f : X → Y .
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Definição 2.24. Dado um morfismo f : X → Y de complexos (X i, diX) e (Y i, diY ) o

cone Cf é o complexo com Cn
f = Xn+1 ⊕ Y n e

dnCf =

[
−dn+1

X 0

fn+1 dnY

]
.

Por definição, um triângulo em K(A) é um triângulo exato se ele é isomorfo a um

triângulo da forma

X
f // Y

α(f) // Cf
β(f) // X[1]

onde α(f)n =

[
0

id

]
e β(f)n =

[
id 0

]
.

A categoria homotópica K(A) com o automorfismo e os triângulos distinguidos

definidos acima é uma categoria triangulada, ou seja, satisfaz os axiomas (TR 1)-(TR

4).

O próximo lema será útil nesse trabalho.

Lema 2.2. ( [48], pag. 8) Considere os complexos

X : · · · 0 // 0 // X0 // 0 // 0 · · ·

W : · · · 0 //W−1 // 0 // 0 // 0 · · ·

Y : · · · 0 // Y −1 d // Y 0 // 0 // 0 · · ·

em que Y 0 = X0 e W−1 = Y −1. Sejam f e g os morfismos definidos pelos diagramas

abaixo:

X : · · · 0 // 0 //

��

X0

id

��

// 0 //

��

0 · · ·

f :

Y : · · · 0 // Y −1 d // X0 // 0 // 0 · · ·

Y : · · · 0 // Y −1

id

��

d // Y 0 // 0 // 0 · · ·

g :

W : · · · 0 //W−1 // 0 // 0 // 0 · · ·
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Em K(A) o cone Cf é isomorfo ao complexo Z = (Zi, diZ) em que Zi = 0, para

todo i 6= −1, Z−1 = Y −1 e diZ = 0, para todo i ∈ Z. Já o cone Cg é isomorfo ao

complexo T = (T i, diT ) em que T i = 0, para todo i 6= −1, Z−1 = Y 0 e diT = 0, para

todo i ∈ Z.

A estrutura triangulada de K(A) induz uma estrutura triangulada em D(A) via

o funtor localização. Para ver esse fato necessitamos de algumas definições.

Definição 2.25. Sejam B uma categoria e S um conjunto de morfismos em B. Di-

zemos que S é um sistema multiplicativo se S satisfaz as seguintes condições:

(MS 1) se s, s′ ∈ S são tais que s ◦ s′ existe, então s ◦ s′ ∈ S. O morfismo identidade

id está em S, para todo X ∈ B;

(MS 2) seja s : X → Y tal que s ∈ S. Então, quaisquer morfismos f : Y ′ → Y

e g : X → X ′′ em B podem ser completados para um par de diagramas

comutativos

X ′ //

s′

��

X

s
��

Y ′
f // Y

X
g //

s
��

X ′′

s′′

��
Y // Y ′′

tal que s′, s′′ ∈ S;

(MS 3) Para quaisquer f, g : X → Y morfismos em B existe s ∈ S com f ◦ s = β ◦ s
se, e somente se, existe s′ ∈ S com s′ ◦ f = s′ ◦ g.

Definição 2.26. Sejam T uma categoria triangulada com funtor translação Σ e S

um conjunto de morfismos os quais formam um sistema multiplicativo. Se S satisfaz

as condições abaixo dizemos que S é compat́ıvel com a triangulação:

1) s ∈ S se, e somente se, o mapa Σf ∈ S.

2) Dados triângulos distinguidos X
f // Y

g // Z
h // ΣX e

X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′
h′ // ΣX ′ então cada diagrama comutativo

X
f //

s
��

Y
g //

s′
��

Z
h //

t
��

ΣX

Σs
��

X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′
h′ // ΣX ′
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com s, s′ ∈ S pode ser completado para um morfismo de triângulos tal que t ∈ S.

Teorema 2.7. Sejam T uma categoria triangulada e S um sistema multiplicativo o

qual é compat́ıvel com a triangulação. Então, a localização T [S−1] é uma catego-

ria triangulada e o funtor de localização leva triângulos distinguidos em triângulos

distinguidos.

Em K(A) o conjunto S formado pelos quase isomorfismos que usamos para loca-

lizar e obter D(A) é um sistema multiplicativo que é compat́ıvel com a triangulação.

Logo, D(A) é triangulada.

Dada A uma K−álgebra, a subcategoria plena de modA cujos objetos são os pro-

jetivos será denotada por projA. Na categoria K(A) temos as seguintes subcategorias

trianguladas plenas:

K−(A) = {X = (X i) ∈ K(A)|X i = 0 ∀ i ≥ i0}

K+(A) = {X = (X i) ∈ K(A)|X i = 0 ∀ i ≤ i0}

Kb(A) = K+(A) ∩ K−(A)

Localizando no conjunto dos quase isomorfismos obtemos as correspondentes cate-

gorias derivadas D+(A),D−(A) e Db(A). Outras subcategorias plenas importantes

são,

K+,b(A) = {X = (X i) ∈ K+(A)| X tem cohomologia limitada}

K−,b(A) = {X = (X i) ∈ K−(A)| X tem cohomologia limitada}

Teorema 2.8. ([48], pág. 113) D−(A) é equivalente a K−(projA). A imagem de

Db(A) sobre essa equivalência é K−,b(projA).

Definição 2.27. Dadas K−álgebras A e B, dizemos que A é derivadamente equiva-

lente a B se Db(A) é equivalente a Db(B) como categoria triangulada.

Muitas vezes a prova de que a categoria derivada de uma dada álgebra é deriva-

damente mansa será feita de maneira indireta, mostrando que ela é derivadamente

equivalente a uma outra que já é conhecida ser derivadamente mansa. Para isso, o

teorema de Morita para categorias derivadas será muito útil.

Definição 2.28. Dado um objeto X em uma categoria aditiva C, denotamos por

add X a subcategoria plena cujos objetos são os somandos diretos de somas finitas de

cópias de X.
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Definição 2.29. Seja C uma categoria triangulada. Dizemos que uma subcategoria

B gera C como categoria triangulada se não existe uma subcategoria própria, plena e

triangulada de C, fechada sobre isomorfismos, que contém B.

Teorema 2.9. [56] (Teorema de Morita para categorias derivadas) Considere as

K−álgebras A e B . As seguintes condições são equivalentes:

a) Db(A) e Db(B) são equivalentes como categorias trianguladas;

b) B é isomorfo a End(T ), onde T é um objeto de Kb(proj A) satisfazendo:

(1) Hom (T, T [i]) = 0 para todo i 6= 0;

(2) add T gera Kb(proj A) como uma categoria triangulada.

Se T é um objeto emKb(proj A) que satisfaz (b1) e (b2) ele é chamado de complexo

inclinante para A.

Antes de fazer um exemplo que ilustra esse teorema necessitamos de um lema e

uma definição.

Definição 2.30. Sejam A = KQ
I

uma K−álgebra, i, j ∈ Q0, Pi = eiA, Pj = ejA e w

um caminho não nulo do vértice i para o vértice j.

1. A multiplicação à esquerda por w nos dá um homomorfismo de Pj para Pi que

será denotado por w ou por w·.

2. A multiplicação à direita por w nos dá um homomorfismo de Aei para Aej que

será denotado por ·w.

Lema 2.3. Sejam A = KQ
I

, i, j, k ∈ Q0 e f um caminho não nulo de k para j.

Considere os complexos:

M : · · · // 0 // Pj
f // Pk // 0 // · · ·

L : · · · // 0 // Pi // 0 // 0 // · · ·

onde L é concentrado no grau 0 e M é concentrado nos graus 0 e 1.

Então,
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1. HomDb(A)(L,M [i]) ∼=


ejAei ∩ ker(f ·), se i = 0

ekAei
fAei

, se i = 1

0, caso contrário.

2. HomDb(A)(M,L[i]) ∼=


eiAek ∩ ker(·f), se i = −1

eiAej
eiAf

, se i = 0

0, caso contrário.

3. HomDb(A)(M,M [i]) ∼=



ker(·f) ∩ ker(f ·), se i = −1

V
U
, se i = 0

ekAej
fAej+ekAf

se i = 1

0, caso contrário,

onde V = {(s, t) ∈ ejAej × ekAek | tf = fs} e U = {(lf, f l) | l ∈ ejAek} são

espaços vetoriais.

Demonstração : Como HomA(Pi, Pj) ∼= ejAei e Db(A) é derivadamente equi-

valente a K−,b(projA) as afirmações seguem direto da definição de morfismo em

K−,b(projA). �

Precisaremos da próxima notação no exemplo abaixo. Seja S um espaço vetorial

e si ∈ S, com i ∈ J . Denotaremos o subespaço gerado por {si|i ∈ J} por [(si)i∈J ].

Exemplo 2.13. Considere a álgebra A = KQ
I

onde

Q : 1 a // 2

b

��
c // 3 e I =< b2 > .

Temos o complexo T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 onde:

T1 : · · · // 0 // P2
a // P1

// 0 // · · ·

T2 : · · · // 0 // P2
// 0 // 0 // · · ·

T3 : · · · // 0 // P3
// 0 // 0 // · · ·

com T2, T3 complexos concentrados no grau 0 e T1 complexo concentrado nos graus 0

e 1.
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O complexo T é um complexo inclinante. Para provar essa afirmação é necessário

ver que HomDb(A)(T, T [i]) = 0 se i 6= 0 e a categoria add(T ) gera Kb(projA) como

categoria triangulada. A segunda condição segue do Lema 2.2.

Agora mostraremos a primeira condição. Se i /∈ {0,−1}, HomDb(A)(T1, T2[i]) = 0.

Caso i = −1, do Lema 2.3 e do fato que ker(·a) = 0 segue que HomDb(A)(T1, T2[−1]) =

0. Analogamente, HomDb(A)(T1, T3[i]) = 0 se i 6= 0. Se i /∈ {0, 1,−1} temos que

HomDb(A)(T1, T1[i]) = 0. Caso i = −1, do Lema 2.3 e do fato que ker(·a) = 0 segue

que HomDb(A)(T1, T1[−1]) = 0. Quando i = 1, utilizando o Lema 2.3 e o fato que

e1Ae2 = aAe2 temos que HomDb(A)(T1, T1[1]) = 0. Logo, HomDb(A)(T1, T1[i]) = 0

com i 6= 0. Se i 6= 0 temos que HomDb(A)(T2, T2[i]) = 0, HomDb(A)(T2, T3[i]) =

0, HomDb(A)(T3, T2[i]) = 0 e HomDb(A)(T3, T3[i]) = 0. Caso i = 1, utilizando o Lema

2.3 e os fatos que e1Ae2 = aAe2 e e1Ae3 = aAe3 obtemos que HomDb(A)(T2, T1[1]) = 0

e HomDb(A)(T3, T1[1]) = 0. Portanto, HomDb(A)(T2, T1[i]) = 0 e HomDb(A)(T3, T1[i]) =

0 para todo i 6= 0.

Vamos encontrar a álgebra EndDb(A)T . Pois, do Teorema 2.9 segue que Db(A) é

derivadamente equivalente a Db(EndDb(A)T ). Considere os seguintes homomorfismos:

γ : T1 → T2 onde γ é dado por · · · 0 // P2

e2
��

a // P1
// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 // 0 · · ·

α : T2 → T2 onde α é dado por · · · 0 // P2

b
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

β : T3 → T2 onde β é dado por · · · 0 // P3

c

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

Do Lema 2.3 temos que os homomorfismos existentes entre os somandos diretos

de T são:
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HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi ], se i = j = 1, 3

[α, IdTi ], se i = j = 2

[γ, αγ], se i = 1 e j = 2

[β, αβ], se i = 3 e j = 2

0, caso contrário.

Com os homomorfismos entre os somandos diretos calculados temos que End T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e

∆ : 1
γ // 2

α

��
3

βoo

A flecha u em ∆ que começa em i e termina em j corresponde ao homomorfismo u

que pertence a HomDb(A)(Ti, Tj). Observe que em K∆ a multiplicação é da esquerda

para a direita ao contrário do que ocorre na álgebra de endomorfismos.

É fácil ver que α2 = 0 em EndDb(A)T . Logo, < α2 >⊆ J . Seja L =< α2 >. Como

dimKHomDb(A)(Ti, Tj) = dimKei
(
K∆
L

)
ej temos que L = J . Note que EndDb(A)T é

isomorfa a uma álgebra skewed-gentle.

2.8 Tipo de Representação Derivada

Já estamos em condições de definir o objeto central desse estudo: álgebras de-

rivadamente mansas e álgebras derivadamente selvagens. Precisamos das definições

abaixo para prosseguirmos.

Definição 2.31. Dado X = (X i, diX) um complexo limitado de módulos sobre Γ⊗A
podemos definir o funtor abaixo:

−⊗X : modΓ → Cb(A)

M 7→ Y = (Y i, diY ) em que Y i = M ⊗X i e diY = IdM ⊗ diX ,

f 7→ g = (gi) em que gi = f ⊗ IdXi .

Definição 2.32. Dado um complexo X ∈ Db(A) a dimensão cohomológica de X é o

vetor abaixo:

h− dimX = (dimH i(X))i∈Z
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Definição 2.33. Seja K um corpo algebricamente fechado. Uma álgebra A é chamada

derivadamente mansa se para cada vetor v = (vi)i∈Z de números naturais existe uma

localização R = K[x]f com relação a algum f ∈ K[x] e um número finito de complexos

limitados de R− A bimódulos C1, · · · , Cn tais que:

1) cada Ci
j é finitamente gerado e livre como R−módulo à esquerda;

2) a menos de uma quantidade finita, todo indecompońıvel X ∈ Db(A) com h −
dimX = v é isomorfo a S ⊗R Cj para algum j ∈ {1, · · · , n} e algum R−módulo

simples S.

Então, A é derivadamente mansa se para cada vetor de números naturais v os

objetos indecompońıveis de Db(A) cuja dimensão cohomológica é v podem ser para-

metrizados por uma quantidade finita de famı́lias de um paramêtro.

Seja M um A−módulo, denotamos por JM o radical de M .

Definição 2.34. Dada uma álgebra A, ela será chamada de derivadamente selvagem

se existir um complexo limitado N = (N i, di) de módulos projetivos sobre K < x, y >

⊗A tal que Im dn ⊆ JNn+1 e o funtor −⊗N : finK < x, y >−→ Db(A) satisfaz:

a) L⊗K<x,y> N ' L′ ⊗K<x,y> N se, e somente se, L ' L′;

b) L⊗K<x,y> N é indecompońıvel se, e somente se, L é indecompońıvel.

Exemplo 2.14. Considere o quiver Q : 1 b //

a

�� e as álgebras A = KQ
I1

e B = KQ
I2

em que I1 =< a2 > e I2 =< ba, a2 >. Do Teorema 2.14 temos que a álgebra A é

derivadamente mansa e a álgebra B é derivadamente selvagem.

Lembre-se que nos Exemplos 2.5 e 2.6 conclúımos que as álgebras A e B são de

representação finita.

Em [11], Bekkert e Drozd obtiveram um análogo da dicotomia mansa-selvagem

para categorias derivadas.

Teorema 2.10. [11] Toda álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente

fechado é derivadamente mansa ou derivadamente selvagem, mas não ambas.

Já em [37], Geiss e Krause provaram que equivalência derivada preserva a propri-

edade de ser derivadamente mansa.
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Teorema 2.11. (veja Teorema 5.1 de [37]) Sejam A e B álgebras de dimensão fi-

nita sobre um corpo algebricamente fechado. Suponha que A e B são derivadamente

equivalentes. Então, A é derivadamente mansa se, e somente se, B é derivadamente

mansa.

A proposição abaixo relaciona as álgebras derivadamente mansas com as álgebras

mansas.

Proposição 2.1. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebrica-

mente fechado. Se A é derivadamente mansa então A é mansa.

Demonstração : Seja i : modA→ Db(A) o funtor que associa cada módulo M o

complexo

i(M) : · · · 0 // 0 //M // 0 // 0 · · ·

onde i(M)i = 0 para todo i 6= 0 e i(M)0 = M . Esse funtor tem as seguintes

propriedades:

1. M é indecompońıvel se, e somente se, i(M) é indecompońıvel.

2. M ∼= N se, e somente se, i(M) ∼= i(N).

Se dimKM = l temos que h − dim(i(M)) = (vi)i∈Z, onde vi = 0 para todo i 6= 0 e

v0 = l.

Como A é derivadamente mansa, dado um vetor (vi)i∈Z tal que vi = 0 para todo

i 6= 0 e v0 = d temos que existe uma localização R = K[x]f com relação a algum

f ∈ K[x] e um número finito de complexos limitados de R−A bimódulos C1, · · · , Cn
satisfazendo as condições 1 e 2 da definição 2.33. Tome os R−A bimódulos C0

j para

1 ≤ j ≤ n. Devido ao fato que os Cj, com 1 ≤ j ≤ n, satisfazem as condições 1 e 2 da

definição 2.33 temos que cada C0
j , para 1 ≤ j ≤ n, é um R−módulo livre e finitamente

gerado e dado M ∈ modA um módulo indecompońıvel tal que dimKM = d obtemos

que M ∼= S ⊗ C0
j para algum 1 ≤ j ≤ n e algum R−módulo simples S. Logo, a

Proposição 3.2 página 338 de [63] implica que A é mansa. �

Da proposição acima, da dicotomia para a categoria de módulos e da dicotomia

para categoria derivada conclúımos o corolário abaixo:

Corolário 2.1. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente

fechado. Se A é selvagem então A é derivadamente selvagem.
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Corolário 2.2. Toda álgebra hereditária cujo grafo não é Dynkin ou Dynkin estendido

é derivadamente selvagem.

Demonstração: segue do corolário 2.1 e do Teorema 2.6.�

O problema de classificar quais álgebras são derivadamente mansa continua em

aberto. Ele foi resolvido somente para algumas classes de álgebras. Por exemplo,

sabemos que as álgebras gentle [16] e as álgebras skewed-gentle [15] são derivadamente

mansas.

Definição 2.35. Uma álgebra de dimensão finita é dita derivadamente discreta se

para todo vetor v = (vi)i∈Z de números naturais existe somente um número finito de

objetos indecompońıveis X ∈ Db(A), a menos de isomorfismos, tal que h−dimX = v.

Em [64], Vossieck classificou quais são as álgebras derivadamente discretas de di-

mensão finita sobre um corpo algebricamente fechado. Dado Q um quiver, denotamos

por Q o grafo que obtemos ao desconsiderarmos a orientação das flechas de Q.

Teorema 2.12. [64] Seja A uma K−álgebra de dimensão finita sobre um corpo al-

gebricamente fechado. As afirmações abaixo são equivalentes:

1. A é derivadamente discreta.

2. A é derivadamente equivalente a uma álgebra hereditária KQ em que Q é um

diagrama de Dynkin ou A possui uma presentação KQ
I

, onde (Q, I) é um par

gentle, tal que Q possui somente um ciclo não orientado e o número de caminhos

com sentido horário e com sentido anti-horário de comprimento dois nesse ciclo

que pertencem a I são diferentes.

Definição 2.36. Uma K-álgebra A é derivadamente finita se existe um conjunto

finito de indecompońıveis X1, · · · , Xn ∈ Db(A) tal que todo indecompońıvel X ∈
Db(A) é isomorfo a Xj[i], para algum i ∈ Z e 1 ≤ j ≤ n.

Pelo Teorema 2.8 temos que existe uma equivalência G entre K−,b(projA) e Db(A),

sendo que G é a inclusão de K−,b(projA) em Db(A). Dizemos que um complexo de

módulos projetivos X = (Xn, dn) é um complexo minimal se Imdn ⊆ radXn+1 para

todo i ∈ Z, onde radXn+1 é o radical do A−módulo Xn+1. Em K−,b(projA) todo

complexo é isomorfo a um complexo minimal (veja [41] Teorema 5). Se X e X ′ são

dois complexos minimais, eles são isomorfos em K−,b(projA) se, e somente se, eles
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são isomorfos em C(A) (veja [41] Lema 3). Denotaremos por Pmin(A) a categoria de

complexos minimais limitados à direita de A−módulos projetivos finitamente gerados

com cohomologia limitada. Por causa das considerações acima para mostrar que uma

álgebra A é derivadamente selvagem é suficiente que o funtor da definição 2.34 seja

de finK < x, y > para Pmin(A).

Considere B uma álgebra hereditária selvagem. Logo, existe um K < x, y > −B
bimódulo M o qual é livre e finitamente gerado como K < x, y > −módulo e o

funtor − ⊗ M : finK < x, y >→ modB preserva classes de isomorfismos e leva

indecompońıveis em indecompońıveis. Denotamos por ri o posto de Mi = Mei sobre

K < x, y >.

Seja A uma K−álgebra e Pi = eiA um projetivo indecompońıvel, definimos o

K < x, y > −A bimódulo P̃i
rj

= (K < x, y >)rj ⊗K Pi. Nos exemplos abaixo

apresentamos uma construção que será muito utilizada nesse trabalho para mostrar

que uma K−álgebra é derivadamente selvagem.

Exemplo 2.15. Considere B = K∆ onde

∆ : 10
l9

��
1

l1 // 2
l2 // 3

l3 // 4
l4 // 5

l5 // 6
l6 // 7

l7 // 8
l8 // 9

Temos que B é selvagem pelo Teorema 2.6. Seja M o bimódulo da definição 2.13.

Podemos trabalhar com o bimódulo M como sendo a K < x, y > −representação de

∆ abaixo:

M10

M(l9)

""
M1

M(l1) //M2
M(l2) //M3

M(l3) //M4
M(l4) //M5

M(l5) //M6
M(l6) //M7

M(l7) //M8
M(l8) //M9

Mostraremos que a álgebra A = KQ
I

onde Q : 1
b

55

a
)) 2

c
��

3
d

^^ e

I =< da, cd, ac, dbc > é derivadamente selvagem. Considere o complexo N de
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K < x, y > −A bimódulos abaixo:

P̃ r10
2

M(l9)a

!!
P̃ r1

1

M(l1)d// P̃ r2
3

M(l2)bc// P̃ r3
1

M(l3)d// P̃ r4
3

M(l4)bc// P̃ r5
1

M(l5)d// P̃ r6
3

M(l6)bc// P̃ r7
1

M(l7)d// P̃ r8
3

M(l8)bc// P̃ r9
1

onde M(li)w = M(li)⊗ w com w um caminho não nulo em Q, ou equivalentemente

· · · // 0 // P̃ r1
1

M(l1)d // P̃ r2
3

M(l2)bc// P̃ r3
1

M(l3)d// P̃ r4
3

M(l4)bc// P̃ r5
1 0

M(l5)d


// P̃ r10

2 ⊕ P̃ r6
3

(
M(l9)a M(l6)bc

)
// P̃ r7

1

M(l7)d// P̃ r8
3

M(l8)bc// P̃ r9
1

// 0 // · · ·

Mostraremos que o funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva

indecompońıveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

Sejam (Vi, T (li)) e (fi), respectivamente, um objeto e um morfismo de repK(∆).

Considere o funtor G : repK(∆) −→ Pmin(A) tal que G((Vi, T (li))) é o complexo

abaixo:

V1 ⊗ P1
T (l1)⊗d// V2 ⊗ P3

T (l2)⊗bc// V3 ⊗ P1
T (l3)⊗d// V4 ⊗ P3

T (l4)⊗bc// V5 ⊗ P1

V10 ⊗ P2

T (l9)⊗a

&&T (l5)⊗d // V6 ⊗ P3
T (l6)⊗bc// V7 ⊗ P1

T (l7)⊗d// V8 ⊗ P3
T (l8)⊗bc// V9 ⊗ P1

e G(fi) é o morfismo abaixo

[f1⊗ e1, f2⊗ e3, f3⊗ e1, f4⊗ e3, f5⊗ e1,

(
f10 ⊗ e2 0

0 f6 ⊗ e3

)
, f7⊗ e1, f8⊗ e3, f9⊗ e1]

Temos que G preserva indecompońıveis e classes de isomorfismos. Logo, G ◦ −⊗
M : finK < x, y >−→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e classes de isomorfismos.

Como os funtores −⊗K<x,y> N e G ◦ − ⊗M são isomorfos temos que −⊗K<x,y> N
preserva indecompońıveis e classes de isomorfismos.
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Exemplo 2.16. Considere B = K∆ onde

∆ : 10

1
l7

��

l9
??

l1 // 2
l2 // 3

l3 // 4
l4 // 5

l5 // 6
l6 // 7

8
l8 // 9

Temos que B é selvagem pelo Teorema 2.6. Seja M o bimódulo da definição 2.13.

Podemos trabalhar com o bimódulo M como sendo a K < x, y > −representação de

∆ abaixo:

M10

M1

M(l7)

""

M(l9)
<<

M(l1) //M2
M(l2) //M3

M(l3) //M4
M(l4) //M5

M(l5) //M6
M(l6) //M7

M8
M(l8) //M9

Mostraremos que a álgebra A = KQ
I

onde

Q : 1
γ // 2

α

��

3
δ

^^
β

@@

e I =< α2, δγ − βα > é derivadamente selvagem. Considere o complexo N de

K < x, y > −A bimódulos abaixo:

N : P̃ r10
1

P̃ r1
2

M(l7)β

!!

M(l9)γ
==

M(l1)α// P̃ r2
2

M(l2)α// P̃ r3
2

M(l3)α// P̃ r4
2

M(l4)α// P̃ r5
2

M(l5)α// P̃ r6
2

M(l6)α// P̃ r7
2

P̃ r9
1 M(l8)δ

// P̃ r8
3

onde M(li)w = M(li)⊗ w com w um caminho não nulo em Q, ou equivalentemente
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N : · · · 0 // P̃ r1
2 ⊕ P̃ r9

1


M(l9)γ 0

M(l1)α 0

M(l7)β M(l8)δ


// P̃ r10

1 ⊕ P̃ r2
2 ⊕ P̃ r8

3

(
0 M(l2)α 0

)
// P̃ r3

2

M(l3)α// P̃ r4
2

M(l4)α // P̃ r5
2

M(l5)α

// P̃ r6
2

M(l6)α // P̃ r7
2

// 0 // · · ·

Mostraremos que o funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva

indecompońıveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

Sejam (Vi, T (li)) e (fi), respectivamente, um objeto e um morfismo de repK(∆).

Considere o funtor G : repK(∆) −→ Pmin(A) tal que G((Vi, T (li))) é o complexo

abaixo:

V10 ⊗ P1

V1 ⊗ P2

T (l7)⊗β

&&

T (l9)⊗γ
88

T (l1)⊗α// V2 ⊗ P2
T (l2)⊗α// V3 ⊗ P2

T (l3)⊗α// V4 ⊗ P2
T (l4)⊗α// V5 ⊗ P2

T (l5)⊗α// V6 ⊗ P2
T (l6)⊗α// V7 ⊗ P2

V9 ⊗ P1
T (l8)⊗δ// V8 ⊗ P3

e G(fi) é o morfismo [g1, g2, f3 ⊗ e2, f4 ⊗ e2, f5 ⊗ e2, f6 ⊗ e2, f7 ⊗ e2] onde

g1 =

(
f1 ⊗ e2 0

0 f9 ⊗ e1

)
e g2 =


f10 ⊗ e1 0 0

0 f2 ⊗ e2 0

0 0 f8 ⊗ e3

. Temos que G pre-

serva indecompońıveis e classes de isomorfismos. Logo,

G ◦ − ⊗ M : finK < x, y >−→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e classes de

isomorfismos. Como os funtores −⊗K<x,y>N e G ◦−⊗M são isomorfos temos que

−⊗K<x,y> N preserva indecompońıveis e classes de isomorfismos.

Nos lemas abaixo A = KQ
I

é uma K−álgebra de dimensão finita. Eles serão

importantes na demonstração do nosso resultado principal.

Definição 2.37. Sejam A uma K−álgebra de dimensão finita e B uma subálgebra

de A. Dizemos que B é uma subálgebra plena de A se B é da forma eAe para algum

idempotente e.
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Lema 2.4. Seja B uma subálgebra plena de A. Se B é derivadamente selvagem,

então A é derivadamente selvagem.

Lema 2.5. Suponha que existam a, b ∈ Q1 tal que s(a) = t(a) = t(b) (respecti-

vamente, s(a)=t(a)=s(b)) e a2, ba ∈ I (respectivamente, a2, ab ∈ I ). Então, A é

derivadamente selvagem.

Lema 2.6. Suponha que existam a, b ∈ Q1 e w =
∑

i λiwi /∈ I , onde wi são caminhos

de comprimento maior ou igual que 1, tais que s(wi) = s(wj ) e t(wi) = t(wj ) para todo

i, j;λi ∈ K. Se s(a) = s(b), t(a) = t(b), t(a) = s(w), (respectivamente, s(a) = t(w))

e aw , bw ∈ I (respectivamente, wa,wb ∈ I ), então A é derivadamente selvagem.

Para demonstração desses lemas basta ver as páginas 9 e 10 de [13]. Nesse mesmo

artigo os autores classificam todas as álgebras finitamente geradas completas cujo

quiver possui um ou dois pontos e são derivadamente mansas. Como no nosso trabalho

estamos interessados apenas no caso de dimensão finita, enunciamos os resultados,

considerando apenas esse caso.

Teorema 2.13. (veja Teorema A de [13]) Seja KQ
I

uma K−álgebra de dimensão

finita com um módulo simples. Então as seguintes condições são equivalentes:

1. A é derivadamente mansa.

2. A é isomorfa a uma das álgebras L1 = K ou L2 = K[x]
(x2)

.

Corolário 2.3. Seja A uma K−álgebra de dimensão finita. Suponha que exista

a ∈ Q1 com t(a) = s(a). Se A é derivadamente mansa então a2 ∈ I.

Demonstração: A álgebra A é derivadamente mansa de dimensão finita. Logo,

pelo Lema 2.4 a subálgebra B = es(a)Aes(a) também é. Como a ∈ (QA)1 temos que

dimK
radB
rad2B

≥ 1. Então, do Teorema 2.13 segue que es(a)Aes(a)
∼= L2. Portanto,

a2 ∈ I.�

Teorema 2.14. (veja Teorema B de [13])

Seja A = KQ
I

uma K−álgebra de dimensão finita com dois módulos simples. Então

as seguintes condições são equivalentes:

1. A é derivadamente mansa.

2. A é isomorfa a uma das álgebras da tabela 2.1.
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Q1 : 1 a // 2 Q2 : 1
b ==

a
!!
2 Q3 : 1

b

== 2

a
}}

Q4 : 1

b

BB
a
44 2

c
}}

A1 : I = 0 A2 : I = 0 A3 : I =< ab > A4 : I =< ca, bc >

A5 : I =< ab, ba >

Q5 : 1 b //

a

��
2 Q6 : 1 b // 2

a

��
Q7 : 1 b //

a

��
2

c

��
Q8 : 1

a

��

b

99 2

c
{{

A6 : I =< a2 > A7 : I =< a2 > A8 : I =< a2, c2 > A9 : I =< a2, cb, bc >

Tabela 2.1: Tabela com as álgebras que possuem dois

módulos simples que são derivadamente mansas.

Do Teorema 2.14 conclúımos os corolários abaixo que serão fundamentais na de-

monstração do nosso Teorema Principal. Antes de enunciá-los, apresentaremos um

lema necessário para a demonstração dos mesmos.

Lema 2.7. Seja φ : A→ B um isomorfismo de K−álgebras. Então, φ(ei(rad
nA)ej) =

φ(ei)(rad
nB)φ(ej).

Corolário 2.4. Seja A ∼= A3 ou A ∼= A5. Então, rad3A = 0 e dimKe1rad
2Ae1 = 0

ou dimKe2rad
2Ae2 = 0.

Demonstração: Segue do Lema 2.7.�

Corolário 2.5. Se A = KQ4
J

é isomorfa a A4, então: rad4A = 0, dimKe1rad
2Ae2 =

1, dimKe1rad
2Ae1 = 1, dimKe1radAe2 = 3, dimKe2radAe1 = 1, dimKe2rad

2Ae1 = 0

e dimKe2rad
2Ae2 = 1. Além disso, λ1ca + λ2cb, λ3bc + λ4ac ∈ J , para λi ∈ K, i =

1, · · · , 4 com λ1λ3 − λ4λ2 6= 0.

Demonstração: A primeira parte segue do Lema 2.7. Como dimKe1rad
2Ae1 = 1

(resp., dimKe2rad
2Ae2 = 1) temos que λ1ca+ λ2cb ∈ J (resp., λ3bc+ λ4ac ∈ J) para

λ1, λ2 ∈ K não simultaneamente nulos (resp., para λ3, λ4 ∈ K não simultaneamente

nulos). Com isso, temos que λ1λ3 − λ4λ2 = 0 se, e somente se, λ1a + λ2b é múltiplo

de λ4a + λ3b. Se isso ocorre, assumiremos que λ1 6= 0. Fazendo uma mudança no

conjunto de geradores que troca a por ã = λ1a + λ2b temos que cã, ãc ∈ J . Então,

a menos de mudança do conjunto de geradores podemos assumir que ac, ca ∈ J . Do
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fato de dimKe2radAe1 = 1 conclúımos que cbc ∈ J . Como ac, ca ∈ J , do Lema 2.6

segue que cb, bc /∈ J . Com isso, com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos

2.15 e 2.16, temos o complexo N de K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r10
1

M(l9)bc

!!
P̃ r1

1

M(l1)c// P̃ r2
2

M(l2)a// P̃ r3
1

M(l3)c// P̃ r4
2

M(l4)a// P̃ r5
1

M(l5)c// P̃ r6
2

M(l6)a// P̃ r7
1

M(l7)c// P̃ r8
2

M(l8)a// P̃ r9
1

Como o funtor −⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis

e classes de isomorfismos A é derivadamente selvagem. O caso λ1 = 0 é análogo.

Portanto, λ1λ3 − λ4λ2 6= 0. �

Corolário 2.6. Seja A = KQ8
J

uma álgebra isomorfa a A9. Então, dimKe2rad
3Ae2 =

1, dimKe2rad
2Ae2 = 1, dimKe2radAe1 = 2, dimKe1radAe2 = 2, dimKe1radAe1 =

1, dimKe1rad
2Ae2 = 1 e dimKe2rad

2Ae1 = 1. Além disso, existe λ ∈ K tal que

a2, cb+ λcab, bc ∈ J .

Demonstração: A primeira parte segue do Lema 2.7. Do Teorema 2.13 segue

que a2, bc ∈ J . Sabemos que dimKe2rad
2Ae2 = 1. Logo, λ1cb + λ2cab ∈ J , para

alguns λ1, λ2 ∈ K não simultaneamente nulos. Se λ1 = 0 temos que cab ∈ J . Como

a2 ∈ J do Lema 2.5 segue que ca /∈ J . Com isso, com racioćınio e notações análogos

aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, temos o complexo N de K < x, y > −A bimódulos

abaixo

P̃ r9
1

M(l8)c// P̃ r8
2

M(l7)b

  

P̃ r1
1

M(l1)a// P̃ r2
1

M(l2)a// P̃ r3
1

M(l3)a// P̃ r4
1

M(l4)a// P̃ r5
1

M(l5)a// P̃ r6
1

M(l6)a// P̃ r7
1

M(l9)ca// P̃ r10
1

Como o funtor −⊗K<x,y>N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e

classes de isomorfismos A é derivadamente selvagem. Portanto, λ1 6= 0 e ca+λcab ∈ J ,

onde λ = λ−1
1 λ2.�

Corolário 2.7. Se A = KQ7
J

é isomorfa a A8, então dimKe1radAe2 = 4 e dimKe1rad
2Ae2 =

3.

Demonstração: Segue do Lema 2.7.�

Corolário 2.8. Se A = KQ6
J

é isomorfa a A7, então dimKe1rad
2Ae2 = 1.
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Demonstração: Segue do Lema 2.7.�

Para demonstrar o Teorema Principal precisaremos de alguns resultados sobre

degeneração de álgebras que veremos abaixo.

Dado um inteiro positivo d, denotamos por algd(K) a variedade afim das estru-

turas de álgebras associativas com identidade no espaço afim Kd. O grupo linear

geral GLd(K) age naturalmente em algd(K), e as GLd(K)−órbitas em algd(K) cor-

respondem às classes de isomorfismos de álgebras de dimensão d (para mais detalhes

veja [49]). Identificamos uma álgebra A de dimensão d com o ponto de algd(K) cor-

respondente a ela. Dadas as álgebras A e B de dimensão finita d, dizemos que B

é uma degeneração de A (A é uma deformação de B) se B pertence ao fecho da

GLd(K)−órbita de A na topologia de Zariski de algd(K).

Definição 2.38. Uma famı́lia de álgebras A(λ)λ∈K em algd(K) é chamada algébrica

se o mapa induzido A(−) : K → algd(K) é um mapa regular de variedades afins.

Para mais informações sobre o teorema abaixo veja a Proposição 2.1 de [22] e o

Corolário 1.5 de [11].

Teorema 2.15. Seja d um inteiro positivo e A(λ), λ ∈ K, uma famı́lia algébrica em

algd(K) tal que A(λ) ∼= A(1) para todo λ ∈ K\0. Então, A(1) se degenera para A(0).

Além disso, se A(0) é derivadamente mansa então A(1) é derivadamente mansa.

Exemplo 2.17. Seja Q o quiver 1
b

33
a

++ 2
c

�� dxx3

e

^^ . A famı́lia de álgebras Aλ = KQ
Iλ

onde λ ∈ K e Iλ =< ac, ea, ce, bd + λadebc > é algébrica. A álgebra A(0) é de-

rivadamente mansa, pois ela é gentle. Logo, o Teorema 2.15 implica que A(1) é

derivadamente mansa.



Caṕıtulo 3

Classificação das álgebras

derivadamente mansas com três

módulos simples

Sejam A = KQ
I

uma K−álgebra e s, t ∈ Q0 com s 6= t, a subálgebra (es+et)A(es+

et) de A será denotada por Ast onde es (resp. et) é o idempotente no vértice s ∈ Q0

(resp. é o idempotente no vértice t ∈ Q0).

Com todos os conceitos necessários já revistos no caṕıtulo anterior, nesse podemos

nos dedicar a demonstrar os nossos resultados. Relembrando, K é um corpo algebrica-

mente fechado. Nesse trabalho nosso objetivo é classificar as álgebras derivadamente

mansas de dimensão finita que possuem três módulos simples. Essa classificação é

apresentada no Teorema Principal.

Nas seções 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 encontramos as álgebras derivadamente mansas

cujo quiver é bisserial e possui, respectivamente, 2, 3, 4, 5 e 6 flechas. Na seção 3.6

encontramos as álgebras derivadamente mansas cujo quiver não é bisserial. Finaliza-

remos demonstrando o Teorema Principal na seção 3.7.

Os lemas abaixo nos auxiliarão na demonstração do Teorema Principal.

Lema 3.1. Sejam A = KQ
I

uma K−álgebra de dimensão finita e s, t ∈ Q0 com s 6= t.

Se es(radA)et é ćıclico como esAes − etAet bimódulo com um gerador w 6= 0 então

w ∈ es(radAst)et\es(rad2Ast)et.

Demonstração: Caso w ∈ rad2Ast mostraremos que w ∈ radnAst para todo n ≥
1. Devido o fato de A ser de dimensão finita existe m ≥ 2 tal que radmA = 0. Logo,

50
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radmAst = 0 e w = 0, o que é uma contradição. Disso segue que w ∈ radAst\rad2Ast.

Se w ∈ rad2Ast veremos que w ∈ rad3Ast. Já que w ∈ rad2Ast temos que

w =
∑

λiuivi (3.1)

com λi ∈ K e ui, vi ∈ radAst. Logo, ui ∈ es(radAst)et ou vi ∈ es(radAst)et para todo

i. Devido a hipótese que w gera es(radA)et como esAes − etAet bimódulo segue que,

para todo i, ui ou vi é da forma
∑
µjpjwqj com µj ∈ K, pj ∈ esAes e qj ∈ etAet.

Substituindo em (3.1) e usando os fatos que w ∈ rad2Ast e ui, vi ∈ radAst conclúımos

que w ∈ rad3Ast.

Agora se supormos que w ∈ radn−1Ast conclúıremos que w ∈ radnAst. O ra-

cioćınio é análogo ao apresentado acima. Portanto, por indução temos que se w ∈
rad2Ast segue que w ∈ radnAst para todo n ≥ 1. �

Lema 3.2. Sejam A = KQ
I

uma K−álgebra de dimensão finita, s, t ∈ Q0 com s 6= t

e esradAes 6= 0. Se todo caminho de s para s que passa pelo vértice t pertence a I e

w gera esradAes como esAes − esAes bimódulo, então w ∈ radAst\rad2Ast.

Demonstração: Análoga a demonstração do Lema 3.1. �

Lema 3.3. Sejam A = KQ
I

uma K-álgebra de dimensão finita e B uma subálgebra

plena. Considere α, γ ∈ ei(radB\rad2B)ej, onde i, j ∈ (QB)0, com α ∈ rad2A e

γ ∈ radA\rad2A. Suponha que dimKei
radB
rad2B

ej = 2, então ᾱ e γ̄ formam uma base de

ei
radB
rad2B

ej.

Demonstração: Se λ1ᾱ + λ2γ̄ = 0, então λ1α + λ2γ ∈ rad2B. Como rad2B ⊂
rad2A e γ ∈ radA\rad2A segue que λ2 = 0. Do fato de α /∈ rad2B temos que

λ1 = 0. Portanto, ᾱ e γ̄ são linearmente independentes. Como dimKei
radB
rad2B

ej = 2

eles formam uma base para esse espaço vetorial.�

Definição 3.1. Seja (Q, I) um par gentle. Dado w um caminho em Q dizemos que

w é um caminho em (Q, I) se w /∈ I.

Definição 3.2. Sejam (Q, I) um par gentle e w um caminho em (Q, I). Chamamos

w de caminho maximal se para todo p ∈ Q1 temos que wp, pw ∈ I.

Definição 3.3. Seja A = KQ
I

uma K−álgebra com (Q, I) um par gentle. Dados

i, j ∈ Q0, com i 6= j, chamaremos um caminho w em (Q, I) de i para j de aćıclico na
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extremidade i (resp, aćıclico na extremidade j) se w = pw1 (resp, w = w2q) implica

que p (resp, q) não é um ciclo. Dizemos que w é aćıclico nas extremidades se w é

aćıclico no ponto inicial e no ponto final.

Lema 3.4. Sejam (Q, I) um par gentle e i, j ∈ Q0 com i 6= j. Se p e q são dois ca-

minhos em (Q, I) de i para j que possuem uma flecha em comum, então eles possuem

em comum um subcaminho aćıclico nas extremidades cujos pontos inicial e final são,

respectivamente, i e j.

Demonstração : Como (Q, I) é um par gentle para qualquer caminho u em (Q, I)

existe no máximo uma flecha b (resp. no máximo uma flecha d) tal que ub (resp. du)

é um caminho em (Q, I). Por isso, existe um único caminho t em (Q, I) de i para j

com comprimento mı́nimo que contém a. Disso segue o lema.�

Corolário 3.1. Sejam (Q, I) um par gentle e i, j ∈ Q0 com i 6= j. Existem no

máximo dois caminhos de i para j aćıclicos nas extremidades.

Demonstração : Como (Q, I) é um par gentle existem no máximo duas flechas

cujos pontos iniciais são i. Então, a afirmação segue do Lema 3.4.�

Teorema 3.1. Sejam A = KQ
I

uma K-álgebra de dimensão finita com (Q, I) um par

gentle e L um ideal tal que 0 6= L ⊆ rad2A. Se B = A
L

é derivadamente mansa então

existem ρi com i ∈ S tais que L =< ρi, i ∈ S > e cada ρi tem a forma fi−λigi, onde

fi e gi são caminhos que não possuem subcaminhos em comum e λi ∈ K.

Demonstração: Seja S = {ρi} um conjunto minimal de geradores para L que

não satisfaz a condição do teorema. Então, existe pelo menos um ρi que denotaremos

por ρ que possui uma das formas abaixo:

1. ρ = µf onde f é um caminho e µ ∈ K∗. Em S basta trocarmos ρ por µ−1ρ.

2. ρ =
∑n

i=1 λiwi sendo que wi são caminhos distintos em (Q, I), λi ∈ K e pelo

menos dois deles não nulos. Como A é gentle segue que A é derivadamente

mansa, veja [16]. Como A é derivadamente mansa e de dimensão finita do

Teorema 2.13 segue que esAes é isomorfa a L2 ou L1 para todo s ∈ Q0. Logo,

para todo s ∈ Q0 existe no máximo um ciclo em (Q, I) no vértice s e esse ciclo

ao quadrado pertence a I. Assim, segue que s(wi) 6= t(wi), para todo i. Do

Teorema 2.14 temos que dimKs(ρ)(radA)t(ρ) ≤ 4. Logo, n ≤ 4. Temos dois

casos para considerar:
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2.1 Existem dois caminhos distintos de s(ρ) para t(ρ) aćıclicos nas extremidades

os quais serão denotados por w1 e w2. Então, do Teorema 2.14 segue que

o quiver de As(ρ)t(ρ) é Q2 ou Q4. No primeiro caso, ρ = λ1w1 + λ2w2 com

λi ∈ K∗. Nesse caso, basta substituir ρ por λ−1
1 ρ em S.

No segundo caso, dimKs(ρ)(radA)t(ρ) = 3, 2 ≤ n ≤ 3 e, sem perda de

generalidade, ρ = λ1w1 + λ2w2 + λ3w2t com t um ciclo em (Q, I) tal que

t2 ∈ I, λi ∈ K e dois deles não nulos. Como (Q, I) é um par gentle e w2t /∈ I
temos que w1t ∈ I. Se λ2 6= 0 e λ3 6= 0 multiplicamos ρ à direita por t. Do

fato que t2, w1t ∈ I conclúımos que w2t ∈ L. Logo, ρ̃ = λ1w1 + λ2w2 ∈ L
e podemos substituir ρ por λ−1

2 ρ̃ em S. Vamos supor que λ2 = 0 e λ3 6= 0.

Substitúımos ρ por λ−1
3 ρ em S. O caso λ2 6= 0 e λ3 = 0 é análogo ao último.

2.2 Existe um único caminho w de s(ρ) para t(ρ) aćıclico nas extremidades.

Desse último fato e do fato que n ≥ 2 temos que o Teorema 2.14 implica

que QAs(ρ)t(ρ) é Q5, Q6, Q7 ou Q8. Se QAs(ρ)t(ρ) é Q5, Q6 ou Q8 temos que

ρ = λ1w+λ2wt1 ou ρ = λ1w+λ2t2w com λi ∈ K∗ e ti um ciclo em (Q, I) e

t2i ∈ I. Os dois casos são análogos, por isso analisaremos apenas o primeiro.

Sabemos que ρ = λ1w + λ2wt1 = λ1w(et(ρ) + λ−1
1 λ2t1). Multiplicando

a expressão anterior à direita por λ−1
1 (et(ρ) + λ−1

1 λ2t1)−1 conclúımos que

w ∈ L. Logo, podemos substituir ρ por w em S.

Caso QAs(ρ)t(ρ) seja Q7, em (Q, I) temos um ciclo com ponto inicial igual

ao ponto inicial de w e um ciclo com ponto final igual ao ponto final de w

denotados, respectivamente, por t2 e t1 com t2i ∈ I. Por isso, ρ = λ1w +

λ2wt1 + λ3t2w + λ4t2wt1, onde λi ∈ K com pelo menos dois deles não

nulos. Suponha que λ1 6= 0, multiplicando convenientemente por t1 e t2

conclúımos que t2wt1 ∈ L. Logo, podemos assumir que ρ = w + µ1wt1 +

µ2t2w = (es(ρ) +µ2t2)w+µ1wt1, com µi ∈ K. Multiplicando à esquerda por

(es(ρ) + µ2t2)−1 e usando o fato que t2wt1 ∈ L obtemos que w + µ1wt1 ∈ L.

Multiplicando à direita por t1 conclúımos que wt1, w ∈ L. Desse modo,

ρ pode ser substitúıdo por w em S. Se λ1 = 0, temos que ρ = λ2wt1 +

λ3t2w+λ4t2wt1. Multiplicando por t1 ou t2 temos que t2wt1 ∈ L. Portanto,

podemos assumir que ρ = λ2wt1 + λ3t2w. Assumindo que λ1 6= 0 e λ2 6= 0,

do fato que QAs(ρ)t(ρ) é Q7 e do Teorema 2.14 conclúımos que As(ρ)t(ρ) não

possui álgebra quociente derivadamente mansa, exceto
As(ρ)t(ρ)
<0>

. Como ρ ∈ L
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obtemos que Bs(ρ)t(ρ) é derivadamente selvagem. E o Lema 2.4 implica que

B é derivadamente selvagem. Quando λ2 = 0 substitúımos ρ por λ−1
3 t2w.

O caso λ3 = 0 é análogo ao anterior.�

Lema 3.5. Sejam A = KQ
I

uma K−álgebra de dimensão finita com (Q, I) um par

gentle, tal que #Q0 = 3 e 0 6= L ⊆ rad2A um ideal que não contém os caminhos

maximais de (Q, I). Então A
L

é derivadamente selvagem.

Demonstração: Vamos supor que A
L

é derivadamente mansa. Denotemos por S

um conjunto minimal de geradores de L que satisfaz as condições do Teorema 3.1.

Como L 6= 0 segue que S 6= ∅. Seja f ∈ S. Do fato de L não conter nenhum caminho

maximal segue que f não é múltiplo de um caminho em (Q, I). Assim, do Teorema

3.1 temos que f = f1 + λf2 sendo que λ ∈ K∗, f1 e f2 não possuem subcaminhos em

comum.

Nas tabelas A.11, A.9, A.7 e A.5 temos todas as álgebras gentles de dimensão

finita com três módulos simples, a menos de isomorfismos. Analisando essas álgebras

vemos que as únicas álgebras que podem ter uma subálgebra quociente A
L

tal que L

possui dentre seu conjunto minimal de geradores f = f1 + λf2 onde λ ∈ K∗, f1 e f2

não possuem subcaminhos em comum são A1 = K∆1

I1
e A2 = K∆2

I2
onde I1 =< ac, bd >,

I2 =< ac, bd, ea, ce > e os quivers são respectivamente:

∆1 ∆2

1

b

==

a
!!
2

d

==

c
!!
3 1

b

33
a

++ 2
c

�� dxx3

e

^^

As álgebras obtidas de A1 como quociente por um ideal L como acima são iso-

morfas a D = K∆1

T
, onde T =< ac, bd, ad + bc >. Do apêndice B, temos que D é

derivadamente equivalente a uma álgebra que é derivadamente selvagem. As álgebras

obtidas de A2 como quociente por um ideal L como acima são isomorfas a B ∼= K∆2

R
,

onde R =< ac, bd, ea, ce, ad + bc >. Para que a subálgebra B12 seja derivadamente

mansa de dimensão finita é necessário que B12 seja isomorfa à álgebra A4 do Teo-

rema 2.14. Como ad + bc, ce, bd ∈ R temos que dimKe1(radB12)e1 = 0. Então, o

corolário 2.5 implica que B12 é derivadamente selvagem, portanto, B também. Com

isso conclúımos que para A
L

ser derivadamente mansa é necessário que L = 0. Uma

contradição com o fato de L 6= 0.�
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Lema 3.6. Sejam A = KQ
I

uma K−álgebra gentle de dimensão finita com (Q, I) um

par gentle, #Q0 = 3 e J ⊆ rad2A um ideal. Suponha que B = A
J

não é gentle e J

é gerado por um conjunto minimal de caminhos de comprimento dois. Então, B é

derivadamente selvagem.

Demonstração: Como B não é gentle e J é gerado por um conjunto minimal

de caminhos de comprimento 2 existem a, b, c ∈ Q1 tais que ac, bc ∈ J ou ab, ac ∈ J .

Justificaremos apenas o primeiro caso, o outro é análogo. Como (Q, I) é um par

gentle c não pode ser um laço e b, a não podem ser laços ao mesmo tempo. Do fato

que #Q0 = 3 segue que Q possui um dos subquivers abaixo:

s(a)
b 66

a
((
t(a) c // t(c) s(a)

a
66
t(a)

c
vv

s(b)
b

oo s(a) a // t(a)

b

		
c // t(c)

No primeiro caso, o Lema 2.6 implica que B é derivadamente selvagem.

No segundo, se ca ∈ J , com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos 2.15

e 2.16, podemos construir o complexo N de K < x, y > −B bimódulos abaixo

P̃ r10
s(b)

P̃ r1
t(a)

M(l1)a// P̃ r2
s(a)

M(l2)c// P̃ r3
t(a)

M(l3)a// P̃ r4
s(a)

M(l4)c// P̃ r5
t(a)

M(l5)a// P̃ r6
s(a)

M(l6)c// P̃ r7
t(a)

M(l9)b
==

M(l7)a// P̃ r8
s(a)

M(l8)c// P̃ r9
t(a)

Como o funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y >→ Pmin(B) preserva indecompońıveis

e classes de isomorfismos B é derivadamente selvagem. Caso ca /∈ J , com racioćınio

e notações análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N

de K < x, y > −B bimódulos

P̃ r10
s(b)

P̃ r1
t(a)

M(l1)ca// P̃ r2
t(a)

M(l2)ca// P̃ r3
t(a)

M(l3)ca// P̃ r4
t(a)

M(l4)ca// P̃ r5
t(a)

M(l5)ca// P̃ r6
t(a)

M(l6)ca// P̃ r7
t(a)

M(l9)b
==

M(l7)ca// P̃ r8
t(a)

M(l8)ca// P̃ r9
t(a)

Como o funtor −⊗K<x,y> N : finK < x, y >→ Pmin(B) preserva indecompońıveis e

classes de isomorfismos B é derivadamente selvagem.
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Caso B possui s(a) a // t(a)

b

		
c // t(c) como subquiver do corolário 2.3 segue

que b2 ∈ I e por hipótese bc ∈ I. Então, do Lema 2.5 segue que B é derivadamente

selvagem. �

3.1 Quivers bisseriais com 2 flechas

Seja A = KQ
I

uma K−álgebra derivadamente mansa de dimensão finita com três

módulos simples cujo quiver é bisserial e possui duas flechas, nessa seção veremos

quais são as relações que geram I. Pelos cálculos feitos no apêndice A sabemos que os

quivers bisseriais com três vértices que possuem duas flechas são os da tabela A.10.

Os quivers 2− 2 e 2− 3 são opostos entre si, por isso precisamos estudar apenas um

deles. Escolheremos 2−2. Nele só existe uma possibilidade de álgebra A = KQ que é

isomorfa à álgebra A.57 da tabela A.11, sendo a mesma uma álgebra gentle. No caso

2−1, temos duas possibilidades de ideais: I = 0 e I =< ab >. Portanto, A é isomorfa,

respectivamente, às álgebras A.55 e A.56 da tabela A.11. Em ambos os casos, A é

gentle. Conclúımos que todas as álgebras derivadamente mansas de dimensão finita

tais que o quiver é bisserial, possui 3 vértices e duas flechas são álgebras gentles.

3.2 Quivers bisseriais com 3 flechas

Seja A = KQ
I

uma K−álgebra derivadamente mansa de dimensão finita com três

módulos simples cujo quiver é bisserial e possui três flechas, nessa seção veremos

quais são as relações que geram I. Pelos cálculos feitos no apêndice A sabemos que

os quivers bisseriais com três vértices que possuem três flechas são os da tabela A.8.

Não será necessário analisar todos os quivers da tabela A.8, pois, os casos 3 −
1, 3− 2, 3− 4 e 3− 10 são tais que, a menos de reordenação de vértices, seus quivers

opostos são, respectivamente, 3 − 6, 3 − 9, 3 − 8 e 3 − 11. Se mostrarmos que as

álgebras derivamente mansas de dimensão finita associadas aos quivers 3 − 1, 3 −
2, 3 − 4 e 3 − 10 são álgebras gentle ou isomorfa a uma das álgebras da tabela 1.1,

então as álgebras derivadamente mansas de dimensão finita associadas aos quivers

3− 6, 3− 9, 3− 8 e 3− 11 são gentle ou anti-isomorfa a uma das álgebras da tabela

1.1.
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Caso 3− 1 : 1
b ==

a
!!
2 c // 3

Na subálgebra A13 temos que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 ∈ {0, 1, 2}. Portanto, temos os

casos abaixo:

1) dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 2. Logo, I = 0 e temos uma álgebra hereditária, a qual é

selvagem, veja o Teorema 2.6. Logo, a Proposição 2.1 implica que A é derivada-

mente selvagem.

2) dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0. Então, ac, bc ∈ I e o Lema 2.6 implica que A é deriva-

damente selvagem.

3) dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1. Temos que I =< λ1ab + λ2ac > sendo que λ1 e λ2 não

se anulam simultaneamente. Se λ1 6= 0 podemos fazer uma mudança no conjunto

de geradores que troca b por λ1b + λ2c. Logo, A é isomorfa à álgebra A.42 da

tabela A.9, ou seja, A é gentle. Caso λ1 = 0, temos que I =< ac >, novamente A

é isomorfa à álgebra A.42 da tabela A.9.

Caso 3− 2 : 1

a

��
b // 2 c // 3

Do corolário 2.3 temos que a2 ∈ I. A álgebra B = KQ
J

, onde J =< a2 >

é isomorfa à álgebra A.43 da tabela A.9. Qualquer álgebra derivadamente mansa

A = KQ
I

associada a esse quiver é isomorfa a C = B
L

com L ⊆ rad2B. O Lema 2.5

implica que ab /∈ L. Temos duas possibilidades:

1. bc ∈ L. Como ab /∈ L temos que L =< bc >. Assim, A é isomorfa à álgebra

A.44 da tabela A.9, a qual é gentle.

2. bc /∈ L. Pelo Lema 3.1 temos que bc ∈ radC13\rad2C13. Logo, e1

(
radC13

rad2C13

)
e3 =

1, e1

(
radC13

rad2C13

)
e1 = 1 e e3

(
radC13

rad2C13

)
e3 = 0. Desse modo, temos uma presentação

de C13 como abaixo:

φ : KQ13 −→ C13

xa 7−→ a

xbc 7−→ bc
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onde Q13 é 1

xa

�� xbc // 3 . Para KQ13

kerφ
ser derivadamente mansa, pelo Lema 2.5, é

necessário que xaxbc /∈ kerφ, ou seja, abc 6= 0. Portanto, L = 0 e a álgebra A é

isomorfa a álgebra A.43 da tabela A.9.

Caso 3− 3: 1 a //

b ��

2

c
��

3

As únicas possibilidades de ideais são I = 0 ou I =< ac >. Portanto, A é isomorfa,

respectivamente, às álgebras A.45 e A.46 da tabela A.9.

Caso 3− 4: 1

b

== 2

a
}} c // 3

O subquiver pleno cujos vértices são {1, 2} é convexo. Por causa desse último fato

e do Teorema 2.14 temos as possibilidades abaixo:

1) ab ∈ I e ba /∈ I. Na subálgebra A13, por causa do Lema 3.2, temos que ba ∈
radA13\rad2A13. Se bc /∈ I, o Lema 3.1 implica que bc ∈ radA13\rad2A13. Como

ab ∈ I e ba, bc ∈ radA13\rad2A13 temos que babc = 0. Então, o Lema 2.5 implica

que A13 é derivadamente selvagem. Logo, bc ∈ I. Assim, qualquer álgebra deriva-

damente mansa é uma álgebra quociente A = B
L

, onde B = KQ
J

com J =< ab, bc >.

Temos que B é isomorfa à álgebra A.49 da tabela A.9. O único caminho de com-

primento maior ou igual a dois em (Q, J) é ba o qual não pertence a I. Logo,

L = 0.

2) ba ∈ I e ab /∈ I. Como ab /∈ I, do Lema 3.2 segue que ab ∈ radA23\rad2A23. O

Lema 2.5 implica que abc 6= 0. Então, I =< ba >. Logo, A = KQ
I

é isomorfa à

álgebra A.47 da tabela A.9.

3) ab, ba ∈ I. Então, A ∼= B
L

, onde B = KQ
J

com J =< ba, ab >. Como o único

caminho de comprimento maior ou igual a 2 em (Q, J) é bc, temos que L = 0 ou

L =< bc >. Se L = 0, a álgebra A é isomorfa à álgebra A.48 da tabela A.9. Caso

L =< bc > o Lema 3.6 implica que A é derivadamente selvagem.

Caso 3− 5 : 1 a // 2

b

��
c // 3
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Do corolário 2.3 temos que b2 ∈ I. Desse fato, juntamente com o Lema 2.5, segue

que ab, bc /∈ I.

Na subálgebra A13 temos que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 ∈ {0, 1, 2}. Analisando as pos-

sibilidades para dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 conclúımos que I é um dos seguintes ideais:

< b2 >; < b2, ac+ λabc >; < b2, abc > ou < b2, ac, abc >.

Caso I =< b2, ac+λabc > podemos fazer uma mudança no conjunto de geradores

de A que troca c por c̃ = (e2 +λb)c. Portanto, A é isomorfa à álgebra A.50 da tabela

A.9.

Caso I =< b2 > a álgebra A é isomorfa à álgebra 1.1 da tabela 1.1.

Quando I =< b2, ac, abc > a álgebra A é isomorfa à álgebra 1.2 da tabela 1.1.

Se I =< b2, abc >, o complexo T do Exemplo 2.13 é um complexo inclinante para

essa álgebra. A álgebra A é derivadamente equivalente a Γ = EndT . Do apêndice B

sabemos que Γ = K∆
H

, onde

∆ : 1
γ // 2

α

��

3
δ

^^
β

@@

e H =< α2, δγ − βα >. Em Γ, com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos

2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N de K < x, y > −Γ bimódulos abaixo

P̃ r10
1

P̃ r1
2

M(l7)β

!!

M(l9)γ
==

M(l1)α// P̃ r2
2

M(l2)α// P̃ r3
2

M(l3)α// P̃ r4
2

M(l4)α// P̃ r5
2

M(l5)α// P̃ r6
2

M(l6)α// P̃ r7
2

P̃ r9
1

M(l8)δ // P̃ r8
3

O funtor −⊗K<x,y>N : finK < x, y >→ Pmin(Γ) preserva indecompońıveis e classes

de isomorfismos. Logo, Γ é derivadamente selvagem. Então, dos Teoremas 2.11 e 2.10

conclúımos que A é derivadamente selvagem.

Caso 3− 7 : 1 a // 2

b��
3

c

^^
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Temos duas possibilidades:

1. Nenhum caminho em Q de comprimento 2 pertence a I. Então, o Lema 3.1

implica que bc ∈ radA12\rad2A12. Assim, temos que dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 =

1, dimKe1

(
radA12

rad2A12

)
e2 = 1, dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e2 = 0 e dimKe1

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 0.

Logo, temos uma presentação para A12 como abaixo:

φ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xbc 7−→ bc

onde Q12 é 1
xa

== 2

xbc
}}

. Para KQ12

kerφ
ser derivadamente mansa é necessário, pelo

corolário 2.4, que xaxbc ∈ kerφ ou xbcxa ∈ kerφ. Com isso, temos os casos

abaixo:

1.1 xaxbc ∈ kerφ e xbcxa /∈ kerφ. Logo, bca /∈ I e abc ∈ I. Como nenhum

caminho em Q de comprimento 2 pertence a I temos do Lema 3.1 que ca ∈
radA23\rad2A23. Portanto, dimKe2

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 0, dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e3 =

0, dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1 e dimKe2

(
radA23

rad2A23

)
e3 = 1. Assim, temos uma

presentação para A23 como abaixo:

ϕ : KQ23 −→ A23

xb 7−→ b

xca 7−→ ca

onde Q23 é 2
xb

== 3

xca
}}

. Como bca /∈ I segue do corolário 2.4 que para KQ23

kerϕ

ser derivadamente mansa é necesário que xcaxb ∈ kerϕ, ou seja, cab ∈ I. O

único caminho não nulo de comprimento maior ou igual a três em Q é bca e

ele não pertence a I. Logo, I =< abc, cab >. A álgebra A = KQ
I

é isomorfa

à álgebra 1.3 da tabela 1.1.

1.2 xaxbc /∈ kerφ e xbcxa ∈ kerφ. Esse caso é análogo ao anterior.

1.3 xaxbc, xbcxa ∈ kerφ, temos que I =< abc, bca > ou I =< abc, bca, cab >.

No primeiro caso A é isomorfa à álgebra 1.3 da tabela 1.1. Já no segundo a
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álgebra A é uma álgebra autoinjetiva. Devido ao Teorema 2.12 dessa tese

e ao Corolário 2.6 de [10] conclúımos que A é derivadamente selvagem.

2. Pelo menos um caminho de comprimento dois pertence a I. Sem perda de gene-

ralidade podemos supor que bc ∈ I. Os únicos caminhos em Q de comprimento

maior ou igual a dois que não são múltiplos de bc são ab, ca e cab. Então, I é

um dos seguintes ideais:

< bc >, < bc, ab >, < bc, ca >, < bc, ab, ca > ou < bc, cab > .

Se I =< bc, cab > a álgebra A é derivadamente selvagem, pois, conforme

apêndice B, A é derivadamente equivalente a Γ = K∆
H

onde ∆ : 1 3
β
oo

γ

== 2

α
}}

e H =< αγ, αβ, γα >. Do Lema 3.6 segue que Γ é derivadamente selvagem.

Portanto, o Teorema 2.11 e o Teorema 2.10 implicam que A é derivadamente

selvagem. Em todos os outros casos A é gentle.

Caso 3− 10 : 1

a

��
b // 2 3coo

Do Corolário 2.3 sabemos que a2 ∈ I. Já do Lema 2.5 segue que ab /∈ I. Portanto,

I =< a2 > e A é isomorfa à álgebra A.54 da tabela A.9.
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3.3 Quivers bisseriais com 4 flechas

Começaremos a analisar quais as posśıveis álgebras derivadamente mansas que

podemos associar aos quivers da tabela A.6. Não será necessário analisar todos os

quivers, pois alguns deles, a menos de reordenação de vértices, são opostos de outros.

Desse modo basta analisar apenas um deles. Os quivers 4− 2, 4− 4, 4− 5, 4− 6, 4−
9, 4−11 e 4−20 são opostos, respectivamente, a 4−18, 4−7, 4−19, 4−17, 4−16, 4−14

e 4− 21.

Caso 4− 1 : 1

b

==

a
!!
2

d

==

c
!!
3

Do Lema 2.4 sabemos que para A ser derivadamente mansa a súbálgebra A13

também deve ser. Pela classificação feita no Teorema 2.14 temos que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 ∈

{0, 1, 2}.
Na verdade dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 é igual a 1 ou 2, pois se dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0

teŕıamos I =< ac, ad, bd, bc >. Pelo Lema 2.6, a álgebra A seria derivadamente

selvagem.

Agora veremos o que ocorre se dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1. Sem perda de generali-

dade podemos assumir que bc /∈ I. Como rad2A13 = 0 segue que bc ∈ radA13\rad2A13.

Então, temos uma presentação para A13 como abaixo:

ψ : KQ13 −→ A13

xbc 7−→ bc

onde Q13 é 1
xbc // 3 . Portanto, ac + µ1bc, bd + µ2bc, ad + µ3bc ∈ I, com µi ∈ K.

Logo, I =< ac + µ1bc, bd + µ2bc, ad + µ3bc >. Faremos uma mudança no conjunto

de geradores que troca a por a + µ1b e d por d + µ2c. Se µ1µ2 6= −µ3, após uma

mudança do conjunto de geradores, podemos assumir que I =< ad + bc, ac, bd >.

Caso µ1µ2 = −µ3, após uma mudança do conjunto de geradores, temos que I =<

ad, ac, bd > e o Lema 2.6 implica que A é derivadamente selvagem. Logo, A = KQ
I

em que I =< ad+ bc, ac, bd >.

Do apêndice B temos que a álgebra A é derivadamente equivalente à álgebra

Γ = KΛ
H

com Λ : 3
γ

==

δ

��ε
((
1

α

==

β
!!
2 e H =< γβ, δα, εα − δβ, εβ − γα >. Do Teorema
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2.6 segue que a subálgebra Γ13 é selvagem. Logo, o Lema 2.1 implica que Γ também é

selvagem. Então, da Proposição 2.1 obtemos que Γ é derivadamente selvagem. Como

Γ é derivadamente equivalente à álgebra A os Teoremas 2.10 e 2.11 implicam que A

é derivadamente selvagem.

Ainda falta analisar o que ocorre quando dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 2. Temos que

e1(radA13)e3 é gerado por ac, bd, bc, ad e tem dimensão 2. Logo, o ideal I pode ser

gerado por duas relações. Uma relação ρ de 1 para 3 tem a forma µ1ac + µ2ad +

µ3bc + µ4bd, com µi ∈ K, que podemos expressar como um produto de matrizes

da forma
[
a b

] [ µ1 µ2

µ3 µ4

][
c

d

]
. Denominamos a matriz Mρ =

[
µ1 µ2

µ3 µ4

]
por

matriz associada a ρ. Inversamente dada uma matriz

[
m11 m12

m21 m22

]
podemos associar

uma relação θ de 1 para 3 do seguinte modo: θ =
[
a b

] [ m11 m12

m21 m22

][
c

d

]
.

Dado o quiver ∆ : 1
α

==

β
!!
2 considere a categoria C em que os objetos são V =

(Vi, Nj), i ∈ Q0, j ∈ Q1 sendo Vi o espaço vetorial K2 com base {(1, 0); (0, 1)} e Nj

uma matriz 2× 2. Dados V = (Vi, Nj), U = (Ui, Tj) ∈ C um morfismo de V para U é

dado por uma famı́lia f = (fk)k∈Q0 de matrizes 2×2 invert́ıveis tais que Tαf1 = f2Nα

e Tβf1 = f2Nβ, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo.

V1

Nα

99

Nβ
%%

f1

��

V2

f2

��
U1

Tα

88

Tβ
&&
U2

Considere o quiver Q : 1

b

==

a
!!
2

d

==

c
!!
3 , seja D a categoria cujos objetos são as

álgebras A = KQ
<ρ1,ρ2>

, onde ρi ∈ rad2KQ. Observamos que {ρ1, ρ2} não é necessaria-

mente um conjunto minimal de geradores. Os morfismos em D são homorfismos de

K−álgebras. Com as definições acima introduzidas podemos definir o funtor abaixo:
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F : C → D

em que F (V = (Vi, Nj)) = KQ
I

onde I =<
[
a b

]
Nj

[
c

d

]
>j∈{1,2}. Dado

f = (fk)k∈{1,2} temos que F (f) = φ em que φ(a) =
[
a b

]
f2

[
1

0

]
,

φ(b) =
[
a b

]
f2

[
0

1

]
, φ(c) =

[
1 0

]
f−1

1

[
c

d

]
e φ(d) =

[
0 1

]
f−1

1

[
c

d

]
.

O funtor F é denso. Pois, dada A = KQ
<ρ1,ρ2>

temos que F (Vi,Mρj) = A.

Lema 3.7. Sejam Q : 1
a

==

b
!!
2

c

==

d
!!
3 , Ai = KQ

Ii
, com i ∈ {1, 2, 3, 4}, onde I1 =<

ac + bd, bc >, I2 =< ad, ac >, I3 =< bc, ac > e I4 =< ac, bd >. Se A = KQ
I

em

que I =< ρ1, ρ2 >, com {ρ1, ρ2} um conjunto minimal de geradores de I, então A é

isomorfa a Ai para algum i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Demonstração: Como F é denso, dado A ∈ D temos que existe X ∈ C tal que

F (X) ∼= A. Seja U ∈ C, do teorema de Krull-Shmidt sabemos que U se decompõe

em soma direta de indecompońıveis. Então, do Exemplo 2.8 segue que U é isomorfa

a uma das seguintes representações: V1 =

(
K2, K2; I,

[
λ 1

0 λ

])
,

V2 =

(
K2, K2;

[
0 1

0 0

]
, I

)
, V3 =

(
K2, K2; I,

[
λ 0

0 µ

])
,

V4 =

(
K2, K2;

[
0 1

0 0

]
,

[
1 0

0 0

])
, V5 =

(
K2, K2;

[
1 0

0 0

]
,

[
0 0

1 0

])
,

V6 =

(
K2, K2;

[
1 0

0 0

]
,

[
λ 0

0 0

])
, V7 =

(
K2, K2;

[
0 0

0 0

]
,

[
0 0

0 0

])
,

V8 =

(
K2, K2;

[
1 0

0 0

]
,

[
λ 0

0 1

])
, V9 =

(
K2, K2;

[
0 0

0 0

]
,

[
1 0

0 1

])

e V10 =

(
K2, K2;

[
0 0

0 0

]
,

[
1 0

0 0

])
onde λ, µ ∈ K.

Temos que F (V1) = KQ
J1

com J1 =< ac+ bd, λac+ ad+λbd >. Logo, F (V1) ∼= A1.

A imagem de V2 por F é isomorfa a A1. Se λ 6= µ obtemos que F (V3) = KQ
J2

com

J2 =< ac + bd, λac + µbd >. Como λ 6= µ temos que F (V3) = A4. Caso λ = µ

conclúımos que F (V3) = KQ
J3

em que J3 =< ac + bd >, nesse caso J3 não possui um
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conjunto minimal de geradores com cardinalidade 2. Temos que F (V4) = A2, F (V5) =

A3, F (V6) = KQ
J4

em que J4 =< ac >, F (V7) = KQ, F (V9) = KQ
J3

, F (V10) = KQ
J4

e

F (V8) = A4.

Como o ideal das álgebras F (V3), se λ = µ, F (V6), F (V7), F (V9) e F (V10) não

possui um conjunto minimal de geradores com cardinalidade 2 conclúımos que A ∼= Ai

com i ∈ {1, 2, 3, 4}.
�

A álgebra A1 é selvagem devido ao Exemplo 2.11.c de [54]. Logo, derivadamente

selvagem pela Proposição 2.1. O Lema 2.6 implica que as álgebras A2 e A3 são

derivadamente selvagens. Já a álgebra A4 é isomorfa a uma álgebra gentle.

Caso 4− 2 : 1
c

==b 66 2

a
}} d // 3

O subquiver pleno cujos vértices são {1, 2} é convexo. Por causa desse último

fato e do Teorema 2.14 podemos assumir que ca, ab ∈ I. Como ca, ab ∈ I, do Lema

2.6, temos que ba, ac /∈ I. Esse último fato, junto com o Lema 3.2, implica que

ac ∈ radA23\rad2A23 e ba ∈ radA13\rad2A13. Do fato que ac ∈ radA23\rad2A23 e do

Lema 2.5 segue que acd 6= 0. Logo, cd /∈ I. Como ba ∈ radA13\rad2A13 e ab ∈ I segue

do Lema 2.5 que bd /∈ radA13\rad2A13, caso contrário, A13 é derivadamente selvagem.

Portanto, bd ∈ rad2A13. O Lema 2.6 implica que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 6= 0, ou seja,

dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 ∈ {1, 2}. Como bd ∈ rad2A13 conclúımos que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 =

1. Dos fatos que cd /∈ I, dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1 e bd ∈ rad2A13 segue que cd ∈

radA13\rad2A13. Já que ba ∈ e1 (radA13\rad2A13) e1 temos que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e1 =

1. Além disso, temos que dimKe3

(
radA13

rad2A13

)
e1 = 0 e dimKe3

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0. Logo,

temos uma presentação de A13 como abaixo:

φ : KQ13 −→ A13

xba 7−→ ba

xcd 7−→ cd

onde Q13 é 1

xba

�� xcd // 3 . Para KQ13

kerφ
ser derivadamente mansa, pelo Lema 2.5, é ne-

cessário que xbaxcd /∈ kerφ, isto é, bacd /∈ I. Logo, dimKe1rad
2KQ13

kerφ
e3 = 1. Como



66

KQ13

kerφ
∼= A13 temos que dimKe1rad

2A13e3 = 1. Portanto, {bacd} é uma base para

e1rad
2A13e3. Desse último fato e do fato que bd ∈ rad2A13 temos que bd+λbacd = 0,

ou seja, bd + λbacd /∈ I. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores de A

que troca d por d̃ = d + λacd podemos assumir que bd ∈ I e bacd /∈ I. Logo,

J =< ca, ab, bd >⊂ I. Desse modo, A ∼= B
L

, onde B = KQ
J

e L ⊆ rad2B. A álgebra

B é gentle e isomorfa a álgebra A.15 da tabela A.7. O único caminho maximal de

(Q,J) é bacd e bacd /∈ I como vimos acima. Então, do Lema 3.5 temos que L = 0.

Caso 4− 3 : 1
b

55

a
)) 2

c
��

3
d

^^

Como estamos interessados em álgebras derivadamente mansas de dimensão finita

as subálgebras eiAei com i ∈ {1, 2, 3} devem ser álgebras derivadamente mansas de

dimensão finita. Então, do Teorema 2.13 segue que rad2eiAei = 0 para qualquer

i ∈ {1, 2, 3}. Logo, rad6A = 0. Se dentre os geradores minimais de I não tivermos

uma relação do tipo λ1da+λ2db+λ3dbcdb+λ4dbcda+λ5dacdb+λ6dacda com λ1 6= 0

ou λ2 6= 0, quando fizermos A
<c>

o Teorema 2.6 implicará que a álgebra quociente será

selvagem, pois será uma álgebra hereditária cujo grafo não é Dynkin nem Dynkin

extendido. Assim, pelo Lema 2.1, A é selvagem. Logo, A é derivadamente selvagem

pela Proposição 2.1. Então, λ1da+λ2db+λ3dbcdb+λ4dbcda+λ5dacdb+λ6dacda ∈ I
com λ1 6= 0 ou λ2 6= 0. A menos de trocarmos a com b podemos supor que λ1 6= 0.

Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca a por λ1a+λ2b+λ3bcdb+

λ4bcda+ λ5acdb+ λ6acda = ã temos que dã ∈ I. Então, podemos supor que da ∈ I.

Temos duas possibilidades em A:

1. cd ∈ I. Temos que cd, da ∈ I. Na álgebra A temos que λ1ac + λ2bc ∈ I com

λ1 e λ2 não simultaneamente nulos. Caso contrário, A
<d>

seria selvagem pelo

Teorema 2.6. Portanto, A seria selvagem pelo Lema 2.1. Logo, derivadamente

selvagem pela Proposição 2.1.

Se λ2 6= 0 trocando b por b̃ = λ1a + λ2b obtemos que b̃c, cd, da ∈ I. Logo,

podemos assumir que bc ∈ I. Então, J =< da, cd, bc >⊂ I e A ∼= B
L

, para

algum L ⊆ rad2B, onde B = KQ
J

. Sabemos que B é isomorfa à álgebra A.17

da tabela A.7, portanto é gentle e de dimensão finita. Os únicos caminhos de
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(Q, J) de comprimento maior ou igual a dois são db e ac, que não pertencem a

I por causa do Lema 2.6. Então, L = 0 e A ∼= B.

Caso λ2 = 0 temos que ac ∈ I. Então, J =< da, cd, ac >⊂ I e A = B
L

, para

algum ideal L ⊆ rad2B, onde B = KQ
J

. Sabemos que B é isomorfa à álgebra

A.18 da tabela A.7, portanto é gentle e de dimensão finita. Do Lema 2.6 temos

que db, bc /∈ I. Então, se L 6= 0 temos que L =< dbc >. Neste caso, com

racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 temos o complexo

N de K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r10
2

M(l9)a

!!
P̃ r1

1

M(l1)d// P̃ r2
3

M(l2)bc// P̃ r3
1

M(l3)d// P̃ r4
3

M(l4)bc// P̃ r5
1

M(l5)d// P̃ r6
3

M(l6)bc// P̃ r7
1

M(l7)d// P̃ r8
3

M(l8)bc// P̃ r9
1

O funtor −⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis

e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

2. cd /∈ I. Pelo Lema 3.1 conclúımos que cd ∈ radA12\rad2A12. Com isso temos

que dimKe1

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 0, dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e2 = 0, dimKe1

(
radA12

rad2A12

)
e2 =

2 e dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 1. Então, temos uma presentação para A12 como

abaixo:

φ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

xcd 7−→ cd

onde Q12 é 1

xa
!!

xb
((
2

xcd

aa . Do fato que da ∈ I segue que xcdxa ∈ kerφ. Para

a álgebra KQ12

kerφ
∼= A12 ser derivadamente mansa é necessário, pelo corolário

2.5, que xbxcd + λxaxcd ∈ kerφ, ou seja, bcd + λacd ∈ I. Então, trocando b

por b̃ = b + λa temos que da, b̃cd ∈ I. Por isso, podemos assumir que bcd ∈
I. Novamente, do corolário 2.5, segue que dimKe1

(
rad2KQ12

kerφ

)
e2 = 1. Logo,

xaxcdxb /∈ kerφ, isto é, acdb /∈ I.

Como da ∈ I o Lema 2.6 implica que db /∈ I. Logo, dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1 e

db ∈ radA23\rad2A23. Além disso, dimKe2

(
radA23

rad2A23

)
e3 = 1, dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e3 =
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0 e dimKe2

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 0. Com isso temos uma presentação para a álgebra

A23 como abaixo:

θ : KQ23 −→ A23

xc 7−→ c

xdb 7−→ db

onde Q23 é 2

xc
!!
3

xdb

hh . Como cdb /∈ I, do corolário 2.4 segue que xdbxc ∈ kerθ

isto é, dbc ∈ I. Na álgebra A13 temos que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 ∈ {0, 1, 2}.

Analisamos essas possibilidades abaixo:

a) dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0. Então, ac, bc ∈ I e o Lema 2.6 implica que A é

derivadamente selvagem.

b) dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 2. Logo, ac, bc ∈ radA13\rad2A13. Assim,

dimKe3

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0, dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e1 = 0, dimKe3

(
radA13

rad2A13

)
e1 = 1

e dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 2. Desse modo, temos uma presentação para A13

como abaixo:

τ : KQ13 −→ A13

xac 7−→ ac

xbc 7−→ bc

xd 7−→ d

onde Q13 é 1

xac
!!

xbc
((
3

xd

aa . Como dac, dbc ∈ I temos que xdxac, xdxbc ∈ kerτ .

Como xdxac, xdxbc ∈ kerτ o Lema 2.6 implica que KQ213

kerτ
∼= A13 é derivada-

mente selvagem. Logo, A é derivadamente selvagem.

c) dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1. Então, o quiver de A13 é

1
!!
3hh

Do corolário 2.4 segue que rad3A13 = 0. Como acdb /∈ I, veja ińıcio do

caso 2, segue que ac /∈ I. Se ac ∈ rad2A13 teŕıamos que ac ∈ rad3A13
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pois, e1rad
2A13e3 ⊆ rad3A13. Como rad3A13 = 0 conclúımos que ac =

0, ou seja, ac ∈ I, absurdo. Portanto, ac ∈ radA13\rad2A13. Se bc ∈
e1 (radA13\rad2A13) e3, como ac ∈ radA13\rad2A13 e dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 =

1 segue que ac + λbc = 0, com λ 6= 0. Como bcd = 0, veja ińıcio do caso 2,

segue que acd = 0, ou seja, acd ∈ I. Logo, dimKe1

(
KQ12

kerφ

)
e1 = 0. Então,

pelo corolário 2.5, A12 é derivadamente selvagem, implicando que A também

será.

Caso bc ∈ rad2A13 temos que bc ∈ rad3A13 pois, e1rad
2A13e3 ⊆ rad3A13.

Como rad3A13 = 0 obtemos que bc ∈ I. Então, J =< da, bc >⊂ I e A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. Sabemos que B é isomorfa à álgebra A.16 da

tabela A.7, portanto gentle. O único caminho maximal de (Q, J) é acdb, já

vimos que acdb /∈ I. Portanto, pelo Lema 3.5 segue que L = 0 e A ∼= B.

Caso 4− 4 : 1

b

==

a
!!
2 c // 3

d

��

O corolário 2.3 implica que d2 ∈ I. Devido o Teorema 2.14 temos que

dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 ∈ {0, 1}. Como A é derivadamente mansa o caso

dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0 não ocorre por causa do Lema 2.6. Logo, dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 =

1. Então, ac ∈ radA13\rad2A13 ou bc ∈ radA13\rad2A13. Podemos supor sem perda

de generalidade que bc ∈ radA13\rad2A13. Assim, temos uma presentação para A13

como abaixo:

φ : KQ13 −→ A13

xbc 7−→ bc

xd 7−→ d

onde Q13 é 1 xbc
// 3

xd

��
. O Teorema 2.14 implica que xbcxd /∈ kerφ, ou seja, bcd /∈ I.

Temos que {xbc, xbcxd} é uma base para e1rad
(
KQ13

kerφ

)
e3. Do fato que A13

∼= KQ13

kerφ

segue que {bc, bcd} é uma base para e1(radA13)e3. Como ac ∈ e1(radA13)e3 e {bc, bcd}
é uma base para esse espaço vetorial temos que ac = λ1bc+ λ2bcd, isto é, ac− λ1bc−
λ2bcd ∈ I. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca a por a− λ1b

podemos assumir que ac− λ2bcd, d
2 ∈ I.
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Se λ2 = 0 temos que I =< d2, ac > e a álgebra A é isomorfa à álgebra A.19 da

tabela A.7, portanto é gentle. Caso λ2 6= 0 temos que I =< d2, ac − λ2bcd > e a

álgebra A é isomorfa à álgebra 1.5 da tabela 1.1.

Caso 4− 5 : 1

a

��

c

99 2

b
{{ d // 3

O subquiver pleno cujos vértices são {1, 2} é convexo. Logo, pelo Teorema 2.14

podemos assumir que a2, cb, bc ∈ I e bac /∈ I. Esses últimos fatos junto com o Lema

3.2 nos dá que bac ∈ radA23\rad2A23. Como bac, d ∈ radA23\rad2A23 e (bac)2 = 0 o

Lema 2.5 implica que bacd 6= 0, ou seja, bacd /∈ I. Temos que J =< a2, bc, cb >⊂ I e

A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. Logo, B é isomorfa à álgebra A.20 da tabela A.7,

portanto é gentle. O único caminho maximal de (Q, J) é bacd. Como já mostramos

ele não pode pertencer a I. Esse fato, junto com o Lema 3.5 implica que, a menos de

isomorfismo, A.20 é a única álgebra derivadamente mansa associada a esse quiver.

Caso 4− 6 : 1

a

��
b // 2

c

��
d // 3

Do corolário 2.3 temos que a2, c2 ∈ I. Já o Lema 2.5 implica que ab, bc, cd /∈ I. O

subquiver pleno cujos vértices são {1, 2} é convexo. Por isso, podemos assumir que

IA12 = {a2, c2}. Na álgebra A13 temos que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 < 2, por causa do

Teorema 2.14. As outras possibilidades analisamos abaixo:

1. dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0. Como cd, bc /∈ I temos que I =< a2, c2, bd, bcd >. Do

apêndice B segue que A = KQ
I

é derivadamente equivalente à álgebra Γ = K∆
H

onde ∆ é o quiver

1

α

��
3

β
}}

ε

aa 2

δ

��

γ
oo

e H =< α2, δ2, γε − δγβ >. A subálgebra Γ13 é derivadamente selvagem pela

classificação feita no Teorema 2.14. Logo, Γ também será. Portanto, pelos

Teoremas 2.10 e 2.11 temos que A é derivadamente selvagem.

2. dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1. Vamos considerar dois casos:
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2.1 bcd ∈ radA13\rad2A13. Como a, bcd ∈ radA13\rad2A13 e a2 ∈ I o Lema

2.5 implica abcd 6= 0. Temos que {bcd, abcd} é uma base para e1radA13e3.

Como bd ∈ e1radA13e3 obtemos que bd + λ1bcd + λ2abcd = 0, ou seja,

bd+ λ1bcd+ λ2abcd ∈ I. Após uma mudança no conjunto de geradores que

troca b por b̃ = b + λ1bc + λ2abc, podemos assumir que bd ∈ I. Temos que

J =< a2, c2, bd >⊂ I e A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. Logo, B é

isomorfa à álgebra A.21 da tabela A.7, portanto é gentle. O único caminho

maximal de (Q, J) é abcd, como vimos esse caminho não pertence a I. Esse

fato junto com o Lema 3.5 implica que L = 0 e A ∼= B.

2.2 bcd ∈ rad2A13. Como bcd ∈ rad2A13 e dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1 segue

que bd ∈ radA13\rad2A13. Assim, temos uma presentação para A13 como

abaixo:

φ : KQ13 −→ A13

xa 7−→ a

xbd 7−→ bd

onde Q13 é 1

xa

�� xbd // 3 . Assim, do Lema 2.5 segue que xaxbd /∈ kerφ, ou

seja, abd /∈ I. Temos que {xaxbd} é uma base para e1rad
2
(
KQ13

kerφ

)
e3. Do

fato que KQ13

kerφ
∼= A13 segue que {abd} é uma base para e1rad

2A13e3. Como

bcd ∈ e1rad
2A13e3 e {abd} é uma base para esse espaço vetorial temos que

bcd+λabd = 0, ou seja, bcd+λabd ∈ I. Logo, I =< a2, c2, bcd+λabd >. A

álgebra A é derivadamente equivalente, por cálculos feitos no apêndice B,

à álgebra Γ = K∆
H

onde ∆ é o quiver

3
ε

��

2

δ

��

γ
oo

β��
1

α

EE

sendo que H =< α2, δ2, δβ + λβα− γε >. Logo, com racioćınio e notações

análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N

de K < x, y > −Γ bimódulos abaixo
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P̃ r10
3

M(l9)γ

!!
P̃ r1

2

M(l1)δ// P̃ r2
2

M(l2)δ// P̃ r3
2

M(l3)δ// P̃ r4
2

M(l4)δ// P̃ r5
2

M(l5)δ // P̃ r6
2

M(l6)δ // P̃ r7
2

P̃ r8
1

M(l7)β

==

M(l8)α

!!
P̃ r9

1

O funtor −⊗K<x,y>N : finK < x, y >→ Pmin(Γ) preserva indecompońıveis

e classes de isomorfismos. Logo, Γ é derivadamente selvagem e o Teorema

2.11 implica que A é derivadamente selvagem.

Caso 4− 8 : 1

d

��
a // 2

b��
3

c

^^

Pelo corolário 2.3, sabemos que d2 ∈ I. Suponha que cda ∈ I. O Lema 2.5 implica

que cd, da /∈ I. Se ab /∈ I o Lema 3.1 implica que ab ∈ radA13\rad2A13. Então, temos

uma presentação para A13 como abaixo:

φ : KQ13 −→ A13

xab 7−→ ab

xc 7−→ c

xd 7−→ d

onde Q13 é 1

xd

��

xab

99 3

xc
{{

. Do corolário 2.6 segue que xabxc ∈ kerφ, ou seja, abc ∈ I.

Assim, temos duas possibilidades para considerar: na primeira ab, cda, d2 ∈ I; na

segunda ab /∈ I e abc, cda, d2 ∈ I. Com isso, com racioćınio e notações análogos aos

dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir, respectivamente, os complexos M e N
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de K < x, y > −A bimódulos abaixo

M : P̃ r9
3

M(l8)b// P̃ r8
2

M(l7)a

  

P̃ r1
1

M(l1)d// P̃ r2
1

M(l2)d// P̃ r3
1

M(l3)d// P̃ r4
1

M(l4)d// P̃ r5
1

M(l5)d// P̃ r6
1

M(l6)d// P̃ r7
1

M(l9)cd// P̃ r10
3

N : P̃ r10
2

M(l9)a

!!
P̃ r1

1

M(l1)d// P̃ r2
1

M(l2)d// P̃ r3
1

M(l3)d// P̃ r4
1

M(l4)d// P̃ r5
1

M(l5)d// P̃ r6
1

M(l6)d// P̃ r7
1

M(l7)cd// P̃ r8
3

M(l8)ab// P̃ r9
1

Os funtores − ⊗K<x,y> M : finK < x, y > −→ Pmin(A) e − ⊗K<x,y> N : finK <

x, y > −→ Pmin(A) preservam indecompońıveis e classes de isomorfismos. Logo, em

ambos os casos A é derivadamente selvagem.

Acabamos de ver que para A ser derivadamente mansa é necessário que cda /∈ I.

Com isso, temos que dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 ∈ {1, 2}. Analisamos essas duas possibili-

dades abaixo:

1) dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 2. Então, temos uma presentação para A23 como abaixo:

ψ : KQ23 −→ A23

xb 7−→ b

xca 7−→ ca

xcda 7−→ cda

onde Q23 é 2
xb

99 3
xcda
vv

xca

��
. Temos dois casos: bc ∈ I ou bc /∈ I. No segundo caso, o

Lema 3.1 implica que bc ∈ radA12\rad2A12. Logo, temos uma presentação para

A12 como abaixo:

τ : KQ12 −→ A12

xd 7−→ d

xa 7−→ a

xbc 7−→ bc

onde Q12 é 1

xd

��

xa

99 2

xbc
{{

. Do corolário 2.6 segue que xaxbc ∈ kerτ , isto é, abc ∈

I. Em ambos os casos conclúımos que xcdaxbxcda, xcdaxbxca, xcaxbxcda, xcaxbxca ∈



74

kerψ. Logo, dimKe3

(
radKQ23

kerψ

)
e2 = 2 e o corolário 2.5 implica que KQ23

kerψ
∼= A23

é derivadamente selvagem. Portanto, pelo Lema 2.4 a álgebra A é derivadamente

selvagem.

2) dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1. Como o quiver de A23 é 2 == 3

}}
, do corolário 2.4

temos que rad3A23 = 0. Esse último fato junto com cda /∈ I implica que cda ∈
radA23\rad2A23. Como dimKe3(radA23)e2 = 1 e cda ∈ radA23\rad2A23 temos

que ca + λcda = 0 ou seja, ca + λcda ∈ I. Após uma mudança no conjunto de

geradores que troca c por c̃ = c(e1 + λd) podemos assumir que ca ∈ I. Temos as

seguintes possibilidades:

2.1 bc ∈ I. Temos que J =< d2, bc, ca >⊂ I, A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

.

A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.23 da tabela A.7. Os caminhos de

comprimento maior ou igual a dois em (Q, J) são: cd, da, ab, cda, dab e cdab. Já

vimos que cd, da, cda /∈ I. Caso ab+λdab ∈ I, após uma mudança no conjunto

de geradores podemos assumir que ab ∈ I. Dessas últimas considerações segue

que L é um dos seguintes ideais: < ab >,< dab >, < cdab >.

Se L =< ab >, a álgebra A é gentle e isomorfa á álgebra A.24 da tabela A.7.

Caso L =< dab > ou L =< cdab > temos que ab /∈ I e o Lema 3.1 implica

que ab ∈ radA13\rad2A13. Então, em ambos os casos temos uma presentação

para A13 como abaixo:

χ : KQ13 −→ A13

xab 7−→ ab

xc 7−→ c

xd 7−→ d

onde Q13 é 1

xd

��

xab

99 3

xc
{{

. Logo, em ambos os casos dimKe3

(
radKQ13

kerχ

)
e3 = 0

e o corolário 2.6 implica que KQ13

kerχ
é derivadamente selvagem. Portanto, em

ambos os casos A é derivadamente selvagem.

2.2 bc /∈ I. Logo, o Lema 3.1 implica que bc ∈ radA12\rad2A12. Assim, temos
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uma presentação para A12 como abaixo:

ϕ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xbc 7−→ bc

xd 7−→ d

onde Q12 é 1

xd

��

xa

99 2

xbc
{{

. Do corolário 2.6 e do fato que ca ∈ I temos que

x2
d, xbcxa, xaxbc ∈ kerϕ e xbcxdxa /∈ kerϕ, ou seja, d2, bca, abc ∈ I e bcda /∈ I.

Como ca ∈ I e cda /∈ I temos que cda ∈ radA23\rad2A23. Então, temos uma

presentação para A23 como abaixo:

κ : KQ23 −→ A23

xcda 7−→ cda

xb 7−→ b

onde Q23 é 2
xb

99 3

xcda
{{

. Como bcda /∈ I do corolário 2.4 segue que xcdaxb ∈ kerκ,

isto é, cdab ∈ I. Temos duas possibilidades:

2.2.1 ab /∈ I. Logo, o Lema 3.1 implica que ab ∈ radA13\rad2A13. Então,

temos uma presentação para A13 como abaixo:

η : KQ13 −→ A13

xab 7−→ ab

xc 7−→ c

xd 7−→ d

onde Q13 é 1

xd

��

xab

99 3

xc
{{

. Como ca, cdab ∈ I temos que

dimKe3

(
rad2KQ13

kerη

)
e3 = 0. Então, o corolário 2.6 implica que KQ13

kerη
∼=

A13 é derivadamente selvagem. Portanto, A é derivadamente selvagem.

2.2.2 ab ∈ I. Com isso temos que J =< d2, ab, ca >⊂ I, A ∼= B
L

com L ⊆
rad2B e B = KQ

J
. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.22 da
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tabela A.7. O único caminho maximal de (Q, J) é bcda o qual, como

vimos, não pertence a I. Portanto, o Lema 3.5 implica que L = 0 e

A ∼= B.

Caso 4− 9 : 1

a

��
b // 2

d

99 3

c
{{

Sabemos do corolário 2.3 que a2 ∈ I. O subquiver pleno cujo conjunto de vértices

é {2, 3} é convexo. Desse último fato junto com o Teorema 2.14 conclúımos que temos

as três possibilidades abaixo:

1) cd ∈ I e dc /∈ I. Como dc /∈ I o Lema 3.2 implica que dc ∈ radA12\rad2A12.

Então, temos uma presentação para A12 como abaixo:

φ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

xdc 7−→ dc

onde Q12 é 1

xa

�� xb // 2

xdc

��
. Devido ao fato que a2, (dc)2 ∈ I e ao corolário 2.7 con-

clúımos que xaxbxdc /∈ kerφ, ou seja, abdc /∈ I. Temos que J =< a2, cd >⊂ I e

A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra

A.25 da tabela A.7. O único caminho maximal de (Q, J) é abdc o qual não pode

pertencer a I. Então, o Lema 3.5 implica que L = 0 e A ∼= B.

2) cd /∈ I e dc ∈ I. Como cd /∈ I o Lema 3.2 implica que cd ∈ radA13\rad2A13. Se

bd /∈ I o Lema 3.1 implica que bd ∈ radA13\rad2A13. Como dc ∈ I e cd, bd ∈
radA13\rad2A13 o Lema 2.5 implica que A13 é derivadamente selvagem. Logo,

bd ∈ I. Sabemos que J =< a2, dc, bd >⊂ I e A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

.

A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.26 da tabela A.7. Os caminhos de

comprimento maior ou igual a dois em (Q, J) são cd e ab. Por hipótese cd /∈ I e,

por causa do Lema 2.5, ab /∈ I. Então, L = 0 e A ∼= B.

3) cd, dc ∈ I. Temos que J =< a2, cd, dc >⊂ I e A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

.

A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.27 da tabela A.7. Então L = 0 ou
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L =< bd >. Se L =< bd > como B é uma álgebra gentle o Lema 3.6 implica que

A é derivadamente selvagem. Portanto, A ∼= B.

Caso 4− 10 : 1

a

��
b // 2 c // 3

d

��

O corolário 2.3 implica que a2, d2 ∈ I. Do Lema 2.5 sabemos que ab, cd /∈ I.

Temos duas possibilidades:

1. bc ∈ I. Como ab, cd /∈ I segue que I =< a2, bc, d2 >. A álgebra A = KQ
I

é

gentle e isomorfa A.29 da tabela A.7.

2. bc /∈ I. Logo, pelo Lema 3.1 temos que bc ∈ radA13\rad2A13. Então, temos

uma presentação para A13 como abaixo:

φ : KQ13 −→ A13

xa 7−→ a

xbc 7−→ bc

xd 7−→ d

onde Q13 é 1

xa

�� xbc // 3

xd

��
. Devido ao Teorema 2.14 para KQ13

kerφ
∼= A13 ser derivada-

mente mansa é necessário que kerφ =< x2
a, x

2
d >. Portanto, I =< a2, d2 >. A

álgebra A = KQ
I

é gentle e isomorfa à álgebra A.28 da tabela A.7.

Caso 4− 11 : 1
b

55

c
��

2
a

uu

d��
3

O subquiver pleno cujo conjunto de vértices é {1, 2} é convexo. Esse fato junto

com o Teorema 2.14 implica que ab ∈ I ou ba ∈ I. Suponha que ab ∈ I. Logo, temos

as possibilidades abaixo:

1) ba ∈ I. Portanto, J =< ab, ba >⊂ I, A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra

B é gentle e isomorfa à álgebra A.30 da tabela A.7. Os caminhos em (Q, J) de

comprimentos maior ou igual a dois são ac e bd. Se um deles pertence a L o Lema

3.6 implica que A é derivadamente selvagem. Portanto, L = 0 e A ∼= B.
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2) ba /∈ I. Logo, o Lema 3.2 implica que ba ∈ radA13\rad2A13. Então, temos uma

presentação para A13 como abaixo:

φ : KQ13 −→ A13

xba 7−→ ba

xc 7−→ c

onde Q13 é 1

xba

�� xc // 3 . Do Lema 2.5 obtemos que xbaxc /∈ kerφ, isto é, bac /∈ I.

Suponha que bd ∈ radA13\rad2A13. Como bd, ba ∈ radA13\rad2A13 e ab ∈ I o

Lema 2.5 implica que A13 é derivadamente selvagem. Portanto, bd ∈ rad2A13.

Como A13
∼= KQ13

kerφ
, ab ∈ I e xbaxc /∈ kerφ temos que dimKe1rad

2A13e3 = 1. Já

que dimKe1rad
2A13e3 = 1 e bac /∈ I conclúımos que bd + λbac = 0, para algum

λ ∈ K. Logo, bd + λbac ∈ I. Após uma mudança do conjunto de geradores que

troca d por d + λac podemos assumir que bd ∈ I. Temos que J =< ab, bd >⊂ I,

A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.31

da tabela A.7. O único caminho maximal de (Q, J) é bac e ele não pode pertencer

a I. Logo, o Lema 3.5 implica que L = 0 e A ∼= B.

Ainda nos resta analisar o que ocorre se ba ∈ I. Esse caso é análogo ao anterior,

basta trocar 1 com 2, a com b e c com d.

Caso 4− 12 : 1 b //

a
��

2

c

��

d��
3

O corolário 2.3 implica que c2 ∈ I. Do Lema 2.5 segue que bc, cd /∈ I. Na

subálgebra A13 o Teorema 2.14 implica que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 ∈ {1, 2}.

Se dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1 temos uma presentação para A13 como abaixo:

φ : KQ13 −→ A13

xa 7−→ a

onde Q13 é 1
xa // 3 . Como dimKradA13 = 1 e a ∈ (QA)1 temos que bd = 0 e

bcd = 0. Logo, bd, bcd ∈ I. Do fato que bc, cd /∈ I conclúımos que I =< c2, bd, bcd >.
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Do apêndice B segue que A é derivadamente equivalente à álgebra Γ = K∆
H

, onde

∆ : 1
α

== 3

γ
}}
β
vv

2ε
oo

δ

��

e H =< δ2, αβ, αγ, δεγ−εβ >. Como αβ, αγ ∈ H, o Lema 2.6 implica que Γ é deriva-

damente selvagem. Portanto, dos Teoremas 2.11 e 2.10 segue que A é derivadamente

selvagem.

Caso dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 2 o quiver de A13 é 1 ==

!!
3 e rad2A13 = 0. Assim,

temos os seguintes casos a considerar:

1. bcd ∈ radA13\rad2A13. Como a ∈ (QA)1, bcd ∈ radA13\rad2A13 e

dimKe1radA13e3 = 2 conclúımos que {a, bcd} é uma base para e1radA13e3.

Desse último fato e do fato que bd ∈ e1radA13e3 obtemos que bd + λbcd = 0,

ou seja, bd+ λbcd ∈ I. Após uma mudança no conjunto de geradores que troca

d por d + λcd podemos assumir que bd, c2 ∈ I. Como bc, cd /∈ I temos que

I =< c2, bd >. Essa álgebra é gentle e isomorfa à álgebra A.32 da tabela A.7.

2. bcd ∈ rad2A13. Já que rad2A13 = 0 conclúımos que bcd = 0, ou seja, bcd ∈ I.

Como dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 2 temos que bd ∈ e1 (radA13\rad2A13) e3. Do fato

que bc, cd /∈ I segue que I =< c2, bcd >. Assim, a álgebra A é derivadamente

equivalente à álgebra Γ = K∆
H

onde

∆ : 2

δ

��

ε

��

γ // 1

α




3

β

JJ

e H =< αβ, δ2, δγ − εβ >. Mostraremos que a álgebra Γ é derivadamente

selvagem. Com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16
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podemos construir o complexo N de K < x, y > −Γ bimódulos abaixo

P̃ r10
3

M(l9)ε

!!
P̃ r1

2

M(l1)δ// P̃ r2
2

M(l2)δ// P̃ r3
2

M(l3)δ// P̃ r4
2

M(l4)δ// P̃ r5
2

M(l5)δ // P̃ r6
2

M(l6)δ // P̃ r7
2

P̃ r8
1

(l7)γ

==

M(l8)β

!!
P̃ r9

3

O funtor −⊗K<x,y>N : finK < x, y > −→ Pmin(Γ) preserva indecompońıveis e

classes de isomorfismos. Logo, Γ é derivadamente selvagem. Já que A é deriva-

damente equivalente a Γ, dos Teoremas 2.11 e 2.10, segue que A é derivadamente

selvagem.

Caso 4− 13 : 1
a

55 2
b

uu

c
��

3
d

^^

Temos duas possibilidades:

1. cd ∈ I. Do corolário 2.4 sabemos que para a subálgebra A12 ser derivadamente

mansa é necessário que ab ∈ I ou ba ∈ I. O que nos dá os seguintes casos:

1.1. ab ∈ I e ba /∈ I. Do Lema 3.2 obtemos que ba ∈ radA23\rad2A23. Se

da /∈ I segue do Lema 3.1 que da ∈ radA23\rad2A23. Como ab ∈ I e

ba, da ∈ radA23\rad2A23 temos do Lema 2.5 que A23 é derivadamente sel-

vagem. Portanto, da ∈ I. Com isso, obtemos que dimKe2

(
radA23

rad2A23

)
e2 =

1, dimKe2

(
radA23

rad2A23

)
e3 = 1, dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e3 = 0 e dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 =

0. Desse modo, temos a seguinte presentação para A23

φ : KQ23 −→ A23

xba 7−→ ba

xc 7−→ c



81

onde Q23 é 2

xba

�� xc // 3 . Pelo Lema 2.5 conclúımos que xbaxc /∈ kerφ, ou seja,

bac 6= 0. Temos que J =< cd, ab, da >⊆ I. Logo, A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B

e B = KQ
J

. A álgebra B é isomorfa à álgebra A.35 da tabela A.7. O

único caminho maximal de comprimento maior ou igual a dois em (Q, J)

é bac, o qual já vimos que não pode pertencer a I. Portanto, do Lema 3.5

conclúımos que L = 0.

1.2. ba ∈ I e ab /∈ I. Do Lema 3.2 segue que ab ∈ radA13\rad2A13. Se ac /∈ I o

Lema 3.1 implica que ac ∈ e1 (radA13\rad2A13) e3. Como ba ∈ I e ab, ac ∈
radA13\rad2A13 temos do Lema 2.5 que A13 é derivadamente selvagem.

Por isso, ac ∈ I. Logo, dimKe3

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0, dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0,

dimKe3

(
radA13

rad2A13

)
e1 = 1, dimKe3

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1 e dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e1 =

1. Desse modo, temos a seguinte presentação para A13

φ : KQ13 −→ A13

xab 7−→ ab

xd 7−→ d

onde Q13 é 1

xab

��
3

xdoo . Então, do Lema 2.5 conclúımos que xdxab /∈ kerφ,

ou seja, dab 6= 0. Sabemos que J =< cd, ba, ac >⊆ I. Portanto, A ∼= B
L

,

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é isomorfa à álgebra A.37 da

tabela A.7. O único caminho maximal de comprimento maior ou igual a

dois em (Q, J) é dab, o qual já vimos que não pode pertencer a I. Portanto,

do Lema 3.5 segue que L = 0.

1.3. ab, ba ∈ I. Conclúımos que J =< ba, ab, cd >⊆ I. Logo, A ∼= B
L

com

L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é isomorfa à álgebra A.36 da tabela

A.7. Logo, B é gentle. O único caminho maximal de comprimento maior

ou igual a dois em B é dac. Se ac ∈ I ou da ∈ I do Lema 3.6 segue

que A é derivadamente selvagem. Caso ac, da /∈ I obtemos que L = 0 ou

L =< dac >. Na última opção, como ac /∈ I, com racioćınio e notações

análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N
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de K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r10
2

P̃ r1
1

M(l1)d// P̃ r2
3

M(l2)ac// P̃ r3
1

M(l3)d// P̃ r4
3

M(l4)ac// P̃ r5
1

M(l5)d// P̃ r6
3

M(l6)ac// P̃ r7
1

M(l9)b
==

M(l7)d// P̃ r8
3

M(l8)ac// P̃ r9
1

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecom-

pońıveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

2. cd /∈ I. Temos que cd ∈ radA12\rad2A12. Caso contrário, o quiver de A12

é 1 99 2
yy

e cd ∈ rad3A12. Do corolário 2.4 segue que rad3A12 = 0. Logo,

cd ∈ I, o que contradiz a nossa hipótese. Como cd ∈ radA12\rad2A12 obtemos

que dimKe1

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 0, dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e2 = 0, dimKe1

(
radA12

rad2A12

)
e2 = 1

e dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 2. Assim, temos a seguinte presentação para A12

φ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xcd 7−→ cd

xb 7−→ b

onde Q12 é o quiver abaixo

1
xa

99 2

xb

�� xcdvv

O corolário 2.5 implica que λ1xaxb + λ2xaxcd, λ3xbxa + λ4xcdxa ∈ kerφ para

alguns λi ∈ K com λ1λ4−λ3λ2 6= 0. Logo, λ1ab+λ2acd, λ3ba+λ4cda ∈ I, com

λi ∈ K e λ1λ4 − λ3λ2 6= 0. Temos que considerar dois casos:

2.1 λ1 = 0. Do fato que λ1λ4−λ3λ2 6= 0 conclúımos que λ3 6= 0 e λ2 6= 0. Então,

a menos de mudança do conjunto de geradores que troca b por λ3b + λ4cd

obtemos que acd, ba ∈ I. Do corolário 2.5 segue que xaxb /∈ kerφ, isto

é, ab 6= 0. Logo, do Lema 3.2 conclúımos que ab ∈ radA13\rad2A13. Se

ac /∈ I o Lema 3.1 implica que ac ∈ radA13\rad2A13. Do fato que ba ∈ I
e ab, ac ∈ radA13\rad2A13 segue, do Lema 2.5, que A13 é derivadamente

selvagem. Logo, ac ∈ I. Devido ao corolário 2.5 para KQ12

kerφ
∼= A12 ser
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derivadamente mansa é necessário que dimKe2rad
(
KQ12

kerφ

)
e1 = 3. Logo,

xcdxaxb /∈ kerφ, isto é, cdab 6= 0. Temos que J =< ba, ac >⊆ I e A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é isomorfa à álgebra A.33 da tabela

A.7. Portanto, a álgebra B é gentle. O único caminho maximal existente

em (Q, J) é cdab, o qual não pode pertencer a I. Logo, o Lema 3.5 implica

que L = 0.

2.2 λ1 6= 0. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca b por b̃ =

λ2cd+λ1b temos que ab̃, cda+µb̃a ∈ I, com µ = λ3(λ1λ4−λ3λ2)−1. A menos

de mudança do conjunto de geradores assumiremos que ab, cda + µba ∈ I.

Temos que considerar os seguintes casos:

2.2.1 µ = 0, ou seja, ab, cda ∈ I. Como ab, cda ∈ I temos que xaxb, xcdxa ∈
kerφ. Esse último fato junto com o corolário 2.5 implica que xbxa /∈
kerφ, ou seja, ba 6= 0. Já que ba 6= 0 do Lema 3.2 segue que

ba ∈ radA23\rad2A23. Se da /∈ I o Lema 3.1 implica que

da ∈ radA23\rad2A23. Devido ao fato que ab ∈ I e

ba, da ∈ radA23\rad2A23 do Lema 2.5 conclúımos que A23 é deriva-

damente selvagem. Portanto, da ∈ I. Para KQ12

kerφ
∼= A12 ser derivada-

mente mansa, devido ao corolário 2.5, é necessário que

dimKe2rad
2
(
KQ12

kerφ

)
e1 = 1. Logo, xbxaxcd /∈ kerφ, ou seja, bacd 6= 0.

Sabemos que J =< ab, da >⊆ I e A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

.

A álgebra B é isomorfa à álgebra A.34 da tabela A.7. Portanto, a

álgebra B é gentle. O único caminho maximal existente em (Q, J) é

bacd, o qual não pode pertencer a I. Logo, do Lema 3.5 segue que

L = 0.

2.2.2 µ 6= 0. Então, ab, cda + µba ∈ I. Como ab, cda + µba ∈ I temos

que xaxb, xcdxa + µxbxa ∈ kerφ. Do corolário 2.5 segue que xaxcd /∈
kerφ, senão dimKe1rad

2
(
KQ12

kerφ

)
e1 = 0, ou seja, acd /∈ I. Logo,

ac 6= 0. Do Lema 3.1 temos que ac ∈ radA13\rad2A13. Desse modo,

dimKe3

(
radA13

rad2A13

)
e1 = 1, dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1,

dimKe3

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 0 e dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e1 = 0. Então, temos
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uma presentação para A13 como abaixo

θ : KQ13 −→ A13

xac 7−→ ac

xd 7−→ d

onde Q13 é 1
xac

99 3

xd
yy

. Como acd /∈ I, pelo corolário 2.4, temos que

xdxac ∈ kerθ. Logo, dac ∈ I. Do fato que cda+µba, dac, ab ∈ I segue

que xcdxaxcd, xbxaxcd, xbxaxb, xcdxaxb ∈ kerφ. Logo,

dimKe2rad
(
KQ12

kerφ

)
e1 = 2. Então, o corolário 2.5 implica que KQ12

kerφ
∼=

A12 é derivadamente selvagem.

Caso 4− 15 : 1

b

== 2

a
}}

c

== 3

d
}}

Do corolário 2.3 conclúımos que 0 ≤ dimKrad(e2Ae2) ≤ 1. Logo, a menos de

trocarmos 1 por 3, a por c e b por d temos as seguintes possibilidades:

1. cd /∈ I. Temos dois casos a considerar:

1.1 cd − λab ∈ I com λ 6= 0. Assim, temos uma presentação para A12 como

abaixo:

φ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

onde Q12 é 1
xb

== 2

xa
}}

. Como ab /∈ I, do corolário 2.4, segue que xbxa ∈ kerφ,

ou seja, ba ∈ I.

Uma presentação para a subálgebra A23 é dada abaixo:

θ : KQ13 −→ A13

xc 7−→ c

xd 7−→ d
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onde Q13 é 2
xc

== 3

xd
}}

. Do fato que cd /∈ I, o corolário 2.4 implica que

xdxc ∈ kerθ, isto é, dc ∈ I. Como ba, dc, cd − λab ∈ I com λ 6= 0 segue

que rad3A = 0. Por isso, temos as seguintes possibilidades para o ideal I:

< ba, dc, da, cd− λab >,< ba, dc, bc, cd− λab >,< ba, dc, da, bc, cd− λab >
ou < ba, dc, cd− λab >. A álgebra A = KQ

I
, onde I =< ba, dc, da, bc, cd−

λab > é isomorfa à álgebra 1.6 da tabela 1.1. Além disso, A é uma álgebra

skewed-gentle, como visto no Exemplo 2.12. As álgebras A = KQ
I

com

I =< ba, dc, da, cd − λab > e I =< ba, dc, bc, cd − λab > são isomorfas à

álgebraB = KQ
J

, onde J =< ba, dc, bc, cd−ab >. Mostraremos que a álgebra

B é derivadamente selvagem. Com racioćınio e notações análogos aos dos

Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de K < x, y > −B
bimódulos abaixo:

P̃ r10
2

M(l10)a

!!
P̃ r1

2

M(l1)b// P̃ r2
1

M(l2)da// P̃ r3
3

M(l3)c// P̃ r4
2

M(l4)b// P̃ r5
1

M(l5)da// P̃ r6
3

M(l6)c// P̃ r7
2

M(l7)b// P̃ r8
1

M(l8)da// P̃ r9
3

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecom-

pońıveis e classes de isomorfismos. Logo, B é derivadamente selvagem e

como nesse caso A é isomorfa a B segue que A é derivadamente selvagem.

A álgebra A = KQ
I

em que I =< ba, dc, cd − λab > é uma álgebra autoin-

jetiva. Logo, devido ao corolário 2.6 de [10] e ao Teorema 2.12 dessa tese

conclúımos que essa álgebra é derivadamente selvagem.

1.2 cd−λab /∈ I para todo λ ∈ K. Logo, cd ∈ radA12\rad2A12. Caso contrário,

o quiver de A12 é 1 == 2
}}

e pelo Corolário 2.4 temos que rad3A12 =

0. Portanto, cd ∈ I o que contradiz nossa hipótese. Assim, temos uma

presentação para A12 como abaixo:

ψ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

xcd 7−→ cd
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onde Q12 é 1
xb

99 2

xcd

��
xa
{{

. Para a álgebra KQ12

kerψ
ser derivadamente mansa, pelo

Corolário 2.6, é necessário que xaxb, x
2
cd, xbxa − λxbxaxcd ∈ kerψ, isto é,

ab, (cd)2, ba−λbcda ∈ I. Então, fazendo uma mudança do conjunto de gera-

dores que troca a por (e2−λcd)a podemos assumir que que ab, ba, (cd)2 ∈ I.

Uma presentação para a subálgebra A23 é dada abaixo:

χ : KQ23 −→ A23

xd 7−→ d

xc 7−→ c

onde Q12 é 2
xc

== 3

xd
}}

. Como cd /∈ I o Corolário 2.4 implica que xdxc ∈ kerχ,

ou seja, dc ∈ I. Então, J =< ab, ba, dc >⊆ I. Logo, A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B

e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.38 da tabela A.7. O

Corolário 2.6 aplicado a álgebra KQ12

kerψ
implica que xbxcdxa /∈ kerψ, ou seja,

bcda /∈ I. o único caminho maximal de (Q, J) é bcda o qual não pertence a

I. Portanto, do Lema 3.5 segue que L = 0 e A ∼= B.

2. cd ∈ I. Temos as três possibilidades abaixo:

2.1 ba ∈ I e ab /∈ I. Como ab /∈ I e cd ∈ I do Lema 3.2 segue que ab ∈
radA23\rad2A23. Assim, temos uma presentação para A23 como abaixo:

θ : KQ23 −→ A23

xab 7−→ ab

xc 7−→ c

xd 7−→ d

ondeQ23 é 2

xab

��

xc

99 3

xd
{{

. Do Corolário 2.6 segue que xcxd, x
2
ab, xdxc−λxdxabxc ∈

kerθ, ou seja, cd, (ab)2, dc − λdabc ∈ I. Então, fazendo uma mudança no

conjunto de geradores que troca c por (e2 − λab)c podemos assumir que

dc, cd, (ab)2 ∈ I. Logo, J =< dc, cd, ba >⊆ I. Então, A ∼= B
L

com L ⊆
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rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.38 da tabela

A.7. Do Corolário 2.6 aplicado a álgebra KQ23

kerθ
segue que xdxabxc /∈ kerθ,

ou seja, dabc /∈ I. O único caminho maximal de (Q, J) é dabc o qual não

pertence a I. Portanto, do Lema 3.5 temos que L = 0 e A ∼= B.

2.2 ab ∈ I e ba /∈ I. Como ba /∈ I e cd ∈ I do Lema 3.2 segue que ba ∈
radA13\rad2A13. Se da /∈ I o Lema 3.1 implica que da ∈ radA13\rad2A13.

Como ab ∈ I e ba, da ∈ radA13\rad2A13 o Lema 2.5 implica A13 é deriva-

damente selvagem. Logo, da ∈ I. Por racioćınio análogo conclúımos que

bc ∈ I. Portanto, J =< cd, ab, bc, da >⊆ I. Logo, A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e

B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.39 da tabela A.7. As

únicas possibilidades que temos é L = 0 ou L =< dc >. No segundo caso,

A é uma álgebra não gentle que foi obtida de um quociente de uma álgebra

gentle cujos geradores de I possuem comprimento 2. Então, pelo Lema 3.6

conclúımos que A é derivadamente selvagem.

2.3 ba, ab ∈ I. Temos as possibilidades abaixo:

2.3.1 dc /∈ I. O Lema 3.2 implica que dc ∈ radA13\rad2A13. Se da /∈ I o

Lema 3.1 implica que da ∈ radA13\rad2A13. Como cd ∈ I e dc, da ∈
radA13\rad2A13 do Lema 2.5 conclúımos que A13 é derivadamente

selvagem. Logo, da ∈ I. Por um racioćınio análogo obtemos que bc ∈
I. Portanto, I =< ab, ba, cd, bc, da >. A álgebra A = KQ

I
é isomorfa

ao quociente da álgebra A.39 da tabela A.7 pelo ideal L =< ba >.

Logo, o Lema 3.6 implica que A é derivadamente selvagem.

2.3.2 dc ∈ I. Temos que J =< ab, ba, cd, dc >⊆ I. Logo, A ∼= B
L

com

L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra

A.40 da tabela A.7. Se da ∈ L ou bc ∈ L a álgebra A = KQ
I

é uma

álgebra não gentle que foi obtida de um quociente de uma álgebra

gentle cujos geradores de I possuem comprimento 2. Portanto, pelo

Lema 3.6 conclúımos que A é derivadamente selvagem. Portanto,

L = 0 e A ∼= B.

Caso 4− 20 : 1

a

��
b // 2 3coo

d

��

Do Corolário 2.3 temos que a2, d2 ∈ I. Já o Lema 2.5 implica que ab, dc /∈ I.
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Então, I =< a2, d2 > e a álgebra A = KQ
I

é isomorfa à álgebra A.41 da tabela A.7.
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3.4 Quivers bisseriais com 5 flechas

Conforme cálculos feitos no apêndice A os quivers bisseriais conexos com 5 flechas

são dados na tabela A.4. Nessa seção encontraremos as álgebras A = KQ
I

derivada-

mente mansas cujo quiver é bisserial com 3 vértices e 5 flechas.

Os casos 5− 3 e 5− 6 possuem os quivers 5− 9 e 5− 11 como respectivos opostos.

Por isso, analisaremos apenas os primeiros.

Caso 5− 1 : 1
b

33
a

++ 2
c

�� dxx3

e

^^

Pela classificação feita no Teorema 2.14 para a subálgebra A12 ser derivadamente

mansa é necessário que dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 ∈ {0, 1}. Porém, se dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 =

0 temos que ce, de ∈ I e o Lema 2.6 implica que A é derivadamente selvagem. Caso

dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 1 a subálgebra A12 será isomorfa a álgebra A4 do Teorema

2.14. Assim, do Corolário 2.5 segue que dimKe2radA12e1 = 1 e dimKe2rad
2A12e1 = 0.

Logo, existem λ1, λ2 ∈ K, não simultaneamente nulos, tais que λ1ce + λ2de ∈ I. Se

λ1 6= 0 temos que (c+λ−1
1 λ2d)e ∈ I. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores

que troca c por c+λ−1
1 λ2d podemos assumir que ce ∈ I. Caso λ1 = 0 teremos de ∈ I.

Então, a menos de mudança no conjunto de geradores que troca c por d podemos

assumir que ce ∈ I. Por um racioćınio análogo aplicado a subálgebra A23 podemos

considerar que ea ∈ I. Como ce, ea ∈ I o Lema 2.6 implica que de, eb /∈ I. Portanto,

do Lema 3.1 conclúımos que de ∈ radA12\rad2A12 e eb ∈ radA23\rad2A23. Assim,

abaixo temos uma presentação das subálgebras A12 e A23:

φ : KQ12 −→ A12 θ : KQ23 −→ A23

xa 7−→ a xd 7−→ d

xb 7−→ b xc 7−→ c

xde 7−→ de xeb 7−→ eb

onde Q12 e Q23 são, respectivamente, 1
xb ,,

xa
��
2

xde

\\ e 2
xc ,,

xd
��
3

xeb

\\ .

Como ea ∈ I para que a álgebra KQ12

kerφ
∼= A12 seja derivadamente mansa, pelo

corolário 2.5, é necessário que xbxde + λxaxde ∈ kerφ, ou seja, bde + λade ∈ I.
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Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca b por b + λa podemos

assumir que bde, ce, ea ∈ I.

Do Teorema 2.14 sabemos que para A13 ser derivadamente mansa é necessário

que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 ∈ {0, 1, 2}. A dimensão ser zero não pode ocorrer, senão A13

seria derivadamente selvagem pelo Lema 2.6, pois nesse caso bd, bc ∈ I. Só nos resta

analisar os outros dois casos:

1. dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1. O quiver de A13 é 1 == 3

}}
. Então, do corolário 2.4

segue que rad3A13 = 0. Como e1rad
2A13e3 ⊆ rad3A13 e rad3A13 = 0 conclúımos

que para todo w ∈ {ad, ac, bd, bc} temos que w = 0 ou w ∈ radA13\rad2A13.

Já sabemos que ce, ea, bde ∈ I. Caso ad = 0 temos que dimKe1rad
2KQ12

kerφ
e1 = 0

implicando que KQ12

kerφ
∼= A12 é derivadamente selvagem, pelo corolário 2.5. Se

ad ∈ radA13\rad2A13 temos que ade 6= 0, senão dimKe1rad
2KQ12

kerφ
e1 = 0 e o

corolário 2.5 implicaria que a álgebra KQ12

kerφ
∼= A12 é derivadamente selvagem.

Por essa mesma razão bd /∈ radA13\rad2A13, caso contrário bd = µad para

algum µ ∈ K. Como bde ∈ I teŕıamos que ade ∈ I. Então, bd = 0, ou seja

bd ∈ I. Como bd ∈ I, do Lema 2.6 segue que bc /∈ I. Portanto, bc = λad,

com algum λ 6= 0 e λ ∈ K. Do fato que bc = λad e ea ∈ I segue que ebc ∈ I.

Como ebd, ebc ∈ I temos que dime3rad
2KQ23

kerθ
e3 = 0 e o corolário 2.5 implica que

KQ23

kerθ
∼= A23 é derivadamente selvagem. Portanto, A é derivadamente selvagem.

2. dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 2. Olhando para o quiver de A vemos que ac, ad, bc e bd

geram o espaço vetorial e1

(
radA13

rad2A13

)
e3. Logo, dois desses vetores são linear-

mente independentes e temos as seguintes possibilidades de presentação para

A13:
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1 2 3

ϕ1 : KQ131 −→ A13 ϕ2 : KQ132 −→ A13 ϕ3 : KQ133 −→ A13

xac 7−→ ac xbd 7−→ bd xad 7−→ ad

xbd 7−→ bd xbc 7−→ bc xbd 7−→ bd

xe 7−→ e xe 7−→ e xe 7−→ e

4 5 6

ϕ4 : KQ134 −→ A13 ϕ5 : KQ135 −→ A13 ϕ6 : KQ136 −→ A13

xac 7−→ ac xad 7−→ ad xad 7−→ ad

xbc 7−→ bc xac 7−→ ac xbc 7−→ bc

xe 7−→ e xe 7−→ e xe 7−→ e

onde

Q131 Q132 Q133

1
xbd ,,

xac
��
3

xe

\\ 1
xbc ,,

xbd
��
3

xe

\\ 1
xbd ,,

xad
��
3

xe

\\

Q134 Q135 Q136

1
xbc ,,

xac
��
3

xe

\\ 1
xac ,,

xad
��
3

xe

\\ 1
xbc ,,

xad
��
3

xe

\\

Analisaremos cada um desses casos abaixo:

2.1. caso 1. Como ce, bde ∈ I temos que dimKe1

(
rad2KQ131

kerϕ1

)
e1 = 0. Então, o

corolário 2.5 implica que KQ131

kerϕ1

∼= A13 é derivadamente selvagem. Portanto,

A é derivadamente selvagem.

2.2. caso 2. Como ce, bde ∈ I temos que dimKe1

(
rad2KQ132

kerϕ2

)
e1 = 0. Então, o

corolário 2.5 implica que KQ132

kerϕ2

∼= A13 é derivadamente selvagem. Portanto,

A é derivadamente selvagem.

2.3. caso 3. Para resolvê-lo iremos assumir apenas que ea, ce ∈ I e analisaremos

a álgebra KQ23

kerθ
∼= A23. Como ce ∈ I para KQ23

kerθ
ser derivadamente mansa,

pelo corolário 2.5, é necessário que xebxd + λxebxc ∈ kerθ, ou seja, ebd +
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λebc ∈ I. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca d por

d+λc podemos assumir que ebd ∈ I. Logo, dimKe3

(
rad2KQ133

kerϕ3

)
e3 = 0 e o

corolário 2.5 implica que KQ133

kerϕ3

∼= A13 é derivadamente selvagem. Portanto,

A é derivadamente selvagem.

2.4. caso 4. Como ce ∈ I temos que dimKe1

(
rad2KQ134

kerϕ4

)
e1 = 0. Então, o

corolário 2.5 implica que KQ134

kerϕ4

∼= A13 é derivadamente selvagem. Logo, A

é derivadamente selvagem.

2.5. caso 5. Como ea ∈ I temos que dimKe3

(
rad2KQ135

kerϕ5

)
e3 = 0. Então, o

corolário 2.5 implica que KQ135

kerϕ5

∼= A13 é derivadamente selvagem. Logo, A

é derivadamente selvagem.

2.6. caso 6. Como ce, ea ∈ I para a álgebra KQ136

kerϕ6
ser derivadamente mansa,

pelo corolário 2.5, é necessário que xadxexbc /∈ kerϕ6 ou seja, adebc 6= 0.

Logo, o conjunto {ad, bc, adebc} é uma base do espaço vetorial e1radA13e3.

Sabemos que ac ∈ e1radA13e3, logo existem µ1, µ2, µ3 ∈ K, tais que

ac = µ1ad+ µ2bc+ µ3adebc. (3.2)

Multiplicando a igualdade (3.2) à esquerda por e conclúımos que ebc ∈ I,

caso µ2 6= 0. Neste caso, o corolário 2.5 implicaria que KQ136

kerϕ6

∼= A13 é deri-

vadamente selvagem, pois teŕıamos dimKe3

(
rad2KQ136

kerϕ6

)
e3 = 0. Portanto,

a equação (3.2) torna-se ac = µ1ad+µ3adebc. Multiplicando à direita por e

conclúımos que ade ∈ I e dimKe1

(
rad2KQ136

kerϕ6

)
e1 = 0, se µ1 6= 0. Portanto,

do corolário 2.5 teŕıamos que KQ136

kerϕ6

∼= A13 é derivadamente selvagem. Logo,

µ1 = 0 e ac = µ3adebc, isto é, ac−µ3adebc ∈ I. Fazendo uma mudança no

conjunto de geradores que troca a por ã = a(e2 − µ3deb) temos que ãc ∈ I
e que ea torna-se eã(e2 + µ3deb) ∈ I. Como e2 − µ3deb é invert́ıvel, logo

eã ∈ I. Então, a menos de mudança do conjunto de geradores podemos

assumir que ac ∈ I.

Temos que bd ∈ e1radA13e3. Como o conjunto {ad, bc, adebc} é uma base

do espaço vetorial e1radA13e3 obtemos que

bd = λ1ad+ λ2bc+ λ3adebc. (3.3)

Multiplicando a equação (3.3) à direita por e temos ade ∈ I, caso λ1 6= 0.

Neste caso dimKe1

(
rad2KQ12

kerφ

)
e1 = 0. Logo, KQ12

kerφ
∼= A12 é derivadamente
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selvagem, pelo corolário 2.5. Então, λ1 = 0 e a equação (3.3) torna-se

bd = λ2bc+ λ3adebc. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que

troca d por d̃ = d − λ2c temos que bd̃ = λ3ad̃ebc + λ3λ2acebc, ou seja,

bd̃ = λ3ad̃ebc, pois ce ∈ I. Como bde ∈ I, após a mudança no conjunto de

geradores essa relação torna-se b(d̃+λ2c)e, isto é, bd̃e ∈ I, visto que ce ∈ I.

Então, a menos de mudança do conjunto de geradores podemos assumir que

bd ∈ rad2A13, isto é, bd ∈ I ou bd + λadebc ∈ I, com λ 6= 0. Portanto,

J =< ac, bd, ea, ce >⊆ I ou Jλ =< ac, bd− λadebc, ea, ce >⊆ I com λ 6= 0.

No primeiro caso A é isomorfa a B
L
, com L ⊆ rad2B e B = KQ

J
. A álgebra

B é isomorfa à álgebra A.1 da tabela A.5. O único caminho maximal de

B é adebc, como vimos esse caminho não pertence a I. Portanto, do Lema

3.5 temos que L = 0.

No segundo caso, A é isomorfa a Bλ
L

, com L ⊆ rad2B e Bλ = KQ
Jλ

. Seja

ρ uma relação que pertence ao conjunto gerador de L, ela não é mono-

mial. Pois, qualquer monômio é um subcaminho de bd ou abcde. Mas,

sabemos que bd /∈ I e abcde /∈ I. Os caminhos paralelos (isto é, caminhos

que possuem o mesmo ponto inicial e o mesmo ponto final) de compri-

mento maior ou igual a 2 não nulos que existem em (Q, Jλ) são ad, bc, bd

e adebc. Como bd − λadebc ∈ Jλ com λ 6= 0 temos que ρ é da forma

µ1ad + µ2bc + µ3bd. Se ρ 6= 0, do fato que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 2 segue

que µ3 6= 0. Já do fato que adebc /∈ I conclúımos que µ1 6= 0 ou µ2 6= 0.

Caso µ1 6= 0 multiplicando ρ à direita por e conclúımos que ade ∈ I. Como

bde ∈ I temos que dimKe1rad
KQ12

kerφ
e1 = 0 e do corolário 2.5 segue que

KQ12

kerφ
∼= A12 é derivadamente selvagem. Quando µ2 6= 0 e µ1 = 0 multi-

plicando à esquerda por e obtemos que ebc ∈ I. Já t́ınhamos que ea ∈ I,

então dimKe3rad
KQ136

kerϕ6
e3 = 0 e do corolário 2.5 segue que KQ136

kerϕ6

∼= A13 é

derivadamente selvagem. Portanto, L = 0 e A é isomorfa à álgebra 1.7 da

tabela 1.1.

Caso 5− 2 : 1

b

$$
a ++ 2
c

ii

d��
3

e

^^

Na subálgebra A12 temos que dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 ≥ 1 e dimKe1

(
radA12

rad2A12

)
e2 = 2.
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Estamos trabalhando com álgebras de dimensão finita que são derivadamente mansas,

logo pelo Teorema 2.14 temos que dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 1. Como c ∈ Q1 temos que

c ∈ radA12\rad2A12. Assim, uma presentação para A12 é dada abaixo:

φ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

xc 7−→ c

onde Q12 é 1

xb
��

xa
((
2

xc
hh . Temos as duas possibilidades abaixo:

1. de ∈ radA12\rad2A12. Do corolário 2.5 obtemos que dimKe2rad
2KQ12

kerφ
e1 = 1.

Logo, de = λc com λ ∈ K∗. O que contradiz o fato que I é admisśıvel.

2. de ∈ rad2A12. O corolário 2.5 implica que dimKe2rad
2KQ12

kerφ
e1 = 0. Logo,

de = 0, ou seja, de ∈ I. Para que a álgebra KQ12

kerφ
seja derivadamente mansa,

pelo corolário 2.5, é necessário que λ1xaxc + λ2xbxc, λ3xcxa + λ4xcxb ∈ kerφ,

com λi ∈ K e λ1λ4−λ2λ3 6= 0. Então, λ1ac+λ2bc, λ3ca+λ4cb ∈ I, com λi ∈ K
e λ1λ4 − λ2λ3 6= 0. Se λ1 6= 0, faremos uma mudança no conjunto de geradores

que troca b por λ1a + λ2b e a por λ3a + λ4b. Com isso, podemos assumir

que bc, ca ∈ I. Caso, λ1 = 0 o racioćınio é análogo, por isso analisaremos

apenas o caso λ1 6= 0. Do corolário 2.5 temos que xaxcxb /∈ kerφ, ou seja,

acb /∈ I. Como de, bc, ca ∈ I do Lema 3.2 segue que cb ∈ radA23\rad2A23 e

ac ∈ radA13\rad2A13.

Disto, do Lema 2.6 e do Teorema 2.14 conclúımos que dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1 e

dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1. Como cb ∈ radA23\rad2A23 e bc ∈ I o Lema 2.5 apli-

cado a subálgebra A23 implica que eb ∈ rad2A23. Já que ac ∈ radA13\rad2A13

e ca ∈ I do Lema 2.5 aplicado a subálgebra A13 conclúımos que ad ∈ rad2A13.

Esses fatos juntamente com dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1 e dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1

implicam que ea ∈ radA23\rad2A23 e bd ∈ radA13\rad2A13. Logo, temos pre-

sentação para as álgebras A23 e A13 como abaixo:



95

θ : KQ23 −→ A23 ϕ : KQ13 −→ A13

xd 7−→ d xe 7−→ e

xcb 7−→ cb xbd 7−→ bd

xea 7−→ ea xac 7−→ ac

onde Q23 e Q13 são, respectivamente, 2

xcb

�� xd %%
3

xea

\\ e 1

xac

��
xbd
��
3

xe
hh . Do fato que

bc, de ∈ I temos que {xeaxcb} é uma base para e3

(
rad2KQ23

kerθ

)
e2. Como KQ23

kerθ
∼=

A23 conclúımos que {eacb} é uma base para e3rad
2A23e2. Desse último fato e do

fato que eb ∈ rad2A23 temos que eb = µeacb, ou seja, eb− µeacb ∈ I. Podemos

fazer uma mudança no conjunto de geradores que troca b por b−µacb = b̃. Após

a mudança, bc torna-se (e1 + µac)b̃c. Como (e1 + µac) é invert́ıvel temos que

b̃c ∈ I. Então, sempre podemos assumir que eb, bc, ca, de ∈ I. Como ca, de ∈ I
temos que {xacxbd} é uma base para e1

(
rad2KQ13

kerϕ

)
e3. Já que KQ13

kerϕ
∼= A13

conclúımos que {acbd} é uma base para e1rad
2A13e3. Desse último fato e do

fato que ad ∈ rad2A13 segue que ad = λacbd, ou seja, ad− λacbd ∈ I. Fazendo

uma mudança no conjunto de geradores que troca d por d−λcbd = d̃ vemos que

ad̃ ∈ I e que de torna-se (e3 + λcb)d̃e. Do fato que (e3 + λcb) é invert́ıvel segue

que d̃e ∈ I. Portanto, a menos de mudança no conjunto de geradores podemos

assumir que ad, de, ca, bc, eb ∈ I. Do corolário 2.6 aplicado a álgebra KQ23

kerθ
segue

que xeaxcbxd /∈ kerθ, ou seja, eacbd /∈ I. Temos que J =< de, ca, bc, eb, ad >⊆ I.

A álgebra A é isomorfa a B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. É fácil ver que B é

gentle e isomorfa à álgebra A.2 da tabela A.5. Como eabcd é o único caminho

maximal de (Q, J) e ele não pertence ao ideal I segue do Lema 3.5 que L = 0.

Caso 5− 3 : 1
a

==b 66 2

c
}} d // 3

e

��

Do corolário 2.3 segue que e2 ∈ I. O subquiver pleno cujo conjunto de vértices é

{1, 2} é convexo. Então, pelo Teorema 2.14, a menos de trocarmos a com b, podemos

assumir que I ∩ (e1 + e2)KQ(e1 + e2) =< bc, ca >. Logo, ac /∈ I. Como ac /∈ I

e bc ∈ I, do Lema 3.2 segue que ac ∈ radA13\rad2A13. Por causa do Lema 2.6 e

do Teorema 2.14 conclúımos que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1. Se ad ∈ radA13\rad2A13,
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como ac ∈ radA13\rad2A13 e ca ∈ I, o Lema 2.5 implica que A13 é derivadamente

selvagem. Logo, ad ∈ rad2A13. Esse fato junto com dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1 mostra

que bd ∈ radA13\rad2A13. Com isso, temos uma presentação para A13 como abaixo:

φ : KQ13 −→ A12

xac 7−→ ac

xbd 7−→ bd

xe 7−→ e

onde Q13 é 1

xac

�� xbd // 3

xe

��
. Para que a álgebra KQ13

kerφ
seja derivadamente mansa, pelo

corolário 2.7, é necessário que xacxbdxe /∈ kerφ, isto é, acbde /∈ I. Como ad ∈ rad2A13

e e2, ca ∈ I segue que ad = λ1acbd+ λ2bde+ λ3acbde, ou seja, ad− λ1acbd− λ2bde−
λ3acbde ∈ I. Se λ2 6= 0 multiplicando a expressão ad− λ1acbd− λ2bde− λ3acbde por

ac à esquerda conclúımos que acbde ∈ I, e isso não pode ocorrer. Portanto, λ2 = 0

e ad − λ1acbd − λ3acbde ∈ I. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que

troca d com d̃ = d− λ1cbd− λ3cbde temos que ad̃ ∈ I. Então, a menos de mudança

do conjunto de geradores, temos que ad ∈ I. Portanto, J =< ca, bc, ad, e2 >⊆ I. A

álgebra A é isomorfa a B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. É fácil ver que B é gentle e

isomorfa à álgebra A.3 da tabela A.5. O único caminho maximal de (Q, J) é acbde,

o qual não pertence a I. Logo, segue do Lema 3.5 que L = 0.

Caso 5− 4 : 1
b

55

a
)) 2

c
��

3

d

YY

e

^^

O Corolário 2.3 implica que d2 ∈ I. Do Lema 2.6 e do Teorema 2.14 segue que

dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1. Esse fato implica que apenas uma das seguintes situações

ocorre: eb ∈ radA23\rad2A23 ou ea ∈ radA23\rad2A23. Sem perda de generalidade

podemos supor que eb ∈ radA23\rad2A23. Com isso temos uma presentação para a
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subálgebra A23 como abaixo:

φ : KQ23 −→ A23

xc 7−→ c

xd 7−→ d

xeb 7−→ eb

onde Q23 é 2

xc
��
3

xeb

\\

xd

��
.

Do Teorema 2.14 segue que para a subálgebra A12 ser derivadamente mansa e de

dimensão finita é necessário que dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 seja igual a 0 ou 1.

Caso seja igual a 0 temos que ce, cde ∈ I. Como ce, cde ∈ I, conclúımos que

dimKe2

(
KQ23

kerφ

)
e2 = 0. Logo, o corolário 2.6 implica que KQ23

kerφ
∼= A23 é derivadamente

selvagem.

Se dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 1 temos as possibilidades abaixo:

1. ce ∈ radA12\rad2A12. Logo, temos uma presentação para a álgebra A12 como

abaixo:

θ : KQ12 −→ A12

xce 7−→ ce

xa 7−→ a

xb 7−→ b

onde Q12 é 1

xb

BBxa 99 2

xce
��

. Para a álgebra KQ12

kerθ
∼= A12 ser derivadamente mansa, pelo

corolário 2.5, é necessário que dimKe2

(
radKQ12

kerθ

)
e1 = 1. Logo, cde + λce = 0,

isto é, cde+ λce ∈ I. Temos dois casos para considerar:

1.1. λ = 0. Portanto, cde ∈ I. Do corolário 2.6 aplicado a subálgebra KQ23

kerφ

segue que xebxc ∈ kerφ, ou seja, ebc ∈ I. Se bc /∈ I, com racioćınio

e notações análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o
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complexo N de K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r9
3

M(l8)bc// P̃ r8
1

M(l7)e

  

P̃ r1
3

M(l1)d// P̃ r2
3

M(l2)d// P̃ r3
3

M(l3)d// P̃ r4
3

M(l4)d// P̃ r5
3

M(l5)d// P̃ r6
3

M(l6)d// P̃ r7
3

M(l9)cd// P̃ r10
2

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecom-

pońıveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

Caso bc ∈ I, com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos 2.15 e

2.16, constrúımos o complexo M de K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r8
1

M(l7)e

  

P̃ r1
3

M(l1)d// P̃ r2
3

M(l2)d// P̃ r3
3

M(l3)d// P̃ r4
3

M(l4)d// P̃ r5
3

M(l5)d// P̃ r6
3

M(l6)d// P̃ r7
3

M(l9)cd// P̃ r10
2

M(l8)b// P̃ r9
1

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecom-

pońıveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

1.2. λ 6= 0. Podemos fazer uma mudança no conjunto de geradores que troca e

por ẽ = λ−1de + e. Então, podemos supor que ce ∈ I e esse caso torna-se

análogo ao abaixo.

2. ce ∈ rad2A12. Como dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 1 e ce ∈ rad2A12 segue que cde ∈

radA12\rad2A12. Assim, temos uma presentação para a subálgebra A12 como

abaixo

ϕ : KQ12 −→ A12

xcde 7−→ cde

xa 7−→ a

xb 7−→ b

onde Q12 é 1

xb

BBxa 99 2

xcde
��

. Devido ao corolário 2.5 temos que dimKe2rad
2A12e1 = 0.

Portanto, ce = 0, ou seja, ce ∈ I. Para a subálgebra A23 ser derivadamente

mansa, pelo corolário 2.6, é necessário que dimKe2rad
2A23e2 = 1. Como ce ∈ I

obtemos que cdeb 6= 0, ou seja, cdeb /∈ I. O corolário 2.6 aplicado a álgebra KQ23

kerφ



99

implica que xebxc ∈ kerφ, ou seja, ebc ∈ I. Devido aos fatos que KQ23

kerφ
∼= A23

e ce, d2, ebc ∈ I temos que {eb, deb} é uma base do espaço vetorial e3radA23e2.

Como ea ∈ e3radA23e1 conclúımos que ea = λ1eb+ λ2deb, ou seja, ea− λ1eb−
λ2deb ∈ I. Se λ2 6= 0, multiplicando a expressão anterior por c à esquerda

e usando o fato que ce ∈ I temos que cdeb ∈ I, absurdo. Logo, λ2 = 0 e

ea − λ1eb ∈ I. Assim, fazendo uma mudança no conjunto de geradores que

troca a por a− λ1b podemos assumir que d2, ce, ea ∈ I.

Devido ao Lema 2.6 e ao Teorema 2.14 temos que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1.

Com isso, temos os casos abaixo:

2.1. ac ∈ radA13\rad2A13. Logo, temos uma presentação para A13 como abaixo:

ψ : KQ13 −→ A13

xd 7−→ d

xe 7−→ e

xac 7−→ ac

onde Q13 é 1

xac
��
3

xe

\\

xd

��
. Como ace ∈ I, do corolário 2.6 conclúımos que

xacxdxe /∈ kerψ, ou seja, acde /∈ I. Devido aos fatos que KQ13

kerψ
∼= A13

e ce, d2, ea ∈ I temos que {ac, acd} é uma base para o espaço vetorial

e1radA13e3. Como bc ∈ e1radA13e3 temos que bc = λ1ac + λ2acd, ou

seja, bc − λ1ac − λ2acd ∈ I. Caso λ2 6= 0 multiplicando à direita por e a

expressão bc−λ1ac−λ2acd conclúımos que acde ∈ I, absurdo. Logo, λ2 = 0

e bc−λ1ac ∈ I. Assim, fazendo um mudança no conjunto de geradores que

troca b por b̃ = b + λ1a podemos assumir que b̃c ∈ I. Então, a menos

de mudança do conjunto de geradores assumiremos que bc, ea, ce, d2 ∈ I.

Portanto, J =< ce, ea, bc, d2 >⊆ I. A álgebra A é isomorfa a B
L

com L ⊆
rad2B e B = KQ

J
. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.4 da tabela

A.5. O corolário 2.5 aplicado a álgebra KQ12

kerϕ
implica que xaxcdexb /∈ kerϕ.

Logo, acdeb 6= 0, ou seja, acdeb /∈ I. O caminho acdeb é o único caminho

maximal de (Q, J) e ele não pertence a I. Então, segue do Lema 3.5 que

L = 0.
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2.2. ac ∈ rad2A13. Como dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1 temos que

bc ∈ radA13\rad2A13. Logo, temos uma presentação para A13 como abaixo:

ν : KQ13 −→ A13

xd 7−→ d

xe 7−→ e

xbc 7−→ bc

onde Q13 é 1

xbc
��
3

xe

\\

xd

��
. Como bce ∈ I, do corolário 2.6, conclúımos que

xbcxdxe /∈ kerν e xexbc ∈ I, ou seja, bcde /∈ I e ebc ∈ I. Devido aos

fatos que KQ13

kerν
∼= A13 e ce, d2, ebc ∈ I temos que {bcd} é uma base para

e1rad
2A13e3. Como ac ∈ rad2A13, logo ac = λbcd, ou seja, ac − λbcd ∈ I.

Se λ 6= 0, multiplicando a expressão anterior à direita por e obtemos

que bcde ∈ I, um absurdo. Portanto, λ = 0 e ac ∈ I. Para que a

álgebra KQ12

kerϕ
∼= A12 seja derivadamente mansa é necessário que λ1xaxcde +

λ2xbxcde, λ3xcdexa + λ4xcdexb ∈ kerϕ com λi ∈ K e λ1λ4 − λ3λ2 6= 0, ou

seja, λ1acde+ λ2bcde, λ3cdea+ λ4cdeb ∈ I com λi ∈ K e λ1λ4 − λ3λ2 6= 0.

Como acde, cdea ∈ I e bcde, cdeb /∈ I temos que λ2 = λ4 = 0, um absurdo.

Portanto, A12 é derivadamente selvagem.

Caso 5− 5 : 1

a

��

c

== 2

b
}}

d

== 3

e
}}

Para que A12 seja derivadamente mansa de dimensão finita, pelo Teorema 2.14,

é necessário que de ∈ rad2A12. Com isso, temos uma presentação para A12 como

abaixo

φ : KQ12 −→ A12

xc 7−→ c

xb 7−→ b

xa 7−→ a
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onde Q12 é 1

xa

��

xc

== 2

xb
}}

. Do corolário 2.3 temos que a2 ∈ I. Para que a álgebra KQ12

kerφ
seja

derivadamente mansa, pelo corolário 2.6, é necessário que xbxc−µxbxaxc, xcxb ∈ kerφ,

ou seja, bc − µbac, cb ∈ I. Então, fazendo uma mudança no conjunto de geradores

que troca b por b̃ = b(e1 − µa) temos que b̃c ∈ I e que cb torna-se cb̃(e1 + µa). Como

e1 + µa é invert́ıvel obtemos que cb̃ ∈ I. Assim, a menos de mudança de geradores

podemos assumir que bc, cb, a2 ∈ I. Logo, do corolário 2.6 segue que xbxaxc /∈ kerφ,

isto é, bac /∈ I. Do corolário 2.6 temos que dimKe2

(
radKQ12

kerφ

)
e2 = 1. Devido aos

fatos que dimKe2

(
radKQ12

kerφ

)
e2 = 1, KQ12

kerφ
∼= A12 e bac /∈ I conclúımos que {bac}

é uma base para e2radA12e2. Como de ∈ rad2A12 temos que de = λbac, ou seja,

de− λbac ∈ I. Temos dois casos a considerar:

1. λ 6= 0. Dos fatos que bc ∈ I e bac ∈ rad2A23 temos uma presentação para A23

abaixo

θ : KQ23 −→ A23

xd 7−→ d

xe 7−→ e

onde Q23 é 2
xd

== 3

xe
}}

. Como de /∈ I, para que KQ23

kerθ
seja derivadamente mansa,

pelo corolário 2.4, é necessário que xexd ∈ kerθ, ou seja, ed ∈ I.

Se algum dos caminhos eb ou cd pertencer a I a álgebra A será derivadamente

selvagem, pois com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16

podemos construir, respectivamente, os complexos N e M de K < x, y > −A
bimódulos abaixo

N : P̃ r10
3

P̃ r1
2

M(l1)c// P̃ r2
1

M(l2)b// P̃ r3
2

M(l3)c// P̃ r4
1

M(l4)b// P̃ r5
2

M(l5)c// P̃ r6
1

M(l6)b// P̃ r7
2

M(l9)e
==

M(l7)c// P̃ r8
1

M(l8)b// P̃ r9
2

M : P̃ r10
3

M(l9)d

!!
P̃ r1

2

M(l1)c// P̃ r2
1

M(l2)b// P̃ r3
2

M(l3)c// P̃ r4
1

M(l4)b// P̃ r5
2

M(l5)c// P̃ r6
1

M(l6)b// P̃ r7
2

M(l7)c// P̃ r8
1

M(l8)b// P̃ r9
2
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Os funtores −⊗K<x,y>N : finK < x, y >−→ Pmin(A) e −⊗K<x,y>M : finK <

x, y > −→ Pmin(A) preservam indecompońıveis e classes de isomorfismos. Logo,

A é derivadamente selvagem.

Como eb, cd /∈ I do Lema 3.1 segue que eb, cd ∈ radA13\rad2A13. Logo, temos

uma presentação para A13 como abaixo

ϕ : KQ13 −→ A13

xa 7−→ a

xeb 7−→ eb

xcd 7−→ cd

onde Q13 é 1

xa

��

xcd

== 3

xeb
}}

. Como de− λbac, ed ∈ I multiplicando de− λbac por e à

esquerda conclúımos que ebac ∈ I. Logo, ebacd ∈ I. Do fato que bc ∈ I segue

que ebcd ∈ I. Portanto, dimKe3rad
2A13e3 = 0 e do corolário 2.6 obtemos que

KQ13

kerϕ
∼= A13 é derivadamente selvagem.

2. λ = 0. Sabemos que bc, cb, a2, de ∈ I. Como bac /∈ I e de, bc ∈ I do Lema

3.2 segue que bac ∈ radA23\rad2A23. Então, temos uma presentação para A23

como abaixo

ν : KQ23 −→ A23

xbac 7−→ bac

xe 7−→ e

xd 7−→ d

onde Q23 é 2

xbac

��

xd

== 3

xe
}}

. Para que a álgebra KQ23

kerν
seja derivadamente mansa, pelo

corolário 2.6, é necessário que xexd + λxexbacxd ∈ kerν, isto é, ed+ λebacd ∈ I.

Fazendo a mudança no conjunto de geradores que troca d por d̃ = (e2 + λbac)d

conclúımos que ed̃ ∈ I e que de torna-se (e2 − λbac)d̃e. Como (e2 − λbac)

é invert́ıvel temos que d̃e ∈ I. Assim, a menos de mudança no conjunto de

geradores podemos assumir que de, ed, a2, bc, cb ∈ I. Então, o corolário 2.6

aplicado a KQ23

kerν
implica que xexbacxd /∈ kerν, isto é, ebacd /∈ I. Temos que,
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J =< a2, bc, cb, de, ed >⊆ I. A álgebra A é isomorfa a B
L

com L ⊆ rad2B e

B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.5 da tabela A.5. O único

caminho maximal de (Q, J) é ebacd que não pertence a I. Então, do Lema 3.5

segue que L = 0.

Caso 5− 6 : 1

a

��

c

99 2

b
{{ d // 3

e

��

O Corolário 2.3 implica que e2 ∈ I. O subquiver pleno cujos vértices são 1 e 2

é convexo e igual a Q8 do Teorema 2.14. Logo, sem perda de generalidade podemos

assumir que a2, bc, cb ∈ I e bac /∈ I. Como bac /∈ I e bc ∈ I do Lema 3.2 segue que

bac ∈ radA23\rad2A23. Portanto, temos uma presentação para A23 como abaixo

φ : KQ23 −→ A23

xbac 7−→ bac

xe 7−→ e

xd 7−→ d

onde Q23 é 2

xbac

��

xd
// 3

xe

��
. Para que a álgebra KQ23

kerφ
∼= A23 seja derivadamente mansa,

pelo corolário 2.7, é necessário que xbacxdxe /∈ kerφ, isto é, bacde /∈ I. Temos que,

J =< a2, bc, cb, e2 >⊆ I. A álgebra A é isomorfa a B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

.

É fácil ver que B é gentle e isomorfa à álgebra A.6 da tabela A.5. O único caminho

maximal de (Q, J) é bacde o qual não pode pertencer a I. Assim, segue do Lema 3.5

que L = 0.

Caso 5− 7 : 1

a

��
b // 2

c

��

d��
3

e

^^

Do corolário 2.3 segue que a2, c2 ∈ I. Se de /∈ I o Lema 3.1 implica que de ∈
radA12\rad2A12. Logo, dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 1. Porém, para que a subálgebra A12

seja derivadamente mansa de dimensão finita, pelo Teorema 2.14, é necessário que

dimKe2

(
radA12

rad2A12

)
e1 = 0. Logo, de ∈ I. O Lema 2.5 implica que ea /∈ I. O caminho
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eab não pertence a I, senão com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos 2.15

e 2.16 podeŕıamos construir o complexo N de K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r10
2

M(l9)b

!!
P̃ r1

1

M(l1)a// P̃ r2
1

M(l2)a// P̃ r3
1

M(l3)a// P̃ r4
1

M(l4)a// P̃ r5
1

M(l5)a// P̃ r6
1

M(l6)a// P̃ r7
1

M(l7)ea// P̃ r8
3

M(l8)d// P̃ r9
2

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e

classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

Devido ao fato que eab /∈ I e ao Teorema 2.14 temos que dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1.

Logo, temos as possibilidades abaixo:

1. eb ∈ rad2A23. Como dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1 temos que eab ∈ radA23\rad2A23.

Então, temos uma presentação para A23 como abaixo

φ : KQ23 −→ A23

xeab 7−→ eab

xc 7−→ c

xd 7−→ d

onde Q23 é 2

xc

��

xd

== 3
xeab
vv

. Para a álgebra KQ23

kerφ
∼= A23 ser derivadamente mansa, pelo

corolário 2.6, é necessário que xeabxd+λxeabxcxd ∈ kerφ, ou seja, eabd+λeabcd ∈
I. Então, fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca b por b(e2+

λc) podemos assumir que eabd, de, a2, c2 ∈ I. O Lema 2.5 implica que xeabxc /∈
kerφ, ou seja, eabc /∈ I. O corolário 2.6 implica que dimKe3

(
rad2KQ23

kerφ

)
e2 = 1.

Logo, {eabc} é uma base para e3rad
2A23e2. Como eb ∈ e3rad

2A23e2 temos que

eb = µeabc, ou seja, eb − µeabc ∈ I, com µ ∈ K. Fazendo uma mudança no

conjunto de geradores que troca b por b̃ = b − µabc conclúımos que eb̃ ∈ I. A

relação eabd torna-se ea(b̃ + µab̃c)d = eab̃d, pois a2 ∈ I. Portanto, a menos de

mudança do conjunto de geradores, podemos assumir que eb, eabd, de, a2, c2 ∈ I.

O corolário 2.6 implica que xeabxcxd /∈ kerφ, ou seja, eabcd /∈ I. Logo, bcd /∈ I.

Devido ao fato que bcd /∈ I e ao Teorema 2.14 segue que dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 =

1. Assim, temos os casos abaixo:
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1.1 bcd ∈ radA13\rad2A13. Então, temos uma presentação para A13 como

abaixo:

ϕ : KQ13 −→ A13

xbcd 7−→ bcd

xc 7−→ c

xa 7−→ a

onde Q13 é 1

xa

��

xbcd

66 3

xe
}}

. O Lema 2.5 implica que xaxbcd /∈ kerϕ, ou seja,

abcd /∈ I. Do corolário 2.6 temos que dimKe1

(
radKQ13

kerϕ

)
e3 = 2. Como

KQ13

kerϕ
∼= A13, dimKe1

(
radKQ13

kerϕ

)
e3 = 2, eb, de, a2 ∈ I e abcd /∈ I temos que

o conjunto {bcd, abcd} é uma base para e1radA13e3. Já que bd ∈ e1radA13e3

segue que bd = µ1bcd + µ2abcd, isto é, bd − µ1bcd − µ2abcd ∈ I, com

µi ∈ K. Se µ2 6= 0, multiplicando a expressão anterior por e à esquerda,

do fato que eb ∈ I, conclúımos que eabcd ∈ I. Temos que ebcd, eabcd ∈
I, logo dimKe3radA13e3 = 0 e do corolário 2.6 segue que KQ13

kerϕ
∼= A13 é

derivadamente selvagem. Portanto, µ2 = 0 e bd− µ1bcd ∈ I. Caso µ1 6= 0,

multiplicando à esquerda por ea e usando o fato que eabd ∈ I conclúımos

que eabcd ∈ I. Como ebcd, eabcd ∈ I obtemos que dimKe3

(
radKQ13

kerϕ

)
e3 =

0. Assim, o corolário 2.6 implica que KQ13

kerϕ
∼= A13 é derivadamente selvagem.

Logo, µ1 = 0 e bd ∈ I. Temos que J =< a2, c2, de, eb, bd >⊆ I. A álgebra A

é isomorfa a B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa

à álgebra A.7 da tabela A.5. O único caminho maximal de (Q, J) é eabcd

o qual não pertence a I. Portanto, do Lema 3.5 segue que L = 0.

1.2 bcd ∈ rad2A13. Como dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1 temos que

bd ∈ radA13\rad2A13. Então, temos uma presentação para A13 como

abaixo:

θ : KQ13 −→ A13

xbd 7−→ bd

xc 7−→ c

xa 7−→ a
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ondeQ13 é 1

xa

��

xbd

66 3

xe
}}

. Sabemos que eabd, eb ∈ I, portanto dimKe3

(
radKQ13

kerθ

)
e3 =

0 e o corolário 2.6 implica que KQ13

kerθ
∼= A13 é derivadamente selvagem.

2. eb ∈ radA23\rad2A23. Temos uma presentação para A23 como abaixo:

ν : KQ23 −→ A23

xd 7−→ d

xc 7−→ c

xeb 7−→ eb

onde Q23 é 2

xc

��

xd

== 3
xeb
vv

. Para que a álgebra KQ23

kerν
seja derivadamente mansa, pelo

corolário 2.6, é necessário que xebxd − λxebxcxd ∈ kerν, isto é, ebd− λebcd ∈ I,

com λ ∈ K. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca b

por b(e2 − λc) temos que eb̃d ∈ I. Então, a menos de mudança no con-

junto de geradores podemos assumir que de, a2, c2, ebd ∈ I. O Lema 2.6 im-

plica que xebxc /∈ kerν, ou seja, ebc /∈ I. Do corolário 2.6 conclúımos que

dimKe3

(
radKQ23

kerν

)
e2 = 2. Como KQ23

kerν
∼= A23, dimKe3

(
radKQ23

kerν

)
e2 = 2,

de, a2, c2, ebd ∈ I e ebc /∈ I temos que o conjunto {eb, ebc} é uma base para

e3radA23e2. Já que eab ∈ e3radA23e2 obtemos que eab = λ1eb + λ2ebc, isto é,

eab− λ1eb− λ2ebc ∈ I. Temos as possibilidades abaixo:

2.1 λ1 = 0. Logo, λ2 6= 0, pois, eab /∈ I. Nesse caso eab − λ2ebc ∈ I. Como,

c2 ∈ I, multiplicando c à direita na expressão anterior temos que eabc ∈ I.

O Lema 2.5 implica que ea, bc /∈ I. Como de ∈ I, pelo Teorema 2.14, temos

que I ∩ (e1 + e2)KQ(e1 + e2) =< a2, c2 >. Então, com racioćınio e notações

análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de

K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r9
2

M(l8)c// P̃ r8
2

M(l7)bc

  

P̃ r1
1

M(l1)a// P̃ r2
1

M(l2)a// P̃ r3
1

M(l3)a// P̃ r4
1

M(l4)a// P̃ r5
1

M(l5)a// P̃ r6
1

M(l6)a// P̃ r7
1

M(l9)ea// P̃ r10
3

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecom-

pońıveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.
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2.2 λ1 6= 0. Podemos fazer uma mudança no conjunto de geradores que troca

b por b̃ = b − λ−1
1 ab + λ−1

1 λ2bc assim, eb̃ ∈ I. A menos de mudança do

conjunto de geradores esse caso é análogo ao caso 1.

Caso 5− 8 : 1

a

��
b // 2

c

��
d // 3

e

��

Do Corolário 2.3 conclúımos que a2, c2, e2 ∈ I. Os subquivers plenos cujos conjun-

tos de vértices são, respectivamente, {1, 2} e {2, 3} são convexos. Assim, pelo Teorema

2.14 podemos assumir, respectivamente, que I ∩ (e1 + e2)KQ(e1 + e2) =< a2, c2 > e

I ∩ (e2 + e3)KQ(e2 + e3) =< c2, e2 >. Devido ao Teorema 2.14 a subálgebra A13 será

derivadamente mansa se dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 ∈ {0, 1}. Se a dimensão é 0 temos que

a2, c2, e2, bd, bcd ∈ I. O Lema 2.5 implica que o caminho bc não pertence a I. Nesse

caso a álgebra A é derivadamente selvagem pois, com racioćınio e notações análogos

aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de K < x, y > −A
bimódulos abaixo

P̃ r1
2

M(l1)c// P̃ r2
2

M(l2)c// P̃ r3
2

M(l3)c// P̃ r4
2

M(l4)c// P̃ r5
2

M(l5)c// P̃ r6
2

M(l6)c// P̃ r7
2

M(l9)bc// P̃ r10
1

P̃ r8
3

M(l7)d

>>

M(l8)e

  

P̃ r9
3

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e

classes de isomorfismos.

Quando dimKe1

(
radA13

rad2A13

)
e3 = 1 temos as possibilidades abaixo:

1. bd ∈ radA13\rad2A13 e bcd ∈ rad2A13. Portanto, temos uma presentação para

A13 abaixo

φ : KQ13 −→ A13

xa 7−→ a

xe 7−→ e

xbd 7−→ bd
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onde Q13 é 1

xa

�� xbd // 3

xe

��
. Devido aos fatos que a2, e2 ∈ I e KQ13

kerφ
é derivadamente

mansa, o corolário 2.7, implica que {xaxbd, xbdxe, xaxbdxe} é uma base para

e1

(
rad2KQ13

kerφ

)
e3. Já que KQ13

kerφ
∼= A13 temos que {abd, bde, abde} é uma base

para e1rad
2A13e3. Como bcd ∈ rad2A13 temos que bcd = λ1abd+λ2bde+λ3abde,

ou seja, bcd−λ1abd−λ2bde−λ3abde ∈ I. Se λ1, λ2, λ3 não são simultaneamente

nulos podemos multiplicar a expressão anterior por a à esquerda e por e à direita.

Com isso, conclúımos que abcde ∈ I. O Lema 2.5 implica que ab /∈ I. Como

I ∩ (e2 + e3)KQ(e2 + e3) =< c2, e2 > temos que cde /∈ I. Além disso, sabemos

que I ∩ (e1 + e2)KQ(e1 + e2) =< a2, c2 >. Então, com racioćınio e notações

análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de

K < x, y > −A bimódulos:

P̃ r10
1

P̃ r1
3

M(l1)e// P̃ r2
3

M(l2)e// P̃ r3
3

M(l3)e// P̃ r4
3

M(l4)e// P̃ r5
3

M(l5)e// P̃ r6
3

M(l6)cde// P̃ r7
2

M(l9)ab
==

M(l7)c// P̃ r8
2

M(l8)c// P̃ r9
2

O funtor −⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis

e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem. Caso λ1 = λ2 =

λ3 = 0 conclúımos que bcd ∈ I. No complexo acima basta trocar ab por b para

obtermos que A é derivadamente selvagem.

2. bcd ∈ radA13\rad2A13 e bd ∈ rad2A13. Portanto, temos uma presentação para

A13 abaixo

ϕ : KQ13 −→ A13

xa 7−→ a

xe 7−→ e

xbcd 7−→ bcd

onde Q13 é 1

xa

�� xbcd // 3

xe

��
. O corolário 2.7 implica que xaxbcdxe /∈ kerϕ, isto é,

abcde /∈ I. Devido aos fatos que a2, e2 ∈ I e KQ13

kerϕ
é derivadamente mansa, o co-

rolário 2.7, implica que {xaxbcd, xbcdxe, xaxbcdxe} é uma base para e1

(
rad2KQ13

kerϕ

)
e3.

Já que KQ13

kerϕ
∼= A13 obtemos que {abcd, bcde, abcde} é uma base para e1rad

2A13e3.



109

Como bd ∈ rad2A13 temos que bd = λ1abcd + λ2bcde + λ3abcde, ou seja,

bd − λ1abcd − λ2bcde − λ3abcde ∈ I. Fazendo uma mudança no conjunto

de geradores que troca b por b − λ1abc obtemos que b̃d − λ2(b̃ + λ1ab̃c)cde +

λ3a(b̃ + λ1ab̃c)cde ∈ I. Como c2 ∈ I temos que b̃d − λ2b̃cde − λ3ab̃cde ∈ I.

Então, a menos de mudança no conjunto de geradores, podemos assumir que

bd− λ2bcde− λ3abcde ∈ I. Novamente, fazendo uma mudança no conjunto de

geradores que troca d por d − λ2cde podemos assumir que bd − λ3abcde ∈ I.

Temos dois casos para considerar:

2.1 λ3 = 0. Logo, J =< a2, c2, e2, bd >⊆ I. A álgebra A é isomorfa à álgebra
B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra

A.8 da tabela A.5. O único caminho maximal de (Q, J) é abcde, o qual já

vimos não pertence a I. Logo, do Lema 3.5 obtemos que L = 0.

2.2 λ3 6= 0. Logo, J =< a2, c2, e2, bd − λ3abcde >⊆ I. A álgebra A é isomorfa

à álgebra B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é isomorfa à álgebra

1.7 da tabela 1.1. Como I ∩ (e1 + e2)KQ(e1 + e2) =< a2, c2 > e I ∩ (e2 +

e3)KQ(e2 + e3) =< c2, e2 > qualquer gerador de L é da forma λ1abcd +

λ2bcde + λ3abcde com λi ∈ K. Caso algum λi 6= 0 o corolário 2.7 aplicado

a subálgebra A13 implica que A13 é derivadamente selvagem. Logo, L = 0.

3. bcd, bd ∈ radA13\rad2A13. Portanto, temos uma presentação para A13 abaixo

ϕ : KQ13 −→ A13

xa 7−→ a

xe 7−→ e

xbcd 7−→ bcd

onde Q13 é 1

xa

�� xbcd // 3

xe

��
. Devido aos fatos que a2, e2 ∈ I e KQ13

kerϕ
é derivadamente

mansa, o corolário 2.7, implica que {xbcd, xaxbcd, xbcdxe, xaxbcdxe} é uma base

para e1

(
radKQ13

kerϕ

)
e3. Já que KQ13

kerϕ
∼= A13 obtemos que {bcd, abcd, bcde, abcde}

é uma base para e1radA13e3. Como bd ∈ radA13 temos que bd = λ1bcd +

λ2abcd+λ3bcde+λ4abcde, com λi ∈ K e λ1 6= 0, ou seja, bd−λ1bcd−λ2abcd−
λ3bcde− λ4abcde ∈ I. Manipulando algebricamente temos

b(e2 − λ1c)d− λ2abcd− λ3bcde− λ4abcde ∈ I (3.4)
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Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca d por d̃ = (e2−λ1c)d

a expressão (3.4) torna-se bd̃−λ2abc(e2 +λ1c)d̃−λ3bc(e2 +λ1c)d̃e−λ4abc(e2 +

λ1c)d̃e ∈ I. Como c2 ∈ I obtemos que bd̃ − λ2abcd̃ − λ3bcd̃e − λ4abcd̃e ∈ I.

Então, recáımos no caso anterior.

Caso 5− 10 : 1

a

��
b // 2
c




3

e

^^

d

JJ

Lema 3.8. Se dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1 ou dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 3 então, A é deri-

vadamente selvagem.

Demonstração: Caso dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 3, o quiver deA23 torna-se 2 99 3

yy����
.

Segue do Teorema 2.14 que A23 é derivadamente selvagem. Então, o Lema 2.4 implica

que A é derivadamente selvagem.

O corolário 2.3 implica que a2 ∈ I. Agora veremos o que ocorre quando

dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1. Como d ∈ radA\rad2A temos uma presentação para A23

abaixo

φ : KQ23 −→ A23

xd 7−→ d

xc 7−→ c

onde Q23 é 2
xc

99 3

xd
yy

. Como dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 1 e d ∈ radA\rad2A temos que

eab, eb ∈ rad2A23. Do corolário 2.4 segue que rad3A23 = 0. Temos que e3rad
2A23e2 ⊆

rad3A23. Como eb, eab ∈ e3rad
2A23e2 temos que eb = eab = 0, ou seja, eb, eab ∈ I.

Do Lema 2.5 segue que ea /∈ I. Como a2, eab ∈ I, com racioćınio e notações análogos

aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, temos o complexo N de K < x, y > −A bimódulos

abaixo

P̃ r9
3

P̃ r10
2

M(l9)b

!!

M(l8)d
==

P̃ r1
1

M(l1)a// P̃ r2
1

M(l2)a// P̃ r3
1

M(l3)a// P̃ r4
1

M(l4)a// P̃ r5
1

M(l5)a// P̃ r6
1

M(l6)a// P̃ r7
1

M(l7)ea// P̃ r8
3

(3.5)
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O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e

classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.�

O corolário 2.3 implica que a2 ∈ I. Na subálgebra A12 as possibilidades que temos

para ce e cd são:

1. ce, cd ∈ rad2A12;

2. cd ∈ radA12\rad2A12 e ce ∈ rad2A12;

3. ce ∈ radA12\rad2A12 e cd ∈ rad2A12;

4. ce, cd ∈ radA12\rad2A12.

Caso 1: ce, cd ∈ rad2A12. Se ce /∈ I o Lema 3.1 implica que ce ∈ radA12\rad2A12,

absurdo. Logo, ce ∈ I. Como ce ∈ I, caso cd /∈ I o Lema 3.2 implica que cd ∈
radA12\rad2A12, absurdo. Portanto, cd ∈ I. O fato desses caminhos pertencerem

a I, com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, possibilita a

construção do complexo N de K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r1
1

M(l1)a// P̃ r2
1

M(l2)a// P̃ r3
1

M(l3)a// P̃ r4
1

M(l4)a// P̃ r5
1

P̃ r6
2

M(l5)b
>>

M(l6)d// P̃ r7
3

M(l10)c// P̃ r10
2

P̃ r8
1

M(l7)e

>>

M(l8)a
// P̃ r9

1

O funtor −⊗K<x,y>N : finK < x, y >→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e classes

de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

Caso 2: cd ∈ radA12\rad2A12 e ce ∈ rad2A12. Se ce /∈ I o Lema 3.1 im-

plica que ce ∈ radA12\rad2A12, absurdo. Logo, ce ∈ I. Segue do Lema 3.8 que

dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 2. Esse caso dividir-se á nos dois abaixo:

2.1 eab ∈ radA23\rad2A23. Como dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 2 e eab, d ∈ radA23\rad2A23
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temos uma presentação para A23 abaixo

φ : KQ23 −→ A23

xd 7−→ d

xc 7−→ c

xeab 7−→ eab

onde Q23 é 2
xc

99 3
xd
vv

xeab

��
. Devido ao fato que ce ∈ I para KQ23

kerφ
∼= A23 ser deriva-

damente mansa, pelo corolário 2.5, é necessário que xdxc − λxeabxc ∈ kerφ, ou

seja, dc−λeabc ∈ I. Então, fazendo uma mudança no conjunto de geradores que

troca d por d − λeab, podemos assumir que dc, ce, a2 ∈ I. O corolário 2.5, apli-

cado a álgebra KQ23

kerφ
∼= A23, implica que xeabxcxd /∈ kerφ, isto é, eabcd /∈ I.

O corolário 2.5 implica que dimKe3

(
radKQ23

kerφ

)
e2 = 3. Como dc, ce ∈ I e

xeabxcxd /∈ kerφ temos que {xd, xeab, xeabxcxd} é uma base para e3

(
radKQ23

kerφ

)
e2.

Já que KQ23

kerφ
∼= A23 obtemos que {eabcd, d, eab} é uma base para e3radA23e2.

Como eb ∈ radA23 e d ∈ radA\rad2A conclúımos que eb = λ1eab + λ2eabcd, ou

seja, eb − λ1eab − λ2eabcd ∈ I, com λi ∈ K. Assim, fazendo uma mudança no

conjunto de geradores que troca b por b̃ = b − λ1ab − λ2abcd, podemos assumir

que eb, dc, ce, a2 ∈ I. Temos que J =< a2, ce, dc, eb >⊆ I. A álgebra A ∼= B
L

com

L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa álgebra A.9 da tabela

A.5. O único caminho maximal de (Q, J) é eabcd o qual não pertence a I. Logo,

do Lema 3.5 segue que L = 0.

2.2 eab ∈ rad2A23. Como dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 2 temos que eb ∈ radA23\rad2A23.

Assim, temos uma presentação para A23 abaixo

ϕ : KQ23 −→ A23

xd 7−→ d

xc 7−→ c

xeb 7−→ eb

onde Q23 é 2
xc

99 3
xd
vv

xeb

��
. Com argumentos análogos ao do caso 2.1 podemos assumir

que dc ∈ I. Como ce, dc ∈ I o corolário 2.5 implica que xebxcxd /∈ kerϕ, isto é,
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ebcd /∈ I. Logo, bc /∈ I. Assim, o Lema 3.1 implica que bc ∈ radA13\rad2A13.

Portanto, temos uma presentação para A13 abaixo

ψ : KQ13 −→ A13

xa 7−→ a

xe 7−→ e

xbc 7−→ bc

onde Q13 é 1

xa

��

xbc

99 3

xe
{{

. Para que KQ13

kerψ
∼= A13 seja derivadamente mansa, pelo

corolário 2.6, é necessário que xexbc+λxexaxbc ∈ kerψ e dimKe3

(
rad2KQ13

kerψ

)
e3 =

1. Logo, xexaxbc /∈ kerψ, isto é, eabc /∈ I. Desse modo, eab /∈ I. O corolário 2.5

aplicado à álgebra KQ23

kerϕ
∼= A23 implica que dimKe3

(
rad2KQ23

kerϕ

)
e2 = 1. Como

dimKe3

(
rad2KQ23

kerϕ

)
e2 = 1 e xebxcxd /∈ kerϕ temos que {xebxcxd} é uma base

para e3

(
rad2KQ23

kerϕ

)
e2. Já que KQ13

kerψ
∼= A13 obtemos que {ebcd} é uma base para

e3rad
2A23e2. Já que eab ∈ rad2A23 e eab /∈ I segue que eab = λebcd, com λ ∈ K

e λ 6= 0. Assim, eab− λebcd ∈ I com λ 6= 0. Multiplicando eab− λebcd à direita

por c conclúımos que eabc ∈ I, visto que dc ∈ I. O que é uma contradição.

Portanto, A é derivadamente selvagem.

Caso 3: ce ∈ radA12\rad2A12 e cd ∈ rad2A12. Assim, temos uma presentação

para A12 abaixo

ν : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

xce 7−→ ce

onde Q12 é 1

xa

��

xb

99 2

xce
{{

. Para que KQ12

kerν
seja derivadamente mansa, pelo corolário 2.6,

é necessário que xa
2, xbxce, xcexb − λxcexaxb ∈ kerν, ou seja, a2, bce, ceb− λceab ∈ I,

com λ ∈ K. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca e por ẽ =

e(e1 − λa) temos que cẽb, bcẽ(e1 + λa) ∈ I. Como (e1 + λa) é invert́ıvel segue que
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cẽb, bcẽ ∈ I. Assim, a menos de mudança no conjunto de geradores podemos assumir

que ceb, bce, a2 ∈ I. Do corolário 2.6 conclúımos que dimKe2

(
rad2KQ12

kerν

)
e2 = 1.

Desses últimos fatos obtemos que xcexaxb /∈ kerν. Como dimKe2

(
rad2KQ12

kerν

)
e2 = 1

e xcexaxb /∈ kerν temos que {xcexaxb} é uma base para e2

(
rad2KQ12

kerν

)
e2. Do fato

que e2

(
rad2KQ12

kerν

)
e2
∼= A12 temos que {ceab} é uma base para e2rad

2A12e2. Como

cd ∈ e2(rad2A12)e2 conclúımos que cd = λceab, isto é, cd − λceab ∈ I, com λ ∈ K.

Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca d por d − λeab iremos

supor que cd, ceb, bce, a2 ∈ I. Na subálgebra A13 temos as possibilidades abaixo:

3.1 bc ∈ radA13\rad2A13 e dc ∈ rad2A13. Então, temos uma presentação para A13

abaixo

χ : KQ13 −→ A13

xa 7−→ a

xe 7−→ e

xbc 7−→ bc

onde Q13 é 1

xa

��

xbc

99 3

xe
{{

. Para que a subálgebra KQ13

kerχ
∼= A13 seja derivadamente

mansa, pelo corolário 2.6, é necessário que xa
2, xbcxe, xexbc + λxexaxbc ∈ kerχ

e dimKe3

(
rad2KQ13

kerχ

)
e3 = 1. Logo, xexaxbc /∈ kerχ e {xexaxbc} é uma base

para e3

(
rad2KQ13

kerχ

)
e3. Já que KQ13

kerχ
∼= A13 obtemos que {eabc} é uma base

para e3rad
2A13e3. Como dc ∈ e3(rad2A13)e3 segue que dc = µeabc, ou seja, dc−

µeabc ∈ I, com µ ∈ K. Por causa do Lema 3.8 sabemos que só precisamos analisar

o caso em que dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 = 2. Então, eab ∈ radA23\rad2A23 ou eb ∈

radA23\rad2A23. Com isso, temos, respectivamente, as seguintes presentações

para A23

θ1 : KQ231 −→ A23 θ2 : KQ232 −→ A23

xd 7−→ d ou xd 7−→ d

xc 7−→ c xc 7−→ c

xeab 7−→ eab xeb 7−→ eb

onde Q231 e Q232 são, respectivamente , 2
xc

99 3
xd
vv

xeab

��
e 2

xc

99 3
xd
vv

xeb

��
. Na álgebra KQ231

kerθ1
∼=
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A23 temos que xeabxcxd, xeabxcxeab, xdxcxd, xdxcxeab ∈ kerθ1, pois bce, cd, dc −
λeabc ∈ I. Já na álgebra KQ232

kerθ2
∼= A23 obtemos que

xebxcxd, xebxcxeb, xdxcxd, xdxcxeb ∈ kerθ2, pois bce, cd, dc− λeabc ∈ I. Em ambos

os casos, dimKe3rad
2A23e2 = 0. Logo, pelo Corolário 2.5, a álgebra A23 não

será isomorfa a álgebra A4 do Teorema 2.14, então podemos concluir que A23 é

derivadamente selvagem, consequentemente pelo Lema 2.4 a álgebra A também

será.

3.2 dc ∈ radA13\rad2A13. Se bc /∈ I o Lema 3.1 implica que bc ∈ radA13\rad2A13.

Nesse caso, como cd ∈ I e dc ∈ radA13\rad2A13 do Lema 2.5 segue que A13 é deri-

vadamente selvagem. Logo, bc ∈ I. Do Lema 3.8 obtemos que dimKe3

(
radA23

rad2A23

)
e2 =

2. Se eb ∈ radA23\rad2A23 temos uma presentação para A23 abaixo

ζ : KQ23 −→ A23

xd 7−→ d

xc 7−→ c

xeb 7−→ eb

onde Q23 é 2
xc

99 3
xd
vv

xeb

��
. Como cd, ceb ∈ I temos que dimKe2

(
rad2KQ23

kerζ

)
e2 = 0.

Logo, pelo corolário 2.5, A23
∼= KQ23

kerζ
é derivadamente selvagem.

Só nos restou eab ∈ radA23\rad2A23 e eb ∈ rad2A23. Então, temos uma pre-

sentação para A23 abaixo

η : KQ23 −→ A23

xd 7−→ d

xc 7−→ c

xeab 7−→ eab

onde Q23 é 2
xc

99 3
xd
vv

xeab

��
. Do corolário 2.5 aplicado a KQ23

kerη
, segue que

dimKe3

(
rad2KQ23

kerη

)
e2 = 1. Do último fato e do fato que cd, bc ∈ I obtemos

que xdxcxeab /∈ kerη. Logo, {xdxcxeab} é uma base para e3

(
rad2KQ23

kerη

)
e2. Como
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e3

(
rad2KQ23

kerη

)
e2
∼= A23 temos que {dceab} é uma base para e3rad

2A23e2. Já que

eb ∈ rad2A23 obtemos que eb = λdceab, ou seja, eb − λdceab ∈ I, com λ ∈ I.

Então, fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca e por e−λdcea
podemos assumir que eb, cd, bc, a2 ∈ I. Temos que J =< cd, bc, a2, eb >⊆ I. A

álgebra A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa

álgebra A.10 da tabela A.5. O único caminho maximal de (Q, J) é dceab, o qual

não pertence a I. Logo, do Lema 3.5 segue que L = 0.

3.3 dc, bc ∈ rad2A13. Do Lema 3.1 segue que bc ∈ I. Devido ao fato que bc ∈ I e

ao Lema 3.2 obtemos que dc ∈ I. Como cd, bc, dc ∈ I, com racioćınio e notações

análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N de

K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r1
2

M(l1)d// P̃ r2
3

M(l2)c// P̃ r3
2

M(l3)d// P̃ r4
3

M(l4)c// P̃ r5
2

M(l5)d// P̃ r6
3

M(l6)c// P̃ r7
2

M(l9)b

!!

M(l7)d// P̃ r8
3

M(l8)c// P̃ r9
2

P̃ r10
1

O funtor −⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e

classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

Caso 4: ce, cd ∈ radA12\rad2A12. Como nesse caso o quiver de A12 é 1
��

99 2
{{ ��

segue do Teorema 2.14 que A12 é uma álgebra derivadamente selvagem. Logo, pelo

Lema 2.4 a álgebra A é derivadamente selvagem

Caso 5− 12 : 1

e
&&

a

33 2
b

ss

c
��

3

d

ff

Lema 3.9. Seja A = KQ
I

onde Q é o quiver acima. Se da, ba, de ∈ I temos que A é

derivadamente selvagem.

Demonstração: Na álgebra A12 temos as possibilidades abaixo:

1. cd ∈ radA12\rad2A12. Para que A12 seja derivadamente mansa, pelo Teorema

2.14, é necessário que ed ∈ rad2A12. Assim, temos uma presentação para A12
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abaixo:

σ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

xcd 7−→ cd

onde Q12 é 1
xa
66 2

xb
vv

xcd

��
. Como da, ba ∈ I temos que dimKe2

(
KQ12

kerσ

)
e2 = 0. Logo,

do corolário 2.5 segue que KQ12

kerσ
é derivadamente selvagem. Como KQ12

kerσ
∼= A12

temos que A12 também o é. Então, pelo Lema 2.4 obtemos que A é derivada-

mente selvagem.

2. cd ∈ rad2A12. Como b ∈ radA12\rad2A12 e da, de, ba ∈ I temos que cd = λbed,

para λ ∈ K, ou seja, cd − λbed ∈ I. Fazendo uma mudança no conjunto

de geradores podemos assumir que cd ∈ I. Logo, com racioćınio e notações

análogos aos dos Exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de

K < x, y > −A bimódulos abaixo:

P̃ r1
1

M(l1)b// P̃ r2
2

P̃ r4
1

M(l3)d//

M(l4)b

!!

P̃ r3
3

M(l2)c
>>

P̃ r6
3

M(l5)c//

M(l6)e

!!

P̃ r5
2

P̃ r10
2 M(l9)a

// P̃ r7
1

M(l7)d// P̃ r8
3

M(l8)c// P̃ r9
2

O funtor −⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis

e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem. �

Na álgebra A temos as possibilidades abaixo:

1. ba, de ∈ I. Se da ∈ I, pelo Lema 3.9, temos que A é derivadamente selvagem.

Logo, da /∈ I. Caso be ∈ I, com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos
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2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N de K < x, y > −A bimódulos abaixo:

P̃ r1
3

M(l2)c

  

M(l1)e// P̃ r2
1

P̃ r5
3

M(l4)e//

M(l5)c

  

P̃ r4
1

M(l3)b// P̃ r3
2

P̃ r10
2

M(l9)a// P̃ r7
1

M(l6)b// P̃ r6
2

P̃ r9
3

M(l8)c//

M(l7)e
==

P̃ r8
2

(3.6)

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e

classes de isomorfismos. Portanto, A é derivadamente selvagem.

Logo, be /∈ I. Do fato que da /∈ I e do Lema 3.1 segue que da ∈ radA23\rad2A23.

Se be ∈ rad2A23, como ba, de ∈ I e da ∈ radA23\rad2A23, temos que o quiver de

A23 é 2 66 3
vv

. Do fato que e2 (rad2A23) e3 ⊆ rad3A23 temos que be ∈ rad3A23.

Então, segue do corolário 2.4 que be ∈ I, o que é um absurdo. Portanto, be ∈
radA23\rad2A23. Assim, temos uma presentação para A23 abaixo:

φ : KQ23 −→ A23

xda 7−→ da

xbe 7−→ be

xc 7−→ c

onde Q23 é 2
xc
66

xbe

EE3
xda
vv

.

Se cd, ed ∈ radA12\rad2A12 obtemos que QA12 é 1 66
��

2
vv}}

. Logo, o Teorema 2.14

implica que A12 é derivadamente selvagem. Desse modo, na álgebra A12 temos as

possibilidades abaixo:

1.1. ed, cd ∈ rad2A12. Assim, temos uma presentação para A12 abaixo:

χ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b
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ondeQ12 é 1
xa
66 2

xb
vv

. Como e2(rad2A12)e1 ⊆ rad3A12 temos que cd ∈ rad3A12.

Assim, o corolário 2.4 implica que cd = 0, ou seja, cd ∈ I. Como ed ∈ rad2A12

obtemos que ed = λab, com λ ∈ K, ou seja, ed− λab ∈ I.

Do fato que cd, ba, ed − λab ∈ I, na álgebra KQ23

kerφ
temos que xcxda, xbexda ∈

kerφ. Portanto, dimKe2

(
rad2KQ23

kerφ

)
e2 = 0 e o corolário 2.5 implica que KQ23

kerφ

é derivadamente selvagem. Como KQ23

kerφ
∼= A23 temos que A23 também o é.

Logo, do Lema 2.4 temos que A é derivadamente selvagem.

1.2. ed ∈ radA12\rad2A12 e cd ∈ rad2A12. Assim, temos uma presentação para

A12 abaixo:

ψ : KQ12 −→ A12

xed 7−→ ed

xb 7−→ b

xa 7−→ a

onde Q12 é 1

xed

��

xa

99 2

xb
{{

. O corolário 2.6 implica que

dimKe2

(
rad2KQ12

kerψ

)
e1 = 1 e xaxb ∈ kerψ, ou seja, ab ∈ I. Do Lema 2.5 segue

que xbxed /∈ kerψ. Como dimKe2

(
rad2KQ12

kerψ

)
e1 = 1 e xbxed /∈ kerψ temos que

{xbxed} é uma base para e2

(
rad2KQ12

kerψ

)
e1. Do fato que KQ12

kerψ
∼= A12 obtemos

que {bed} é uma base para e2rad
2A12e1. Uma vez que cd ∈ rad2A12 temos

que cd = µbed, com µ ∈ K, isto é, cd− µbed ∈ I. Fazendo uma mudança no

conjunto de geradores podemos assumir que cd ∈ I. Logo, ba, ab, de, cd ∈ I.

O corolário 2.5 aplicado a álgebra KQ23

kerφ
implica que xbexdaxc /∈ kerφ, ou

seja, bedac /∈ I. Temos que J =< ab, ba, cd, de >⊆ I. Então, A ∼= B
L

com

L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.13 da

tabela A.5. O único caminho maximal de (Q, J) é bedac, o qual não pertence

a I. Portanto, o Lema 3.5 implica que L = 0. Logo, A é gentle.

1.3. cd ∈ radA12\rad2A12 e ed ∈ rad2A12. Assim, temos uma presentação para



120

A12 abaixo:

η : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

xcd 7−→ cd

onde Q12 é 1
xa
66 2

xb
vv

xcd

��
. Para que a álgebra KQ23

kerφ
seja derivadamente mansa, pelo

corolário 2.5, é necessário que λ1xbexda + λ2xcxda, λ3xdaxc + λ4xdaxbe ∈ kerφ,

com λi ∈ K e λ1λ3 − λ2λ4 6= 0, ou seja, λ1beda + λ2cda, λ3dac + λ4dabe ∈ I,

com λi ∈ K e λ1λ3 − λ2λ4 6= 0. Se λ2 6= 0 podemos fazer uma mudança no

conjunto de geradores e assumir que cda, ba ∈ I. Como cda, ba ∈ I temos

que dimKe2

(
rad2KQ12

kerη

)
e2 = 0. Então, o corolário 2.5 implica que KQ12

kerη
é

derivadamente selvagem. Como KQ12

kerη
∼= A12 temos que A12 também o é.

Logo, λ2 = 0. Uma vez que λ1λ3 − λ2λ4 6= 0 e λ2 = 0 temos que λ3 6=
0. Portanto, beda, de, dac + λdabe, ba ∈ I, com λ = λ−1

3 λ4. Fazendo uma

mudança no conjunto de geradores podemos assumir que beda, de, dac, ba ∈
I. Para que a álgebra KQ23

kerφ
seja derivadamente mansa, pelo corolário 2.5, é

necessário que xcxdaxbe /∈ kerφ, isto é, cdabe /∈ I. Logo, ab /∈ I. O corolário

2.5 aplicado a álgebra KQ12

kerη
implica que dimKe1

(
rad2KQ12

kerη

)
e1 = 1. Como

dimKe1

(
rad2KQ12

kerη

)
e1 = 1, ab /∈ I e ed ∈ rad2A12 temos que ed = µab, com

µ ∈ K, ou seja, ed − µab ∈ I. Se µ 6= 0, devido ao fato que de ∈ I temos

que dabe ∈ I, contradição com o fato que cdabe /∈ I. Portanto, µ = 0 e

ed, de, ba, dac ∈ I.

Se ab ∈ rad2A13, como ed, ba, dac ∈ I e rad2e1Ae1 = 0 (veja Teorema 2.13),

temos que ab = λacd com λ ∈ K. Multiplicando a equação anterior por e

temos que abe = 0, visto que de ∈ I, o que é um absurdo, pois cdabe /∈ I. Logo,

ab ∈ radA13\rad2A13. Caso ac ∈ radA13\rad2A13, como ab ∈ radA13\rad2A13

e ba ∈ I o Lema 2.5 implica que A13 é derivadamente selvagem. Portanto,
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ac ∈ rad2A13. Assim, temos uma presentação para A13 abaixo:

ξ : KQ13 −→ A13

xd 7−→ d

xe 7−→ e

xab 7−→ ab

onde Q13 é 1

xab

��

xe

99 3

xd
{{

. O corolário 2.6 implica que

dimKe1

(
rad2KQ13

kerξ

)
e3 = 1. Desse último fato e do fato que cdabe /∈ I obte-

mos que {xabxe} é uma base para e1

(
rad2KQ13

kerξ

)
e3. Uma vez que KQ13

kerξ
∼= A13

temos que {abe} é uma base para e1rad
2A13e3. Do fato que ac ∈ rad2A13

segue que ac = κabe, com κ ∈ K, isto é, ac − κabe ∈ I. Se κ 6= 0, multipli-

cando a expressão por d à esquerda obtemos que dabe ∈ I, visto que dac ∈ I,

contradição com o fato que cdabe /∈ I. Portanto, κ = 0 e ac ∈ I. Temos

que J =< ba, ac, de, ed >⊆ I. Então, A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A

álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.12 da tabela A.5. O único caminho

maximal de (Q, J) é cdabe, o qual não pertence a I. Portanto, do Lema 3.5

temos que L = 0. Logo, A é gentle.

2. ba ∈ I e de /∈ I. Logo, pelo Teorema 2.13 temos que dimKrad (e3Ae3) = 1 e

rad2e3Ae3 = 0. Então, dac = λde e dabe = µde, com λ, µ ∈ K. Se λ 6= 0

ou µ 6= 0 podemos fazer uma mudança no conjunto de geradores e assumir que

de ∈ I recaindo no caso anterior. Só nos resta analisar o que ocorre quando

de /∈ I e dabe, dac ∈ I. Como de /∈ I e dac, ba, dabe ∈ I temos pelo Lema 3.2 que

de ∈ radA23\rad2A23.

Se be ∈ radA23\rad2A23 obtemos que 2
##
99 3
��

é subquiver de QA23 . Logo, do

Teorema 2.14 segue que A23 é derivadamente selvagem. Portanto, be ∈ rad2A23.

Caso da /∈ I, o Lema 3.1 implica que da ∈ radA23\rad2A23. Logo, temos uma
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presentação para A23 abaixo:

ϑ : KQ23 −→ A23

xde 7−→ de

xc 7−→ c

xda 7−→ da

onde Q23 é 2
xc

99 3

xde

��
xda
{{

. O corolário 2.6 implica que xcxda+λxcxdexda, (xde)
2 ∈ kerϑ,

com λ ∈ K, ou seja, cda + λcdeda, (de)2 ∈ I. Fazendo uma mudança no conjunto

de geradores que troca c por c̃ = c(e3 + λde) temos que a relação dac torna-se

dac̃(e3 − λde). Uma vez que (e3 − λde) é invert́ıvel temos que dac̃ ∈ I. Logo,

podemos assumir que dabe, cda, ba, dac ∈ I.

Do corolário 2.6 temos que dimKe2

(
rad2KQ23

kerϑ

)
e3 = 1. O Lema 2.5 implica que

xcxde /∈ kerϑ. Logo, {xcxde} é uma base para e2

(
rad2KQ23

kerϑ

)
e3. Como KQ23

kerϑ
∼= A23

conclúımos que {cde} é uma base para e2rad
2A23e3. Desse último fato e do fato que

be ∈ rad2A23 temos que be = λcde, com λ ∈ K. Fazendo uma mudança no conjunto

de geradores que troca b por b̃ = b−λcd temos que a relação ba torna-se (b̃+λcd)a.

Como cda ∈ I temos que b̃a ∈ I. Logo, podemos assumir que be, ba ∈ I. Desse

fato podemos construir o complexo (3.6) de K < x, y > −A bimódulos. Logo, A é

derivadamente selvagem.

Assim, da ∈ I. Como da, ba ∈ I, be ∈ rad2A23 e de ∈ radA23\rad2A23 temos uma

presentação para A23 abaixo:

ϑ1 : KQ23 −→ A23

xde 7−→ de

xc 7−→ c

onde Q23 é 2 xc
// 3

xde

��
. Do corolário 2.8 aplicado a álgebra KQ23

kerϑ1
conclúımos que

dimKe2

(
rad2KQ23

kerϑ1

)
e3 = 1. O Lema 2.5 implica que xcxde /∈ kerϑ1. Logo, {xcxde}

é uma base para e2

(
rad2KQ23

kerϑ1

)
e3. Como KQ23

kerϑ1
∼= A23 conclúımos que {cde} é uma

base para e2rad
2A23e3. Desse último fato e do fato que be ∈ rad2A23 temos que

be = λcde, com λ ∈ K. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca
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b por b̃ = b− λcd temos que a relação ba torna-se (b̃+ λcd)a. Como da ∈ I temos

que b̃a ∈ I. Logo, podemos assumir que be, ba ∈ I. Desse fato podemos construir o

complexo (3.6) de K < x, y > −A bimódulos. Logo, A é derivadamente selvagem.

3. ba /∈ I. Logo, pelo Teorema 2.13 temos que dimKrad (e2Ae2) = 1. Então, beda =

λba e cda = µba com λ, µ ∈ I. Se λ 6= 0 ou µ 6= 0, fazendo uma mudança no

conjunto de geradores podemos assumir que ba ∈ I. Esse caso já foi discutido

acima. Só precisamos estudar o caso ba /∈ I e beda, cda ∈ I.

Se cd, ed ∈ radA12\rad2A12 obtemos que QA12 é 1 66
��

2
vv}}

. Logo, o Teorema 2.14

implica que A12 é derivadamente selvagem. Desse modo, na álgebra A12 temos as

possibilidades abaixo:

3.1. ed ∈ radA12\rad2A12 e cd ∈ rad2A12. Assim, temos uma presentação para

A12 abaixo:

ι : KQ12 −→ A12

xed 7−→ ed

xb 7−→ b

xa 7−→ a

onde Q12 é 1

xed

��

xa

99 2

xb
{{

. Do corolário 2.6 conclúımos que xbxa+λxbxedxa ∈ kerι

com λ ∈ K. Desse último fato junto com o fato que beda ∈ I conclúımos

que dimKe2rad
(
KQ12

kerι

)
e2 = 0. Então, o corolário 2.6 implica que KQ12

kerι
é

derivadamente selvagem. Como KQ12

kerι
∼= A12 temos que A12 também o é.

Portanto, do Lema 2.4 conclúımos que A é derivadamente selvagem.

3.2. ed, cd ∈ rad2A12. Assim, temos uma presentação para A12 abaixo:

π : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

onde Q12 é 1
xa
66 2

xb
vv

. Como ba /∈ I o corolário 2.4 implica que xaxb ∈ kerπ.

Logo, dimKe1

(
rad2KQ12

kerπ

)
e1 = 0. Uma vez que KQ12

kerπ
∼= A12 e ed ∈ e1rad

2A12e1

temos que ed = 0, ou seja, ed ∈ I. Devido ao fato que cd ∈ rad2A12 e
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e2rad
2A12e1 ⊆ rad3A12 conclúımos que cd ∈ rad3A12. Então, do corolário 2.4

segue que cd ∈ I. Logo, com racioćınio e notações análogos aos dos Exemplos

2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de K < x, y > −A bimódulos

abaixo:

P̃ r1
3

M(l1)c// P̃ r2
2

P̃ r3
1

M(l2)b
==

M(l3)d// P̃ r4
3

M(l4)c// P̃ r5
2

P̃ r6
1

M(l5)b
>>

M(l6)d// P̃ r7
3

M(l9)e//

M(l7)c

!!

P̃ r10
1

P̃ r9
1 M(l8)b

// P̃ r8
2

O funtor −⊗K<x,y>N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis

e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

3.3. cd ∈ radA12\rad2A12 e ed ∈ rad2A12. Assim, temos uma presentação para

A12 abaixo:

θ : KQ12 −→ A12

xa 7−→ a

xb 7−→ b

xcd 7−→ cd

onde Q12 é 1
xa
66 2

xb
vv

xcd

��
. Uma vez que cda ∈ I temos, pelo corolário 2.5, que

xaxb + λxaxcd ∈ kerθ, com λ ∈ K, ou seja, ab + λacd ∈ I. Além disso,

dimKe1rad
2
(
KQ12

kerθ

)
e1 = 1. Logo, xaxcd /∈ kerθ. Como ed ∈ rad2A12,

dimKe1rad
2
(
KQ12

kerθ

)
e1 = 1 e xaxcd /∈ kerθ conclúımos que ed − µacd ∈ I,

com µ ∈ K. Fazendo uma mudança no conjunto de geradores que troca b e e,

respectivamente, por b + λcd e e − µac podemos assumir que ab, cda, ed ∈ I.

Como ed, cda ∈ I e ba /∈ I, o Lema 3.2 implica que ba ∈ radA23\rad2A23.

Se da /∈ I, o Lema 3.1 implica que da ∈ radA23\rad2A23. Dos fatos que

ba, da ∈ radA23\rad2A23, ab ∈ I e do Lema 2.5 segue que A23 é derivada-

mente selvagem. Logo, da ∈ I. Por esses mesmos motivos conclúımos que

be ∈ rad2A23. Assim, da, ab, ed ∈ I, be ∈ rad2A23 e ba ∈ radA23\rad2A23.
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Esse caso divide-se nos abaixo:

3.3.1. de ∈ I. Como ed, de, da ∈ I, com racioćınio e notações análogos aos

dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o seguinte complexo N de

K < x, y > −A bimódulos abaixo

P̃ r10
2

M(l9)a

!!
P̃ r1

1

M(l1)d// P̃ r2
3

M(l2)e// P̃ r3
1

M(l3)d// P̃ r4
3

M(l4)e// P̃ r5
1

M(l5)d// P̃ r6
3

M(l6)e// P̃ r7
1

M(l7)d// P̃ r8
3

M(l8)e// P̃ r9
1

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecom-

pońıveis e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem.

3.3.2. de /∈ I. Como da ∈ I e de /∈ I o Lema 3.2 implica que de ∈ radA23\rad2A23.

Portanto, temos uma presentação para A23 abaixo:

σ : KQ23 −→ A23

xba 7−→ ba

xde 7−→ de

xc 7−→ c

onde Q23 é 2
xc //

xba

��
3

xde

��
. O Corolário 2.7 implica que xbaxcxde /∈ kerσ, isto

é, bacde 6= 0. Portanto, bacde /∈ I. Para que a álgebra KQ23

kerσ
seja derivada-

mente mansa, pelo Corolário 2.7, é necessário que dimKe2

(
rad2KQ23

kerσ

)
e3 =

3. Temos que {xbaxc, xcxde, xbaxcxde} é uma base para e2

(
rad2KQ23

kerσ

)
e3.

Do fato que A23
∼= KQ23

kerσ
segue que {bac, cde, bacde} é uma base para

e2rad
2A23e3. Como be ∈ rad2A23 temos que

be = λ1bac+ λ2cde+ λ3bacde, (3.7)

com λi ∈ K. Multiplicando a equação (3.7) à direita por d, se λ1 6= 0,

temos que bacd = 0, visto que ed ∈ I. Caso multipliquemos à esquerda

por a e se λ2 6= 0 conclúımos que acde = 0, pois ab ∈ I. Ambas as

situações não podem ocorrer, pois bacde 6= 0. Logo, λ1 = 0 = λ2. Então,

be = λ3bacde, isto é, be−λ3bacde ∈ I. Portanto, fazendo uma mudança no

conjunto de geradores que troca e por ẽ = (e1−λ3acd)e temos que bẽ ∈ I.
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A relação ed torna-se (e1 + λ3acd)ẽd. Devido ao fato que (e1 + λ3acd) é

invert́ıvel obtemos que ẽd ∈ I. Assim, a menos de mudança do conjunto

de geradores podemos assumir que be, ed, ab, da ∈ I. Temos que J =<

ed, ab, da, be >⊆ I. Portanto, A ∼= B
L

com L ⊆ rad2B e B = KQ
J

. A

álgebra B é gentle e isomorfa à álgebra A.11 da tabela A.5. O único

caminho maximal de (Q, J) é bacde, o qual não pertence a I. Logo, do

Lema 3.5 segue que L = 0. Portanto, A é gentle.
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3.5 Quivers bisseriais com 6 flechas

Lema 3.10. Seja A = KQ
I

uma K−álgebra de dimensão finita tal que para todo

i ∈ Q0 temos pelo menos duas flechas que começam e pelo menos duas que terminam

em i, então A é derivadamente selvagem.

Demonstração: Como radA 6= 0 e A é uma álgebra de dimensão finita sempre

existe n ∈ N tal que radnA 6= 0 e radn+1A = 0. Seja z ∈ radnA, com z 6= 0, temos

que (radA)z = 0, pois radn+1A = 0. Como (radA)z = 0 e em todo vértice de Q

tem duas flechas começando e duas terminando, com racioćınio e notações análogos

aos dos Exemplos 2.15 e 2.16, podemos construir o complexo N de K < x, y > −A
bimódulos abaixo, sendo que αi ∈ Q1, t(α2) = t(α3) = s(z) e αi 6= αi+1

P̃ r1
t(α8)

M(l1)α8// P̃ r2
s(α8)

P̃ r3
t(α7)

M(l2)α7

<<

M(l3)α6// P̃ r4
s(α6)

P̃ r5
t(α5)

M(l4)α5

<<

M(l5)α4// P̃ r6
s(α4)

P̃ r7
s(z)

M(l6)α3

<<

M(l7)α2// P̃ r8
s(α1)

P̃ r10
t(z)

M(l9)z
==

P̃ r9
t(α1)

M(l8)α1

<<

O funtor − ⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis e

classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem. �

Corolário 3.2. Seja A = KQ
I

uma K-álgebra derivadamente mansa e de dimensão

finita. Se #Q0 = 3 e Q é bisserial então #Q1 ≤ 5.

Demonstração: Segue do Lema 3.10. �

Então, não existem álgebras derivadamente mansas cujos quivers são os da tabela

A.3.



128

3.6 Álgebras cujos quivers não são bisseriais

Nosso objetivo agora é encontrar todos os quivers Q que não são bisseriais para

os quais existem ideais admisśıveis I em KQ tais que a álgebra KQ
I

é derivadamente

mansa. Devido ao lema 2.4, temos que, se A é derivadamente mansa toda subálgebra

plena é derivadamente mansa. Por isso, na construção desses quivers devemos levar

em consideração que quando olharmos para as subálgebras do tipo (ei+ej)A(ei+ej),

com i 6= j, o quiver dessas subálgebras devem ser um dos quivers do teorema 2.14.

Se um quiver Q não é bisserial em pelo menos um de seus vértices devemos ter 3

flechas terminando ou começando. Trataremos apenas o primeiro caso, pois o outro

é similar. Para essas três flechas que terminam em um mesmo vértice temos as

possibilidades abaixo:

1. Nenhuma dessas flechas é um laço. Logo, Q possui o seguinte subquiver:

BB
�� oo . Se Q é o subquiver anterior, então o teorema 2.6 implica que

a álgebra KQ é selvagem. Então, pelo lema 2.1, qualquer álgebra cujo quiver

possui o subquiver acima como subquiver será selvagem. Logo, pela proposição

2.1 essa álgebra será derivadamente selvagem.

2. Pelo menos duas dessas flechas são um laço. Denotemos por a um desses laços.

Então, pelo teorema 2.13 temos que es(a)Aes(a) é derivadamente selvagem. Logo,

o lema 2.4 implica que A é derivadamente selvagem.

3. Exatamente uma dessas flechas é um laço. Então, a menos de isomorfismo, Q

possui o subquiver abaixo, denotado por ∆,

1 a // 2

b

��
3coo

Caso Q = ∆, por causa do lema 2.5 e do corolário 2.3, conclúımos que o único

ideal admisśıvel posśıvel em KQ de modo que A = KQ
I

seja derivadamente

mansa é I =< b2 >. Logo, A é isomorfa à álgebra 1.4 da tabela 1.1. Essa

álgebra é skewed-gentle, veja o exemplo 2.11. Se Q 6= ∆, mostraremos que

para todo ideal admisśıvel I de KQ a álgebra KQ
I

é derivadamente selvagem.

Em Q, além de a, não temos outra flecha d começando em 1. Caso contrário,

como do corolário 2.3 temos que b2 ∈ I, com racioćınio e notações análogos aos
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dos exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo N de K < x, y > −A
bimódulos abaixo:

P̃ r2
2

M(l2)b// P̃ r2
2

M(l3)b// P̃ r3
2

M(l4)b// P̃ r4
2

M(l5)b// P̃ r5
2

M(l6)b// P̃ r6
2

P̃ r7
2

M(l1)b
==

M(l7)a

!!

M(l9)c// P̃ r10
3

P̃ r8
1

P̃ r9
t(d)

M(l8)d
==

O funtor −⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis

e classes de isomorfismos. Logo, A é derivadamente selvagem. De maneira

análoga conclúımos que a única flecha que começa no vértice 3 é c. Se em Q

houver alguma outra flecha começando no vértice 2, além da flecha b, temos que

Q possui o seguinte subquiver, a menos de isomorfismo: 1
a

== 2

b

��
d
}}

3coo . O

teorema 2.13 implica que e2Ae2
∼= K[x]

(x2)
. Logo, da ∈ I. Portanto, com racioćınio

e notações análogos aos dos exemplos 2.15 e 2.16 podemos construir o complexo

N de K < x, y > −A bimódulos abaixo:

P̃ r2
2

M(l2)b// P̃ r2
2

M(l3)b// P̃ r3
2

M(l4)b// P̃ r4
2

M(l5)b// P̃ r5
2

M(l6)b// P̃ r6
2

P̃ r7
2

M(l1)b
==

M(l7)a

!!

M(l9)c// P̃ r10
3

P̃ r8
1

M(l8)d// P̃ r9
2

O funtor −⊗K<x,y> N : finK < x, y > −→ Pmin(A) preserva indecompońıveis

e classes de isomorfismos. Portanto, A é derivadamente selvagem.

Desse modo, a única álgebra cujo quiver não é bisserial que é derivadamente mansa

é isomorfa à álgebra 1.4 da tabela 1.1, a menos de anti-isomorfismo. Além disso, essa

álgebra é derivadamente equivalente, pelo exemplo 2.13, à álgebra 1.1 da tabela 1.1.
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3.7 Demonstração do Teorema Principal

Essa seção destina-se a demonstrar o Teorema Principal.

Demonstração: ”⇒”

Seja A uma K−álgebra de dimensão finita, básica e conexa sobre um corpo alge-

bricamente fechado que possui exatamente 3 módulos simples. Então, pelo Teorema

2.1 de Gabriel podemos supor que A é uma álgebra de caminhos de um quiver com

relações. Do Teorema 2.3 sabemos que a quantidade dos representantes das classes de

isomorfismos dos A−módulos simples está em correspondência bijetiva com o número

de vértices de QA. Desse modo, #(QA)0 = 3. Um quiver Q bisserial que possui

3 vértices possui no máximo 6 flechas. Nas seções 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 classifica-

mos, a menos de isomorfismo e anti-isomorfismos, as álgebras derivadamente mansas

cujo quiver é bisserial e possui, respectivamente, 2, 3, 4, 5 e 6 flechas. Como pode

ser conferido nessas respectivas seções, essas álgebras são gentles ou são isomorfas ou

anti-isomorfas a uma das seguintes álgebras: 1.1-1.3, 1.5-1.8 da tabela 1.1. Na seção

3.6 classificamos as álgebras derivadamente mansas cujo quiver não é bisserial. Como

vimos nessa seção essa álgebra é única e isomorfa à álgebra 1.4 da tabela 1.1, a menos

de anti-isomorfismo.

”⇐”

Do Teorema 4 de [16] segue que toda álgebra gentle é derivadamente mansa.

As álgebras 1.4 e 1.6 são álgebras skewed-gentle, veja os Exemplos 2.11 e 2.12 da

seção 2.5. Logo, pelo Corolário 5 de [15] elas são derivadamente mansas. Conforme

apêndice B, as álgebras 1.1 e 1.3 são derivadamente equivalentes, respectivamente, as

álgebras 1.4 e 1.6. Como as álgebras 1.4 e 1.6 são derivadamente mansas o Teorema

2.11 implica que as álgebras 1.1 e 1.3 são derivadamente mansas. A álgebra 1.5 se

degenera para a álgebra A.19 da tabela A.7. Enquanto que as álgebras 1.7 e 1.8 se

degeneram, respectivamente, para as álgebras A.1 e A.8 da tabela A.5. Assim, de

acordo com o Teorema 2.15 essas álgebras são derivadamente mansas. Já a álgebra

1.2 é derivadamente equivalente, conforme apêndice B, à álgebra 1.5. Portanto, o

Teorema 2.11 implica que a álgebra 1.2 é derivadamente mansa. �

Como consequência do teorema temos os seguintes corolários.

Corolário 3.3. Seja A uma K−álgebra de dimensão finita, básica e conexa sobre um

corpo algebricamente fechado que possui exatamente 3 módulos simples. A álgebra A
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é derivadamente discreta, se e somente se, ela é isomorfa ou anti-isomorfa a uma

das álgebras da tabela A.11 ou a uma das álgebras da tabela A.9 exceto as álgebras

A.42 e A.45.

Demonstração: Do Teorema 2.12 segue que precisamos encontrar as álgebras que

são derivadamente equivalente à álgebras hereditárias KQ em que Q é um diagrama

de Dynkin e as álgebras que possuem uma presentação KQ
I

, onde (Q, I) é um par

gentle, tal que Q possui somente um ciclo não orientado e o número de caminhos

com sentido horário e com sentido anti-horário de comprimento dois nesse ciclo que

pertencem a I são diferentes.

Como estamos trabalhando com álgebras cujo quiver possui três vértices então

as álgebras do primeiro tipo são derivadamente equivalentes a KQ em que Q é o

diagrama de Dynkin A3. Do Teorema da página 186 e do Corolário 5.5 de [44] segue

que essas álgebras são as álgebras A = KQ
I

com (Q, I) um par gentle e Q um grafo

árvore. Logo, A é isomorfa ou anti-isomorfa a uma das álgebras da tabela A.11.

Já as álgebras do segundo tipo são isomorfas ou anti-isomorfas a uma das álgebras

da tabela A.9 exceto as álgebras A.42 e A.45.

Corolário 3.4. Seja A uma K−álgebra de dimensão finita, básica e conexa sobre um

corpo algebricamente fechado que possui exatamente 3 módulos simples. A álgebra A

é derivadamente finita se, e somente se, A é isomorfa ou anti-isomorfa a uma das

álgebras da tabela A.11

Demonstração: Toda álgebra derivadamente finita é derivadamente discreta.

Utilizando o Corolário 3.3 dessa tese e o Teorema 4 de [16] conclúımos o resultado.

�



Apêndice A

Quivers bisseriais

Nosso objetivo é encontrar todos os quivers bisseriais conexos que possuem 3

vértices. Por isso, nesse apêndice todos os quivers satisfazem as condições anteriores

e não mencionaremos mais esse fato.

Como estamos trabalhando com quivers que possuem 3 vértices, para eles serem

bisseriais eles devem possuir no máximo 6 flechas. Por isso, nosso objetivo se resume

a encontrar os quivers que possuem seis, cinco, quatro, três e duas flechas.

Começaremos com os quivers que possuem 6 flechas. Logo, em cada um de seus

vértices começa e termina duas flechas. Para cada uma das seguintes quantidades de

laços: três, dois e um, temos apenas um quiver, a menos de isomorfismo, que são,

respectivamente,

6-1 6-2 6-3

1

a

��
b // 2

c

��

d��
3

e

^^

f

YY

1

a

��

c

== 2

b
}}

d == 3

e
}}

f

��
1

b

$$
a ++ 2
c

ii

d��
3

e

^^

f

YY

Caso o quiver não tenha laços, temos apenas duas opções: as flechas que começam

em um determinado vértice terminam em um mesmo vértice ou terminam em vértices

distintos, dando as opções:

132
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6-4 6-5

1
b

33
a

++ 2
c

�� dxx3
e

VV

f

ff 1

d &&

b

33 2
a

ss

e
��

3

c

ff

f

HH

A tabela abaixo resume todos os quivers bisseriais posśıveis com 6 flechas,

6-1 6-2 6-3

1

a

��
b // 2

c

��

d��
3

e

^^

f

YY

1

b

$$
a ++ 2
c

ii

d��
3

e

^^

f

YY

1

a

��

c

== 2

b
}}

d == 3

e
}}

f

��

6-4 6-5

1
b

33
a

++ 2
c

�� dxx3
e

VV

f

ff 1

d &&

b

33 2
a

ss

e
��

3

c

ff

f

HH

Tabela A.3: Quivers bisseriais conexos com seis flechas.

Lema A.1. Seja A = KQ
I

uma K−álgebra tal que (Q, I) é um par que satisfaz as

condições 1− 4 da definição 2.17 e em todo vértice começa exatamente duas flechas.

Então, A é de dimensão infinita.

Demonstração : Suponha que A seja de dimensão finita. Do fato que radA 6= 0

existe m ∈ N tal que radmA 6= 0 e radm+1A = 0. Como (Q, I) é um par que satisfaz as

condições 1− 4 da definição 2.17 e em todo vértice começa exatamente duas flechas

conclúımos que m ≥ 2. Então, podemos tomar z ∈ radmA, com z 6= 0, tal que

z = z1α1 com α1 ∈ Q1 e z1 ∈ radKQ. Do fato que (Q, I) é um par que satisfaz as

condições 1− 4 da definição 2.17 e em todo vértice começa exatamente duas flechas

temos que existe α2 ∈ Q1 tal que α1α2 /∈ I. Devido ao fato que m ≥ 2 e (Q, I) é

um par que satisfaz as condições 1 − 4 da definição 2.17 conclúımos que zα2 /∈ I,

contradição com o fato que radm+1A = 0. �

Como toda álgebra gentle é de dimensão finita o Lema A.1 implica que não existe
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álgebra gentle cujo quiver possui três vértices e seis flechas.

Eliminando uma flecha dos quivers da tabela A.3 de modo que o quiver resul-

tante seja conexo obtemos os quivers bisseriais que possuem 5 flechas. A menos de

isomorfismo, eles são apresentados na tabela abaixo:

5-1 5-2 5-3 5-4

1
b

33
a

++ 2
c

�� dxx3

e

^^ 1

b

$$
a ++ 2
c

ii

d��
3

e

^^ 1
a

==b 66 2
c}} d // 3

e

��
1

b

55

a
)) 2

c
��

3

d

YY

e

^^

5-5 5-6 5-7 5-8

1

a

��

c

== 2

b
}}

d == 3

e
}}

1

a

��

c

99 2

b
{{ d // 3

e

��
1

a

��
b // 2

c

��

d��
3

e

^^ 1

a

��
b // 2

c

��
d // 3

e

��

5-9 5-10 5-11 5-12

1

a

��
b // 2 d

((
c
!!
3

e

aa 1

a

��
b // 2
c




3

e

^^

d

JJ 1

a

��
b // 2

c

99 3

e

��d
yy

1

d &&

b

33 2
a

ss

e
��

3

c

ff

Tabela A.4: Quivers bisseriais conexos com cinco flechas.

Qualquer álgebra gentle cujo quiver possui 3 vértices e 5 flechas é isomorfa ou

anti-isomorfa a uma das álgebras da tabela abaixo:
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5− 1 5− 2

1
b

33
a

++ 2
c

�� dxx3

e

^^ 1

b

$$
a ++ 2
c

ii

d��
3

e

^^

I =< ac, bd, ea, ce > (A.1) I =< de, ca, bc, eb, ad > (A.2)

5− 3 5− 4

1
a

==b 66 2
c}} d // 3

e

��
1

b

55

a
)) 2

c
��

3

d

YY

e

^^

I =< ca, bc, ad, e2 > (A.3) I =< ce, bc, d2, ea > (A.4)

5− 5 5− 6

1

a

��

c

== 2

b
}}

d == 3

e
}}

1

a

��

c

99 2

b
{{ d // 3

e

��

I =< a2, bc, cb, de, ed > (A.5) I =< a2, bc, cb, e2 > (A.6)

5− 7 5− 8

1

a

��
b // 2

c

��

d��
3

e

^^ 1

a

��
b // 2

c

��
d // 3

e

��

I =< a2, c2, de, eb, bd > (A.7) I =< a2, c2, e2, bd > (A.8)

Continua na próxima página ...
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... continuação da página anterior.

5− 10 5− 12

1

a

��
b // 2
c




3

e

^^

d

JJ 1

e
&&

a

33 2
b

ss

c
��

3

d

ff

I =< a2, ce, dc, eb > (A.9)

I =< a2, cd, bc, eb > (A.10)

I =< ed, ab, da, be > (A.11)

I =< ba, ac, de, ed > (A.12)

I =< ab, ba, cd, de > (A.13)

Tabela A.5: Álgebras gentle cujos quivers possuem cinco

flechas.

Eliminando uma flecha dos quivers da tabela A.4 de modo que o quiver resul-

tante seja conexo obtemos os quivers bisseriais que possuem 4 flechas. A menos de

isomorfismo, eles são apresentados na tabela seguinte:
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4-1 4-2 4-3 4-4

1

b

==

a
!!
2

d

==

c
!!
3 1

c

==b 66 2

a
}} d // 3 1

b

55

a
)) 2

c
��

3
d

^^ 1

b

==

a
!!
2 c // 3

d

��

4-5 4-6 4-7 4-8

1

a

��

c

99 2

b
{{ d // 3 1

a

��
b // 2

c

��
d // 3 1

a

��
b // 2

d

==

c
!!
3 1

d

��
a // 2

b��
3

c

^^

4-9 4-10 4-11 4-12

1

a

��
b // 2

d

99 3

c
{{

1

a

��
b // 2 c // 3

d

��

1
b

55

c
��

2
a

uu

d��
3

1 b //

a
��

2

c

��

d��
3

4-13 4-14 4-15 4-16

1
a

55 2
b

uu

c
��

3

d

^^ 1
a

��

b // 2

d




3
c

JJ
1

b

== 2

a
}}

c == 3

d
}}

1
a

== 2

b
}} c // 3

d

��

4-17 4-18 4-19 4-20

1 a // 2

b

��
c // 3

d

��

1 d // 2 b
((

a
!!
3

c

aa 1 a // 2
c

99 3

d

��b
yy 1

a

��
b // 2 3coo

d

��

4-21

1

a

��
2boo c // 3

d

��

Tabela A.6: Quivers bisseriais conexos com quatro fle-

chas.

Qualquer álgebra gentle cujo quiver possui 3 vértices e 4 flechas é isomorfa ou

anti-isomorfa a uma das álgebras da tabela abaixo:
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4− 1 4− 2

1

b

==

a
!!
2

d

==

c
!!
3 1

c

==b 66 2

a
}} d // 3

I =< ac, bd > (A.14) I =< ab, ca, bd > (A.15)

4− 3 4− 4

1
b

55

a
)) 2

c
��

3
d

^^ 1

b

==

a
!!
2 c // 3

d

��

I =< da, bc > (A.16)

I =< da, cd, bc > (A.17)

I =< da, cd, ac > (A.18)

I =< ac, d2 > (A.19)

4− 5 4− 6

1

a

��

c

99 2

b
{{ d // 3 1

a

��
b // 2

c

��
d // 3

I =< a2, cb, bc > (A.20) I =< a2, c2, bd > (A.21)

4− 8 4− 9

1

d

��
a // 2

b��
3

c

^^
1

a

��
b // 2

d

99 3

c
{{

I =< d2, ca, ab > (A.22)

I =< d2, ca, bc > (A.23)

I =< d2, ca, ab, bc > (A.24)

I =< a2, cd > (A.25)

I =< a2, dc, bd > (A.26)

I =< a2, cd, dc > (A.27)

Continua na próxima página ...
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... continuação da página anterior.

4− 10 4− 11

1

a

��
b // 2 c // 3

d

��

1
b

55

c
��

2
a

uu

d��
3

I =< a2, b2 > (A.28)

I =< a2, b2, bc > (A.29)

I =< ab, ba > (A.30)

I =< ab, bd > (A.31)

4− 12 4− 13

1 b //

a
��

2

c

��

d��
3

1
a

55 2
b

uu

c
��

3

d

^^

I =< c2, bd > (A.32)

I =< ba, ac > (A.33)

I =< ab, da > (A.34)

I =< ab, cd, da > (A.35)

I =< ab, cd, ba > (A.36)

I =< cd, ba, ac > (A.37)

4− 15 4− 20

1

b

== 2

a
}}

c == 3

d
}}

1

a

��
b // 2 3coo

d

��

I =< ba, ab, dc > (A.38)

I =< ab, cd, bc, da > (A.39)

I =< ab, ba, cd, dc > (A.40)

I =< a2, d2 > (A.41)

Tabela A.7: Álgebras gentle cujos quivers possuem qua-

tro flechas.

Eliminando uma flecha dos quivers da tabela A.6 de modo que o quiver resultante
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seja conexo obtemos os quivers que possuem 3 flechas. A menos de isomorfismo, eles

são apresentados na tabela abaixo:

3− 1 3− 2 3− 3 3− 4

1
b ==

a
!!
2 c // 3 1

a

��
b // 2 c // 3 1 a //

b ��

2

c
��

3

1

b

== 2

a
}} c // 3

3− 5 3− 6 3− 7 3− 8

1 a // 2

b

��
c // 3 1 a // 2

c

==

b
!!
3 1 a // 2

b��
3

c

^^
1 a // 2

c

== 3

b
}}

3-9 3-10 3-11

1 a // 2 b // 3

c

��
1

a

��
b // 2 3coo 1

a

��
2boo c // 3

Tabela A.8: Quivers bisseriais conexos com três flechas.

Qualquer álgebra gentle cujo quiver possui 3 vértices e 3 flechas é isomorfa ou

anti-isomorfa a uma das álgebras da tabela abaixo:

3− 1 3− 2 3− 3

1
b ==

a
!!
2 c // 3 1

a

��
b // 2 c // 3 1 a //

b ��

2

c
��

3

I =< ac > (A.42)
I =< a2 > (A.43)

I =< a2, bc > (A.44)

I = 0 (A.45)

I =< ac > (A.46)

Continua na próxima página ...
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... continuação da página anterior.

3− 4 3− 5 3− 7

1

b

== 2

a
}} c // 3 1 a // 2

b

��
c // 3 1 a // 2

b��
3

c

^^

I =< ba > (A.47)

I =< ab, ba > (A.48)

I =< ab, bc > (A.49)

I =< b2, ac > (A.50)

I =< bc > (A.51)

I =< ab, bc > (A.52)

I =< ab, bc, ca > (A.53)

3− 10

1

a

��
b // 2 3coo

I =< a2 > (A.54)

Tabela A.9: Álgebras gentle cujos quivers possuem três

flechas.

Eliminando uma flecha dos quivers da tabela A.8 de modo que o quiver resul-

tante seja conexo obtemos os quivers bisseriais que possuem 2 flechas. A menos de

isomorfismo, eles são apresentados na tabela abaixo:

2− 1 2− 2 2− 3

1 a // 2 b // 3 1 a // 2 3boo 1 2 a //boo 3

Tabela A.10: Quivers bisseriais conexos com duas flechas.
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Qualquer álgebra gentle cujo quiver possui 3 vértices e 2 flechas é isomorfa ou

anti-isomorfa a uma das álgebras da tabela abaixo:

2− 1 2− 3

1 a // 2 b // 3 1 2 a //boo 3

I = 0 (A.55)

I =< ab > (A.56)
I = 0 (A.57)

Tabela A.11: Álgebras gentle cujos quivers possuem duas

flechas.



Apêndice B

Equivalência Derivada

Ao longo do nosso trabalho afirmamos que algumas álgebras eram derivadamente

equivalentes a outras. Nesse apêndice fazemos os cálculos e mostramos porque a

equivalência ocorre. Na maioria dos casos o mais importante é apresentar o complexo

inclinante, pois as outras verificações serão triviais.

Nessa seção, ∆ e J são, respectivamente, um quiver e um ideal admisśıvel de K∆.

Temos também que EndDb(A)T ∼= K∆
J

, onde T é um complexo inclinante dado por

T1⊕T2⊕T3. A flecha u em ∆ que começa em i e termina em j corresponde ao homo-

morfismo u que pertence a HomDb(A)(Ti, Tj). Observe que em K∆ a multiplicação é

da esquerda para a direita ao contrário do que ocorre na álgebra de endomorfismos.

Vamos relembrar o fato a seguir porque ele será muito utilizado nesse apêndice.

Seja S um espaço vetorial e si ∈ S, com i ∈ J . Denotaremos o subespaço gerado por

{si|i ∈ J} por [(si)i∈J ].

1. Considere a álgebra A = KQ
I

com Q : 1 a // 2

b

��
c // 3 e I =< b2, abc >. O

complexo T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 onde

T1 : · · · // 0 // P2
a // P1

// 0 // · · ·

T2 : · · · // 0 // P2
// 0 // 0 // · · ·

T3 : · · · // 0 // P3
// 0 // 0 // · · ·

é um complexo inclinante por motivo análogo ao do Exemplo 2.13.
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Considere os seguintes homomorfismos:

γ : T1 → T2 dado por · · · 0 // P2

e2
��

a // P1
// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 // 0 · · ·

α : T2 → T2 dado por · · · 0 // P2

b
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

δ : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3

bc
��

// 0 // 0 · · ·

· · · 0 // P2
a // P1

// 0 · · ·
β : T3 → T2 dado por · · · 0 // P3

c

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

Do Lema 2.3 temos que

HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi ], se i = j = 1, 3

[α, IdT2 ], se i = j = 2

[γ, αγ], se i = 1 e j = 2

[δ], se i = 3 e j = 1

[β, αβ], se i = 3 e j = 2

0, caso contrário.

Portanto, temos que EndDb(A)T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e

∆ : 1
γ // 2

α

��

3
δ

^^
β

@@

É fácil ver que α2 = γδ−αβ = 0 em EndDb(A)T . Logo, < α2, δγ−βα >⊆ J . Seja

L =< α2, δγ − βα >. Como dimKHomDb(A)(Ti, Tj) = dimKei
(
K∆
L

)
ej temos

que L = J . Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente a

EndDb(A)T .
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2. Considere a álgebra A = KQ
I

com Q : 1 a // 2

b

��
c // 3 e I =< b2, ac, abc >. O

complexo T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 onde

T1 : · · · // 0 // P2
a // P1

// 0 // · · ·

T2 : · · · // 0 // P2
// 0 // 0 // · · ·

T3 : · · · // 0 // P3
// 0 // 0 // · · ·

é um complexo inclinante por motivo análogo ao do Exemplo 2.13.

Considere os seguintes homomorfismos:

γ : T1 → T2 dado por · · · 0 // P2

e2
��

a // P1
// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 // 0 · · ·

α : T2 → T2 dado por · · · 0 // P2

b
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

δ : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3

bc
��

// 0 // 0 · · ·

· · · 0 // P2
a // P1

// 0 · · ·
β : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3

c

��

// 0 // 0 · · ·

· · · 0 // P2
a // P1

// 0 · · ·

Do Lema 2.3 temos que

HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi ], se i = j = 1, 3

[α, IdT2 ], se i = j = 2

[γ, αγ], se i = 1 e j = 2

[δ, β], se i = 3 e j = 1

[αγβ] = [γδ], se i = 3 e j = 2

0, caso contrário.
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Portanto, temos que EndDb(A)T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e

∆ : 3 β ==

δ
!!
1

γ // 2

α

��

É fácil ver que αγβ−γδ = α2 = 0 em EndDb(A)T . Logo, < βγα− δγ, α2 >⊆ J .

Seja L =< βγα − δγ, α2 >. Como dimKHomDb(A)(Ti, Tj) = dimKei
(
K∆
L

)
ej

temos que L = J . Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente

a EndDb(A)T .

3. Para a álgebra A = KQ
I

onde Q : 1 a // 2

b��
3

c

^^ e I =< ab, bca > o complexo

T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 é um complexo inclinante, onde

T1 : · · · // 0 // P1
c // P3

// 0 // · · ·

T2 : · · · // 0 // 0 // P2
// 0 // · · ·

T3 : · · · // 0 // 0 // P3
// 0 // · · ·

Temos que verificar que HomDb(A)(T, T [i]) = 0 se i 6= 0 e que addT gera

Kb(proj A) como categoria triangulada. A segunda condição segue do Lema 2.2.

Agora verificaremos a primeira. Como ker(c·) = 0 = ker(·c) do Lema 2.3 segue

queHomDb(A)(T1, T1[−1]) = 0. JáHomDb(A)(T1, T1[1]) = 0, HomDb(A)(T1, T2[1]) =

0 eHomDb(A)(T1, T3[1]) = 0, por causa do Lema 2.3 e dos fatos que e3Ae1 = e3Ac

e e2Ae1 = e2Ac. Nos demais casos, se j 6= 0, temos que HomDb(A)(T1, T [j]) = 0.

Do Lema 2.3 e do fato que ker(c·) = 0 obtemos que HomDb(A)(T2, T1[−1]) = 0

e HomDb(A)(T3, T1[−1]) = 0. Logo, se j 6= 0, temos que HomDb(A)(T2, T [j]) = 0

e HomDb(A)(T3, T [j]) = 0.
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Considere os seguintes homomorfismos:

α : T2 → T3 dado por · · · 0 // P2

ca

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P3
// 0 · · ·

β : T3 → T1 dado por · · · // 0 // P3

e3
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P1
c // P3

// 0 · · ·
γ : T3 → T2 dado por · · · 0 // P3

b
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

Do Lema 2.3 temos que

HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi ], se i = j = 1, 2, 3

[α], se i = 2 e j = 3

[β], se i = 3 e j = 1

[γ], se i = 3 e j = 2

0, caso contrário.

Portanto, temos que EndDb(A)T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e ∆ :

1 3
β
oo

γ

== 2

α
}}

. É fácil ver que γα = βα = αγ = 0 em EndDb(A)T . Logo,

< αγ, αβ, γα >⊆ J . Seja L =< αγ, αβ, γα >. Como dimKHomDb(A)(Ti, Tj) =

dimKei
(
K∆
L

)
ej temos que L = J . Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é deriva-

damente equivalente a EndDb(A)T .

4. Para a álgebra A = KQ
I

em que Q : 1 a // 2

b��
3

c

^^ e I =< abc, cab > o

complexo T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 é um complexo inclinante, onde

T1 : · · · // 0 // P2
a // P1

// 0 // · · ·

T2 : · · · // 0 // P2
// 0 // 0 // · · ·

T3 : · · · // 0 // P3
// 0 // 0 // · · ·
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Temos que verificar que HomDb(A)(T, T [i]) = 0 se i 6= 0 e que addT gera

Kb(proj A) como categoria triangulada. A segunda condição segue do Lema

2.2. Enquanto que a primeira segue do Lema 2.3.

Considere os seguintes homomorfismos:

α : T1 → T2 dado por · · · 0 // P2

e2
��

a // P1
// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 // 0 · · ·

δ : T2 → T1 dado por · · · 0 // P2

bca
��

// 0 // 0 · · ·

· · · 0 // P2
a // P1

// 0 · · ·
β : T2 → T3 dado por · · · 0 // P2

ca

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P3
// 0 · · ·

γ : T3 → T2 dado por · · · 0 // P3

b
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

Do Lema 2.3 temos que

HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi ], se i = j = 1, 3

[IdTi , αδ], se i = j = 2

[α], se i = 1 e j = 2

[δ], se i = 2 e j = 1

[β], se i = 2 e j = 3

[γ], se i = 3 e j = 2

0, caso contrário.

Portanto, temos que EndDb(A)T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e ∆ :

1
α

== 2

δ
}}

β == 3

γ
}}

. É fácil ver que αδ − γβ = δα = βγ = βα = δγ = 0 em

EndDb(A)T . Logo, < δα − βγ, αδ, γβ, αβ, γδ >⊆ J . Seja

L =< δα−βγ, αδ, γβ, αβ, γδ >. Como dimKHomDb(A)(Ti, Tj) = dimKei
(
K∆
L

)
ej
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temos que L = J . Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente

a EndDb(A)T .

5. Na álgebra A = KQ
I

em que Q : 1

b

==

a
!!
2

d

==

c
!!
3 e I =< ad + bc, ac, bd > o

complexo T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 é um complexo inclinante, onde

T1 : · · · // 0 // P2 ⊕ P2

[
a b

]
// P1

// 0 · · ·

T2 : · · · // 0 // P2
// 0 // 0 · · ·

T3 : · · · // 0 // P3
// 0 // 0 · · ·

Temos que verificar que HomDb(A)(T, T [i]) = 0 se i 6= 0 e que addT gera

Kb(proj A) como categoria triangulada. A segunda condição segue do Lema

2.2. Agora verificaremos a primeira. Como eiAe1 = 0 para i ∈ {2, 3} temos que

HomDb(A)(T1, T [−1]) = 0. Seja φ ∈ HomDb(A)(T1, T1[1]). Temos que φi = 0 se

i 6= 0 e φ0 =
(
λ1a+ λ2b λ3a+ λ4b

)
, com λi ∈ K. Tomando a famı́lia de

morfismos si : T i1 → T i−1
1 [1] dada por si = 0, se i 6= 0, e s0 =

(
λ1e2 λ3e2

λ2e2 λ4e2

)
,

com λi ∈ K, obtemos que φi = di−1 ◦ si + si+1 ◦ di. Portanto, φ ∼ 0. Por isso,

HomDb(A)(T1, T1[1]) = 0. Assim, HomDb(A)(T1, T [k]) = 0 se k 6= 0.

Dado ψ ∈ HomDb(A)(T2, T1[1]) temos que ψi = 0, se i 6= 0, e ψ0 = λ1a + λ2b,

com λi ∈ K. Considere a famı́lia de morfismos si : T i2 → T i−1
1 [1] dada por

si = 0, se i 6= 0, e s0 =

(
λ1e2

λ2e2

)
, com λi ∈ K. Obtemos que ψi = di−1 ◦

si + si+1 ◦ di. Portanto, ψ ∼ 0. Por isso, HomDb(A)(T2, T1[1]) = 0. Assim,

HomDb(A)(T2, T [k]) = 0 se k 6= 0.

Seja ϕ ∈ HomDb(A)(T3, T1[1]). Temos que ϕi = 0 se i 6= 0 e ϕ0 = λ1bc, com λ1 ∈
K. Considere a famı́lia de morfismos si : T i3 → T i−1

1 [1] dada por si = 0 se i 6= 0

e s0 =

(
0

λ1c

)
, com λ1 ∈ K. Obtemos que ϕi = di−1 ◦ si + si+1 ◦ di. Portanto,

ϕ ∼ 0. Por isso, HomDb(A)(T3, T1[1]) = 0. Assim, HomDb(A)(T3, T [k]) = 0 se

k 6= 0.
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Considere os seguintes homomorfismos:

α : T1 → T2 dado por · · · 0 // P2 ⊕ P2

α1

��

[
a b

]
// P1

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 // 0 · · ·

onde α1 =
[
e2 0

]
;

β : T1 → T2 dado por · · · 0 // P2 ⊕ P2

β1
��

[
a b

]
// P1

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 // 0 · · ·

onde β1 =
[

0 e2

]
;

γ : T3 → T1 dado por

· · · 0 // P3

γ1
��

// 0 // 0 · · ·

· · · 0 // P2 ⊕ P2

[
a b

]
// P1

// 0 · · ·

onde γ1 =

[
c

0

]
.

δ : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3

δ1
��

// 0 // 0 · · ·

· · · 0 // P2 ⊕ P2

[
a b

]
// P1

// 0 · · ·

onde δ1 =

[
0

d

]
;

ε : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3

ε1
��

// 0 // 0 · · ·

· · · 0 // P2 ⊕ P2

[
a b

]
// P1

// 0 · · ·

onde ε1 =

[
d

c

]
.

Devido ao fato que e3Ae2 = 0 temos que HomDb(A)(T1, T3) = 0 e

HomDb(A)(T2, T3) = 0. Como e2Ae2
∼= K e e3Ae3

∼= K temos, respectivamente,

que HomDb(A)(T2, T1) = 0, HomDb(A)(T2, T2) ∼= K e HomDb(A)(T3, T3) ∼= K.

Dado φ ∈ HomDb(A)(T1, T1) temos que φi = 0, se i /∈ {0, 1},

φ0 =

(
λ1e2 λ2e2

λ3e2 λ4e2

)
e φ1 = µe1, com λi, µ ∈ K. Além disso, o diagrama
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abaixo é comutativo

· · · // 0 // P2 ⊕ P2

φ0

��

[
a b

]
// P1

φ1

��

// 0 · · ·

· · · // 0 // P2 ⊕ P2

[
a b

]
// P1

// 0 · · ·

Como HomA(P1, P2) = 0, segue da comutatividade do diagrama que

HomDb(A)(T1, T1) ∼= K.

Se ϕ ∈ HomDb(A)(T1, T2) temos que ϕi = 0, se i 6= 0, e

ϕ0 =
(
λ1e2 λ2e2

)
, com λi ∈ K. Além disso, o diagrama abaixo é comu-

tativo

· · · // 0 // P2 ⊕ P2

ϕ0

��

[
a b

]
// P1

// 0 · · ·

· · · // 0 // P2
// 0 // 0 · · ·

Como HomA(P1, P2) = 0, segue da comutatividade do diagrama que

HomDb(A)(T1, T2) = [α, β].

Dado ψ ∈ HomDb(A)(T3, T1) temos que ψi = 0, se i 6= 0, e

ψ0 =

(
λ1c+ λ2d

λ3c+ λ4d

)
, com λi ∈ K. Além disso, o diagrama abaixo é comu-

tativo

· · · // 0 // P3

ψ0

��

// 0 // 0 · · ·

· · · // 0 // P2 ⊕ P2

[
a b

]
// P1

// 0 · · ·
Da comutatividade do diagrama temos que λ2 = λ3. Logo,

ψ = λ1γ + λ4δ + λ2ε. Por isso, HomDb(A)(T3, T1) = [δ, γ, ε].

Como HomA(P3, P2) ∼= e2Ae3 temos que HomDb(A)(T3, T2) = [αγ, βδ].

Resumindo obtemos que

HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi ], se i = j = 1, 2, 3

[α, β], se i = 1 e j = 2

[δ, γ, ε], se i = 3 e j = 1

[αγ, βδ], se i = 3 e j = 2

0, caso contrário.
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Portanto, temos que EndDb(A)T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e ∆ :

3
γ

==

δ

��ε
((
1

α

==

β
!!
2 . É fácil ver que βγ = αδ = αε − βδ = βε − αγ = 0 em

EndDb(A)T . Logo, < γβ, δα, εα − δβ, εβ − γα >⊆ J . Seja

L =< γβ, δα, εα−δβ, εβ−γα >. Como dimKHomDb(A)(Ti, Tj) = dimKei
(
K∆
L

)
ej

temos que L = J . Sabemos pelo Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente

a EndDb(A)T .

6. Na álgebra A = KQ
I

, em que Q : 1

a

��
b // 2

c

��
d // 3 e I =< a2, c2, bd, bcd > segue

dos Lemas 2.2 e 2.3 que o complexo T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 é inclinante, onde

T1 : · · · // 0 // P1
// 0 · · ·

T2 : · · · // 0 // P2
// 0 · · ·

T3 : · · · 0 // P3
d // P2

// 0 · · ·
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Considere os seguintes homomorfismos:

α : T1 → T1 dado por · · · 0 // P1
//

a

��

0 · · ·

· · · 0 // P1
// 0 · · ·

δ : T2 → T2 dado por · · · 0 // P2

c

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

γ : T2 → T3 dado por · · · 0 // 0 // P2

e2
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P3
d // P2

// 0 · · ·

ε : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3
d // P2

bc
��

// 0 · · ·

· · · 0 // 0 // P1
// 0 · · ·

β : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3
d // P2

b
��

// 0 · · ·

· · · 0 // 0 // P1
// 0 · · ·

Do Lema 2.3 temos que os homomorfismos entre os somandos diretos de T são:

HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi , α], se i = j = 1

[IdTi , δ], se i = j = 2

[IdTi ], se i = j = 3

[βγ, αβγ, βγδ, αβγδ], se i = 2 e j = 1

[γ, γδ], se i = 2 e j = 3

[β, ε, αε, αβ], se i = 3 e j = 1

0, caso contrário.

Portanto, temos que EndDb(A)T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e ∆ :

1

α

��
3

β
}}

ε

aa 2

δ

��

γ
oo . É fácil ver que α2 = δ2 = εγ − βγδ = 0 em EndDb(A)T .

Logo, < α2, δ2, γε − δγβ >⊆ J . Seja L =< α2, δ2, γε − δγβ >. Como
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dimKHomDb(A)(Ti, Tj) = dimKei
(
K∆
L

)
ej temos que L = J . Sabemos pelo

Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente a EndDb(A)T .

7. Na álgebra A = KQ
I

, onde Q : 1

a

��
b // 2

c

��
d // 3 e I =< a2, c2, bcd+ λabd > com

λ ∈ K, segue dos Lemas 2.2 e 2.3 que o complexo T = T1⊕T2⊕T3 é inclinante,

onde

T1 : · · · // 0 // P1
// 0 · · ·

T2 : · · · // 0 // P2
// 0 · · ·

T3 : · · · 0 // P3
d // P2

// 0 · · ·

Considere os seguintes homomorfismos:

α : T1 → T1 dado por · · · 0 // P1
//

a

��

0 · · ·

· · · 0 // P1
// 0 · · ·

β : T2 → T1 dado por · · · 0 // P2
//

b
��

0 · · ·

· · · 0 // P1
// 0 · · ·

δ : T2 → T2 dado por · · · 0 // P2

c

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

γ : T2 → T3 dado por · · · 0 // 0 // P2

e2
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P3
d // P2

// 0 · · ·

ε : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3
d // P2

bc+λab
��

// 0 · · ·

· · · 0 // 0 // P1
// 0 · · ·
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Do Lema 2.3 temos que os homomorfismos entre os somandos diretos de T são:

HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi , α], se i = j = 1

[IdTi , δ], se i = j = 2

[IdTi ], se i = j = 3

[β, αβ, βδ, αβδ], se i = 2 e j = 1

[γ, γδ], se i = 2 e j = 3

[ε, αε], se i = 3 e j = 1

0, caso contrário.

Portanto, temos que Γ = EndDb(A)T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e

∆ : 2
β //

δ

��

γ
��

1

α

��

3

ε

@@

É fácil ver que α2 = δ2 = βδ + λαβ − εγ = 0 em EndDb(A)T . Logo, <

α2, δ2, δβ + λβα − γε >⊆ J . Seja L =< α2, δ2, δβ + λβα − γε >. Como

dimKHomDb(A)(Ti, Tj) = dimKei
(
K∆
L

)
ej temos que L = J . Sabemos pelo

Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente a EndDb(A)T .

8. Na álgebra A = KQ
I

, onde

Q : 1 b //

a
��

2

c

��

d��
3

e I =< c2, bd, bcd > o complexo T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 é inclinante, em que

T1 : · · · // 0 // 0 // P1
// 0 // · · ·

T2 : · · · // 0 // 0 // P2
// 0 // · · ·

T3 : · · · // 0 // P3

 a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 // · · ·
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Temos que verificar que HomDb(A)(T, T [i]) = 0 se i 6= 0 e que addT gera

Kb(proj A) como categoria triangulada. A segunda condição segue do Lema

2.2. Agora verificaremos a primeira. Como e3Aei = 0 para i ∈ {1, 2} te-

mos que HomDb(A)(T, T3[−1]) = 0. Assim, HomDb(A)(Tj, T [l]) = 0 se l 6= 0

e j ∈ {1, 2}. Dos fatos que e1Ae3 = e1Aa e e2Ae3 = e2Ad obtemos que

HomDb(A)(T3, T [1]) = 0. Logo, HomDb(A)(T3, T [l]) = 0 se l 6= 0.
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Considere os seguintes homomorfismos:

α : T1 → T3 dado por · · · 0 // 0 // P1

α1

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P3  a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 · · ·

em que α1 =

(
e1

0

)
;

δ : T2 → T2 dado por · · · 0 // P2

c

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

ε : T2 → T3 dado por · · · 0 // 0 // P2

ε1
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P3  a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 · · ·

em que ε1 =

(
0

e2

)
;

β : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3

 a

d


// P1 ⊕ P2

β1
��

// 0 · · ·

· · · 0 // 0 // P1
// 0

em que β1 =
(

0 bc
)

;

γ : T3 → T1 é dado por · · · 0 // P3

 a

d


// P1 ⊕ P2

γ1
��

// 0 · · ·

· · · // 0 // P1
// 0 · · ·

em que γ1 =
(

0 b
)
.

Já que e1Ae1
∼= K obtemos que HomDb(A)(T1, T1) ∼= K. Como e2Ae1 = e3Ae1 =
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0 e e1Ae1
∼= K segue que HomDb(A)(T1, T2) = 0 e HomDb(A)(T1, T3) = [α]. Do

fato que HomA(P2, P1) ∼= e1Ae2 e HomA(P2, P2) ∼= e2Ae2 temos, respectiva-

mente, que HomDb(A)(T2, T1) = [γε, βε] e HomDb(A)(T2, T2) = [IdT2 , δ].

Seja φ ∈ HomDb(A)(T2, T3). Temos que φi = 0 para todo i 6= 1 e φ1 =(
λ1b+ λ2bc

λ3e2 + λ4c

)
, com λi ∈ K. Além disso, o diagrama abaixo é comutativo:

· · · // 0 // 0 // P2
//

φ1

��

0 // · · ·

· · · // 0 // P3  a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 // · · ·

Como o diagrama comuta e e3Ae2 = 0 temos que

HomDb(A)(T2, T3) = [ε, αγε, αβε, εδ].

Dado ψ ∈ HomDb(A)(T3, T1), temos que ψi = 0 para todo i 6= 1 e ψ1 =(
λ1e1 λ2b+ λ3bc

)
, com λi ∈ K. Além disso, o diagrama abaixo é comu-

tativo:

· · · // 0 // P3

 a

d


// P1 ⊕ P2

ψ1

��

// 0 // · · ·

· · · // 0 // 0 // P1
// 0 // · · ·

Logo, λ1a+ λ2bd+ λ3bcd = 0. Portanto, λ1 = 0 e HomDb(A)(T3, T1) = [β, γ].

Seja ϕ ∈ HomDb(A)(T3, T2). Temos que ϕi = 0 para todo i 6= 1 e ϕ1 =(
0 λ1e2 + λ2c

)
, com λi ∈ K. Além disso, o diagrama abaixo é comutativo:

· · · // 0 // P3

 a

d


// P1 ⊕ P2

ϕ1

��

// 0 // · · ·

· · · // 0 // 0 // P2
// 0 // · · ·

Então, λ1d+ λ2cd = 0. Portanto, λ1 = λ2 = 0. Assim, HomDb(A)(T3, T2) = 0.
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Dado ξ ∈ (T3, T3), temos que ξi = 0 para i /∈ {0, 1}, ξ0 = µe3 e ξ1 =(
λ1e1 λ2b+ λ3bc

0 λ4e2 + λ5c

)
, com µ, λi ∈ K. Além disso, o diagrama abaixo é co-

mutativo:

· · · // 0 // P3

ξ0

��

 a

d


// P1 ⊕ P2

//

ξ1

��

0 // · · ·

· · · // 0 // P3  a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 // · · ·

Então,

(
µa

µd

)
=

(
λ1a+ λ2bd+ λ3bcd

λ4d+ λ5cd

)
. Logo, µ = λ1 = λ4 e λ5 = 0.

Assim, HomDb(A)(T3, T3) = [IdT3 , αβ, αγ].

Resumindo obtemos que:

HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi ], se i = j = 1

[IdTi , δ], se i = j = 2

[IdTi , αβ, αγ], se i = j = 3

[α], se i = 1 e j = 3

[γε, βε], se i = 2 e j = 1

[ε, αγε, αβε, εδ], se i = 2 e j = 3

[β, γ], se i = 3 e j = 1

0, caso contrário.

Portanto, temos que EndDb(A)T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e ∆ :

1
α

== 3

γ
}}
β
vv

2ε
oo

δ

��
. É fácil ver que δ2 = βα = γα = γεδ − βε = 0 em EndDb(A)T .

Logo, < δ2, αβ, αγ, δεγ − εβ >⊆ J . Seja L =< δ2, αβ, αγ, δεγ − εβ >. Como

dimKHomDb(A)(Ti, Tj) = dimKei
(
K∆
L

)
ej temos que L = J . Sabemos pelo

Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente a EndDb(A)T .
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9. Na álgebra A = KQ
I

, onde

Q : 1 b //

a
��

2

c

��

d��
3

e I =< c2, bcd > o complexo T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 é inclinante, em que

T1 : · · · // 0 // 0 // P1
// 0 // · · ·

T2 : · · · // 0 // 0 // P2
// 0 // · · ·

T3 : · · · // 0 // P3

 a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 // · · ·

Temos que verificar que HomDb(A)(T, T [i]) = 0 se i 6= 0 e que addT gera

Kb(proj A) como categoria triangulada. A segunda condição segue do Lema

2.2. Agora verificaremos a primeira. Como e3Aei = 0 para i ∈ {1, 2} te-

mos que HomDb(A)(T, T3[−1]) = 0. Assim, HomDb(A)(Tj, T [l]) = 0 se l 6= 0 e

j ∈ {1, 2}. Dos fatos que e1Ae3 = e1Aa + e1Ad e e2Ae3 = e2Ad obtemos que

HomDb(A)(T3, T [1]) = 0. Logo, HomDb(A)(T3, T [l]) = 0 se l 6= 0.
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Considere os seguintes homomorfismos:

α : T1 → T3 dado por · · · 0 // 0 // P1

α1

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P3  a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 · · ·

em que α1 =

(
e1

0

)
;

γ : T2 → T1 dado por · · · 0 // P2
//

b
��

0 · · ·

· · · 0 // P1
// 0 · · ·

δ : T2 → T2 dado por · · · 0 // P2

c

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P2
// 0 · · ·

ε : T2 → T3 dado por · · · 0 // 0 // P2

ε1
��

// 0 · · ·

· · · 0 // P3  a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 · · ·

em que ε1 =

(
0

e2

)
;

β : T3 → T1 dado por · · · 0 // P3

 a

d


// P1 ⊕ P2

β1
��

// 0 · · ·

· · · 0 // 0 // P1
// 0 · · ·

em que β1 =
(

0 bc
)
.

Por um racioćınio análogo ao do caso anterior conclúımos queHomDb(A)(T1, T1) =

[IdT1 ], HomDb(A)(T1, T2) = 0, HomDb(A)(T1, T3) = [α], HomDb(A)(T2, T1) = [γ, γδ],

HomDb(A)(T2, T2) = [IdT2 ] e HomDb(A)(T3, T2) = 0.

Seja φ ∈ HomDb(A)(T2, T3). Temos que φi = 0 para todo i 6= 1 e φ1 =



162(
λ1b+ λ2bc

λ3e2 + λ4c

)
, com λi ∈ K. Além disso, o diagrama abaixo é comutativo:

· · · // 0 // 0 // P2
//

φ1

��

0 // · · ·

· · · // 0 // P3  a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 // · · ·

Como o diagrama comuta e e3Ae2 = 0 temos que

HomDb(A)(T2, T3) = [ε, αγ, αγδ, εδ].

Dado ψ ∈ HomDb(A)(T3, T1), temos que ψi = 0 para todo i 6= 1 e ψ1 =(
λ1e1 λ2b+ λ3bc

)
, com λi ∈ K. Além disso, o diagrama abaixo é comu-

tativo:

· · · // 0 // P3

 a

d


// P1 ⊕ P2

ψ1

��

// 0 // · · ·

· · · // 0 // 0 // P1
// 0 // · · ·

Logo, λ1a+ λ2bd+ λ3bcd = 0. Portanto, λ1 = λ2 = 0 e HomDb(A)(T3, T1) = [β].

Dado ξ ∈ (T3, T3), temos que ξi = 0 para i /∈ {0, 1}, ξ0 = µe3 e ξ1 =(
λ1e1 λ2b+ λ3bc

0 λ4e2 + λ5c

)
, com µ, λi ∈ K. Além disso, o diagrama abaixo é co-

mutativo:

· · · // 0 // P3

ξ0

��

 a

d


// P1 ⊕ P2

//

ξ1

��

0 // · · ·

· · · // 0 // P3  a

d


// P1 ⊕ P2

// 0 // · · ·

Então,

(
µa

µd

)
=

(
λ1a+ λ2bd+ λ3bcd

λ4d+ λ5cd

)
. Logo, µ = λ1 = λ4 e λ5 = λ2 = 0.

Assim, HomDb(A)(T3, T3) = [IdT3 , αβ].



163

Resumindo obtemos que

HomDb(A)(Ti, Tj) =



[IdTi ], se i = j = 1

[IdTi , δ], se i = j = 2

[IdTi , αβ], se i = j = 3

[α], se i = 1 e j = 3

[γ, γδ], se i = 2 e j = 1

[ε, αγ, αγδ, εδ], se i = 2 e j = 3

[β], se i = 3 e j = 1

0, caso contrário.

Portanto, temos que EndDb(A)T ∼= K∆
J

para algum J contido em K∆ e ∆ :

2

δ

��

ε

��

γ // 1

α




3

β

JJ . É fácil ver que βα = δ2 = γδ− βε = 0 em EndDb(A)T . Logo,

< αβ, δ2, δγ − εβ >⊆ J . Seja L =< αβ, δ2, δγ − εβ >. Como

dimKHomDb(A)(Ti, Tj) = dimKei
(
K∆
L

)
ej temos que L = J . Sabemos pelo

Teorema 2.9 que A é derivadamente equivalente a EndDb(A)T .



Referências Bibliográficas
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[21] Brüstle, T.; Han, Y. Two-point algebras without loops. Comm. Algebra, 29 (10),

4683, (2001).
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