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Resumo

Neste trabalho, consideramos a interseção completa X = Q1 ∩ Q2 ∩ Q3 de três hipersuperfícies

quádricas suaves de P7 contendo dois 2-planos α1 e α2, de tal maneira que X seja suave. Fixa-

mos dois 4-planos P4
i , com P4

i ∩ αi = ∅ e provamos que a transformação T : P4
1 99K P4

2, a qual

se fatora por projeções de X com centro em α1 e α2, é uma transformação de Cremona de grau

4 cuja inversa também tem grau 4. Além disso, se α1 ∩α2 = ∅, então T é uma transformação de

Cremona determinantal, se α1∩α2 = L (uma reta), então T é uma transformação de Cremona de

De Jonquières e se α1 ∩α2 = p (um ponto) T não é nem determinantal e nem de De Jonquières.

Palavras-chave: Transformações de Cremona, interseção completa, projeções.



Abstract

In this work, we consider the complete intersection X = Q1∩Q2∩Q3 of the quadric hipersurfaces

of P7, containing two 2-planes α1 and α2, with X is smooth. We fix two 4-planes P4
i with

P4
i ∩αi = ∅. We prove that a transformation T : P4

1 99K P4
2 which factorizes through projections

of X with center in α1 and α2 is a Cremona transformation of degree 4, whose inverse also

has degree 4. Moreover, if α1 ∩ α2 = ∅, then T is a determinantal Cremona transformation, if

α1 ∩ α2 = L (is a line), then T is a De Jonquières Cremona transformation and if α1 ∩ α2 = p

(is a point), then T is neither determinantal nor De Jonquières.

Keywords: Cremona transformations, complete intersection, projections.
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1 Introdução

Seja Pn um espaço projetivo de dimensão n sobre um corpo algebricamente fechado k

de característica zero.

Uma transformação de Cremona em Pn é uma transformação birracional T : Pn
1 99K Pn

2

dada por n + 1 polinômios homogêneos de mesmo grau d, nas variáveis x0, . . . xn, isto é,

T : Pn
1 99K Pn

2

(x0 : . . . : xn) 7→ ( f0 : . . . : fn)

onde f0, . . . , fn ∈ k[x0, . . . , xn]d.

O lugar dos zeros comuns dos polinômios f0, . . . , fn é chamado lugar de base de T

e é dado por B(T ) := V( f0, . . . , fn). O inteiro d é chamado o grau de T . O multigrau de uma

transformação de Cremona é a (n−1)−upla (d1, . . . , dn−1), onde cada dm é o grau da transformada

estrita de uma variedade linear genérica de codimensão m de Pn.

Os casos em que se tem resultados significativos sobre transformações de Cremona es-

tão em P2 e P3. Em dimensões maiores, pouco se sabe sobre as transformações de Cremona.

Porém em Pn existe uma classificação geral para dois tipos de transformações, as transforma-

ções de Cremona determinantais e as transformações de Cremona de De Jonquières.

1) Uma transformação de Cremona T : Pn
1 99K Pn

2 é dita determinantal se ela é dada pelos

menores n × n de uma matriz A de formas lineares, de tamanho (n + 1) × (n).

O multigrau de uma transformação de Cremona determinantal com o esquema base redu-

zido é igual aos coeficientes binomiais dk =
(

n
k

)
, 0 ≤ k ≤ n.

2) Uma transformação de Cremona T : Pn
1 99K Pn

2 é dita de De Jonquières se ela leva

l−planos passando por um ponto p1 em l−planos passando por p2 = T (p1).

O multigrau de uma transformação de Cremona de De Jonquières do tipo máximo é dado

pela (n − 1)−upla (d, d, . . . , d).

Neste trabalho, são apresentadas transformações de Cremona de P4 que se fatoram por

projeções de uma interseção de três hipersuperfícies quádricas de P7. Este estudo foi motivado

por [1], onde os autores classificam as transformações de Cremona de P3 que se fatoram por

projeções de um complexo quadrático de retas de P5, ou seja, pela interseção de duas hipersu-

perfícies quádricas de P5, sendo uma delas uma quádrica de Plücker.

Dessa forma, seja Q1 uma hipersuperfície quádrica suave em P5 e Q2 uma hipersuper-

fície quádrica de Plücker parametrizada pelas retas de P3. Um complexo quadrático de retas

é, por definição, a interseção completa X = Q1 ∩ Q2, com Q1 diferente de Q2. Assumindo X

suave, o feixe canônico de X é dado por OX(−2). Tome duas retas L1, L2 ∈ P5, L1 , L2, ambas
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contidas em X. Fixe dois 3-planos Mi ≃ P3
i em P5, e defina as projeções πi : P5

99K P3
i , com

centro em Li para i = 1, 2,. Assuma P3
i ∩ Li = ∅, para i = 1, 2,.

Lema 1.1. ( [1], Lema 1) A restrição de πi a X i = 1, 2, induz uma aplicação birracional

X 99K P3
i , a qual ainda denotamos por πi, cuja inversa π−1

i é dada por um sistema linear de

cúbicas e cujo lugar de base é uma curva suave irredutível Ci ⊂ P3 de grau 5 e gênero 2. Em

particular π2 ◦ π
−1
1 : P3

1 99K P3
2 é dado por um sistema linear de cúbicas que se anulam em C1.

As transformações de Cremona obtidas têm grau 3 e a inversa é do mesmo tipo. Sendo

assim, as transformações de Cremona obtidas são chamadas de transformações de Cremona

cubo-cúbicas.

A classificação destas transformações de Cremona foi feita da seguinte maneira:

a) se L1 ∩ L2 = ∅, então a transformação de Cremona é Determinantal;

b) se L1 ∩ L2 , ∅, então a transformação de Cremona é de De Jonquières.

O objetivo deste trabalho é classificar as transformações de Cremona de P4 que se fa-

toram por projeções de uma interseção completa de três hipersuperfícies quádricas de P7. Para

isso, tomamos 3 hipersuperfícies quádricas suaves de P7 contendo dois 2-planos de P7, α1 e α2,

de modo que possamos considerar X = Q1 ∩ Q1 ∩ Q3 suave. Fixamos dois 4−planos, P4
i de P7,

tais que P4
i ∩ αi = ∅, para i = 1, 2,, e definimos as projeções

παi : X 99K P4
i ,

com centro em αi, para i = 1, 2,.

Provamos que a aplicação definida por T : πα2 ◦ π
−1
α1

: P4
1 99K P4

2 é uma transformação de

Cremona de grau 4, cuja inversa também tem grau 4. E classificamos essa transformação a

partir dos seguintes casos: α1 ∩ α2 = ∅, α1 ∩ α2 = p e α1 ∩ α2 = L.

No Capítulo 2, abordamos conceitos matemáticos necessários ao desenvolvimento do

trabalho. Nas seções 2.1 à 2.3, são apresentados os conceitos indispensáveis para o entendi-

mento das transformações de Cremona determinantais. Já a teoria de interseção foi utilizada

para calcular o multigrau das transformações de Cremona, estudadas no Capítulo 6.

No Capítulo 3, falamos sobre a definição da transformação de Cremona no caso geral,

apresentando alguns resultados elementares. Porém, destacamos as transformações de Cre-

mona Determinantal e De Jonquières de P2 e P3, que são mais conhecidas, apresentando vários

exemplos desses casos.

O Capítulo 4 é a motivação da tese. Nele, enfatizamos os principais resultados de [1],

que posteriormente faremos análogo para P4. Como havíamos dito anteriormente, os autores

classificaram as transformações de Cremona de P3, que se fatoram por projeções de um com-

plexo quadrático de retas de P5 com centros em duas retas distintas L1 e L2. Eles provaram que
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se a interseção das retas L1 e L2 é vazia, então a transformação de Cremona é determinantal; e

que se a interseção das retas L1 e L2 é um ponto, então a transformação de Cremona é de De

Jonquières.

No Capítulo 5, apresentamos uma definição geral das transformações de Cremona deter-

minantais em Pn e alguns resultados importantes para o desenvolvimento do trabalho. Também

são abordadas as transformações de Cremona estelares [2], que são transformações de Cremona

de De Jonquières do tipo 1, ou seja, levam retas passando por um ponto p1 em retas passando

por um ponto p2 = T (p1), e expomos uma definição geral das transformações de Cremona de

De Jonquières em Pn. Neste capítulo, também exibimos parte do trabalho desenvolvido em par-

ceria com Ivan Pan, onde foi estudada uma caracterização geométrica para a transformação de

Cremona de De Jonquières que vale em qualquer dimensão e demonstramos o seguinte teorema:

Teorema 1.2. Seja T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona e d = deg(T ) um inteiro

positivo ≥ 2. Denote por L uma reta genérica e P um plano genérico em Pn
1. Se T∗(L) é

uma curva plana de grau d admitindo um ponto singular de multiplicidade d − 1, e T∗(P) é

uma superfície gerando um espaço linear de dimensão 3, então T é uma transformação de De

Jonquières de grau d e tipo n − 1.

No Capítulo 6, este é o capítulo mais importante da tese, onde são classificadas as

transformações de Cremona de P4 que se fatoram por projeções de uma interseção completa de

três hipersuperfícies quádricas de P7, provando os seguintes resultados:

1. se α1 ∩α2 = ∅, então T : P4
1 99K P4

2 é uma transformação de Cremona determinantal com

multigrau (4,6,4);

2. se α1 ∩ α2 = p, então T : P4
1 99K P4

2 é uma transformação de Cremona com multigrau

(4,5,4);

3. se α1 ∩ α2 = L, então T : P4
1 99K P4

2 é uma transformação de Cremona de De Jonquières

com multigrau (4,4,4).

Parte deste trabalho foi desenvolvido durante período de estágio no Uruguai, realizado

no Centro De Matemática da Facultad De Ciencias da Universidad De La República. Gostaria

de deixar aqui o meu agradecimento aquela universidade pela hospitalidade e ao professor Ivan

Pan por me receber e me orientar ao longo deste período. Além disso, gostaria de agradecer à

Capes pelo financiamento da pós-graduação e deste estágio.
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2 Pré requisitos

2.1 Resoluções Livres

Sejam k um corpo e S = k[x0, . . . , xn]. Se Y ⊆ Pn é uma variedade irredutível e I(Y)

é o ideal primo homogêneo que define Y , então dizemos que S/I(Y) é o cone minimal de Y

e o denotaremos por C(Y). Observe que C(Y) é um S−módulo graduado finitamente gerado.

Assumimos que { f1, . . . , fm1} é um conjunto de geradores de I(Y) e deg( f j) = n1, j, j = 1, . . . ,m1.

A aplicação ⊕m1
j=1S (−n1, j) −→ I(Y) é sobrejetiva e S (−n1, j) é um S−módulo graduado

com a graduação deslocada (shifted ) por −n1, j, isto é, S (−n1, j)k = S k−n1, j . Em outras palavras,

temos uma sequência exata de S−módulos

⊕
m1
j=1S (−n1, j)

%%▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲

ϕ1 // S // C(Y) // 0

I(Y)

>>⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦

!!❈
❈❈

❈❈
❈❈

❈

0

88qqqqqqqqqqqq 0

onde ϕ1 : ⊕m1
j=1S (−n1, j) −→ S é dada por ϕ1(g1 ⊕ . . . ⊕ gm1) = g1 f1 + g2 f2 + . . . + gm1 fm1 .

O núcleo M1 de ϕ1 é um S−módulo graduado gerado pelas relações entre os f1, . . . , fm1 .

Mais precisamente, M1 é um módulo de m1−uplas G = (g1 . . . gm1) tal que F · GT = 0,

onde F = ( f1, . . . , fm1). Note que M1 é S−módulo finitamente gerado. Um elemento de M1 é

chamado uma sizígia de I(Y) e M1 é chamado um módulo sizígia de I(Y).

Seja {G1, . . . ,Gm2} um conjunto de geradores para M1, onde Gi = (gi
1, . . . , g

i
m1

), para

todo i = 1, . . . ,m2. Temos a seguinte sequência exata

⊕
m2
j=1S (−n2, j)

ϕ2 //

%%❑❑
❑❑

❑❑
❑❑

❑❑
⊕

m1
j=1S (−n1, j)

ϕ1 // S // C(Y) // 0

M1

99ssssssssss

&&▼▼
▼▼

▼▼
▼▼

▼▼
▼▼

0

88qqqqqqqqqqqq 0

onde ϕ2 = (G1, . . . ,Gm2) e deg(gi
k) + n1,k = n2,k para todo k = 1, . . . n1, j.

O núcleo de ϕ2 é um S−módulo finitamente gerado e as relações entre G1, . . .Gm2 geram

um novo módulo graduado M2. Prosseguindo com esta operação construímos uma sequência

de S−módulos livres

· · · −→

ms⊕

j=1

S (−ns, j)
ϕs
−→

ms−1⊕

j=1

S (−ns−1, j)
ϕs−1
−→ . . .

ϕ2
−→

m1⊕

j=1

S (−n1, j)
ϕ1
−→ S −→ C(Y) −→ 0
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Esta sequência é chamada resolução livre de C(Y), os ni, j são inteiros positivos chamados des-

locamentos, ms são chamados números de Betti e cada ϕi é um homomorfismo de grau zero.

Definição 1. Para uma sequência de conjuntos

({n1,1, . . . , n1,m1} . . . {ns,1, . . . , ns,ms})

como da resolução acima dizemos que a resolução de C(Y) é do tipo (ni, j) e que s é o compri-

mento da sequência (ni, j).

Teorema 2.1. ( [3], Teorema 1.1)(Teorema das Sizígias de Hilbert) Todo S−módulo graduado

finitamente gerado M possui uma resolução livre finita

0 −→ Fm −→ . . . −→ F2 −→ F1 −→ F0 −→ M −→ 0. (∗)

Definição 2. O menor inteiro m para o qual o módulo M tenha uma resolução (*) de compri-

mento m é chamado dimensão projetiva de M e denotaremos por dim pro jM.

Definição 3. Um homomorfismo de grau zero

ϕS :
ms⊕

j=1

S (−ns, j) −→
ms−1⊕

j=1

S (−ns−1, j)

é dito minimal se seus coeficientes constantes são nulos. Uma resolução é dita minimal se os

homomorfismos que a compõem são todos minimais.

Proposição 2.2. Todo S−módulo graduado M de tipo finito admite uma resolução finita mini-

mal. Além disso, essa resolução é única a menos de isomorfismo. Seu comprimento é igual a

dimensão projetiva de M e a aplicação

ϕ1 :
m1⊕

j=1

S (−n1, j) −→ S

é dada pelo número mínimo de geradores de M.

Demonstração. ( [4] , p. 177). �

Dado um morfismo entre dois complexos f : B· −→ C· , a aplicação cone de f é uma

cadeia de complexos cujas partes de grau n são Bn−1 ⊕ Cn e as diferenciais

d : Bn−1 ⊕Cn −→ Bn−2 ⊕ Cn−1

são tais que d(b, c) = (−d(b), d(c)− f (b)). Note que a aplicação d é dada pela matriz


−d 0

− f d

.
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Teorema 2.3. ( [5], Teorema 2.2.6) Sejam M e N, S−módulos. Se P•
ǫ
−→ M é uma resolução

projetiva de M e f ′ : M −→ N é uma aplicação de S−módulos, então para qualquer resolução

Q•
η
−→ N de N, existe uma aplicação (única a menos de homotopia) f : P• −→ Q• tal que

η ◦ f0 = f ′ ◦ ǫ, isto é, o diagrama abaixo é comutativo

. . . // P2

f2
��

// P1

f1
��

// P0
ǫ //

f0
��

M

f ′

��

// 0

. . . // Q2
// Q1

// Q0
η // N // 0

Lema 2.4. Seja Y uma superfície de P4, com I(Y) = (g1, . . . , gm) e H = {h = 0} um hiperplano

de P4 que não contém Y. Se a resolução livre minimal de C(Y) é dada por

0 −→
m−1⊕

i=1

S (−ni)
ϕ
−→

m⊕

i=1

S (−di)
(g1 ...gm)
−→ S −→ C(Y) −→ 0,

então a resolução livre minimal de Y ∩ H em P4 é dada por

0 −→
m−1⊕

j=1

S (−n j−1)
δ2
−→

m⊕

j=1

S (−di−1)⊕
m−1⊕

j=1

S (−n j)
δ1
−→ S (−1)⊕

m⊕

i=1

S (−di)
δ0
−→ S −→ C(Y∩H) −→ 0.

Demonstração. Considere a aplicação h : S (−1) −→ S multiplicação por h e o seguinte dia-

grama comutativo de sequências exatas

0 // ⊕m−1
j=1 S (−n j)(−1)

h
��

ϕ
′

// ⊕m
i=1S (−di)(−1)

h

��

(g1
′...,g

′

m) // S (−1)

h

��
0 // ⊕m−1

j=1 S (−n j)
ϕ // ⊕m

i=1S (−di)
(g1 ,...,gm) // S

A aplicação cone nos fornece a seguinte sequência exata

0 −→
m−1⊕

j=1

S (−n j − 1)
δ2
−→

m⊕

j=1

S (−di − 1) ⊕
m−1⊕

j=1

S (−n j)
δ1
−→ S (−1) ⊕

m⊕

i=1

S (−di)
δ0
−→ S ,

onde δ2 =


ϕ
′

h

 , δ1 =


g
′

1 . . . g
′

m 0

h −ϕ

 e δ0 =
(

h, g1, . . . , gm

)
. Observe que a sequência

exata acima é a resolução livre minimal de I(Y ∩ H). �

Da resolução livre de Y podemos calcular a função de Hilbert da variedade Y . Ela é

obtida da sequência (ni, j) pela equação

HY (d) =
s∑

i=0

(−1)i
∑

j

(
n + d − ni, j

n

)
.

O polinômio de Hilbert de Y é tal que se Y tem resolução livre como (ni, j), então

PY(d) = HY(d), para d ≥ maxi, j{ni, j − r}.
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2.2 Liaison em variedades

Considere duas variedades V1 e V2 em Pn de codimensão d sem componentes imersas e

sem componentes em comum. Se V1 ∪ V2 é uma interseção completa, então dizemos que V1 e

V2 são geometricamente ligadas.

Se V1 é geometricamente ligada a V2, então para X = V1 ∪ V2, temos

I(V2)
I(X)

=H omOPn (OV1 ,OX).

Definição 4. Sejam V1 e V2 variedades de Pn. Dizemos que V1 e V2 são algebricamente ligados

por uma interseção completa X contendo V1 e V2 se:

i) V1 e V2 são equidimensionais e sem componentes imersas;

ii) 1) I(V2)
I(X) =H omPn(OV1 ,OX)

2) I(V1)
I(X) =H omPn(OV2 ,OX).

Vemos claramente que se V1 e V2 são geometricamente ligados, então V1 e V2 são alge-

bricamente ligados. X = V1 ∪ V2 por exemplo.

Proposição 2.5. Seja X uma interseção completa de Pn definida por 3 polinômios homogêneos

f , g e h de grau d f , dg e dh. Seja V1 um subesquema fechado de codimensão 3 em Pn contido

em X com cone minimal C(V1). Suponhamos que C(V1) admita uma resolução livre (graduada)

para os homomorfismos de grau zero

F1 · 0 −→
m⊕

k=1

S (−mk)
ψ1
−→

n⊕

i=1

S (−ni)
ϕ1
−→

d⊕

j=1

S (−d j)
T1
−→ S −→ C(V1) −→ 0.

Se T1 = (a1, . . . , ad) então f =
∑d

i=1 λiai, g =
∑d

i=1 µiai e h =
∑d

i=1 νiai, para certos polinômios

homogêneos λi, µi e νi.

Definimos a variedade V2 (de P4) contida em X pelo ideal

I(V2) = (I(X) : I(V1))

com cone minimal C(V2). Existe uma resolução livre (graduada) com homomorfismo de grau

zero

F2 · 0 −→
d⊕

j=1

S (−N j)
ψ2
−→

n+3⊕

i=1

S (−Di)
ϕ2
−→

m+3⊕

k=1

S (−Mk)
δ0
−→ S −→ C(V2) −→ 0

onde, ψ2 =


ϕ̌1

α̌1

, ϕ2 =


ψ̌1 0

α̌2 −ϕ̌

 e δ0 =
(
α̌3 ψ̌

)
e

deg(ϕ2) = −Mk + Di com
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Mk = d f + dg + dh − mk, k = 1, . . . ,m e Md+1 = d f , Md+2 = dg e Md+3 = dh

Di = d f + dg + dh − ni, i = 1, . . . d, e Dd+1 = dg + dh, Dd+2 = d f + dh e Dd+3 = d f + dg e

deg(ψ) = N j − Di e N j = d f + dg + dh − d j.

Demonstração. Da inclusão V1 ⊂ X temos o morfismo

α : C(X) −→ C(V1).

O complexo de Koszul associado a sequência S−regular f , g e h fornece a resolução (minimal

graduada) de C(X) de comprimento 3 denotado por F·. O morfismo α induz um morfismo entre

os complexos F1· e F· dado por:

0 // ⊕m
k=1S (−mk)

ψ1 // ⊕n
i=1S (−ni)

ϕ1 // ⊕d
j=1S (−d j)

T1 // S
ǫ1 // C(V1) // 0

0 // S (−e)

α3

OO

ψ // ⊕3
t=1S (−at)

α2

OO

ϕ // ⊕3
p=1S (−bp)

α1

OO

T // S ǫ //

Id

OO

C(X) //

α

OO

0

onde

e = d f + dg + dh, a1 = dg + dh, a2 = d f + dh, a3 = d f + dg, b1 = d f , b2 = dg e b3 = dh.

Aplicando o funtor dual Hom(_, S ) = ˇ_ e aplicando _ ⊗ S (−e) temos

0 // N
ǫ1 ˇ //

α ˇ

��

S (−e)

Id

��

T1 ˇ// ⊕d
j=1S (d j − e)

ϕ1 //

α1 ˇ
��

⊕n
i=1S (ni − e)

ψ1 ˇ //

α2 ˇ
��

⊕m
k=1S (mk − e)

α3 ˇ

��

// 0

0 // M ǫ ˇ // S (−e) T ˇ // ⊕3
p=1S (−b

′

p)
ϕ ˇ // ⊕3

t=1S (−a
′

t)
ψ ˇ // S

onde M = C(X)ˇ⊗ S (−e), N = C(V1)ˇ⊗ S (−e), b
′

1 = dg + dh, b
′

2 = d f + dh, b
′

3 = d f + dg,

a1
′ = d f , a

′

2 = dg e a
′

3 = dh.

Pela aplicação cone construímos a seguinte sequência exata

0 −→ N
δ4
−→ S (−e) ⊕ M

δ3
−→ ⊕d

j=1S (d j − e) ⊕ S (−e)
δ2
−→ ⊕n

j=1S (ni − e) ⊕ ⊕3
p=1S (−b

′

p)
δ1
−→ ⊕m

k=1S (mk − e) ⊕ ⊕3
t=1S (−a

′

t)
δ0
−→ S

onde

δ4 =


ǫ
′

ˇ

αˇ

 , δ3 =


T1 ˇ 0

Id −ǫ ˇ

 , δ2 =


ϕ1̌ 0

α1̌ −Tˇ

 , δ1 =


ψ1 ˇ 0

α2 ˇ −ϕ̌

 e δ0 =
(
α3̌ −ψ̌

)
.

Vamos mostrar como obtemos a sequência exata F2. Para isso demonstraremos que a

sequência abaixo é exata:

0 −→ ⊕d
j=1S (d j − e)

δ
′

2
−→ ⊕n

j=1S (ni − e) ⊕ ⊕3
p=1S (−b

′

p)
δ1
−→ ⊕m

k=1S (mk − e) ⊕ ⊕3
t=1S (−a

′

t)
δ0
−→ S
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com δ
′

2 =


ϕ1̌

α1̌

.

Primeiramente mostremos que δ
′

2 é injetiva. Seja a ∈ ⊕m
j=1S (d j − e) tal que δ

′

2(a) = 0,

então ϕ1̌(a) = 0 e α1̌(a) = 0. Como a ∈ ⊕m
j=1S (d j − e), segue que (a, 0) ∈ ⊕m

j=1S (d j − e) ⊕ S (−e)

e δ2(a, 0) = 0, o que implica que (a, 0) ∈ ker(δ2) = Im(δ3), então existe (b, c) ∈ S (−e) ⊕ M tal

que

(a, 0) = δ3(b, c) =


T1̌ 0

Id −ǫ̌




b

c

 =
(

T1(b)̌ b − ǫ̌ (c)
)
.

Segue que a = T1̌ (b) e b = ǫ̌ (c), o que implica em a = T1 (̌ǫ ˇ (c)). Mas ǫ ˇ◦ α ˇ= ǫ1 ,̌ assim

T1 ˇ◦ ǫ ˇ◦ α ˇ= T1 ˇ◦ ǫ1 ,̌ como c ∈ M temos que c = α ˇ (n), para algum n ∈ N, o que implica

T1 ˇ◦ ǫ ˇ◦ αˇ(n) = T1 ˇ◦ ǫ (̌c) = T1 ˇ◦ ǫ1 ˇ(n) = 0, portanto a = 0 e δ
′

2 é injetiva.

Agora provaremos que Im(δ
′

) = ker(δ1). Sabemos que Im(δ) = ker(δ1), então

δ1 ◦ δ2 =


ψ1 ˇ 0

α2 ˇ −ϕ̌




ϕ1̌ 0

α1̌ −Tˇ

 =


ψ1 ˇ◦ ϕ1 ˇ 0

α2 ˇ◦ ϕ1̌ + ϕ̌ ◦ α1̌ −ϕ̌ ◦ T ˇ

 =


0 0

0 0

 ,

o que implica ψ1 ˇ◦ ϕ1 = 0, e α2 ˇ◦ ϕ1̌ + ϕ̌ ◦ α1̌ = 0, então

δ1 ◦ δ
′

2 =


ψ1 ˇ 0

α2 ˇ −ϕ̌




ϕ1 ˇ

α1 ˇ

 =
(

0 0
)
,

segue que δ1 ◦ δ
′

2 = 0 e então Im(δ
′

2) ⊆ ker(δ1).

Por outro lado, se (a, b) ∈ ker(δ1), temos que (a, b) ∈ Im(δ2), então

δ2(a, b) =


ϕ1̌ 0

α1̌ −T ˇ




a

b

 =
(
ϕ1̌(a) α1(a)̌ − T (b)̌

)

mas T (b)̌ = α1 ˇ◦ T1(b)̌, assim

δ2(a, b) =
(
ϕ1̌(a) α1̌(a − T1(b) ˇ)

)
= δ

′

2(a, a − T (b)ˇ)

portanto Im(δ2) ⊆ Im(δ
′

2), e ker(δ1) ⊆ Im(δ
′

2).

Exemplo 1.

Sejam S = k[x0, . . . , x4] e X uma interseção completa redutível de grau 2 em P4 dada

pela interseção de três polinômios homogêneos f , g1, g2, com deg( f ) = 2 e deg(gi) = 1, para

i = 1, 2.

X = Q ∩ H1 ∩ H2 = L1 ∪ L2,

onde Q é uma hipersuperfície de grau 2, H1,H2 são hiperplanos de P4 e L1, L2 são retas de P4.

Usando o complexo de Koszul temos a resolução livre de X dada por:

0 −→ S (−4)
ψ
−→ S 2(−3) ⊕ S (−2)

ϕ
−→ S 2(−1) ⊕ S (−2)

(g1,g2, f )
−→ S −→ C(X) −→ 0
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Considere L1 =H1 ∩H2 ∩H3, interseção completa de três hiperplanos de P4. Pelo complexo

de Koszul temos a seguinte resolução

0 −→ S (−3)
ψ1
−→ S 3(−2)

ϕ1
−→ S 3(−1)

(h1,h2,h3)
−→ S −→ C(L1) −→ 0

Da inclusão L1 ⊂ X temos o morfismo α : C(X) −→ C(L1) que induz um morfismo entre as

resoluções dada por:

0 // S (−3)
ψ1 // S 3(−2)

ϕ1 // S 3(−1)
(h1 ,h2,h3) // S

ǫ1 // C(L1) // 0

0 // S (−4)

α3

OO

ψ// S 2(−3) ⊕ S (−2)

α2

OO

ϕ // S 2(−1) ⊕ S (−2)

α1

OO

(g1,g2. f ) // S ǫ //

Id

OO

C(X) //

α

OO

0

Aplicando o funtor dual Hom(_, S ) = ˇ_ , e _ ⊗ S (−4), tomando M = C(X) ˇ⊗ S (−4),

N = C(L1)ˇ⊗ S (−4) temos

0 // N
ǫ1 ˇ //

α ˇ
��

S (−4)

Id
��

(h1,h2,h3) ˇ // S 3(−3)
ϕ1 //

α1 ˇ
��

S 3(−2)
ψ1 ˇ //

α2 ˇ
��

S (−1)

α3 ˇ

��

// 0

0 // M ǫ ˇ // S (−4)
(g1,g2, f ) ˇ// S 2(−3) ⊕ S (−2)

ϕ ˇ // S 2(−1) ⊕ S (−2)
ψ ˇ // S

Pela aplicação cone, obtemos a seguinte resolução

0 −→ N
δ4
−→ S (−4) ⊕ M

δ3
−→ S 3(−3) ⊕ S (−4)

δ2
−→ S 4(−2) ⊕ S 2(−3)

δ1
−→ S 3(−1) ⊕ S (−2)

δ0
−→ S

Pela proposição anterior temos a resolução livre de L2

0 −→ S 3(−3)
δ
′

2
−→ S 4(−2) ⊕ S 2(−3)

δ1
−→ S 3(−1) ⊕ S (−2)

δ0
−→ S −→ C(L2) −→ 0

Minimalizando temos

0 −→ S (−3)
δ
′

2
−→ S 3(−2)

δ1
−→ S 3(−1)

δ0
−→ S −→ C(L2) −→ 0

�

2.3 Variedades Aritmeticamente Cohen-Macaulay

Seja S um anel Noetheriano e M um S -módulo. Se x = x1, . . . , xn é uma M−sequência,

então a sequência (x1) ⊂ (x1, x2) ⊂ . . . ⊂ (x1, . . . , xn) é ascendente. x é dita maximal se

x1, . . . , xn, xn+1 não é uma M−sequência para qualquer xn+1.

Proposição 2.6. Seja S um anel Noetheriano, M um S -módulo finito. Se um ideal I ⊂ S

consiste de divisores de zero de M, então I ⊂ P para algum P ∈ Ass(M).
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Definição 5. Seja S um anel Noetheriano, M um S -módulo finito e I um ideal tal que IM , M.

O comprimento comum da M-sequência maximal em I é chamado o grau de I em M, e denotado

por grade(I, M)

Definição 6. Seja S um anel Noetheriano local, m o ideal maximal, M um S−módulo finito.

Então o grau de m em M é chamado a profundidade de M, e denotado por pro f (M).

Definição 7. Seja Y , ∅ uma variedade irredutível em Pn e C(Y) seu cone minimal. Chama-

mos de profundidade de C(Y) e denotamos por pro f C(Y), o comprimento maximal de uma

sequência C(Y)-regular constituída por polinômios homogêneos.

Definição 8. Seja S uma anel noetheriano local. Um S−módulo finito M , 0 é um módulo

Cohen-Macaulay se pro f (M) = dim (M). Se S é um módulo Cohen-Macaulay, então ele é

chamado anel Cohen-Macaulay.

Uma variedade V de Pn é aritmeticamente Cohen-Macaulay (ACM) se o anel de coor-

denadas homogêneo
S

I(V)
é um anel Cohen-Macaulay, isto é, pro f

(
S

I(V)

)
= dim

(
S

I(V)

)
.

Observe que para uma variedade projetiva V , o fato de V ser ACM em algum Pn depende

do mergulho de V em Pn.

Teorema 2.7. ( [6] , Teorema 1.3.3,(Auslander-Buchsbaum)) Seja (S ,m) um anel local noethe-

riano e M , 0 um S−módulo finito. Se dim pro j(M) < ∞, então

dim pro j(M) + dim(M) = pro f (S ).

Observação 1. ( [7]) Seja V uma variedade de Pn, pelo Teorema 2.7 de Auslander-Buchsbaum,

adaptado para o caso graduado de ( [6], proposição 1.5.15), aplicado ao S−módulo C(V), im-

plica

dim pro j C(V) + pro f C(V) = n + 1.

Se S = k[x0, . . . , xn] é um anel ACM, então dim(S ) = pro f (S ) = n + 1. Assim V ⊂ Pn

é ACM se, e somente se, a dimensão projetiva de
S

I(V)
é igual a codimensão de V , isto é,

dim pro j

(
S

I(V)

)
= codim(V).

Portanto, se V ⊂ Pn é uma variedade ACM de codimensão c, a resolução livre minimal

graduada de C(V) é dada por

0 −→ Fc −→ . . . −→ F1 −→ S −→ C(V) −→ 0,

onde Fi =
⊕

j∈Z S (− j)βi j , i = 1, . . . c.

Consideremos Rg

d o conjunto das curvas equidimensionais, sem componentes imersas,

de gênero g e grau d de P3. Em ( [8], página 430), Ellingsrud faz um estudo especial de alguns

casos particulares de curvas desse tipo, dentre esses casos destacamos o seguinte:
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Proposição 2.8. Sejam C uma curva reduzida e irredutível de R3
6 e I(C) o ideal que a define.

Se H0(P3, I(C)(2)) = 0, então C é ACM e tem resolução livre minimal do tipo

t = ({3, 3, 3, 3}, {4, 4, 4}).

Demonstração. Como H0(P3, I(C)(2)) = 0, existem duas superfícies S 1 e S 2 de P3 de grau 3,

contendo C e que se intersectam propriamente. Assim

S 1 ∩ S 2 = C ∪ C′,

onde C′ é uma irredutível. Uma vez que, deg(S 1∩S 2) = 9 e deg(C) = 6, segue que deg(C′) = 3.

Sabemos que o gênero de C é 3, então por ( [9], Proposição 3.1)

gen(C) − gen(C′) =

(
f + g

2
− 2

)
(deg(C) − deg(C′)),

onde f e g sãos os graus de S 1 e S 2, respectivamente, logo gen(C′) = 0. Concluímos que C′ é

uma curva de grau 3 irredutível de gênero 0 em P3, ou seja, a cúbica reversa, isso implica que

C(C′) tem a seguinte resolução livre minimal

0 −→ S 2(−3) −→ S 3(−2) −→ S −→ C(C′) −→ 0.

Como S 1 ∩ S 2 é uma interseção completa, utilizando o complexo de Koszul temos a resolução

livre minimal de C(S 1 ∩ S 2)

0 −→ S (−6) −→ S 2(−3) −→ S −→ C(S 1 ∩ S 2) −→ 0

A inclusão de C′ em S 1∩S 2 induz o morfismo α : C(S 1∩S 2) −→ C(C′). E então pelo Teorema

2.3 da página 11, temos o seguinte diagrama de resoluções livres minimal

0 // S 2(−3) // S 3(−2) // S // C(C′) // 0

0 // S (−6)

OO

// S 2(−3)

OO

// S //

OO

C(S 1 ∩ S 2) //

OO

0

Aplicando o funtor Hom( , S ) e tensorizando por S (−6),temos

0 // M

��

// S (−6)

��

// S 3(−4)

��

// S 2(−3)

��

// 0

0 // N // S (−6) // S 2(−3) // S

onde M = Hom(C(C′), S ) ⊗ S (−6), N = Hom(C(S 1 ∩ S 2), S ) ⊗ S (−6).

A aplicação cone nos fornece a seguinte sequência exata,

0 −→ M −→ S (−6) ⊕ N −→ S 3(−4) ⊕ S (−6) −→ S 2(−3) ⊕ S 2(−3) −→ S

Pela Proposição 2.5 da página 12, temos a seguinte resolução livre de C(C)

0 −→ S 3(−4) −→ S 4(−3) −→ S −→ C(C) −→ 0.

Portanto C tem resolução livre do tipo t. E como C′ é ACM por Liaison, segue que C é ACM.

�
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Um resultado mais geral sobre a cohomologia do ideal de um subesquema ACM é o

seguinte:

Lema 2.9. ( [10], Lema 1.1.4) Se X um subesquema de Pn de dimensão d ≥ 1, então X é ACM

se, e somente se, Hi(Pn, I(X)) = 0, para todo 1 ≤ i ≤ d.

Proposição 2.10. ( [11], Corolário 3.5.6) Sejam X um subesquema fechado de Pn de dimensão

d ≥ 2 e H uma hipersuperf ície de Pn. Assumimos que dim(H ∩ X) = d − 1. Então

1) Se H ∩ X é ACM, então X é ACM;

2) Se H ∩ X é aritmeticamente normal, então X é aritmeticamente normal;

3) Se H ∩ X é uma interseção completa, então X é uma interseção completa.

Teorema 2.11. ( [12], Corolário 18.14) Seja S um anel. Se I = (x0, . . . , xn) é um ideal gerado

por n elementos tal que codim I = n, então todo primo minimal de I tem codimensão n. Se S é

Cohen-Macaulay, então todo primo associado de I é minimal sobre I.

2.3.1 Critérios de Serre

Definição 9. Sejam S um anel Noetheriano e k ≥ 0 um inteiro. Dizemos que S satisfaz as

condições de Serre:

(Rk) se para todo primo p de altura menor ou igual a k o anel local S p é regular. Dizemos

também que R é regular em codimensão menor ou igual a k.

(S k) se para todo primo p o anel S p tem profundidade maior ou igual a min{k, dimRp}

Teorema 2.12. ( [13], Teorema 4.5.2) Um anel Noetheriano S é reduzido (isto é não tem

nilpotentes) se, e somente se, satisfaz as condições R0 e S 1.

Demonstração. (⇒) Todo anel Noetheriano reduzido satisfaz R0 e S 1.

(⇐) Pela condição (S 1), os únicos primos associados a zero são os ideais primos mi-

nimais. E pela condição (R0), a localização de cada primo minimal é um anel local regular,

logo um domínio. Assim, as únicas componentes primárias do ideal zero são os ideais primos

minimais. Portanto S é reduzido.

�

2.4 Teoria de Interseção

Seja X uma variedade algébrica. Um k-ciclo em X é uma soma formal
∑

ni[Vi], onde os

V ′i s são subvariedades de X de dimensão k e ni ∈ Z.
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O grupo dos k−ciclos em X, denotado por CkX é um grupo abeliano livre nas subvarie-

dades V de X de dimensão k.

Definição 10. Sejam V uma variedade e r ∈ R(V)∗ uma função racional não nula, o ciclo

associado a r é definido por

[r] =
∑

ordW(r)W,

onde a soma se estende sobre todas as subvariedades de codimensão 1 de V .

O grupo dos k−ciclos racionalmente equivalentes a zero de uma variedade X é o sub-

grupo RkX de CkX gerado por ciclos de funções racionais de subvariedades de X de codimensão

k + 1.

O grupo quociente

A∗(X) =
⊕

Ak(X) =
⊕ CkX

RkX

é chamado o grupo de Chow de X.

Definição 11. Sejam L −→ X um fibrado em retas e V uma subvariedade de X. Seja D um

divisor de Cartier em V tal que o fibrado O(D), associado a D, é isomorfo a L |V . Definimos a

classe de D, [D] como c1(L ) ∩ V = [D].

Como V é uma subvariedade de X existe um homomorfismo A∗(V) −→ A∗(X). Assim o

primeiro operador classe de Chern é definido por

c1(L ) : C∗(X) −→ A∗(X)

z 7−→ c1(L ) ∩ z

Seja D um divisor de Cartier de uma variedade X e V uma subvariedade de X de dimensão k,

O(D) o fibrado associado a D. A interseção de D com V é definida por

D.V = c1(O(D)) ∩ V ∈ Ak−1(V ∩ |D|),

onde |D| é o suporte de D.

Definição 12. Sejam p : E −→ X um fibrado vetorial de posto e+ 1 em uma variedade X, P(E)

o fibrado projetivo associado a E de posto e. Para cada z ∈ Ak(X), definimos a i-ésima classe de

Segre de E por

si(E) ∩ z = p∗(c1(OE(1))e+i ∩ p∗z) ∈ Ak−1(X).

A classe de Segre total de E é dada por

s(E) = s0(E) + s1(E) + s2(E) + . . . =
∑

si(E).

Segue da definição que s0(E) = 1 (operador identidade), também, si(E) são nilpotentes, i > 0.

Logo s(E) é invertível ( [15], Capítulo 1, Exercício 2. i)).
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Assim podemos definir a classe de Chern total de E por c(E) = s(E)−1 e escrevemos

c(E) = c0(E) + c1(E) + . . . em decomposição de componentes homogêneas de modo que

ci(E) ∩ Ak(X) ⊂ Ak−i(X), em particular c0(E) = 1, c1(E) = −s1(E) e
∑

k si−kck = 0 para i ≥ 1.

Seja X uma variedade, Z ⊆ X e considere X̃ = BlZ(X) a explosão de X ao longo de Z,

σ : X̃ −→ X o morfismo correspondente. Seja E = σ−1(Z) o divisor excepcional,

E

σ|E
��

�

� // X̃

σ

��
Z �

� // X

Observação 2. Em [16], Corolário 4.2.2, mostra-se que a classe de Segre de Z em X pode ser

calculada como

s(Z, X) :=
codim Z∑

i≥1

(−1)i−1σ∗(E
i),=

codim Z∑

i≥0

σ∗(c1(O(1))i ∩ [E])),

onde Ei denota a i-ésima auto interseção.

Definição 13. Seja f : S −→ X um morfismo de superfícies genericamente finito de grau d, a

imagem direta f∗(C) de uma curva irredutível C é dada por:

1) f∗(C) = 0, se f (C) é um ponto. Neste caso, dizemos que C se contrai;

2) f∗(C) = rΓ, se f (C) é uma curva irredutível Γ e o morfismo C −→ Γ induzido por f é

finito de grau r.

Proposição 2.13. (Fórmula da projeção) Seja Π : X −→ Y um morfismo sobrejetivo de su-

perf ícies. Dado um divisor D′ em X temos

Π∗(D).D′ = D.Π∗(D
′),

para D um divisor em Y.

Lema 2.14. Sejam X uma variedade projetiva irredutível de dimensão 3, C ⊂ X uma curva de

gênero g, ou um ponto Q. Seja KX o divisor canônico de X e NcX o fibrado normal de C em X.

Se σ : BlCX −→ X é a explosão de X ao longo de C e E é o divisor excepcional, segue que

1) Se C é uma curva e P ∈ C, vale

a) σ∗(E − E2 + E3) = C − c1(NcX)C, onde c1(NC X) é a classe de Chern de NC X;

b) σ∗(E) = 0, σ∗(E2) = −C e σ∗(E3) = (2 − 2g).P + KX.C.

2) Se C é um ponto, digamos Q, vale

a) σ∗(E) = σ∗(E2) = 0 e σ∗(E3) = Q;
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b) σ∗(E − E2 + E3) = Q

Demonstração. 1) a) Pela Observação 2, vemos que s(C, X) = σ∗(E−E2+E3). Por outro

lado, s(C, X) =
∑

i≥0 σ∗(c1(O(1))i ∩ E), mas E = σ∗(C) e OE(1) ≃ σ∗E∗ e portanto

s(C, X) = C − c1(NcX).C.

b) Considere a inclusão i : C ֒→ X, TC o fibrado tangente a C e i∗T X a restrição a C

do fibrado tangente a X. Temos uma sequência exata de fibrados vetoriais sobre C.

0 −→ TC −→ i∗T X −→ NC X −→ 0.

Temos c1(i∗T X) = c1(TC)+c1(NC X) e assim c1(NC X) = c1(i∗T X)−c1(TC), fazendo

a interseção com C, vemos que

c1(NC X).C = c1(i∗T X).C − c1(TC).C = c1(T X)i∗C − KC .C = −KX .C − (2g − 2).P,

onde KC indica o divisor canônico de C.

Por 1, σ∗(E3) = C − c1(NcX)C − σ∗(E − E2) = KX.C + (2 − 2g).P,

2) a) Como dim E = 2, dim E2 = 1 implicam que, E e E2 se contraem em um ponto pela

σ∗, segue que σ∗(E) = σ∗(E2) = 0. Mas dim E3 = 0, portanto σ∗(E3) = Q.

b) Como σ∗(E − E2 + E3) = σ∗(E) + σ∗(E2) + σ∗(E3), segue o resultado.

�

Sejam X uma variedade algébrica de dimensão n e S , T duas subvariedades de codimen-

são de X. Se c é uma componente conexa C de S ∩ T , de dimensão positiva. A multiplicidade

de C na interseção S ∩ T é chamado de excesso de interseção de C em S ∩ T .

Quando a componente conexa é uma curva, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.15. ( [16], Exemplo 9.1.1) Sejam X1, . . . , Xr divisores de Cartier em uma varie-

dade Y de dimensão r. Suponha que a componente conexa Z de ∩Xi seja uma curva. Então

(X1, . . . , Xr)
Z =

r∑

i=1

Xis1(Z, Y) + s0(Z, Y).

Exemplo 2. Seja Y uma variedade de dimensão 3, com o divisor canônico KY = O(−2). Con-

sidere X1, X2 e X3 divisores de Cartier em Y . Se a componente conexa de X1 ∩ X2 ∩ X3 é uma

reta L, então (X1.X2.X3)L = 3.

De fato, pelo Lema 2.14 temos que s(L, Y) = L − c1(NLY).L, onde NLX é o fibrado normal de L

em Y . Mas c1(NLX) = −KY .L − 2p = 0, pois por hipótese KY = O(−2). Portanto s(L, Y) = L e

pela Proposição 2.15, (X1.X2.X3)L = X1.L + X2.L + X3.L = 3.



Capítulo 2. Pré requisitos 22

2.5 Quádricas

Definição 14. Uma hipersuperfície quádrica Q ⊂ Pn é o lugar geométrico dos zeros de um

polinômio homogêneo de grau 2 em n + 1 variáveis, pode ser escrito como

Q(X) =
∑

0≤i, j≤n

qi, jxix j,

em que Q = (qi, j) é uma matriz simétrica.

Exemplo 3. Uma quádrica de Pn é dada por F = V( f ), onde f pode ser escrita como

f (x0, . . . , xn) = a00x2
0 + a01x0x1 + . . . an−1nxn−1xn + annx2

n =

n∑

i=1

ai, jxix j

ou então, f (x) = xtAx, onde x = (x0, . . . xn) e A =



a00
a01

2 . . .
a0n

2
a10

2 a11 . . . a1n

2
...

. . .
...

a0n

2 . . .
an−1n

2 ann



.

Definição 15. O posto de uma quádrica Q é o posto da matriz simétrica associada.

O lugar singular de Q é um subespaço linear de Pn correspondendo ao núcleo da matriz

de Q em Cn+1, assim uma quádrica Q ⊂ Pn é suave se, e somente se, A tem posto máximo.(

Para mais detalhes veja, [17], p. 734)

Definição 16. Considere um hiperplano Pn−1 ⊂ Pn e um ponto p ∈ Pn que não está em Pn−1.

Seja X ⊂ Pn−1 uma variedade. Definimos o cone X, p sobre X com vértice em p como a união

das retas que ligam p aos pontos de X

X, p =
⋃

q∈X

qp.

Afirmação 1. O conjunto X, p é uma variedade algébrica.

Demonstração. De fato, seja (x0 : . . . : xn−1) coordenadas de Pn−1 e X = Z(Fα) ⊂ Pn−1. Note

que X, p é o lugar dos zeros do polinômio Fα só que agora vistos como polinômio nas variáveis

x0, . . . , xn−1, xn. �

Podemos generalizar a definição de cone para vértices de dimensão maior.

Sejam Λ um k−plano em Pn, Pn−k−1 o complementar de Λ e considere X ⊂ Pn−k−1. Definimos

o cone X,Λ com vértice em Λ e diretriz em X como sendo a união dos (k + 1)−planos q,Λ

gerados por Λ e passando pelos pontos de X.

Proposição 2.16. ( [17], p. 734) Uma quádrica Q ⊂ Pn de posto k é um cone com vértice em

um (n − k)−plano Λ e diretriz uma quádrica de posto k em Pn−1.
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Demonstração. Se Q ⊂ Pn é uma quádrica de posto k, então Q é singular ao longo de um

(n − k)−plano Λ ⊂ Pn. Seja Vk−1 um (k − 1)−plano genérico tal que Vk−1 ∩ Λ = ∅.

Considere o cone Q̃,Λ, onde Q̃ = Vk−1 ∩ Q é uma quádrica suave em Pk−1 de dimensão

k − 2. Uma reta L qualquer passando por Λ e Q̃, intersecta Q em 3 pontos, logo L ⊂ Q e

Q̃,Λ ⊂ Q.

Por outro lado, considere p ∈ Q \ Λ e o (n − k + 1)−plano Vn−k+1 gerado por p e Λ. Observe

que Vn−k+1 ∩ Vk+1 = r um ponto. A reta pr intersecta Q em p e intersecta Λ duas vezes, assim

pr ⊂ Q. Portanto r ∈ Q e p está na reta que liga Λ e Q. Logo Q ⊂ Q̃,Λ.

�

2.5.0.1 Quádricas contendo subespaços lineares

Sejam Q1, . . . ,Qn ⊂ Pn, n hipersuperfícies quádricas genéricas contendo um (n − 2)−

plano, digamos Vn−2, isto é, Vn−2 ≃ Pn−2 ⊂ Pn. Se consideramos a interseção dessas n hipersu-

perfícies
n⋂

i=1

Qi = Vn−2 ∪ Z,

teremos deg Z = n + 1 (veja [18], exemplo 11.7). Como deg (
⋂n

i=1 Qi) = 2n, segue que a

multiplicidade de Vn−2 na interseção é 2n − (n + 1).

Exemplo 4. Sejam Q1, Q2 e Q3 superfícies quádricas em P3 contendo uma reta L, considere a

interseção

Q1 ∩ Q2 ∩ Q3 = L ∪ Z,

onde Z = {p1, . . . .pd}. Pelo visto anteriormente deg Z = 4, como deg (Q1∩Q2∩Q3) = 8, segue

que a multiplicidade da reta na interseção é 4.

Em geral a interseção de hipersuperfícies quádricas genéricas de Pn, contendo um 2−plano

não é suave. Como exemplo temos a seguinte proposição:

Proposição 2.17. Seja α um plano de P6. A interseção de três hipersuperfícies quádricas

genéricas contendo α não é suave.

Demonstração. Sejam Q1,Q2 e Q3 três hipersuperfícies quádricas genéricas de P6 contendo α.

considere V = Q1 ∩ Q2 ∩ Q3 e tome H um hiperplano genérico de P6, H ∩ V é uma seção

hiperplana de V e claramente vemos que a seção hiperplana de V é uma superfície de grau 8 de

P6 e que o divisor canônico de V é dado por KV = O(−1).

Suponhamos que V seja suave, então pelo teorema de Lefschetz-Grothendieck (veja [19]

Capítulo IV, corolário 3.2, p.179), o grupo de Picard de V é gerado por O(1), isto é, Pic(V) =

Z〈O(1)〉. Se HV é uma seção hiperplana então [α] = d[HV] em Pic(V), mas H2
V · HV = 8 e

H2
V · α = 1, o que é uma contradição. Portanto V não é suave. �
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Pela Proposição 2.17, podemos então concluir que existem interseções completas de

quádricas em P6 contendo planos as quais admitem um número finito de singularidades isoladas,

isso acontece por exemplo com os casos obtido através das variedades Fano de dimensão 3 e

gênero secional 7 cujas seções hiperplanas são Superfícies de Enriques, para mais detalhes

veja [20].

2.6 Curva racional normal

Uma aplicação νn : P1
99K Pn dada por

νn(x0, x1) = (Z0 : Z1 : . . . : Zn−1 : Zn),

onde Zi =
∑n

i=0 xn−i
0 xi

1, é chamada aplicação de Veronese.

Definição 17. A curva racional normal Cn é a imagem da aplicação de Veronese e pode ser

vista como uma variedade determinantal de posto 1 associada a matriz das formas lineares


Z0 Z1 . . . Zn−1

Z1 Z2 . . . Zn



Definição 18. ( [21]) Seja X uma variedade. A variedade m−secante de X é dada por

S m(X) =
⋃

p1,...,pm∈X

< p1, . . . , pm >, p′i s distintos,

onde denota o fechado de Zariski. Em outras palavras, S m(X) é o fecho da união dos

espaços lineares m−secantes de X.

Proposição 2.18. Uma curva Cn irredutível, não degenerada, de grau n em Pn é racional nor-

mal.

Afirmação 2. Se C4 a curva quártica racional normal de P4, então C4 não tem planos quadrise-

cantes.

Demonstração. Se C4 tem um plano quadrisecante β, então o espaço gerado por β e um ponto

q ∈ C4, com q < P2, intersecta C4 em 5 pontos, mas isso é um absurdo, uma vez que dado um

hiperplano H ∼ P3 de P4, pelo teorema de Bézout a interseção de P3 ∩ C4 = 4p. Portanto C4

não tem planos quadrisecantes. �

Proposição 2.19. Seja C4 a curva racional normal de P4. A projeção de C4 com centro em

uma reta r que não intersecta C4 e que está contida em um plano trisecante de C4, é uma curva

quártica plana C com um ponto triplo.

Demonstração. Seja πr : P4
99K P2 uma projeção com centro na reta r que não intersecta a

curva racional normal C4 de P4 e r está contida em um plano trisecante de C4. Considere β o

plano trisecante de C4 contendo r e observe que πr(β) =< r, β > ∩P2 = q, como β é trisecante a

C4, então a multiplicidade de q em C = πr(C4) é 3. �
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3 Alguns resultados elementares sobre as transformações de

Cremona

Nesse capítulo falaremos de resultados elementares sobre as transformações de Cre-

mona que são essenciais para os próximos três capítulos.

3.1 Noções básicas

Seja Pn um espaço projetivo de dimensão n sobre o corpo dos números complexos C.

Definição 19. Uma aplicação racional T : Pn
99K Pm é dada por

T (P) := ( f0(P) : . . . : fm(P)),

onde P ∈ Pn \ V( f0, . . . , fm), e f0, . . . , fm ∈ k[x0, . . . , xn] são polinômios homogêneos de mesmo

grau deg(T ) sem fatores em comum.

O lugar de base de T é a variedade B := B(T ) ⊂ Pn definida pelas f ′i s, isto é, B =

V( f0, . . . , fm).

Definição 20. T é dita birracional se T−1 também é racional. Dizemos que T é uma transfor-

mação de Cremona se T é birracional.

Exemplo 5. Como um primeiro exemplo, para n = 2 temos a transformação de Cremona T :

P2
1 99K P2

2, dada por T (x0, x1, x2) = (x1x2 : x0x2 : x0x1), a qual é conhecida como transformação

de Cremona Standard, cujo lugar de base são os pontos p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 : 1 : 0) e p3 =

(0 : 0 : 1).

Além disso, T não é injetiva na reta x1 = x2 = 0, pois para qualquer ponto p = (0 : x1 :

x2) da reta, diferente de (0 : 1 : 0) e (0 : 0 : 1), temos T (0, x1, x2) = (x1x2 : 0 : 0) = x1x2(1 : 0 :
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0) = (1 : 0 : 0). Analogamente, vemos que T não é injetiva nas retas x0 = x1 = 0 e x0 = x2 = 0.

Essas retas são chamadas de retas fundamentais. A figura acima ilustra bem essa situação. A

inversa de T−1 é igual a T .

Exemplo 6. Para n = 3, a transformação de Cremona Standard T : P3
1 99K P3

2, é dada por

T (x0, x1, x2, x3) = (x1x2x3 : x0x2x3 : x0x1x3 : x0x1x2). O lugar de base de T é dado pelas 6 retas,

x0 = x1, x0 = x2, x0 = x3, x1 = x2, x1 = x3, e x2 = x3 = 0. Além disso, T não é injetiva nos

planos x0 = 0, x1 = 0, x2 = 0 e x3 = 0. De fato, seja p = (0 : x1 : x2 : x3) um ponto do plano

x0 = 0, fora das retas x2 = x3 = 0, x1 = x3 = 0 e x1 = x2 = 0, então

T (p) = T (0, x1, x2, x3) = (x1x2x3 : 0 : 0 : 0) = x1x2x3(1 : 0 : 0 : 0) = (1 : 0 : 0 : 0).

De maneira análoga se verifica os outros casos. A figura abaixo ilustra essa situação

A inversa de T−1 é igual a T .

Exemplo 7. Generalizando a transformação de Cremona Standard, temos a transformação de

Cremona T : Pn
1 99K Pn

2 dada por:

T (x0, . . . , xn) = (x1x2 . . . xn : . . . : x0 . . . x̂i . . . xn : . . . : x0x1 . . . xn−1).

O lugar de base de T é os
n.(n − 1)

2
, (n−2)−planos xi = x j = 0 para i, j = 0, . . . n e i , j. Como

T é dado por n + 1 polinômios homogêneos de grau n, segue que grau de T é n. Nesse caso

também temos T = T−1.

Generalidades sobre Sistemas lineares

Seja X uma variedade algébrica, para cada divisor D em X associamos o espaço vetorial

L(D) = { f ∈ k(X) | D + div( f ) ≥ 0} ∪ {0},

cuja dimensão é denotada por l(D).

O conjunto dos divisores efetivos linearmente equivalentes a D é naturalmente parame-

trizado pelo espaço projetivo P(L(D)) = Pl(D)−1.
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Definição 21. Um sistema linear em uma variedade X é um conjunto de divisores efetivos

linearmente equivalentes a um divisor fixo D e parametrizado por uma subvariedade linear de

P(L(D)) = Pl(D)−1. A dimensão do sistema linear é a dimensão da subvariedade linear.

O conjunto dos divisores efetivos linearmente equivalentes a D é um sistema linear

chamado o sistema linear completo de D. E é denotado por |D|.

Exemplo 8. Seja d um inteiro positivo, e H um hiperplano {x0 = 0} em Div(Pn). Então

L(d.H) =

{
F

x0
d
| F ∈ k[x0, . . . , xn]d

}
, assim L(d.H) é um espaço vetorial de dimensão N =

(
n+d

d

)
.

O sistema linear |d.H| é o sistema linear de todas as hipersuperfícies de grau d em Pn, e

l(d.H) = N − 1. Esse sistema linear é dito um sistema linear completo de hipersuperfícies

de grau d em Pn.

Vamos denotar por Λd ao invés de L(d.H), para o sistema linear de hipersuperfícies de

grau d em Pn como do exemplo 8.

Definição 22. Sejam X um variedade e L um sistema linear de dimensão n parametrizado por

um espaço projetivo P(V) ⊆ P(L(D)), V é um subespaço linear de L(D). Escolha uma base de

V formada por f0, . . . , fn, a aplicação racional associada a L e denotada por φL é a aplicação

φL : X − − − − > Pn

x 7−→ ( f0(x) : . . . : fn(x)).

Claramente a aplicação φL está definida fora dos polos de cada fi e do conjunto dos

zeros das f ′i s. Além disso, a aplicação φL depende da escolha da base.

Exemplo 9. Considere o sistema linear Λd de hipersuperfícies de grau d em Pn como no exem-

plo 8. Podemos considerar a aplicação φ : Pn ֒→ PN , dada por φ(x0, . . . , xn) = (Z0 : . . . : ZN),

onde Zi =
∑

a0...nx0. . . . .xn. Essa aplicação é conhecida como o aplicação de Veronese e deno-

tada por vd,n.

Definição 23. O conjunto dos pontos base de um sistema linear L é a interseção dos suportes de

todos os divisores de L. Dizemos que um sistema linear é livre de pontos base se, a interseção

é vazia. Dizemos que um divisor é livre de pontos base se, o sistema linear completo |D| é livre

de pontos base.

Exemplo 10. Considere o sistema linear completo Λ2 das cônicas de P2, o qual tem dimensão

5. Os elementos de Λ2 são da forma

a0x2
0 + a1x0x1 + a2x0x2 + a3x2

1 + a4x1x2 + a5x2
2 = 0,

onde a0, . . . , a5, são parâmetros arbitrários. Temos a aplicação de Veronese

v2,2 : P2
99K P5
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(x0, x1, x2) −→ (x2
0 : x0x1 : x0x2 : x2

1 : x1x2 : x2
2).

Quando impomos a condição do sistema linear Λ2 ter apenas um ponto base, digamos

p1 = (1 : 0 : 0), obtemos um subsistema linearΛ1
2 deΛ2, gerado pelos monômios x0x1, x0x2, x2

1,

x1x2, x2
2, que nos permite encontrar a seguinte aplicação racional

φΛ1
2

: P2
99K P4

(x0, x1, x2) −→ (x0x1 : x0x2 : x2
1 : x1x2 : x2

2).

Se impomos a condição do sistema linear Λ2 ter dois pontos base, digamos p1 = (1 : 0 :

0), p2 = (0 : 1 : 0), obtemos um subsistema linear Λ2
2 de Λ2, gerado pelos monômios

x0x1, x0x2, x1x2, x2
2, que nos permite encontrar a seguinte aplicação racional

φΛ2
2

: P2
99K P3

(x0, x1, x2) −→ (x0x1 : x0x2 : x1x2 : x2
2).

E por último se impomos a condição do sistema linear Λ2 ter 3 pontos base p1 = (1 : 0 :

0), p2 = (0 : 1 : 0) e p3 = (0 : 0 : 1) obtemos um subsistema linear Λ3
2 de Λ2, gerado pelos

monômios x1x2, x0x2, x0x1, que nos permite encontrar a transformação de Cremona Standard

T : P2
1 99K P2

2, a qual já vimos que é dada por T (x0, x1, x2) = (x1x2 : x0x2 : x0x1).

Exemplo 11. O sistema linearΛ3 das superfícies cúbicas de P3 tem dimensão 19. Considerando

as superfícies cúbicas que passam pelas 6 retas x0 = x1 = 0, x0 = x2 = 0, x0 = x3 = 0,

x1 = x2 = 0, x1 = x3 = 0 e x2 = x3 = 0, temos um subsistema linear Λ′3 de Λ3, gerado

pelos quatro monômios x1x2x3, x0x2x3, x0x1x3, x0x1x2. Tal subsistema linear Λ′3 nos permite

encontrar a transformação de Cremona a Standard T : P3
1 99K P3

2, a qual já vimos que é dada

por T (x0, x1, x2, x3) = (x1x2x3 : x0x2x3 : x0x1x3 : x0x1x2).

Exemplo 12. No capítulo 4, veremos que o sistema linear Λ3 das superfícies cúbicas de P3,

a qual contém uma curva quíntica de gênero 2 nos permite encontrar uma aplicação racional

φ : P3
99K P5. E se Λ3 contém uma curva quíntica de gênero 2 união uma reta nos permite

encontrar uma transformação de Cremona T : P3
1 99K P3

2.

Se T : Pn
1 99K Pn

2 é uma transformação de Cremona de grau d dada por T (x0, . . . , xn) =

( f0 : . . . : fn), o sistema linear de T é o sistema linear gerado pelas f i′s, isto é,

ΛT := P(〈 f0, . . . , fn〉) ⊂ P(Λd).

Se p ∈ Pn, a multiplicidade deΛT em p é o inteiro não negativo mp(ΛT ) := min{mp(S ); S ∈ ΛT },

onde mp(S ) é a multiplicidade da hipersuperfície S em p.

Exemplo 13. Seja P3
1 99K P3

2 uma transformação de Cremona de grau d, dada por

T (x0, x1, x2, x3) = (xd
3 + xd

2 − x0xd−1
1 : xd

1 : xd−1
1 x2 : xd−1

1 x3).
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O lugar de base, B(T ), de T é por xd
3 + xd

2 − x0xd−1
1 = xd−1

1 = 0, ou ainda, reduzindo temos

xd
3 + xd

2 − x0xd−1
1 = x1 = 0. Como

ΛT := P(< xd
3 + xd

2 − x0xd−1
1 , xd

1, xd−1
1 x2, xd−1

1 x3 >) ⊂ P(Λd),

segue que

mp(ΛT ) =



d − 1 se p = (1 : 0 : 0 : 0)

1 se p ∈ B(T ) \ {(1 : 0 : 0 : 0)}

0 se p ∈ P3 \ B(T )

.

Definição 24. Chamamos um sistema linear homaloidal, um sistema linear de hipersuperfícies

de dimensão n, tal que quaisquer n hipersuperfícies se intersectam residualmente em apenas um

ponto pertencente a Pn.

Uma transformação birracional T : Pn
1 99K Pn

2 é uma transformação de Cremona se, e

somente se, o sistema linear que a define é homaloidal.

Multigrau

Seja T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona. Escolha abertos U de Pn
1 e V

de Pn
2 tais que a restrição de T a U induza um isomorfismo τ : U −→ V . Seja Z ⊂ Pn

2 uma

variedade linear. Se Z é genérico, Z ∩ V , ∅ e τ−1(Z ∩ V) é uma subvariedade que não depende

da escolha de U e V , chamamos de transformada estrita (inversa) de Z por T e denotamos

por T−1
∗ (Z) := τ−1(Z ∩ V). Se W ⊂ Pn

1 é uma variedade linear genérica tal que U ∩ W , ∅ e

τ(W ∩ U) é uma subvariedade que não depende da escolha de U e V , então T∗(W) = τ(W ∩ U)

é a transformada estrita direta de W por T em Pn.

Notação: Se Z tem dimensão l, chamaremos de dl o grau de T−1
∗ (Z).

O grau da transformada estrita de uma variedade linear por ser calculado utilizando

teoria de interseção. No capítulo anterior vimos que, dada uma aplicação racional T : Pn
99K

Pm, a classe de Segre do lugar de base B de T em Pn é dada por

s(B,Pn) :=
∑

k≥1

(−1)k−1σ∗(E
k).

Sejam H1 e H2 hiperplanos de Pn e Pm, respectivamente.

Proposição 3.1. ( [22],Proposição 2.1) Seja T : Pn
99K Pm uma aplicação racional. As

seguintes afirmações são verdadeiras:

1) Se σ : X −→ Pn é a resolução das indeterminadas de T , então

dl = deg[σ∗(φ
∗(H2)l).(H1)n−l],

onde φ = T ◦ σ.
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2) Se P é um l−plano genérico de Pn, então

dl(T ) = deg(T∗(P))deg(P/T∗(P))

3) Se B = B(T ) e deg(T ) = d, então

dl(T ) = dl − deg


l∑

i=codim(B,Pn)

dl−1

(
l
i

)
sn−i



Demonstração. Veja [22]. �

Se T é uma transformação de Cremona, então dl = deg(T∗(P)) é o grau da transformada

estrita de um l-plano genérico P de Pn. Portando podemos calcular o grau de uma transformação

de Cremona T calculando a transformada estrita (inversa) de um hiperplano genérico de Pn ou

a transformada estrita (direta) de uma reta genérica de Pn.

A sequência (d1, . . . , dk, . . . , dn−1) é chamada de multigrau da transformação de Cre-

mona e classifica o tipo de transformação de Cremona T : Pn
99K Pn, e será uma ferramenta

muito importante para classificar as transformações de Cremona obtidas no capítulo 6. Essa

sequência é obtida calculando o grau da transformada estrita por T de uma k−variedade linear

genérica Hn−k de Pn.

No caso de P2, podemos calcular apenas a transformada estrita da reta. Isso no dá o

seguinte resultado:

Teorema 3.2. Uma transformação de Cremona T : P2
1 99K P2

2 e sua inversa possuem o mesmo

grau.

Demonstração. Suponhamos que T seja dada por um sistema linear de φ curvas e T−1 seja dada

por um sistema linear de ψ curvas. Sejam L uma reta genérica em P2
1 e L′ uma reta genérica em

P2
2. Então

deg(T ) = φ ∩ L = T (φ) ∩ T (L) = L′ ∩ ψ = deg(T−1).

�

Exemplo 14. Seja T : P2
1 99K P2

2 uma transformação de Cremona de grau 2, dada por T (x0, x1, x2) =

(x0x2 : x0x1 : x2
1), sua inversa é dada por T−1(x0, x1, x2) = (x2

1 : x1x2 : x0x2). Claramente vemos

que deg(T ) = deg(T−1) = 2.

No caso das transformações de Cremona de P3, podemos calcular a transformada estrita

de uma reta genérica L e de um plano genérico β e isso nos dará o grau de T e de T−1. E teremos

então o bigrau de T , dado por (T−1
∗ (L), T−1

∗ (β)).
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Exemplo 15. Seja T : P3
1 99K P3

2 uma transformação de Cremona dada por

T (x0, x1, x2, x3) = (x3
0 : x2

0x1 : x2
0x2 : x2

0x2 − x2
1x3).

O lugar de base de T é dado por x2
0 = x2

1 = 0 e x2
0 = x3 = 0, união de uma reta de multiplicidade

4 e uma reta de multiplicidade 2, ou seja, temos uma curva de grau 6. Queremos calcular a

transformada estrita de um plano genérico e de uma reta genérica em P3
2.

Se β := {ax0 + bx1 + cx2 + dx3 = 0} um plano genérico de P3
2, então

T−1
∗ (β) = ax3

0 + bx2
0x1 + cx2

0 x2 + d(x2
0x2 − x2

1x3) = 0.

Portanto T−1
∗ (L) é uma superfície de grau 3.

Por outro lado, se L uma reta genérica de P3
2 dada por

L =


ax0 + bx1 + cx2 + dx3 = 0

a′x0 + b′x1 + c′x2 + d′x3 = 0
,

então

T−1
∗ (L) =


ax3

0 + bx2
0x1 + cx2

0x2 + d(x2
0x2 − x2

1x3) = 0 (I)

a′x3
0 + b′x2

0x1 + c′x2
0x2 + d′(x2

0x2 − x2
1x3) = 0 (II)

.

Como L é uma reta genérica podemos supor que d e d′ são diferentes de zero, ou seja, d.d′ , 0.

Sabemos que os planos que geram a reta são linearmente independentes, então fazendo d′(I)-

d(II), temos

T−1
∗ (L) =


ax3

0 + bx2
0x1 + cx2

0 x2 + d(x2
0x2 − x2

1x3) = 0 (I)

x2
0[x0(d′a − a′d) + x1(bd′ − b′d) + x2(cd′ − c′d)] = 0 (III)

.

De (III), x2
0 = 0 ou x0(d′a − a′d) + x1(bd′ − b′d) + x2(cd′ − c′d) = 0.

Se x2
0 = 0, então

T−1
∗ (L) =


ax3

0 + bx2
0x1 + cx2

0x2 + d(x2
0x2 − x2

1x3) = 0 (I)

x2
0 = 0

.

O lugar de base de T−1
∗ (L) nesse caso é dado por x2

0 = x2
1 = 0 e x2

0 = x3 = 0, ou seja, uma curva

de grau 6, a qual coincide com o lugar de base de T .

Se x0(d′a − a′d) + x1(bd′ − b′d) + x2(cd′ − c′d) = 0, então

T−1
∗ (L) =


ax3

0 + bx2
0x1 + cx2

0x2 + d(x2
0x2 − x2

1x3) = 0 (I)

x0(d′a − a′d) + x1(bd′ − b′d) + x2(cd′ − c′d) = 0

temos a interseção de uma superfície cúbica com um plano, o que nós dá uma curva cúbica

plana singular, cujo ponto de singularidade é (0 : 0 : 0 : 1).

Concluímos que o bigrau dessa transformação de Cremona é (3,3).
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Em P3 nem toda transformação de Cremona e sua inversa tem o mesmo grau, como

vemos no próximo exemplo.

Exemplo 16. Seja T : P3
1 99K P3

2 uma transformação de Cremona dada por

T (x0 : x1 : x2 : x3) = (x0(x0x2 + x1x3) : x1(x0x2 + x1x3) : x3
3 : x2

1x2).

A inversa de T é dada por

T−1(x0 : x1 : x2 : x3) = (x0x2 : x1x2 : x1x3 : −x0x3 + x2
1).

Observe que deg(T ) = 3 e deg(T−1) = 2.

Definição 25. Uma transformação de Cremona T : P3
1 99K P3

2, tal que deg(T ) = deg(T−1) = 3

é dita transformação de Cremona cubo-cúbica.

Proposição 3.3. (Desigualdade de Cremona) Seja T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cre-

mona. Para quaisquer 0 ≤ i ≤ n e 0 ≤ j ≤ n, temos 1 ≤ di+ j ≤ did j e dn−i− j ≤ dn−idn− j.

Demonstração. Seja Hi+ j um subespaço linear genérico de codimensão i + j em Pn
2 dado pela

interseção de dois subespaços lineares genéricos Hi e H j de codimensão i e j respectivamente.

Observe que T−1
∗ (Hi+ j) é uma componente irredutível da interseção T−1

∗ (Hi) ∩ T−1
∗ (H j). Pelo

Teorema de Bézout

di+ j = deg (T−1
∗ (Hi+ j)) ≤ deg (T−1

∗ (Hi)).deg (T−1
∗ (H j)) = di.d j.

Considere T−1 : Pn
2 99K Pn

1 a inversa de T e observe que (T−1)−1 = T . Seja Hn−i− j um subespaço

linear de Pn
1 dado pela interseção de dois subespaços lineares Hn−i e Hn− j de codimensão n − i

e n − j respectivamente. Claramente vemos que T∗(Hn−i− j) é uma componente irredutível da

interseção T∗(Hn−i) ∩ T∗(Hn− j), novamente pelo Teorema de Bézout, temos

dn−i− j = deg (T∗(Hn−i− j)) ≤ deg (T∗(Hn−i)).deg (T∗(Hn− j)) = dn−i.dn− j.

�

Observação 3. ( [23], Remark 7.1.8) Existem mais condições no multigrau que podem ser

obtidas da irredutibilidade do gráfico de T . Por exemplo, usando a desigualdade de Hodge,

obtemos a seguinte desigualdade

d2
i ≤ di−1.di+1

para o multigrau de uma transformação de Cremona.
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3.2 Transformações de Cremona Determinantais e de De Jonquières em

dimensões 2 e 3

Nessa seção falaremos um pouco sobre transformações de Cremona Determinantal e de

De Jonquières em P2 e P3, no capítulo 5 os resultados serão mais gerais. Começaremos com

transformações de Cremona determinantais e em seguida falaremos das transformações de De

Jonquières.

Transformações de Cremona Determinantais

Definição 26. Uma transformação de Cremona T : P2
1 99K P2

2 de grau 2 dada por T (x0, x1, x2) =

( f0(x0, x1, x2) : f1(x0, x1, x2) : f2(x0, x1, x2)) é dita determinantal, se existe uma matriz M, de

tamanho 3x2, com entradas lineares, tal que fi = ∆i(M), onde ∆i(M) são os menores 2x2 da

matriz M.

Pela definição existem apenas transformações de Cremona quadráticas de P2 que são

determinantais. E uma vez que dado um sistema linear Λ2 de cônicas do plano, esse sistema é

homaloidal se ele possui três pontos base, isto é, três pontos pelos quais todos os elementos de

Λ2 passam, existem três tipos de sistemas diferentes:

(i) O sistema linear Λ3
2 de cônicas que passam por três pontos base distintos;

(ii) O sistema linear Λ2
2 de cônicas que passam por dois pontos base, todos tendo pelo menos

uma mesma tangente em comum;

(iii) O sistema linear Λ1
2 de cônicas que se osculam mutualmente em um ponto.

Para maiores detalhes veja [24].

Exemplo 17. Se Λ3
2 tem três pontos base distintos, podemos supor que esses pontos são

p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 : 1 : 0) e p3 = (0 : 0 : 1) e assim, Λ3
2 é gerado por

a0x1x2 + a1x0x2 + a2x0x1 = 0, com (a0 : a1 : a2) ∈ P2.

A transformação de Cremona T : P2
1 99K P2

2 é definida por T (x0, x1, x2) = (x1x2 : x0x2 : x0x1) a

qual tem inversa igual a T . Ela pode ser vista também como os menores 2x2 da matriz



x0 0

0 x1

x2 x2


.
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Exemplo 18. Se Λ2
2 tem dois pontos base distintos, podemos assumir que as cônicas de Λ2

2

são tangentes no ponto p3 = (0 : 0 : 1) para a reta x0 = 0 e também passam pelo ponto

p1 = (1 : 0 : 0). Então Λ2
2 é gerado por

a0x0x2 + a1x0x1 + a2x2
1 = 0, com (a0 : a1 : a2) ∈ P2.

A transformação de Cremona T : P2
1 99K P2

2 é definida por T (x0, x1, x2) = (x0x2 : x0x1 : x2
1) a

qual tem inversa igual a T−1(x0 : x1 : x2) = (x2
1 : x1x2 : x0x2). A aplicação T pode ser vista

também como os menores 2x2 da matriz


x1 0

x2 x1

0 x0


.

Exemplo 19. Se as cônicas de Λ1
2 estão osculando mutualmente em p3 = (0 : 0 : 1), podemos

assumir que Λ1
2 contém duas cônicas degeneradas x2

0 = 0 e x0x1 = 0. Seja C uma cônica

irredutível em Λ1
2, assumimos que C ∩ x1 = p1 e que p2 = (0 : 1 : 0) é o polo de x1 = 0

com respeito a C. Finalmente assumimos que (1 : 1 : 1) pertence a C, então C é dada por

x0x2 − x2
1 = 0 e Λ1

2 é gerado por

a0(x0x2 − x2
1) + a1x2

0 + a2x0x1 = 0, com (a0 : a1 : a2) ∈ P2.

A transformação de Cremona T : P2
1 99K P2

2 é definida por T (x0, x1, x2) = (x0x2 − x2
1 : x2

0 : x0x1)

a qual tem inversa T−1(x0 : x1 : x2) = (x2
1 : x1x2 : x0x1 + x2

2). A aplicação T pode ser vista

também como os menores 2x2 da matriz


x0 0

x2 x1

x1 x0


.

No caso das transformações de Cremona em dimensões maiores a definição é exata-

mente a mesma.

Definição 27. Seja T : P3
1 99K P3

2 uma transformação de Cremona dada por

T (x0, x1, x2, x3) = ( f0(x0, x1, x2, x3) : f1(x0, x1, x2, x3) : f2(x0, x1, x2, x3) : f3(x0, x1, x2, x3)).

Dizemos que T é determinantal se existe uma matriz M, 4x3, com entradas lineares tal que:

i) fi = ∆i(M);

ii) deg(∆i(M)) = deg T , para i = 0, . . .3.

onde ∆i(M) são os menores 3x3 da matriz M.
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Exemplo 20. A transformação de Cremona T : P3
1 99K P3

2 dada por

T (x0, x1, x2, x3) = (x0x2
1 : x1x2

0 : x2x2
0 : x3x2

1).

É determinantal de matriz 

x0 0 x3

x1 x2 0

0 x1 0

0 0 x0


.

Consideremos S = k[x0, x1, x2, x3], se T : P3
1 99K P3

2 é uma transformação de Cremona

determinantal, então
S

I(T )
tem a seguinte resolução livre minimal

0 −→ S 3(−4) −→ S 4(−3) −→ S −→
S

I(T )
−→ 0.

Isso implica que codim

(
S

I(T )

)
= 2.

Exemplo 21. A transformação de Cremona T : P3
1 99K P3

2, dada por

T (x0, x1, x2, x3) = (x0(x0x3 − x1x2) : x1(x2x1 − x0x3) : x0x1(x3 − x2) : x0x1(x0 − x1)),

tem grau 3 e codim

(
S

I(T )

)
= 2 é determinantal de matriz



0 x1 0

x0 0 0

−x1 −x1 x1 − x0

x3 x3 x2 − x3


.

Transformações de Cremona de De Jonquières

Sejam T : P2
1 99K P2

2 uma transformação de Cremona de grau d e ΛT o sistema homa-

loidal de T . Um elemento genérico de ΛT define uma curva plana racional irredutível de grau

d, passando pelos pontos base p1, . . . , pr de ΛT com alguma multiplicidade. Seja σ : Y −→ P2
1

a explosão de P2
1 nos pontos p1, . . . , pr. A transformada estrita de um elemento genérico de

ΛT pode ainda ter pontos base nas curvas excepcionais em Y , esses pontos são classicamente

chamados de pontos base infinitamente próximos.

Definição 28. Uma transformação de Cremona T : P2
1 99K P2

2 de grau d, a qual tem um ponto

base de multiplicidade d−1 e 2d−2 pontos base simples, é chamada transformação de Cremona

de De Jonquières.

Os pontos base de uma transformação de Cremona de De Jonquières podem ser próprios

ou infinitamente próximos. Alguns autores como [25], usam a seguinte notação para descrever o

sistema homaloidal de uma transformação de Cremona de Jonquières de P2, Cd[(d − 1)1, 12d−2].
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Exemplo 22. [26] Seja T : P2
1 99K P2

2 uma transformação de Cremona de grau 4, dada por

T (x0, x1, x2) = (−x0(12x3
0 − 217x0x2

1 + 308x0x1x2 − 30x3
1 + 308x2

1x2) :

6x0x1(−2x2
0 − 19x0x1 + 28x0x2 − 2x2

1 + 28x1x2) :

6x1(−23x2
0x1 + 42x2

0x2 − 5x0x2
1 + 42x0x1x2 − 2x3

1)).

O lugar de base de T é dado por um ponto triplo (0 : 0 : 1), três pontos base próprios (1 : −2 :

1), (−2 : 1 : 1), (2 : 3 : 1) e três pontos infinitamente próximos dos pontos base próprios na

direção das retas x = 0, y = 0 e x + y = 0.

A inversa T−1 : P2
2 99K P2

1 é dada por

T−1(x0, x1, x2) = (−7(6x0 + 11x1)2(−3x1 + 2x2)(−6x0 − 17x1 + 4x2) :

14(6x0 + 11x1)(−3x1 + 2x2)2(−6x0 − 17x1 + 4x2) :

216x3
0x2 − 2484x2

0x2
1 + 4896x2

0x1x2 − 1368x2
0x2

2 − 9648x0x3
1

+16710x0x2
1x2 − 5544x0x1x2

2 + 96x0x3
2 − 9555x4

2

+15942x3
1x3 − 5854x2

1x2
2 + 240x1x3

2).

Para maiores detalhes sobre pontos infinitamente próximos e exemplos de transforma-

ções de Cremona de De Jonquières de P2, veja [26] e [27].

Em P3 podemos usar a seguinte definição para transformações de Cremona de De Jon-

quières.

Definição 29. Seja l um inteiro igual a 1 ou 2. Uma transformação de Cremona T : P3
1 99K P3

2

é dita uma transformação de Cremona de De Jonquières do tipo l, se existem pontos p1 ∈ P3
1 e

p2 ∈ P3
2 tais que se L é um l−plano passando por p1, então a transformada estrita de L, denotada

por T∗(L), é um l−plano passando por p2.

Por uma mudança de coordenadas linear (se necessário) no domínio e contradomínio de

T , podemos escrever uma transformação de Cremona de Jonquiéres da seguinte maneira

T (x1, x1, x2, x3) = (qx0 : qx1 : qx2 : g).

Para g irredutível, de tal maneira que g e q se anulam em p = (0 : 0 : 0 : 1) com multiplicidade

d − 1 e d − 2 respectivamente e mdc(g, q) = 1. (Veremos mais detalhes no Capítulo 5).

Lema 3.4. Seja T : P3
1 99K P3

2 uma transformação de Cremona de De Jonquières de grau d. Se

M é o ideal correspondente ao ponto p, isto é, M = (x0, x1, x2), então T = (g, q) ∩M d−1.

Demonstração. Como deg T = d, segue que deg g = d e deg q = d−1. Se f ∈ (qx0, qx1, qx2, g),

então f = aqx0+bqx1+cqx2+dg e claramente f ∈ (g, q). Além disso, sabemos que g se anula em

p com multiplicidade d−1, então g ∈ (x0, x1, x2)d−1 e q se anula em p com multiplicidade d−2,

então q ∈ (x0, x1, x2)d−2, logo x0q, x1q, x2q ∈ (x0, x1, x2)d−1 e portanto f ∈ (g, q)∩(x0, x1, x2)d−1.
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Reciprocamente, seja h ∈ (g, q) ∩ (x0, x1, x2)d−1. Escreva q = qd−1 + x3qd−2, com qq−1

e qd−2 polinômios homogêneos nas variáveis x0, x1, x2 de grau d − 1 e d − 2, respectivamente.

Seja h = a(qd−1 + x3qd−2) + bg, com a, b polinômios. Uma vez que aqd−1, bg ∈ (x0, x1, x2)d−1,

segue que aqd−2 ∈ (x0, x1, x2)d−1, mas qd−2 < (x0, x1, x2)d−1, o que implica que a está contido em

um primo associado de
k[x0, x1, x2, x3]
(x0, x1, x2)d−1

, então a ∈ (x0, x1, x2), isto é, a = a1x0 + a2x1 + a3x2,

assim h = a1x0q + a2x1q + a3x2q + bg ∈ (x0q, x1q, x2q, g). E segue o resultado. �

Exemplo 23. Seja T : P3
1 99K P3

2 uma transformação de Cremona dada por

T (x0, x1, x2, x3) = (xd
3 + xd

2 − x0x1
d−1 : xd

1 : xd−1
1 x2 : xd−1

1 x3).

o lugar de base de T é dado por xd−1
1 = xd

3 + xd
2 − x0x1

d−1 = xd
1. Se H = a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0

um plano passando pelo ponto p = (1 : 0 : 0 : 0), então T−1
∗ (H) = a1xd

1 + a2xd−1
1 x2 + a3xd−1

1 x3 =

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0 é um plano passando por p = (1 : 0 : 0 : 0), pela Definição 29, T é uma

transformação de Cremona de De Jonquières.

Uma outra maneira de verificar se a transformação de Cremona de P3 é de De Jonquières

é a seguinte:

Proposição 3.5. Uma transformação de Cremona T : P3
1 99K P3

2 é de De Jonquières se, e

somente se, a transformada estrita inversa de uma reta genérica sobre T é uma curva cúbica

singular plana cujo ponto singular é fixo.

Exemplo 24. Sejam T como no exemplo 23 e L uma reta genérica em P3
2, dada por

L =


ax0 + bx1 + cx2 + dx3 = 0

a′x0 + b′x1 + c′x2 + d′x3 = 0
,

então

T−1
∗ (L) =


a(xd

3 + xd
2 − x0x1

d−1) + bxd
1 + cxd−1

1 x2 + dxd−1
1 x3 = 0 (I)

a′(xd
3 + xd

2 − x0xd−1
1 ) + b′xd

1 + c′xd−1
1 x2 + d′xd−1

1 x3 = 0 (II)
.

Como L é uma reta genérica podemos supor que a e a′ são diferentes de zero, ou seja, a.a′ , 0.

Sabemos que os planos que geram a reta são linearmente independentes, então fazendo a′(I)-

a(II), temos

T−1
∗ (L) =


a(xd

3 + xd
2 − x0x1

d−1) + bxd
1 + cxd−1

1 x2 + dxd−1
1 x3 = 0 (I)

x1
d−1[x1(a′b − b′a) + x2(a′c − c′a) + x3(da′ − ad′)] = 0 (III)

.

De (III), x1
d−1 = 0 ou x1(a′b − b′a) + x2(a′c − c′a) + x3(da′ − ad′) = 0.

Se xd−1
1 = 0, então

T−1
∗ (L) =


a(xd

3 + xd
2 − x0x1

d−1) + bxd
1 + cxd−1

1 x2 + dxd−1
1 x3 = 0 (I)

x1
d−1 = 0
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O lugar de base de T−1
∗ (L) nesse caso é dado por xd−1

1 = xd
3 + xd

2 − x0xd−1
1 , o qual coincide com o

lugar de base de T .

Se x1(a′b − b′a) + x2(a′c − c′a) + x3(da′ − ad′) = 0, então

T−1
∗ (L) =


a(xd

3 + xd
2 − x0x1

d−1) + bxd
1 + cxd−1

1 x2 + dxd−1
1 x3 = 0 (I)

x1(a′b − b′a) + x2(a′c − c′a) + x3(da′ − ad′) = 0

temos a interseção de uma superfície de grau d com um plano, ou seja, temos uma curva plana

singular de grau d, cujo ponto de singularidade é (1 : 0 : 0 : 0) tem multiplicidade d − 1.

Um outro exemplo de transformação de Cremona de Jonquières usando a Proposição

3.5 é o exemplo 15 feito anteriormente.
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4 Transformações de Cremona de P3 que se fatoram através

de projeções

Esse capítulo faz parte da motivação da tese. Em [1], os autores classificaram as trans-

formações de Cremona de P3, que se fatoram por projeções de um complexo quadrático de retas

de P5 com centros em duas retas distintas L1 e L2. Eles obtiveram os seguintes resultados: se

a interseção das retas L1 e L2 é vazia, então a transformação de Cremona é determinantal; se a

interseção das retas L1 e L2 é um ponto, então a transformação de Cremona é de De Jonquières.

Falaremos um pouco desse resultado neste capítulo.

4.1 As transformações de Cremona de P3

Seja Q1 uma hipersuperfície quádrica suave de P5, considerada como a hipersuperfície

quádrica de Plücker parametrizando as retas em P3. Um complexo quadrático de retas é uma

interseção completa de Q1 com uma hipersuperfície quádrica Q2 ⊂ P5 diferente de Q1, X = Q1∩

Q2 . Assumimos que X é suave. Uma vez que uma interseção completa de duas hipersuperfícies

em P5 é uma variedade Fano se, e somente se, a soma dos graus das duas hipersuperfícies é no

máximo 5, temos que X é uma variedade Fano cujo divisor canônico é KX = OX(2+2−5−1) =

OX(−2). Tome duas retas L1 e L2 contidas em P5, L1 , L2 ambas contidas em X. Fixe dois

3-planos Mi � P3
i , i = 1, 2. Defina πLi : P5

99K P3
i como a projeção de P5 com centro em Li,

i = 1, 2.

Lema 4.1. ( [1], Lema 1) A restrição de πLi a X, i = 1, 2, induz uma aplicação birracional

X 99K P3, na qual ainda denotamos por πLi , cuja inversa π−1
Li

é dada por um sistema linear de

cúbicas e cujo lugar de base é uma curva suave irredutível Ci ⊂ P3 de grau 5 e gênero 2. Em

particular T := πL2 ◦ π
−1
L1

: P3
1 99K P3

2 é dado por um sistema linear de cúbicas que se anulam

em C1.
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Proposição 4.2. Sejam X e T : P3
1 99K P3

2 como no Lema 4.1, o lugar de base de π−1
Li

: P3
i 99K X

é dado por uma curva irredutível de grau 5 e gênero 2, ou seja, π−1
Li

é dada por um sistema linear

de superfícies cúbicas que contém uma curva irredutível de grau 5 e gênero 2.

Demonstração. Sejam H1 e H2 planos genéricos em P3
2, tais que H1 ∩ H2 = L. Esses planos

correspondem via π−1
L2

a dois hiperplanos genéricos de P5 contendo L2, digamos H1 e H2.

Sabemos que π−1
L1

é dado por um sistema linear de cúbicas em P3
1, ou seja, cada seção hiperplana

S de X correspondem a uma superfície cúbica contida em P3
1.

Considere o hiperplano H1 ⊂ P5, seja S =H1 ∩ X a superfície de Del Pezzo. Fazendo

a interseção da superfície de Del Pezzo com o hiperplano H2, temos H2 ∩ S = E, a qual é uma

curva elíptica de grau 4 e gênero 1 e πL2(E) = E′ é isomorfa a E.

Consideremos S 1 e S 2 as superfícies cúbicas correspondentes a H1 e H2, respectiva-

mente. Então S 1 ∩ S 2 = E ∪ C, como deg(E) = 4 e deg(S 1 ∩ S 2) = 9, segue que deg(C) = 5.

Além disso, por ( [9], proposição 3.1) temos a seguinte fórmula para o gênero de C

gen(C) − gen(E) =

(
f + g

2
− 2

)
(deg(C) − deg(E)),

onde f = deg S 1 e g = deg S 2.

Portando gen(C) = 2, e segue o resultado.

�

Como πL1(L2) = L, pela Proposição 4.2, podemos concluir que o lugar de base de T é

dado por uma curva quíntica de gênero 2 união a uma reta.

4.2 A interseção das retas L1 e L2 é vazia

Proposição 4.3. Sejam X e T : P3
1 99K P3

2 como no Lema 4.1. Se L1 ∩ L2 = ∅, então a

transformada estrita inversa de uma reta genérica R ⊂ P3
2, denotada por T−1

∗ (R), é a cúbica

reversa em P3.

Demonstração. Seja R uma reta genérica em P3
2. O espaço gerado por R e L2 é um 3-plano,

digamos V3. Como L1 ∩ L2 = ∅, o espaço gerado por V3 e L1 é um 5-plano, digamos um V5.

Assim a interseção de V5 com P3
1 é um 3-plano P3. Por outro lado, V3 ∩ X = L2 ∪ C, onde C é

uma curva irredutível de grau 3. Assim πL1(C) = T−1
∗ (R) = C′. Como π projeta isomorficamente

fora do lugar de base segue que C′ é uma curva cúbica irredutível em P3, ou seja, C′ é a cúbica

reversa. �

Proposição 4.4. Sejam X e T : P3
1 99K P3

2 como no Lema 4.1. Se L1 ∩ L2 = ∅, então a trans-

formada estrita inversa de um plano genérico β ⊂ P3
2, denotada por T−1

∗ (β), é uma superfície

cúbica em P3
1.
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Demonstração. Seja H um plano genérico de P3
2. H corresponde via π−1

L2
a um hiperplano

genérico H contendo L2 de P5. Assim, intersectando H com X temos uma seção hiperplana

de X que é uma superfície suave em P4, a qual é conhecida como a superfície de Del Pezzo S

de grau 4 , com o divisor canônico KS = OS (1+4−5−1) = OS (−1). Como vamos projetar S a

partir de L1 e H ∩ L1 = p, um ponto que pertence a S , segue que πp(S ) = S ′ é uma superfície

de grau 3 em P3
1. �

Proposição 4.5. Uma transformação de Cremona T de bigrau (3, 3) é determinantal se, e

somente se, o lugar de base de T é uma curva de grau 6 e gênero 3.

Exemplo 25. Considere a transformação de Cremona Standard T : P3
1 99K P3

2 dada por

(x0 : x1 : x2 : x3) −→ (x1x2x3 : x0x2x3 : x0x1x3 : x0x1x2).

O lugar de base são as 6 retas x0 = x1 = 0, x0 = x2 = 0, x0 = x3 = 0, x1 = x2 = 0, x1 = x3 = 0 e

x2 = x3 = 0 e portanto o lugar de base de T é uma curva de grau 6 e gênero 3.

Teorema 4.6. Sejam X e T : P3
1 99K P3

2 como no Lema 4.1. Se L1 ∩ L2 = ∅, então T é uma

transformação de Cremona determinantal.

Demonstração. Pela Proposição 4.4, para cada plano H em P3
2, temos uma superfície cúbica

em P3
1. Sejam H1 e H2 dois planos de P3

2 e S 1 e S 2 as superfícies cúbicas de P3
1 correspondentes

aos planos H1 e H2 respectivamente. Intersectando S 1 e S 2 temos

S 1 ∩ S 1 = C ∪ L ∪ T−1
∗ (R),

onde H1∩H2 = R é uma reta genérica em P3
2 e L = πL1(L2). Pela Proposição 4.3, deg(T−1

∗ (R)) =

3 e gen(T−1
∗ (R)) = 0. Como deg(S 1 ∩ S 2) = 9, segue que deg(C ∪ L) = 6. Além disso, por ( [9],

Proposição 3.1) temos a seguinte fórmula para o gênero de C ∪ L

gen(C ∪ L) − gen(T−1
∗ (R)) =

(
f + g

2
− 2

)
(deg(C ∪ L) − deg(T−1

∗ (R))),

onde f = deg S 1 e g = deg S 2.

Assim gen(C ∪ L) = 3, e o lugar de base é uma séxtica de gênero 3, portanto pela Proposição

4.5, T é determinantal. �

Exemplo 26. Seja Q1 = x1x0 − x3x2 + x4x5 = 0 a hipersuperfície quádrica de Plücker suave de

P5 e Q2 = x0x5 + x2x4 + x1x3 = 0 uma outra hipersuperfície quádrica suave de P5.

Considere X = Q1 ∩ Q2 uma variedade suave de grau 4 e dimensão 3 em P5, contendo

as retas L1 = {x1 = x2 = x3 = x5 = 0} e L2 = {x0 = x3 = x4 = x5 = 0}. Observe que L1 ∩ L2 = ∅.

Fixe dois 3-planos de P5, P3
1 dado por {x0 = x4 = 0} e P3

2 dado por {x1 = x2 = 0}. Claramente

vemos que P3
i ∩ Li = ∅, i = 1, 2.
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Queremos encontrar uma transformação de Cremona T : P3
1 99K P3

2. Para isso tome

y ∈ P3
1 dado por (0 : y1 : y2 : y3 : 0 : y5) e x ∈ L1 dado por (x0 : 0 : 0 : 0 : x4 : 0), considere

ax + by e substituindo em X temos o seguinte sistema:


ax0by1 + ax4by5 = b2y2y3

ax0by5 + ax4by2 = −b2y1y3

Resolvendo o sistema acima, temos que

ax0 =
by3(y1y5 + y

2
2)

y1y2 − y
2
5

e ax4 =
by3(y2

1 + y2y5)

y1y2 − y
2
5

.

Assim

π−1
L1

: P3
1 99K X

(y1 : y2 : y3 : y5) −→ ( f0 : f1 : f2 : f3 : f4 : f5),

onde,

f0 = y3(y1y5 + y
2
2), f1 = y1(y1y2 − y

2
5), f2 = y2(y1y2 − y

2
5)

f3 = y3(y1y2 − y
2
5), f4 = y3(y2

1 + y2y5) e f5 = y5(y1y2 − y
2
5).

Fazendo a projeção com centro em L2, temos

T := πL2 ◦ π
−1
L1

: P3
1 99K P3

2

tal que

T (y1, y2, y3, y5) = (y3(y1y5 + y
2
2) : y3(y1y2 − y

2
5) : y3(y2

1 + y2y5) : y5(y1y2 − y
2
5)),

a qual é uma transformação de Cremona determinantal de matriz


−y5 −y1 0

y1 −y2 −y5

y2 y5 0

0 0 y3


.

De maneira análoga aos cálculos feitos anteriormente encontramos a inversa de T .

T−1 : P3
2 99K P3

1

dada por T−1(y0, y1, y3, y5) = (−y5(y0y3 + y
2
4) : −y5(y2

0 − y3y4) : y5(y0y4 + y
2
3) : y3(y0y4 + y

2
3)). A

inversa também é determinantal de matriz


y0 −y3 0

y3 y4 0

y4 −y0 y3

0 0 y5


.

Observe que essa transformação de Cremona é cubo-cúbica, pois tem bigrau (3,3).
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Vamos agora resolver as indeterminações de T no caso em que L1 ∩ L2 = ∅.

Considere a explosão σ1 : V −→ X de X ao longo de L1, com divisor excepcional A,

denotamos por L̃2 a transformada estrita de L2 sobre σ e definimos pi := πLi ◦ σ1, i = 1, 2.

Observe que L̃2 é o lugar de base de p2 = πL2 ◦ σ1 : V 99K P3
2.

Sejam σ2 : W −→ V , a explosão de V ao longo de L̃2 com divisor excepcional B e qi := pi ◦σ2.

Por construção p1 e q2 estão bem definidas e obtemos o seguinte diagrama comutativo:

W

σ2

��

q1

��

q2

��

V

σ1

��
p1

��✂✂
✂✂
✂✂
✂✂
✂✂
✂✂
✂✂
✂✂
✂

p2

��❁
❁

❁
❁

❁
❁

❁
❁

❁

X

πL1
xxq q

q
q
q
q
q

πL2
&&▼

▼
▼

▼
▼

▼
▼

P3
1

T //❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ P3
2

Se HX é a restrição de X a um hiperplano genérico H em P5, isto é, HX = X ∩ H, então p1

e q1 estão definidos pelos sistemas lineares completos |σ∗1(HX) − A| e |σ∗2(σ∗1(HX) − A) − B|,

respectivamente. Denotamos por D = σ∗2(σ∗1(HX)).

Lema 4.7. ( [1], Lema 2.) A resolução das indeterminações de T é dada pelo seguinte diagrama

comutativo

W
p

��⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧ q

��❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄

P3
1

T //❴❴❴❴❴❴❴ P3
2

Além disso, o grupo de Picard de W é

Pic(W) = DZ ⊕ AZ ⊕ BZ

com os seguintes números de interseções:

A2.D = B2.D = −1

A2.B = A.B2 = A.B.D = A.D2 = B.D2 = A3 = B3 = 0

D3 = 4.

Demonstração. Como σ1 : V −→ X é a explosão de X ao longo da reta L1, com divisor

excepcional A, temos que

Pic(V) = σ∗(Pic(X)) ⊕ AZ. (I)

De maneira análoga, σ2 : W −→ V é a explosão de V ao longo de L̃2, com divisor excepcional

B, então

Pic(W) = σ∗2(Pic(V)) ⊕ BZ. (II)
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Substituindo (I) em (II), temos

Pic(W) = σ∗2(σ∗(Pic(X)) ⊕ AZ) ⊕ BZ

= σ∗2(σ∗(HXZ)) ⊕ σ∗2(AZ) ⊕ BZ

= DZ ⊕ AZ ⊕ BZ.

Para o números de interseções, utilizamos a Fórmula da Projeção 2.13, da página 20, assim

B2.D = B2.σ∗2(σ∗1(HX))

= (σ2)∗(B2).σ∗1(HX)

= (−L̃2).σ∗1(HX)

= (σ1)∗(−L̃2).HX

= (−L2).HX

= −1

As demais interseções se resolvem de maneira análoga.

�

4.3 A interseção das retas L1 e L2 é um ponto

Proposição 4.8. Sejam X e T : P3
1 99K P3

2 como no Lema 4.1. Se L1∩L2 = p, um ponto, então a

transformada estrita inversa de uma reta genérica R ⊂ P3
2, T−1

∗ (R), é uma curva singular plana

com um ponto duplo.

Demonstração. Seja R ⊂ P3
2 uma reta genérica. Como P3

2 ∩ L2 = ∅, o espaço gerado por R e L2

é um 3-plano, digamos V3. Uma vez que L1 e L2 se intersectam em um ponto, o espaço gerado

por V3 e L1 é um 4-plano, digamos um V4. Assim πL1(V3) = V4 ∩ P3
1 = V2 um 2-plano.

Além disso, intersectando V3 com X, temos V3 ∩ X = L2 ∪ C, onde deg(C) = 3, mas

C ∩ L2 = 2. Como πL1(C) = C′ e πL1(L2) = p, segue que C′ é uma cúbica plana com um ponto

duplo.

�

Proposição 4.9. Sejam X e T : P3
1 99K P3

2 como no Lema 4.1. Se L1 ∩ L2 = p, um ponto, então

a transformada estrita de uma plano genérico β ⊂ P3
2, denotado por T−1

∗ (β), é uma superfície

cúbica de P3
1.

Demonstração. Análoga a demonstração da Proposição 4.4. �

Teorema 4.10. Sejam X e T : P3
1 99K P3

2 como no Lema 4.1. Se L1 e L2 se intersectam em um

ponto, então T é uma transformação de Cremona de De Jonquières.
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Demonstração. Pela Proposição 4.8, vemos que a transformada estrita de uma reta genérica é

um curva singular plana com um ponto duplo. Assim, pela Proposição 3.5, segue que T é uma

transformação de Cremona de De Jonquières. �

Exemplo 27. Seja Q1 = x1x0 − x3x2 + x4x5 = 0 a hipersuperfície quádrica de Plücker suave de

P5 e Q2 = x2x5 + x1x3 + x4x0 = 0 uma outra hipersuperfície quádrica suave de P5.

Considere X = Q1 ∩ Q2 uma variedade suave de grau 4 e dimensão 3 em P5, contendo

as retas L1 = {x0 = x3 = x4 = x5 = 0} e L2 = {x0 = x2 = x3 = x4 = 0}. Observe que

L1 ∩ L2 = (0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0). Fixe dois 3-planos de P5, P3
1 dado por {x1 = x2 = 0} e P3

2 dado

por {x1 = x5 = 0}. Claramente vemos que P3
i ∩ Li = ∅, i = 1, 2.

Queremos encontrar uma transformação de Cremona T : P3
1 99K P3

2, para isso tome

y ∈ P3
1 dado por (y0 : 0 : 0 : y3 : y4 : y5) e x ∈ L1 dado por (0 : x1 : x2 : 0 : 0 : 0), considere

ax + by e substituindo em X temos o seguinte sistema:


ax1by0 − ax2by3 = −b2y4y5

ax1by3 + ax2by5 = −b2y0y4

Resolvendo o sistema acima, temos que

ax1 =
by4(y0y3 + y

2
5)

y0y5 + y
2
3

e ax2 =
by4(y2

0 − y3y5)

y0y5 + y
2
3

Assim

π−1
L1

: P3
1 99K X

(y0 : y3 : y4 : y5) −→ ( f0 : f1 : f2 : f3 : f4 : f5),

onde,

f0 = y0(y0y5 + y
2
3), f1 = y4(y0y3 + y

2
5), f2 = y4(y2

0 − y3y5)

f3 = y3(y0y5 + y
2
3), f4 = y4(y0y5 + y

2
3) e f5 = y5(y0y5 + y

2
3).

Fazendo a projeção com centro em L2, temos

T := πL2 ◦ π
−1
L1

: P3
1 99K P3

2

tal que

T (y0, y3, y4, y5) = (y0(y0y5 + y
2
3) : y4(y0y3 + y

2
5) : y3(y0y5 + y

2
3) : y4(y0y5 + y

2
3)).

De maneira análoga aos cálculos feitos anteriormente encontramos a inversa de T .

T−1 : P3
2 99K P3

1

dada por T−1(y0, y2, y3, y4) = (y0(y0y2−y3y4) : y3(y0y2−y3y4) : y4(y0y2−y3y4) : −y2
0y4−y2y

3
3)).

Observe que essa transformação de Cremona é cubo-cúbica, pois tem bigrau (3,3).
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Vamos agora resolver as indeterminações de T no caso em que a interseção das retas L1

e L2 é um ponto.

Como no caso anterior, considere a explosão σ1 : V −→ X de X ao longo de L1, com

divisor excepcional A, denotamos por L̃2 a transformada estrita de L2 sobre σ e consideramos

σ2 : W −→ V , a explosão de V ao longo de L̃2 com divisor excepcional B. Seja σ3 : W ′ −→ W

a explosão de W ao longo da transformada estrita de L0 = σ−1
1 (p) ⊂ A, onde p = L1 ∩ L2,

denotemos por P seu divisor excepcional. Note que p1 = πL1 ◦σ1 é um morfismo, mas πL2 ◦σ1

está definido em x ∈ V se, e somente se, x ∈ L̃2∪L0. Como no caso anterior obtemos o seguinte

diagrama comutativo:

W ′

σ3

��

q′1

		

q′2

��

W

σ2

��

q1

��✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄

q2

��❀
❀

❀
❀

❀
❀

❀
❀

❀
❀

❀
❀

❀
❀

V

σ1

��

p1

{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇

p2

##●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

X

πL1
uu❧ ❧ ❧ ❧ ❧ ❧ ❧ ❧ ❧ ❧

πL2
))❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘

P3
1

T //❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ P3
2

Se HX é a restrição de X a um hiperplano genérico H em P5, isto é, HX = X ∩ H, então p1, q1

e q′1 estão definidos pelos sistemas lineares completos |σ∗1(HX) − A| e |σ∗2(σ∗1(HX) − A) − B| e

|σ∗3(σ∗2(σ∗1(HX) − A) − B) − P|, respectivamente. Denotamos por D = σ∗3(σ∗2(σ∗1(HX))).

Lema 4.11. ( [1], Lema 3.) A resolução das indeterminações de T é dada pelo seguinte dia-

grama comutativo

W ′

p′

~~⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥ q′

  ❆
❆❆

❆❆
❆❆

❆

P3
1

T //❴❴❴❴❴❴❴ P3
2

Além disso, o grupo de Picard de W é

PicW = DZ ⊕ PZ ⊕ AZ ⊕ BZ

com os seguintes números de interseções:

A2.B = A.B2 = A2.D = B2.D = A.P2 = B.P2 = −1

A2.P = B2.P = D2.P = D.P2 = A.B.P = A.D2 = B.D2 = A.D.P = B.D.P = 0

A3 = B3 = A.B.P = 1

P3 = 2

D3 = 4.
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Demonstração. Começamos calculando o grupo de Picard de W ′. Temos que σ1 : V −→ X é a

explosão de X ao longo de L1 e A é o divisor excepcional. Assim,

Pic(V) = σ∗1(Pic(X)) ⊕ AZ. (I)

Da mesma forma, σ2 : W −→ V é a explosão de V ao londo de L̃2 e B é o divisor excepcional.

Logo,

Pic(W) = σ∗2(PicV) ⊕ BZ. (II)

E ainda, σ3 : W −→ W ′ é a explosão de W ao longo de L̃0, e P é o divisor excepcional. Assim,

Pic(W ′) = σ∗3(PicW) ⊕ PZ. (III)

Substituindo (I) e (II) em (III), temos

Pic(W ′) = σ∗3(Pic(W)) ⊕ PZ

= σ∗3(σ∗2(Pic(V)) ⊕ BZ) ⊕ PZ

= σ∗3(σ∗2(σ∗1(Pic(X)) ⊕ AZ) ⊕ BZ) ⊕ PZ

= σ∗3(σ∗2(σ∗1(Pic(X))) ⊕ σ∗2(AZ) ⊕ BZ) ⊕ PZ

= σ∗3(σ∗2(σ∗1(Pic(X)))) ⊕ σ∗3(σ∗2(AZ)) ⊕ σ∗3(BZ) ⊕ PZ

= DZ ⊕ AZ ⊕ BZ ⊕ PZ.

Para o número de interseções, utilizamos a Fórmula da projeção 2.13, da página 20, assim

A.P2 = (σ∗A2 − P).P2

= σ∗3A2P2 − P3

= A2σ3P2 − 2

= A2(−L̃0) − 2

= 1 − 2

= −1

.

As demais interseções são calculadas de maneira análoga. �
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5 Transformações de Cremona determinantais e de De jon-

quières em Pn

Neste capítulo falaremos sobre as transformações de Cremona Determinantais e De

Jonquières de Pn, focando nos principais resultados existentes para provar novos resultados que

aparecerão no próximo capítulo. Porém no caso das transformações de De Jonquières obtive

um resultado em parceria com Ivan Pan da Universidad de la República.

5.1 Transformações de Cremona Determinantais

Definição 30. Seja T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona dada por ( f0 : ... : fn).

Dizemos que T é determinantal se existe uma matriz M, de tamanho (n + 1) × n, com entradas

lineares tal que

i) fi = ∆i(M);

ii) deg(∆i(M)) = deg(T ) para i = 1, . . . , n,

onde ∆i(M) são os menores n × n da matriz M.

Exemplo 28. A transformação de Cremona Standard T : Pn
1 99K Pn

2 dada por

T (x0, . . . , xn) = (x1x2 . . . xn : . . . : x0 . . . x̂i . . . xn : . . . : x0x1 . . . xn−1)

é determinantal de matriz M = (mi j) onde

mi j =



δi jxi−1, se i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , n

xn para i = n + 1 e j = 1, . . . , n.

M =



x0 0 . . . 0

0 x1 . . . 0

0 . . .
. . . xn−1

xn xn . . . xn



Seja T = ( f0 : . . . : fn) : Pn
1 99K Pn

2 uma aplicação racional com mdc( f0, . . . , fn) = 1.

Denotamos por I(T ) o ideal gerado pelas f ′i s.

Proposição 5.1. ( [28], Proposição 1.2) Sejam T = ( f0 : . . . : fn) : Pn
1 99K Pn

2 uma aplicação

birracional de grau n, com mdc( f0, . . . , fn) = 1 e S = k[x0, . . . , xn]. As seguintes afirmações

são equivalentes:
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i) T é determinantal;

ii) C(T ) = S/I(T ) possui uma resolução graduada minimal da seguinte forma:

0 −→ S n(−n − 1) −→ S n+1(−n)
( f0 ,..., fn)
−→ S −→ C(T ) −→ 0.

iii) dim(pro j C(T ) ) = 2;

iv) C(T ) é Cohen-Macaulay de codimensão 2.

Demonstração. i) ⇔ ii) Como I(T ) = ( f0, . . . , fn) e deg( fi) = n para todo i, temos parte da

resolução de C(T )

S n+1(−n)
( f0 ,..., fn)
−→ S −→ C(T ) −→ 0.

Uma vez que T é determinantal existe uma matriz M, de tamanho (n+1)×n, de formas lineares

tal que

( f0, . . . , fn).M = (0, . . . , 0).

Com isso temos a outra parte da resolução

0 −→ S n(−e)
M
−→ S n+1(−n)

( f0,..., fn)
−→ S −→ C(T ) −→ 0.

Com e = degM + n, ou seja, e = n + 1.

ii)⇔ iii) Bastar olhar para a resolução de C(T ).

iii)⇔ iv) Uma vez que dim(pro j C(T ) ) = 2, pela Observação 1, página 16,

dim pro j(C(T )) + pro f (C(T )) = n + 1,

segue que pro f (C(T )) = n− 1 = dim (C(T )), portanto C(T ) é ACM de codimensão 2. Inversa-

mente, se C(T ) é ACM de codimensão 2, então dim (C(T )) = pro f (C(T )) = n − 1, novamente

pela Observação 1, segue que dim(pro j C(T ) ) = 2.

�

Os dois teoremas seguintes nos dizem como deve ser o multigrau de uma transformação

de Cremona determinantal e isso será de suma importância para o nosso trabalho.

Teorema 5.2. ( [29], Teorema 1) As transformações de Cremona determinantais de Pn com

esquema base reduzido e as transformações de Cremona Standard tem os mesmos multigraus.

Demonstração. Veja [29]. �

Teorema 5.3. ( [29], Teorema 2) Seja n um inteiro maior ou igual a que 2. O multigrau da

transformação de Cremona Standard é igual aos coeficientes binomiais

dk =

(
n
k

)
, 0 ≤ k ≤ n.
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Demonstração. Veja [29]. �

Exemplo 29. Considere a transformação de Cremona determinantal T : P3
1 99K P3

2, dada por

T (x0, x1, x2, x3) = (x0(x0x3 − x1x2) : x1(x2x1 − x3x0) : x0x1(x3 − x2) : x0x1(x0 − x1)),

é determinantal de matriz 

0 x1 0

x0 0 0

−x1 −x1 x1 − x0

x3 x3 x2 − x3


.

A inversa T−1 : P3
2 99K P3

1 é dada por T−1(x0, x1, x2, x3) = (x0x3 : x1x3 : x0(x2−x1) : x1(x2−x0)).

Observe que d2 = 3 e d1 = 2, mas a transformação de Cremona Standard de P3 tem d2 = d1 = 3.

Isso significa que o esquema base de T não é reduzido ao logo das componentes irredutíveis

x0 = x1 = 0

Exemplo 30. No caso T : P4
1 99K P4

2, uma transformação de Cremona determinantal com o

esquema base reduzido tem multigrau (4, 6, 4).

5.2 Transformações de Cremona de De Jonquières

Começaremos falando um pouco sobre Transformações de Cremona Estelares como

eram chamadas as transformações de Cremona de De Jonquières.

Definição 31. ( [2], Definição 2.1) Seja T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona. Dize-

mos que T é estelar se existem p1 ∈ Pn
1, p2 ∈ Pn

2 e T : P(kn+1/p1) 99K P(kn+1/p2) birracional,

tais que

T ◦ π1 = π2 ◦ T

onde, πi : P(kn+1) = Pn
i 99K P(kn+1/pi) é a projeção com centro em pi.

Pn
1

πp1
��✤
✤
✤

T //❴❴❴❴❴❴❴ Pn
2

πp2
��✤
✤
✤

P(kn+1/p1) T //❴❴❴ P(kn+1/p2)

Em outras palavras, uma transformação de Cremona Estelar, leva retas que passam pelo

ponto p1 ∈ Pn
1 em retas passando pelo ponto p2 ∈ Pn

2.

Uma descrição geométrica das transformações estelares é a seguinte:

Sejam T : Pn−1
1 99K Pn−1

2 e T : Pn
1 99K Pn

2 transformações racionais tais que π ◦ T = T ◦ π, onde

π : Pn
i 99K Pn−1

i para i = 1, 2, é a projeção com centro em p = (1 : 0 : . . . : 0).

Se T = (t1 : . . . : tn), onde ti ∈ k[x1, . . . , xn] são todos homogêneos de grau r e mdc(t1, . . . , tn) =
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1, existem g e q ∈ k[x0, . . . , xn] de grau d e d − r respectivamente, com mdc(g, q) = 1 que são

únicas a menos de multiplicação por escalar, tais que

T = (g : qt1 . . . : qtn).

Proposição 5.4. ( [2], Proposição 2.2) As seguintes afirmações são equivalentes:

1) T é birracional;

2) T é birracional e mp(ΛT ) = d − 1;

3) T é birracional, mp(g) ≥ d − 1 e mp(g) + mp(q) ∈ {2d − r − 2, 2d − r − 1}.

Em particular, se n > 2 e d > 1 o ponto p é um ponto singular do lugar de base de T ,

B(T ).

Corolário 5.5. ( [2], Corolário 2.3) As seguintes afirmações são equivalentes:

1) T é birracional;

2) T é birracional, g = x0gd−1 + gd, q = x0qd−r−1 + qd−r e gdqd−r−1 − gd−1qd−r , 0.

Passemos agora a falar sobre as transformações de Cremona de De Jonquières.

Definição 32. Seja l um inteiro positivo menor ou igual que n − 1. Uma transformação de

Cremona T : Pn
1 99K Pn

2 é dita ser uma transformação de De Jonquières do tipo l se existem

pontos p1 ∈ Pn
1 e p2 ∈ Pn

2 tais que se E é um l-plano passando por p1, então a transformada

estrita direta T∗(E) de E por T é um l-plano passando por p2.

Dizemos que o par (p1, p2) é bicentro de T . Note que neste caso a aplicação inversa

T−1 de T é uma aplicação de De Jonquières do tipo l e bicentro (p2, p1). Quando p1 = p2 = p

diremos que T é de centro p.

Definição 33. Uma transformação de Cremona de De Jonquières T : Pn
1 99K Pn

2 de centro

(p1, p2) é dita ser do tipo máximo se T leva (n − 1)−planos passando por p1 em (n − 1)−planos

passando por p2.

Exemplo 31. Sejam T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação birracional dada por

T (x0 : . . . : xn) = (x0xd−1
1 + xd

2 + xd
3 + . . . + xd

n : xd
1 : x2xd−1

1 : . . . : xd−1
1 xn),

e H um hiperplano genérico de Pn passando pelo ponto p = (1 : 0 : . . . : 0)

H := a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = 0.
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Temos que

T−1
∗ (H ) = a1x1q + a2x2q + . . . + anxnq =

= xd−1
1 (a1x1 + a2x2 + . . . + anxn) = 0

(1)

é um hiperplano passando pelo ponto p. Neste caso T é uma transformação de Cremona de De

Jonquières de centro em p.

Seja T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona de De Jonquières, uma transforma-

ção de Cremona desse tipo é uma espécie de levantamento de uma transformação de Cremona

de Pn−1 no seguinte sentido: tal transformação induz uma transformação birracional entre espa-

ços projetivos de retas passando por p1 e p2, respectivamente. Mais precisamente, existe uma

transformação de Cremona τ : Pn−1
1 99K Pn−1

2 e projeções πp1 , πp2 de Pn
i com centro em p1 e

p2, respectivamente, para espaços projetivos Pn−1
i de mesma dimensão n − 1 tal que o seguinte

diagrama comuta

Pn
1

πp1

��✤
✤
✤

T //❴❴❴❴ Pn
2

πp2

��✤
✤
✤

Pn−1
1

τ //❴❴❴ Pn−1
2

A transformação τ é única a menos de mudança linear de coordenadas no domínio e contra-

domínio. O grau sd(T ) = deg(τ) de τ é o grau do levantamento de T .

Observe que uma transformação de Cremona estelar é uma transformação de Cremona

de De Jonquières do tipo 1, pois leva retas passando por um ponto p1 em retas passando por

um ponto p2. E uma vez que uma transformação de Cremona do tipo l é também do tipo

l − 1, pois a interseção de dois l−planos é um (l − 1)−plano, segue que toda transformação de

Cremona de De Jonquières é estelar. Portanto a menos de mudança de coordenadas no domínio

e contradomínio de T , podemos escrever uma transformação de Cremona de De Jonquières

como T = (g : qt1 : . . . : qtn) com g = x0gd−1(x1, . . . , xn) + gd(x1, . . . , xn) irredutível e q =

x0qd−r−1(x1, . . . , xn) + qd−r(x1, . . . , xn).

Proposição 5.6. Se T : Pn
1 99K Pn

2 é uma transformação de Cremona de De Jonquières do tipo

máximo com centro em p, então deg(ti) = 1

Demonstração. Como T é do tipo máximo, segue que T leva (n−1)−planos passando por p em

(n−1)−planos passando por p. Suponhamos que p = (1 : 0 : . . . : 0). Se H = a1x1+ . . .+anxn =

0 um (n−1)−plano de Pn
1 passando por p, então T−1

∗ (H) = a1qt1+. . .+anqtn = q(a1t1+. . .+antn) =

0 é um (n − 1)−plano passando por p se, e somente se, deg(ti) = 1. �

Observação 4. Note que uma transformação de Cremona a qual aplica birracionalmente um

espaço linear de dimensão positiva sobre outro espaço linear, necessariamente é um automor-

fismo linear. De fato, seja ψ : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona tal que se P é um
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l−plano genérico, então ψ∗(P) também é um l−plano. Uma vez que uma reta genérica L é a

interseção de l−planos, deduzimos que deg(ψ∗(L)) = 1, portanto ψ é um automorfismo linear.

Seja T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona de De Jonquières de grau d, do tipo

máximo como acima, tal que (1 : 0 : . . . : 0) é zero de g e q com multiplicidades d − 1 e ≥ d − 2

respectivamente. Sejam S = k[x0, . . . , xn], com n ≥ 3 e I(T ) = J = (g, qt1, . . . , qtn) ⊂ S ideal da

base de codimensão ≥ 2. Temos a seguinte resolução livre minimal graduada

0 −→ S (−(d + 2)) −→ S n(−(d + 1)) ⊕ S (−(2d − 1)) −→ S n+1(−d) −→ J −→ 0.

Para maiores detalhes veja [30].

Proposição 5.7. O multigrau de uma transformação de Cremona de De Jonquières do tipo

máximo T : Pn
1 99K Pn

2 de grau d com centro em p = (1 : 0 . . . : 0) é dado por (d : . . . : d).

Demonstração. Sabemos a menos de mudança de coordenadas no domínio e contradomínio de

T , podemos escrever T = (g : qx1 : . . . : qxn).

Seja H1 = b1x0 + a11x1 + a21x2 + . . . + an1xn = 0 um hiperplano em Pn
2, calculando a

transformada estrita inversa de H1, temos T−1
∗ (H1) = b1g + a11qx1 + a21qx2 + . . . + an1qxn = 0,

que é uma hipersuperfície de grau d em Pn
1.

Considere H2 = b2x0 + a12x1 + a22x2 + . . .+ an2xn = 0 outro hiperplano em Pn
2. Observe

que H1 ∩ H2 é um (n − 2)−plano, calculando a transformada estrita inversa de H1 ∩ H2, temos

T−1
∗ (H1 ∩ H2) =


b1g + a11qx1 + a21qx2 + . . . + an1qxn = 0 (I)

b2g + a12qx1 + a22qx2 + . . . + an2qxn = 0 (II)
.

Como os hiperplanos são linearmente independentes, podemos supor que b1 e b2 são diferentes

de zero, então b1.b2 , 0. Fazendo b2(I) − b1(II), obtemos

T−1
∗ (H1 ∩ H2) =


b1g + a11qx1 + a21qx2 + . . . + an1qxn = 0 (I)

q[(b1a11 − b2a12)x1 + . . . + (b1an1 − b2an2)xn] = 0 (III)
.

Fora de q = 0, temos

T−1
∗ (H1 ∩ H2) =


b1g + a11qx1 + a21qx2 + . . . + an1qxn = 0

(b1a11 − b2a12)x1 + . . . + (b1an1 − b2an2)xn = 0
.

a qual é uma variedade de grau d em Pn−1
1 .

Seguindo o mesmo raciocínio, podemos concluir que fora de q = 0, a interseção de l

hipersuperfícies genéricas de equações g j := b jg + q(
∑n

i=1 ai jxi) = 0, coincide com a interseção

de {g1 = 0} com (n − l + 1)−planos genéricos de equações
∑n

i=1(ai j − ai1) = 0, j = 2, 3, . . . l,

donde concluímos que dn−l = d. �

Os próximos resultados fazem parte de um trabalho em conjunto com Ivan Pan, [31].
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Lema 5.8. Seja T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona de De Jonquières de grau d

do tipo máximo e com centro em p. Então a transformada estrita de uma reta genérica é uma

curva plana de grau d que contém p como ponto de multiplicidade d − 1.

Demonstração. Seja L uma reta genérica em Pn
1. O espaço gerado por L e p é um plano β,

genérico passando por p. Como T é uma transformação de Cremona de De Jonquières, T leva

β em outro plano β′ passando por p e que contém T∗(L). Se H um hiperplano genérico de Pn,

então

T∗(L) = T∗(〈L, p〉) ∩ T∗(H ) = β′ ∩ S ,

onde S é um hipersuperfície de grau d e então T∗(L) é uma curva plana C = β′ ∩ S de grau

d. Como S está contida no sistema linear ΛT de T , pela Proposição 5.4, a multiplicidade de p

em S , mp(S ) = d − 1, e β′ passa por p segue que T∗(L) é singular em p. Verifiquemos que p

tem multiplicidade d − 1. Sabemos que a menos de mudança linear de coordenadas podemos

escrever T como

(g : qt1 : . . . : qtn)

onde deg(ti) = 1. Seja ϕ = T|L : P1
99K C um morfismo birracional, então ϕ leva L ≃ P1 em

uma curva C. Observe que

ϕ = (g|L : (qt0)|L : . . . : (qtn)|L)

e (q = 0) ∩ L, contrai em (1 : 0 : . . . : 0) = p, então ϕ−1(p) = d − 1 = deg(q). Portanto a

multiplicidade de p em T∗(L) é d − 1. �

Lema 5.9. Sejam T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de De Jonquières do tipo ℓ e bicentro

(p1, p2), s um inteiro positivo 1 ≤ s ≤ n− 1 e τ uma transformação de Cremona de Pn−1 tal que

(πp2 ◦ T ) = (τ ◦ πp2), e denote por (e1, . . . , en−2) seu multigrau. Então, a transformada estrita

direta de um s-plano genérico passando por p1 é um cone racional de vértice p2 e grau es−1.

Em particular, ℓ > 1 implica em T ser de todos os tipos 1, 2, . . . , n − 1.

Demonstração. Sejam τ, πp1 e πp2 , como no diagrama

Pn
1

πp1

��✤
✤
✤

T //❴❴❴❴ Pn
2

πp2

��✤
✤
✤

Pn−1
1

τ //❴❴❴ Pn−1
2

e E um s-plano passando por p1, E′ := T∗(E) a transformada estrita de E é um s-plano passando

por p2. Denote por F e F
′

as transformadas estritas de E e E′ por πp1 e πp2 respectivamente.

Facilmente vemos que F é um (s−1)- plano genérico em Pn−1
1 e como o diagrama acima comuta,

temos que

τ∗(F) = τ∗((πp1)∗(E)) = (πp2)∗(T∗(E)) = (πp2)∗(E
′) = F′.
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Uma vez que E é um cone com vértice em p1 e diretriz F, E =< p1, F >, cujas retas consistem

de uma família de retas em E passando por p1, deduzimos que E′ é um cone de vértice p2 e

diretriz F′, E′ =< p2, F′ >. A primeira afirmação segue prontamente.

Por outro lado, se ℓ > 1 e s = ℓ, então τ∗(F) é um espaço linear de dimensão positiva

ℓ − 1 ≥ 1, de onde concluímos que τ é um automorfismo linear. Assim T é do tipo 1, . . . , n −

1. �

Lema 5.10. (Generalização do Lema 5.8) Sejam T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona

de De Jonquières de grau d > 1, tipo n − 1 e bicentro (p1, p2), s um inteiro positivo ≤ n −

1. Então, a transformada estrita de um s-plano passando por p1 é uma variedade racional

irredutível de grau d contida em um (s+ 1)-plano passando por p2, o qual é um ponto singular

com multiplicidade d − 1.

Demonstração. Denote por E um s-plano genérico. Então o espaço gerado por E e p1 é um

(s + 1)-plano H(s+1) passando por p1. Assim

H(s+1) =H1 ∩H2 ∩ . . . ∩H(n−s−1)

com Hi hiperplanos em Pn
1 passando por p1. Como T é uma transformação de Cremona de De

Jonquières, a transformada estrita de H(s+1) é um (s + 1)−plano passando por p2.

Por outro lado, uma vez que T−1 é uma transformação de Cremona de De Jonquières de

grau d, tipo (n− 1) e bicentro (p2, p1), sabemos que a menos de mudança linear de coordenadas

podemos supor

T−1 = (g′ : q′t′1 : . . . : q′tn)

onde deg(t′i ) = 1 para todo i e T−1 contrai q′ sobre o ponto p2 = (1 : 0 : . . . : 0) (veja Proposição

5.4). Além disso, uma combinação linear de g′, q′t′1, . . . , q
′t′n, define uma hipersuperfície de grau

d com um ponto singular em p1 de multiplicidade d − 1. Em outras palavras, a transformada

estrita de um hiperplano genérico sobre T é uma hipersuperfície de grau d com um ponto

singular em p2 de multiplicidade (d − 1). Segue a afirmação para o caso s = n − 1.

Suponha que s < n − 1. Uma vez que E = 〈E, p1〉 ∩H , H um hiperplano genérico de

Pn
1, deduzimos que

T∗(E) = T∗(〈E, p1〉) ∩ T∗(H ) =H
′

(s+1) ∩ T∗(H ) =H
′

(s+1) ∩ V ′

onde V ′ é uma variedade de dimensão s em um (s + 1)-plano e tem multiplicidade d − 1 em p1,

o que completa a prova. �

Teorema 5.11. Sejam T : Pn
1 99K Pn

2 uma transformação de Cremona e d = deg(T ) um inteiro

positivo ≥ 2. Denote por L uma reta genérica e P um plano genérico em Pn
1. Se T∗(L) é

uma curva plana de grau d admitindo um ponto singular de multiplicidade d − 1, e T∗(P) é

uma superfície gerando um espaço linear de dimensão 3, então T é uma transformação de De

Jonquières de grau d e tipo n − 1.
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Demonstração. Primeiramente mostraremos que o ponto singular de T∗(L) não depende da reta

L. Denotamos por ϕ : P = P2
99K S a transformação birracional definida pela restrição de T a

P. Por hipótese, a transformação inversa ϕ−1 : S 99K P2 de ϕ é definida por um sistema linear

de dimensão 2, digamos Λ, de curvas planas de grau d > 1 em S ⊂ P3 = 〈S 〉. Escreveremos

ϕ−1 = ( f0 : f1 : f2) com fi ∈ K[x0, x1, x2, x3] polinômios homogêneos de mesmo grau, para

i = 0, 1, 2 tal que mdc( f0, f1, f2) = 1. Sem perda de generalidade, podemos supor que fi é

um elemento genérico do sistema linear Λ (caso contrário basta compor com um automorfismo

de P2). Portanto existe um aberto não vazio U de S onde o sistema linear Λ coincide com a

restrição a S de um subsistema linearΛ′ = 〈v0, v1, v2〉 de dimensão 2 em |OP3(1)|, tal que fi−vi se

anula em U. E consequentemente, podemos escrever ϕ−1 : U 99K P como ϕ−1 = (v0 : v1 : v2),

Segue que ϕ−1 é uma projeção com centro em um ponto p, isto é, ϕ−1 := πp : S 99K P

Uma vez que πp é birracional e deg(S ) > 1, temos que p ∈ S .

Se L ⊂ P é uma reta genérica, uma vez que πp projeta T∗(L) birracionalmente sobre

uma reta deduzimos que p é o único ponto singular da curva.

Considere uma reta genérica L
′

tal que m
′

p(T∗(L
′

)) = d − 1, já sabemos que mp(T∗(L)) =

d − 1. Existe uma reta L
′′

que se apoia em L e L
′

. Considere os planos P
′

= 〈L
′

, L
′′

〉 e

P
′′

= 〈L, L
′′

〉 que são genéricos, pois são gerados por duas retas genéricas. Pelo que foi feito

anteriormente como L
′′

está contida em P
′

e P
′′

, temos que p
′

= p. Portanto a singularidade

não depende da reta escolhida.

Nosso próximo passo é considerar o levantamento da indeterminação σ : Y −→ Pn
1

obtida como uma sequência de explosões com centros suaves. σ é um morfismo birracional tal

que T̃ = T ◦ σ é um morfismo.

Y
σ

��⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧ T̃

��❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄

Pn
1

T //❴❴❴❴❴❴❴ Pn
2

Denote por R o divisor de ramificação (efetivo) de σ. Sabemos que σ contrai toda componente

de R e induz um isomorfismo Y\|R| −→ Pn
1\σ(R), onde |R| denota o suporte de R.

Seja L ⊂ Pn
1 uma reta genérica e denote por L̃ = σ−1

∗ (L) ⊂ Y . Observe que a restrição

T̃ |L̃ : η : L̃ = P1
99K Pn

2 é uma normalização de sua imagem a qual coincide com T∗(L) = C.

Sabemos que C tem um ponto singular p com multiplicidade d − 1 e C ⊂ S = T∗(P).

Considere a explosão de S com centro em p

C̃ �

� //

��

Blp(S )

T̃
��

C �

� // S

Então T̃ ∗(C) = C̃ + (d − 1)E, onde E é o divisor excepcional. Assim

E.T̃ ∗(C) = E.C̃ + (d − 1)E2.
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Portanto E.C̃ = d − 1 pontos, mas E = T̃−1(p) e η−1(p) = T̃−1(p) ∩ L̃ = d − 1 pontos . Segue

que η−1(p) é um esquema de dimensão 0 e comprimento d − 1.

Seja V uma componente irredutível e reduzida do subesquema T̃−1(p) de Y , a qual tem codi-

mensão ≥ 1. Se σ(V) tem codimensão ≥ 2, então σ(V)∩L = ∅ e segue que V ∩ L̃ = ∅. Uma vez

que L̃∩ T̃−1(p) , ∅, deduzimos que σ(T̃−1(p)) têm codimensão 1 em Pn
1. Denote por V1, . . . ,Vr

as componentes irredutíveis de T̃−1(p) as quais têm codimensão 1 em T̃−1(p) e não se contraem

por σ.

Fazendo uma mudança linear de coordenadas, se necessário, podemos supor que

p = (1 : 0 : . . . : 0).

Em um conjunto aberto afim Ui de Y tal que Ui ∩ Vi , ∅, podemos escrever

T̃ = ( f0 : f1 : . . . : fn)

para funções regulares f0, f1, . . . , fn em Ui.

Escolhendo, se necessário um aberto Ui, podemos assumir que Ui ∩ Vi são definidos por ideais

principais gerados por uma função regular hi em Ui. Assim existe um inteiro positivo maximal

mi tal que f j = hmi
i g j para j = 1, . . . , n, onde g j0 não são todos nulos ao longo de Ui ∩ Vi para

algum j0 > 0, e mi é a multiplicidade geométrica de Vi em T̃−1(p) para i = 1, . . . r.

Se U = ∩r
i=1Ui, então para qualquer j > 1 existem funções regulares µ1, . . . , µn em U, tais que

f j = µ j
∏r

i=1 hmi
i em U. Então Zp =

∑r
i=1 miVi é um divisor efetivo tal que Zp · L̃ = d−1. Portanto

σ∗(Zp) pode ser identificado com um subesquema de Pn
1 definido por um polinômio homogêneo

( não necessariamente reduzido), digamos q ∈ k[x0, . . . , xn] de grau d − 1.

Note que q ◦ σ define o mesmo subesquema que
∏r

i=1 hmi
i no conjunto aberto U acima. Con-

cluímos que T = (g : qt1 : . . . : qtn), para formas lineares t1, . . . , tn adequadas. Uma vez que

g, qt1, . . . , qtn são linearmente independentes sobre k, t1, . . . , tn também são linearmente inde-

pendentes. Daí, se necessário, fazemos outra mudança de coordenadas, podemos assumir ti = xi

para i = 1, . . . , n.

Se π : Pn
i \{p} −→ Pn−1

i , i = 1, 2, é a projeção definida por π = (x1 : . . . : xn) então

π ◦ T = π. Considere M uma hipersuperfície de Pn de equação g + q(a1x1 + . . . + anxn) = 0

com a1, . . . , an elementos genéricos em k, é um elemento genérico do sistema linear definido

por T . Por definição, T induz por restrição uma aplicação birracional de M para um hiperplano

genérico, digamos H, de equação x0 +
∑n

i=1 aixi = 0. Então π|M : M −→ π(M) = Pn−1.

Deduzimos que p é um ponto singular de M com multiplicidade d − 1. Aplicando a Proposição

5.4, concluímos que T é uma transformação de Cremona de De Jonquières do tipo n − 1. Neste

caso com centro em p, o que completa a prova.

�
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6 Transformações de Cremona de P4 que se fatoram através

de projeções

Os resultados deste capítulo são análogos ao do capítulo 4. E é o capítulo principal da

tese, nele classificamos as transformações de Cremona de P4 que se fatoram por projeções de

interseções completas de três hipersuperfícies quádricas de P7. Obtivemos as transformações de

Cremona com os seguintes multigraus (4, 6, 4), (4, 5, 4) e (4, 4, 4) e vale a pena destacar que para

o multigrau (4, 4, 4) temos uma transformação de Cremona De Jonquières e para o multigrau

(4, 6, 4) temos uma transformação de Cremona Determinantal.

Durante todo o capítulo consideraremos k um corpo algebricamente fechado de carac-

terística zero e S = k[x0, . . . , x4] o anel de polinômios.

6.1 As Transformações de Cremona de P4

Sejam Q1,Q2 e Q3 três hipersuperfícies quádricas suaves de P7 contendo dois 2-planos

α1 e α2. Considere X = Q1∩Q2∩Q3 interseção completa dessas três hipersuperfícies quádricas,

suponhamos que X é suave. Uma vez que uma interseção completa de hipersuperfícies em Pn é

uma variedade Fano se, e somente se, a soma dos graus das hipersuperfícies intersectadas é no

máximo n, segue que X é uma variedade Fano, cujo divisor canônico é KX = O(2+2+2−7−1) =

O(−2). Fixe dois 4-planos M1 e M2 de P7, tais que Mi ∩ αi = ∅, i = 1, 2. Defina

παi : X − − − − > Mi

como a projeção de X com centro em αi.

Afirmação 3. πi está bem definida.

Demonstração. Seja αi = α um plano contido em X gerado por 〈q1, q2, q3〉, com q′i s ∈ X, i =

1, 2, 3. Fixemos um 4-plano genérico M ∼ P4 em P7, considere a projeção dada por

π : X − − − > P4

p 7−→ Np ∩ P4

onde Np = 〈q1, q2, q3, p〉 e dim(Np) = 3.

Como P4∩α = ∅, segue que dim (Np∩P4) = dim (< q1, q2, q3, p > ∩P4) = 0 e deg(Np∩P4) = 1,

isso implica que Np ∩ P4 é um ponto e portanto π está bem definida. �

Afirmação 4. πi é uma aplicação birracional.

Demonstração. Fixemos αi = α e o 4-plano Mi = P4.

A projeção πα é racional e seu lugar de base é o plano α ⊂ X, pois dim α + dim P4 = 6 e

α ∩ P4 = ∅ por definição.
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Vamos agora encontrar o lugar onde πα não é injetiva. Sejam p1 e p2 ∈ X \ α. Suponha-

mos que πα(p1) = πα(p2), o que implica que p1 e p2 estão no mesmo 3-plano Np1 = Np2 = N.

Seja l =< p1, p2 > uma reta passando pelos pontos p1 e p2. A reta l não está necessariamente

em X, mas como l, α ⊂ N, segue que l ∩ α , ∅. Assim, chamemos l ∩ α = p3, temos que p1, p2

e p3 ∈ N ∩Qi, i = 1, 2, 3. Como N é uma forma linear e Qi, i = 1, 2, 3 são dadas por formas de

grau 2, pelo Teorema de Bézout #(N ∩ Qi) = 2, i = 1, 2, 3, logo l ⊂ Qi, i = 1, 2, 3 e para todo

p ∈ l \ {p3}, temos que πα(p) = πα(p1) = πα(p2). Concluímos que πα não é injetiva nas retas

l ⊂ X, tais que l ∩ α , ∅.

Precisamos mostrar que π−1 é racional.

Seja y ∈ P4 um ponto genérico. Considere o 3-plano Ny := 〈α, y〉 gerado por α e y.

Como a dim Ny = 3 e dim Qi = 6, i = 1, 2, 3, segue que a dim(Ny ∩ Qi) = 2, i = 1, 2, 3.

E ainda, como deg(Ny) = 1 e deg(Qi) = 2, i = 1, 2, 3, pelo Teorema de Bézout temos que

deg(Ny ∩ Qi) = 2 para i = 1, 2, 3.

Assim, Ny ∩ Qi é a união do plano α com outro plano α′i . Logo,

Ny ∩ Q1 = α ∪ α
′
1 e Ny ∩ Q2 = α ∪ α

′
2 e Ny ∩ Q3 = α ∪ α

′
3.

Uma vez que X é suave, α′1 ∩ α
′
2 ∩ α

′
3 * α e para y genérico, temos que α′1 , α

′
2 , α

′
3, segue

que α′1 ∩ α
′
2 ∩ α

′
3 é um ponto em Ny ∩ (X \ α). Portanto π−1

α é racional.

Portando π−1
α é birracional. �

Teorema 6.1. Sejam Q1,Q2 e Q3 três hipersuperf ícies quádricas suaves de P7 contendo dois

2-planos α1 e α2, considere X = Q1 ∩ Q2 ∩ Q3 variedade suave de dimensão 4 e grau 8. Fixe

dois 4-planos P4
1 e P4

2 de P7, tais que P4
i ∩ αi = ∅, i = 1, 2. Como antes, seja

παi : X − − − − > P4
i

projeção de X com centro em αi. Afirmamos que

T := πα2 ◦ π
−1
α1

: P4
1 99K P4

2

é uma transformação de Cremona de grau 4 e sua inversa também tem grau 4.

Temos o seguinte diagrama de projeções:

X
πα2

��❄
❄

❄
❄

πα1

���
�
�
�

P4
1

T //❴❴❴❴❴❴❴ P4
2

Demonstração. Começaremos verificando o grau de T . Seja H um hiperplano genérico de P4
2,

calculemos a transformada estrita (inversa) de H. Sabemos que H corresponde via π−1
α2

a um

hiperplano Hα2 de P7 contendo α2 que é genérico em relação a α1, isto é, Hα2 ∩ α1 = L.
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Fazendo X ∩Hα2 = V vemos que V é uma interseção completa de 3 hipersuperfícies quádricas

em P6, cujo grau é 8 e dimensão é 3 e pela Proposição 2.17 da página 23, V não é suave. Vamos

escrever V3 para V indicando sua dimensão no índice.

Assumimos que α1 e α2 são tais que se Hαi , i = 1, 2 é um hiperplano de P7 genérico contendo

αi, então sing(Hαi ∩X)∩α j = ∅ para i , j, ou seja, α j não contêm as singularidades de Hαi ∩X

Assim L não tem singularidades de V3.

Considere a projeção πL : V3−−− > V ′3 ⊂ P4
1 e tome uma reta genérica em P4

1 dada pela

interseção de 3 hiperplanos H1,H2 e H3.

Observe que cada Hi corresponde via π−1
L a um hiperplano Hi em V3 contendo a reta L,

sabemos que V3∩H1∩H2∩H3 = 8 pontos. Precisamos verificar o excesso da interseção com

a reta L em V3, pela Proposição 2.15 da página 21 , o excesso de interseção procurado pode ser

calculado usando a seguinte fórmula

(H1 ·H2 ·H3)L
=

∑
Hi · s(L,V3),

onde s(L,V3) é a classe total de Segre de L em V3. Pela Observação 2 e Lema 2.14, temos

s(L,V3) = L − c1(NLV3).L,

onde c1(NLV3) é a classe de Chern do fibrado normal de L em V3. Como o gênero de L é 0,

segue que c1(NLV3).L = −KV3 .L − 2p, mas KV3 = OV3(−1), então c1(NLV3).L = −p e portanto

s(L,V3) = L + p. Logo

(H1 ·H2 ·H3)L =H1 · L +H2 · L +H3 · L + 1p = 4p.

Portanto a multiplicidade de L em V3 é 4. Logo πL projeta V3 em uma hipersuperfície de grau

4, ou seja, T tem grau 4.

Calculemos o grau de T−1, o qual é obtido calculando a transformada estrita inversa de

uma reta genérica de P4
2. Seja R tal reta genérica de P4

2 dado pela interseção de três hiperplanos

genéricos H1,H2 e H3, esses hiperplanos correspondem via π−1
α2

a hiperplanos Hi ⊂ P7, i =

1, 2, 3, contendo o plano α2.

Fazendo a interseção de X com H1, H2, H3, temos

X ∩H1 ∩H2 ∩H3 = α2 ∪ γ,

onde γ é uma curva irredutível birracionalmente equivalente a R, tal que πα1(γ\α2) é igual a

transformada estrita de R sobre T .

Se H ⊂ P7 é um hiperplano genérico, então

X ∩H1 ∩H2 ∩H3 ∩H = (α2 ∪ γ) ∩H = L ∪ {p1, ..., pd},

onde L é uma reta genérica em α2 e d = deg(γ).



Capítulo 6. Transformações de Cremona de P4 que se fatoram através de projeções 61

Para calcular d, denotamos por Xi os divisores Hi ∩ X para i = 1, 2, 3, e X0 =H ∩ X ,

calculemos o excesso de interseção de L na interseção (X1 · X2 · X3 · X0)L. Para isso utilizamos

novamente a Proposição 2.15, página 21. Pelo Lema 2.14, segue que a classe de Segre de L em

X é dada por

s(L, X) = L − c1(NLX) · L,

onde c1(NLX) é a classe de Chern do fibrado normal de L em X.

Como c1(NLX) ·L = −KX ·L−2p, onde p ∈ X e KX = O(−2), segue que c1(NLX) ·L = 0

o que implica s(L, X) = L. Assim

(X1 · X2 · X3 · X0)L =

3∑

i=0

Xi.L = 4p.

Portanto d = 4 e γ é projetada birracionalmente em uma curva de grau 4. Segue que o grau de

T−1 é 4.

�

Proposição 6.2. Sejam X e παi : X 99K P4
i como no Teorema 6.1, o lugar de base de π−1

αi
:

P4
i 99K X é dado por uma superfície de grau 9 e tem gênero 9.

Demonstração. Sejam H1 e H2, dois hiperplanos genéricos de P7, X ∩H1 e X ∩H2 são duas

seções hiperplanas genéricas de X que correspondem via (π−1
αi

)−1 = παi a duas variedades de

dimensão 3 em P4
i , digamos V1

3 e V2
3 .

Sabemos que X tem grau 8 e dimensão 4, o que implica que S = X ∩H1 ∩H2 tem dimensão

2 e grau 8. O centro de projeção αi está contido em X, αi ∩H1 ∩H2 = pi (um ponto) é o novo

centro de projeção e está em X.

Assim πpi(S ) = πpi(X ∩H1) ∩ πpi(X ∩H2) = V1
3 ∩ V2

3 = B∪ V tem grau 16, onde B é o

lugar de base da π−1
αi

e como X é suave e pi ∈ X, segue que πpi(X) = V tem grau 7 e portanto o

grau de B é 9.

Observe que S ⊂ P5 e p ∈ S , então podemos considerar a seguinte projeção

πp : P5\{p} → P4
i , i = 1, 2.

Seja H um hiperplano de P4
i , i = 1, 2 e olhemos para

V1
3 ∩ V2

3 ∩ H = (B ∪ V) ∩ H = (B ∩ H) ∪ (V ∩ H) = b ∪ c′,

onde b é um seção hiperplana de B e c′ uma seção hiperplana de V . Sabemos que H corresponde

via π−1
p a um hiperplano genérico H de P5 e fazendo S ∩H = c, vemos que πp(c) = c′. O

gênero de c é o mesmo de c′. Como c ⊂ P4 é a interseção completa de três hipersuperfícies

quádricas de P4, o divisor canônico de c é dado por Kc = O(6 − 5) = O(1) então o gênero de
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c é dado por h0(O(1)) que é 5, Portanto o gênero de c′ também é 5. Por ( [9], Proposição 3.1)

temos a seguinte fórmula para o gênero de b

g(b) − g(c′) =

(
f + g)

2
− 2

)
(deg(b) − deg(c′)),

onde g(b) e g(c′) indica o gênero de b e c′ respectivamente e f = deg(V1
3 ∩H ) e g = deg(V2

3 ∩

H ). Assim g(b) = 9 e portanto o gênero de b é 9, e isso implica que o gênero geométrico de B

é 9. �

Nas próximas seções, classificaremos as transformações de Cremona considerando a

posição relativas dos planos. No caso em que α1 ∩ α2 = ∅, Avritzer, D. e Peskine, C. mostram

em [32] que o lugar de base é suave.

6.2 A interseção dos planos α1 e α2 é vazia

Seja X ⊂ P7 como antes, a intersecção de três hipersuperfícies quádricas suaves. Con-

sidere a projeção πx : X 99K X
′

, de X com centro em x ∈ P7 para uma variedade X
′

.

Afirmação 5. X é não degenerada se, e somente se, X
′

é não degenerada.

Demonstração. (⇒) Suponha que X
′

seja degenerada, então X
′

⊂ P5, isto implica que X esta

contido no espaço gerado por P5 e x, mas isso é um absurdo, umas vez que 〈P5, x〉 = P6 e P7 é

o menor espaço que contém X.

(⇐) Suponha que X seja degenerada, então X ⊂ P6, o que implica que πx(X) = X
′

⊂ P5,

contradição pois P6 é o menor espaço que contém X
′

. �

Afirmação 6. Sejam X e πα2 : X 99K P4
2 a projeção com centro em α2 como no Teorema 6.1.

Se R ⊂ P4
2 uma reta genérica, então π−1

α2
(R) = α2 ∪ γ é não degenerada.

Demonstração. Pelo Teorema 6.1 sabemos que, π−1
α2

(R) = α2 ∪ γ ⊂ P4 e deg(γ) = 4. Suponha

que α2 ∪ γ ⊆ P3, como πα2(P
3) =< α2,P3 > ∩P4 = q, (q um ponto), segue que πα2(γ) = q, pois

γ ⊂ P3, mas isso contradiz o fato de que γ = (π−1
α2

)∗(R). Portanto α2 ∪ γ é não degenerada. �

Afirmação 7. Sejam X e πα2 : X 99K P4
2 a projeção com centro em α2 como no Teorema 6.1.

A transformada estrita de uma reta genérica R de P4
2 por πα2 , (πα2)

−1
∗ (R) = γ é não degenerada.

Demonstração. Pelo Teorema 6.1, γ ⊂ H1 ∩ H2 ∩H3 = P4. Se γ ⊂ P3, então existe um

hiperplano H de P7, tal que

γ ⊂H1 ∩H2 ∩H3 ∩H ,

onde Hi, i = 1, 2, 3 são hiperplanos genéricos de P7 contendo α2 que estão em correspondência

com Hi, i = 1, 2, 3 via πα2 .
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Assim πα2(H ) contém R, e πα2(H ) não pode ser um hiperplano, pois se fosse α2 ⊂H e α2∪γ

seria degenerada. Logo πα2(H ) = P4 e H ∩ α2 é uma reta, digamos L. Concluímos que existe

um P3 =H1 ∩H2 ∩H3 ∩H , tal que

X ∩ P3 = L ∪ γ,

onde γ é uma curva irredutível de grau 4, mas isso é impossível pois X é a interseção de três

hipersuperfíces quádricas. Portanto γ é não degenerada. �

Proposição 6.3. Sejam X e T : P4
1 99K P4

2 como no Teorema 6.1. Se α1 ∩ α2 = ∅, então a

transformada estrita inversa de uma reta genérica R por T é não degenerada e está contida em

um P4, ou seja, é uma curva quártica racional normal.

Demonstração. Temos que P4
2 intersecção com α2 é vazia, assim dado uma reta genérica R em

P4
2 como acima, o espaço gerado por R e α2 é um 4-plano, digamos V4. Observe que α1∩α2 = ∅,

implica que o espaço gerado por V4 e α1 é 7-plano, digamos V7, assim a interseção de V7 com

P4
1 é um 4-plano P4.

Uma vez que πα1 projeta isomorficamente fora do lugar de projeção, segue que T−1
∗ (R) =

πα1(γ) = T−1
∗ (R) é não degenerada e está contida em P4. �

Proposição 6.4. Sejam X e T : P4
1 99K P4

2 como no Teorema 6.1 e β um plano genérico em P4
2.

Se α1 ∩ α2 = ∅, então a transformada estrita inversa de β por T é uma superfície de grau 6.

Demonstração. Seja β um plano genérico de P4
2. Suponhamos que β é dado pela interseção de

dois hiperplanos genéricos H1 e H2 de P4
2 e que eles correspondam via π−1

2 a dois hiperplanos

genéricos H1 e H2 de P7 contendo α2, assim X ∩H1 ∩H2 = α2 ∪ V , onde V é a transformada

estrita inversa de β por πα2 e portanto uma superfície irredutível de grau 7. Sabemos que como

H1 e H2 são genéricos em relação a α1, isso implica que H1∩H2∩α1 = p (centro de projeção).

Uma vez que α1 ∩ α2 = ∅, segue que p ∈ V é um ponto suave. Fazendo a projeção de V com

centro no ponto p, o grau de πp(V) = V ′ é 6. V ′ é a transformada estrita inversa de β por T ,

portanto irredutível. Como P4
2 ∩ α2 = ∅, o espaço gerado por β e α2 é um 5-plano, digamos V5.

E πα1(V5) = 〈α1,V5〉 ∩ P4
1 = P4, isto é, T−1

∗ (β) = V ′ é uma superfície séxtica contida em P4
1. �

Pelo Teorema 6.1 e a Proposição 6.4, podemos concluir que o multigrau da transforma-

ção de Cremona obtida como no Teorema 6.1 quando α1 ∩ α2 = ∅ é dado por (4, 6, 4). Pelo

Teorema 5.3, isso nos leva a crer que essa transformação de Cremona é determinantal, pois o

multigrau coincide. Os próximo resultados são para mostrar esse fato.

Lema 6.5. Seja P2 ⊂ P4
2 um plano genérico. Se α1 ∩ α2 = ∅, então a transformada estrita

inversa de P2 por π−1
α2

, (π−1
α2

)∗(P2) = V tem singularidades isoladas.
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Demonstração. Sejam P2 = H1 ∩ H2, com H1 e H2 hiperplanos genéricos de P4
2, eles corres-

pondem via π−1
α2

a hiperplanos genéricos contendo α2 em P7, que denotaremos por H1 e H2.

Assim

H1 ∩H2 ∩ X = α2 ∪ V,

onde V é uma séptica em H1 ∩H2 = P5, aqui V é a transformada estrita de P2 por π−1
α2

. Uma

vez que α2 é ACM, deduzimos que V é ACM, por Liaison ( [9], Proposição 1.2).

Além disso, se H é um hiperplano genérico em P7, então

H ∩H1 ∩H2 ∩ X =H ∩ (α2 ∪ V) = L ∪ γ

é a união de uma curva séptica γ (seção hiperplana genérica de V) e uma reta L, ambas ACM

contidas em um P4.

Por outro lado, o esquema base de π−1
α2

é uma superfície suave de grau 9, que denotamos por B2.

Considere a explosão BlB2(P
4
2) de P4

2 ao longo de B2

BlB2(P
4
2)

σ

{{①①
①①
①①
①①
① π̃−1

α2

%%❏❏
❏❏

❏❏
❏❏

❏

P4
2

π−1
α2 //❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ X ⊂ P7

onde π−1
α2
= ( f0 : . . . : f7) com deg( fi) = 4 para i = 1, . . .7. Denote por E = σ−1

∗ (B2) o divisor

excepcional.

Seja Y = σ−1
∗ (P2) a transformada estrita do plano genérico P2 por σ−1, como B2 é suave,

B2 ∩ P2 = 9 pontos. Assim podemos considerar a explosão de P2 ao longo dos 9 pontos

Bl9(P2)
σ|Y

{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇ π̃−1

α2
|Y

%%❑❑
❑❑

❑❑
❑❑

❑

P2
π−1
α2
|
P2

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴ X ⊂ P7

Além disso, como π−1
α2

está definido por polinômios homogêneos de grau 4, e π−1
α2
|P2 = ( f0|P2 :

. . . : f7|P2) também está definido por polinômios homogêneos de grau 4. E assim π−1
α2
|P2 está

definido por um sistema linear de quárticas suaves, genericamente.

Sabemos que fora do lugar de base σ|Y é um isomorfismo e o diagrama acima comuta,

segue que π−1
α2
|P2(σ(Y)) = π̃−1

α2
|Y(Y) = V e por construção (π̃−1

α2
|Y)−1
∗ (H ) = (π̃−1

α2
|Y )−1
∗ (γ), onde

H =
∑

ai fi|P2, isso implica que γ é a imagem de uma curva quártica suave plana passando pelo

9 pontos do lugar de base. Portanto o gênero seccional de V é 3.

Por outro lado, como γ esta ligada a uma reta pela interseção completa de três hipersu-

perfícies quádricas de P4

X′ = Q′1 ∩ Q′2 ∩ Q′3 = L ∪ γ,

então podemos encontrar a resolução livre de γ utilizando Liaison e calcular o gênero aritmético

através do polinômio de Hilbert .
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Uma reta L em P4 é dada pela interseção completa de 3 hiperplanos genéricos de P4, i.é, L =

H′1 ∩ H′2 ∩ H′3, utilizando o complexo de Koszul, temos a resolução livre de C(L), dada por

0 −→ S (−3) −→ S 3(−2) −→ S 3(−1) −→ S −→ C(L) −→ 0

e também obtemos a resolução livre minimal de C(X′)

0 −→ S (−6) −→ S 3(−4) −→ S 3(−2) −→ S −→ C(X′) −→ o

A inclusão de L em X′ induz o morfismo α : C(X′) −→ C(L). E então pelo Teorema 2.3 da

página 11, temos o seguinte diagrama de resoluções livres minimal

0 // S (−3) // S 3(−2) // S 3(−1) // S // C(L) // 0

0 // S (−6)

OO

// S 3(−4)

OO

// S 3(−2)

OO

// S //

OO

C(X′) //

OO

0

Aplicando o funtor Hom( , S ) e tensorizando por S (−6), temos

0 // M

��

// S (−6)

��

// S 3(−5)

��

// S 3(−4)

��

// S (−3)

��

// 0

0 // N // S (−6) // S 3(−4) // S 3(−2) // S

onde M = Hom(C(L), S ) ⊗ S (−6), N = Hom(C(X′), S ) ⊗ S (−6).

A aplicação cone nos fornece a seguinte sequência exata,

0 −→ M −→ S (−6) ⊕ N −→ S 3(−5) ⊕ S (−6) −→ S 6(−4) −→ S (−3) ⊕ S 3(−2) −→ S

Pela Proposição 2.5 da página 12, temos a seguinte resolução livre de C(γ)

0 −→ S 3(−5) −→ S 6(−4) −→ S (−3) ⊕ S 3(−2) −→ S −→ C(γ) −→ 0.

Com essa resolução livre de γ encontramos o polinômio de Hilbert, dado por

Hγ(d) =

(
d + 4

4

)
− 3

(
d + 2

4

)
−

(
d + 1

4

)
+ 6

(
d
4

)
− 3

(
d − 1

4

)
= 7d − 2.

Então o gênero aritmético é pa(γ) = (−1)1(pγ(0) − 1) = 3. Concluímos que o gênero aritmético

e o gênero geométrico de uma seção genérica de V são iguais. Portanto uma seção genérica de

V é suave. Segue que V tem singularidades isoladas. �

Lema 6.6. Seja T : P4
1 99K P4

2 como no Teorema 6.1. Se α1 ∩ α2 = ∅, então a transformada es-

trita(inversa) de um plano genérico de P4
2 por T é uma superfície séxtica V ′ com singularidades

isoladas.
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Demonstração. Pela Proposição 6.4, V ′ é uma superfície séxtica, resta mostrar que V ′ tem

singularidades isoladas. Como o gênero geométrico é um invariante birracional, segue que o

gênero seccional de V ′ é 3.

Seja H um hiperplano genérico de P4
1, uma seção genérica γ′ de V ′ é dada pela interse-

ção de H ∩ V ′, observe que o gênero geométrico de γ′ é 3 e deg(γ) = 6.

Afirmamos que γ′ é suave.

Suponhamos que γ′ seja singular e consideremos p′ ∈ γ′ um ponto singular. Projetando γ′ a

partir de p′ obtemos uma curva plana γ′′ de grau 6 − m e gênero (geométrico) 3, onde m é a

multiplicidade de γ′ em p′. Observe que, m > 2 implica que, o grau de γ′′ é menor ou igual

a 3. Como γ′ ⊂ P3, segue que γ′′ ⊂ P2, mas as curvas planas de grau menor ou igual a 3 em

P2 tem gênero geométrico 0 ou 1. Logo m = 2 e deg(γ′′) = 4. Além disso γ′′ é suave, pois

caso contrário γ′′ teria um ponto de multiplicidade pelo menos 2 e o gênero geométrico de γ′′

seria 2. Assim γ′ tem um único ponto singular de multiplicidade 2. Pelo teorema de Bertini

( [33], Teorema 8.18) este ponto é um ponto singular de V ′. E mais, V ′ contém uma curva C de

singularidade, pois se não tivesse não encontraríamos o ponto singular da seção hiperplana.

Suponhamos que deg(C) = d. As singularidades de V ′∩H contém as singularidades de C∩H =

d pontos, mas γ′ tem apenas um ponto singular, segue que d = 1 e portanto o conjunto dos

pontos singulares de V ′ contém uma reta L′, cujo ponto genérico é duplo em V ′.

Sabemos que V ′ = πp(V) e para y ∈ L′ genérico a multiplicidade de y em V ′, my(V ′) é 2, assim

a interseção da reta < p, y > com V não pode ter mais de 3 pontos, pois se tivesse my(V ′) > 2.

Logo temos dois casos a considerar:

i) Se existem v1, v2 ∈ V tais que πp(v1) = πp(v2) = y, então v1, v2 estão contidos na reta

< p, y > e < p, y > ∩V = {p, v1, v2} ⊂ X = Q1 ∩ Q2 ∩ Q3. Assim < p, y > ∩Qi =

{p, v1, v3}, i = 1, 2, 3, mas deg(Qi) = 2 pelo teorema de Bézout a interseção de uma

quádrica com uma reta deveria conter apenas dois pontos. Logo < p, y >⊂ Qi, i = 1, 2, 3,

ou seja, < p, y >⊂ X.

ii) Presumamos que < p, y > ∩V = {p, z}, então z ∈< p, y >, como my(V ′) = 2 e πp(z) = y,

segue que mz(V) = 2 e < p, y >⊂ TzV ⊂ TzX. Logo < p, y >⊂ TzQi, i = 1, 2, 3 e mz(Qi) =

2, i = 1, 2, 3. Assim < p, y > ∩Qi = {p, z, z}, i = 1, 2, 3, e < p, y >⊂ Qi, i = 1, 2, 3, ou

seja, < p, y >⊂ X.

Observe que i) e ii) implica que < α, L′ >⊂ X, mas < α, L′ > é um espaço linear de dimensão 4

e isso contradiz a suavidade de X. Portanto γ′ é suave.

�

Lema 6.7. γ′ é suave implica em γ′ é aritmeticamente Cohen Macaulay.
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Demonstração. Seja I(γ) o ideal que define γ e denote por q1, q2, q3 ∈ H0(P4, I(γ)(2)) as formas

quadráticas cujo conjunto de zeros define γ ∪ L =H ∩H1 ∩H3 ∩ X.

Considere a seguinte sequência exata

0 −→ I(γ) −→ OP4 −→
OP4

I(γ)
= Oγ −→ 0

tensorizando por O(2) temos

0 −→ I(γ)(2) −→ OP4(2) −→ Oγ(2) −→ 0

aplicando a sequência de cohomologia temos

0 −→ H0(P4, I(γ)(2)) −→ H0(P4,OP4(2)) −→ H0(P4,Oγ(2)) −→

H1(P4, I(γ)(2)) −→ H1(P4,OP4(2)) −→ H1(P4,Oγ(2)) −→ . . .

Como γ é ACM, pelo Lema 2.9 da página 18, segue que H1(P4, I(γ)(2)) = 0. Assim

h0(P4, I(γ)(2)) = h0(P4,OP4(2)) − h0(P4,Oγ(2)).

Uma vez que deg(Oγ(2)) > 2g − 2, segue que h1(P4,Oγ(2)) = 0. Pelo Teorema de Riemann-

Roch h0(P4,Oγ(2)) = 12, como h0(P4,OP4(2)) = 15, segue que h0(P4, I(γ)(2)) = 3

e H0(P4, I(γ)(2)) = {q1, q2, q3}.

Seja q ∈ H0(P3, I(γ′)(2)) uma forma quadrática dada por q = q(x1, x2, x3, x4). Observe que

q define em P4 um cone consistindo na união das retas pp1, onde q(p1) = 0. Note que q não

possui a variável x0. Como cada ponto de γ está em pelo menos uma dessas retas, então o cone

contém γ, ou seja, q ∈ H0(P4, I(γ)(2)).

Agora se h0(P3, I(γ′)(2)) ≥ 1, então pelo menos umas das q′i s ∈ H0(P4,Iγ(2)) define um cone

com vértice em p. Como p ∈ γ \ L existe uma vizinhança aberta afim U ⊂ P4 de p, tal que

γ ∩ U = V(q1, q2, q3) ∩ U, mas então V(q1, q2, q3) ∩ U é singular o que implica em γ singular,

mas isso contradiz nossa hipótese. Portanto H0(P3, I(γ′)(2)) = 0.

Portanto pela Proposição 2.8, da página 17, temos que γ′ é ACM.

�

Lema 6.8. A superfície séxtica V ′ é aritmeticamente Cohen-Macaulay de codimensão 2. Mais

precisamente, S/I(V ′) admite a seguinte resolução minimal

0 −→ S 3(−4) −→ S 4(−3) −→ S −→ S/I(V ′) −→ 0

Demonstração. Pela Proposição 2.10, da página 18, é suficiente mostrar que uma seção hiper-

plana de V ′ é aritmeticamente Cohen-Macaulay. Seja H = {x4 = 0} um hiperplano genérico de

P4, então γ
′

= V
′

∩ H é uma seção hiperplana genérica de V ′, segue que γ′ é suave e pelo lema

6.7, γ′ é ACM .
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Como γ′ ⊂ H ≃ P3 é uma seção hiperplana suave de grau 6 e gênero 3 ACM, pela

Proposição 2.8, da página 17, o ideal I(γ′) tem resolução livre minimal do tipo:

0 −→ S ′3(−4)
ϕ′

−→ S ′4(−3)
T ′

−→ S ′ −→ S ′/I(γ′) −→ 0

onde S ′ = k[x0, x1, x2, x3] e ϕ′ =



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a41 a42 a43


é uma matriz linear e T ′ = (g1, g2, g3, g4),

com gi ∈ S ′ polinômios homogêneos de grau 3.

Temos a resolução de γ′ em P3 e queremos encontrar uma resolução de γ
′

em P4, mas

em P4, γ
′

é gerado pelos mesmo 4 polinômios homogêneos de grau 3, g1, g2, g3, g4, e a forma

linear h := {x4 = 0}, assim temos o primeiro passo da nossa resolução

ϕ
−→ S 4(−3) ⊕ S (−1)

T
−→ S

onde T = (g1, g2, g3, g4, h).

Segundo passo. Precisamos encontrar os geradores para o núcleo de T . Seja bi, i =

1, 2, 3, 4 e β tais que

b1g1 + b2g2 + b3g3 + b4g4 + βh = 0

Observe que,

(b1g1 + b2g2 + b3g3 + b4g4 + βh)|H = 0,

donde
∑4

j=1(big j)|H = 0. Como g j|H = g j, deduzimos que (b1|H, . . . , b4|H) ∈ kerT ′, isto é,

b j = ai jc j1 + hb j1 para i = 1, 2, 3 e j = 1, 2, 3, 4, com b j1, c j1 ∈ S .

Logo
∑4

j=1(ai jc j1 + hb j1)g j + βh = 0 e β = −
∑4

j=1 b j1g j. Obtemos então os seguintes geradores

ai1c11 + hb11, ai2c21 + hb21, ai3c31 + hb31, ai4c41 + hb41, −

4∑

j=1

b j1g j

 . (∗)

E portanto a matriz ϕ será da forma:

ϕ =



a11 a12 a13 h 0 0 0

a21 a22 a23 0 h 0 0

a31 a32 a33 0 0 h 0

a41 a42 a43 0 0 0 h

0 0 0 −g1 −g2 −g3 −g4



Observe que qualquer elemento de (∗) se escreve como combinação linear das linhas da matriz

ϕ. Assim, ϕ aplica S 7(−4) no núcleo de T e conseguimos mais uma parte da resolução

ψ
−→ S 7(−4)

ϕ
−→ S 4(−3) ⊕ S (−1)

T
−→ S
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Terceiro passo. Precisamos agora encontrar geradores para o núcleo da aplicação ϕ. Sejam

A1, ..., A7 tais que
a11A1 + a12A2 + a13A3 + hA4 = 0

a21A1 + a22A2 + a23A3 + hA5 = 0

a31A1 + a32A2 + a33A3 + hA6 = 0

a41A1 + a42A2 + a43A3 + hA7 = 0

−A4g1 − A5g2 − A6g3 − A7g4 = 0

Observe que (
∑3

i=1 a1iAi +A4h)|H = 0 implica que
∑

ai jAi|H = 0, como ai j|H = ai j e ϕ′ é injetiva,

segue que Ai = cih com ci ∈ S . Assim (
∑3

i=1 a1icih + A4h) = 0 e A4 = −
∑3

i=1 a1ici. Além disso,

se repetirmos o processo nas linhas 2,3 e 4 veremos que os c′i s são os mesmos, então

A5 = −

3∑

i=1

a2ici, A6 = −

3∑

i=1

a3ici e A7 = −

3∑

i=1

a4ici.

Portanto encontramos os seguintes geradores

(c1h, c2h, c3h,−
3∑

i=1

a1ici, −

3∑

i=1

a2ici, −

3∑

i=1

a3ici,−

3∑

i=1

a4ici) (∗∗)

Com isso temos que ψ será do tipo

ψ =



h 0 0

0 h 0

0 0 h

−a11 −a12 −a13

−a21 −a22 −a23

−a31 −a32 −a33

−a41 −a42 −a43



=


hI3

−ϕ′



Observe que qualquer elemento de (∗∗) se escreve como combinação linear das linhas

da matriz ψ. Como ψ é uma matriz de formas lineares injetiva concluímos que S/(I(V ′)∩H) =

C(γ′) admite resolução livre da forma

0 −→ S 3(−5)
ψ
−→ S 7(−4)

ϕ
−→ S 4(−3) ⊕ S (−1)

T
−→ S −→ C(γ′) −→ 0.

Por outro lado, como V ′ ACM de codimensão 2, C(V ′) admite uma resolução livre minimal do

tipo

0 −→
m−1⊕

j=1

S (−n j)
ǫ
−→

m⊕

i=1

S (−di)
τ
−→ S −→ C(V ′) −→ 0.

Do lema 2.4 e da unicidade dos números de Betti e shifts, concluímos que n j = 4, di = 3

e m = 4, o que completa a prova.

�



Capítulo 6. Transformações de Cremona de P4 que se fatoram através de projeções 70

Lema 6.9. Sejam Y uma hipersurperfície quártica normal em P4 e V ′ ⊂ Y uma superfície

séxtica de gênero seccional 3 com a resolução livre minimal de C(V ′) dada por

0 −→ S 3(−4) −→ S 4(−3) −→ S −→ C(V ′) −→ 0.

Considere g1, g2, g3, g4 polinômios homogêneos de grau 3 tal que IV ′ = (g1, g2, g3, g4). Observe

que para a = (a1, a2, a3, a4) ∈ k4, implica que Ga é a hipersuperfície definida por

ga := a1g1 + a2g2 + a3g3 + a4g4.

Se a é genérico, então a interseção completa Y∩Ga liga V ′ a superfície séxtica Va tal que C(Va)

admite uma resolução livre minimal do mesmo tipo de C(V ′). Além disso, se g é um polinômio

homogêneo de grau 3 tal que g|V ′∪Va
= 0, então g = cga, c ∈ k.

Demonstração. De fato, pelo complexo de Koszul temos a resolução livre minimal da interse-

ção completa Y ∩Ga

0 −→ S (−7) −→ S (−4) ⊕ S (−3) −→ S −→ C(Y ∩Ga) −→ 0.

Sabemos que a resolução livre minimal de V ′ é dada por

0 −→ S 3(−4) −→ S 4(−3) −→ S −→ C(V ′) −→ 0

A inclusão V ′ em Y ∩Ga induz o morfismo α : C(Y ∩ Ga) −→ C(V ′), pelo Teorema 2.3 temos

o seguinte diagrama de resoluções livres

0 // S 3(−4) // S 4(−3) // S // C(V
′

) // 0

0 // S (−7)

OO

// S (−4) ⊕ S (−3)

OO

// S //

OO

C(Y ∩Ga) //

OO

0

Aplicando o funtor Hom( , S ) e tensorizando por S (−7),temos

0 // M

��

// S (−7)

��

// S 4(−4)

��

// S 3(−3)

��

// 0

0 // N // S (−7) // S (−3) ⊕ S (−4) // S

onde M = Hom(C(V ′), S ) ⊗ S (−7), N = Hom(C(Y ∩Ga), S ) ⊗ S (−7).

A aplicação cone nos fornece a seguinte resolução livre

0 −→ M −→ S (−7) ⊕ N −→ S 4(−4) ⊕ S (−7) −→ S 4(−3) ⊕ S (−4) −→ S

Por( [9], Proposição 2.5) temos a resolução livre de Va

0 −→ S 4(−4) −→ S 4(−3) ⊕ S (−4) −→ S −→ C(Va) −→ 0
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minimalizando

0 −→ S 3(−4) −→ S 4(−3) −→ S −→ C(Va) −→ 0

Agora considere a função racional em Y definida como a restrição a Y

f =
g

ga

Para p ∈ V∪Va genérico, p ∈ Y é suave, como Y é normal existe uma vizinhança aberta afim de

p, Up em Y com Up∩(V ′∪Va) , ∅ tal que Y ′ = Up∩(V ′∪Va) é principal em k[U]. Suponhamos

que Y ′ = (µ), assim podemos escrever g|Up
= bµk1 e ga|Up = b′µk2 , com b, b′ invertíveis, como

g e ga são lisas, segue que k1 = k2 = 1. O que implica div( f ) ≥ 0 e f ∈ A(V) = k, ou seja, f é

constante f = c. Então

g − cga ∈ (Y)

isto é, g − cga = bY, mas Y tem grau 4, enquanto que o lado esquerdo da equação tem grau 3,

segue que b = 0 e então g = cga. �

Observação 5. Se C(V ′) tem resolução livre minimal

0 −→ S 3(−4)
ǫ
−→ S 4(−3)

τ
−→ S −→ C(V ′) −→ 0,

então o polinômio de Hilbert de W é dado por

pV ′ = HV ′(d) =
2∑

i=0

(−1)i
∑

j

(
4 + d − ai j

4

)
= 3d2

+ d + 1.

Escreva T = ( f0 : . . . : f4) com deg(T ) = deg( fi), i = 0, . . . 4. Os f ′i s geram um feixe de

ideais denote por IT , denote por IT o ideal homogêneo gerado por H0(IT (4)), cuja saturação é

⊕r=0H0(IT (r)).

Tome f , g ∈ H0(IT (4)) elementos geradores tais que V
′

está contido na interseção

completa definida por f , g, isto é, tal que I(V ′) ⊃ ( f , g), e colocamos J := ( f , g) : I(V ′).

Lema 6.10. Temos J = I(T )

Demonstração. Primeiramente notemos que J é gerado por 5 polinômios homogêneos de grau

4. De fato, como J := ( f , g) : I(V ′), utilizaremos Liaison para encontrar a resolução livre

minimal de J. Utilizando o complexo de Koszul encontramos a resolução livre minimal de

C( f ∩ g), dada por

0 −→ S (−8) −→ S 2(−4) −→ S −→ C( f ∩ g) −→ 0.

Da inclusão V ′ na interseção completa definida por f , g temos o morfismo

α : C(( f ∩ g)) −→ C(V ′),
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e assim podemos considerar seguinte diagrama comutativo de resoluções livres pelo Teorema

2.3, página 11:

0 // S 3(−4) // S 4(−3) // S // C(V ′) // 0

0 // S (−8)

OO

// S 2(−4)

OO

// S //

OO

C( f ∩ g) //

OO

0

Aplicando o funtor Hom( , S ) e tensorizando por S (−8) temos

0 // M

��

// S (−8)

��

// S 4(−5)

��

// S 3(−4)

��

// 0

0 // N // S (−8) // S 2(−4) // S

onde, M = Hom(C(V ′), S ) ⊗ S (−8), N = Hom(C( f ∩ g), S ) ⊗ S (−8).

A aplicação cone nos fornece a seguinte resolução livre

0 −→ M −→ S (−8) ⊕ N −→ S 4(−5) ⊕ S (−8) −→ S 5(−4) −→ S ,

pela proposição 2.5 da página 12, temos

0 −→ S 4(−5) −→ S 5(−4) −→ S −→ S/J −→ 0,

que claramente é minimal. Portanto J é gerado por 5 polinômios homogêneos de grau 4.

Por outro lado, podemos assumir que I(T ) = ( f , g, f1, f2, f3), para polinômios homogê-

neos f1, f2, f3 de grau 4, e I(V ′) = (g1, g2, g3, g4) para polinômios homogêneos g1, g2, g3, g4 de

grau 3. Para terminar a prova é suficiente mostrar que fig j ∈ ( f , g) para todo i, j.

Sabemos que V( f , g) é uma interseção completa e contém a superfície B de grau 9, o

plano β (B∪β é o lugar de Base da transformação) e a superfície séxtica V ′. Como deg(V( f , g)) =

16 e deg (B ∪ β ∪ V ′) = 16, segue que V( f , g) = B ∪ β ∪ V ′.

Note que fi.g j se anulam ao longo de B, β, V ′, pois g j se anula em V ′ para j = 1, 2, 3, 4 e fi se

anula em B e β para i = 1, 2, 3. Pelo Teorema dos zeros de Hilbert fi.g j ∈
√

( f , g).

Afirmação: R =
k[x0, . . . , x4]

( f , g)
é reduzido, ou seja,

√
( f , g) = ( f , g). Pelo Teorema 2.12,

página 18, precisamos apenas mostrar que R satisfaz as condições R0 e S 1 do Critério de Serre.

O ideal ( f , g) define um variedade de grau (deg f ).(deg g) que contém B, β e V ′ como compo-

nentes irredutíveis e elas não aparecem com multiplicidade, logo V( f , g) é lisa em codimensão

zero, ou seja, é regular em codimensão zero, o que mostra que R satisfaz a propriedade R0.

Observe que ( f , g) é gerado por apenas 2 elementos e que pro f ( f , g) = 2, pois

0→ S (−8)→ S 2(−4)→ S → C( f ∩ g)→ 0,

como R é Cohen-Macaulay, codim( f , g) = pro f ( f , g) = 2, pelo Teorema 2.11, página 18,

todo primo minimal de ( f , g) tem codimensão 2, e todo primo associado de ( f , g) é minimal
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sobre ( f , g). Logo os ideais que definem B, β e V ′ são ideais primos associados de ( f , g) e

tem codimensão zero, satisfazendo então a condição S 1 de Serre. Portanto R é reduzido e√
( f , g) = ( f , g). Concluímos que fi.g j ∈ ( f , g).

�

Teorema 6.11. Seja T : P4
1 99K P4

2 como no Teorema 6.1. Se α1 ∩ α2 = ∅, então T é uma

transformação de Cremona determinantal.

Demonstração. Pelo lema 6.10, T é birracional e C(T ) tem resolução livre minimal

0 −→ S 4(−5) −→ S 5(−4) −→ S −→ C(T ) −→ 0,

então pela Proposição 5.1, página 48, T uma tranformação de Cremona determinantal. �

Exemplo 32. Sejam

Q1 := x0x7 + x1x6 + x2x5 + x3x4 + x2x6 = 0

Q2 := x0x6 + x1x5 + x2x4 + x3x7 + x1x3 = 0

Q3 := x0x5 + x2x3 + x4x6 + x1x7 + x2
2 = 0

três hipersuperfícies quádricas de P7, contendo os planos

α1 = {x2 = x3 = x5 = x6 = x7 = 0}

α2 = {x0 = x1 = x2 = x4 = x7 = 0}.

Observe que α1 ∩ α2 = ∅. Fixe dois 4-planos de P7 dados por P4
1 = {x0 = x1 = x4 = 0} e

P4
2 = {x6 = x5 = x3 = 0}, facilmente vemos que P4

i ∩ αi = ∅ para i = 1, 2.

Considere a interseção completa X = Q1 ∩ Q2 ∩ Q3 suave. Para verificar a suavidade

de X, usamos o programa Singular para calcularmos o Jacobiano de X e o determinante dos

menores 3x3 da matriz Jacobiana, consideramos o ideal I gerado por esses determinantes e as

3 quádricas Q1,Q2, e Q3, em seguida verificamos que polinômio de Hilbert do ideal I é zero e

dim(I) = 0, ou seja, não existe um ponto p ∈ P7 tal que p ∈ X e p esteja na Jacobiana de X. E

portanto X é suave.

Queremos encontrar a transformação de Cremona T : P4
1 99K P4

2, para isso tome y ∈ P4
1

dado por (0 : 0 : y2 : y3 : 0 : y5 : y6 : y7) e x ∈ α1 dado por (x0 : x1 : 0 : 0 : x4 : 0 : 0 : 0),

consideremos ax + by e substituímos em X encontramos o seguinte sistema:


by7ax0 + by6ax1 + by3ax4 = −b2(y2y5 + y2y6)

by6ax0 + b(y5 + y3)ax1 + by2ax4 = −b2y3y7

by5ax0 + by7ax1 + by6ax4 = −b2(y2y3 + y
2
2)

Usando o Maple para resolver o sistema acima, temos que

ax0 =
y3

2y6 − y
2
2y

2
3 − y

2
2y3y5 + y

2
2y3y6 − y

2
2y5y7 − y

2
2y6y7 − y2y

3
3 − y2y

2
3y5 + y2y3y5y6 + y2y3y

2
6 + y2y

2
5y6 + y2y5y

2
6 + y

2
3y

2
7 − y3y

2
6y7

y2y5y6 − y2y
2
7 − y

2
3y5 − y3y

2
5 + 2y3y6y7 + y5y6y7 − y

3
6



Capítulo 6. Transformações de Cremona de P4 que se fatoram através de projeções 74

ax1 =
y3

2y7 − y
2
2y3y6 + y

2
2y3y7 − y

2
2y

2
5 − y

2
2y5y6 − y2y

2
3y6 + y2y5y

2
6 + y2y

3
6 + y

2
3y5y7 − y3y6y

2
7

y2y5y6 − y2y
2
7 − y

2
3y5 − y3y

2
5 + 2y3y6y7 + y5y6y7 − y

3
6

ax4 =
y2

2y3y7 + y
2
2y5y7 − y

2
2y

2
6 + y2y

2
3y7 − y2y3y

2
5 − y2y3y5y6 + y2y3y5y7 − y2y3y

2
6 − y2y

3
5 − y2y

2
5y6 + y2y5y6y7 + y2y

2
6y7 + y3y5y6y7 − y3y

3
7

y2y5y6 − y2y
2
7 − y

2
3y5 − y3y

2
5 + 2y3y6y7 + y5y6y7 − y

3
6

.

Assim

π−1
α1

: P4
1 99K X ⊂ P7

(y2 : y3 : y5 : y6 : y7) −→ ( f0 : f1 : f2 : f3 : f4 : f5 : f6 : f7)

onde,

f0 = −(y3
2y6−y

2
2y

2
3−y

2
2y3y5+y

2
2y3y6−y

2
2y5y7−y

2
2y6y7−y2y

3
3−y2y

2
3y5+y2y3y5y6+y2y3y

2
6+y2y

2
5y6+y2y5y

2
6+y

2
3y

2
7−y3y

2
6y7)

f1 = y
3
2y7 − y

2
2y3y6 + y

2
2y3y7 − y

2
2y

2
5 − y

2
2y5y6 − y2y

2
3y6 + y2y5y

2
6 + y2y

3
6 + y

2
3y5y7 − y3y6y

2
7

f2 = y2(y2y5y6 − y2y
2
7 − y3y

2
5 − y

2
3y5 + 2y3y6y7 − y

3
6 + y5y6y7)

f3 = y3(y2y5y6 − y2y
2
7 − y3y

2
5 − y

2
3y5 + 2y3y6y7 − y

3
6 + y5y6y7)

f4 = −(y2
2y3y7+y

2
2y5y7−y

2
2y

2
6+y2y

2
3y7−y2y3y

2
5−y2y3y5y6+y2y3y5y7−y2y3y

2
6−y2y

3
5−y2y

2
5y6+y2y5y6y7+y2y

2
6y7+y3y5y6y7−y3y

3
7)

f5 = y5(y2y5y6 − y2y
2
7 − y3y

2
5 − y

2
3y5 + 2y3y6y7 − y

3
6 + y5y6y7)

f6 = y6(y2y5y6 − y2y
2
7 − y3y

2
5 − y

2
3y5 + 2y3y6y7 − y

3
6 + y5y6y7)

f7 = y7(y2y5y6 − y2y
2
7 − y3y

2
5 − y

2
3y5 + 2y3y6y7 − y

3
6 + y5y6y7)

Fazendo a projeção com centro em α2 temos

T = πα2 ◦ π
−1
α1

: P4 − −− > P4

(y2 : y3 : y5 : y6 : y7) − −− > ( f0 : f1 : y2q : f4 : y7q)

onde,

q = y2y5y6 − y2y
2
7 − y3y

2
5 − y

2
3y5 + 2y3y6y7 − y

3
6 + y5y6y7

É uma transformação de Cremona determinantal de matriz



0 y6 −y5 y7

−y7 0 y2 + y3 −y5 − y6

0 −y3 − y5 y7 −y6

0 y2 −y6 y3

y2 −y3 0 0



.

De maneira análoga aos cálculos feitos anteriormente, podemos calcular a inversa

T−1 : P4
2 99K P4

1

(y0 : y1 : y2 : y4 : y7) −→ (qy2 : f ′3 : f ′5 : f ′6 : qy7),
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onde
q = y2

0y4 − y0y
2
1 − y0y1y2 − y0y1y7 − y0y

2
2 − y0y2y7 + y

2
1y2 + y1y

2
2 + y1y2y4 − y1y

2
4 + y2y4y7

f ′3 = −(y3
0y7 − y0y1y2y4 − y0 ∗ y1y2y7 − y0y1y4y7 − y0y

3
2 − y0y

2
2y4 + y

3
1y7] + y2

1y
2
2 + y

2
1y2y7 + y1y

3
2 + y

2
2y

2
4)

f ′5 = y
2
0y2y7−2y0y1y4y7−y0y

2
2y4−y0y4y

2
7+y

3
1y7+y

2
1y

2
2+y

2
1y2y7+y

2
1y

2
7+y1y

3
2−y1y

2
2y4+y1y

2
2y7+y1y2y

2
7−y

3
2y4+y

3
2y7+y2y

3
4

f ′6 = y
2
0y1y7 + y

2
0y

2
7 − y0y1y2y7 − y0y2y

2
4 − y

2
1y2y7 + y

2
1y4y7 − y1y

3
2 + y1y

2
2y4 − y1y2y

2
7 + y

3
2y4 − y

3
2y7.

T−1 também é determinantal de matriz


0 y4 −y2 −y7

−y2 + y4 y7 y0 − y2 0

−y4 −y1 − y7 y2 0

y1 + y2 y0 −y4 0

y0 0 −y1 y2



.

6.3 A interseção dos planos α1 e α2 é um ponto

Proposição 6.12. Sejam X e T : P4
1 99K P4

2 como no Teorema 6.1. Se α1 ∩ α2 = p, com p um

ponto, então a transformada estrita inversa de uma reta genérica R ⊂ P4
2, denotada por T−1

∗ (R)

é uma quártica em um P3.

Demonstração. Se α1 ∩ α2 = p, um ponto, como P4
2 ∩ α2 = ∅, o espaço gerado por R e α2

é um 4-plano, digamos um V4. Então o espaço gerado por V4 e α1 é um 6-plano, V6. Assim

V6 ∩ P4
1 = V3 é um 3-plano em P7. Como já vimos no Teorema 6.1, deg (T−1

∗ (R)) = 4. Portanto

a transformada estrita de R é uma curva de grau 4, que está contida em um P3. �

Como nos casos, α1 ∩ α2 = L e α1 ∩ α2 = ∅, o próximo passo é calcular a transformada

estrita do plano, mas neste caso em que α1 ∩ α2 = p usaremos um raciocínio um pouco dife-

rente, começaremos levantando as indeterminações da transformação de Cremona e em seguida

utilizaremos Teoria de Interseção para calcular o grau da transformada estrita do plano.

Seja σ1 : Y → X a explosão de X em p, com divisor excepcional E = σ−1
1 (p). Temos o

seguinte diagrama:

Y

σ1

��π′α1

��✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂

π′α2

��❁
❁

❁
❁

❁
❁

❁
❁

❁

X

πα1
xxr r

r
r
r
r
r

πα2
&&▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲

P4
1

T //❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ P4
2

Sabemos que X é suave, então o espaço tangente de X em p tem dimensão igual a X, isto

é, dim(TpX) = dimX = 4 e no ponto p temos TpX = NpX, como o divisor excepcional é o

projetivizado do fibrado normal no ponto p, segue que dim(E) = 3 e E � P3.
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Considere α̃i a transformada estrita de αi por σ1. A interseção de E com α̃i é uma curva

isomorfa a P1
i (P1

i consiste das transformadas estritas das retas em α1 e α2 que passam pelo

ponto p), E ∩ α̃i = Ci, i = 1, 2..

Seja σ2 : Z → Y a explosão de Y ao longo de α̃1 ∩ α̃2, novamente como dim(Y) = 4,

segue que dim(Z) = 4 e uma vez que fora do centro de explosão temos um isomorfismo, segue

que dim(Ẽ) = 3, onde Ẽ = σ−1
2 (E). Denotamos por Fi = σ

−1
2 (α̃i), i = 1, 2, então S i = Fi ∩ Ẽ é

uma superfície suave.

Temos o seguinte diagrama:

Z

σ2

��
σ

��

π̃α1

��

π̃α2

��

Y

σ1

��π′α1

��✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂

π′α2

��❁
❁

❁
❁

❁
❁

❁
❁

❁

X

πα1
xxr r

r
r
r
r
r

πα2
&&▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲

P4
1

T //❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ P4
2

Por construção, π̃αi

∗
OP4

i
(1) = σ∗OX(1) ⊗ OZ(−Ẽ − Fi), i = 1, 2.

Seja A(Z) o grupo de Chow de Z. Denotamos por h ∈ A(Z) o pullback sobre σ da

classe de um elemento HX ∈ |OX(1)| e por f1, f2, e ∈ A(Z) as classes definidas pelos divisores

(3-ciclos), F1, F2 e E, respectivamente.

Lema 6.13. Se c é uma expressão homogênea de grau 3 no Z−módulo Z[e, f1, f2], então hc = 0.

Demonstração. Seja h0 a classe de um 3−ciclo associado a um elemento em |OX(1)|, tal que

σ∗(h0) = h. Pela fórmula da projeção temos h.c = σ∗(h0)c = h0.σ∗(c).

É suficiente considerar o caso onde c é uma expressão monomial. Se c contém f1. f2,

então c = d. f1. f2, como F1.F2 = 0, segue que c = 0.

Por simetria é suficiente provar que c = f1.e2. O ciclo é suportado na superfície S 1 =

F1 ∩ Ẽ a qual se contrai sobre a curva α̃1 ∩ E sobre σ2. Uma vez que a curva se contrai em um

ponto por σ1, deduzimos que σ∗(c) = 0, e portanto h.c = 0. �

Proposição 6.14. Nas mesmas hipóteses do Teorema 6.1, seja β um plano genérico de P4
2. Se

α1 e α2 se intersectam em um ponto p, então a transformada estrita de β por T , T−1
∗ (β) é uma

superfície de grau 5 e está contido em um P4.

Demonstração. Seja β um plano genérico de P4
2, podemos supor que β é dado pela interseção

de dois hiperplanos genéricos H1 e H2 de P4
2 e eles correspondem via π−1

2 a dois hiperplanos

genéricos H1 e H2 de P7 contendo α2. Olhando para os ciclos a interseção de H1 e H2 com

X, X ∩H1 ∩H2 = α2 ∪ V , corresponde a seguinte interseção (h − f2 − e)2 em Z. Queremos
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saber o grau de πα1(V) = V ′ em P4, para descobrir o grau de V
′

tome um plano genérico em P4
1

dado pela interseção de dois hiperplanos genéricos, H e H′ e faça H ∩ H′ ∩ V ′. Mas H e H′

correspondem via π−1
α1

a dois hiperplanos genéricos contendo α1, digamos H e H ′. Novamente

olhando para os ciclos, a interseção de H e H ′ com X, corresponde a (h − f1 − e)2 em Z, logo

para saber o grau de V ′, basta calcular a seguinte interseção (h − f1 − e)2.(h − f2 − e)2 em Z.

Utilizando o Lema 6.13, temos

(h − f1 − e)2.(h − f2 − e)2 = h4 + h2 f 2
1 + h2 f2 + e4.

Para terminar, calculemos a classe de Segre de p em X e de αi em X. Pela observação 2, página

20, temos que s(p, X) = σ∗(Ẽ)−σ∗(Ẽ2)+σ∗(Ẽ3)−σ∗(Ẽ4) = −σ∗(Ẽ4) = p, pois há a contração

das outras componentes em um ponto.

s(αi, X) = σ∗(F̃i) − σ∗(F̃i
2
) + σ∗(F̃i

3
) − σ∗(F̃i

4
) = αi + σ∗(F̃i

3
) − σ∗(F̃i

4
), pois Fi se contrai.

Olhar para e4 é o mesmo que considerar E4, que por sua vez é igual a σ∗(Ẽ4) = −1p. O

mesmo segue para h2 f 2
2 , olhamos σ∗(H2).Fi = H2

0 .(−αi) = −1p.

Considerar h4 em Z é o mesmo que tomar H4
X, isto é, H4

X = H4.X = 8p.

Portanto (h − f1 − e)2.(h − f2 − e)2 = 8p − 1p − 1p − 1p = 5.

Uma vez que P4
2 ∩α2 = ∅, temos que o espaço gerado por β e α2 é um 5-plano, digamos

V5 e πα1(V5) =< α1,V5 > ∩P4
1 = P4. Portanto a transformada estrita inversa do plano, quando

α1 ∩ α2 = p é uma superfície de grau 5 contida em P4.

�

Pelo Teorema 6.1, o grau da transformada estrita inversa de um hiperplano genérico é

uma hipersuperfície de grau 4, a transformada estrita inversa de uma reta genérica é uma curva

de grau 4 e pela Proposição 6.14 a transformada estrita de um plano genérico é uma superfície

de grau 5. Portanto quando os planos α1 e α2 se intersectam em um ponto, podemos concluir

que a transformação de Cremona obtida pela projeção dos planos tem multigrau (4, 5, 4).

Exemplo 33. Sejam

Q1 := x0x7 + x1x6 + x2x5 + x3x4 + x2
0 = 0

Q2 := x0x6 + x1x5 + x2x4 + x3x7 + x2
1 = 0

Q3 := x0x5 + x2x3 + x4x6 + x1x7 + x2
2 = 0

três hipersuperfícies quádricas em P7 suaves, contendo os planos

α1 = {x0 = x1 = x2 = x4 = x7 = 0},

α2 = {x0 = x1 = x2 = x3 = x6 = 0}.

Observe que α1 ∩ α2 = p, onde p = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0), fixe dois 4-planos

P4
1 = {x6 = x5 = x3 = 0} e P4

2 = {x4 = x5 = x7 = 0}, com P4
i ∩ αi = ∅ para i = 1, 2.
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Considere a interseção completa X = Q1 ∩ Q2 ∩ Q3 suave. Para verificar a suavidade

de X, usamos o programa Singular para calcularmos o Jacobiano de X e o determinante dos

menores 3x3 da matriz Jacobiana, consideramos o ideal I gerado por esses determinantes e as

3 quádricas Q1,Q2, e Q3, em seguida verificamos que polinômio de Hilbert do ideal I é zero e

dim(I) = 0, ou seja, não existe um ponto p ∈ P7 tal que p ∈ X e p esteja na Jacobiana de X. E

portanto X é suave.

Queremos encontrar a transformação de Cremona T : P4
1 99K P4

2, para isso tome y ∈ P4
1

dado por (y0 : y1 : y2 : 0 : y4 : 0 : 0 : y7) e x ∈ α1 dado por (0 : 0 : 0 : x3 : 0 : x5 : x6 : 0),

consideremos ax + by e substituímos em X encontramos o seguinte sistema:



by1ax6 + by2ax5 + by4ax3 = −b2(y0y7 + y
2
0)

by0ax6 + by1ax5 + by7ax3 = −b2(y2y4 + y
2
1)

by4ax6 + by0ax5 + by2ax3 = −b2(y1y7 + y
2
2)

Usando o Maple para resolver o sistema acima, temos que

ax6 =
y3

0y7 − y
2
0y1y2 + y

2
0y

2
7 − y0y

2
1y4 − y0y1y2y7 − y0y2y

2
4 + y

2
1y

2
2 + y

3
2y4 + (y1y7 + y

2
2)y1y4 − (y1y7 + y

2
2)y2y7

y2
0y4 − y0y1y7 − y0y

2
2 + y

2
1y2 − y1y

2
4 + y2y4y7

ax5 =
−y3

0y2 − y
2
0y2y7 + y

2
0y4y7 + y0y4y

2
7 + y

3
1y2 − y

2
1y

2
4 + y1y

2
2y4 − y2y

3
4 + (y1y7 + y

2
2)y0y4 − (y1y7 + y

2
2)y1y7

y2
0y4 − y0y1y7 − y0y

2
2 + y

2
1y2 − y1y

2
4 + y2y4y7

ax3 =
−y4

0 − y
3
0y7 + y

2
0y1y4 + y0y

3
1 + y0y1y2y4 + y0y1y4y7 − y

2
1y2y4 − y

2
2y

2
4 + (y1y7 + y

2
2)y0y2 − (y1y7 + y

2
2)y2

1

y2
0y4 − y0y1y7 − y0y

2
2 + y

2
1y2 − y1y

2
4 + y2y4y7

Assim

π−1
α1

: P4
1 99K X ⊂ P7

(y2 : y3 : y5 : y6 : y7) −→ ( f0 : f1 : f2 : f3 : f4 : f5 : f6 : f7)

onde,

f0 = y0(y2
0y4 − y0y1y7 − y0y

2
2 + y

2
1y2 − y1y

2
4 + y2y4y7)

f1 = y1(y2
0y4 − y0y1y7 − y0y

2
2 + y

2
1y2 − y1y

2
4 + y2y4y7)

f2 = y2(y2
0y4 − y0y1y7 − y0y

2
2 + y

2
1y2 − y1y

2
4 + y2y4y7)

f3 = −y
4
0−y

3
0y7+y

2
0y1y4+y0y

3
1+y0y1y2y4+y0y1y4y7−y

2
1y2y4−y

2
2y

2
4+(y1y7+y

2
2)y0y2−(y1y7+y

2
2)y2

1

f4 = y4(y2
0y4 − y0y1y7 − y0y

2
2 + y

2
1y2 − y1y

2
4 + y2y4y7)

f5 = −y
3
0y2−y

2
0y2y7+y

2
0y4y7+y0y4y

2
7+y

3
1y2−y

2
1y

2
4+y1y

2
2y4−y2y

3
4+(y1y7+y

2
2)y0y4−(y1y7+y

2
2)y1y7

f6 = y
3
0y7−y

2
0y1y2+y

2
0y

2
7−y0y

2
1y4−y0y1y2y7−y0y2y

2
4+y

2
1y

2
2+y

3
2y4+(y1y7+y

2
2)y1y4−(y1y7+y

2
2)y2y7

f7 = y7(y2
0y4 − y0y1y7 − y0y

2
2 + y

2
1y2 − y1y

2
4 + y2y4y7)

Fazendo a projeção com centro em α2 temos

T = πα2 ◦ π
−1
α1

: P4
1 99K P4

2
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(y0 : y1 : y2 : y4 : y7) 7→ (y0q : y1q : y2q : f3 : f5)

onde,

q = y2
0y4 − y0y1y7 − y0y

2
2 + y

2
1y2 − y1y

2
4 + y2y4y7

De maneira análoga aos cálculos feitos anteriormente encontramos a inversa de T

T−1 : P4
2 99K P4

1

(y0 : y1 : y2 : y3 : y6) −→ ( f ′0 : f ′1 : f ′2 : f ′3 : f ′4)

onde,

f ′0 = y0(y2
0y2 − y0y1y6 − y0y

2
3 + y

2
1y3 − y1y

2
2 + y2y3y6)

f ′1 = y1(y2
0y2 − y0y1y6 − y0y

2
3 + y

2
1y3 − y1y

2
2 + y2y3y6)

f ′2 = y2(y2
0y2 − y0y1y6 − y0y

2
3 + y

2
1y3 − y1y

2
2 + y2y3y6)

f ′3 = y
3
0y3 − y

3
0y6 − 2y2

0y
2
1 + y0y1y

2
2 + y0y1y2y3 + y0y1y2y6 + y0y1y3y6 + y

3
1y2 − y

3
1y6 − y

3
2y3 − y

2
2y

2
3

f ′4 = y
3
0y2−y

2
0y1y6−y

2
0y3y6−y0y

2
1y3+y0y1y2y6+y0y2y

2
6+y

2
1y2y6−y

2
1y

2
6+y1y

2
2y3+y1y2y

2
3−y

4
2−y

3
2y3.

6.4 A interseção do plano α1 e α2 é uma reta

Proposição 6.15. Sejam X e T : P4
1 99K P4

2 como no Teorema 6.1. Se α1∩α2 = L, onde L é uma

reta, então a transformada estrita inversa de uma reta genérica R ⊂ P4
2, denotada por T−1

∗ (R) é

uma curva quártica plana com um ponto triplo.

Demonstração. Seja R uma reta genérica em P4
2, pela construção de T , a interseção de P4

2 com

α2 é vazia, assim o espaço gerado por R e α2 é um 4-plano, digamos V4. Logo o espaço gerado

por V4 e α1 é um 5-plano, digamos V5 e então V5 ∩P4
1 = V2, um 2-plano. Segue que T−1

∗ (R) está

contido em um plano.

Por outro lado, podemos tomar R = H1 ∩ H2 ∩ H3 ⊂ P4
2, com H1, H2 e H3 hiperplanos

genéricos de P4
2, esses hiperplanos correspondem via π−1

α2
, a três hiperplanos genéricos de P7

contendo α2, digamos H1, H2 e H3. Intersectando H1, H2 e H3 com X, temos

X ∩H1 ∩H2 ∩H3 = α2 ∪ γ.

Pelo Teorema 6.1 γ é uma curva quártica racional normal e L não intersecta γ. Como

H1, H2 e H3 são genéricos em relação a α1, temos que H1 ∩ H2 ∩ H3 ∩ α1 = L, onde

L = α1 ∩ α2, e assim o novo centro de projeção é a reta L.

Afirmamos que L está em um plano trisecante de γ.

Primeiramente observemos que o espaço gerado por R e L é um P3, isto segue do fato que

P4
2 ∩ α2 = ∅, implicar que L ∩ R = ∅.
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Seja θ ⊂ P3 um plano trisecante de γ gerado por 3 pontos p1, p2 e p3 ∈ γ, θ =< p1, p2, p3 >.

Claramente θ ∩ L = p um ponto e πL(θ) =< L, θ > ∩P4
1 = q um ponto em P4

1. Considere o

espaço gerado por L e q. Como q < L, < L, q >= V2. Intersectando V2 com γ temos os pontos

p1, p2 e p3, pois πL(pi) = q para i = 1, 2, 3 e vimos na Afirmação 2 que γ não tem planos

quadrisecantes, então V2 é um plano trisecante de γ e contém L. Assim pela Proposição 2.19

segue que πL(γ) é uma quártica com um ponto triplo.

Portanto T−1
∗ (R) é uma curva quártica plana com um ponto triplo . �

Proposição 6.16. Nas mesmas condições do Teorema 6.1, se α1 e α2 se intersectam em uma

reta, então a transformada estrita de um plano genérico β ⊂ P4
2, denotado por T−1

∗ (β) é uma

superfície de grau 4 contida em um V3 � P3.

Demonstração. Seja β um plano genérico de P4
2, podemos escrever β como a interseção de

dois hiperplanos genéricos H1 e H2 de P4 e estes correspondem via π−1
2 a dois hiperplanos

genéricos H1 e H2 contendo α2 de P7 , assim X ∩H1 ∩H2 = α2 ∪V , onde V é a transformada

estrita inversa por πα2 , do plano e portanto uma superfície irredutível de grau 7. Considere a

projeção de V em P4
1, πα1(V) = V ′ uma superfície. V ′ é a transformada estrita inversa sobre

T do plano genérico β e portanto irredutível. Queremos encontrar o grau de V ′ para isso basta

tomar um plano genérico em P4
1 dado pela interseção de dois hiperplanos genéricos, H e H′ e

fazer H ∩ H′ ∩ V ′. Mas H e H′ correspondem via π−1
α1

a dois hiperplanos genéricos contendo

α1, digamos H e H ′. Temos que

H ∩H
′ ∩H1 ∩H2 ∩ X = L ∪ {p1, . . . , pd}, (∗)

onde d = deg(V). Observe que H ∩H ′ ∩H1 ∩H2 = P3, implica que (∗) é uma interseção

completa de três quádricas de P3 contendo a reta L. Vimos no Exemplo 4 do Capítulo 2, que a

multiplicidade da reta L na interseção de 3 superfícies quádricas Q′1, Q′2 e Q′3 de P3 contendo

uma reta L é 4. Portanto d = 4 e deg(V) = deg(V ′) = 4.

Além disso, como P4
2 ∩ α2 = ∅, segue que o espaço gerado por β e α2 é um 5-plano, digamos

V5, e πα1(V5) = 〈α1,V5〉 ∩ P4
1 = P3.

Portanto T−1
∗ (β) tem grau 4 e está contido em P3. �

Com isso podemos concluir que se α1 ∩ α2 = L, o multigrau da transformação de

Cremona obtida da projeção descrita no Teorema 6.1 é (4, 4, 4).

Teorema 6.17. Seja T : P4
1 99K P4

2 como no Teorema 6.1. Se α1 ∩ α2 = L uma reta, então T é

uma transformação de Cremona de De Jonquières.

Demonstração. Pela Proposição 6.15, a transformada estrita por T de uma reta genérica é uma

curva quártica plana com um ponto triplo. Pela Proposição 6.16, a transformada estrita inversa

por T de um plano genérico está contido em um P3. Portanto pelo Teorema 5.11, temos que T

é uma transformação de Cremona de De Jonquières. �
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Exemplo 34. Seja

Q1 := x0x7 + x1x6 + x2x5 + x3x4 + x2
0 = 0

Q2 := x0x6 + x1x5 + x2x4 + x3x7 + x2
1 = 0

Q3 := x0x5 + x2x3 + x4x6 + x1x7 + x2
2 = 0

três hipersuperfícies quádricas em P7 suaves, contendo os planos

α1 = {x0 = x1 = x2 = x3 = x4 = 0},

α2 = {x0 = x1 = x2 = x3 = x6 = 0}.

Fixe dois 4-planos P4
1 = {x7 = x6 = x5 = 0} e P4

2 = {x4 = x5 = x7 = 0}, é fácil ver que

P4
i ∩ αi = ∅, i = 1, 2.

Considere a interseção completa X = Q1 ∩ Q2 ∩ Q3 suave. Para verificar a suavidade

de X, usamos o programa Singular para calcularmos o Jacobiano de X e o determinante dos

menores 3x3 da matriz Jacobiana, consideramos o ideal I gerado por esses determinantes e as

3 quádricas Q1,Q2, e Q3, em seguida verificamos que polinômio de Hilbert do ideal I é zero e

dim(I) = 0, ou seja, não existe um ponto p ∈ P7 tal que p ∈ X e p esteja na Jacobiana de X. E

portanto X é suave.

Observe que, X contém 2 planos α1 e α2 e que α1 ∩ α2 = L é uma reta parametrizada

por (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : x5 : 0 : x7).

Queremos encontrar a transformação de Cremona T : P4
1 99K P4

2, para isso tome y ∈ P4
1

dado por (y0 : y1 : y2 : y3 : y4 : 0 : 0 : 0) e x ∈ α1 dado por (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : x5 : x6 : x7),

considere ax + by e substituindo em X temos o seguinte sistema:



by0ax7 + by1ax6 + by2ax5 = −b2(y3y4 + y
2
0)

by0ax6 + by1ax5 + by3ax7 = −b2(y2y4 + y
2
1)

by0ax5 + by1ax7 + by4ax6 = −b2(y2y3 + y
2
2)

Usando o maple para resolver o sistema acima, temos que

ax7 = −b
y4

0 − y
2
0y1y4 + y

2
0y3y4 − y0y

3
1 − y0y1y2y4 − y0y

3
2 − y0y

2
2y3 + y

2
1y

2
2 + y

2
1y2y4 − y1y3y

2
4 + y

2
2y

2
4

y3
0 − y0y1y2 − y0y1y3 − y0y1y4 + y

3
1 + y2y3y4

ax6 = b
y3

0y2 − 2y2
0y

2
1 − y

2
0y2y4 + y0y1y

2
2 + y0y1y2y3 + y0y

2
3y4 + y

3
1y2 − y

2
1y3y4 + y1y

2
2y4 − y

3
2y3 − y

2
2y

2
3

y3
0 − y0y1y2 − y0y1y3 − y0y1y4 + y

3
1 + y2y3y4

ax5 = b
y3

0y1 − y
2
0y

2
2 − y

2
0y2y3 − y

2
0y3y4 + y0y

2
1y4 + y0y1y3y4 + y0y2y

2
4 − y

4
1 − y1y

2
2y3 + y1y2y

2
3 − y

2
3y

2
4

y3
0 − y0y1y2 − y0y1y3 − y0y1y4 + y

3
1 + y2y3y4

Assim

π−1
α1

: P4
1 99K X ⊂ P7

(y0 : y1 : y2 : y3 : y4) −→ ( f0 : f1 : f2 : f3 : f4 : f5 : f6 : f7).
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onde,

f0 = y0(y3
0 − y0y1y2 − y0y1y3 − y0y1y4 + y

3
1 + y2y3y4)

f1 = y1(y3
0 − y0y1y2 − y0y1y3 − y0y1y4 + y

3
1 + y2y3y4)

f2 = y2(y3
0 − y0y1y2 − y0y1y3 − y0y1y4 + y

3
1 + y2y3y4)

f3 = y3(y3
0 − y0y1y2 − y0y1y3 − y0y1y4 + y

3
1 + y2y3y4)

f4 = y4(y3
0 − y0y1y2 − y0y1y3 − y0y1y4 + y

3
1 + y2y3y4)

f5 = y
3
0y1 − y

2
0y

2
2 − y

2
0y2y3 − y

2
0y3y4 + y0y

2
1y4 + y0y1y3y4 + y0y2y

2
4 − y

4
1 − y1y

2
2y3 + y1y2y

2
3 − y

2
3y

2
4

f6 = y
3
0y2 − 2y2

0y
2
1 − y

2
0y2y4 + y0y1y

2
2 + y0y1y2y3 + y0y

2
3y4 + y

3
1y2 − y

2
1y3y4 + y1y

2
2y4 − y

3
2y3 − y

2
2y

2
3

f7 = y
4
0 − y

2
0y1y4 + y

2
0y3y4 − y0y

3
1 − y0y1y2y4 − y0y

3
2 − y0y

2
2y3 + y

2
1y

2
2 + y

2
1y2y4 − y1y3y

2
4 + y

2
2y

2
4

Fazendo a projeção com centro em α2 temos

πα2 ◦ π
−1
α1

: P4
1 99K P4

2

(y0 : y1 : y2 : y3 : y4) −→ ( f0 : f1 : f2 : f3 : f6)

Reescrevendo

T := πα2 ◦ π
−1
α1

: P4
1 99K P4

2

(y0 : y1 : y2 : y3 : y4) −→ (y0q : y1q : y2q : y3q : g).

onde q = y3
0 − y0y1y2 − y0y1y3 − y0y1y4 + y

3
1 + y2y3y4 e g = f6. Facilmente vemos que mp(g) = 3

e mp(q) = 2, onde p = (0 : 0 : 0 : 0 : 1).

De maneira análoga aos cálculos feitos anteriormente encontramos a inversa de T

T−1 : P4
2 99K P4

1

(y0 : y1 : y2 : y3 : y6) −→ (q′y0 : q′y1 : q′y2 : q′y3 : g′)

onde,

q′ = y2
0y2 − y0y1y6 − y0y

2
3 + y

2
1y3 − y1y

2
2 + y2y3y6

g′ = y3
0y3 − y

3
0y6 − 2y2

0y
2
1 + y0y1y

2
2 + y0y1y2y3 + y0y1y2y6 + y0y1y3y6 + y

3
1y2 − y

3
1y6 − y

3
2y3 − y

2
2y

2
3.

Facilmente vemos que mp(g′) = 3 e mp(q′) = 2, onde p = (0 : 0 : 0 : 0 : 1).

Portanto T é uma Transformação de Cremona de De Jonquères do tipo 3, com centro

em p = (0 : 0 : 0 : 0 : 1) .

Concluímos que a transformação de Cremona obtida neste exemplo é uma transforma-

ção de Cremona de De Jonquières do tipo máximo de P4.
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6.5 Outros exemplos

O Próximo exemplo ilustra a importância da suavidade de X. No caso em que X é suave,

provamos que se α1 ∩ α2 = ∅ a transformação de Cremona obtida é determinantal, mas se X é

singular podemos ter outro tipo de transformação de Cremona.

Exemplo 35. Sejam

Q1 := x2x3 − x4x6 + x0x5 − x1x7 = 0

Q2 := x4x7 + x2x5 − x1x3 + x0x6 = 0

Q3 := x0x7 − x1x5 + x2x6 − x3x4 = 0

três hipersuperfícies quádricas suaves contendo os planos

α1 := {x0 = x1 = x2 = x3 = x4 = 0}

α2 := {x7 = x6 = x5 = x4 = x3 = 0}.

Observe que α1 ∩ α2 = ∅. Fixe dois 4 planos P4
1 := {x7 = x6 = x5 = 0} e P4

2 := {x0 = x1 =

x2 = 0}, claramente vemos que P4
i ∩ αi = ∅ para i = 1, 2. Considere a interseção completa

X = Q1 ∩ Q2 ∩ Q3, utilizando o Macaulay2 vemos que o ponto (1 : 1 : 1 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0)

é um ponto singular de X. E assim obtemos a seguinte transformação de Cremona associada a

projeção de X com centro nos planos α1 e α2

T := πα2 ◦ π
−1
α1

: P4
1 99K P4

2

(x0 : x1 : x2 : x3 : x4) − −− > (x3t0 : g : x3t2 : x3t3 : x3t4)

onde,

g = x4(x3
0 + x2

0x1 − x0x2
4 − x1x2

2)

t0 = x3
0 + x2

0x1 − x0x2
4 − x1x2

2

t2 = x2
0x2 − x0x1x4 − x0x2x4 + x1x2

2 − x2
0x4 + x3

4

t3 = x2
0x2 + x0x1x2 + x0x2

2 − x0x2x4 − x0x2
4 − x1x2x4

t4 = x2
0x2 + x2

0x4 − x0x2
2 − x0x2x4 − x3

2 + x2x2
4.

Exibindo também a inversa de T

T−1 := πα1 ◦ π
−1
α2

: P4
2 99K P4

1

(x3 : x4 : x5 : x6 : x7) − −− > (x4t0 : x4t1 : x4t2 : g : x4t4)

onde,

g = x3(x2
3x7 − 2x3x5x6 + x3

5 − x5x2
7 + x2

6x7)



Capítulo 6. Transformações de Cremona de P4 que se fatoram através de projeções 84

t0 = x3
3 − x3x2

6 + x2
5x6 − x6x2

7

t1 = x2
3x6 − x3x2

5 + x3x2
7 − x3

6

t2 = x2
3x5 − 2x3x6x7 + x2

5x7 + x5x2
6 − x3

7

t4 = x2
3x7 − 2x3x5x6 + x3

5 − x5x2
7 + x2

6x7.

Essa transformação de Cremona é de De Jonquières do tipo 1 com centro em (p1, p2),

onde p1 = (0 : 1 : 0 : 0 : 0) e p2 = (0 : 0 : 0 : 1 : 0).
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