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Abstract

The preferential attachment network with fitness, introduced in [2], is a

dynamic random graph model. New vertices are introduced consecutively

and each new vertex is attached to an existing vertex with probability pro-

portional to the degree multiplied by a random fitness. We concentrate on

the typical behaviour of the graph by calculating the fitness distribution

of a vertex chosen proportional to its degree. For a particular variant of

the model, this analysis was first carried out by Borgs, Chayes, Daskalakis

and Roch. However, we present a method, found in [7], which is robust in

the sense that it does not depend on the exact specification of the attach-

ment law. In particular, we show that a peculiar phenomenon, analog to

the Bose-Einstein condensation, can be observed in a more general model

than the one presented by [5]. Finally, we calculate the asymptotic degree

distribution of the vertices of the model.



Resumo

A rede de ligação preferencial com fitness, introduzido em [2], é um mo-

delo de grafo aleatório dinâmico. Novos vértices são introduzidos suces-

sivamente e cada novo vértice é ligado a um vértice já existente com

probabilidade proporcional ao grau do vértice multiplicado por um fitness

aleatório. Nos concentramos no t́ıpico comportamento do grafo calculando

a distribuição do fitness de um vértice escolhido proporcional ao seu grau.

Para uma variante particular do modelo, esta análise foi feita por Borgs,

Chayes, Daskalakis e Roch. Porém, apresentamos um método, encontrado

em [7], o qual é robusto no sentido de que não depende das especificações

exatas da lei de ligação, pois poderemos ter um novo vértice fazendo mais

de uma ligação. Em particular, mostramos que um fenômeno peculiar,

análogo à condensação de Bose-Einstein, pode ser observado em um mo-

delo mais geral do que aquele apresentado por [5]. No final calculamos a

distribuição assintótica dos graus dos vértices do modelo.
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Introdução

Modelos de ligação preferencial foram introduzidos por [1] como um posśıvel mo-

delo de redes complexas tais como a world-wide-web (WWW). Os autores observa-

ram que esse simples mecanismo pode explicar a ocorrência da distribuição da lei de

potência nas redes do mundo real. Frequentemente redes são resultados de um pro-

cesso dinâmico: novos membros entram em uma rede social ou novas páginas web são

criadas com links apontando para páginas populares já existentes. Neste processo,

novos vértices preferem estabelecer ligações com vértices antigos que estão bem co-

nectados. Matematicamente, consideramos uma sequência de grafos aleatórios, onde

novos vértices são introduzidos e então conectados a vértices já existentes com proba-

bilidade proporcional ao grau do vértice. Este mecanismo bastante simples nos leva a

redes com a distribuição dos graus seguindo uma lei de potência e assim oferece uma

explicação para a sua ocorrência. Para um tratamento matemático, veja [4], que é o

primeiro artigo até onde sabemos que fez este trabalho.

Há muitas variações do modelo clássico para abordar diferentes problemas, veja

[9] para uma visão geral. Uma análise mais cuidadosa de uma das variações do

modelo clássico, veja [6], mostra que podemos observar uma vantagem, conhecida

na literatura como “first to market”, onde de um certo ponto em diante o vértice

com o grau máximo permanecerá sempre com o grau máximo. Claramente, isto não

é o único cenário posśıvel observado em redes reais. Um melhoramento posśıvel ao

modelo é o fato de que os vértices têm uma qualidade intŕınseca ou fitness, o que

permitiria vértices novos ultrapassar vértices antigos em popularidade.

A introdução do fitness tem um efeito significativo na formação da rede. Em

particular, pode-se provocar efeitos de condensação como indicado em [2].

Em [5], os autores calculam a distribuição assintótica do fitness de um vértice

escolhido com probabilidade proporcional ao seu grau em um modelo com fitness

onde em cada passo, um novo vértice é introduzido e ligado com apenas um elo a um

único vértice já existente. Em [7] é analisado um modelo mais geral, no sentido de que

é permitido que um novo vértice se conecte a mais de um vértice existente e também
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se conecte com mais de um elo a um mesmo vértice, tendo o modelo analisado em

[5] como caso particular. Esta dissertação é baseada neste artigo “Robust analysis of

preferential attachment models with fitness” de Steffen Dereich e Marcel Ortgiese [7].

Apresentamos um modelo com fitness, onde para cada vértice i é atribúıdo um

valor fi, chamado fitness, independente e identicamente distribúıdo com distribuição

µ, onde µ é uma distribuição em (0,∞) com suporte compacto. Nosso interesse é cal-

cular a distribuição assintótica do fitness de um vértice escolhido proporcionalmente

ao seu grau, e isto é feito no Teorema 3.1. Esta distribuição limite ou é absolutamente

cont́ınua com respeito a µ (“fase fit-get-richer”) ou tem uma componente singular que

põe massa no supremo essencial de µ (“fase Bose-Einstein”).

Também calculamos a distribuição assintótica dos graus, e isto é feito no Co-

rolário 4.1 do Teorema 4.1.

O que torna o modelo de ligação preferencial com fitness mais dif́ıcil de analisar

do que os modelos de ligação preferencial clássicos é que a normalização não é nem

determińıstica nem linear nos graus. A abordagem utilizada aqui mostra um modo

de lidar com a constante de normalização usando um argumento de bootstrap.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos algumas definições e resultados gerais que serão cruciais

na demonstração do resultado principal deste trabalho.

Primeiro definimos o que é um martingal e mostramos uma condição suficiente

para a sua convergência. Será fundamental para podermos utilizar a Proposição 1.2,

pois para utilizar o resultado desta proposição teremos que mostrar a convergência

de um erro estocástico que é um martingal.

Definição 1.1 (Martingal). Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade, e seja (Fn)n≥0

uma famı́lia de σ-álgebras, tal que F0 ⊆ F1 ⊆ ... ⊆ F . Seja X0, X1, ... uma sequência

de variáveis aleatórias definidas em (Ω,F ,P). Se, para cada n ≥ 0, a variável Xn

é Fn-mensurável, dizemos que o conjunto X = (Xn,Fn)n≥0 é uma sequência es-

tocástica. Ela será um martingal se, para todo n ≥ 0, E|Xn| <∞ e E[Xn+1|Fn] = Xn.

Proposição 1.1 (Convergência de martingal). Seja (Xn,Fn)n um martingal e seja

∆Xn = Xn+1 −Xn. Se
∞∑
i=1

E[(∆Xi)
2] <∞,

então Xn converge quase certamente.

Demonstração. Iremos mostrar que supn |Xn|2 < ∞ e então podemos utilizar o teo-

rema de convergência Lp para martingais que pode ser encontrado em [8]. Temos

X2
n =

(
X0 +

n−1∑
i=1

∆Xi

)2

= X2
0 + 2X0

n−1∑
i=1

∆Xi +

(
n−1∑
i=1

∆Xi

)2

.

Observe que a esperança da segunda parcela da última igualdade é zero, já que (Xn)

é um martingal e X0 é Fn mensurável para todo n. Mostraremos que

E

(n−1∑
i=1

∆Xi

)2
 = E

[
n−1∑
i=1

(∆Xi)
2

]

3



e como este último é menor ou igual à soma de todos os E[(∆Xn)2] que é finita,

seguirá o resultado. Temos(
n−1∑
i=1

∆Xi

)2

=
n−1∑
i=1

(∆Xi)
2 + 2

∑
j 6=i

∆Xi∆Xj

e a esperança da última parte do lado direito acima é zero. De fato, suponha i < j e

tome a esperança condicional de ∆Xi∆Xj dado Fj

E[∆Xj∆Xi|Fj] = E[(Xj+1 −Xj)(Xi+1 −Xi)|Fj]

= (Xi+1 −Xi)(E[Xj+1|Fj]−Xj)

= 0

onde a penúltima igualdade segue do fato de (Xi+1−Xi) ser Fj-mensurável e a última

igualdade do fato de (Xn) ser martingal.

Agora enunciamos um caso particular do Teorema de Portmanteau. Veja [3] para

uma demonstração. Utilizamos este teorema na demonstração do Teorema 3.1 para

mostrar a convergência da distribuição dos fitness e também no Teorema 4.1, onde

calculamos a distribuição assintótica dos graus dos vértices. Utilizaremos a notação

Pn ⇒ P para dizer que Pn converge fracamente para P .

Teorema 1.1. Sejam Pn, P medidas de probabilidade em (R,B(R)), onde B(R) são

os borelianos de R. As cinco condições a seguir são equivalentes:

(i) Pn ⇒ P .

(ii) limn→∞
∫
fdPn =

∫
fdP para toda função real cont́ınua e limitada f .

(iii) lim supn→∞ Pn(F ) ≤ P (F ) para todo F fechado.

(iv) lim infn→∞ Pn(G) ≥ P (G) para todo G aberto.

(v) limn→∞ Pn(A) = P (A) sempre que P (∂A) = 0.

Agora definimos alguns conceitos de teoria dos grafos que serão utilizados ao longo

do texto.

Definição 1.2 (Grafo direcionado). Um grafo direcionado é um par ordenado G =

(V,E) onde

• V é um conjunto cujos elementos são chamados vértices.
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• E é um conjunto de pares ordenados de vértices, onde cada par chamamor de

elo direcionado.

Dado um grafo orientado G = (V,E) e v ∈ V , definimos como o grau de entrada

de v a quantidade de pares em E que tem v como segunda entrada, ou seja, o número

de elementos (x, y) ∈ E onde y = v. Um elo do tipo (x, x) é chamado de laço. Se o

conjunto E possui elementos repetidos, dizemos que G é um multi-grafo.

Por fim, enunciamos e provamos a seguir, um resultado sobre a convergência de

uma sequência de variáveis aleatórias que satisfazem uma certa relação de recorrência.

Utilizaremos este resultado na demonstração do Lema 3.1 e do Lema 3.3.

Proposição 1.2. Seja (Xn)n≥0 uma sequência de variáveis aleatórias não negativas.

Suponha que a seguinte estimativa seja verdadeira

Xn+1 −Xn ≤
1

n+ 1
(An −BnXn) +Rn+1 −Rn, (1.1)

onde

(i) (An) e (Bn) são sequências de variáveis aleatórias quase certamente convergen-

tes com limites determińısticos A,B > 0,

(ii) (Rn) é uma sequência de variáveis aleatórias quase certamente convergente.

Então temos que, quase certamente,

lim sup
n→∞

Xn ≤
A

B
.

Similarmente se, sob as mesmas condições (i) e (ii), tivermos

Xn+1 −Xn ≥
1

n+ 1
(An −BnXn) +Rn+1 −Rn (1.2)

então, quase certamente,

lim inf
n→∞

Xn ≥
A

B
.

Demonstração. Fixe δ ∈ (0, 1). Pelas nossas hipóteses, quase certamente, podemos

encontrar n0 tal que para todo m,n ≥ n0,

An ≤ (1 + δ)A, Bn ≥ (1− δ)B, |Rm −Rn| ≤ δ.
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Então, por (1.1), temos que para qualquer m > n ≥ n0,

Xm −Xn =
m−1∑
j=n

(Xj+1 −Xj)

≤
m−1∑
j=n

(
1

j + 1
(Aj −BjXj) +Rj+1 −Rj

)

=
m−1∑
j=n

(
1

j + 1
(Aj −BjXj)

)
+Rm −Rn

≤
m−1∑
j=n

(
1

j + 1
(Aj −BjXj)

)
+ |Rm −Rn|

≤
m−1∑
j=n

 1

j + 1
((1 + δ)A− (1− δ)BXj))︸ ︷︷ ︸

=:Yj

+ δ.

(1.3)

Seja C = (1+δ)A
(1−δ)B . Para cada ı́ndice j ≥ n0 com Xj ≥ C + δ, temos

Yj ≤ −B(1− δ)δ/(j + 1).

De fato,

Yj =
1

j + 1
((1 + δ)A− (1− δ)BXj))

≤ 1

j + 1
((1 + δ)A− (1− δ)B(C + δ)), já que δ < 1

=
1

j + 1

(
(1 + δ)A− (1− δ)B

(
(1 + δ)A

(1− δ)B
+ δ

))
=
−B(1− δ)δ

j + 1
,

E se tivermos esta desigualdade válida para todo j ≥ n0, juntando com (1.3), obtemos

Xm −Xn ≤ δ +
m−1∑
j=n

−B(1− δ)δ
j + 1

= δ +−B(1− δ)δ
m−1∑
j=n

1

j + 1

→ −∞, quando m→∞,

o que contradiz o fato de termos Xm não negativos. Logo, existe m0 ≥ n0 com

Xm0 < C + δ.

6



Agora, vamos provar que para qualquer m ≥ m0 temos que Xm ≤ C + 3δ dado

que n0 é escolhido suficientemente grande (i.e. 1
n0+1

(1 + δ)A ≤ δ). Suponha que

Xm ≥ C+δ. Escolhemos m1 como o maior ı́ndice menor do que m com Xm1 < C+δ.

Claramente, m1 ≥ m0 e uma aplicação da estimativa (1.3) nos dá

Xm ≤ Xm1 + δ +
m−1∑
j=m1

Yj

≤ Xm1 + δ + Ym1 , já que Yj < 0 se m1 + 1 ≤ j ≤ m− 1

≤ C + 2δ +
1

m1 + 1
(1 + δ)A

≤ C + 2δ +
1

n0 + 1
(1 + δ)A

≤ C + 3δ =
(1 + δ)A

(1− δ)B
+ 3δ.

Já que δ ∈ (0, 1) é arbitrário, obtemos que, quase certamente,

lim sup
n→∞

Xn ≤
A

B
.

Para provar a desigualdade contrária, seja n0 tal que para todo m,n ≥ n0,

An ≥ (1− δ)A, Bn ≤ (1 + δ)B, |Rm −Rn| ≤ δ.

Então, por (1.2), temos para qualquer m > n ≥ n0,

Xm −Xn =
m−1∑
j=n

Xj+1 −Xj

≥
m−1∑
j=n

1

j + 1
(Aj −BjXj) +Rj+1 −Rj

=
m−1∑
j=n

(
1

j + 1
(Aj −BjXj)

)
+Rm −Rn

≥
m−1∑
j=n

(
1

j + 1
(Aj −BjXj)

)
− |Rm −Rn|

≥
m−1∑
j=n

1

j + 1
((1− δ)A− (1 + δ)BXj))︸ ︷︷ ︸

=:Yj

− δ.

(1.4)

Seja C = (1−δ)A
(1+δ)B

. Para cada ı́ndice j ≥ n0 com Xj ≤ C − δ, temos que

Yj ≥ B(1 + δ)δ/(j + 1).
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De fato,

Yj =
1

j + 1
((1− δ)A− (1 + δ)BXj))

≥ 1

j + 1
((1− δ)A− (1 + δ)B(C − δ)), (já que δ > 0)

=
1

j + 1

(
(1− δ)A− (1 + δ)B

(
(1− δ)A
(1 + δ)B

− δ
))

=
B(1 + δ)δ

j + 1
.

E se tivermos esta desigualdade válida para todo j ≥ n0, juntando com (1.4), obtemos

Xm −Xn ≥ −δ +
m−1∑
j=n

B(1 + δ)δ

j + 1

= −δ +B(1 + δ)δ
m−1∑
j=n

1

j + 1

→∞, quando m→∞,

o que contradiz Xj ≤ C−δ para todo j ≥ n0. Logo, existe m0 ≥ n0 com Xm0 > C−δ.
Agora, vamos provar que para qualquer m ≥ m0 temos que Xm ≥ C − 2δ dado

que n0 é escolhido suficientemente grande (i.e. 1
n0+1

(1 + δ)B < 1). Suponha que

Xm ≤ C − δ. Escolhemos m1 como o maior ı́ndice menor que m com Xm1 > C − δ.
Claramente, m1 ≥ m0 e uma aplicação da estimativa (1.4) nos dá

Xm ≥ Xm1 − δ +
m−1∑
j=m1

Yj

≥ Xm1 − δ + Ym1 , já que Yj > 0 se m1 + 1 ≤ j ≤ m− 1

= Xm1 − δ +
1

m1 + 1
((1− δ)A− (1 + δ)BXm1)

= Xm1 − δ +
(1− δ)A
m1 + 1

− (1 + δ)BXm1

m1 + 1

= Xm1

(
1− (1 + δ)B

m1 + 1

)
− δ +

(1− δ)A
m1 + 1

≥ (C − δ)
(

1− (1 + δ)B

m1 + 1

)
− δ +

(1− δ)A
m1 + 1

= C − δ − C(1 + δ)B

m1 + 1
+
δ(1 + δ)B

m1 + 1
− δ +

(1− δ)A
m1 + 1

= C − 2δ − (1− δ)A
m1 + 1

+
δ(1 + δ)B

m1 + 1
+

(1− δ)A
m1 + 1

≥ C − 2δ.
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Já que δ ∈ (0, 1) é arbitrário, obtemos que, quase certamente,

lim inf
n→∞

Xn ≥
A

B
.

9



Caṕıtulo 2

O modelo de Barabási-Bianconi

Em nosso modelo teremos N como o nosso conjunto de vértices. A cada vértice i ∈ N
é atribúıdo um fitness fi, onde (fn)n∈N é uma sequência de variáveis aleatórias inde-

pendentes e µ-distribúıdas, onde µ é uma distribuição não degenerada com suporte

compacto sobre os conjuntos de Borel de (0,∞). Chamamos µ de distribuição de

fitness.

Medimos a importância de um vértice i em um grafo orientado G = (V,E) pelo

seu impacto

impG(i) := 1 + grau de entrada de i em G.

Por razões técnicas, definiremos impG(i) = 0, se i não é um vértice de G.

A rede complexa é representada por uma sequencia (Gn)n∈N de multi-grafos aleató-

rios orientados sem laços que é constrúıda de acordo com as seguintes regras. Cada

grafo Gn consiste de n vértices rotulados por 1, ..., n. O G1 consiste de um único

vértice 1 e nenhum elo. Seguindo, dado Gn, o grafo Gn+1 é formado seguindo dois

passos:

• Inserção de um vértice n+ 1.

• Inserção de elos orientados apontando do vértice n + 1 para vértices antigos

i ∈ {1, ..., n} com probabilidade proporcional a

fi · impGn(i). (2.1)

Note que esta não é uma descrição completa da formação da rede. Nós ainda

precisamos esclarecer a regra expĺıcita de como novos vértices se conectam aos antigos.

Nós faremos isto utilizando as evoluções de impactos : para cada i ∈ N, consideramos

o processo Z(i) = (Zn(i))n∈N definido por

Zn(i) := impGn(i).
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Já que todos os elos apontam dos vértices mais novos para os mais velhos e já

que em cada passo todos os elos se anexam aos vértices novos, a sequência (Gn)n∈N

pode ser constrúıda a partir das evoluções de impacto (Z(i) : i ∈ N). De fato, para

qualquer i, j, n ∈ N com i < j ≤ n há exatamente

∆Zj−1(i) := Zj(i)−Zj−1(i)

elos apontando de j para i em Gn. Note que cada evolução de impacto Z(i) cresce

monotonamente, assume valores em N ∪ {0} e satisfaz Zn(i) = 1{n=i} para n ≤ i. E

qualquer escolha para as evoluções de impacto com estas três propriedades descreve

unicamente um modelo de grafo dinâmico.

Vamos assumir algumas hipóteses com respeito as evoluções de impacto. No nosso

modelo teremos um parâmetro λ > 0 que, como será visto no Lema 3.1, é o número

de elos médio que será introduzido no grafo em cada passo, e isto será consequência

das hipóteses (A1)-(A3) dadas abaixo. Dado λ > 0, defina

fn =
1

λn

n∑
j=1

fjZn(j) (2.2)

Assumimos que as três seguintes hipóteses são satisfeitas:

(A1)

E[∆Zn(i)|Gn] =
fiZn(i)

nfn
.

(A2) Existe uma constante Cvar tal que

Var(∆Zn(i)|Gn) ≤ CvarE[∆Zn(i)|Gn].

(A3) Condicionalmente em Gn, para i 6= j, ∆Zn(i) e ∆Zn(j) são negativamente

correlacionados, ou seja, E[∆Zn(i)∆Zn(j)|Gn]−E[∆Zn(i)|Gn]E[∆Zn(j)|Gn] ≤ 0.

Por hipótese o supremo essencial de µ é finito e estritamente positivo, digamos

s. Já que o modelo ainda satisfará as hipóteses (A1) - (A3), se substitúımos fi por

f ′i = fi/s, podemos e iremos assumir sem perda de generalidade que

(A0)

sup essencial(µ) = 1.
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Observação 2.1. Nossas hipóteses (A1)-(A3) garantem que o número total de

elos no sistema é da ordem de λn, veja o Lema 3.1.

Uma pergunta que podemos e devemos nos fazer é: Algum modelo satisfaz estas

hipóteses? E a resposta a esta pergunta é dada no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1. Grau de sáıda fixado. Seja λ ∈ N o grau inicial dos novos vértices.

Dado o grafo Gn, o número de elos conectando n + 1 para os vértices antigos 1, ..., n

forma uma variável aleatória com parâmetro λ e(
fiZn(i)

λnfn

)
i=1,...,n

, onde fn =
1

λn

n∑
i=1

fiZn(i).

Este modelo satisfaz todas as nossas hipóteses.

Vamos analisar uma sequência de medidas aleatórias (Γn)n∈N em [0, 1] dadas por

Γn =
1

n

n∑
i=1

Zn(i)δfi ,

as distribuições de impacto, onde δx é a medida concentrada no ponto x. Note que

Γn, após devida normalização, é a distribuição do fitness de um vértice escolhido

proporcional ao seu impacto.

Nosso interesse é mostrar a existência do limite limn→∞Γn, e isto é feito no Teo-

rema 3.1. Para isto, primeiro verificamos, usando um argumento de bootstrap, que

fn converge quase certamente para um certo θ∗. Fazemos isto encontrando uma cota

superior θ para lim supn→∞ fn e então conclúımos que T (θ) ainda é uma cota superior,

onde T é definido por

T (θ) = 1 +
1

λ

∫
θ − 1

θ − x
xµ(dx).

Então fazemos a mesma coisa para o lim infn→∞ fn e uma cota inferior θ. Isto nos

levará a concluir que um ponto fixo de T é o limite θ∗ que procuramos.

Uma vez que temos este limite, provamos a convergência de Γn utilizando o Teo-

rema de Portmanteau (1.1).
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Caṕıtulo 3

Distribuição assintótica do fitness
de um vértice escolhido
proporcionalmente ao seu grau

Neste caṕıtulo enunciamos e demonstramos o teorema principal discutido nesta dis-

sertação. A seguir segue uma série de lemas importantes para a demonstração.

Primeiro mostramos que o número total de elos no nosso modelo converge se

propriamente normalizado.

Lema 3.1. Quase certamente temos que

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

Zn(i) = 1 + λ.

Demonstração. Defina Yn = 1
n

∑n
i=1Zn(i). Então, calculamos a esperança condicio-

nal de Yn+1 dado Gn usando que Zn+1(n+ 1) = 1 por definição,

E[Yn+1|Gn] =
1

n+ 1

(
n∑
i=1

E[Zn+1(i)|Gn] + 1

)

=
1

n+ 1

(
n∑
i=1

E[Zn+1(i)−Zn(i) + Zn(i)|Gn] + 1

)

=
1

n+ 1

(
1 +

n∑
i=1

E[∆Zn(i)|Gn] +
n∑
i=1

Zn(i)

)

=
1

n+ 1

(
1 +

n∑
i=1

E[∆Zn(i)|Gn] + nYn

)

=
1

n+ 1

(
1 +

n∑
i=1

E[∆Zn(i)|Gn] + (n+ 1)Yn − Yn

)
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= Yn +
1

n+ 1

(
1 +

n∑
i=1

E[∆Zn(i)|Gn]− Yn

)
= Yn +

1

n+ 1
(1 + λ− Yn),

onde usamos a hipótese (A1) na esperança condicional de ∆Zn(i) e a definição de fn.

Assim, podemos escrever

Yn+1 − Yn =
1

n+ 1
(1 + λ− Yn) +Rn+1 −Rn, (3.1)

onde definimos R0 = 0 e

∆Rn := Rn+1 −Rn = Yn+1 − E[Yn+1|Gn].

Portanto, Rn é um martingal e converge quase certamente, se pudermos mostrar que

E[(∆Rn)2] é somável. De fato, primeiro usando (A3) o qual afirma que evoluções

de impacto de vértices distintos são negativamente correlacionados, podemos deduzir

que

E[(∆Rn)2|Gn] = E[(Yn+1 − E[Yn+1|Gn])2|Gn]

=
1

(n+ 1)2
E

(n+1∑
i=1

Zn+1(i)− E

[
n+1∑
i=1

Zn+1(i)|Gn

])2
∣∣∣∣∣∣Gn


=
1

(n+ 1)2
E

(n+1∑
i=1

Zn+1(i)− E [Zn+1(i)|Gn]

)2
∣∣∣∣∣∣Gn


=
1

(n+ 1)2
E

(n+1∑
i=1

Zn+1(i)−Zn(i) + Zn(i)− E [Zn+1(i)|Gn]

)2
∣∣∣∣∣∣Gn


=
1

(n+ 1)2
E

(n+1∑
i=1

∆Zn(i)− E [∆Zn(i)|Gn]

)2
∣∣∣∣∣∣Gn


=
1

(n+ 1)2

n+1∑
i,j=1

E[∆Zn(i)∆Zn(j)−∆Zn(i)E [∆Zn(j)|Gn]

−∆Zn(j)E [∆Zn(i)|Gn] + E [∆Zn(i)|Gn]E [∆Zn(j)|Gn] |Gn]

=
1

(n+ 1)2

n+1∑
i,j=1

E[∆Zn(i)∆Zn(j)|Gn]

− E[∆Zn(i)|Gn]E [∆Zn(j)|Gn] |Gn]

≤ 1

(n+ 1)2

n+1∑
i=1

E[(∆Zn(i))2|Gn]− (E[∆Zn(i)|Gn])2, usamos (A3)
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=
1

(n+ 1)2

n+1∑
i=1

Var(∆Zn(i)|Gn)

≤ 1

(n+ 1)2

(
Cvar

n+1∑
i=1

E[∆Zn(i)|Gn]

)
=

1

(n+ 1)2
(
Cvar(λ+ 1)

)

o qual é somável.

Consequentemente, podemos aplicar ambas as partes da Proposição 1.2 junto com

a convergência de (Rn) para obter que quase certamente limn→∞ Yn = 1 + λ.

Precisaremos também de cotas para a sequência de normalização, tanto inferior

quanto superior.

Lema 3.2. Quase certamente, temos que∫
xµ(dx) ≤ lim inf

n→∞
λfn ≤ lim sup

n→∞
λfn ≤ 1 + λ.

Demonstração. Para a cota inferior, notamos que por definição Zn(i) ≥ 1, e portanto

lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

fiZn(i) ≥ lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

fi =

∫
xµ(dx),

onde a última igualdade se dá pela lei dos grandes números.

Para a cota superior, podemos usar que fi ≤ 1 e combinar com a afirmação do

Lema 3.1 que diz que limn→∞
1
n

∑n
i=1Zn(i) = 1 + λ,

lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

fiZn(i) ≤ lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

Zn(i) = 1 + λ

O argumento bootstrap central é utilizado no final deste caṕıtulo e é baseado no

Lema 3.4. Antes de enunciarmos e provarmos o Lema 3.4, provamos um lema técnico

o qual será crucial na nossa prova.

Lema 3.3. (i) Seja θ ≥ 1. Se

lim sup
n→∞

fn ≤ θ, q.c.,
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então para qualquer 0 ≤ a < b ≤ 1, temos que

lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈(a,b]}Zn(i) ≥
∫
(a,b]

θ

θ − x
µ(dx),

quase certamente.

(ii) Seja θ > 0. Se

lim inf
n→∞

fn ≥ θ,

então para qualquer 0 ≤ a < b < θ ∧ 1,

lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈(a,b]}Zn(i) ≤
∫
(a,b]

θ

θ − x
µ(dx).

Demonstração. (i) Primeiro provamos que sob as hipóteses de (i), temos para 0 ≤
a < b ≤ 1 que

lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈(a,b]}Zn(i) ≥ θ

θ − a
µ((a, b]), q.c.. (3.2)

Seja 0 ≤ a < b ≤ 1 e denote por

Xn = Γn((a, b]) =
1

n

n∑
i=1

1{fi∈(a,b]}Zn(i) =
1

n

∑
i∈In

Zn(i),

onde denotamos por In = {i ∈ {1, ..., n} : fi ∈ (a, b]}.
Mostraremos (3.2) com a ajuda da Proposição 1.2. Precisaremos encontrar uma

cota inferior para o incremento Xn+1−Xn. Usando a hipótese (A1), podemos calcular

a esperança condicional de Xn+1:

E[Xn+1|Gn] =
1

n+ 1

∑
i∈In

E[Zn+1(i)|Gn] +
1

n+ 1
P(fn+1 ∈ (a, b])

=
1

n+ 1

(∑
i∈In

E[Zn+1(i)−Zn(i)|Gn] +
∑
i∈In

Zn(i)

)
+

1

n+ 1
µ((a, b])

=
1

n+ 1

(∑
i∈In

E[∆Zn(i)|Gn] + nXn

)
+

1

n+ 1
µ((a, b])

= Xn +
1

n+ 1

(∑
i∈In

E[∆Zn(i)|Gn]−Xn

)
+

1

n+ 1
µ((a, b])

= Xn +
1

n+ 1

(∑
i∈In

E[∆Zn(i)|Gn]−Xn + µ((a, b])

)
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= Xn +
1

n+ 1

(∑
i∈In

fiZn(i)

nfn
−Xn + µ((a, b])

)

= Xn +
1

n+ 1

(
µ((a, b])−

(
1− 1

Xn

∑
i∈In

fiZn(i)

nfn

)
Xn

)

= Xn +
1

n+ 1

(
µ((a, b])−

(
1− n∑

i∈In Zn(i)

1

nfn

∑
i∈In

fiZn(i)

)
Xn

)

= Xn +
1

n+ 1

(
µ((a, b])−

(
1−

∑
i∈In fiZn(i)∑
i∈In Zn(i)

1

fn

)
Xn

)
≥ Xn +

1

n+ 1

(
µ((a, b])−

(
1−

∑
i∈In aZn(i)∑
i∈In Zn(i)

1

fn

)
Xn

)
= Xn +

1

n+ 1

(
µ((a, b])−

(
1− a

fn

)
Xn

)
≥ Xn +

1

n+ 1

(
µ((a, b])−

(
1− a

supm≥n fm

)
Xn

)

Consequentemente, rearranjando nos leva a

E[Xn+1|Gn]−Xn ≥
1

n+ 1

(
µ((a, b])−

(
1− a

supm≥n fm

)
Xn

)
Assim, podemos escrever

Xn+1 −Xn ≥
1

n+ 1

(
µ((a, b])−

(
1− a

supm≥n fm

)
Xn

)
+Rn+1 −Rn,

onde Rn é um martingal definido como R0 = 0 e

∆Rn := Rn+1 −Rn = Xn+1 − E[Xn+1|Gn].

Se pudermos mostrar que Rn converge quase certamente, então a Proposição 1.2 junto

com a hipótese de que lim supn→∞ fn ≤ θ mostra que

lim inf
n→∞

Xn ≥
1

1− a
lim supn→∞ fn

µ((a, b]) ≥ 1

1− a
θ

µ((a, b]) =
θ

θ − a
µ((a, b]),

o qual é a cota (3.2) requerida.

A convergência do martingal segue se mostrarmos que E[(∆Rn)2|Gn] é somável.

De fato,

(∆Rn)2 =

(
1

n+ 1

∑
i∈In

(Zn+1(i)− E[Zn+1(i)|Gn]) +
1

n+ 1
(1{fn+1∈(a,b]} − µ((a, b]))

)2
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=
1

(n+ 1)2

(∑
i∈In

(Zn+1(i)− E[Zn+1(i)|Gn])

)2

+
1

(n+ 1)2
(1{fn+1∈(a,b]} − µ((a, b])

∑
i∈In

(Zn+1(i)− E[Zn+1(i)|Gn])

+
1

(n+ 1)2
(1{fn+1∈(a,b]} − µ((a, b]))2

≤ 1

(n+ 1)2

(∑
i∈In

(Zn+1(i)− E[Zn+1(i)|Gn])

)2

+
1

(n+ 1)2

∑
i∈In

(Zn+1(i)− E[Zn+1(i)|Gn])

+
1

(n+ 1)2
(1{fn+1∈(a,b]} − µ((a, b])1{fn+1∈(a,b]} + (µ((a, b]))2)

A esperança do segundo termo é igual a zero e a esperança do último termo é
1

(n+1)2
µ((a, b]) o qual é somável, logo podemos nos concentrar apenas no primeiro

termo. Agora, podemos usar (A3), a correlação negativa de ∆Zn(i), e então (A1) e

(A2) para estimar a variância e deduzir que

1

(n+ 1)2
E

(∑
i∈In

(Zn+1(i)− E[Zn+1(i)|Gn])

)2
∣∣∣∣∣∣Gn


=
1

(n+ 1)2
E

(∑
i∈In

Zn+1(i)−Zn(i) + Zn(i)− E [Zn+1(i)|Gn]

)2
∣∣∣∣∣∣Gn


=
1

(n+ 1)2
E

(∑
i∈In

∆Zn(i)− E [∆Zn(i)|Gn]

)2
∣∣∣∣∣∣Gn


=
1

(n+ 1)2

∑
i,j∈In

E[∆Zn(i)∆Zn(j)−∆Zn(i)E [∆Zn(j)|Gn]

−∆Zn(j)E [∆Zn(i)|Gn] + E [∆Zn(i)|Gn]E [∆Zn(j)|Gn] |Gn]

=
1

(n+ 1)2

∑
i,j∈In

E[∆Zn(i)∆Zn(j)|Gn]− E[∆Zn(i)|Gn]E [∆Zn(j)|Gn] |Gn]

≤ 1

(n+ 1)2

∑
i∈In

E[(∆Zn(i))2|Gn]− (E[∆Zn(i)|Gn])2, usamos (A3)

=
1

(n+ 1)2

∑
i∈In

Var(∆Zn(i)|Gn)

≤ 1

(n+ 1)2
Cvar

∑
i∈In

fiZn
nfn

≤ 1

(n+ 1)2
Cvarλ

18



onde usamos a definição de fn no último passo. O último é obviamente somável e

portanto, Rn converge quase certamente.

Note que a afirmação (i) segue por uma aproximação da integral de Riemann.

Particionamos (a, b] com a = t0 < ... < tl = b com l ∈ N arbitrário. Então segue que

lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈(a,b]}Zn(i) ≥
l−1∑
k=0

θ

θ − tk
µ((tk, tk+1]), q.c.,

e o lado direito aproxima a integral.

(ii) É suficiente provar que para 0 ≤ a < b < θ ∧ 1 temos que

lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈(a,b]}Zn(i) ≤ θ

θ − b
µ((a, b]), q.c.. (3.3)

Isto segue de forma completamente análoga a parte (i) usando a Proposição 1.2.

Então a afirmação (ii) segue como acima pela aproximação da integral de Riemann.

O próximo lema utiliza um limite inferior da distribuição do fitness obtida no

Lema 3.3 para produzir uma nova cota superior T (θ) da normalização, onde T é

definido por

T (θ) = 1 +
1

λ

∫
θ − 1

θ − x
xµ(dx).

Lema 3.4. (i) Seja θ > 1. Se

lim sup
n→∞

fn ≤ θ, q.c.,

então

lim sup
n→∞

fn ≤ T (θ), q.c.,

(ii) Seja θ > 0 e suponha que

lim inf
n→∞

fn ≥ θ, q.c.

Temos que, quase certamente,

lim inf
n→∞

fn ≥

{
T (θ) se θ ≥ 1,

θ + θ
λ
(1− µ[0, θ)) se θ ∈ (0, 1).
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Demonstração. (i) Defina uma medida ν em [0, 1) como

ν(dx) =
θ

θ − x
µ(dx).

Além disso, defina ν ′ = ν + ((1 + λ)− ν([0, 1)))δ1.

Temos um resultado da análise que diz que se an e bn são duas sequências reais

então

lim sup
n→∞

an + lim inf
n→∞

bn ≤ lim sup
n→∞

(an + bn),

e portanto, para t ∈ (0, 1),

lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

Zn(i) ≥ lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈[t,1)}Zn(i)

+ lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈[0,t)}Zn(i).

Pelo Lema 3.1 o primeiro limite é igual a 1 + λ e portanto

lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈[t,1)}Zn(i) ≤ 1 + λ− lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈[0,t)}Zn(i).

Usando a parte (i) do Lema 3.3 temos que

lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈[0,t)}Zn(i) ≥
∫
[0,t)

θ

θ − x
µ(dx) = ν([0, t)).

Logo

lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{fi∈[t,1)}Zn(i) ≤ 1 + λ− ν([0, t)) = ν ′([t, 1]), q.c..

Isto nos permite calcular uma nova cota superior assintótica para (fn): sejam ∈ N.

Se para i, l ∈ N temos que l
m
≤ fi <

l+1
m

então

1

m

m−1∑
j=0

1{fi≥j/m} =
l + 1

m
> fi,

e consequentemente

fn =
1

λn

n∑
i=1

fiZn(i) ≤ 1

λn

n∑
i=1

1

m

m−1∑
j=0

1{fi≥j/m}Zn(i)

=
1

λm

m−1∑
j=0

1

n

n∑
i=1

1{fi≥j/m}Zn(i),
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e portanto

lim sup
n→∞

fn ≤
1

λm

m−1∑
j=0

ν ′([j/m, 1]), q.c.

=
1

λ

(
ν ′({1}) +

m−1∑
j=0

j

m
ν ′ ([j/m, (j + 1)/m))

)
.

A última expressão tende à integral 1
λ

∫
xν ′(dx) quando m→∞ e finalmente obtemos

que, quase certamente,

lim sup
n→∞

fn ≤
1

λ

∫
xν ′(dx)

=
1

λ

∫
[0,1)

xν ′(dx) +
1

λ
ν ′(1)

=
1

λ

∫
[0,1)

xν(dx) +
1

λ
(1 + λ− ν([0, 1)))

=
1

λ

∫
[0,1)

θ

θ − x
xµ(dx) +

1

λ

(
1 + λ−

∫
[0,1)

θ

θ − x
µ(dx)

)
= 1 +

1

λ

∫
θ

θ − x
x+ 1− θ

θ − x
µ(dx)

= 1 +
1

λ

∫
θ − 1

θ − x
xµ(dx)

= T (θ).

(ii) Seja θ′ ∈ (0, θ ∧ 1) e considere as medidas com sinal ν = ν(θ′) e ν ′ = ν ′(θ′)

definidas por

ν(dx) =
θ

θ − x
1[0,θ′](x)µ(dx)

e

ν ′ = ν + (1 + λ− ν([0, 1]))δθ′ .

Como acima conclúımos com o Lema 3.3 que para t < θ′, quase certamente,

lim inf
n→∞

n∑
i=1

1{fi∈(t,1]}Zn(i) ≥ 1 + λ− ν((0, t]) = ν ′((t, 1]).

Sejam i,m ∈ N e l ∈ N o maior inteiro menor ou igual a m − 1 tal que fi ≥ lθ′

m
,

então
θ′

m

m−1∑
j=1

1{fi≥ j
m
θ′} =

lθ′

m
≤ fi.
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Logo

fn =
1

λn

n∑
i=1

fiZn(i) ≥ 1

λn

n∑
i=1

θ′

m

m−1∑
j=1

1{fi≥ j
m
θ′}Zn(i)

=
θ′

λm

m−1∑
j=1

1

n

n∑
i=1

1{fi≥ j
m
θ′}Zn(i)

o que nos leva a concluir que, quase certamente,

lim inf
n→∞

fn ≥
θ′

λm

m∑
j=1

ν ′((
j

m
θ′, 1]).

Já que m ∈ N é arbitrário, obtemos que, quase certamente,

lim inf
n→∞

fn ≥
1

λ

∫
xν ′(dx)

=
1

λ

∫
[0,1]\{θ′}

xν(dx) + θ′ν ′({θ′})

=
1

λ

∫
[0,θ′)

θ

θ − x
xµ(dx) + θ′(ν({θ′}) + 1 + λ− ν([0, 1]))

=
1

λ

(
θ′(1 + λ) +

∫
[0,θ′)

θ

θ − x
xµ(dx) +

θθ′µ({θ′})
θ − θ′

−
∫
[0,θ′]

θ′θ

θ − x
µ(dx)

)
=

1

λ

(
θ′(1 + λ) +

∫
[0,θ′]

θ

θ − x
xµ(dx)−

∫
[0,θ′]

θ′θ

θ − x
µ(dx)

)
=

1

λ

(
θ′(1 + λ)− θ

∫
[0,θ′]

θ′ − x
θ − x

µ(dx)

)
.

Observe que a última integral é dominada por 1 já que θ′ < θ. Distinguimos dois

casos. Se θ < 1, fazemos θ′ ↑ θ para deduzirmos que

lim inf
n→∞

fn ≥ θ +
θ

λ
(1− µ([0, θ)), q.c..

Se θ ≥ 1, fazemos θ′ ↑ 1 e obtemos

lim inf
n→∞

fn ≥
1

λ

∫
xν ′(dx) =

1

λ

(
1 + λ− θ

∫
1− x
θ − x

µ(dx)

)
= T (θ).

Finalmente podemos enunciar e provar o Teorema 3.1, onde primeiro mostra-

mos que a normalização converge utilizando um argumento bootstrap baseado no

Lema 3.4. Finalmente utilizamos a cota da distribuição do fitness obtida no Lema 3.3

para mostrar a convergência das distribuições do fitness.
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Teorema 3.1. Suponha que as Hipóteses (A0)-(A3) são satisfeitas. Se
∫

x
1−xµ(dx) ≥

λ, denotamos por θ∗ ≥ 1 o único valor com∫
x

θ∗ − x
µ(dx) = λ

e caso contrário fazemos θ∗ = 1. Temos que

lim
n→∞

fn = θ∗, q.c.

e distinguimos dois regimes:

(i) Fase Fit-get-richer. Suponha que
∫

x
1−xµ(dx) ≥ λ. (Γn), quase certamente

converge fracamente para Γ, onde

Γ(dx) =
θ∗

θ∗ − x
µ(dx)

(ii) Fase Bose-Einstein. Suponha que
∫

x
1−xµ(dx) < λ. (Γn) quase certamente

converge fracamente para Γ, onde

Γ(dx) =
1

1− x
µ(dx) +

(
1 + λ−

∫
[0,1)

1

1− x
µ(dx)

)
δ1.

Demonstração. Fase Fit-get-richer. Suponha que θ∗∗ é o menor valor em [θ∗,∞) com

lim sup
n→∞

fn ≤ θ∗∗, q.c.. (3.4)

Tal valor existe devido ao Lema 3.2. Provaremos que θ∗∗ = θ∗ por contradição.

Suponha que θ∗∗ > θ∗. Aplicamos o Lema 3.4 e obtemos que

lim sup
n→∞

fn ≤ T (θ∗∗), q.c..

Agora note que T é cont́ınuo em [θ∗, θ∗∗] e diferenciável em (θ∗, θ∗∗) com

T ′(θ) =
1

λ

∫
x(1− x)

(θ − x)2
µ(dx) ≤ 1

λ

∫
x

θ − x
µ(dx) < 1.

Além disso θ∗ é um ponto fixo de T . Portanto, pelo teorema do valor médio,

T (θ∗∗) = T (θ∗) + T ′(θ)(θ∗∗ − θ∗) < θ∗∗

para um θ ∈ (θ∗, θ∗∗) apropriado. Isto contradiz a minimalidade de θ∗∗. Agora

focamos na convergência das medidas Γn. Note que a medida Γ definida por

Γ(dx) =
θ∗

θ∗ − x
µ(dx)
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tem massa total 1 + λ. Já que Γn((0, 1)) = 1
n

∑n
i=1Zn(i) tende a 1 + λ, quase

certamente, podemos aplicar o Teorema de Portmanteau para provar a convergência

de (Γn). Seja D = Q∩ [0, 1] os números racionais em [0, 1]. Observamos que o número

de intervalos racionais (a, b] com a, b ∈ D é enumerável e portanto, pelo Lema 3.3

existe um evento Ω0 com probabilidade 1 tal que para todos intervalos racionais (a, b]

lim inf
n→∞

Γn((a, b]) ≥ Γ((a, b]) sobre Ω0.

Seja agora U ⊂ (0, 1) um conjunto aberto arbitrário. Aproximamos U monotoni-

camente por dentro por uma sequencia de conjuntos (Um)m∈N com cada Um sendo

uma união de finitos intervalos racionais disjuntos dois a dois. Então, para qualquer

m ∈ N, temos que

lim inf
n→∞

Γn(U) ≥ lim inf
n→∞

Γn(Um) ≥ Γ(Um) sobre Ω0

e por convergência monótona, segue que lim infn→∞ Γn(U) ≥ Γ(U) sobre Ω0. Isto

prova a convergência

Γn ⇒ Γ, q.c..

Já que fn = 1
λ

∫
xΓn(dx), conclúımos que, quase certamente,

lim
n→∞

fn =
1

λ

∫
xΓ(dx) = θ∗.

Fase Bose-Einstein. Seja θ∗ = 1. Iniciamos como em (i). Seja θ∗∗ o menor valor

em [1,∞) com

lim sup
n→∞

fn ≤ θ∗∗, q.c..

Como acima uma prova por contradição prova que θ∗∗ = 1. Em seguida, denotamos

por θ∗∗ o maior real em (0, 1] com

lim inf
n→∞

fn ≥ θ∗∗, q.c.. (3.5)

Pelo Lema 3.2, tal θ∗∗ existe e supomos que θ∗∗ < 1. Pelo Lema 3.4, a desigualdade

(3.5) permanece válida para

θ∗∗ +
θ∗∗

λ
(1− µ([0, θ∗∗))) > θ∗∗

contradizendo a maximalidade de θ∗∗. Consequentemente,

lim
n→∞

fn = 1, q.c..
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Pelo Lema 3.3 temos que, para 0 ≤ a < b < 1,

lim inf
n→∞

Γn((a, b]) ≥
∫
(a,b]

1

1− x
µ(dx) = Γ((a, b]), q.c.,

e, para 0 ≤ a < b = 1,

lim inf
n→∞

Γn((a, 1]) = 1 + λ− lim sup
n→∞

Γn((0, a]) = Γ((a, 1]), q.c..

O restante da prova é da mesma forma como foi na prova de (i).
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Caṕıtulo 4

Distribuição assintótica dos graus

Neste caṕıtulo aproveitamos alguns resultados obtidos até aqui para calcular a dis-

tribuição assintótica dos graus dos vértices do nosso modelo.

Primeiro definiremos medidas aleatórias com a nossa atenção voltada a vértices

com um impacto fixado k ∈ N. Para n ∈ N considere a medida aleatória

Γ(k)
n :=

1

n

n∑
i=1

1{Zn(i)=k}δfi ,

representando, após normalização, o fitness aleatório de um vértice uniformemente

escolhido com impacto k.

Para provar a convergência de (Γ
(k)
n ), precisaremos de hipóteses adicionais. De

fato, até o momento nossas hipóteses admitem modelos para os quais vértices são

sempre conectados por elos múltiplos, e nestes casos, não haveria vértices com impacto

2.

(A4) ∀k ∈ N : supi=1,...,n 1{Zn(i)=k}nP(∆Zn(i) ≥ 2|Gn)→ 0, q.c.

(A4’) ∀k ∈ N : supi=1,...,n 1{Zn(i)=k}n
∣∣∣P(∆Zn(i) = 1|Gn)− fiZn(i)

nfn

∣∣∣→ 0, q.c.

(A5) Temos que para 1 ≤ i < j ≤ n e quaisquer k, l ∈ N

P(∆Zn(i) ≤ k; ∆Zn(j) ≤ l|Gn) ≤ P(∆Zn(i) ≤ k|Gn)P(∆Zn(j) ≤ l|Gn)

Teorema 4.1. Suponha que as Hipóteses (A0), (A4), (A4’) e (A5) são satisfeitas e

que para algum θ∗ ∈ [1,∞)

lim
n→∞

fn = θ∗, q.c..

Então temos que, quase certamente, (Γ
(k)
n ) converge fracamente para Γ(k), onde

Γ(k)(dx) =
1

k + θ∗

x

θ∗

x

k−1∏
i=1

i

i+ θ∗

x

µ(dx) (4.1)
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Demonstração. Provamos a afirmação por indução sobre k = 1, 2, .... A prova para

k = 1 é similar a prova do passo de indução e focaremos principalmente neste último

passo.

Seja k ∈ {2, 3, ...} e suponha que a afirmação é verdadeira para k ∈ {1, ..., k− 1}.
Fixamos a, b ∈ [0, 1] com µ({a, b}) = 0, µ((a, b]) > 0 e considere as variáveis aleatórias

Xn := Γ(k)
n ((a, b])

para n ∈ N. Primeiro encontramos uma cota inferior para os incrementos de (Xn)

que seja adequada para a aplicação da Proposição 1.2.

Restringiremos nossa atenção aos vértices com fitness em (a, b] e denotamos por

In := {i ∈ {1, ..., n} : fi ∈ (a, b]}. Note que

E[Xn+1|Gn] =
1

n+ 1

∑
i∈In

k∑
l=1

1{Zn(i)=l}P(∆Zn(i) = k − l|Gn)

=
1

n+ 1

∑
i∈In

(
k−1∑
l=1

1{Zn(i)=l}P(∆Zn(i) = k − l|Gn)

+ 1{Zn(i)=k}P(∆Zn(i) = 0|Gn)

)

=
1

n+ 1

∑
i∈In

(
k−1∑
l=1

1{Zn(i)=l}P(∆Zn(i) = k − l|Gn)

+ 1{Zn(i)=k}(1− P(∆Zn(i) 6= 0|Gn)

)

= Xn +
1

n+ 1

∑
i∈In

(
k−1∑
l=1

1{Zn(i)=l}P(∆Zn(i) = k − l|Gn)

− 1{Zn(i)=k}P(∆Zn(i) 6= 0|Gn)

)
− Xn

n+ 1
.

Uma aplicação da hipótese de indução nos dá para um l ∈ {1, ..., k − 1} fixado

lim
n→∞

∑
i∈In

1{Zn(i)=l}P(∆Zn(i) = k − l|Gn) =
k − 1

θ∗

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)(dx),

quase certamente. De fato, para l = k − 1∣∣∣∣∣∑
i∈In

1{Zn(i)=k−1}P(∆Zn(i) = 1|Gn)− k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)(dx)

∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∑
i∈In

1{Zn(i)=k−1}P(∆Zn(i) = 1|Gn)− k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)

+
k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)− k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)(dx)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣n sup
i=1,...,n

1{Zn(i)=k−1}P(∆Zn(i) = 1|Gn)− k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)

+
k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)− k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)(dx)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣n sup

i=1,...,n
1{Zn(i)=k−1}P(∆Zn(i) = 1|Gn)− k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)− k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)(dx)

∣∣∣∣
= sup

i=1,...,n
1{Zn(i)=k−1}n

∣∣∣∣P(∆Zn(i) = 1|Gn)− k − 1

nfn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)− k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)(dx)

∣∣∣∣
= sup

i=1,...,n
1{Zn(i)=k−1}n

∣∣∣∣∣P(∆Zn(i) = 1|Gn)− k − 1

nfn

1

n

n∑
j=1

fj1{Zn(j)=k−1;fj∈(a,b]}

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)− k − 1

fn

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)(dx)

∣∣∣∣
≤ sup

i=1,...,n
1{Zn(i)=k−1}n

∣∣∣∣P(∆Zn(i) = 1|Gn)− (k − 1)fi

nfn

∣∣∣∣
+
k − 1

fn

∣∣∣∣∫
(a,b]

xdΓ(k−1)
n (dx)−

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)(dx)

∣∣∣∣
e o primeiro termo da última parte da expressão acima vai para zero devido a hipótese

(A4’) e o último termo tende a zero pela hipótese de indução (e o fato de que Γ(k−1)

não põe massa nem em a nem em b). Analogamente, podemos verificar a afirmação

para os l’s restantes utilizando a hipótese (A4). Além disso, temos∑
i∈In

1{Zn(i)=k}P(∆Zn(i) 6= 0)− bk

fn
Xn

≤
∑
i∈In

1{Zn(i)=k}

(
P(∆Zn(i) = 1|Gn)− fik

fn

)
+ sup

i=1,...,n
nP(∆Zn(i) ≥ 2|Gn),

onde os dois termos no lado direito converge para zero pelas hipóteses (A4) e (A4’).

Consequentemente, existem sequências de variáveis aleatórias (An) e (Bn) tais que

E[Xn+1|Gn]−Xn ≥
1

n+ 1
(An −BnXn)
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com An → k−1
θ∗

∫
(a,b]

xdΓ(k−1)(x) e Bn → 1 + kb
θ∗

, quase certamente (onde o primeiro é

positivo já que µ((a, b]) > 0). Agora escolhemos (Rn) como o martingal com

Rn =
n∑
k=1

(Xk − E[Xk|Gk−1]),

onde definimos G0 como o grafo vazio e observe que

Xn+1 −Xn ≥
1

n+ 1
(An −BnXn) +Rn+1 −Rn. (4.2)

Agora, provamos que (Rn) converge quase certamente. Um cálculo elementar

mostra que a sequência (Rn) é a diferença de dois martingais, a saber

M
(1)
n+1 = M (1)

n +
1

n+ 1

(∑
i∈In

1{Zn(i)<k,Zn+1(i)≥k} − E

[∑
i∈In

1{Zn(i)<k,Zn+1(i)≥k}

∣∣∣∣∣Gn
])

,

e

M
(2)
n+1 = M (2)

n +
1

n+ 1

(∑
i∈In

1{Zn(i)≤k,Zn+1(i)>k} − E

[∑
i∈In

1{Zn(i)≤k,Zn+1(i)>k}

∣∣∣∣∣Gn
])

,

(4.3)

ambos iniciando em 0. Já que ambos os martingais são os mesmos, a menos de um

incremento do parâmetro k, vamos verificar que qualquer um deles converge quase

certamente para um k ∈ N fixado. Mostraremos que M
(2)
n converge mostrando que

E[(∆M
(2)
n )2|Gn] é quase certamente somável, onde ∆M

(2)
n = M

(2)
n+1 −M

(2)
n .

Primeiro, usando a hipótese (A5), temos

E[(∆M (2)
n )2|Gn]

≤ 1

(n+ 1)2

∑
i∈In

E
[(
1{Zn(i)≤k,Zn+1(i)>k} − P(Zn(i) ≤ k,Zn+1(i) > k}

∣∣Gn)
)2 |Gn]

≤ 1

(n+ 1)2

∑
i∈In

1{Zn(i)≤k}P(∆Zn(i) ≥ 1|Gn)

≤ 1

(n+ 1)2
sup

i=1,...,n
n1{Zn(i)≤k}

∣∣∣∣P(∆Zn(i) ≥ 1|Gn)− fiZn(i)

nfn

∣∣∣∣+
λ

(n+ 1)2
,

onde usamos a definição de fn no último passo. Pelas hipóteses (A4) e (A4’), a última

expressão é de fato quase certamente somável.

Combinando a convergência do termo restante Rn com a recursão em 4.2, segue

com a Proposição 1.2 que

lim inf
n→∞

Γ(k)
n ((a, b]) ≥ (k − 1)

∫
(a,b]

x

θ∗ + kb
dΓ(k−1)(x). (4.4)
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Lembre que a, b ∈ [0, 1] foram escolhidos arbitrariamente com a < b e µ({a, b}) = 0,

e podemos remover a hipótese de que µ((a, b]) > 0, já que a afirmação se mantêm

trivialmente no caso em que µ((a, b]) = 0. Agora escolhemos um subconjunto F ⊂
[0, 1] enumerável e denso tal que para cada x ∈ F temos µ({x}) = 0. O que temos

até agora nos garante a existência de um conjunto Ω0 com probabilidade 1 no qual

4.4 se mantêm válido para qualquer par a, b ∈ F com a < b. Suponha agora que U é

um conjunto aberto arbitrário. Aproximando o conjunto U por baixo por uniões de

pequenos intervalos disjuntos (a, b] com a, b ∈ F segue diretamente que

lim inf
n→∞

Γ(k)
n (U) ≥ (k − 1)

∫
(a,b]

x

θ∗ + kx
dΓ(k−1)(x)

em Ω0. Assim obtemos que Γ
(k)
n quase certamente converge fracamente para Γ(k) dado

por

Γ(k)(dx) =
(k − 1)x

kx+ θ∗
Γ(k−1)(dx) =

k∏
l=2

(l − 1)x

lx+ θ∗
Γ(1)(dx).

Para completar o argumento, ainda precisamos verificar a afirmação para a escolha

inicial k = 1. Novamente definimos Xn = Γ
(1)
n ((a, b]) para a, b ∈ [0, 1] com µ({a, b}) =

0, µ((a, b]) > 0 e definimos In = {i ∈ {1, ..., n} : fi ∈ (a, b]}. Então segue que, como

Zn+1(n+ 1) = 1 por definição,

E[Xn+1|Gn] =
1

n+ 1

∑
i∈In

P(Zn+1 = 1|Gn) +
1

n+ 1
P(fn+1 ∈ (a, b])

= Xn +
1

n+ 1

[∑
i∈In

1{Zn(i)=1}P(∆Zn+1(i) ≥ 1|Gn)−Xn + µ((a, b])

]
.

Assim, de forma completamente análoga que o passo de indução, podemos mostrar

que

Xn+1 −Xn ≥
1

n+ 1
(An −BnXn) +Rn+1 −Rn,

onde An → µ((a, b]), Bn → 1 + b
θ∗

e Rn+1 − Rn = Xn+1 − E[Xn+1|Gn]. O termo Rn

pode então ser decomposto como M
(1)
n −M (2)

n + In com M
(1)
n = 0, M

(2)
n definido como

em 4.3 e o termo adicional definido como

In =
1

n

(
1{fnin(a,b]} − P(fn ∈ (a, b])

)
.

Já vimos que M (2) converge. Mais ainda, um argumento elementar de martingal (para

variáveis aleatórias i.i.d.) mostra que
∑

n∈N In também converge quase certamente.

Portanto, pela Proposição 1.2 podemos deduzir que

lim inf
x→∞

Xn ≥
θ∗

θ∗ + b
µ((a, b]).
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Repetindo o mesmo argumento de aproximação como fizemos antes, obtemos que Γ(1)

quase certamente converge fracamente para Γ(1) dado por

Γ(1)(dx) =
θ∗

θ∗ + x
µ(dx),

o qual completa a prova por indução.

O teorema acima permite imediatamente controlar o número de vértices com im-

pacto k ∈ N. Seja

pn(k) :=
1

n

n∑
i=1

1{Zn(i)=k} = Γ(k)
n ([0, 1]).

Corolário 4.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.1, temos

lim
n→∞

pn(k) =

∫
(0,1]

1

k + θ∗

x

θ∗

x

k−1∏
i=1

i

i+ θ∗

x

µ(dx), q.c.
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Caṕıtulo 5

Considerações finais

Com relação ao Teorema 3.1, um desafio - até onde sabemos, um problema em aberto

- é dar uma descrição quantitativa exata sobre como a massa “escapa no infinito”. O

resultado aqui apresentado mostra que em uma certa situação, teremos um efeito de

condensação, mas sabemos pouco sobre como que isto acontece e a que velocidade.

Como que os elos estão distribúıdos em torno do maior fitness presente no sistema

em um tempo qualquer dado? Em que taxa novos vértices com fitness mais altos

estão assumindo a liderança? Como esse comportamento de transição depende da

distribuição do fitness?
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