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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos o teorema da fungao implicita e algumas de suas
aplicagoes em muitas areas da matematica. No capitulo um apresentamos a de-
monstragao classica do teorema como consequéncia do teorema da fungao inversa.
Ja no segundo capitulo, descrevemos o que é uma aplicagao de bilhar e mostramos
que dada uma curva de classe C* a nossa aplicacao de bilhar é um difeomorfismo
local de classe C*~!, depois calculamos a derivada da aplicacdo bilhar. No capi-
tulo trés provaremos que as raizes simples de um polindmio sao C'*° dependentes
dos coeficientes deste polinomio, de modo que, se fizermos uma pequena per-
turbacao nos coeficientes desse polinomio, pertubaremos também as raizes que
dependem desses coeficientes de maneira suave. No quarto capitulo, estudamos
alguns conceitos para chegar na demonstracao do teorema do fluxo tubular, onde
utilizamos o teorema da funcao inversa. No quinto capitulo, mostramos que a
aplicacao de um fluxo perto de uma érbita periddica é um difeomorfismo classe
C*. Por fim, no capitulo seis, demonstramos que dada F : R?> — R uma
aplicagao diferenciavel, o conjunto S = {(z,y,z) € R3|F(z,y,2) = ¢}, onde c ¢é
um niamero real é o traco de uma superficie parametrizada regular. Para isso,

estudamos algumas propriedades geométricas.

Palavras-chave: Teorema da funcao implicita. Bilhares. Teorema do
fluxo tubular. Transformagao de Poincaré. Dependéncia C*° das raizes

de um polinémio.



ABSTRACT

In this paper we present the Implicit Function Theorem and some of its applica-
tions in many areas of mathematics. In chapter one we present the theorem in
the most classical way. In the second chapter, we describe what a billard map is
and show that given a C* curve, our billard map is a C*~! local diffeomorphism.
We also calculade the derivative of the billard map. In chapter three we prove
that the roots of a polynomial are C*° dependent on the coefficients of the poly-
nomial. So if we make a small perturbation in the coefficients of this polynomial
we will also disturb the roots in a smooth way. In the fourth chapter, we present
and prove the flow box theorem, using the theorem of the inverse function. In
the fifth chapter, we show that the Poincaré map, near a periodic orbit of a C*
flow, is a C*-diffeomorphism. Concluding, in chapter six, we prove that given a
differentiable function F': R® — R, the set S = {(z,y,2) € R3|F(x,y,2) = ¢}
where ¢ is a real number is locally the trace of a regular parametrized surface.

For this, we study some geometric properties.
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Capitulo 1

Teorema da Funcao Implicita

Neste capitulo apresentaremos uma demonstracao classica do teorema das fungoes
implicitas provando, a principio, o teorema da func¢ao inversa e logo depois o

teorema das func¢oes implicitas como consequéncia.

1.1 Homeomorfismo, difeomorfismo e isomorfismo

Em dlgebra linear, a inversa de uma transformacao linear bijetiva também é
linear. Na teoria de grupos, o inverso de um homomorfismo bijetivo é ainda
um homomorfismo. Na andlise, ocorre uma coisa diferente: existem funcoes
continuas bijetivas f : U — V tais que f~! : V — U ¢é descontinua. Neste
texto, daremos atencao especial aos casos em que essa inversa é continua, pois

isso nos possibilitara construir um estudo a respeito das fungoes tratadas.

Definicao 1.1.1. Sejam U,V C R™, abertos. Um homeomorfismo f:U — V

¢ uma bijecao continua cuja inversa f~1:V — U também é continua.
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Definicao 1.1.2. Sejam U,V C R™, abertos. Um difeomorfismo f : U — V
¢ uma bijecao diferencidvel cuja inversa também ¢ diferencidvel. Se f e f~! sao

de classe C*, dizemos que f € um difeomorfismo de classe CF.

Um difeomorfismo é um caso particular de homeomorfismo. A composi¢ao de
difeomorfismos é um difeomorfismo. E a inversa de um difeomorfismo também é

um difeomorfismo.

Exemplo 1.1.3. Seja f : R — (0,00) uma fun¢ao definida por f(x) = €*, f
¢ um difeomorfismo de classe C™ cuja a inversa f~': (0,00) — R ¢ dada por

f(z) = log(a).

Uma aplicacao de classe C*, f : U — V, pode ser um homeomorfismo de U
sobre V e ainda sim, sua inversa f~!' : V — U pode nao ser uma aplicacao

diferenciavel. Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 1.1.4. Seja f : R — R uma fungdo dada por f(z) = 23, a inversa da
f € dada por [~Y(z) = Vx, calculando a derivada da funcio obtemos: [f~!(x)]' =
#ﬁ’ que nao € diferencidvel na origem. FEsse é um exemplo concreto de uma

aplicacio de classe C*, cuja a inversa nao € diferencidvel.

Definicao 1.1.5. Seja U,V C R™ abertos, f : U — V' € chamada um dife-
omorfismo local se, para cada x € U, existe uma vizinhanca V, que € aplicada
difeomorficamente por f sobre uma vizinhanga W, de f(x). Quando f restrita

a cada Vy, é um difeomorfismo C* dizemos que f é um difeomorfismo local de

classe CF.

Definicao 1.1.6. Seja f : U — V', dizemos que [ é um isomorfismo se [ €

uma aplicagcao linear bijetora.
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Dada f: U C R" — V C R™, para cada x € U, a derivada de f, f'(x), é uma

aplicacao linear de R™ em R™. Para verificar que f’(x) é um isomorfismo, temos
i

que observar se o determinante jacobiano det [ 90 (av)} ¢ nao-nulo.
x

Exemplo 1.1.7. Consideremos f : R*> — R?, definida por f(z,y) = (e“cos(y), e*sen(y)).

O determinante jacobiano é:

e“cos —evsen
A= ) (@) = e*(cos*(y) + sen’(y)) = e**.
esen(y)  e*cos(y)

Como o determinante ¢ nao nulo para todo (x,y) € R?, f’ é um isomorfismo, a
seguir, observamos que f(z,y) = (e®cos(y),e*sen(y)) é um difeomorfismo local

de classe C°.

Exemplo 1.1.8. A aplicagdo f : R? — R?, definida por f(x,y) = (e“cos(y), e*sen(y)),
¢ um difeomorfismo local de classe C* de R?* sobre R* — {0}. Podemos concluir

através da teoria de varidveis complexas, identificando (x,y) com z = x + iy,

z

obtemos f(z) = e*. Dado z € C, z # 0, queremos definir o logaritmo de z, se

0

w = €* entdo log(w) = z. Tomando w = re?, -1 <O <mez=a+1y A

expressao acima fica:

rei@ — em—i-iy — exeiy. (1)

Primeiramente de |w| = |e*™%|, temos que:
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e temos a unica solucao:

x = log(r)

onde log(r) € o logaritmo real. De (1) e (2) resulta que:

619 W

e portanto,
y=0+2mn,neN.
Logo,
z = log(w) = log(r) +i(6 4 27n)
ou

log(w) = log |w| + i arg(w)

Essa igualdade deixa clara a natureza multiforme do logaritmo, pois um ntmero
nao nulo w tem uma infinidade de argumentos. Observamos que f nao é um
difeomorfismo (global) visto que f nao é injetiva, consequentemente nao é biuni-
voca. Para obtermos uma funcao, somos forcados a nos restringir a dominios em
C nos quais o argumento possa ser determinado univocamente. Esses dominios
podem ser obtidos da seguinte maneira: tome uma semirreta fechada saindo da

origem, Ly, = {(tcos(¢),tsen(¢))|0 <t € R}, onde 0 < ¢ < 27 e ponha

Dy =C\ Ly.

Para todo w € Dy temos precisamente um tnico valor argy(w) satisfazendo

¢ < argy < ¢ + 2m. Portanto podemos definir uma fungao, chamada um ramo
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do logaritmo

log: Dy — C

por

log(w) = log |w| + iarg,(w).

O ramo do logaritmo definido no dominio Dy, obtido retirando-se de C o semieixo
{(z,0),z < 0}, é chamado de ramo principal. Para o ramo principal temos

—m < argg(w) < 7 e afirmamos que argy(w) é uma funcao continua em D,

Lema 1.1.9. Seja J um intervalo aberto da reta, todo difeomorfismo local f :

J — R € injetivo, sendo portanto um difeomorfismo de J sobre f(J).

Demonstragao. Isto segue do fato de que toda aplicagao continua aberta, isto
é, que leva abertos em abertos, f : J — R é forcosamente injetiva. Se existe
¢ € (ab) tal que f(c¢) = max f ou f(c) = min f a prova é que f levaria um
pequeno intervalo aberto (¢ — ¢,c¢ 4 €) sobre um intervalo nao-aberto (d — 4, d|
respectivamente [d,d + J) entrando em contradi¢ao pelo fato de f ser uma apli-

cagao aberta. E se f(a) = f(b) = max f ou min f deve existir um ¢ € (a,b) tal

que f(c) = max{f|@p} ou f(c) = min{f|@y}- i

Um difeomorfismo local, visto como aplicacao aberta, é um difeomorfismo (so-
bre sua imagem) se, e somente se, é biunivoco. Dado um difeomorfismo local
f:U—R™ f'(x) : R™ — R™ & um isomorfismo de espagos vetoriais (trans-
formagao linear bijetiva) para cada x € U. O principal resultado deste capitulo
estabelece que se f € C*(U,R™), 1 < k < oo e f'(x) ¢ um isomorfismo para todo

x € U, entdo f é um difeomorfismo local de classe C*.
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1.2 Meétodo das aproximacoes sucessivas

Para demonstrar o resultado mais importante do capitulo, utilizaremos o método

das aproximagoes sucessivas.

Definicao 1.2.1. Sejam (M,d) e (N,d) espagos métricos. Uma aplicagio f :
M — N € chamada contracao quando existe um A € R, 0 < X\ < 1, tal que

d(f(x),f(y)) < Md(x,y) para todos os x,y € M.

Exemplo 1.2.2. Seja U C R™ um aberto convexo, isto é, se a,b € U implica que
la,b) C U. Seja f : U — R"™ uma aplicagao diferencidvel, tal que |f'(x)] < A <1
e |f'(x)] =sup{f'(x)-y,y € R™, |y| = 1} para uma certa constante X e para todo
x € U. Utilizando a desigualdade do valor médio, obtemos |f(x)—f(y)| < Mxz—y|,

portanto f € uma contragao.

Definicao 1.2.3. Um ponto fizo de uma aplicacao f : X — X € um ponto
x € X tal que f(x) = x.

Definigao 1.2.4. Uma sequéncia (x,) num espago métrico M chama-se uma
sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que m,n >

ny = d(Tm, T,) < €.

Definicao 1.2.5. O espaco métrico M ¢é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M € convergente.

Proposigao 1.2.6 (Aproximagoes sucessivas). Seja M um espago métrico com-
pleto. Toda contragio f : M — M tem um unico ponto fixo. Dado qualquer
ponto xg € M, sejam x1 = f(xg), ©a = f(x1), ... . A sequéncia (z,) converge

em M para o unico ponto fixo de f.
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Demonstragao. A partir de d(f(z),f(y)) < Ad(z,y), temos que: d(zp,Tn11) <
M(Ty_1,1,) daf, d(zp,2041) < A" IN(d(20,71)), entao d(x,,xne1) < AN'd(x0,71).

Pela desigualdade triangular:

d(xnv mn+p) S d(anria xn+i+1)
p—1
< [Z A”*i] d(zo,11) <
=0

p—1
A" [ )\l] d(l’o,l’l)

=0

O limite de lim,_,,, A" = 0, pois 0 < A < 1, portanto (x,) é uma sequéncia de
Cauchy. Como M é um espago métrico completo, resulta que (z,) converge, seja
a = lim, o T,. Como f é continua, f(a) = f(lim, oo z,) = lim, o0 f(2,) =
lim,, o0 1 = a. Isto mostra que (x,) é uma sequéncia de Cauchy no espaco
métrico completo M. Quanto & unicidade, se f(a) = a e f(b) = b entdo d(a,b) =
d(f(a), f(b)) < Ad(a,b) e portanto (1—MN)d(a,b) < 0 o que implica que d(a,b) = 0,

ou seja, a = b. O]

1.3 Perturbacao da identidade

Como aplicacao do método de aprozimagoes sucessivas mostraremos que se per-
tubarmos a inclusao U — R™ adicionando uma contragao entao obteremos um

homeomorfismo de U sobre um aberto de R™.
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Proposicao 1.3.1 (Pertubagao da identidade). Seja U C R™ um aberto. Se
® . U — R™ € uma contracao, entao a aplicacao f : U — R™, dada por

f(z) =z + ®(x), é um homeomorfismo de U sobre um aberto de R™.

Demonstracao. Dados x e y quaisquer em U, temos que:

[f(@) = f(y)l = |z —y + P(x) = 2(y)| = [z —y| = |®(z) — D(y)]

> (1 =Nz -yl

Dai concluimos que f ¢é injetiva e que sua inversa f~1: f(U) — U é continua.
Portanto, f é um homeomorfismo de U sobre f(U). Para mostrar que f(U) é
aberto, seja b € f(U), de maneira que b = f(a). Tomemos uma bola fechada A
de centro a e raio § > 0, A C U. Afirmamos que a bola aberta B de centro em b e
raio (1 — A)J esta contida em f(U). Sejay € B, o que significa |y —b| < (1 — A)J.
Devemos encontrar uma solu¢ao = € U para a equacao y = f(x). Isto equivale
a encontrar um ponto fixo x € U para a contragao ®, : U — R™ definida por
®,(r) =y — ®(z). Como A é um espago métrico completo, é suficiente mostrar
que ®,(A) C A. Assim, a contragdo ®,|5 : A — A terd um ponto fixo pela
proposicao das aproximacoes sucessivas. Seja x € A, isto é, |z —a| < 9. Devemos

mostrar que |®,(z) —a| < J. Como b = a + ®(a), temos:

|@y(2) —a| = |y = ®(x) —a| = [y — Pa) + @(a) - B(z) —af <

<y — ®(a) —a +[®(z) — (a)] <

<ly =0l +[®(z) — P(a)| <
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<ly—bl+b-—z—-(0-a)l<
<ly—=bl+ Az —al <(1—X)d+ X =04
[

Defini¢ao 1.3.2. Seja GL(R™) C L(R™), o conjunto das transformagaoes line-
ares invertiveis T : R™ — R™, T € GL(R™) se, e somente se det(T) # 0, e

det : L(R™) — R ¢é uma fungao continua, logo GL(R™) é um aberto.

Corolario 1.3.3. Sejam U C R™ um aberto e f : U — R™ uma aplicacao
da forma f(x) =T -x + ®(x) onde T € GL(R™) ¢ ® : U — R™ satisfaz
|®(x) — ®(y)| < M|z —yl|, com X\- [T~ < 1. Entdao f é um homeomorfismo de U
sobre o aberto f(U) C R™.

Observamos que T~ f(z) = z+T7'®(x) onde T7'® : U — R™ & uma contragao.
Portanto, T~! f ¢ um homeomorfismo de U sobre o aberto T~! f(U) C R™. Dessa

maneira, concluimos que f é um homeomorfismo.

1.4 Teorema da funcao inversa

Nesta secao demonstraremos um dos teoremas mais importantes da analise ma-
temaética, o teorema da funcao inversa. Ele nos possibilitara chegar ao teorema

da func¢ao implicita e algumas de suas aplicagoes.

Teorema 1.4.1 (Teorema da fungao inversa). Sejam U C R™ um aberto e f :
U — R™ de classe C*, (1 < k < 00) tal que, em um ponto xo € U, f'(xy) €
L(R™) € um isomorfismo. Entao f é um difeomorfismo de classe C* de uma

vizinhanga V' de xy sobre uma vizinhanga W de f(xg).
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Demonstra¢ao. Sabemos que uma aplicacao f : U — R™ é diferencidvel em x
quando existe na vizinhanga uma boa aproximacao linear, ou seja, deve existir

uma transformacao linear f’: R™ — R™ tal que:
f(xo+h) = f(xo) +T - h+r(h)

onde limy,_.q = 0, chamamos a transformacao 7" de derivada de f no ponto g

h
2
e indicamos por f'(zg). Para simplicar a notagao, tomemos: zo = 0 e f(xg) = 0.
Dai, temos que f(z) = f'(0)-z+r(z), onde r(z) = f(x)— f'(0)-z ¢ de classe C* e
r'(0) = 0. Seja A tal que 0 < A\ < m Existe uma bola aberta V' em torno
da origem tal que |r'(z)| < A para todo x € V. Pela desigualdade do valor médio,
|r(x) —r(y)| < Az — y| para todos z,y € V. Sabemos do corolario anterior que
flv é um homeomorfismo de V' sobre um aberto W que contém f(z(). Como
f' U — L(R™) é continua e f'(xq) esta no aberto GL(R™), podemos redefinir
a bola de forma que f'(x) seja invertivel para todo z € V. Denoninamos por
g= f': W — V o homeomorfismo inverso de f. Devemos mostrar que g é

diferenciavel em cada ponto y = f(x) € W. Se existir, ¢'(y) devera ser igual a

[f'(z)]~!. Escrevemos:

gy+k)=gy) +[f' (@) k+s(k)

k
S[T|) = 0. Seja f(x+h) = y+k,entdao k = f(z+

h) — f(x). Sabemos que k — 0 quando h — 0, pois f|y é um homeomorfismo.

De f(x+h) = f(x)+ f'(z)-h+r(h), temos que f(x+h)— f(x) = f'(z)-h+r(h).

e tentaremos mostrar que limg_,q
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Dai temos que:

Logo,
s(k) _ _[n] { i1, ()
e
|| || Id
Quando k£ — 0 a razao % permanece limitada e o fator entre colchetes tende a

zero, o que mostra que g ¢é diferenciavel para cada y € W, com ¢'(y) = [f'(z)] 7},
onde y = f(z). Portanto, f|y : V — W é um difeomorfismo. Agora, basta
mostrar que g € C*. Para isso, vamos demonstrar que se temos uma apli-
cacao linear de classe C* a inversao dessa aplicacdo também ¢ de classe C*.
Para simplificar a notagao seja i : GL(R™) — GL(R™) a inversa, tomemos
U = GL(R™). Defina ® : U x U — U x U por ®(X,Y) = (X, XY). Por-
tanto, & € C* com ¢ (X)Y) - (H,K) = (H,XK + HY). Entao ®'(X,Y) :
L(R™) x L(R™) — L(R™) x L(R™) ¢ um isomorfismo cujo inverso ¢ dado por
(A,B) — (A, X 'B — X71AY). J4 sabemos que ® ¢ um difeomorfismo local,
como ® é injetiva, concluimos que ¢ é um difeomorfismo. Em particular, sua
inversa @' : U x U — U x U, dada por ®71(S,T) = (S,S7!T), é diferencié-
vel. O que equivale dizer que ¢ : U x U — U, definida por £(S,T) = S™'T,
¢ diferenciavel. Definamos n: U — U x U por n(S) = (S,I). A composta de

Eon(S)=S"1=1i(9), entao i : U — U ¢ de fato um difeomorfismo (igual ao
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seu inverso). Como X -i(X) = I, onde I é a aplicacao identidade, segue pela
diferenciagdo que para todo H € L(R™), H - I(X) + X -i(X) - H = 0, entao
i'(X)-H=-X"THX! segue que i(X) = X! ¢ de classe C*. Agora volta-
remos ao fim da demonstracao do teorema da funcao inversa. J& sabemos que
g=f"1: W — V ¢ diferenciavel com ¢'(y) = [f'(9(y))]"* para todo y € W. A

derivada ¢ : W — L(R™) é a composigao de ¢’ =i o f' o g onde:

i(X)=X":W —V — GLR™) — GL(R™) C L(R™)

Como f € C', i, f', g sao continuas, entao ¢’ € C?, logo ¢ € C'. Suponha agora
que f € C?. Entao i,g,f' € C*, o que implica que ¢ € C*, portanto g € C?.

Repetiremos o processo sucessivas tantas vezes quanto forem necessarias. ]

Corolario 1.4.2. Sejam U C R™ um aberto e f : U — R™ uma aplicagao
de classe C*, k > 1. Uma condi¢do necessdria e suficiente para que f seja um
Ck-difeomorfismo local € que, para cada x € U, f'(z) : R™ — R™ seja um

isomorfismo.

1.5 Teorema da funcao implicita

Nesta secao faremos uma demonstracao classica do teorema da fungao implicita.
Objetivamos também utilizar o teorema da func¢ao implicita para demonstrar o

teorema da funcgao inversa.

Definicao 1.5.1. Seja U C R™ um aberto. Uma aplicagao diferencidvel f :
U — R" ¢ chamada uma submersao se, para todo v € U a derivada f'(x) :

R™ — R™ € sobrejetiva. Isso sé pode ocorrer quando m > n.
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Pela regra da cadeia, a composta de duas submersoes ainda ¢ uma submersao.

Exemplo 1.5.2. Seja IT: R™ x R" — R" a projegao definida por T(x,y) = y.

Entao I'(x,y) = I para todo (x,y) € R™ x R", portanto € uma submersao.

Podemos sempre escrever um espago vetorial como uma soma direta, da forma
R™" = E @ F, os elementos do espaco original serao representados por pares
(x,y) onde © € E ey € F. Lembramos que, dada uma transformagao linear
sobrejetiva T : R™*" — R", existem muitas decomposi¢oes em soma direta
R™" = E @ F tais que T|r ¢ um isomorfismo sobre R". E suficiente tomar F
como o nicleo de T' e F' como qualquer subespaco suplementar de £ em R™".

Nesses casos, dimE = m e dimF = n.

Teorema 1.5.3 (Teorema da fungdo implicita). Sejam U C R™™ aberto e f :
U — R™ uma aplicag¢io de classe C* (k > 1). Suponha que R™™" = E @ F ¢é
uma decomposi¢ao em soma direta tal que, para zo = (xo,%0) € U, a derivada
parcial sequnda Oy f(z) : FF — R™ é um isomorfismo. Ponha f(z)) = ¢ € R™.
Entao existem abertos V C E contendo xo e Z C U contendo zy com a sequinte
propriedade: para cada x € V hd um unico {(x) € F tal que (z,(x)) € Z e
f(z,&(z)) = c. A aplicagio & : V — F assim definida é de classe C* e sua
derivada € dada por &'(x) = —[0af (x,£(2))] 7' 0 Oy f (x,£(2)).

Demonstra¢ao. Vamos tomar um difeomorfismo h : V x W — Z. de classe
C*k, tal que f o h(z,w) = w para todo (z,w) € V x W, onde zp € V é um
aberto de E, f(z9) € W é aberto em R". A existéncia de tal difeomorfismo é
garantido pela forma local das submersoes. Definamos também & : U — ExR"™,
de classe C*, como ®(z,y) = (x,f(z,y)). Segue-se que h = &~ ¢ da forma
h(z,w) = (x,he(z,y)). Temos Z = h(V x W) e h(z,y) = (z,ho(z,w)) para
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(z,w) € V x W. Tomemos &(z) = ho(x,c). Entdo £ : V — F é de classe C* e
f(x,&(x)) = foh(x,c) = c para todo z € V. Para provar a unicidade de £, seja
(x,y) € Z tal que f(z,y) = c. Entao, (x,y) = h(P(x,y)) = h(z,c) = (z,ha(z,0)) =
(x,£(x)) entdo y = £(x). Para finalizar a demonstracao, derivamos f(z,£(x)) = ¢,

obtemos 0, f(x,&(x)) + Oof (2,£(x)) 0 £'(x) = 0. Resulta que:

¢'(2) = —[02f (z,8(x))] " 0 01 f(z&(x))
O

Algumas observacoes a respeito do teorema da funcao implicita devem ser feitas.
O parametro ¢ pode variar no aberto W. O que implica que existem abertos
V C F, contendo o, W C R" contendo ¢ e Z C U contendo zy com a seguinte
propriedade, para cada (z,y) € V x W, existe um tunico £(x,y) € F tal que
(x,&(z,y)) € Z e f(x,&(x,y)) =y. A aplicagdo & : V x W — F definida dessa

maneira é de classe C*. Tomemos &(x,y) = ho(x,y).
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Capitulo 2

Bilhares

2.1 O teorema da funcao implicita aplicado a bi-

lhares

Nosso intuito neste capitulo é definir a aplicacao de bilhar e calcular a derivada
dessa aplicacao. Para isso, utilizaremos o teorema da funcao implicita. Seja €2
uma regiao simplesmente conexa do plano, I' uma curva fechada, simples, ou seja,
sem autointerseccao, de classe C*, com k > 2, orientada no sentido anti-horario
contida em 2, T' é denominada bilhar. Consideremos uma particula (a bola de
bilhar) e suponhamos que ela se mova com velocidade constante, com colisao

elastica na fronteira da curva e que valha a lei da reflexao.

Definicao 2.1.1. A trajetoria de bilhar é o caminho descrito por uma particula
de €2 identificado com uma poliginal. Cada segmento dessa poligonal é chamado

de um segmento de trajetoria do bilhar.
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Sabemos que, como o movimento é retilineo entre duas batidas consecutivas,
logo apd6s uma batida, a bola de bilhar retornara a curva I'. Portanto podemos
caracterizar a dindmica do movimento especificando apenas uma sequéncia de
posicoes da particula nos instantes de colisao e suas direcoes de movimento apos
cada impacto. A posicao serd definida por um parametro de I', o comprimento
de arco s. A direcao do movimento apos cada impacto sera definida pelo angulo
a, orientado, entre o vetor tangente e o segmento de trajetoria de saida da par-
ticula. Denominamos « de dngulo de bilhar da curva I'. Restringiremos nosso
estudo apenas a trajetorias para quais a estd entre 0 < o < II, dessa maneira,

elinaminamos o bordo entre as possiveis trajetérias de uma particula.

Definicao 2.1.2. Seja I’ uma curva fechada, simples e de classe C*, k > 2. Seja
Q a regiao limitada do plano que tem I' como fronteira. A curva I' € convezra se
dados dois pontos quaisquer P e () de T', o segmento de reta [P,Q] que une os
pontos P e Q) estd inteiramente contido em Q. A curva I' € estritamente convexa

se o interior de [P,Q] estd inteiramente contido em ).

Q2

(80, 0rg)

Figura 2.1: Bilhar
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Neste texto, tomaremos uma dire¢ao fixada, no caso o eixo x, definiremos o an-
gulo ¢ como o angulo formado entre o vetor tangente a I' e essa direcao fixa
que foi tomada. Chamaremos ao angulo ¢ de dngulo de inclinacao do vetor tan-
gente.Consideraremos daqui em diante, I' como uma curva fechada, simples, de
classe C*, k > 2 e estritamente convexa. Tomando uma origem em I', parame-

trizamos a curva de maneira tnica, no intervalo de 0 < ¢ < 2I1.

(2

|:.‘:’-|_|.._ l'.'Lu}

Figura 2.2: Bilhar

Definicao 2.1.3. A orbita de um bilhar de uma curva I' € uma sucessao de pares
(Sn, ), correspondentes ao n-ésimo impacto, a partir de uma condi¢io inicial
dada (s, ). O conjunto de todos os pontos de drbitas possiveis de um bilhar €

chamado de espaco de fase do bilhar.
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Seja L o comprimento de I', podemos restringir o espago de fase do bilhar ao
cilindro 0 < a < II, 0 < s < L, pois como s é uma coordenada periddica, visto
que a curva é fechada, entao s é equivalente a s + L. Existe um homeomorfismo
deste cilindro com o cilindro 0 < a < II, 0 < s < 2II. Podemos definir um
homeomorfismo do segundo cilindro com um anel circular. Tomando s como
coordenada angular e o acrescida por uma constante, no caso I, como coordenada
radial. Dessa maneira, representaremos o conjunto dos valores de (s,a) por um
anel circular, que denominaremos por A, limitado por circulos concéntricos de

raios IT e 2II. Como mostra a figura a seguir:

.t-qu! ‘1“}

Figura 2.3: Orbita de uma trajetéria de bilhar

Dado o raio de curvatura R de I, relacionaremos os parametros de s e ¢ pelas
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seguintes relagoes:

Definicao 2.1.4. A aplicacao de bilhar de uma curva I' € a aplicacdo, T definida

no espago de fase em coordenadas (s,a) por T(sp, an) = (Spt1, Mnt1)-

Considerando que = = x(y¢) e y = y(p) sdo equagoes paramétricas que descrevem
I' no parametro ¢, dados ¢y e ag, a inclinagao do segmento da trajetoria inicial

¢ dada por:

dx d ds
o cosle) L =sen(p)  Rlp) = o

da mesma maneira;:

®1

)~ vl = |

%0

Portanto,

tan(ipo + o) = ( [O : R(w)sen(s&)dw) ( /w i R(w)COS(sO)dsO)_l-
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Esta equacao nos fornece implicitamente 1 e s se g e ap sao dados. Podemos

determinar oy pela relacao:

p1 — a1 = Yo+ Qg

logo,

a1 = Y1 — Yo — Qp.

Teorema 2.1.5. Sejam I' uma curva, A o anel circular limitado por circulos
concéntricos de raios 11 e 211 respectivamente e T : A — A a aplicacao de bilhar

de I', definida pelas equacoes:

s1 = s1(S0, %)

a; = aq(So, ap).

Sejam (80, q0) € A e (51,a1) = T(80,&). Entao T é um difeomorfismo local de

classe C*=1, em alguma vizinhanca de (3¢, ép).

Demonstracao. Tomando as equagoes paramétricas de I' no parametro s, x =
F(s), y = G(s). Vamos tomar dois pontos na curva Py = (F(3y),G(5,)) € T e
Py = (F(3,),G(5,)) € I. Tomemos também um ponto Py = (F(so), G(s0)) que
pertence a vizinhanca de Py. Sempre existem vizinhancas disjuntas, dos pontos
Py e Py. Definiremos o angulo 6y, que é formado entre o eixo x e o segmento
da trajetoria do bilhar que liga Py a P;. Sabemos que 6y = ¢ + ap, entao

ag = 0y — po e oy = 1 — by Podemos supor que F'(s9) # 0 e F'($1) # 0,
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{ Hi)e l’In)

Figura 2.4: Bilhar

caso contrario, podemos girar a regiao {2 no plano. Sem perda de generalidade,
podemos supor que F'(sq) # 0 e F'(s1) # 0 em vizinhangas pequenas de 5, e
5 respectivamente. Como I'(s) = (F(s),G(s)), entao I''(s) = (F'(s),G'(s)) e

Too = 1" = (cos(ipo), sen(gp)). Verificamos que:

tan(ypo) = g:gzz;
tan(py) = ?:Ei;
tan(po + ao) = tan(fy) = gg:; - %2;

Dai conseguimos encontrar os angulos ¢q, 1, 6o:

o = arctan <G (SO))
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o = arctan (£20)
= rtn (G2 )

Trocando os angulos encontrados nas relagoes feitas no inicio temos:

ap = 0y — ¢

obtemos:

0y — arctan (g(a) — G(So)) — arctan (g;ézg)

com isso vamos definir uma funcdo que dependa apenas de (s, s;) da seguinte

maneira;:

L(so, 1) = arctan (gE:; — gg:;) — arctan <%) .

Utilizando a mesma ideia, mas dessa vez com a outra relagao entre os angulos,

temos: oot
o= arcton (08) = orcton (505500

Definindo um nova func¢do que depende apenas de (sg, s1):

ions) = arctan (S0 o ()=

Se definirmos uma funcao f : R* — R?, tal que

f(3070407817041) - (U(S0,0ZQ, Sl,al),V(S0,0éO, 517051))
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de maneira que:

U(So, Qp, S1, 041) = L(807 51) —ap=0
f (50, ap, 51,01) = V (s0, g, 81, 1) = M(80,81) —ag =0

(51(S0, o), 1(30, A0)) = (51, A1)

Sabemos que pelo teorema da funcao implicita, para que existam funcoes s; =
s1(s0,0) € a1 = ai(sp, ap) de classe C*~1 em alguma vizinhanga de (5o, dg) é
suficiente que 0y f(sg, v, $1,@1) # 0. Nesse caso, a particdo em soma direta do
nosso dominio sera feita da seguinte maneira, a primeira parte do dominio contém
(s0,0), a segunda parte, que em especial é a que mais nos interessa, contém
(s1,1), ou seja, f restrita as duas altimas coordenadas. Em resumo, precisamos

que 9f(s0, 0, 51, 1) |(s1,a) 7 0. Para calcular esse jacobiano, facamos:

U ou
J _ 0s1 dap
oV oV,
0sq dap

Observando que a—U = OL 9U = ov = oM 8_\/

= —_— _— _— = —— e
881 (9817 8041 ’ 881 881 a

determinante do jacobiano vale:

= —1. Portanto, o

OL(30,5) 0 oL
J: Z]S\; _ ~ - —a—&(go,gl).

. oL . . . .
Dessa maneira, devemos mostrar que — (S, §1) # 0. Se derivarmos parcialmente

851

a funcdo L(so, s1) com relagao a s;, obtemos:

_ _ G/ (51)[F(51)—F(30)]— F'(51)[G(51)—G (3
oL G<31)—G<SO)):|/ DILICH [F&?%]_Féoiz[ 1)=G(50)] )
s

—(80,51) = {arctan ( = 5 5
: T F [GGD-GGo)2
s (1) = F'( L+ Fe—FGor
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F'(51) G'(51)
det
"(51)F(31)—G'(51)F(30)—F' (5 51)+F'(s S ~ = ~ ~
G'(31)F(51)=G/( 1[>F((§10)>7F(§0)1}>20( )+ F(51)G(5o) B F(30) — F(31) G(30) — G(31)
[F(51)—=F(30)]2+[G(51) ~G(30)]2 [F(30) — F(51)]2 + [G(530) — G(51)]?

[F(51)—F(50)]?
Sabemos que denominador dessa equacdo nunca se anula, pois Py + Py, por-
tanto devemos nos ater a analisar o determinante, que devera ser diferente de
nulo. Dizer que esse determinante é diferente de nulo, significa dizer (F(Sg) —
F(81),G(30) — G(51)) e (F'(51),G'(51)) nado sao vetores paralelos. O que de fato
ocorre pois, & # 0 e &y # II. Portanto, esta satisfeita a hipotese do teorema da
funcao implicita a respeito do isomorfismo. Entao 7' é uma aplicagao de classe
C*=1! em alguma vizinhanca de (59, &p). Vamos tratar agora da aplicacao T 1, se
considerarmos a fungao T-!(s,a) = T(s,II — a), definida em uma vizinhanca de
(31,d1), obteremos que T~! ¢ também uma aplicagio de classe C*~! em alguma
vizinhanga de (31, @;). Uma observagao que devemos fazer é que o processo para
demonstrar que T-! é de classe C*~! é analogo ao modo de demonstrar que T &
de que classe C*~!. Com isso, completamos a prova de que 7" é um difeomorfismo

de classe C*~1 em uma vizinhanga de (5, ao). O

Proposicao 2.1.6. Dado (sg, ) € A e a aplicagao de bilhar T : A — A e

(S0, 0) — (81, 1) , a matriz derivada dT(sg,c) dessa aplicagao é:

9s1 Os1 I _ do €
0sg  Oag . Rodq dy d1
daq oy I—Rodg _ 1 L _
dsp dag RoR1d; Ro Rydy

onde Ry e Ry sdo raios de curvatura de I' nos pontos Py = (F(sg),G(s0)) e
P, = (F(s1),G(s1)) respectivamente, | é comprimento do segmento de trajetoria

que vai de Py a Py, dy = sen(ap) e dy = sen(ay).
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Demonstra¢ao. Vamos derivar L(sg, s1) implicitamente com relagao a «ap, temos:

- (1868 () -

OL(s0,51) Os1

= 1.
881 0040
aL(So, 81) 1 1
T 9., 9s1 -
P F(3) G'(&)

O numerador dessa fragao é o segmento de trajetoria do bilhar ao quadrado, ou
seja, [2. O denominador dessa fracao é igual a area do paralelogramo formado

pelos vetores (F'(s1),G'(s1)) e (F(so) — F(s1),G(sg) — G(s1)), observamos que:

. [ F'(31) G'(31)
F(30) — F(51) G(30) — G(51)

= [I(F(s1), G (s [I(F(50) = F(s1), G(50) = G(s1))]] sen(Il — o).

Como (F'(s1),G'(s1)) € um vetor unitério e ||(F(so) — F(s1),G(s0) —G(s1))|| =1,

entao:
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Com isso, concluimos que:

951 _ |

0040 dl '
Derivando implicitamente L(so, s1), dessa vez com relagdo & sg, obtemos:

0s1 3—5)(80,&0)
(80, 0) = — 50—
3—51(807040)

850

aL<SQ, 81>
(950

Para obtermos essa expressao necessitamos saber quem é , derivando

parcialmente L(sg, s1), temos que:

—G(s0)[F(51)—F(s0)]+F'(50)[G(51)—G(50)] G"(s0) F'(50)—G’ (50) F"' (s0)

OL(s0,51) [F(s1)—F(50))2 B 7 (50)2 B
N [G(s1)—G(s0)]* G'(50)* N
950 L+ Fon-Feol? 1+ F02
F'(s G'(s
ot (so) (s0)
B F(s1) = F(so) G(s1) — G(so) 1
B F(s1) — F(s0)]? [G(s1)=G(s0)2
1 G//(S())F/(So) — G,<80>Fﬂ(80> .
IECEIEYE "(50)]2 -
L+ G [F/(s0)]
1 1
= l—zlsen(ozo) TR
) 1 Rody — 1
1 Ry Ry
Como consequéncia disso:
881 8L(30, Oz()) _ (R;)%iojl) [ do

8_80 aL(S(),CY()) % - Rodl B d_l
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Derivando M (sg, s1) com relagao a sy, obtemos:

ot F(s0) G'(s0)
OM((sp,51) B F(s1) — F(so) G(s1) — G(s0) _
0sg  [Fls1) = F(s0)]* + [G(s1) — G(s0)]?
_Isen(an)  dy
e

Agora, derivando M (s, s1) com respeito a $i:

8M(So,81) . 1 dl

881 B Rl l

Do mesmo modo, derivando M (s, $1) com relagao a s;, temos que:

8M(80,81) o 1 dl

881 N R1 l

Derivando implicitamente M (s, s1), concluimos que:

Oay  OM (s, s1) 081
(904() N 881 8040

8051 . aM(So, 81> i aM(So, 81> %
880 N 880 681 850.

Substituindo as relagoes encontradas na equacao acima:

ooy (L AL L,
0040_ Rl l dl_Rldl

Novamente, derivando implicitamente temos:
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dar  OM (s, 51) n OM (0, 51) Os1
880 N 880 881 680‘

Substituindo as derivadas parciais:

0041 —@—l—(l é)_l—Rodo 1

D50 1 R 1) RyRid, Ry

]

Devemos observar que o teorema acima ainda continua valido se tomarmos (p,«)
como coordenadas para o espago de bilhar, onde ¢ é o angulo de inclinagao do
vetor tangente. Representaremos por T a mudanga de coordenadas de (s,a) —

(¢,a), obtemos a derivada da aplicagao d(T oT o Y1) (g, o), calculando temos:

Op O N
dY(s,a) = ggé gg — | R(p)
95 Ja 0 1

Dessa maneira, fazendo a mudanca de base, obtemos:

1
— 0 L _do <z Re 0
d(T oTo T_l)((p07 ao) = Ry Rody dy dy 0
I—Rod 1 !
0 1 Rold — Ko Tad L 0 1
I — Rydy l
d(ToToX ) (o, 0) = | ;_ l%c(iié 1 ﬁldl 1

Rid;
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Capitulo 3

Dependéncia C'°° das raizes de um
polinémio com respeito aos seus

coeficientes

3.1 Aplicacao do teorema da funcao implicita a

algebra

Neste capitulo vamos provar que as raizes de um polinémio sao C'*° dependentes
dos coeficientes deste polinomio. De modo que se fizermos uma pequena per-
turbacao nos coeficientes do polinémio, pertubaremos também as raizes desse
polinébmio de maneira suave. Consideremos uma func¢ao polinomial dada por

p: R — R dada por:

p(z) = ap+ a1z + ... + aa” = Z a;z’,
=0
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onde a; €R, j=0,1,....n
Definigao 3.1.1. Dizemos que ¢ € R € raiz do polinémio p(z), se p(c) = 0.

Teorema 3.1.2. Se ¢ € raiz do polindmio p(x), entdo existe uma fun¢ao polino-

mial q tal que

p(z) = (z = c)q(x).

Demonstracao. Se ¢ é um zero de p(z) temos que:

Definigao 3.1.3. Dizemos que ¢ € uma raiz simples de p se q(c) # 0.

Se q(c) = 0 entao q(z) = (x — ¢)r(x), dessa maneira, p(x) = (x — ¢)*r(x), onde r

¢ um outro polinémio.

Teorema 3.1.4. O nimero ¢ € uma raiz simples de p se e somente se, p'(c) # 0

Demonstragao. Seja ¢ uma raiz simples de p, suponha p(z) = (x — ¢)q(z), de-
rivando esse polindmio obtemos: p/(x) = ¢(z) + (z — ¢)¢'(x). Observamos o
polinémio p'(z) no ponto ¢, p'(c) = q(c) + (¢ — ¢)¢'(¢) = p'(c) = ¢(c), como ¢ &
raiz simples, entao ¢(c) # 0, o que implica que p’(¢) # 0. Por outro lado, suponha
que p'(c) # 0, ja sabemos que p'(c) = ¢q(c), logo q(c) # 0, o que significa que ¢ é

uma raiz simples de p. O]

Teorema 3.1.5. Se ¢ € uma raiz simples de p entao ¢ € uma funcao de classe

C* dos coeficientes a,, aq,...,a, do polindomio p.



39 3.1. Aplicacao do teorema da funcao implicita & algebra

Demonstragao. Para fazer essa demonstragao, vamos definir a seguinte funcgao:

fiRxR™ R

(x,\) — f(z,\) = Zn:aia:i
=0

onde A\ = (ag,...,a,). Sabemos que f é de classe C*°, pois f é uma fungao
polinomial com coeficientes em R, o que significa que nao teremos problema

algum para deriva-la. Suponha que ¢y é uma raiz simples da fungao polino-

mial pY, que corresponde ao caso particular de Ay = (aJ,a?,...,a?) € R".

coy Wy

Agora, necessitamos verificar as hipoteses do teorema da funcao implicita. Seja

f(co, o) = D gad(co) = p°(co) = 0, pois ¢y € rafz simples de p”. Observamos

também que:

af(g; o) _ 8(22»6;@@-9;2) |(CO,>\0) _ (po)/(co) 40

Pelo teorema da funcao implicita, sabemos que existem vizinhancas abertas U C
R de ¢y e V C R* de )\ tal que para todo A € V existe um tinico ¢ € U com

f(e, A) = 0. Desta maneira, temos uma tnica fungao:

c:V—U

A — ()

tal que f(c(M\),A) = 0. Isso nos diz que a fungdo polinomial p no parametro
A = (ag,...,a,) € R proximo de \g, também possui exatamente uma raiz
simples ¢()\) € R proxima de ¢g. Como f € C* Vk € N entdo ¢(-) € C* Vk € N.

Significa que as raizes de p sao C'*° dependentes dos seus coeficientes. Além do



Capitulo 3. Dependéncia C'*° das raizes de um polindbmio com respeito aos seus
coeficientes 40

mais, temos que:

Oc(A) _ [3f(0(>\)7 A)} “HOf(e(N),N)
o\ oc o\ )
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Capitulo 4

Teorema do fluxo tubular

4.1 Aplicacao da teorema da funcao inversa ao

teorema do fluxo tubular

Nesse capitulo, mostraremos que a aplicacao de um fluxo perto de uma orbita

periddica é uma aplicacao de classe C*.

Antes de demonstrar o teorema principal do capitulo, vamos estudar alguns con-
ceitos necessarios para prosseguir o estudo. Seja A um subconjunto aberto do
espaco euclideano R". Um campo vetorial de classe C%, 1 < k < co em A é
uma aplicacdo X : A — R" de classe C*. Ao campo vetorial X associamos a

equacao diferencial

Chamamos de solugoes desta equacao as aplicagoes diferenciaveis ¢ : I — A
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tais que

Wty = X(0(1)

para todo t € I, onde [ é um intervalo da reta, essas solugoes sao chamadas de

trajetorias ou curvas integrais de X.

Figura 4.1: Curvas integrais
FONTE: SOTOMAYOR, 2011, p.91.

Definicao 4.1.1. Uma aplicacio ¢ : R x R® — R" de classe C* ¢ dita fluzo se:

i) p(0,2) = x.

ii) o(t+ s,z) = o(t,(s,x)), comt,s € R.
Um fluzo chama-se linear se para cada t € R, ¢,(x) = @(t,x) € uma aplicagao

linear em R™.

Definigao 4.1.2. Um ponto x € A é dito ponto singular de X se X(x) =0 e é

chamado ponto regular de X se X (z) # 0.

Definigao 4.1.3. A aplicagio ¢ : D — A chama-se fluro gerado por X, onde
D=RxA.
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Podemos notar que as condicoes da definicio de fluxo de classe C* sdo satis-
feitas, p(0,2) = = e o(t + s,x) = p(t,¢(s,x)), essa segunda condigao é valida
somente no contexto da propriedade de grupos do teorema global da diferen-
ciabilidade que enunciaremos a frente. Se o intervalo I, = R para todo z,
o fluxo gerado por X é um fluxo de classe C* em A. Porém, muitas vezes
I, # R, por esse motivo o fluxo gerado por X é chamado de fluxo local ou
grupo local de a um parametro gerado por X. Essa tultima denominacao decorre
do fato de que a segunda condicao do teorema global da diferenciabilidade de-
fine, quando D = R x A um homomorfismo do grupo aditivo dos reais no grupo
dos difeomorfismos de classe C" de A, munido da operagao de composi¢ao. De-
finimos o homomorfismo ¢ — ¢, e temos Y415 = @1 0 P, € Y_; = @; -, para
@i(x) = p(t,x). Dessa maneira, podemos imaginar que os pontos de A fluem ao
longo das trajetorias de X do mesmo modo que um fluido desloca-se ao longo
de suas linhas de corrente. Uma observagao a ser feita é que a segunda parte do
teorema vem da unicidade de solugoes e do fato da equacgao ser autonoma. Nesse

caso, py(s) e p,(t + s) sdo solugdes do mesmo problema de Cauchy.

Definicao 4.1.4. Uma curva ¢ : I — A de X chama-se mdzima se para
toda curva integral U : J — A tal que I C J e ¢ = V|; entao I = J e,

consequentemente, p = W. Neste caso, I chama-se intervalo mdzimo.

Coroléario 4.1.5. Seja X um campo vetorial C*, k> 1, em A CR". Sex € A
e I, = (w_(z),ws(x)) € tal que wi(x) < oo (respectivamente w_(x) > 0o) entdo
. (t) tende a OA quando t — wy () (respectivamente t — w_(x)), isto é, para
todo compacto K C A eziste ¢ = ¢(K) > 0 tal que se t € [(wy(z) — &,wi(x))]

(respectivamente t € [(w_(x),wy(x) +¢€)]) entao . (t) ¢K.

Demonstrag¢ao. Vamos supor por contradi¢cao, que exista um compacto K C A
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e uma sequéncia t, — w, () < oo tal que @, (t,) € K para todo n. Tomando
uma subsequéncia podemos supor que ¢, (t,) converge a ponto x5 € K. Sejam
b>0e¢a>0tais que By, x I, C D,onde B, ={y € R"| |y —x¢| < b} CAe
I, ={t € R| |t|] < a}. Como D é aberto e sabemos que ¢, (t, + s) esta definido
para s < « e coincide com ¢, (s) para n suficientemente grande, onde y = ¢, (t,).

Entao t, + s > wy(x), contradicao. O

Corolario 4.1.6. Se A =R" e | X (x)| < ¢ para todo x € R", entao I, = R para

todo x € R"™.

Demonstragao. Suponhamos que w,(x) < oo para algum =z € R". Como |r —
o ()] = \ng(nps(x))ds\ < ¢t < cwy(x), temos que para todo t € (0,w(x)),
©.(t) esta na bola fechada de centro = e raio cwy(x), o que contradiz o colério
anterior. Logo, w, (z) = oo para todo x € R™. Da mesma maneira, podemos

provar que w_(z) = oo para todo = € R™. ]

Corolario 4.1.7. Se ¢, € uma solugao regular de ' = X (x) definida no intervalo
mdzimo I, e @.(t1) = @z(ta) para t; # ta, entao I, = R, o, (t + ¢) = p.(t), para

todo t, onde ¢ =ty — t1. Isto significa que p, € uma solugao periodica.

Demonstragao. Vamos definir W : [ty, t9 + ¢] — R", dada por U(t) = ¢, (t — ¢),
tem-se W'(t) = ¢ (t — ¢) = X(pa(t — ¢)) = X(V(1)) e U(ta) = @u(tr) = @a(ta).
Por causa da unicidade das solugoes, tem-se que [to, ta+c] C I, e v, (t) = p.(t+c)
se t € [t1,ts]. Repetindo essa ideia fazendo [ta, t5 + ¢] no lugar de [ty,t5], e assim
por diante, para os dois lados, obtemos I, = R e ¢,(t + ¢) = @.(t) para todo
te R [

Teorema 4.1.8 (Teorema da contracio nas fibras). Sejam (X,d) e (X,d) es-

pacos métricos completos e F : X x X — X x X wuma aplicacio da forma
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F(x7) = (F(x), F(x,T)). Suponha que

i) F: X — X tem um ponto fizo atrator p. Isto é, F(p) = p elim, oF"(x) =p

para todo x € X.

ii) Para todo T € X a aplicagio Fy : X — X definida por Fg(z) = F(1,7) é
continua.

iii) Para todo x € X a aplicagio F, : X — X definida por F,(T) = F(z,7)
¢ uma A-contragio, com A < 1, isto ¢, d(F.(Z)F.(y)) < M(T,y) para todo
Z,7€X.

Se D € o unico ponto fixo atrator de Fp, o ponto p = (p,p) € um ponto fixo atrator

de F'.

Para demonstrar esse teorema, precisamos de alguns lemas que veremos a seguir.
J& vimos, no inicio desse trabalho, o significado de contracao, dessa vez vamos

adapté-lo de acordo com a nossa necessidade.

Lema 4.1.9. Seja {c,}, n > 0, uma sequéncia de nimeros reais nao negativos

tal que ¢, — 0 e seja A tal que 0 < A < 1. Entao, 0, — 0, onde

n

Op = E )\nizci.

i=0
Demonstragao. Seja My = sup{c;|i > k}, temos que M} — 0, quando k — oo,

n n
pois ¢; — 0. Tomemos k = [E] (parte inteira de 5), temos

n

k n
op = Z Nl = Z Nl + Z Al

1=0 i=0 i=k+1
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_ k )\n_i n /\n_i _ )\n—k Mk
<My XM Y <Mo | )+ 1
=0 i=k+1

Quando n tende para oo, n — k e k também tendem a oo, logo A" ¥ M, tendem

para o 0, portanto, o, — 0. O]

Lema 4.1.10. Seja F,, uma sequéncia de \-contracoes de um espaco métrico
completo (Y,d). Se para todo y € Y a sequéncia F,(y) converge para F,(y),
F,, também é uma \-contragao. Denotemos por vy, seu unico ponto fixo atrator.

Entao para todo yo € Y, a sequéncia {y,} definida por

= Fl(yo),m = FZ(yl)a vy Yn = Fn(ynfl)

converge para vy, quando n — Q.

Demonstrag¢ao. Temos y, = F,, 0 F,,_10...0 Fi(yp),

Ad(Yn,Yo) < d(Fp0...0 Fi(yo), Fro...o Fi(y,)) + d(F, 0 ...0 F1(y.), Yu)
< A(Fy_y0...0 Fy(y), Fr_10...0 Fi(y,))
+d(Fy 0.0 Fi(Yo), Fu(yw)) + d(Fu(y), vo)
< N'd(Yo, Yoo) + Ad(Fr1 0 -0 Fi(y), Yo) + d(F(Yo), Yeo)
< N'd(Yo, Yoo) + d(Fn (V) Yoo) + Ad(Fp—1(Ys) s Yoo)

AN A(Fo2(Y), Yoo) + oo+ X' H(F (), Yo

n—1

)‘nd(y07 yw) + Z )‘Zd(Fn—l (yw)7 yw)
=0

O primeiro termo da ultima parcela tende a 0, pois 0 < A < 1, o segundo
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termo também tende a zero , pelo lema anterior, aplicando ¢, = d(F,,(Yw), Yu)-
Observamos que ¢, — 0, por hipotese F,(y,) — y,. E como consequéncia

disso, temos d(yy, y,) — 0 quando n — oo. O]
Com esses lemas de apoio, agora vamos demonstrar o teorema da contragao fibras.

Demonstracao. Seja @y = (xg, Tg) € T, = F"(20), temos

F™(To) = (2, Fa,_, 0...0 Fyy (T7))

n—

Logo, fazendo F, = F,_,, pelo lema anterior que E"(zy) — (p, D). ]

Teorema 4.1.11 (Teorema local de diferenciabildade). Seja f uma aplicagao de
classe C1 definida num aberto A C R™. Para todo ponto xo € A existem nimeros

positivos o, B e uma unica aplicacio ¢ de classe C* em

I, x Bg ={(t,2)| |[t| < a, |x — x0| < B}

com valores em A tal que

Diglta) = 220 po(ta)), p(0a) = @
DlD?@(um) = Df(90<t7x))D290<t7x)7 D290(t7x>’t=0 =FE
para todo (t,x) € I, X Bg

Demonstragio. Seja b > 0 tal que B, = {z| |z — 79| < b} C A e sejam m =
sup{|f(z)|, = € By}, 1 = sup{||Df (2)||.x € By}, onde || Df (2)]| = sup{| Df ()], |v] =

1}. Tomando « e 8 tais que am + f < be A = la < 1. Seja X o espago das
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aplicagdes continuas de I, x Bg em By, com a métrica
d(p, W) = supf|p(t.r) — U(t.a)], (t.2) € I, x By},

Vamos definir F'(p)(t,z) = x—l—fg f(e(s,x))ds, para ¢ € X, a condigdo am+f < b
implica que F' toma valores em X, dessa maneira, F' : X — X estd bem
definida. Se tomamos A\ = la < 1 significa que F' é uma contracao. Ja sabemos
que L(R™ R™) é o espago das aplicagoes lineares de R™ em R"™ com a norma
|L|| = sup{|Lz| | |z| = 1}. Seja X o espaco das aplica¢des continuas e limitadas

de I, x Bz em L munido da métrica
d(3,9) = sup{|[p(t,x) — ¥(t,2)]], (t,r) € Lo x Bg}.

Definimos F : X x X — X por F(p,9)(t,x) = E + fot Df(p(s,z))p(s,x)ds,
onde F é a identidade em L. A aplicacio [ = (F, F) satisfaz as hipoteses do

teorema da contragao nas fibras. Vamos analisar:

i) F é uma \-contragao:

A(F (), F(V)) = sup / Flpls.2)) — F((s,2)))ds

< sup < ald(p, ¥) = Ad(p, V)

/0 [|(p(s,x) — V(s,z)|ds

Logo, F' tem um tnico ponto fixo atrator ¢ € X.

ii) Como Df é uniformemente continua em B, logo a aplicagao é continua.
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i) d(Fy(9), Fo(V)) = sup|| fy Df(p(s,2)[p(s,) — U(s,2)lds|| < Ad(, 0).
O ponto fixo atrator de F' & da forma ¢ = (¢, %), onde F(¢) = ¢. Derivando com

Do(t
relagdo a t, temos que Dyp(t,z) = Oe(t,r) = f(p(t,x)), p(0,2) = x & satisfeita.

ot
Além do mais, ¢ € tnica, por ser o tnico o ponto fixo de F' e continua em I, x Bg
pois é elemento de X. Sabemos que Dy = f o ¢ é continua. Agora vamos
provar que ¢ é de classe C! com respeito a x e que Doy = . Dali teremos que
¢ é de classe C' em I, x Bs. Seja ¢ = (¢n, B,) = F™*(¢o), onde @o(t,z) = = e
Po(t,x) = E. Quando ¢, — ¢ e §,, — P uniformente em I, x Bz. Toda ¢, é
de classe C' e Dy, =, para todo n, podemos verificar por inducao. Portanto,
como @, = Dy, e continua, pois pertence a 7, temos que Dy existe e € igual
a ®, que é continua em I, x Bg. Aqui utilizamos o teorema de intercambio da

ordem entre as operagoes de limite uniforme e diferenciagao, ou seja, quando hé

um limite uniforme podemos trocar a ordem sem preocupagao. A igualdade
D1D290(t$) = Df(¢(t7x))D250(t7x)> D290(t’x)|t=0 =F
vem da derivada da relacao

Dap(t,x) = F(p, Dap(t,x)) = E + [y Df(p(s,2)) Dap(s,)ds O

Teorema 4.1.12 (Teorema global de diferenciabilidade). Seja f um campo veto-

rial de classe C*, k> 1, em um aberto A C R".

(Ezisténcia e unicidade de solu¢oes mdximas) Para cada x € A existe um inter-

valo aberto I, onde estd definida a unica curva integral mdxima de o, : I, — A,
d

do campo passando por x, isto €, @, satisfaz em I, a equagdo Yo f(y),

dt
y(0) = .

(Propriedade de grupo): Sey = @,(s) e se s € I, entao I, =1, —s = {17 —s|T €
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L}, 0,(0) =y e ¢, (t) = p.(t + 5) para todo t € I,,.

(Diferenciabilidade em relagao as condigoes iniciais): O conjunto D = {(t,x)|z €
At € I} € aberto em R e a aplicagio ¢ : D — R™ dada por o(t,x) = p,(t)

¢ de classe C*. Mais ainda, © satizfaz G equagdo

D1D2(p(t’$) = DX(SD(W?)) o DQSD(tvx)

onde Dyp(t,x)|i—o = E para todo (t,x) € D. A identidade de R™ é denotada por
L.

Dividiremos a demonstragao desse teorema em trés partes, a seguir temos as trés

proposicoes necessarias & demonstracao.

Proposigao 4.1.13. Seja f um campo vetorial de classe C* em um aberto A de
R". Dado x € A, seja I, = Uly onde ¥ : Iy — A percorre o conjunto das

solugoes de ' = f(x), x(0) = z. Entao:

i) wr @ I, — A definida por o, (t) = V(t) set € Iy € a unica curva integral

mdxima de f por .

i) ses €l ey=p,(s), entao I, = I, —s = {7 — s|T € I,} e para todo t € I,

tem-se p,(t) = o (t + s).
Demonstracao.

i) Temos que verificar que ¢, esta bem definida. Para isso, se Uy e Wy sdo solugoes
do problema de Cauchy ' = f(z), (0) = z, entdo ¥; = ¥, no intervalo (a,b) =
Iy, nw,. Seja A= {t € (a,b)|V(t) = Vo(t)}, sabemos que A ¢é fechado em (a,b) e

nao vazio, precisamos mostrar que A é aberto. Sejamt’ € Aey = ¥ (t') = Uy(t').
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Pelo teorema da diferenciabilidade local (Sotomayor), existe uma tnica curva
integral ¥ do problema de Cauchy o’ = f(z), x(0) = y, definida em um certo

intervalo aberto I. Observamos que U; = WUy (# + s) é também uma solucio de
d\Ijl(S) d‘l’l(t/ + 8)

= = \If t/ =
~ S P2 e + 9)
f(Wq(s)). Logo, por unicidade, ¥; = ¥ em (a,b) N (I +t'). Da mesma maneira,

' = f(x), x(0) = y. De fato, pois

Wy(s) = Wy(t' + s) coincide com ¥ em (a,b) N (I +t'). Portanto, ¥; = Wy em

(a,b) N (I +t'), isto prova que A é aberto, pela conexidade A = (a,b).

ii) Sabemos que @, (s) = ¢, (t + s), portanto, ¢,(s) esta definida para s € I, —t,
onde I, —t C [,. Olhando de outra maneira, ¢,(—t) =z e p,(s) = p,(—t + s),
onde ¢, (s) esta definida para todo s € I, +t. Logo, I, +t C I, —t. Portanto,

provamos que [, = I, —t. ]

Proposigao 4.1.14. Seja f um campo vetorial de classe C' em um aberto A de
R". Entio D = {(t,x)|vr € A et € I} € aberto de R""'. Ainda, ¢(t,x) = @.(t)

¢ uma aplicacio de classe C' em D e

DlDQSO(t?x) = Df((p(t,l‘))Dz(p(t,l')

onde Dyp(t,x)|li—o = E para todo (t,x) € D. E I, € o intervalo mazimal da

solugao @, do problema de Cauchy «' = f(z), z(0) = .

Demonstragao. Seja C' o conjunto dos pontos t € I,,, t > 0, tais que existe
uma vizinhanga B; de xq tal que [0,t] x B; € D e ¢ ¢é de classe C! e satisfaz
D1 Dyp(t,x) = Df(p(t,x))Dap(t,x), com Dop(t,x)|;—o = E em (0,t) x B;. Pelo
teorema local da diferenciabilidade, C' # ). Seja s o supremo de C. Vamos
provar que s ¢ o extremo superior de I,. Se s € [, seja x; = p(s,z9). Pelo

teorema local da diferenciabilidade, existe I x B, vizinhanga de (0,x1), na qual
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¢ satisfaz Dy Dop(t,x) = Df(p(t,x))Dap(t,x), com Dep(t,x)|;— = E. Sejam d
o comprimento do intervalo I, u tal que u < s e s —u < g e B uma vizinhanca
de z, tal que p(u,y) € B paratodoy € B. Sey € Bet € [0, u + g], sabemos
que pela proposi¢ao anterior que p(t,y) = @(t — u, p(u,y)). Portanto, ¢ é de
classe C'em (0,u + %) x B. Precisamos verificar que ¢ satisfaz Dy Dop(t,x) =
Df(p(t,x))Dap(t,x), com Dyp(t,x)|;—0 = E neste conjunto. A partir de p(t,z) =

o(t — u, p(u,x)), temos que:
Dap(t.x) = [Dap(t — u), o(u,r))| Dap(u,)
Derivando com respeito a t e usando o fato de que t — u € C, temos
DiDyp(t,x) = [D1D2p(t — u, p(u,x))| Dap(u,z)

= [Df(p(t,))Dap(t — u, p(u,x))] Dap(u,x)
= Df((p(t,l’))Dg(p(t,CL’)

Logo, u—l—% € (' é maior do que s, o que é uma contradi¢ao. Portanto, s = supl,.

Agora basta tomar os pontos t € I, t < 0 e concluimos a demonstragao. O]
Retornaremos agora a demonstracao do teorema global da diferenciabilidade.

Demonstracao. Demonstraremos o teorema global da diferenciabilidade por in-
ducao em k. A proposicao que demonstramos anteriormente prova o caso para
k = 1. Suponhamos que o teorema seja valido para k — 1 e vamos mostrar que
¢ valido para k. Consideremos o campo F = (f,Df), que ¢ de classe C*~! em

A xR, definido por F(z,L) = (f(z), Df(z)L), onde L é uma matriz n x n iden-
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tificada canonicamente com uma aplicacao linear ou com um ponto de de R™.
Pela proposicao anterior e pela hipétese de inducao aplicada a F', temos que o
seu fluxo ®(t,y,Y) = (p(ty), Dap(ty) - Y) é de classe C*' em D' = D x R™,
Portanto, Dy é de classe C*~! em D. Também Dip = f o ¢ é de classe C*71,
pois f ¢ CF e p & C*1. Logo, ¢ é de classe C*¥ em D. Com isso, finalizamos a

demonstracao do teorema global da diferenciabilidade. O

Definicao 4.1.15. O conjunto v, = {p(t.p)|t € 1,}, isto é, a imagem da curva

integral de X pelo ponto p, chama-se orbita de X pelo ponto p.

Podemos observar que ¢ € v, < v, = V,. Se ¢ € Y, ¢ = @(t1,p) € ¢(t,p) =
o(t+t1,p) e I, —t; = I,. Em outras palavras, podemos afirmar que duas érbitas
de X coincidem ou sao disjuntas. Isto significa que A fica decomposto numa

uniao disjuntas de curvas diferenciaveis, podendo cada uma ser:

i) Imagem biunivoca de um intervalo de R.
ii) Um ponto. p =+, a 6rbita chama-se ponto singular.

iii) Difeomorfa a um circulo.Nesse caso, a 6rbita chama-se fechada ou periodica.

onde cada caso corresponde a uma das alternativas do teorema a seguir.

Teorema 4.1.16. Se ¢, é uma solu¢io mdzima de ' = X (x) em I, verifica-se

uma unica das sequintes alternativas:

i) . € injetiva.

ii) I, =R e ¢, € constante.
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-

ii) I, = R e @, € periddica, isto é, existe T > 0 tal que @, (t + 7) = . (t) para

todot € R e pt1) # @a(ta) se [t1 —ta] < T.

Demonstracao. Se ¢, nao é biunivoca, ¢.(t1) = ¢.(t2) para algum t; # to.
Pelo corolario demonstrado anteriormente que afirma que uma solucao regular
definida no intervalo maximo e pti) # .(t2) para t1 # t,, entdo [, = R,
wu(t +¢) = p.(t), para todo t, onde ¢ = ty — t; # 0. Vamos provar que o
conjunto C' = {c € R|p,(t + ¢) = ¢,(t)Vt € R} é um subgrupo aditivo de R que
também é um subconjunto fechado de R. Se ¢,d € C, entao c+d € C e —c € C,
pois @, (t+c+d) = p(t+c) = . (t) e p.(t —c) = . (t — c+c) = p(t), portanto,
C' é um subgrupo aditivo de R. Por outro lado, se ¢, € C' e ¢, — ¢ temos que

c € C, pois

Oe(t+¢) = 0u(t + limp o) = @u(limyoo(t + ¢))

= limns00Pe(t + ) = limny ooz (t) = (1)

Demonstraremos agora que todo subgrupo aditivo C' de R é descrito na forma
7Z, T > 0 ou entao é denso em R. Como C' # {0} e fechado, segue que C' = R
ou C =7Z, 7 > 0. Cada umas dessa alternativas corresponde, respectivamente,

ao segundo e terceiro caso do enunciado. O]

Lema 4.1.17. Todo subgrupo aditivo C' # 0 de R € da forma C = 7Z, onde

7 >0, ou C € denso em R.

Demonstragao. Suponha que C' # {0}, dessa maneira, C "R, # (), onde R, sao
os reals positivos, pois existe ¢ € C', ¢ # 0, o que implica que ¢ ou —c estid em

CNR;. Tomemos 7 = inf[C NR,]. Se Tt >0, C = 7Z, pois se ¢ € C — 7Z,
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existe um tnico K € Z tal que K7 < ¢ < (k+ 1)1, portanto, 0 < ¢ — K7 < 7
e c— KT € CNR,. Contradigao, pois 7 = inf[C NR,]. Se 7 = 0, podemos
verificar que C' é denso em R. Dadoe > 0 et € R, existe ¢ € C' tal que |c—t| < e.
Para ver isso, tomemos um ¢y € C N R, tal que 0 < ¢y < €. Todo niimero real ¢
dista menos de € de um ponto ¢yZ C C', pois este conjunto divide R em intervalos

de comprimentos ¢y < €, com extremos nele. O

Definigao 4.1.18. O conjunto aberto A, munido da decomposi¢io em orbitas
de X, chama-se retrato de fase de X. As orbitas sao orientadas no sentido das
curvas integrais do campo X, os pontos singulares sao munidos da orientagao

trivial.

Definicao 4.1.19. Sejam X1, Xy campos vetoriais definidos nos abertos de R™,
Ay, Ay, respectivamente. Diz-se que X, € topologicamente equivalente (respec-
tivamente C") a Xy quando eziste wm homeomorfismo (respectivamente um di-
feomorfismo de classe C") h : Ay — Ay que leva orbita de X; em orbita de
Xy preservando a orientacio. Mais precisamente, sejam p € Ay e v (p) a drbita
orientada de X, passando por p, entio h(y'(p)) € a orbita orientada de ~*(h(p))

de Xy passando por h(p).

Esta defini¢ao estabelece uma relagao de equivaléncia entre campos definidos em
abertos de R™. O homeomorfismo h chama-se equivaléncia topologica (respecti-

vamente diferenciavel) entre X; e Xs.

Definicao 4.1.20. Sejam ¢ : Dy — R™ e g : Dy — R"™ 0s fluxos gerados pelos
campos X1 : A1 — R™ e X5 : Ay —> R" respectivamente. Dizemos que X, € to-
pologicamente conjugado (respectivamente C"-conjugado) a Xo quando existe um

homeomorfismo (respectivamente um difeomorfismo de classe C") h : Ay — Ay
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tal que h(p1(t,x)) = pa(t, h(x)) para todo (t,x) € D;. Neste caso, tem-se necessa-
riamente I(x) = Is(h(z)), onde I1(x) e Is(h(z)) denotam os intervalos mdzimos
das respectivas solugoes mdaximas. O homeomorfismo h chama-se conjugagao to-

poldgica (respectivamente C"-conjugagao) entre Xy e Xo.

Para enterdermos melhor o que se passa, como em toda estrutura matematica, nas
equacoes diferenciais, nos fluxos ou sistemas dindmicos, levantamos o problema
de comparar dois objetos com a mesma estrutura. A relagdo de conjugagao é
uma relacao de equivaléncia entre campos definidos em abertos de R". Uma
equivaléncia h entre X; e X, leva ponto singular em ponto singular e orbita
periodica em orbita periddica. Se h for uma conjugacao, o periodo das érbitas

periddicas também é preservado.

Lema 4.1.21. Sejam X, : A — R" e Xy : Ay — R” campos C* e h : A} —
Ay um difeomorfismo de classe C". Entao h € uma conjugacao entre X; e Xo

se, e somente se,

Dh(p)Xi(p) = X2(h(p)),Vp € Ay

Demonstracao. Sejam o : D —> Ay e o : Dy — Ay os fluxos de X; e Xo,
respectivamente. Suponhamos que h satisfaz Dh(p)X1(p) = Xa(h(p)),Vp € A;.
Dado p € Ay, seja Y(t) = h(p1(t,p)), t € I1(p). Entao ¥ é solu¢do do problema
de Cauchy 2/ = Xs(x),x(0) = h(p), pois

ngl (tap>

V'(t) = Dh{en(tp) =

= Dh(p1(t,p)) X1 (01 (L))

= Xo(h(p1(tp))) = Xo(T(1))

Logo, h(p1(t,p)) = walt,h(p)). Suponhamos que h seja uma C"-conjugagcao.
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Dado p € Ay, temos que h(p1(t,p)) = w2(t,h(p)), t € I(p), intervalo contendo 0.

Se derivarmos esta expressao com relagao a t em t = 0, obtemos:

Dh(p)Xi1(p) = X2(h(p)),Vp € Ay

]

Definicao 4.1.22. Sejam X : A — R™ um campo de classe C¥, k> 1, A CR"
aberto e A C R ' um aberto. Uma aplicacio diferencidvel f : A — A de
classe C" chama-se se¢ao transversal local de X (de classe C") quando, para todo
a€ A, Df(a)(R") e X(f(a)) geram o espagco R"™. Seja 2 = f(A) munido da
topologia induzida. Se f : A — 3 for um homeomorfismo, dizemos que 3 € uma

secao transversal de X .

Q="

Figura 4.2: Segao transversal
FONTE: SOTOMAYOR, 2011, p.108.

Para deixar mais claro a compreensao, a f : A C R*!1 — A C R”, sua
derivada Df(a) : R"! — L(R" 1 R") e X = f(A) C R". Agora voltaremos ao
objetivo principal desta se¢ao, que é o teorema do fluxo tubular. Vamos enunciar

o teorema.
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Teorema 4.1.23 (Teorema do fluxo tubular). Seja p um ponto nao singular de
X : A — R" de classe C* e f : A — ¥ uma secio transversal local de X
de classe C* com f(0) = p. Entdo existe uma vizinhanga V de p em A e um
difeomorfismo h : V. — (—¢,€) x B de classe C*, onde ¢ > 0 e B ¢ uma bola

aberta em R™™ de centro na origem 0 = f~'(p) tal que

i) h(ENV) = {0} x B.

i) h é uma C*-conjugacio entre X|V e o campo constanteY : (—e,e)x B — R™,

Y = (1,0,0,...,0) € R™.

Figura 4.3: Teorema do fluxo tubular
FONTE: SOTOMAYOR, 2011, p.104.

Demonstracao. Seja ¢ : D — A o fluxo do campo vetorial X. Vamos definir
uma F' que aplica linhas paralelas ao eixo ¢ em curvas integrais de X, F': Dy =
{(t,w)|(t,f(u)) € D} — A definida por F(t,u) = ¢(t,f(u)). Temos que mostrar

que F' é um difeomorfismo local em 0 = (0,0) € R x R*~!. Utilizando o teorema
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da func¢ao inversa, é suficiente provar que DF'(0) é um isomorfismo. Sabemos que

p,p(0) = WEIOD | x(o00)) = x0)

[thtp] e D;F(0) = D;_1 f(0) para todo j = 2,...,n, pois p(0,f(u)) = f(u)Vu € A.
Dessa maneira, os vetores D;F(0),j = 1,...,n, geram o R", observamos que agora
nosso indice varia de j = 1,...,n, isso ocorre porque acrescentamos também a
derivada da ¢ com respeito a t. Sendo assim, DF(0) ¢ um isomorfismo. Pelo
teorema da funcdo inversa, sabemos que existem £ > 0 e uma bola B em R"!
com centro na origem 0 tais que F|(_..)xp ¢ um difeomorfismo sobre o aberto
V = F((—¢,e) x B). Tomemos h = (F|_.xp) ", se analisarmos bem, temos
que h(XNV) ={0} x B, pois F(0,u) = f(u), Yu € B, isso demonstra a primeira

parte do teorema. Por outro lado, h~! conjuga Y e X, com isso temos que:
Dh™Ytu) - Y (tw) = DF(tu) - (1,0,...,0) = D F(tu)

X(p(t,f(u) = X (F(tu)) = X (h™"(t,u))
para todo (t,u) € (—&,6) X B, assim terminamos a demonstragao. ]

Corolario 4.1.24. Seja ¥ a se¢ao transversal de X. Para todo ponto p € X
existem ¢ = £(p) > 0, uma vizinhang¢a V de p em R™ e uma fun¢ao 7: V. — R

de classe C* tais que T(V NE) =0 e

i) para todo q € V, a curva integral o(t,q) de X|y € definida e biunivoca em

Jy=(—e+7(q),e+7(q).

i) £(q) = ©(7(q),q) € X € o tunico ponto onde ¢(-,q)|;, intercepta a se¢io 3. Em

particular, g € XNV se e sd se 7(q) =0
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iii) €V — 2 € de classe CF e DE(q) € sobrejetiva para todo q € V. Além disso,

D¢(q)-v =0 se e s sewv € colinear a X(q), isto é, v =aX(q) para algum o € R.

€(q) h(q)

N

r¥Y¥v
L

A 4
Y

A 4
/
T

v

A 4

—7(q)
X (—£,) x B

Figura 4.4: Segao transversal
FONTE: SOTOMAYOR, 2011, p.105.

Demonstracao. Suponha h,V e £ como no teorema do fluxo tubular. Tomemos
h = (—7,§), sabemos que o campo Y do teorema do fluxo tubular satisfaz todas
as afirmacdes do corolario. Como h é uma C*-conjugacdo, concluimos que X

satisfaz estas afirmacoes. O]

Observamos que o teorema do fluxo tubular tem carater local, nem todo campo
sem singularidades no plano admite um homeomorfismo que trivialize suas 6rbi-
tas. Um exemplo ¢ o fluxo de Reeb, X = (e¥(2? — 1), —2z¢?), o Hamiltoniano de

f(x,y) = e¥(x® — 1). Vejamos a figura:
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Figura 4.5: Fluxo de Reeb
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Capitulo 5

A transformacao de Poincaré

5.1 Aplicacao do teorema da funcao implicita a

transformacao de Poincaré

Se p é um ponto regular de um campo vetorial X, de classe C*, k > 1, pelo
teorema do fluxo tubular, sabemos que existe um difeomorfismo de classe C*
que conjuga X, numa vizinhanga de p com o campo constante Y = (1,0,...,0).
Dessa maneira, dois campos X e Z sao localmente C*-conjugados em torno de
pontos regulares. Assim, o conhecimento qualitativo local das o6rbitas de um
campo vetorial em torno de pontos regulares é satisfatorio, pois existe apenas
uma classe de conjugacao diferenciavel local. Se p € um ponto singular, a situagao
¢ mais delicada, pois mesmo nos sistemas lineares, ja se apresentam varias classes
diferentes de conjugacao diferenciavel. Em R? temos, o centro, a sela, o no, entre

outros. Estudaremos os pontos singulares hiperbolicos e as érbitas periddicas.

Definicao 5.1.1. Um ponto singular p de um campo vetorial X de classe C*,



63 5.1. Aplicagao do teorema da funcao implicita a transformacao de Poincaré

k > 1, chama-se hiperbolico se todos os autovalores de DX (p) tem parte real

diferente de zero.

Podemos ver que essa definicao nao depende da classe de conjugacao local de C?
de X em p. Sejam X e Y campos de classe C*, k > 2 e h uma C?-conjugacao entre
X e Y em torno de uma singularidade de py de X, gy = h(po) é uma singularidade
de Y. Sabemos que h ¢ uma C*-conjugacao entre X e Y se, e somente se,
Dh(p)X(p) = Y(h(p)), para todo p no dominio do campo X. Significa que
Y =Dhoh™' - X oh™!, temos que

DY (h(p)) = D*h(p)Dh(p)X (p) + Dh(p) DX (p) Dp

sabemos que p = h™1(q), ou seja h(p) = ¢, dessa maneira temos:

DY (q) = D*h(h™(q))Dh~"(¢) X (h""(q)) + Dh(h~"(q))DX (k"' (q)) Dh~*(q).

Portanto,

DY (qo) = Dh(po) DX (po)[Dh(po)] "

Defini¢ao 5.1.2. O nimero de autovalores de DX (p) que tem parte real menor

que 0 chama-se indice de estabilidade de X em p.

Assim, se temos dois campos C?-conjugados em torno de uma singularidade hi-

perbolica, ambos campos possuem o mesmo indice de estabilidade.

Teorema 5.1.3 (Teorema de Hartman-Grobman). Sejam X : A — R" um
campo vetorial de classe C* e p um ponto singular hiperbolico. Existem vizinhan-
cas W dep em A eV de 0 em R™ tais que X|w € topologicamente conjugado a
DX(p)ly-
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conjugacao

'=DX(p)-x

Figura 5.1: Teorema de Hartman-Grobman

Sejam @1 : D1 — R™ e 5 : Dy — R”™ os fluxos gerados pelos campos X :
A — R" e X5 : Ay — R” respectivamente. Dizemos que dois campos sao
topologicamente conjugados, quando existe um homeomorfismo h : A; — A, tal
que h(p1(t,z)) = @(t,h(x)) para todo (t,z) € D;. O homeomorfismo h chama-se
conjugagao topologica entre X; e X5. Neste texto nao faremos a demonstragao do

teorema Hartman-Grobman, teremos como objetivo de agora em diante, mostrar
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que a transformacao de Poincaré é um difeomorfismo de classe C*.

A transformagao de Poincaré associada a uma oOrbita fechada v de um campo
vetorial é um difeomorfismo Il que descreve o comportamento do campo numa
vizinhanga de . Seja v = {¢(t,p)|0 < t < 79} uma oOrbita periddica de periodo
7o de um campo X de classe C*, k > 1, definido em A C R™. Seja ¥ uma secao
transversal a X em p, como o fluxo ¢ de X é continuo, para todo ponto ¢ € ¥
proximo de p a trajetoria ¢(t,q) permanece proxima de vy, com ¢ em um intervalo
compacto fixado, por exemplo [0,279]. Vamos definir II(¢) como primeiro ponto
onde esta Orbita, partindo de ¢, volta a interceptar novamente a secao . Seja
Yo o dominio de II, p € ¥y e II(p) = p. Varias propriedades do retrato de fase
de X perto de v se refletem em II. A oOrbitas periédicas de X vizinhas de ~
correspondem aos pontos periédicos de II que sao pontos de g € ¥ para os quais
II"(q) = q para algum inteiro n > 1. O comportamento assintético das orbitas

de X perto de 7 também é descrito por II, dessa maneira, lim, . I1"(q) = p
implica que lim; d(@(t,g), 7) = 0, onde d(p(t:q),7) = inf{lo(ta) — rl,r € 7}

Defini¢ao 5.1.4. A drbita fechada v € um atrator periddico, (ou orbitalmente

estavel) quando o limi—,~d(¢(t,q),v) = 0 para todo q¢ numa vizinhanga de .

A sec@o ¥ é uma hipersuperficie ou uma variedade (n — 1)-dimensional do aberto
A C R". Podemos supor que a variedade ¥ é um disco de um subespago vetorial
ou afim de R™. Agora vamos demonstrar que a transfomacao de Poincaré é um

difeomorfismo de classe C*, para isso vamos utilizar o teorema da funcao inversa.

Teorema 5.1.5. Seja Il : ¥y — X a transformacao de Poincaré, 11 é um

difeomorfismo de classe C* sobre sua imagem Xq.
1

Demonstracao. Seja ¥ uma secao transversal de X. Para todo o ponto p € X
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existem £ = £(p) > 0, uma vizinhanga V' de p em R™. Como ¢(79,p) = p, existe
uma vizinhanca Xy de p em X tal que ¢(79,q) € V para todo g € ¥y. Seja uma
¢€:V — X, de modo que £(q) = ¢(7(q),q) € ¥ é o tnico ponto onde ¢(-, q)|J,
intercepta a se¢do X, onde J, = (—e+7(q),e+7(q)). Sabemos que g € XNV see
s se 7(¢) = 0. Agora definimos a transformagao de Poincaré como II : ¥y — 3,
I1(g) = &(¢(70,9)), uma outra expressao para II ¢ Il(q) = ¢(70 + 7(¢(70,9)), ),
onde 7 : V. — R é o tempo 7(x) que leva a oérbita passando por z em V
para interceptar ¥, ja sabemos que 7 ¢ de classe C*. Como a transformacao
de Poincaré é definida em funcao do fluxo gerado pelo campo, que é de classe
C* e da funcdo 7 que também é de classe C*.Concluimos que II é de classe C*,
ou seja, Il tem mesma classe de diferenciabilidade do campo X. Agora basta
demonstrar que a inversa da tranformacao de Poincaré ¢ de classe C*. Seja
It : ¥, — Yy é definida apenas mudando o sentido do campo vetorial, ou
seja, —X, definimos a transformacao de maneira analoga, portanto II7! ¢ de
classe C*. Logo, a transformacao de Poincare ¢ um difeomorfismo de classe C*

sobre sua imagem. O
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Capitulo 6

O teorema da funcao implicita

aplicado a geometria

6.1 Geometria diferencial

Neste capitulo introduziremos a nogao de uma superficie regular, a grosso modo,
uma superficie regular em R3 é obtida pegando pedacos do plano, deformando-os
e colando-os entre si, de tal modo que a superficie obtida nao apresente pontas,
arestas ou auto-intersecoes. Dessa maneira, podemos definir um plano tangente
nos pontos dessa superficie. Assumimos que temos um sistema de coordenadas

cartesianas (z,y,2) € R? e consideramos uma funcao
X (u,w) = (z(u,w), y(u,v), z(u,v))

onde as variaveis (u,v) que variam em um aberto U C R? Para cada (u,v) €

U, X(u,v) determina um ponto de R3. Chamaremos de S o subconjunto de
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R3 formado pelos pontos X (u,v). Como dissemos anteriormente, restringiremos

nosso estudo a superficies que em cada ponto admitem um plano tangente.

Definicao 6.1.1. Uma superficie parametrizada reqular ou simplesmente uma
superficie ¢ uma aplicacio X : U C R?2 — R3, onde U é um aberto de R?, tal

que
i) X € diferencidvel de classe C*.
i) Para todo ¢ = (u,w) € U a diferencial de X em q, dX, : R* — R3, € injetora.

As variaveis (u,v) sao os parametros da superficie. O subconjunto S de R3
obtido pela aplicagdo X ¢é denominado traco de X. A aplicagdo X (u,v) =
(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) é diferenciavel de classe C*> quando as fungoes z,y,z tem
derivadas parciais de todas as ordens continuas. Existem formas diferentes de
expressar a condi¢ao do segundo item da definigdo acima. Sejam {ej,es} a base
candnica de R? e {é,¢é,¢€3} a base conoénica de R?. Para cada ¢ = (u,v) € U

sabemos que a matriz associada a dX, nas bases canonicas é a matriz jacobiana

Oz(u,v)  Oz(u,v)

ou v
J(u,w) = 8yg;,v) 3yg;,v)
0z(u,v)  0z(u,v)

ou ov

onde dX,(er) = (220u) 20un) D00y o X, (0y) = (%) o) P2un)) oo

tando esses dois vetores por X, e X, respectivamente, observamos que as seguin-
tes afirmagoes sao equivalentes:

i) dX, ¢ injetora.

ii) A matriz J(u,v) tem posto 2.

iii) Os vetores X, e X, sdo linearmente independentes.
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iv) O produto vetorial X, A X, # 0

Se X : U C R? — R3 é uma superficie parametrizada, entdo fixado um ponto
(uo,v9) € U, as curvas

u— X (u,vp)
v = X (up,v)

sao chamadas curvas coordenadas de X em (ug,vg). Os vetores X, (ug,vp) s@o

vetores tangentes nas curvas coordenadas.

Exemplo 6.1.2. Sejam Py = (¢, Y0, 20) em um ponto R®, a = (ay,as,a3) e b =
(b1,b2, b3) wetores linearmente independentes de R®. Consideremos a aplicagio

que a cada ponto (u,v) € R?, associamos X (u,v) = Py + ua + vb, ou seja

X(u,w) = (xg + uay + vby, yo + uas + vbe, 2o + uas + vbs)

X € uma superficie parametrizada reqular, pois X € diferencidvel e os vetores
X, =a e X, = b sdo linearmente independentes. A aplicacio X descreve um
plano em R? que passa pelo ponto Py e é ortogonal ao vetor a Ab. As curvas de

X descrevem retas do plano paralelas aos vetores a e b respectivamente.

Proposigao 6.1.3. Se f : U Cc R> — R € uma funcio real diferencidvel
de classe C*°, onde (u,w) € U € aberto de R?, entio a aplicagio X (u,v) =
(u,v, f(u,v)) € uma superficie parametrizada regular, que descreve o grdfico da

fungao f.

Demonstracao. A diferenciabilidade de X decorre do fato de que as fungoes co-

ordenadas de X sao diferenciaveis. A matriz jacobiana de X tem posto 2 para
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todo (u,v) € U e ¢é igual a

1 0
J=10 1
fu fo

]

Exemplo 6.1.4. Seja a funcio f(u,v) = u® + v? entao G(f) é um paraboldide
circular com parametrizagio X (u,v) = (u,v,u?® + v?) tal que (u,v) € R%. O

grifico de f € esbocado da sequinte maneira:

Figura 6.1: Paraboloide

Exemplo 6.1.5. O cone nao é uma superficie reqular na origem. De fato, con-

sideremos o cone parametrizado por X (u,v) = (u,v,v/u? + v2), (u,v) € R Sabe-

mos que:
0X (u,v) (10 u )
“ow M UmTe
e
0X (u,v) 0.1 v )
O V0
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Essas derivadas parciais nao existem na origem, portanto o cone de duas folhas

nao € regular em (0,0).

Figura 6.2: Cone de duas folhas

Um outro exemplo de superficie que nao é regular, sao os subconjuntos que se

autointerceptam, neles nao podemos definir um plano tangente. Vejamos a figura:

Figura 6.3: Superficie que se autointercepta



Capitulo 6. O teorema da fungao implicita aplicado & geometria 72

Proposicao 6.1.6. Seja F : R? — R uma aplicacdo diferencidvel. Considere-

mos o conjunto S = {(z,y,z) € R*|F(z,y,2) = c}, onde ¢ é um nimero real. Se
OF (P, OF (P OF (P,

Py = (on,za) € 8 ¢ tal que (P50 (PER y PER)

o conjunto dos pontos (z,y,z) € S suficientemente proximos de Py, é o trago de

)2 # 0 entdao,

uma superficie parametrizada reqular.

F(R)
0z
guinte maneira, F : A C R*> x R — R, fixados (a,b) € A e ¢ € R tal que

Demonstra¢ao. Suponhamos que # 0, podemos olhar para a F' da se-
F(a,b) = ¢, entao pelo teorema da fungao implicita, existe uma vizinhanga U
de a = (z0,5) em R? e uma tnica fungao ¢ : U C R* — R diferenciével, tal
que ¢(xo,y0) = 2o € para todo (x,y) € U, F(x,y, ¢(z,y)) = c. Dessa maneira, a
aplicacao

X(2y) = (v,y,9(xy)), (x,y) €U

é uma superficie parametrizada regular como demonstramos na proposi¢ao an-

terior. O traco dessa superficie descreve pontos de S proximos de F,. Analo-

OF ()
ox

existe uma aplicagao diferencidvel ¢ : U C R? — R, ¢(yo, 20) = T, para todo

gamente, supomos que # 0, segue do teorema da fungao implicita que

(y,2) € U tal que F(é(y0,20), Y0, 20) basta olhar para a F da seguinte forma
OF(R)

F:ACRxR? — R. Por altimo supomos que a # 0, novamente,
pelo teorema da funcao implicita, sabemos que existe uma ¢ : U C R? — R,

&(xo, 20) = Yo, para todo (z,z) € U tal que F(xq, ¢(xq, 20), 20)- ]
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