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parecesse o contrário.
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Resumo

O objetivo principal desta dissertação é estudar existência e unicidade de soluções de

viscosidade da equação eikonal ||∇u(x)||x = 1, se x ∈ Ω,

u(x) = 0, sobre x ∈ ∂Ω.

em que Ω é um subconjunto aberto e limitado de uma variedade Riemanniana M .

Para isso, primeiramente, apresentamos algumas noções básicas como: variedades de

Banach-Finsler e variedade Finsler uniformemente bumpable. Alem disso, apresentamos

uma demonstração detalhada de que toda variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier

fraca uniforme (em particular, toda variedade Riemanniana) é uniformemente bumpable,

como é discutido por Jiménez e Sanchez [11].

Em seguida, estudamos as noções de cálculo subdiferencial em variedades Riemanianas e

apresentamos uma demonstração detalhada de alguns resultados obtidos por Azagra, Ferrera

e López [1], dentre os quais merecem destaque o principio variacional suave em variedades

Riemannianas, o principio de minimização perturbada para a diferença de duas funções e a

desigualdade do valor médio de Deville. Finalmente, aplicamos esses resultados para provar

existência e unicidade de soluções de viscosidade da equação eikonal.

Palavras-chave Variedades Finsler, Variedade Riemanniana, uniformemente bumpable,

Subdiferencial, Solução de viscosidade, Equação eikonal.
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Abstract

The aim of this dissertation is to study the existence and uniqueness of viscosity solutions

of the eikonal equation  ||∇u(x)||x = 1, if x ∈ Ω,

u(x) = 0, for all x ∈ ∂Ω.

where the Ω is a bounded open subset of a riemannian manifold M .

For this, firstly, We present some basic notions such as: Banach-Finsler Manifolds and

uniformly bumpable Finsler manifold. Moreover, we present a detailed proof that every

Finsler manifold in the sense of Neeb-Upmaier K-weak uniform (in particular, every rieman-

nian manifold) is uniformly bumpable, as discussed by Jiménez and Sanchez [11].

Next, we study the notions of subdifferential calculus in riemannian manifolds and we

present a detailed proof of some results obtained by Azagra, Ferrera and López [1], among

which the smooth variational principle on riemannian manifolds, the perturbed minimization

principle for the difference of two functions and the Deville’s mean value inequality. Finally,

we apply these results to show existence and uniqueness of viscosity solutions to eikonal

equation.

Key-words: Finsler manifold, Riemannian manifold, Uniformly bumpable, Subdifferen-

tial, Viscosity solution, Eikonal equation.
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Introdução

As equações de Hamilton-Jacobi, são equações não lineares de primeira ordem que sur-

giram naturalmente na mecânica clássica mas que foram encontrando aplicações em muitas

outras áreas, dentro e fora da matemática, tendo vindo a ter importância em problemas de

controle ótimo [2], processamento de imagens e visão computacional, teoria dos jogos, ótica

geométrica, etc.

As equações de Hamilton-Jacobi estacionárias de primeira ordem são equações do tipo

H(x,∇u(x), u(x)) = 0 em Ω, (1)

onde Ω é um aberto de Rn e H : Ω × Rn × R −→ R é uma função dada chamada de

Hamiltoniano.

Consideremos o problema de Cauchy para a equação de Hamilton-Jacobi estacionária H(x,∇u(x), u(x)) = 0, em x ∈ Ω,

u(x) = u0(x), sobre x ∈ ∂Ω,
(2)

onde Ω ⊂ Rn é um aberto limitado com fronteira ∂Ω, H : Ω×Rn×R −→ R e u0 : Rn −→ R

são funções cont́ınuas dadas.

Definição 0.1 Dizemos que uma função u : Ω −→ R é solução fraca de (2) se u é Lipschitz

cont́ınua em Ω e u satisfaz a equação de Hamilton-Jacobi em quase toda parte.

Exemplo 0.2 Consideremos o problema de Dirichlet para a equação eikonal unidimensional |u′(x)| = 1, se x ∈ (−1, 1)

u(x) = 0, se x ∈ {−1, 1}.
(3)
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Este problema não tem solução clássica. De fato, se u ∈ C1((−1, 1)), o teorema de Rolle

implica que existe ξ ∈ (−1, 1) tal que u′(ξ) = 0, o que contradiz a condição de que |u′(x)| = 1

para todo x ∈ (−1, 1). No entanto, toda função un : [−1, 1] −→ R definida por

u0(x) = 1− |x|

uj(x) =
1

2j
−
∣∣∣∣ 1

2j
− uj−1(x)

∣∣∣∣, para j ∈ N

é solução fraca de (3).

Figura 1: Soluções Lipschitz cont́ınuas da equação eikonal 1-D.

Como já vimos no problema da equação eikonal unidimensional, é bem conhecido que

o problema (2), em geral, é mal colocado. Para lidar com esse problema, no inicio dos

anos 1980 Michael G. Crandall e Pierre-Louis Lions introduziram o conceito de solução de

viscosidade [4] e [5].

Definição 0.3 Seja u : Ω −→ R uma função cont́ınua

(1) Diz-se que u é uma subsolução de viscosidade da equação (2) se:

(a) u ≤ u0 em ∂Ω e

(b) para todo x0 ∈ Ω e cada ϕ ∈ C1(Ω) tal que u− ϕ tem máximo local em x0 vale:

H(x0,∇ϕ(x0), u(x0)) ≤ 0.

(2) Diz-se que u é uma supersolução de viscosidade da equação (2) se:

(a) u ≥ u0 em ∂Ω e

(b) para todo x0 ∈ Ω e cada ϕ ∈ C1(Ω) tal que u− ϕ tem mı́nimo local em x0 vale:

H(x0,∇ϕ(x0), u(x0)) ≥ 0.
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(3) Diz-se que u é uma solução de viscosidade se for ao mesmo tempo subsolução e super-

solução de viscosidade.

Equivalentemente, veja [2],

Definição 0.4 Seja u : Ω −→ R uma função cont́ınua.

(1) Diz-se que u é uma subsolução de viscosidade da equação (2) se:

(a) u ≤ u0 em ∂Ω e

(b) para cada x ∈ Ω e p ∈ D+u(x) temos H(x, p, u(x)) ≤ 0.

(2) Diz-se que u é uma supersolução de viscosidade da equação (2) se:

(a) u ≥ u0 em ∂Ω e

(b) para cada x ∈ Ω e p ∈ D−u(x) temos H(x, p, u(x)) ≥ 0.

(3) Diz-se que u é uma solução de viscosidade se for ao mesmo tempo subsolução e super-

solução de viscosidade,

onde

D+u(x) =

{
p ∈ Rn : lim sup

y→x

u(y)− u(x)− p · (y − x)

|y − x|
≤ 0

}
e

D−u(x) =

{
q ∈ Rn : lim inf

y→x

u(y)− u(x)− q · (y − x)

|y − x|
≥ 0

}
.

Os conjuntos D+u(x) e D−u(x) são chamados de superdiferencial e subdiferencial de u em

x, respectivamente.

Essas definições são consistentes com a noção de solução clássica. De fato, suponhamos

que u ∈ C1(Ω) é solução de (2), se u − ϕ atinge um máximo ou um mı́nimo local em x0,

temos que ∇u(x0) = ∇ϕ(x0). Isto implica que H(x0,∇u(x0), u(x0)) = 0, assim u é solução

de viscosidade de (2).
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Exemplo 0.5 A função u(x) = 1 − |x| é solução de viscosidade da equação eikonal unidi-

mensional (3).

Observemos que se u − ϕ atinge um máximo ou um mı́nimo local em x0 6= 0, então

u′(x0) = ϕ′(x0), logo |u′(x0)| = |ϕ′(x0)| = 1. Portanto só temos que verificar no ponto

x0 = 0 que é o único ponto onde u não é de classe C1.

• Seja ϕ ∈ C1(Ω) tal que u− ϕ atinge um mı́nimo local em 0, isto é,

(u− ϕ)(0) ≤ (u− ϕ)(x) para todo x ∈ B(0, ε),

logo

−1 = u′(0+) ≤ ϕ′(0) ≤ u′(0−) = 1,

ou seja, |ϕ′(0)| ≤ 1. Assim u é subsolução de viscosidade de (3).

• Seja ϕ ∈ C1(Ω) tal que u− ϕ atinge um máximo local em 0, isto é,

(u− ϕ)(x) ≤ (u− ϕ)(0) para todo x ∈ B(0, ε),

logo

1 = u′(0−) ≤ ϕ′(0) ≤ u′(0+) = −1,

o que é uma contradição, então não existe ϕ ∈ C1(Ω) tal que u−ϕ atinge um máximo

local em 0. Logo, não há nada que provar na definição de supersolução.

Portanto, u é solução de viscosidade de (3).

A noção de solução de viscosidade pode ser estendido ao cenário das equações de Hamilton-

Jacobi estacionárias em variedades Riemannianas [1],[17]. Mais precisamente, para o prob-

lema de valor inicial  H(x,∇u(x), u(x)) = 0, se x ∈ Ω,

u(x) = u0, sobre x ∈ ∂Ω,
(EHJ)

onde Ω é um subconjunto de uma variedade Riemanniana M , H : T ∗Ω × R −→ R e T ∗M

denota o fibrado cotangente de M .
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Neste trabalho estudamos a existência e unicidade da solução de viscosidade da equação

eikonal  ||∇u(x)||x = 1, se x ∈ Ω,

u(x) = 0, sobre x ∈ ∂Ω.
(EE)

onde Ω é um subconjunto aberto e limitado de uma variedade Riemanniana M . Mais precisa-

mente, provaremos que a única solução de viscosidade de (EE) é a função d(·, ∂Ω) : Ω −→ R

definida por

d(x, ∂Ω) := inf
y∈∂Ω

dM(x, y),

onde dM é a métrica intŕınseca na variedade Riemanniana M .

A equação eikonal tem aplicações nas mais diversas áreas da computação gráfica e visão

computacional, por exemplo na aproximação numérica de geodésicas [19] e [20].

Este trabalho está organizado em cinco caṕıtulos.

No Caṕıtulo 1, apresentamos as variedades Finsler no sentido de Neeb-Upmeier (uniforme

e fraca uniforme) e no sentido de Palais que generalizam as variedades Riemannianas. Neste

caṕıtulo estudamos várias propriedades desta classe de variedades e algumas relações entre

elas, também obtemos algumas desigualdades do valor médio e um resultado sobre a existên-

cia de cartas bi-Lipschitz. Além disso, provaremos que toda variedade Finsler no sentido de

Neeb-Upmeier fraca uniforme é uniformemente bumpable. Em particular, toda variedade

Riemanniana é uniformemente bumpable. Esse resultado será utilizado no caṕıtulo 3 para

provar o principio variacional suave em variedades Riemannianas.

No Caṕıtulo 2, apresentamos os conceitos básicos da geometria Riemanniana que serão

utilizados no restante do trabalho.

No Caṕıtulo 3, apresentamos o principio variacional suave em variedades Riemannianas

que é uma extensão natural do principio variacional de Deville-Godefroy-Zizler em espaços

de Banach [8],[9].

Teorema 0.6 (Principio variacional suave de Deville - Godefroy - Zizler) Seja X um

espaço de Banach que admite uma função bump lipschitziana de classe C1. Seja f : X −→
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R ∪ {+∞} uma função própria, semicont́ınua inferiormente e limitada inferiormente. En-

tão, dado δ > 0, existe uma função ϕ : X −→ R de classe C1 com derivada limitada e um

ponto x0 ∈ X tal que

(1) f − g atinge um mı́nimo forte em X no ponto x0;

(2) ||g||∞ ≤ δ, ||g′||∞ ≤ δ.

No caṕıtulo 4, apresentamos as definições de subdiferencial e superdiferencial de funções

definidas sobre variedades Riemannianas, incluindo uma caracterização local da subdifen-

ciabilidade através de cartas, bem como as propriedades elementares da subdiferencial com

respeito à soma e a composição de funções. Neste caṕıtulo apresentamos dois resultados que

desempenham um papel crucial na prova do teorema de existência e unicidade da solução de

viscosidade da equação eikonal:

• O principio de minimização perturbada para a diferença de funções em variedades

Riemannianas completas, com raio de injetividade positivo e uniformemente localmente

convexas (veja o Teorema 4.13).

• A desigualdade do valor médio de Deville para funções definidas sobre variedades Rie-

mannianas (veja o Teorema 4.18), que é uma generalização da desigualdade do valor

médio de Deville para funções definidas sobre um espaço de Banach [7].

No caṕıtulo 5, apresentamos o conceito de solução de viscosidade da equação de Hamilton-

Jacobi e provamos o teorema de existência e unicidade da solução de viscosidade da equação

eikonal (EE).



Capı́tulo 1
Variedades de Banach e Finsler

1.1 Diferenciabilidade em Espaços de Banach

Definição 1.1 Sejam (X, || · ||X), (Y, || · ||Y ) espaços normados, f : U ⊂ X −→ Y onde U é

um aberto de X e x0 ∈ X. Dizemos que f é Fréchet diferenciável no ponto x0 ∈ X se existe

uma aplicação linear e cont́ınua L : X −→ Y tal que

lim
h→0

||f(x0 + h)− f(x0)− 〈L, h〉||Y
||h||X

= 0.

Denotamos esta aplicação linear L por f ′(x0).

Definição 1.2 Sejam (X, || · ||X), (Y, || · ||Y ) espaços normados, f : U ⊂ X −→ Y onde U

é um aberto de X e x0 ∈ X. Dizemos que f é Gâteaux diferenciável no ponto x0 ∈ X se

existe uma aplicação linear e cont́ınua A : X −→ Y tal que para todo h ∈ X vale

lim
t→0

f(x0 + th)− f(x0)

t
= Ah.

A aplicação linear A é chamada de diferencial de Gâteaux de f em x0 e será denotada por

f ′G(x0).

Proposição 1.3 Se f : U ⊂ X −→ Y é Fréchet diferenciável também é Gâteaux diferen-

ciável. Se f : U ⊂ X −→ Y é Gâteaux diferenciável e f ′G : U −→ L(X, Y ) é cont́ınua em

x0, então f é Fréchet diferenciável e f ′(x0) = f ′G(x0).

7
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1.2 Variedades de Banach

Definição 1.4 Sejam M um espaço topológico e X um espaço de Banach. Um atlas de

classe Ck para M modelado em X é uma famı́lia de pares {(Uα, ϕα)}α com as seguintes

propriedades:

(1) {Uα}α é uma cobertura aberta para M , isto é,
⋃
α Uα = M,

(2) ϕα é um homeomorfismo de Uα sobre um subconjunto aberto de X,

(3) Para todo par de ı́ndices α, β tais que Uα ∩ Uβ 6= ∅, a aplicação de transição

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

é um difeomorfismo de classe Ck.

Cada aplicação ϕ é chamada uma carta para uma vizinhança de M .

Um espaço topológico M com um atlas de classe Ck modelado sobre um espaço de Banach

X é chamado de variedade de Banach de classe Ck modelada sobre X.

Figura 1.1: Cartas em uma variedade de Banach.
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Definição 1.5 Se X = Rn na definição acima. Dizemos que M é uma variedade diferen-

ciável de dimensão n.

Definição 1.6 Sejam M uma variedade de Banach de classe C l modelada sobre um espaço

de Banach X. Dizemos que uma função f : M −→ R é diferenciável (de classe Ck, k ≤ l)

no ponto x ∈M se existe uma carta (U,ϕ) de uma vizinhança de x tal que

f ◦ ϕ−1 : Ũ = ϕ(U) ⊂ X −→ R

é uma função diferenciável (de classe Ck).

Figura 1.2: Função diferenciável.

Definição 1.7 Sejam M e N variedades de Banach de classe C l modeladas em X e Y ,

respectivamete. Dizemos que uma aplicação f : M −→ N é diferenciável (de classe Ck,

k ≤ l) em x ∈ M se existem cartas (U,ϕ) de uma vizinhança de x ∈ M e (V, ψ) de uma

vizinhança de f(x) ∈ N com f(U) ⊂ V tais que

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ X −→ Y

é uma aplicação diferenciável (de classe Ck) em ϕ(x).
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Figura 1.3: Aplicação diferenciável.

Definição 1.8 Seja M uma variedade de Banach de classe C l (1 ≤ l ≤ +∞). Uma apli-

cação γ : (−δ, δ) −→M de classe Cr é chamada uma curva de classe Cr em M. Suponhamos

que γ(0) = x ∈M e seja C1(M)x o conjunto das funções de M que são de classe C1 em x,

isto é,

C1(M)x = {f : M −→ R : f é de classe C1 em x}.

O vetor tangente à curva γ em t = 0 é a função γ′(0) : C1(M)x −→ R dada por:

γ′(0)(f) = (f ◦ γ)′(0), para f ∈ C1(M)x.

Um vetor tangente em x é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva γ : (−δ, δ) −→M

com γ(0) = x. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em x é chamado o espaço

tangente a M em x e é indicado por TxM .

Observação 1.9 Sejam M uma variedade de Banach de classe C l modeladas em X. Sejam

x ∈ X e ϕ : U ⊂M −→ X uma carta de classe C l de M em x. A aplicação Φ(x) : TxM −→

X definida por

Φ(x)(v) = (ϕ ◦ γ)′(0),

onde v é o vetor tangente de uma curva γ : (−δ, δ) −→M de classe C1 com γ(0) = x, define

uma bijeção de TxM em X. Por meio desta bijeção podemos transportar a estrutura linear

e topológia de X a TxM (veja [6] para os detalhes).
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Definição 1.10 O conjunto

TM =
⋃
x∈M

TxM = {(x, v) : x ∈M e v ∈ TxM}

é chamado de fibrado tangente de M .

Definição 1.11 O espaço dual de TxM é o conjunto das aplicações lineares w : TxM −→ R,

este espaço será denotado por T ∗xM , sendo denominado o espaço cotangente a M em x.

A união

T ∗M =
⋃
x∈M

T ∗xM

é chamado de fibrado cotangente de M .

Definição 1.12 Sejam M e N variedades de Banach de classe C l modeladas em X e Y ,

respectivamente e f : M −→ N uma função de classe C1. Para cada x ∈ M e v ∈ TxM ,

escolha uma curva γ : (−δ, δ) −→M com γ(0) = x e v ∈ TxM , então f ◦ γ é uma curva em

N com f ◦ γ(0) = f(x). A aplicação dfx : TxM −→ Tf(x)N definida por

dfx(v) = (f ◦ γ)′(0)

é uma aplicação linear e não depende da escolha da curva γ. A aplicação linear dfx é

chamada de diferencial de f em x.

1.3 Variedades Finsler

Definição 1.13 Um espaço topológico X é paracompacto se é um espaço de Hausdorff e

toda cobertura aberta {Uα}α∈A de X admite um refinamento aberto localmente finito, mais

precisamente, existe uma cobertura aberta {Vβ}β∈B de X tal que:

(i) {Vβ}β∈B refina {Uα}α∈A, no sentido de que Vβ ⊂ Uα para algum α,

(ii) {Vβ}β∈B é localmente finita.

No que se segue, M é um espaço topológico paracompacto.
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Definição 1.14 Seja M uma variedade de Banach de classe C l modelada sobre um espaço

de Banach (X, ‖ · ‖) e seja ‖ · ‖M : TM −→ [0,∞) uma função cont́ınua. Dizemos que:

(F1) (M, ‖·‖M) é uma variedade Finsler de classe C l no sentido de Palais se a função

‖ · ‖M satisfaz as seguintes condições:

(P1) Para todo x ∈M , a restrição de || · ||M a TxM , denotada por

‖ · ‖x := ‖ · ‖M |TxM : TxM −→ [0,∞),

é uma norma no espaço tangente TxM tal que para toda carta ϕ : U −→ X com

x ∈ U as normas ‖d(ϕ−1)ϕ(x)(·)‖x : X −→ [0,∞) e ‖ · ‖ são equivalentes em X.

(P2) Para todo x0 ∈ M , ε > 0 e toda carta ϕ : U −→ X com x0 ∈ U , existe uma

vizinhança aberta W de x0 tal que

1

1 + ε
‖d(ϕ−1)ϕ(x0)(v)‖x0 ≤ ‖d(ϕ−1)ϕ(x)(v)‖x ≤ (1 + ε)‖d(ϕ−1)ϕ(x0)(v)‖x0

para todo x ∈ W e todo v ∈ X.

(F2) (M, ‖ ·‖M) é uma variedade Finsler de classe C l no sentido de Neeb-Upmeier

se ‖ · ‖M satisfaz (P1) e

(NU1) Para todo x0 ∈M , existem uma carta ϕ : U −→ X com x0 ∈ U e uma constante

Kx0 ≥ 1 tais que

1

Kx0

‖v‖x ≤ ‖dϕx(v)‖ ≤ Kx0‖v‖x (1.1)

para todo x ∈ U e todo v ∈ TxM .

Equivalentemente, (M, ‖ · ‖M) é uma variedade Finsler de classe C l no sentido

de Neeb-Upmeier se ‖ · ‖M satisfaz (P1) e

(NU2) Para todo x0 ∈M , existem uma carta ϕ : U −→ X com x0 ∈ U e uma constante

Mx0 ≥ 1 tais que

1

Mx0

‖d(ϕ−1)ϕ(x0)(v)‖x0 ≤ ‖d(ϕ−1)ϕ(x)(v)‖x ≤Mx0‖d(ϕ−1)ϕ(x0)(v)‖x0
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para todo x ∈ U e todo v ∈ X.

(F3) (M, ‖ · ‖M) é uma variedade Finsler de classe C l no sentido de Neeb-Upmeier

fraca uniforme se ‖ · ‖M satisfaz (P1) e existe K ≥ 1 tal que

(NU3) Para todo x0 ∈M , existe uma carta ϕ : U −→ X com x0 ∈ U satisfazendo

1

K
‖d(ϕ−1)ϕ(x0)(v)‖x0 ≤ ‖d(ϕ−1)ϕ(x)(v)‖x ≤ K‖d(ϕ−1)ϕ(x0)(v)‖x0 (1.2)

para todo x ∈ U e todo v ∈ X.

Neste caso dizemos que (M, ‖ · ‖M) é K-fraca uniforme.

(F4) (M, ‖ · ‖M) é uma variedade Finsler de classe C l no sentido Neeb-Upmeier

uniforme se ‖ · ‖M satisfaz (P1) e

(NU4) Existe S ≥ 1 tal que para todo x0 ∈M , existe uma carta ϕ : U −→ X com x0 ∈ U

e

1

S
‖v‖x ≤ ‖dϕx(v)‖ ≤ S|v‖x, (1.3)

sempre que x ∈ U e v ∈ TxM .

Neste caso dizemos que (M, ‖ · ‖M) é S-uniforme.

Exemplo 1.15 Todo espaço de Banach é uma variedade Finsler de classe C∞ no sentido

de Palais.

Exemplo 1.16 Toda variedade Riemanniana de classe C∞ é uma variedade Finsler no

sentido de Palais de classe C∞ ( veja [18] ).

Exemplo 1.17 Toda variedade de Banach paracompacta, M , admite uma função cont́ınua

|| · ||M −→ [0,∞) tal que (M, || · ||M) é uma variedade Finsler de classe C1 no sentido de

Palais (veja [18] ).
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Propriedades 1.18

(1) Se M é uma variedade Finsler no sentido de Palais, então M é uma variedade Finsler

no sentido Neeb-Upmeier fraca uniforme.

(2) Se M é uma variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier uniforme, então M e uma

variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier fraca uniforme.

(3) Se M é uma variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier fraca uniforme, então M

uma variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier.

Prova.

(1) Segue diretamente da definição de variedade Finsler no sentido de Palais.

(2) Seja M uma variedade Finsler S-uniforme. Dado x0 ∈ M existe uma carta ϕ : U ⊂

M −→ X com x0 ∈ U tal que

1

S
||v||x ≤ ||dϕx(v)|| ≤ ||v||x ∀x ∈ U e v ∈ TxM.

Como

d(ϕ−1)ϕ(x0)(w) ∈ Tx0M para todo w ∈ X,

segue que

1

S
||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 ≤ ||dϕx(d(ϕ−1)ϕ(x0)(w))|| ≤ S||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 ,

ou seja,

1

S
||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 ≤ ||w|| ≤ S||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 . (i)

Por outro lado, como

d(ϕ−1)ϕ(x)(w) ∈ TxM para todo w ∈ X e x ∈ U,

segue que

1

S
||d(ϕ−1)ϕ(x)(w)||x ≤ ||dϕx(d(ϕ−1)ϕ(x)(w))|| ≤ S||d(ϕ−1)ϕ(x)(w)||x,
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ou seja,

1

S
||d(ϕ−1)ϕ(x)(w)||x ≤ ||w|| ≤ S||d(ϕ−1)ϕ(x)(w)||x. (ii)

Combinando (i) e (ii), temos que

1

S2
||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 ≤ ||d(ϕ−1)ϕ(x)(w)||x ≤ S2||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 .

Portanto, M é uma variedade Finsler S2-fraca uniforme.

(3) Seja M uma variedade K-fraca uniforme. Dado x0 ∈ M existe uma carta ϕ : U ⊂

M −→ X com x0 ∈ U tal que

1

K
||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 ≤ ||d(ϕ−1)ϕ(x)(w)||x ≤ K||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 , ∀x ∈ U, w ∈ X.

Como dϕx(v) ∈ X para todo x ∈ U e v ∈ TxM , temos que

1

K
||d(ϕ−1)ϕ(x0)(dϕx(v))||x0 ≤ ||d(ϕ−1)ϕ(x)(dϕx(v))||x ≤ K||d(ϕ−1)ϕ(x0)(dϕx(v))||x0 ,

ou seja,

1

K
||d(ϕ−1)ϕ(x0)(dϕx(v))||x0 ≤ ||v||x ≤ K||d(ϕ−1)ϕ(x0)(dϕx(v))||x0 . (iii)

Por outro lado, pela hipótese (P1), existe Cx0 ≥ 1 tal que

1

Cx0
||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 ≤ ||w|| ≤ Cx0||d(ϕ−1)ϕ(x0)(w)||x0 , ∀w ∈ X.

Como dϕx(v) ∈ X para todo x ∈ U e v ∈ TxM , temos que

1

Cx0
||d(ϕ−1)ϕ(x0)(dϕx(v))||x0 ≤ ||dϕx(v)|| ≤ Cx0||d(ϕ−1)ϕ(x0)(dϕx(v))||x0 . (iv)

Combinando (iii) e (iv), temos que

1

KCx0
||v||x ≤ ||dϕx(v)|| ≤ KCx0 ||v||x.

Portanto, M é uma variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier,

o que encerra a prova. �
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Definição 1.19 Seja M uma variedade Finsler de classe C l e f : M −→ R uma função

diferenciável em p ∈M . A norma de dfp ∈ T ∗pM é definida por

‖dfp‖p = sup{|dfp(v)| : v ∈ TpM, ‖v‖p ≤ 1}

Definição 1.20 Sejam M e N variedades Finsler de classe C l e f : M −→ N uma função

diferenciável em p ∈M . A norma da diferencial de f em p, dfp, é definida por

‖dfp‖p = sup{||dfp(v)||f(p) : v ∈ TpM, ‖v‖p ≤ 1}

= sup{ξ(dfp(v)) : ξ ∈ T ∗f(p)N, v ∈ TpM, e ‖v‖p = 1 = ‖ξ‖∗f(p)}

Definição 1.21 Sejam (M, ‖ · ‖M) uma variedade Finsler de classe C l no sentido Neeb-

Upmeier e α : [a, b] −→ M uma curva de classe C1 por partes. Definimos o comprimento

da curva α por

L(α) =

∫ b

a

||α′(t)||α(t) dt.

.

Definição 1.22 Seja (M, ‖ · ‖M) uma variedade Finsler de classe C l no sentido de Neeb-

Upmeier. Dados p e q ∈ M , a distância Finsler de p a q, denotada por dM(p, q), é dada

por

dM(p, q) = inf{L(α) : α é uma curva de clase C1 por partes ligando p e q}.

O conjunto BM(p, r) := {q ∈ M : dM(p, q) < r} é chamado de bola métrica de centro p e

raio r.

Definição 1.23 Sejam M , N variedades Finsler e f : M −→ N uma função lipschitziana.

A constante Lip(f) definida por

Lip(f) = sup

{
dN(f(x), f(y))

dM(x, y)
: x, y ∈M,x 6= y

}
.

é chamada de constante de Lipschitz de f .
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Observação 1.24 Como uma consequência imediata da desigualdade triangular, obtemos

que |dM(p, p0) − dM(q, p0)| ≤ dM(p, q) para todo p, q e p0 ∈ M . Então, a função distância

Finsler a um ponto fixo dM(·, p0) é 1-Lipschitz.

Proposição 1.25 Sejam M , N variedades Finsler de classe C1 no sentido de Neeb-Upmeier

e f : M −→ N uma função de classe C1.

(i) Se sup{‖dfx‖x : x ∈M} <∞, então f é lipschitziana e

Lip(f) ≤ sup{‖dfx‖x : x ∈M}.

(ii) Se f é lipschitziana e N é P -fraca uniforme, então

sup{‖dfx‖x : x ∈M} ≤ P Lip(f).

Prova.

(i) Sejam p, q ∈ M tais que dM(p, q) < ∞. Então, dado ε > 0, existe uma curva

γ : [0, T ] −→ M de classe C1 por partes ligando p a q tal que L(γ) ≤ dM(p, q) + ε
C

, onde

C = sup{‖dfx‖x : x ∈ M}. Se definimos β : [0, T ] −→ N pondo β(t) = f ◦ γ(t), temos que

β é uma curva de classe C1 por partes ligando f(a) a f(b). Logo,

dN(f(p), f(q)) ≤ L(β) =

∫ T

0

‖dfγ(t)(γ
′(t))‖β(t) dt ≤

∫ T

0

‖dfγ(t)‖γ(t)‖γ′(t)‖γ(t) dt

≤ C

∫ T

0

‖γ′(t)‖γ(t) dt = C L(γ) ≤ CdM(p, q) + ε.

Como a última desigualdade é válida para todo ε > 0, conclúımos que

dN(f(p), f(q)) ≤ CdM(p, q) e Lip(f) ≤ C.

o que encerra a prova do item (i).

(ii) Vamos considerar primeiro o caso N = R. Escolhendo x0 ∈ M e v ∈ Tx0M com

||v||x0 = 1. Seja γ : (−δ, δ) −→ M uma curva de classe C1 tal que γ(0) = x0 e γ′(0) = v.

Então, a função f ◦ γ : (−δ, δ) −→ R é de classe C1. Além disso f ◦ γ(0) = f(x0) e
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dfx0(v) = (f ◦ γ)′(0). Como a aplicação t 7−→ ||γ′(t)||γ(t) é cont́ınua em (−δ, δ), para todo

ε > 0 existe r > 0 com r < δ tal que

∣∣ ||γ′(t)||γ(t) − ||γ′(0)||γ(0)

∣∣ < ε para todo t ∈ [−r, r].

Logo,

|dfx0(v)| = |(f ◦ γ)′(0)| =
∣∣∣∣ limt→0

(f ◦ γ)(t)− (f ◦ γ)(0)

t

∣∣∣∣
≤ Lip(f) lim sup

t→0

dM(γ(t), γ(0))

|t|
≤ Lip(f)Lip

(
γ
∣∣
[−r,r]

)
≤ Lip(f) sup{||γ′(s)||γ(s) : s ∈ [−r, r]} ≤ Lip(f)

[
||γ′(0)||γ(0) + ε

]
= Lip(f)

[
||v||x0 + ε

]
= (1 + ε)Lip(f).

Portanto, da arbitrariedade de x0 ∈M , v ∈ Tx0M e ε > 0 conclúımos que

sup
x∈M
||dfx||x ≤ Lip(f).

Passemos agora ao caso geral, isto é, f : M −→ N onde N é uma variedade Finsler

P -fraca uniforme. Suponhamos por absurdo que existe x0 ∈M tal que ||dfx0||x0 > PL, onde

L = Lip(f). Logo, existem ξ ∈ T ∗f(x0)N e v ∈ Tx0M tais que

||v||x0 = ||ξ||∗f(x0) = 1 e |ξ(dfx0(v))| > PL.

Dado que N é P -fraca uniforme, então existe uma carta ψ : V −→ Y com f(x0) ∈ V tal que

1

P

∣∣∣∣d(ψ−1)ψ(f(x0))(u)
∣∣∣∣
f(x0)

≤
∣∣∣∣d(ψ−1)ψ(x)(u)

∣∣∣∣
x

≤ P
∣∣∣∣d(ψ−1)ψ(f(x0))(u)

∣∣∣∣
f(x0)

, (1.4)

para todo x ∈ V e u ∈ Y .

Escolhendo r > 0 tal que f(x0) ∈ BN(f(x0), r/4) ⊂ BN(f(x0), r) ⊂ V , definamos a

função g : f−1(BN(f(x0), r/4)) −→ R por

g(x) = ξ ◦ d(ψ−1)ψ(f(x0)) ◦ ψ ◦ f(x).
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Afirmação 1: ||dgx0||x0 > PL.

De fato, observemos que,

|dgx0(v)| = |ξ ◦ d(ψ−1)ψ(f(x0)) ◦ dψf(x0) ◦ dfx0(v)| = |ξ ◦ dfx0(v)| > PL.

Dáı,

||dgx0||x0 > PL (1.5)

Afirmação 2: A aplicação ψ : V −→ Y é P -Lipschitz com a norma ||| · ||| : Y −→ R definida

por

|||w||| := ||d(ψ−1)ψ(f(x0))(w)||f(x0).

De fato, visto que ψ satisfaz a desigualdades (1.4), segue que

|||dψz(w)||| = ||d(ψ−1)ψ(f(x0))(dψz(w))||f(x0)

≤ P ||d(ψ−1)ψ(z)(dψz(w))||z = P ||w||z,

para todo z ∈ V e w ∈ TzN . Logo,

|||dψz||| := sup{|||dψz(v)||| : v ∈ TzN e ||v||z ≤ 1} ≤ P, ∀ z ∈ V.

Assim,

sup{|||dψz||| : z ∈ V } ≤ P.

Agora, verificaremos que

dN(z, z′) = inf{L(γ) : γ é uma curva de classe C1 ligando z a z′ e γ ⊂ V },

para todo z, z′ ∈ BN(f(x0), r/4). Com efeito, suponhamos que existen z e z′ ∈ BN(f(x0), r/4)

tais que

dN(z, z′) = inf{L(γ) : γ é uma curva de classe C1 ligando z a z′}

< inf{L(γ) : γ é uma curva de classe C1 ligando z a z′ e γ ⊂ V },
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então existe uma curva γ : [0, 1] −→ N de classe C1 tal que γ(0) = z, γ(1) = z′ e L(γ) <

dN(z, z′) + r/4 e γ(t) /∈ V para algum t ∈ [0, 1]. Logo,

dN(f(x0), γ(t)) ≥ r e dN(z, γ(t)) ≤ L(γ) ≤ dN(z, z′) + r/4.

Isto implica que

r ≤ dN(f(x0), γ(t)) ≤ dN(f(x0), z) + dN(z, γ(t))

≤ dN(f(x0), z) + dN(z, z′) + r/4 < r/4 + r/2 + r/4 = r,

o que é uma contradição. Agora, fazendo argumento análogo ao utilizado para provar o item

(i) deduzimos que ψ é P -Lipschitz em BN(f(x0), r/4) com a norma ||| · |||.

Afirmação 3: A função g é PL-Lipschitz com a métrica dM . Além disso,

sup{||dgx||x : x ∈ f−1(BN(f(x0), r/4))} ≤ PL. (1.6)

De fato, para todo x, y ∈ f−1(BN(f(x0), r/4)), usando a afirmação 2, temos que

|g(x)− g(y)| = |ξ ◦ d(ψ−1)ψ(f(x0))

(
ψ ◦ f(x)− ψ ◦ f(y)

)
|

≤ ||d(ψ−1)ψ(f(x0))

(
ψ ◦ f(x)− ψ ◦ f(y)

)
||f(x0)

= |||ψ ◦ f(x)− ψ ◦ f(y)||| ≤ P dN(f(x), f(y))

≤ PL dM(x, y).

Assim, g é PL-Lipschitz. Usando o caso N = R, obtemos

sup{||dgx||x : x ∈ f−1(BN(f(x0), r/4))} ≤ PL.

Finalmente, das desigualdades (1.5) e (1.6), temos uma contradição. Portanto, a proposição

é verdadeira. �
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Lema 1.26 Seja M uma variedade Finsler K-fraca uniforme de classe C l. Então para todo

x0 ∈M e toda carta ϕ : U −→ X com x0 ∈ U satisfazendo a desigualdade (1.2), existe uma

vizinhanaça aberta V ⊂ U de x0 tal que

1

K
dM(p, q) ≤ |||ϕ(p)− ϕ(q)||| ≤ KdM(p, q), para todo p, q ∈ V, (1.7)

onde ||| · ||| : X −→ R é a norma definida por |||x||| := ||d(ϕ−1)ϕ(x0)(x)||x0.

Prova. Por um argumento análogo ao da demostração da proposição acima, existe r > 0

tal que BM(x0, r/4) ⊂ BM(x0, r) ⊂ U ⊂M . Além disso,

dM(p, q) = inf{L(γ) : γ é uma curva de classe C1 ligando p a q e γ ⊂ U},

para todo p, q ∈ BM(x0, r/4).

Logo, dados p, q ∈ BM(x0, r/4) e ε > 0 existe uma curva γ : [0, T ] −→ U de classe C1

ligando p a q tais que

L(γ) ≤ dM(p, q) +
ε

K
.

Definamos β : [0, T ] −→ X por β(t) = ϕ ◦ γ(t). Então β liga ϕ(p) a ϕ(q) e da desigualdade

(1.2), temos que

|||ϕ(p)− ϕ(q)||| = ||d(ϕ−1)ϕ(x0)

(
ϕ(p)− ϕ(q)

)
||x0 ≤ L(β)

=

∫ T

0

|||dϕγ(t)(γ
′(t))||| dt

=

∫ T

0

||d(ϕ−1)ϕ(x0)

(
dϕγ(t)(γ

′(t))
)
||x0 dt

≤ K

∫ T

0

||d(ϕ−1)ϕ(γ(t))

(
dϕγ(t)(γ

′(t))
)
||γ(t) dt

= K

∫ T

0

||γ′(t)||γ(t) dt = K L(γ) ≤ K
[
dM(p, q) +

ε

K

]
= K dM(p, q) + ε.
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Agora, consideremos ϕ−1 e s > 0 tal que B(ϕ(x0), s) ⊂ ϕ(BM(x0, r/4)). Dados x, y ∈

B(ϕ(x0), s), definamos a curva γ : [0, 1] −→M por

γ(t) = ϕ−1(ty + (1− t)x) ∈ BM(x0, r/4).

Então,

dM(ϕ−1(x), ϕ−1(y)) ≤ L(γ) =

∫ 1

0

||γ′(t)||γ(t) dt =

∫ 1

0

||d(ϕ−1)ϕ(γ(t))(y − x)||γ(t) dt

≤ K

∫ 1

0

||d(ϕ−1)ϕ(x0)(y − x)||x0 dt

= K |||x− y|||.

Finalmente, definimos V := ϕ−1(B(ϕ(x0), s)), o que encerra a prova. �

1.4 Aproximação Suave em Variedades Finsler

Definição 1.27 Seja k ∈ N ∪ {∞}. Dizemos que um espaço de Banach (X, ‖ · ‖) satisfaz a

propriedade (Ak) se existe uma constante C0 ≥ 1 que só depende do espaço (X, ‖ · ‖) tal que

para toda função lipschitziana f : X −→ R e qualquer ε > 0 existe uma função lipschitziana

K : X −→ R de classe Ck tal que

|f(x)−K(x)| < ε para todo x ∈ X, e Lip(K) ≤ C0Lip(f).

Teorema 1.28 Seja H um espaço de Hilbert. Então, para toda função lipschitziana f :

H −→ R e ε > 0, existe uma função lipschitziana g : H −→ R de classe C1 tal que

|f(x)− g(x)| < ε para todo x ∈ H, e Lip(g) ≤ Lip(f).

Prova. Veja [14]. �

Corolário 1.29 Todo espaço de Hilbert H satisfaz a propriedade (A1). Além disso, a con-

stante C0 = 1 não depende da norma Hilbertiana considerada em H.
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Definição 1.30 Dado um espaço topológico M e uma função f : M −→ Rm, o suporte de

f é o fecho do conjunto

{p ∈M : f(p) 6= 0}.

Usaremos a notação supp(f) para indicar o suporte de f .

Definição 1.31 Uma famı́lia U = {Uα}α∈A de subconjuntos de um espaço topológico M

chama-se localmente finita quando todo ponto p ∈ M possui uma vizinhança que intersecta

apenas um número finito de subconjuntos Uα de U .

Lema 1.32 Sejam E um espaço métrico e U = {Ur}r∈Ω uma cobertura de E. Então existem

refinamentos {Vn,r}n∈N,r∈Ω e {Wn,r}n∈N,r∈Ω de U satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Vn,r ⊂ Wn,r ⊂ Ur para todo n ∈ N e r ∈ Ω,

(ii) dist(Vn,r, E\Wn,r) ≥ 1
2n+2 para todo n ∈ N e r ∈ Ω,

(iii) dist(Wn,r,Wn,r′) ≥ 1
2n+2 para qualquer n ∈ N e r, r′ ∈ Ω, r 6= r′,

(iv) Para todo x ∈ E existe uma bola aberta B(x, sx) de E e um nx ∈ N tal que:

(a) se i > nx, então B(x, sx) ∩Wi,r = ∅, para qualquer r ∈ Ω,

(b) se i ≤ nx, então B(x, sx) ∩Wi,r 6= ∅, para no máximo um r ∈ Ω.

Prova. Ver [10] página 390. �

Definição 1.33 Sejam M uma variedade Finsler de classe C l e U = {Ur}r∈Ω uma cobertura

de M . Uma partição da unidade lipschitziana de classe Ck (k ≤ l) subordinada à

cobertura U = {Ur}r∈Ω é uma famı́lia {ψi}i∈I de funções lipschitzianas ψi : M −→ R de

classe Ck tais que:

(1) ψi(x) ≥ 0, para todo x ∈M e i ∈ I,

(2) A famı́lia {supp(ψi)}i∈I é localmente finita,
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(3) Para todo i ∈ I existe r ∈ Ω tal que supp(ψi) ⊂ Ur.

(4)
∑

i∈I ψi(x) = 1 para todo x ∈M

Lema 1.34 Seja (X, || · ||) um espaço de Banach que satisfaz a propriedade (Ak) tal que

a constante C0 não depende da norma (equivalente) definida em X e seja M uma var-

iedade Finsler K-fraca uniforme de classe C l modelada sobre X. Então toda cobertura aberta

U = {Uγ}γ∈Γ de M possui um refinamento {Wn,γ}n∈N,γ∈Γ e existe uma partição da unidade

lipschitziana {ψn,γ}n∈N,γ∈Γ de classe Cm (m := min{l, k}) subordinada à cobertura U tal que

supp(ψn,γ) ⊂ Wn,γ e

||dψn,γ||p ≤ 15nC0K
22n+1, para todo p ∈M.

Prova. A prova será realizada em 9 passos.

Passo 1. Seja Γ um conjunto de ı́ndices. Dado pγ ∈ M , existe um aberto BM(pγ, 3δpγ )

e uma aplicação ϕpγ : BM(p, 3δpγ ) −→ X de classe C l com ϕpγ (pγ) = 0 tal que a condição

(P1) da Definição 1.14 junto com as desigualdades (1.2) e (1.7) são satisfeitas para todo

q ∈ BM(pγ, 3δpγ ).

Afirmação 1: As aplicações ϕpγ e ϕp−1
γ

são lipschitzianas. Além disso,

Lip(ϕpγ ) ≤ K e Lip(ϕ−1
pγ ) ≤ K.

De fato, dado que ϕpγ satisfaz a desigualdade (1.7), isto é,

1

K
dM(p, q) ≤ |||ϕpγ (p)− ϕpγ (q)|||γ ≤ KdM(p, q),

onde ||| · |||γ := ||d(ϕ−1
pγ )0(·)||pγ : X −→ R é uma norma em X, a afirmação é verdadeira.

Passo 2. Seja U = {BM(pγ, 2δγ)}γ∈Γ uma cobertura aberta de M , onde δγ := δpγ . Pelo

Lema 1.32, existem refinamentos {Vn,γ}n∈N,γ∈Γ e {Wn,γ}n∈N,γ∈Γ de U tais que

(a1) Vn,γ ⊂ Wn,γ ⊂ Uγ = BM(pγ, 2δγ) para todo n ∈ N, γ ∈ Γ,

(a2) distM(Vn,γ, E\Wn,γ) ≥ 1
2n+2 para todo n ∈ N, γ ∈ Γ,
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(a3) distM(Wn,γ,Wn,γ′) ≥ 1
2n+2 para qualquer n ∈ N e γ, γ′ ∈ Γ, γ 6= γ′,

(a4) As famı́lias {Wn,γ}n∈N,γ∈Γ e {Wn,γ}γ∈Γ são localmente finitas.

Com o intuito de não sobrecarregar as notações, fazemos as seguintes identificações:

ϕγ := ϕpγ , B̃γ := ϕγ(BM(pγ, 3δγ)),

Ṽn,γ := ϕγ(Vn,γ) e W̃n,γ := ϕγ(Wn,γ).

Segue do item (a1) que

Ṽn,γ ⊂ W̃n,γ ⊂ B̃γ ⊂ X.

Sejam A,B subconjuntos de X. Definamos a função distγ : X ×X −→ R por

distγ(A,B) = inf{|||x− y|||γ : x ∈ A, y ∈ B}.

Afirmação 2: distγ(Ṽn,γ, B̃γ\W̃n,γ) ≥ 1
K2n+1 .

De fato, para todo x ∈ Ṽn,γ e y ∈ B̃γ\W̃n,γ, existem p ∈ Vn,γ e q ∈ BM(pγ, δγ)\Wn,γ tais

que ϕγ(p) = x e ϕγ(q) = y. Usando o item (a2) junto com a desigualdade (1.7), segue que

|||x− y|||γ = |||ϕγ(p)− ϕγ(q)|||γ ≥
1

K
dM(p, q) ≥ 1

K2n+1
.
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Isto implica que

distγ(Ṽn,γ, B̃γ\W̃n,γ) ≥
1

K2n+1
,

o que prova a afirmação.

Passo 3. Definamos a função φn,γ : X −→ R por

φn,γ(x) := distγ(x, Ṽn,γ).

Essa função satisfaz as seguinte propriedades:

(b1) φn,γ(Ṽn,γ) = 0.

(b2) φn,γ(B̃γ\W̃n,γ) ≥ 1
K2n+1 .

De fato, dado x ∈ B̃γ\W̃n,γ, da Afirmação 2, segue que

φn,γ(x) = distγ(x, Ṽn,γ) ≥
1

K2n+1
.

(b3) φn,γ é 1-Lipschitz.

De fato, sejam x, y ∈ X. Para todo z ∈ Ṽn,γ, temos que

distγ(x, Ṽn,γ) ≤ |||x− z|||γ ≤ |||x− y|||γ + |||y − z|||γ.

Logo, como

φn,γ(x)− |||x− y|||γ ≤ |||y − z|||γ

vale para todo z ∈ Ṽn,γ, temos que

φn,γ(x)− |||x− y|||γ ≤ φn,γ(y).

Assim,

φn,γ(x)− φn,γ(y) ≤ |||x− y|||γ.

Por outro lado, trocando x por y, temos que

φn,γ(y)− φn,γ(x) ≤ |||y − x|||γ = |||x− y|||γ.

Consequentemente

|φn,γ(x)− φn,γ(y)| ≤ |||x− y|||γ.
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Afirmação 3: Existe uma função lipschitziana θn : R −→ [0, 1] tal que θn = 1, para todo

t ∈ (−∞, 1
4K2n+1 ] e θn = 0, para todo t ∈ [ 1

2K2n+1 ,+∞). Além disso, Lip(θn) ≤ 5K2n+1.

De fato, consideremos a função θn : R −→ [0, 1] definida por

θn(t) =


1 se t ≤ 1

4K2n+1 ,

2− 4K2n+1t se 1
4K2n+1 < t < 1

2K2n+1 ,

0 se t ≥ 1
2K2n+1 .

Provemos que é lipschitziana.

Figura 1.4: Função θn(t).

• Dados t1, t2 ∈ (−∞, 1
4K2n+1 ] ou t1, t2 ∈ [ 1

2K2n+1 ,+∞), obtemos

|θn(t1)− θn(t2)| = 0 ≤ 4K2n+1|t1 − t2|.

• Dados t1, t2 ∈ ( 1
2K2n+1 ,

1
4K2n+1 ), obtemos

|θn(t1)− θn(t2)| = |(2− 4K2n+1t1)− (2− 4K2n+1t2)| = 4K2n+1|t1 − t2|.

• Dados t1 ∈ (−∞, 1
4K2n+1 ] e t2 ∈ ( 1

2K2n+1 ,
1

4K2n+1 ), temos que

|θn(t1)− θn(t2)| = |1− 4K2n+1t2|. (1)

Como 1− 4K2n+1t2 ≤ 0 e 4K2n+1(t2 − t1) ≥ 0, segue que

1− 4K2n+1t2 ≤ 4K2n+1(t2 − t1). (2)

Por outro lado , dado que t1 ≤ 1
4K2n+1 , segue que

4K2n+1(t1 − t2) ≤ 1− 4K2n+1t2,
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o que implica que

−4K2n+1(t2 − t1) ≤ 1− 4K2n+1t2. (3)

Assim, as desigualdades (1), (2) e (3) implicam que

|θn(t1)− θn(t2)| = |1− 4K2n+1t2| ≤ 4K2n+1|t2 − t1|

• Dados t1 ∈ ( 1
2K2n+1 ,

1
4K2n+1 ) e t2 ∈ [ 1

2K2n+1 ,+∞), segue

|θn(t1)− θn(t2)| = |2− 4K2n+1t2|. (4)

Como 2− 4K2n+1t1 ≥ 0 e −4K2n+1(t2 − t1) ≤ 0, temos que

−4K2n+1(t2 − t1) ≤ 2− 4K2n+1t1. (5)

Por outro lado, dado que t2 ≥ 1
2K2n+1 , segue

2− 4K2n+1t1 ≤ 4K2n+1(t1 − t2). (6)

Assim, combinanado as desigualdades (4), (5) e (6), temos que

|θn(t1)− θn(t2)| = |2− 4K2n+1t1| ≤ 4K2n+1|t2 − t1|.

Finalmente, dos items acima, concluimos que

|θn(t1)− θn(t2)| ≤ 4K2n+1|t2 − t1|, para todo t1, t2 ∈ R.

Além disso,

Lip(θn) ≤ 5K2n+1,

o que encerra a prova da afirmação.

Passo 5. Notemos que a função θn ◦ φn,γ : X −→ R satisfaz:

(c1) (θn ◦ φn,γ)(Ṽn,γ) = 1.

De fato, dado x ∈ Ṽn,γ, da definição de θn, segue que (θn ◦ φn,γ)(x) = θn(φn,γ(x)) =

θn(0) = 1.
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(c2) (θn ◦ φn,γ)(B̃γ\W̃n,γ) = 0.

De fato, dado x ∈ B̃γ\W̃n,γ, temos que (θn ◦ φn,γ)(x) = θn(φn,γ(x)) = 0, pois φn,γ(x) ≥
1

K2n+1 .

(c3) Lip(θn ◦ φn,γ) ≤ 5K2n+1, pois a função φn,γ é 1-Lipschitz.

Logo, dado que X satisfaz a propriedade (Ak), então existe uma função lipschitziana ξn,γ :

X −→ R de classe Ck tal que

sup
x∈X
{|ξn,γ(x)− (θn ◦ φn,γ)(x)|} < 1

4
, (7)

e

Lip(ξn,γ) ≤ C0Lip(θn ◦ φn,γ) ≤ 5C0K2n+1, para todo γ ∈ Γ e n ∈ N

Afirmação 4: Existe uma função lipschitziana θ : R −→ [0, 1] de classe C∞ tal que θ(t) = 0,

para todo t ∈ (−∞, 1
4
] e θ(t) = 1, para todo t ∈ [3

4
,+∞). Além disso, Lip(θ) ≤ 3.

De fato, seja α : R −→ R a função dada por

α(t) =

 e−
1
t para t > 0,

0 para t ≤ 0.

Figura 1.5: Função α(t).

Observemos que α é de classe C∞ em R\{0} e como todas as suas derivadas tendem para

0 quando t→ 0, resulta que α é uma função de classe C∞ em R (veja [15] para os detalhes).
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Definamos agora a função β : R −→ R, de classe C∞, por

β(t) = α
(
t− 1/4

)
· α
(
3/4− t

)
.

Então

β(t) =

 e
1

2(t−1/4)(t−3/4) para 1
4
< t < 3

4
,

0 para outro caso.

Figura 1.6: Função β(t).

Finalmente, a função θ : R −→ R definida por

θ(t) =

∫ t
−∞ β(s) ds∫∞
−∞ β(s) ds

.

é de classe C∞, 0 ≤ θ(t) ≤ 1 e θ(t) = 1 para t ≥ 3
4
. Além disso, θ crece de 0 para 1 quando

t varia de 1
4

a 3
4
. Por outro lado, como

θ′(t) =
β(t)∫∞

−∞ β(s) ds

e β(t) atinge o máximo em t = 0.5, temos que a derivada da função θ é limitada. Logo a

função θ é lipschitziana.

Passo 6. Definamos a função h̃n,γ : X −→ [0, 1] por

h̃n,γ(x) := θ ◦ ξn,γ(x).

Notemos que as seguintes propriedades sobre a função h̃n,γ ocorrem :

(d1) h̃n,γ é de classe Ck e Lip(h̃n,γ) ≤ 15C0K2n+1.
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Figura 1.7: Função θ(t).

(d2) h̃n,γ(Ṽn,γ) = 1.

De fato, seja x ∈ Ṽn,γ. Combinando a desigualdade (7) com o item (c1), temos que

1

4
> |ξn,γ(x)− (θn ◦ φn,γ)(x)| = |ξn,γ − 1|,

logo

3

4
< ξn,γ(x) <

5

4
.

Dáı, conclúımos que

h̃n,γ(x) = θ(ξn,γ(x)) = 1.

(d3) h̃n,γ(B̃γ\W̃n,γ) = 0.

De fato, seja x ∈ B̃γ\W̃n,γ. Combinando a desigualdade (7) com o item (c2), obtemos

1

4
> |ξn,γ(x)− (θn ◦ φn,γ)(x)| = |ξn,γ(x)− 0|,

logo

−1

4
< ξn,γ(x) <

1

4

implica que

h̃n,γ(x) = θ(ξn,γ(x)) = 0.

Passo 7. Definamos a função hn,γ : M −→ [0, 1] por

hn,γ(p) =

 h̃n,γ(ϕγ(p)) se p ∈ BM(pγ, 3δγ),

0 caso contrário.

Essa função assim definida satisfaz:
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Figura 1.8: Função hn,γ(p).

(e1) hn,γ é de classe Cm, onde m = min{k, l}.

(e2) ||d(hn,γ)p||p ≤ 15C0K
22n+1 para todo p ∈M , e assim Lip(hn,γ) ≤ 15C0K

22n+1.

(e3) supp(hn,γ) ⊂ Wn,γ ⊂ BM(pγ, 2δγ).

De fato, usando o item (d3), temos que hn,γ(p) = 0 sempre que ϕγ(p) ∈ B̃γ\W̃n,γ, ou

seja, sempre que p ∈ Bγ\Wn,γ. Portanto, supp(hn,γ) ⊂ Wn,γ ⊂ BM(pγ, 2δγ).

(e4) A famı́lia {supp(hn,γ)}n∈N,γ∈Γ é localmente finita.

Passo 8. Para cada n ∈ N, definamos a função hn : M −→ R por

hn(p) =
∑
γ∈Γ

hn,γ(p).

Figura 1.9: Função hn(p).

Visto que a famı́lia {Wn,γ}γ∈Γ é localmente finita e supp(hn,γ) ⊂ Wn,γ, segue que a função

hn está bem definida. Além disso, a função hn verifica:

(f1) hn é de classe Cm.

De fato, dado p ∈ M , podemos encontrar um aberto U contendo p tal que U ∩

supp(hn,γ) 6= ∅ apenas para um número finito de ı́ndices γ ∈ Γ, digamos γ1, γ2, ..., γr.

Assim, a restrição de hn a U é igual à restrição de
∑r

j=1 hn,γj a U que é uma função
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de classe Cm. Portanto, todo ponto de M possui uma vizinhança aberta tal que a

restrição de hn a tal vizinhança é de classe Cm.

(f2) hn(
⋃
γ∈Γ Vn,γ) = 1.

De fato, dado p ∈
⋃
γ∈Γ Vn,γ, temos que existe γ ∈ Γ tal que p ∈ Vn,γ, logo ϕγ(p) ∈ Ṽn,γ.

Do item (d2), segue que hn(p) = h̃n,γ(ϕγ(p)) = 1.

(f3) hn(M\
⋃
γ∈Γ Wn,γ) = 0.

De fato, dado p ∈ M\
⋃
γ∈ΓWn,γ, então p /∈ Wn,γ para todo γ ∈ Γ, logo ϕγ(p) /∈

W̃n,γ para todo γ ∈ Γ, então ϕγ(p) ∈ B̃γ\W̃n,γ. Do item (d3), segue que hn(p) =

h̃n,γ(ϕγ(p)) = 0.

(f4) Para todo p ∈M, ||d(hn)p||p ≤ 15C0K
22n+1, e assim Lip(hn) ≤ 15C0K

22n+1.

Passo 9. Finalmente, definamos para cada γ ∈ Γ,

ψ1,γ = h1,γ e ψn,γ = hn,γ(1− h1)(1− h2)...(1− hn−1) para cada n ≥ 2.

As funções ψn,γ assim definidas são de classe C∞. Além disso,

(g1) ||d(ψn,γ)p||p ≤ 15nC0K
22n+1 para todo p ∈M .

(g2) Lip(ψn,γ) ≤ 15nC0K
22n+1

(g3) supp(ψn,γ) ⊂ supp(hn,γ).

De fato, se ψn,γ(p) 6= 0, então hn,γ(p) 6= 0. Logo,

supp(ψn,γ) = {p ∈M : ψn,γ(p) 6= 0} ⊂ {p ∈M : hn,γ(p) 6= 0} = supp(hn,γ).

(g4)
∑

n∈N,γ∈Γ ψn,γ(p) = 1 para todo p ∈M .
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De fato,

∑
n∈N,γ∈Γ

ψn,γ(p) =
∑
γ∈Γ

ψ1,γ(p) +
∑
n≥2

(∑
γ∈Γ

hn,γ(p)

) n−1∏
i=1

(1− hi(p))

= h1(p) +
∑
n≥2

hn(p)
n−1∏
i=1

(1− hi(p))

= 1−
∏
i≥1

(1− hi(p)).

Logo para todo p ∈M , existem n ∈ N e γ ∈ Γ tais que p ∈ Vn,γ.

Portanto ∑
n∈N,γ∈Γ

ψn,γ(p) = 1.

(g5) Como {Wn,γ}n∈N,γ∈Γ é localmente finita, temos que a famı́lia {supp(ψn,γ)}n∈N,γ∈Γ é

localmente finita,

o que encerra a prova do lema. �

Teorema 1.35 Seja (X, || · ||) um espaço de Banach com a propriedade (Ak) tal que a

constante C0 não depende da norma (equivalente) definida em X e seja M uma variedade

Finsler K-fraca uniforme de classe C l modelada sobre X. Então para toda função lips-

chitziana f : M −→ R e qualquer função continua ε : M −→ (0,+∞) existe uma função

lipschitziana g : M −→ R de classe Cm (m := min{l, k}) tal que

|g(p)− f(p)| < ε(p) e ||dgp||p ≤ 2C0K
2 para todo p ∈M,

e

Lip(g) ≤ 2C0K
2Lip(f).

Prova. Podemos assumir que L = Lip(f) > 0 (pois, se L = 0 o resultado é verdadeiro) e

0 < ε(p) < C0K
2L para todo p ∈M .

Para todo p ∈M , pela continuidade de ε : M −→ (0,∞), existe δp > 0 tal que ε(p)
3
< ε(q)

para todo q ∈ BM(p, 3δp) e existe uma aplicação ϕp : BM(p, 3δp) −→ X de classe C l com
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ϕp(p) = 0 tal que a condição (P1) da Definição 1.14 junto com as desigualdades (1.2) e (1.7)

são satsfeitas para todo q ∈ BM(p, 3δp).

Como na Afirmação 1 no lema acima

Lip(ϕpγ ) ≤ K e Lip(ϕ−1
pγ ) ≤ K

Seja U = {B(pγ, 2δγ)}γ∈Γ uma cobertura aberta de M , onde δγ := δpγ e Γ é um conjunto

de ı́ndices.

Com o objetivo de simplificar as notações consideremos

ϕγ := ϕpγ , εγ := ε(pγ) e ||| · |||γ := ||d(ϕ−1
γ )0(·)||pγ .

Para todo γ ∈ Γ, definamos fγ : ϕγ(BM(pγ, 3δγ)) ⊂ X −→ R por

fγ(x) := f ◦ ϕ−1
γ (x).

Notemos que esta função é KL-Lipschitz com a norma ||| · |||γ. De fato, sejam x, y ∈

ϕγ(BM(pγ, 3δγ)). Visto que ϕ−1
γ é lipschitziana, segue que

|fγ(x)− fγ(y)| = |f(ϕ−1
γ (x))− f(ϕ−1

γ (y))|

≤ L dM(ϕ−1
γ (x), ϕ−1

γ (y))

≤ KL |||x− y|||γ.

Por outro lado, existem refinamentos {Vn,γ}n∈N,γ∈Γ e {Wn,γ}n∈N,γ∈Γ de U satisfazendo as

propriedades (i)-(iv) do Lema 1.32. Pelo lema anterior, existe uma famı́lia de funções lips-

chitzianas {ψn,γ}n∈N,γ∈Γ de classe Cm tais que

supp(ψn,γ) ⊂ Wn,γ ⊂ BM(pγ, 2δγ).

Seja Ln,γ := max{1, sup{||d(ψn,γ)p||p : p ∈ M}}. Como X satisfaz a propriedade (Ak)

e a constante C0 não depende da norma equivalente escolhida em X, existe uma função

lipschitziana gn,γ : X −→ R de classe Ck tal que:

|gn,γ(x)− fγ(x)| ≤ εγ/3

2n+2Ln,γ
para todo x ∈ ϕγ(BM(pγ, 3δγ)),
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e

Lip(gn,γ) ≤ C0Lip(fγ) ≤ C0KL com a norma ||| · |||γ em X.

Definamos a função g : M −→ R por

g(p) :=
∑

n∈N,γ∈Γ

ψn,γ(p) gn,γ(ϕγ(p)).

Afirmamos que g está bem definida e é de classe Cm. De fato, como supp(ψn,γ) ⊂ Wn,γ ⊂

BM(pγ, 2δγ), segue que a aplicação p 7−→ ψn,γ(p) gn,γ(ϕγ(p)) é de classe Cm em M para todo

n ∈ N e γ ∈ Γ, e do fato que a famı́lia {supp(ψn,γ)}n∈N,γ∈Γ é localmente finita, deduzimos

que g está bem definida e é de classe Cm em M .

Notemos que, se ψn,γ(p) 6= 0, segue que p ∈ supp(ψn,γ) ⊂ BM(pγ, 2δγ), logo ϕγ(p) ∈

ϕ(BM(pγ, 3δγ)) e assim fγ(ϕγ(p)) = f ◦ ϕ−1
γ ◦ ϕγ(p) = f(p). Logo,

|g(p)− f(p)| =
∣∣∣∣ ∑
n∈N,γ∈Γ

ψn,γ(p) gn,γ(ϕγ(p))− f(p)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∑
n∈N,γ∈Γ

ψn,γ(p) gn,γ(ϕγ(p))−
∑

n∈N,γ∈Γ

ψn,γ(p) f(p)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∑
n∈N,γ∈Γ

ψn,γ(p)[gn,γ(ϕγ(p))− f(p)]

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∑
{(n,γ):ψn,γ(p)6=0}

ψn,γ(p)[gn,γ(ϕγ(p))− fγ(ϕγ(p))]
∣∣∣∣

≤
∑

{(n,γ):ψn,γ(p) 6=0}

ψn,γ(p)
∣∣gn,γ(ϕγ(p))− fγ(ϕγ(p))∣∣

≤
∑

{(n,γ):ψn,γ(p) 6=0}

ψn,γ(p)
εγ/3

2n+2Ln,γ

<
∑

{(n,γ):ψn,γ(p) 6=0}

ψn,γ(p)ε(p)

≤
∑

n∈N,γ∈Γ

ψn,γ(p)ε(p) = ε(p).
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Agora iremos provar que g é 2C0K
2L-Lipschitz. Primeiramente, notemos que:

• Dado que
∑

N×Γ ψn,γ(p) = 1 para todo p ∈M , temos que
∑

N×Γ d(ψn,γ)p = 0 para todo

p ∈M .

• A propriedade (iv) do refinamento {Wn,γ}n∈N,γ∈Γ implica que para todo p ∈ M e

n ∈ N existe no máximo um γ ∈ Γ, que denotaremos por γp(n), tal que p ∈ supp(ψn,γ).

Assim podemos definir o conjunto finito Fp := {(n, γ) ∈ N × Γ : p ∈ supp(ψn,γ)} =

{(n, γp(n)) ∈ N× Γ : p ∈ supp(ψn,γp(n))}.

• Se considerarmos a norma ||| · |||γ em X, então Lip(gn,γ) ≤ C0KL. Assim,

|||g′n,γ||| := sup{|g′n,γ(x)(v)| : |||v|||γ ≤ 1} ≤ C0KL para todo x ∈ X.

• Se p ∈ BM(pγ, 3δγ), então |||d(ϕγ)p||| := sup{|||d(ϕγ)p(v)|||γ : ||v||p} ≤ K

Portanto, obtemos que

||d(gn,γ ◦ ϕγ)p||p ≤ C0K
2L, sempre que p ∈ BM(pγ, 3δγ),

e

||dgp||p = ||
∑

(n,γ)∈Fp

gn,γ(ϕγ(p))d(ψn,γ)p +
∑

(n,γ)∈Fp

ψn,γ(p)d(gn,γ ◦ ϕγ)p||p

= ||
∑

(n,γ)∈Fp

(
gn,γ(ϕγ(p))− f(p)

)
d(ψn,γ)p +

∑
(n,γ)∈Fp

ψn,γ(p)d(gn,γ ◦ ϕγ)p||p

≤
∑

(n,γ)∈Fp

∣∣gn,γ(ϕγ(p))− fγ(ϕγ(p))∣∣||d(ψn,γ)p||p +
∑

(n,γ)∈Fp

ψn,γ(p)||d(gn,γ ◦ ϕγ)p||p

≤
∑

(n,γ)∈Fp

∣∣gn,γ(ϕγ(p))− fγ(ϕγ(p))∣∣||d(ψn,γ)p||p +
∑

(n,γ)∈Fp

ψn,γ(p)C0K
2L

≤
∑

{n:(n,γp(n))∈Fp}

ε(p)

2n+1Ln,γp(n)

Ln,γp(n) + C0K
2L

≤ ε(p)

4
+ C0K

2L

≤ 2 C0K
2L.
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Finalmente, pela Proposição 1.25, temos que

Lip(g) ≤ sup{||dgp||p : p ∈M} ≤ 2C0K
2L,

o que finaliza a prova. �

Definição 1.36 Seja M uma variedade Finsler de classe C l no sentido de Neeb-Upmeier.

Dizemos que M é Ck-uniformemente bumpable (k < l) se existem constantes R > 1

(possivelmente grande) e r > 0 (pequeno) tais que para todo p ∈ M e todo δ ∈ (0, r) existe

uma função b : M −→ [0, 1] de classe Ck satisfazendo:

(1) b(p) = 1,

(2) b(q) = 0, sempre que dM(p, q) ≥ δ,

(3) supq∈M ||dbq||q ≤ R
δ

.

Figura 1.10: Variedade uniformemente bumpable

Corolário 1.37 Seja (X, || · ||) um espaço de Banach com a propriedade (Ak) tal que a

constante C0 não depende da norma definida em X e seja M uma variedade Finsler de

K-fraca uniforme de classe C l modelada sobre X. Então M é Cm-uniformemente bumpable

com m := min{k, l}.

Prova. Para todo r > 0, δ ∈ (0, r) e p ∈M . Definamos a função f : M −→ [0, 1] por

f(q) =

 1− dM (q,p)
δ

se dM(q, p) ≤ δ,

0 se dM(q, p) ≥ δ,

Afirmamos que f é 1
δ
-Lipschitz. De fato, sejam q1, q2 ∈M .



Caṕıtulo 1. Variedades de Banach e Finsler 39

(i) Se dM(q1, p) ≥ δ e dM(q2, p) ≥ δ, temos que

0 = |f(q1)− f(q2)| ≤ 1

δ
dM(q1, q2).

(ii) Se dM(q1, p) ≤ δ e dM(q2, p) ≤ δ, temos que

|f(q1)− f(q2)| =
∣∣∣∣(1− dM(q, p)

δ

)
−
(

1− dM(q, p)

δ

)∣∣∣∣
=

1

δ

∣∣dM(q, p)− dM(q, p)
∣∣

≤ 1

δ
dM(q1, q2).

(iii) Se dM(q1, p) ≥ δ e dM(q2, p) ≤ δ, temos que

|f(q1)− f(q2)| =
∣∣∣∣1− dM(q2, p)

δ

∣∣∣∣ = 1− dM(q2, p)

δ

≤ dM(q1, p)

δ
− dM(q2, p)

δ

≤ 1

δ
dM(q1, q2).

Além disso, f satisfaz:

1) f(p) = 1.

2) f(q) = 0 se q /∈ BM(p, δ)

Se consideramos a função ε : M −→ (0,+∞) definida por ε(p) = 1
4

para todo p ∈ M , o

Teorema 1.35 garante que existe uma função g : M −→ R de classe Cm tal que

|f(q)− g(q)| < 1

4
e ||dgq||q ≤ 2C0K

2Lip(f) para todo q ∈M.

Além disso,

sup{||dgp||p : p ∈M} ≤ 2C0K
2

δ
e Lip(g) ≤ 2C0K

2

δ

Finalmente, considerando a função lipschitziana θ : R −→ [0, 1] de classe C∞ tal que

θ(t) =

 0 se t ≤ 1
4
,

1 se t ≥ 3
4
,
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e Lip(θ) ≤ 3, definimos a função b : M −→ R por

b(q) := (θ ◦ g)(q).

A função b assim definida é de classe Cm. Além disso satisfaz:

i) ||dbp||p ≤ 6C0K2

δ
para todo p ∈M , o que implica que supp∈M ||dbp||p ≤ 6C0K2

δ
.

ii) b(p) = 1.

De fato, como 1
4
> |g(p) − f(p)| = |g(p) − 1|, temos que 3

4
< g(q) < 5

4
, logo b(p) =

θ(g(p)) = 1.

iii) b(q) = 0 para todo q /∈ BM(p, δ).

De fato, se q /∈ BM(p, δ), temos que 1
4
> |g(p) − f(p)| = |g(p)| o que implica que

−1
4
< g(q) < 1

4
, logo b(p) = θ(g(p)) = 0.

Definindo R = 6C0K
2, concluimos que M é uniformemente bumpable. �



Capı́tulo 2
Conceitos Básicos de Geometria Riemanniana

Neste caṕıtulo vamos exibir definições e resultados da teoria básica geral da geometria

Riemanniana, os quais são necessarios para o desenvolvimento do trabalho e, além disso,

vamos fixar a notação a ser usada posteriormente. As demonstrações dos resultados, por se

encontrarem nos livros textos básicos de Geometria Riemanniana, serão omitidas. Para mais

detalhes sobre este caṕıtulo veja [3],[13].

2.1 Métricas Riemannianas

Definição 2.1 Seja M uma variedade diferenciável n-dimensional. Uma métrica Rieman-

niana em M é uma aplicação que associa a cada p ∈ M um produto interno (isto é, uma

forma bilinear simétrica, positiva definida)

〈·, ·〉p : TpM × TpM −→ R,

que varia diferenciavelmente com p no sentido de que se ϕ : U −→ V é uma carta para uma

vizinhança coordenada V de M e Bp =

{
∂
∂x1

(p), ∂
∂x2

(p), ..., ∂
∂xn

(p)

}
é a base coordenada de

TpM associada a esta carta para cada p ∈ V , então as funções gij : V −→ R dadas por

gij(p) =

〈
∂

∂xi
(p),

∂

∂xj
(p)

〉
p

são diferenciáveis.

41
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Uma variedade diferenciável M munida de uma métrica Riemanniana é chamada de

variedade Riemanniana. Podemos também dizer que o par (M, g) é uma variedade Rieman-

niana.

2.2 Conexões e Campos Paralelos

Definição 2.2 Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável M é uma corre-

spondência que a cada ponto p ∈ M , associa um vetor X(p) ∈ TpM . Em termos de apli-

cações, X é uma aplicação de M no fibrado tangente TM . Se a aplicação X : M −→ TM

é diferenciável diz-se que o campo é diferenciável.

Denotaremos por X(M) o conjunto de todos os campos diferenciáveis de vetores em M ,

e D(M) ao anel das funções reais de classe C∞ definidas em M .

Definição 2.3 Sejam X, Y ∈ X(M). O colchete de Lie de X, Y é o campo vetorial [·, ·] :

X(M)× X(M) −→ X(M) definida por

[X, Y ] = XY − Y X.

Definição 2.4 Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n. Uma conexão afim ∇

em M é uma aplicação

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

denotada por (X, Y ) 7−→ ∇XY que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

para todos os campos X, Y, Z ∈ X(M) e para todas as funções f, g ∈ D(M).

Dizemos que ∇XY é a derivada covariante do campo Y na direção de X.
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Sejam (ϕ,U) uma parametrização de M em p, ∂i = ∂
∂xi

, X =
∑n

i=1X
i∂i, e Y =∑n

j=1 Y
j∂j. Pela definição de conexão afim, temos que

∇XY =
n∑
k=1

( n∑
i,j=1

X iY jΓkij +X(Y k)

)
∂k,

onde

∇∂i∂j =
n∑
k=1

Γkij∂k.

As funções Γkij são chamadas de śımbolos de Christoffel da conexão afim ∇.

Definição 2.5 Seja M uma variedade Riemanniana. A conexão Riemanniana, também

conhecida como conexão de Levi-Civita, é uma conexão afim ∇ no fibrado tangente TM tal

que

(i) [X, Y ] = ∇XY −∇YX (simétrica)

(ii) X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 (compatibilidade com a métrica Riemanniana),

para quaisquier X, Y, Z ∈ X(M).

Proposição 2.6 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão ∇. Então existe

uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo de uma curva difer-

enciável α : I −→M um outro campo vetorial diferenciável DV
dt

ao longo de α tal que:

a) D
dt

(V +W ) = DV
dt

+ DW
dt

.

b) D
dt

(fV ) = df
dt
V + f DV

dt
, onde V é um campo de vetores ao longo de α e f é uma função

diferenciável em I.

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), isto é, V (t) = Y (α(t)), então

DV
dt

= ∇ dα
dt
Y .

Definição 2.7 O campo diferenciável DV
dt

é chamado a derivada covariante de V ao longo

de α.
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Em termos dos śımbolos de Christoffel a derivada covariante possui a seguinte expressão

DV

dt
=

n∑
k=1

{
dV k

dt
+

n∑
i,j

dxi

dt
ΓkijV

j

}
∂k (2.1)

Definição 2.8 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão ∇. Um campo veto-

rial diferenciável V ao longo de uma curva α : I −→M é chamado um paralelo ao longo de

α se

DV

dt
≡ 0.

Um campo X ∈ X(M) é chamado um campo paralelo se ele é paralelo ao longo de qualquer

curva.

Usando a equação (2.1), a definição de campo paralelo é equivalente a um sistema de n

equações diferenciais de primeira ordem

dV k

dt
+

n∑
i,j

dxi

dt
ΓkijV

j = 0, k = 1, ..., n

Como o sistema de equações acima é linear, então existe uma única solução definida em todo

t ∈ I satisfazendo as condições iniciais vk(t0) = v0. Portanto temos a seguinte proposição.

Proposição 2.9 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão ∇. Seja α : I −→

M uma curva diferenciável em M com t0, t1 ∈ I.

(i) Para cada V0 ∈ Tα(t0)M existe um único campo de vetores paralelo V ao longo de α tal

que V (t0) = V0. (V (t) é chamado o transporte paralelo de V (t0) ao longo de α).

(ii) A aplicação

P t1
t0,α : Tα(t0)M −→ Tα(t1)M

definida por

P t1
t0,α(V0) = V (t1),

onde V é o transporte paralelo de V0 ao longo de α, é uma isometria linear.
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Observação 2.10 (1) A aplicação inversa de P t1
t0,α é denotada por P t0

t1,α : Tα(t1)M −→

Tα(t0)M .

(2) No caso particular que α é o único segmento geodésico ligando os pontos p e q em M ,

então o transporte paralelo ao longo de α de p a q é denotado por Lpq : Tp −→ TqM .

2.3 Geodésicas e Aplicação Exponencial

Definição 2.11 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma curva diferenciável

γ : I −→M é uma geodésica se

Dγ′

dt
(t) = 0

para todo t ∈ I.

Em outras palavras, uma geodésica é uma curva cujo campo velocidade é paralelo ao

longo da curva (uma curva que transporta paralelamente o seu próprio vetor tangente).

Se [a, b] ⊂ I e γ : I −→ M é uma geodésica, então a restrição de γ a [a, b] é chamada

segmento de geodésica que liga γ(a) a γ(b).

Proposição 2.12 Se γ : I −→M é uma geodésica, então

||γ′(t)|| ≡ constante.

Definição 2.13 Uma geodésica γ : I −→M é normalizada ( ou unitária) se

||γ′(t)|| = 1.

Observação 2.14 Toda geodesica que não é um ponto (ou seja, ||γ′(t)|| 6= 0) pode ser

normalizada através de uma parametrização por comprimento de arco.

Em um sistema de coordenadas (ϕ,U) em torno de γ(t0), γ será uma geodésica se, e

somente se, satisfazer o sistema de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem não

linear, chamado a equação geodésica

d2xk

dt2
+

n∑
i,j=1

Γkij
dxi

dt

dxi

dt
= 0, k = 1, ..., n,
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onde γ(t) = ϕ(x1(t), ..., xn(t)) na parametrização (ϕ,U). A existência e unicidade da solução

do sistema de equações acima satisfazendo condições iniciais xi(t0) = xi0 e dxi

dt
(t0) = vi0 nos

leva ao seguinte teorema.

Teorema 2.15 (Teorema de Existência e Unicidade de Geodésicas) Seja M uma var-

iedade Riemanniana. Então para todo p ∈ M e v ∈ TpM , e para cada t0 ∈ R, existe um

intervalo aberto I ⊂ R contendo t0 e uma única geodésica γ : I −→ M tal que γ(t0) = p e

γ′(t0) = v.

Denotaremos a geodésica γ(t) de M que no instante t = 0 passa por p com velocidade v

por γ(t, p, v).

Podemos aumentar ou disminuir a velocidade de uma geodésica alterando assim o seu

intervalo de definição. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Lema 2.16 (Homogeneidade de uma geodésica) Seja γ : (−δ, δ) −→M uma geodésica

tal que γ(0) = p e γ′(0) = v. Para qualquer a > 0 a curva β(t) = γ(at) é uma geodésica tal

que β(0) = p e β′(0) = av definida no intervalo (− δ
a
, δ
a
). Consequentemente,

γ(t, q, av) = γ(at, q, v).

No intuito de definir a aplicação exponencial, precisamos da seguinte proposição.

Proposição 2.17 Seja M uma variedade Riemanniana. Então, para cada p ∈ M existe

uma vizinhança V de p ∈M , ε > 0 e uma aplicação diferenciável

γ : (−2, 2)× V −→M, V = {(q, v) : q ∈ V e v ∈ TqM, ||v|| < ε}

tais que a curva t 7−→ γ(t, q, v), t ∈ (−2, 2), é a única geodésica de M que satisfaz as

condições iniciais γ(0) = q, γ′(0) = v para todo q ∈ V e para todo v ∈ TqM tal que ||v|| < ε.

Definição 2.18 Seja M uma variedade Riemanniana. Dado p ∈ M e V ⊂ TM um aberto

dado pela proposição acima. Então a aplicação exp : V −→M dada por

exp(q, v) = γ(1, q, v) = γ

(
||v||, p, v

||v||

)
, (q, v) ∈ V ,

é chamada a aplicação exponencial em V.
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É usual considerar a aplicação exponencial restrita à bola aberta B(0, ε) ⊂ TqM , ou seja

definiremos

expq : B(0, ε) ⊂ TqM −→M

por expq(v) = exp(q, v).

Geometricamente, se v 6= 0, expq(v) é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento

igual a ||v||, a partir de q, sobre a geodésica que passa por q com velocidade v
||v|| . No caso

em que ||v|| = 0 temos que expq(v) = q.

Teorema 2.19 Dado p ∈ M , existe um ε > 0 tal que expp : B(0, ε) ⊂ TpM −→ M é um

difeomorfismo de B(0, ε) sobre um aberto de M .

Definição 2.20 Se expp é um difeomorfismo em uma vizinhança V da origem em TpM ,

expp(V ) = U é chamada uma vizinhança normal de p. Se B(0, ε) é tal que B(0, ε) ⊂ V ,

chamamos expp(B(0, ε)) = B(p, ε) de bola geodésica de centro p e radio ε. A fronteira

∂B(p, ε) de uma bola geodésica é chamada uma esfera geodésica centrada em p.

Teorema 2.21 Seja M uma variedade Riemanniana, p ∈M . Para todo ε > 0 existe r > 0

tal que se 0 < δ < r, temos que expp : B(0, δ) −→ B(p, δ) é um difeomorfismo (1 + ε)-

bilipschitz (isto é, as aplicações expp : B(0, δ) −→ B(p, δ) e exp−1
p : B(p, δ) −→ B(0, δ) são

(1 + ε)-Lipschitz).

Lema 2.22 (Lema de Gauss) Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈M e v ∈ TpM

tal que expp(v) está definida. Então

〈
d(expp)vv, d(expp)vw

〉
= 〈v, w〉

para todo w ∈ TpM .

Em particular, as geodésicas radiais que partem de p são ortogonais às esferas geodésicas

centradas em p.
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2.4 A Distância Intŕınseca

Definição 2.23 Seja M uma variedade Riemanniana e γ : I −→M uma curva parametrizada.

O comprimento do segmento γ definido no intervalo [a, b] ⊂ I é definido por

L(γ) =

∫ b

a

||γ′(t)||γ(t) dt

Definição 2.24 Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Dados p e q ∈M , a distância

entre p e q é definida por

dM(p, q) = inf{L(γ) : γ é uma curva diferenciável por partes ligando p e q}.

Proposição 2.25 Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Com a função distância

definida acima, M é um espaço métrico. Além disso, a topologia de M como espaço métrico

coincide com a topologia inicial de M como variedade diferenciável.

Observação 2.26 Seja M é uma variedade Riemanniana e f : M −→ R uma função

diferenciável. Para cada p ∈ M , dfp : TpM −→ R é uma funcional linear, o Teorema de

representação de Riesz garante que existe um único vetor ∇f(p) ∈ TpM tal que

dfp(v) = 〈∇f(p), v〉p para todo v ∈ TpM, p ∈M.

Além disso,

‖dfp‖p = ‖∇f(p)‖p.

Definição 2.27 Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M −→ R uma função difer-

enciável. Definimos o gradiente de f , denotado por ∇f , como sendo o campo vetorial em

M dado por

〈∇f(p), v〉p = dfp(v) para todo v ∈ TpM, p ∈M.

Lema 2.28 Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Dado p ∈ M , seja B(p, ε) a bola

geodésica centrada em p e raio ε. Considere a função d : B(p, ε) −→ R definida por

d(x) = dM(p, x) = ||exp−1
p (x)||p.

Temos que:
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(i) d é diferenciável em B(p, ε)\{p}

(ii) ||∇d(x)||x = 1 e ∇d(x) é ortogonal às esferas geodésicas centradas em p e aponta para

afora.

Prova.

(i) Dado que d(x) = ||exp−1
p (x)||p =

√〈
exp−1

p (x), exp−1
p (x)

〉
p

e expp é um difeomorfismo

no dominio de d, temos que d é diferenciável em B(p, ε)\{p}.

(ii) Como as esferas geodésicas são curvas de ńıvel da função d, vale a ortogonalidade.

Dado x ∈ B(p, ε), com d(x) = t0, seja γ : [0, t0] −→ M uma geodésica parametrizada

por comprimento de arco tal que γ(0) = p e γ(t0) = x. Então

〈∇d(γ(t0)), γ′(t0)〉x =
d

dt
(d ◦ γ)(t)

∣∣∣∣
t=t0

=
d

dt
(t)

∣∣∣∣
t=t0

= 1.

Logo,

||∇d(γ(t0))||x = ||∇d(γ(t0))||x ||γ′(t0)||x = |〈∇d(t0), γ′(t0)〉x| = 1.

Portanto,

||∇d(x)||x = 1,

o que finaliza a prova. �

2.5 Variedades Completas e o Teorema de Hopf-Rinow

Definição 2.29 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que M é geodesicamente

completa se para todo p ∈ M as geodésicas radiais γ(t) partindo de p estão definidas para

todo t ∈ R.

Lema 2.30 Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Se expp está definida em todo

TpM , então qualquer ponto q ∈ M pode ser ligado a p por um segmento geodésico γ tal que

L(γ) = dM(p, q).
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Teorema 2.31 (Hopf-Rinow) Se M é uma variedade Riemanniana completa e conexa,

então existe pelo menos uma geodésica minimal que liga dois pontos quaisquer de M .

Definição 2.32 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que um subconjunto U ⊂M

é convexo se para todos os pontos x, y ∈ U existe uma única geodésica minimizante ligando

x a y cuja imagem está inteiramente contida em U .

Teorema 2.33 (Teorema de Whitehead) Seja M uma variedade Riemanniana. Dado

x ∈M , existe c > 0 tal que para todo r ∈ (0, c) a bola B(x, r) = expx(B(0, r)) é convexa.

Prova. Veja [12], página 220. �

O Teorema 2.33 motiva a seguinte definição.

Definição 2.34 Dizemos que uma variedade Riemanniana M é uniformemente local-

mente convexa se existe c > 0 tal que para todo x ∈ M e r ∈ (0, c) a bola B(x, r) =

expx(B(0, r)) é convexa.

Definição 2.35 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o raio de convexidade

c(M,x) de x ∈M por

c(M,x) = sup{r ∈ R+ ∪ {+∞} : a bola geodésica B(x, r) é convexa}.

O raio de convexidade c(M) de M é definido por

c(M) := inf{c(M,x) : x ∈M}.

Observação 2.36 Pelo Teorema 2.33, temos que c(M,x) > 0 para todo x ∈ M . Por outro

lado, a função x 7−→ c(M,x) é cont́ınua (veja [12], Corolário 1.9.11). Portanto, se M é

compacta, então c(M) > 0, isto é, M é uniformemente localmente convexa.

Definição 2.37 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o raio de injetividade

i(M,x) de x ∈M por

i(M,x) := sup{r ∈ R+ ∪ {+∞} : expx : B(0, r) −→M é um difeomorfismo C∞}.
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O raio de injetividade i(M) de M é definido por

i(M) = inf{i(M,x) : x ∈M}.

Observação 2.38 Pelo Teorema 2.19, temos que i(M,x) > 0 para todo x ∈ M . Por outro

lado, a função x 7−→ i(M,x) é cont́ınua (veja [12], Proposição 2.1.10). Portanto, se M é

compacta, então i(M) > 0.

2.6 Desigualdades de Valor Médio

Definição 2.39 Sejam M , N variedades Riemannianas e K ≥ 0. Uma função f : M −→ N

é dita ser K-Lipschitz se

dN(f(x), f(y)) ≤ K dM(x, y), para todo x ∈M.

Teorema 2.40 (Desigualdade de valor médio) Sejam M , N variedades Riemannianas

e f : M −→ N uma aplicação diferenciável. Se existe uma constante C > 0 tal que

||dfx||x ≤ C para todo x ∈M , então f é C-Lipschitz.

Prova. Sejam p, q ∈ M . Segue da definição de dM(p, q) que dado ε > 0, existe uma curva

γ : [0, T ] −→M com γ(0) = p e γ(T ) = q tal que

L(γ) ≤ dM(p, q) +
ε

C
.

consideramos a curva β : [0, T ] −→ N definida por β(t) := f ◦ γ(t), temos que β é de classe

C1 e liga f(p) a f(q) em N . Devido à definição de dN(f(p), f(q)), temos que

dN(f(p), f(q) ≤ L(β) =

∫ T

0

||β′(t)||β(t) dt =

∫ T

0

||dfγ(t)(γ
′(t))||f(γ(t)) dt

≤ C

∫ T

0

||γ′(t)||γ(t) dt = C L(γ)

≤ C

(
dM(p, q) +

ε

C

)
= C dM(p, q) + ε.
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Portanto,

dN(f(p), f(q) ≤ C dM(p, q),

o que conclui a prova. �

Teorema 2.41 Sejam M , N variedades Riemannianas e f : M −→ N uma aplicação K-

Lipschitz, então ||dfx||x ≤ K para todo x ∈M .

Prova. Vamos considerar primeiro o caso N = R. Suponhamos que existe x0 ∈ M tal que

||dfx0 ||x0 > K, ou seja, ||dfx0||x0 = sup{dfx0(v) : v ∈ Tx0M, ||v||x0 ≤ 1} > K. Segue da

definição de supremo que dado ε > 0 existe v0 ∈ Tx0M com ||v0||x0 = 1 tal que

K − ε < ||dfx0||x0 − ε < dfx0(v0).

Logo, desde que ε é arbitrário, temos que

dfx0(v0) > K.

Seja γ(t) = expx0(tv0) a geodésica radial definida para t ∈ [−r0, r0] com r0 > 0 (suficiente-

mente pequeno). Definamos a função F : [−r0, r0] −→ R por

F (t) = (f ◦ γ)(t).

Notemos que F ′(0) = dfx0(v0) > K. Pela definição de F ′(0), existe δ0 ∈ (0, r0) tal que

F (t)− F (0)

t
> K, sempre que − δ0 ≤ t ≤ δ0.

Dado que x0 = γ(0), escolhendo y0 = γ(δ0), temos que

|f(x0)− f(y0)| ≥ F (δ0)− F (0) > K δ0 = K dM(x0, y0),

o que contradiz o fato de que f é K- Lipschitz.

Agora vejamos o caso geral, ou seja, quando N é uma variedade Riemanniana. Supon-

hamos que ||dfx0||x0 > K para algum x0 ∈ M , então existem ξ0 ∈ T ∗f(x)N e v0 ∈ TxM com

||v0||x0 = 1 = ||ξ0||f(x0) e tais que K < ||dfx0||x0 = ξ0(dfx0(v0)).
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Escolhemos s0 > 0 e ε > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

exp−1
f(x0) : B(f(x0), s0) −→ B(0, s0)

é um difeomorfismo (1 + ε)-Lipschitz e K < (1 + ε)K < ||dfx0||x0 . Além disso, escolhemos

r0 > 0 suficientemente pequeno tal que f(B(x0, r0)) ⊂ B(f(x0), s0). Agora, considerando a

função g : B(x0, r0) −→ R dada por

g(x) = ξ0

(
exp−1

f(x0)(f(x))
)
.

Notemos que

|g(x)− g(y)| = |ξ0(exp−1
f(x0)(f(x)))− ξ0(exp−1

f(x0)(f(y)))|

= |ξ0

(
exp−1

f(x0)(f(x))− exp−1
f(x0)(f(y))

)
|

≤ ||exp−1
f(x0)(f(x))− exp−1

f(x0)(f(y))||f(x0)

≤ (1 + ε) dN(f(x), f(y))

≤ (1 + ε)K dM(x, y).

Por outro lado, visto que d(exp−1
f(x0))f(x0) é a identidade, temos que

dgx0(v0) = d(ξ0)exp−1
f(x0)

(f(x)) ◦ d(exp−1
f(x0))f(x0) ◦ dfx0(v0)

= ξ0 ◦ dfx0(v0) = ||dfx0||x0

> (1 + ε)K,

o que contradiz o resultado provado para o caso N = R. �



Capı́tulo 3
O Principio Variacional Suave em Variedades

Riemannianas

Definição 3.1 Seja f : M −→ R ∪ {+∞} uma função que toma valores no conjunto dos

números reais estendidos. A função f é chamada de função própria quando

Dom(f) = {x ∈M : f(x) <∞} 6= ∅.

Definição 3.2 Dizemos que a função f : M −→ R ∪ {+∞} é semicont́ınua inferior-

mente (s.c.i.) em x0 se para todo ε > 0, existe uma vizinhança Ux0 ⊂ M de x0 tal que

f(x0) < f(x) + ε, para todo x ∈ Ux0. Dizemos que f é semicont́ınua superiormente

(s.c.s.) em x0 se −f é s.c.i. em x0.

Proposição 3.3 Seja f : M −→ R ∪ {+∞}. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) f é s.c.i.

(2) Dado x ∈M , lim infy→x f(y) ≥ f(x).

(3) Dado x ∈M e (xn)n∈N tal que xn → x, lim infn→∞ f(xn) ≥ f(x).

Proposição 3.4 Se f1 e f2 são funções s.c.i., então f1 + f2 é s.c.i.

54
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Definição 3.5 Sejam M uma variedade Riemanniana e F : M −→ R∪ {+∞} uma função

limitada inferiormente. Dizemos que F atinge um mı́nimo forte em p ∈M se

(1) F (p) = inf{F (x) : x ∈M}

(2) Dada (pn)n∈N ⊂M tal que F (pn)→ F (p), então dM(pn, p)→ 0.

Definição 3.6 Dizemos que uma variedade Riemanniana M é uniformemente bumpable

se existem R > 1 (possivelmente grande) e r > 0 (pequeno) tais que para todo p ∈ M e

δ ∈ (0, r) existe uma função b : M −→ [0, 1] de classe C1 tal que:

1. b(p) = 1,

2. b(x) = 0 se d(x, p) ≥ δ,

3. supx∈M ||dbx||x ≤ R
δ

.

Corolário 3.7 Toda variedade Riemanniana é uniformemente bumpable.

Prova. Isto segue diretamente dos Corolários 1.29 e 1.37. �

Teorema 3.8 (Principio variacional suave) Sejam M uma variedade Riemanniana com-

pleta e F : M −→ R ∪ {+∞} uma função própria, s.c.i. e limitada inferiormente. Então

para todo δ > 0, existe uma função ϕ : M −→ R de classe C1 e limitada tal que:

(1) F + ϕ atinge um minimo forte em M .

(2) ||ϕ||∞ := supp∈M |ϕ(p)| < δ e ||dϕ||∞ := supp∈M ||dϕp||p < δ.

Prova. A prova segue diretamente dos Lemas 3.9, 3.10 e 3.11. �
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Lema 3.9 Seja (M,d(·, ·)) um espaço métrico completo e (Y, || · ||Y ) um espaço de Banach

de funções reales limitadas e cont́ınuas em M que satisfazem as seguintes condições:

1) ||ϕ||Y ≥ ||ϕ||∞ := sup{|ϕ(x)| : x ∈M},

2) Existem constantes C > 1 e r > 0 tais que para todo p ∈ M , ε > 0 e δ ∈ (0, r), existe

uma função b ∈ Y tal que:

(i) b(p) = ε,

(ii) ||b||Y ≤ Cε(1 + 1
δ
),

(iii) b(x) = 0 sempre que x /∈ B(p, δ).

Seja f : M −→ R ∪ {+∞} uma função própria, s.c.i. e limitada inferiormente, então o

conjunto

G = {ϕ ∈ Y : f + ϕ atinge um mı́nimo forte em M}

contem um subconjunto Gδ denso em Y .

Prova. Seja N ∈ N tal que N ≥ 1
r
. Para cada n ≥ N consideremos o conjunto

Un = {ϕ ∈ Y : existe x0 ∈M tal que (f + ϕ)(x0) < inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M\B(x0,
1

n
)}

Afirmação 1: O conjunto Un é aberto.

De fato, dada ϕ ∈ Un, definamos

α := inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M\B(x0,
1

n
)} > (f + ϕ)(x0)

e

ρ :=
1

3

(
α− (f + ϕ)(x0)

)
.

Afirmamos que B(ϕ, ρ) ⊂ Un. De fato, dada ϕ0 ∈ B(ϕ, ρ), temos que
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inf{(f + ϕ0)(x) : x ∈M\B(x0,
1

n
)} ≥ inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M\B(x0,

1

n
)}+

+ inf{(ϕ0 − ϕ)(x) : x ∈M\B(x0,
1

n
)}

≥ α + inf{(ϕ0 − ϕ)(x) : x ∈M}

= α− sup{(ϕ− ϕ0)(x) : x ∈M}

= α− ||ϕ0 − ϕ||∞ ≥ α− ||ϕ0 − ϕ||Y

> α− 1

3

(
α− (f + ϕ)(x0)

)
=

2

3
α +

1

3
(f + ϕ)(x0)

> (f + ϕ)(x0).

Logo, ϕ0 ∈ Un. Portanto Un é aberto.

Afirmação 2: O conjunto Un é denso em Y .

De fato, sejam ϕ ∈ Y e ε > 0. Dado que f + ϕ é limitada inferiormente existe x0 ∈ M tal

que

(f + ϕ)(x0) < inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M}+ ε. (3.1)

Seja δ = 1
n
< r, por hipótese podemos escolher uma função b ∈ Y tal que:

(i) b(x0) = ε,

(ii) ||b||Y ≤ Cε(1 + 1
δ
) = Cε(1 + n),

(iii) b(x) = 0 se x /∈ B(x0, δ) = B(x0,
1
n
).

A desigualdade (3.1) combinada com o item (i) implica que

(f + ϕ)(x0)− b(x0) < inf{(f + ϕ0)(x) : x ∈M}.
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Se definimos h = −b, temos que

(f + ϕ+ h)(x0) < inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M} ≤ inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M\B(x0,
1

n
)}.

Usando o item (iii), temos que

inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M\B(x0,
1

n
)} = inf{(f + ϕ+ h)(x) : x ∈M\B(x0,

1

n
)}.

Combinando as duas últimas desigualdades,

(f + ϕ+ h)(x0) < inf{(f + ϕ+ h)(x) : x ∈M\B(x0,
1

n
)}.

Apartir desta desigualdade podemos ver que ϕ+ h ∈ Un.

Por outro lado, temos que ||ϕ − (ϕ + h)||Y = || − h||Y = ||b||Y < Cε(1 + n). Assim,

conclúımos que Un é denso em Y .

Afirmação 3: U =
⋂∞
n=N Un é um subconjunto Gδ denso em Y .

De fato, segue imediatamente do Teorema de Baire.

Afirmação 4: U está contido em G.

De fato, devemos provar que, se ϕ ∈ U , então f + ϕ atinge um mı́nimo forte em M .

Para cada n ≥ N , como ϕ ∈ Un, existe xn ∈M tal que

(f + ϕ)(xn) < inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M\B(xn,
1

n
)}. (3.2)

Notemos que: se k ≥ n, então xk ∈ B(xn,
1
n
). De fato, se xk /∈ B(xn,

1
n
), então

(f + ϕ)(xn) < inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M\B(xn,
1

n
)} ≤ (f + ϕ)(xk). (3.3)

Por outro lado, 1
n
≥ 1

k
implica que xn /∈ B(xk,

1
k
), assim

(f + ϕ)(xk) < inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M\B(xk,
1

k
)} ≤ (f + ϕ)(xn),

o que é uma contradição com (3.3). Portanto, (xn)∞n=N é uma sequência de Cauchy em M ,

e dado que M é completo, (xn)∞n=N converge para algum x0 ∈M .

Definamos

αn := inf{(f + ϕ)(x) : x ∈M\B(xn,
1

n
)}.
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Dado que f é s.c.i.,

(f + ϕ)(x0) ≤ lim inf(f + ϕ)(xn) ≤ lim inf αn.

Logo, dado y ∈ M , y 6= x0, existe n0 ∈ N tal que y /∈ B(xn,
1
n
), para todo n ≥ n0. Então

αn ≤ (f + ϕ)(y), para todo n ≥ n0 e consequentemente,

(f + ϕ)(x0) ≤ lim inf αn ≤ (f + ϕ)(y).

Assim, f + ϕ atinge um mı́nimo global em x0 ∈M .

Finalmente, provaremos que f+ϕ atinge um mı́nimo forte em x0 ∈M , ou seja, se (yn)n≥1

é uma sequência em M tal que

lim
n→∞

(f + ϕ)(yn) = (f + ϕ)(x0),

implica que yn → x0. Suponhamos que yn não converge para x0. Podemos supor que

d(yn, x0) ≥ ε para todo n ≥ 1. Usando a desigualdade triangular, temos que

d(yn, xk) + d(xk, x0) ≥ ε para todo n, k ≥ 1.

Dado que xk → x0, existe N ∈ N tal que

d(yn, xk) +
ε

2
≥ ε para todo n ≥ 1 e k ≥ N,

se escolhemos k suficientemente grande tal que 1
k
≤ ε

2
e k ≥ N , temos que

d(yn, xk) ≥
1

k
para todo n ≥ 1.

Visto que (f + ϕ) atinge um mı́nimo global em x0, temos que

(f + ϕ)(x0) ≤ (f + ϕ)(xk) < inf{(f + ϕ)(x) : x /∈ B(xk,
1

k
)} ≤ (f + ϕ)(yn)

para todo n ≥ 1. Dáı,

(f + ϕ)(yn) 9 (f + ϕ)(x0).

Isto é uma contradição.

Portanto, G contem um subconjunto Gδ denso em Y. �
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Lema 3.10 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Então, o espaço vetorial

Y = {ϕ : M −→ R : ϕ e de classe C1, limitada e lipschitziana},

munido da norma ||ϕ||Y = max{||ϕ||∞, ||dϕ||∞} é um espaço de Banach.

Prova. É claro que (Y, || · ||Y ) é um espaço normado. Vejamos que (Y, || · ||Y ) é com-

pleto. Consideremos uma sequência de Cauchy (ϕn)n∈N em (Y, || · ||Y ). Dado que ||ϕn||Y =

max{||ϕn||∞, ||dϕn||∞}, temos que (ϕn)n∈N e (dϕn)n∈N são sequências de Cauchy no espaço

das funções cont́ınuas e limitadas em M e T ∗M , respectivamente.

Como o espaço das funções cont́ınuas e limitadas em M com a norma || · ||∞ é completo

existe uma função cont́ınua limitada ϕ : M −→ R tal que

||ϕn − ϕ||∞ −→ 0.

Por outro lado, desde que T ∗xM é um espaço normado e completo para todo x ∈ M , temos

que a sequência (dϕn)n∈N converge para uma aplicação ψ : M −→ T ∗M definida por

ψ(x) = lim
n→∞

d(ϕn)x, (3.4)

onde o limite esta em T ∗xM para cada x ∈M .

Afirmação 1: ψ = dϕ.

De fato, dado p ∈ M , segue do Teorema 2.19 que existe r > 0 (que depende de p ) tal

que la aplicação exponencial expp : B(0, r) ⊂ TpM −→ B(p, r) é um difeomorfismo e pelo

Teorema 2.21 as derivadas de expp e exp−1
p são limitadas por C > 1 sobre B(0, r) e B(p, r),

respectivamente.

Consideremos as funções ϕ̃ : B(0, r) −→ R e ϕ̃n : B(0, r) −→ R definidas por ϕ̃(z) =

(ϕ ◦ expp)(z) e ϕ̃n(z) = (ϕn ◦ expp)(z), respectivamente.

Notemos que

d(ϕ̃n)wy = d(ϕn)y ◦ d(expp)wy

e

dϕ̃wy = dϕy ◦ d(expp)wy ,
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onde wy = exp−1
p (y).

Segue que

sup
wy∈B(0,r)

||d(ϕ̃m)wy − d(ϕ̃n)wy ||p ≤ C sup
y∈B(p,r)

||d(ϕm)y − d(ϕn)y||p

≤ C ||dϕm − dϕn||∞ (3.5)

Por outro lado, temos que∣∣∣∣ ϕ̃(h)− ϕ̃(0)− ψ(p)(h)

||h||p

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ϕ̃(h)− ϕ̃(0)

||h||p
− ψ(p)

(
h

||h||p

)∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ϕ̃(h)− ϕ̃(0)− (ϕ̃n(h)− ϕ̃n(0))

||h||p

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ ϕ̃n(h)− ϕ̃n(0)

||h||p
− d(ϕ̃n)0

(
h

||h||p

)∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣(d(ϕ̃n)0 − ψ(p))

(
h

||h||p

)∣∣∣∣. (3.6)

Aplicando o teorema do valor médio e a desigualdade (3.5), deduz-se que

|ϕ̃m(h)− ϕ̃m(0)− (ϕ̃n(h)− ϕ̃n(0))| = |(ϕ̃m − ϕ̃n)(h)− (ϕ̃m − ϕ̃n)(0)|

≤ sup
x∈B(0,r)

||d(ϕ̃m − ϕ̃n)x||p||h||p

≤ C ||dϕm − dϕn||∞||h||p. (3.7)

Visto que (dϕn)n∈N é uma sequência de Cauchy, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que,

m,n ≥ n0 implica que ||dϕm − dϕn||∞ <
ε

3C
.

Da desigualdade (3.7), segue que

|ϕ̃m(h)− ϕ̃m(0)− (ϕ̃n(h)− ϕ̃n(0))| < ε

3
||h||p, sempre que m,n ≥ n0.

Tomando o limite quando m→∞, obtemos

|ϕ̃(h)− ϕ̃(0)− (ϕ̃n(h)− ϕ̃n(0))| < ε

3
||h||p, sempre que n ≥ n0. (3.8)
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Por outro lado, de (3.4), existe n0 ∈ N tal que n ≥ n0 implica que∣∣∣∣(d(ϕ̃n)0 − ψ(p))

(
h

||h||p

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(d(ϕn)p − ψ(p))

(
h

||h||p

)∣∣∣∣ < ε

3
. (3.9)

Se fixamos n = n0, desde que ϕ̃n0 é diferenciável, temos∣∣∣∣ ϕ̃n0(h)− ϕ̃n0(0)

||h||p
− d(ϕ̃n0)0

(
h

||h||p

)∣∣∣∣ −→ 0 quando ||h||p → 0,

ou seja, existe δ > 0 tal que∣∣∣∣ ϕ̃n0(h)− ϕ̃n0(0)

||h||p
− d(ϕ̃n0)0

(
h

||h||p

)∣∣∣∣ < ε

3
, sempre que ||h||p < δ. (3.10)

Combinanado (3.6), (3.8), (3.9), (3.10) para n = n0, temos que∣∣∣∣ ϕ̃(h)− ϕ̃(0)− ψ(p)(h)

||h||p

∣∣∣∣ < ε, sempre que ||h||p < δ,

ou seja, ϕ̃ é diferenciável em 0 com d(ϕ̃)0 = ψ(p). Portanto, ϕ é diferenciável em p com

dϕp = ψ(p). Finalmente, como p foi tomado arbitrário, concluimos que ψ = dϕ.

Afirmação 2: A função ϕ é lipschitziana.

De fato, visto que (dϕn)n∈N é uma sequência de Cauchy, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

m,n ≥ n0 implica que ||dϕn − dϕm||∞ ≤ ε.

Como

||d(ϕn)y − d(ϕm)y||y ≤ sup
x∈M
||d(ϕn)x − d(ϕm)x||x = ||dϕn − dϕm||∞,

temos que

m,n ≥ n0 implica que ||d(ϕn)y − d(ϕm)y||y ≤ ε para todo y ∈M.

Tomando o limite quando m→∞, temos que

n ≥ n0 implica que ||d(ϕn)y − dϕy||y ≤ ε para todo y ∈M.

Por tanto,

lim
n→∞

||dϕ− dϕn||∞ = 0.
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Usando a desigualdade triangular, temos que

||dϕ||∞ ≤ ||dϕ− dϕn||∞ + ||dϕn||∞ <∞.

Finalmente, pelo Teorema 2.40, temos que ϕ é lipschitziana.

Afirmação 3: ψ = dϕ é cont́ınua.

De fato, dado qualquer p ∈ M , existe r > 0 tal que expp : B(0, r) −→ B(p, r) e sua inversa

são difeomorfismos 2-Lipschitz.

Definimos ϕ̃ : B(0, r) −→ R por ϕ̃(y) = (ϕ ◦ expp)(y). Para provar que dϕ é cont́ınua em

p é suficiente provar que dϕ̃ é cont́ınua no zero. Aplicando a desigualdade triangular e (3.7),

temos

||d(ϕ̃)x − d(ϕ̃)0||p ≤ ||d(ϕ̃)x − d(ϕ̃n)x||p + ||d(ϕ̃n)x − d(ϕ̃n)0||p + ||d(ϕ̃n)0 − d(ϕ̃)0||p

≤ 2 ||dϕ− dϕn||∞ + ||d(ϕ̃n)x − d(ϕ̃n)0||p + 2 ||dϕ− dϕn||∞

= 4 ||dϕ− dϕn||∞ + ||d(ϕ̃n)x − d(ϕ̃n)0||p (3.11)

para todo n ∈ N e x ∈ B(0, r) ⊂ TpM .

Como limn→∞ ||dϕ− dϕn||∞ = 0, existe n0 ∈ N tal que

n ≥ n0 implica que ||dϕ− dϕn||∞ ≤
ε

8

Fixando n = n0, obtemos

||dϕ− dϕn0||∞ ≤
ε

8
. (3.12)

De (3.10), deduzimos que ϕ̃n0 é cont́ınua em 0, então existe δ ∈ (0, r) tal que

||d(ϕ̃n0)x − d(ϕ̃n0)0||p <
ε

2
, sempre que ||x||p < δ (3.13)

Combinando (3.11), (3.12) e (3.13), temos que

||d(ϕ̃)x − d(ϕ̃)0||p ≤ ε, sempre que ||x||p < δ.

Portanto, dϕ̃ e cont́ınua em 0.

Finalmente, das Afirmações 1, 2 e 3 conclúımos que Y é completo. �
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Lema 3.11 Seja M uma variedade Riemanniana, então existem números C > 1 e r > 0

tais que para todo p ∈M , ε > 0 e δ ∈ (0, r) existe uma função b : M −→ [0, 1] de classe C1

tal que:

(1) b(p) = ε = ||b||∞ := supx∈M |b(x)|,

(2) ||d b||∞ = supx∈M ||dbx||x ≤ C ε
δ

(3) b(x) = 0 se dM(x, p) ≥ δ.

Em particular, max{||b||∞, ||db||∞} ≤ C ε(1 + 1
δ
)

Prova. Pelo Corolário 3.7, M é uniformemente bumpable, ou seja, existem constante C > 1

e r > 0 de modo que para todo p ∈ M e δ ∈ (0, r) existe uma função b̃ : M −→ [0, 1] de

classe C1 tal que:

(i) b̃(p) = 1,

(ii) b̃(x) = 0, sempre que dM(x, p) ≥ δ,

(iii) supx∈M ||d b̃x||x ≤ C
δ

.

Seja ε > 0, definamos a função b : M −→ [0, ε] por

b(x) = ε b̃(x).

Notemos que esta função verifica (1), (2) e (3) no lema. �

Observação 3.12 Notemos que no teorema acima podemos escrever a primeira afirmação

como

(1) F − ϕ atinge um minimo forte em M .

Basta substituir ϕ por −ϕ.



Capı́tulo 4
Noções de Cálculo Subdiferencial e

Superdiferencial em Variedades Riemannianas

4.1 Definições e Propriedades Básicas

Definição 4.1 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma função f : M −→ R

é diferenciável se para todo p ∈M , existe uma carta (U, h) de uma vizinhança de p tal que

f ◦ h−1 : h(U) −→ R

é uma função diferenciável, ou seja, existe η ∈ T ∗pM tal que

lim
v→0

(f ◦ h−1)(h(p) + v)− (f ◦ h−1)(h(p))− 〈η, v〉
||v||

= 0.

Definição 4.2 Seja M uma variedade Riemanniana, e f : M −→ R ∪ {+∞} uma função

própria. Definimos a subdiferencial de f em p ∈ Dom(f) por

D−f(p) = {dϕp ∈ T ∗pM : ϕ ∈ C1(M,R), f − ϕ atinge um mı́nimo local no ponto p}.

Se ξ ∈ D−f(p), dizemos que ξ é uma subdiferencial de f em p.

Da mesma forma, definimos a superdiferencial de uma função própria g : M −→

R ∪ {+∞} no ponto p ∈ Dom(g) por

D+g(p) = {dψp ∈ T ∗pM : ψ ∈ C1(M,R), g − ψ atinge um máximo local no ponto p}.

65
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Se η ∈ D+g(p), dizemos que η é uma superdiferencial de g em p.

Definição 4.3 Para qualquer ξ ∈ D−f(p) ∪D+f(p), definimos

||ξ||p = sup{|ξ(h)| : h ∈ TpM, ||h||p = 1}

Observação 4.4

i) Se f é diferenciável D+f(p) = D−f(p) = {dfp}.

ii) D+(−f)(p) = −D−f(p).

Teorema 4.5 (Caracterização da subdiferenciabilidade) Seja f : M −→ R ∪ {+∞}

uma função definida em uma variedade Riemanniana M , p ∈ M e η ∈ T ∗pM . Então as

seguintes afirmações são equivalentes:

(1) η ∈ D−f(p), isto é, existe uma função ϕ : M −→ R de classe C1 tal que f − ϕ atinge

um mı́nimo local em p e η = dϕp.

(2) Existe uma função ϕ : M −→ R, diferenciável em p tal que f − ϕ atinge um mı́nimo

local em p e η = dϕp.

(3) Para toda carta h : U ⊂ M −→ Rn com p ∈ U , se tomarmos ζ = η ◦ d(h−1)h(p),

verifica-se que

lim inf
v→0

(f ◦ h−1)(h(p) + v)− f(p)− 〈ζ, v〉
||v||

≥ 0.

(4) Existe uma carta h : U ⊂ M −→ Rn com p ∈ U e tal que, para ζ = η ◦ d(h−1)h(p),

verifica-se que

lim inf
v→0

(f ◦ h−1)(h(p) + v)− f(p)− 〈ζ, v〉
||v||

≥ 0.

Condições equivalentes podem ser estabelecidas para o caso de funções superdiferenciáveis.

Em particular ζ ∈ D+f(p) se, e somente se, existe uma carta h : U ⊂M −→ Rn com p ∈ U

tal que, para ζ = η ◦ d(h−1)h(p),

lim sup
v→0

(f ◦ h−1)(h(p) + v)− f(p)− 〈ζ, v〉
||v||

≤ 0.
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Prova. É imediato verificar que (1) =⇒ (2) e (3) =⇒ (4). Mostraremos que (2) =⇒ (3).

Definamos g : Rn −→ R por

g(x) = (f − ϕ) ◦ h−1(x).

Dado que f −ϕ atinge um mı́nimo local em p, temos que g atinge um mı́nimo local em h(p),

pois g(h(p)) = (f − ϕ)(p). Logo,

lim inf
v→0

g(h(p) + v)− g(h(p))

||v||
≥ 0,

isto é,

lim inf
v→0

(f ◦ h−1 − ϕ ◦ h−1)(h(p) + v)− (f ◦ h−1 − ϕ ◦ h−1)(h(p))

||v||
≥ 0,

ou seja,

lim inf
v→0

(f ◦ h−1)(h(p) + v)− (ϕ ◦ h−1)(h(p) + v)− f(p) + ϕ(p)

||v||
≥ 0. (4.1)

Por outro lado, como ϕ ◦ h−1 é diferenciável e ζ = η ◦ d(h−1)h(p) = dϕp ◦ d(h−1)h(p) =

d(ϕ ◦ h−1)h(p), obtemos

lim
v→0

(ϕ ◦ h−1)(h(p) + v)− (ϕ ◦ h−1)(h(p))− 〈ζ, v〉
||v||

= 0,

ou seja,

lim
v→0

(ϕ ◦ h−1)(h(p) + v)− ϕ(p)− 〈ζ, v〉
||v||

= 0. (4.2)

Combinando (4.1) e (4.2), deduzimos que

lim inf
v→0

(f ◦ h−1)(h(p) + v)− 〈ζ, v〉
||v||

≥ 0.

Finalmente, para provar (4) =⇒ (1), precisamos dos seguintes resultados:

Lema 4.6 (Lema de Urysohn diferenciável) Sejam U, V dois subconjuntos não vazios,

fechados e disjuntos, de uma variedade M de classe Ck. Existe uma função f : M −→ R de

classe Ck, tal que 0 ≤ f ≤ 1, f(U) = 0 e f(V ) = 1.

Prova. A prova pode ser consultada em [16] página 197.
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Lema 4.7 Seja F : V −→ R ∪ {+∞} uma função definida num aberto V de um espaço de

Hilbet H e seja x ∈ V tal que

lim inf
v→0

F (x+ v)− F (x)− 〈τ, v〉
||v||

≥ 0

para algum τ ∈ H∗, então existe uma função ψ : H −→ R de classe C1 tal que F −ψ atinge

um mı́nimo local em x e dψx = τ .

Prova. A prova pode ser consultada em [9].

Teorema 4.8 (Teorema de Tietze diferenciável ) Seja U um subconjunto fechado de

uma variedade diferenciável M de classe Cr. Toda aplicação f : U −→ R, de classe Ck

(k ≤ r), pode ser estendida a uma aplicação h : M −→ R, de classe Ck, definida em toda a

variedade.

Prova. A prova pode ser consultada em [16] página 202.

Mostraremos agora que (4) =⇒ (1). Seja V uma vizinhança de p tal que V ⊂ U . Notemos

que a função F : h(U) −→ R ∪ {+∞} definida por F := f ◦ h−1 satisfaz, por hipótese,

lim inf
v→0

F (h(p) + v)− F (h(p))− 〈ζ, v〉
||v||

≥ 0.

Pelo Lema 4.7, existe uma função ψ : h(U) −→ R de classe C1 tal que F − ψ atinge um

mı́nimo local em h(p) e ζ = dψh(p). Definamos φ := ψ ◦ h : U −→ R. Notemos que φ é

uma função de classe C1. Além disso, (F − ψ) ◦ h = f − φ atinge um mı́nimo local em p e

dφp = dψh(p) ◦ dhp = ζ ◦ dh(p) = η.

Pelo Teorema de Tietze, existe uma função ϕ : M −→ R de classe C1 definida por

ϕ = θφ, tal que ϕ|V = φ, onde θ é uma função do tipo Urysohn de classe C1 cujo valor é 1

em V e 0 em M\U . Como (f − ϕ)(x) = (f − φ)(x) para todo x ∈ V , conclúımos que f − ϕ

atinge um mı́nimo local em p. Além disso, η = dϕp. �

Observação 4.9 No caso particular que M = Rn com a métrica usual, η ∈ D−f(p0) se, e

somente se

lim inf
p→p0

f(p)− f(p0)− 〈η, p− p0〉
‖p− p0‖

≥ 0,
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ou seja, η ∈ D−f(p0) se o hiperplano p 7→ f(p) + 〈η, p− p0〉 toca abaixo do gráfico de f no

ponto p0. Similarmente ξ ∈ D+g(p0) se, e somente se

lim sup
p→p0

g(p)− g(p0)− 〈ξ, p− p0〉
‖p− p0‖

≤ 0,

ou seja, ξ ∈ D+g(p0) se o hiperplano p 7→ g(p)+〈ξ, p−p0〉 toca acima do gráfico de g no ponto

p0. A Figura abaixo exibe, em uma dimensão, a interpretação geométrica da subdiferencial

e superdiferencial.

(a) (b)

Figura 4.1: (a) subdiferenciais denotadas pelos segmentos de retas azuis. (b) superdiferen-

ciais denotadas pelos segmentos de retas vermelhas.

Teorema 4.10 (Regra da cadeia) Sejam M , N variedades Riemannianas e seja g : M −→

N uma função diferenciável em p e f : N −→ R ∪ {+∞} subdiferenciável em g(p), então a

aplicação composta f ◦ g : M −→ R ∪ {+∞} é subdiferenciável em p. Além disso,

{ζ ◦ dgp : ζ ∈ D−f(g(p))} ⊆ D−(f ◦ g)(p).

Prova. Dado que f é subdiferenciável em g(p), temos que D−f(g(p)) 6= ∅. Seja ζ ∈

D−f(g(p)). Então, pelo Teorema 4.5, existe uma função ϕ : N −→ R diferenciável em g(p)

tal que f − ϕ atinge um mı́nimo local em g(p) e ζ = dϕg(p). Em particular, existe ε > 0 tal

que

f(y)− ϕ(y) ≥ f(g(p))− ϕ(g(p)), sempre que dN(y, g(p)) < ε. (1)
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Definamos ψ = ϕ ◦ g, desde que g e ϕ são diferenciáveis em p e g(p), respectivamente, segue

da regra da cadeia, que ψ : M −→ R é diferenciável em p. Além disso, dψp = dϕg(p) ◦ dgp.

Por outro lado, como g é continua em p, existe δ > 0 tal que

dN(g(x), g(p)) < ε, sempre que dM(x, p) < δ. (2)

Combinando (1) e (2), temos que

f(g(x))− ϕ(g(x)) ≥ f(g(p))− ϕ(g(p)), sempre que dM(x, p) < δ,

isto é, f ◦ g − ψ atinge um mı́nimo local em p. O Teorema 4.5 [(1)⇔ (2)] garante que f ◦ g

é subdiferenciável em p e

ζ ◦ dgp = dϕg(p) ◦ dgp = dψp ∈ D−(f ◦ g)(p),

o que encerra a prova. �

Corolário 4.11 Sejam M , N variedades Riemannianas e h : M −→ N um difeomorfismo

de classe C1. Então f : M −→ R∪ {+∞} é subdiferenciável em p se, e somente se, f ◦ h−1

é subdiferenciável em h(p). Além disso,

D−f(p) = {ζ ◦ dhp : ζ ∈ D−(f ◦ h−1)(h(p))}.

Prova. Se f : M −→ R∪{+∞} é subdiferenciável em p, então pelo Teorema 4.10, f ◦h−1 :

N −→ R ∪ {+∞} é subdiferenciável em h(p) ∈ N e

{ξ ◦ d(h−1)h(p) : ξ ∈ D−f(h−1(h(p)))} ⊆ D−(f ◦ h−1)(h(p)),

ou seja,

{ξ ◦ d(h−1)h(p) : ξ ∈ D−f(p)} ⊆ D−(f ◦ h−1)(h(p)).

Logo, se T ∈ D−f(p), então

ζ := T ◦ d(h−1)h(p) ∈ D−(f ◦ h−1)(h(p)),
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portanto T = ζ ◦ dhp, com ζ ∈ D−(f ◦ h−1)(h(p)). Assim

D−f(p) ⊂ {ζ ◦ dhp : ζ ∈ D−(f ◦ h−1)(h(p))}.

Reciprocamente, se f ◦ h−1 é subdiferenciável em h(p), então pelo Teorema 4.10 a função

f = (f ◦ h−1) ◦ h é subdiferenciável em p, e

{ξ ◦ dhp : ξ ∈ D−(f ◦ h−1)(h(p))} ⊆ D−((f ◦ h−1) ◦ h)(p),

ou seja,

{ξ ◦ dhp : ξ ∈ D−(f ◦ h−1)(h(p))} ⊆ D−f(p).

Logo, para qualquer ζ ∈ D−(f ◦ h−1)(h(p)), temos ζ ◦ dhp ∈ D−f(p). Assim

{ζ ◦ dhp : ζ ∈ D−(f ◦ h−1)(h(p))} ⊂ D−f(p),

o que finaliza a prova. �

Teorema 4.12 (Regra da soma) Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈M e f1, f2 :

M −→ R ∪ {+∞} funções subdiferenciaveis. Então,

D−f1(p) +D−f2(p) ⊆ D−(f1 + f2)(p).

Prova. Dado que f1 e f2 são subdiferenciáveis os conjuntos D−f1(p) e D−f1(p) são não

vazios. Sejam ζi ∈ D−fi(p), i = 1, 2. Então, pelo Teorema 4.5, existem funções ϕi : M −→ R

de classe C1 tais que fi − ϕi atinge um mı́nimo local em p e ζi = d(ϕi)p para i = 1, 2,

então (f1 + f2) − (ϕ1 + ϕ2) = (f1 − ϕ1) + (f2 − ϕ2) atinge um mı́nimo local em p. Logo,

ζ1 + ζ2 = d(ϕ1 + ϕ2)p ∈ D−(f1 + f2). Portanto,

D−f1(p) +D−f2(p) ⊆ D−(f1 + f2)(p),

o que conclui a prova. �
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4.2 O Principio de Minimização Perturbada para a

Diferença de Duas Funções Definidas sobre Var-

iedades Riemannianas

Se assumirmos que M é uma variedade Riemanniana completa uniformente localmente

convexa e com raio de injetividade i(M) > r > 0, então para todo x ∈ M , a função

y 7−→ dM(y, x) é de classe C∞ em B(x, r)\{x} e, portanto, faz sentido considerar as derivadas

parciais ∂d(x0, y0)/∂x e ∂d(x0, y0)/∂x da função

d := dM : M ×M −→ R.

Por outro lado, lembremos que a aplicação transporte paralelo Lx0y0 : Tx0M −→ Ty0M

é uma isometria linear com inversa Ly0x0 : Ty0M −→ Tx0M . Como temos uma isometria

linear que identifica TpM e seu dual T ∗pM pela aplicação TpM 3 x 7→ fx ∈ T ∗pM , onde

fx(y) = 〈x, y〉p para cada y ∈ TpM . A isometria Lx0y0 induz uma isometria entre os espaços

cotangentes T ∗x0M e T ∗y0M . Vamos denotar esta nova isometria por Lx0y0 : T ∗x0M −→ T ∗y0M .

Lema 4.13 Seja M uma variedade Riemanniana completa, uniformemente localmente con-

vexa e com raio de injetividade i(M) > r > 0 e sejam x0, y0 ∈M tais que 0 < d(x0, y0) < r,

então

Ly0x0

(
∂d(y0, x0)

∂y

)
= −∂d(x0, y0)

∂x
.

Prova. Seja r0 = d(x0, y0) < r e seja γ : [0, 1] −→M dada por γ(t) = expx0(tv0) a geodésica

radial ligando x0 a y0.

Como

d(expx0)v0(v0) =
d

dt
expx0((t+ 1)v0)|t=0 =

d

dt
γ(1, x0, (t+ 1)v0)|t=0

=
d

dt
γ(t+ 1, x0, v0)|t=0 = γ′(1),

temos que

Lx0y0(v0) = γ′(1) = d(expx0)v0(v0).
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Usando o Lema 2.28, temos que ∣∣∣∣∣∣∣∣∂d(y0, x0)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
y0

= 1.

Em particular,

∂d(y0, x0)

∂y
6= 0.

Afirmamos que existe λ 6= 0 tal que

γ′(1) = λ
∂d(y0, x0)

∂y
. (4.3)

De fato, pelo Lema de Gauss, as geodésicas radiais que parten de x0 são ortogonais às esferas

geodésicas centradas em x0, isto é, γ′(1) é ortogonal a expx0(B(0, r0)). Por outro lado, como

as esferas geodésicas são curvas de ńıvel da função distância, temos que ∂d(y0,x0)
∂y

é ortogonal

a expx0(B(0, r0)), logo (4.3) é verdadeira.

Logo,

Lx0y0(v0) = γ′(1) = λ
∂d(y0, x0)

∂y
para algum λ 6= 0.

Como a aplicação t 7−→ d(γ(t), x0) é crescente, temos que λ > 0. Logo,

||Lx0y0(v0)||y0 = ||v0||x0 = ||λ∂d(y0, x0)

∂y
||y0 = λ

Portanto,

Lx0y0(v0) = ||v0||x0
∂d(y0, x0)

∂y
(4.4)

Seja β : [0, 1] −→ M dada por β(t) = expy0(tw0) a geodésica radial ligando y0 a x0. Pelas

definições de translação paralela e geodésica, temos que

Lx0y0(v0) = −w0 e ||w0||y0 = ||v0||x0 . (4.5)

Fazendo argumento análogo ao utilizado para obter (4.4), obtemos

Ly0x0(w0) = ||w0||y0
∂d(x0, y0)

∂x
. (4.6)

A Observação 2.10 junto com (4.4) implicam que

v0 = Ly0x0(Lx0y0(v0)) = Ly0x0

(
||v0||x0

∂d(y0, x0)

∂y

)
= ||v0||x0Ly0x0

(
∂d(y0, x0)

∂y

)
.
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Assim,

v0

||v0||x0
= Ly0x0

(
∂d(y0, x0)

∂y

)
(4.7)

Por outro lado, a Observação 2.10 junto com (4.5) implicam que

v0 = Ly0x0(Lx0y0(v0)) = −Ly0x0(w0).

Assim,

v0

||v0||x0
=

v0

||w0||y0
= −Ly0x0(w0)

||w0||y0
. (4.8)

Da igualdade (4.6), segue que

Ly0x0(w0)

||w0||y0
=
∂d(x0, y0)

∂x
. (4.9)

Finalmente, combinando (4.7), (4.8) e (4.9), temos que

Ly0x0

(
∂d(y0, x0)

∂y

)
= −∂d(x0, y0)

∂x
,

o que encerra a demostração. �

Teorema 4.14 (Principio de minimização perturbada) Seja M uma variedade Rie-

manniana completa, uniformemente localmente convexa e com raio de injetividade i(M) >

r > 0. Se u : M −→ R é uma função s.c.s. limitada e v : M −→ R uma função s.c.i.

limitada, então para todo ε > 0 existem x0, y0 ∈M , η ∈ D+u(x0) e ξ ∈ D−v(y0) tais que:

(i) d(x0, y0) < ε

(ii) ||η − Ly0x0(ξ)||x0 < ε

(iii) v(z)− u(z) ≥ v(y0)− u(x0)− ε para cada z ∈M .

Onde Ly0x0 : T ∗y0M −→ T ∗x0M é a aplicação transporte paralelo.

Prova. Sejam ε ∈ (0, r) e b : R −→ R uma função de classe C1 não crescente tal que

b(t) = b(0) > 2(||v||∞ + ||u||∞) + ε, sempre que t ≤ ε

4
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e

b(t) = 0, sempre que t ≥ ε.

Definamos a função w : M ×M −→ R por

w(x, y) = v(y)− u(x)− b(d(x, y)).

Notemos que w é s.c.i. e limitadas inferiormente. Pelo Teorema 3.8, existe uma função

g : M ×M −→ R de classe C1 tal que:

a) ‖g‖∞ < ε
2

e ‖dg‖∞ < ε
2

b) w − g atinge um minimo forte em M ×M . Em particular, existem x0, y0 ∈M tal que

(w − g)(x, y) ≥ (w − g)(x0, y0), para todo x, y ∈M .

Do item b), segue que

v(y)−u(x)−b(d(x, y))−g(x, y) ≥ v(y0)−u(x0)−b(d(x0, y0))−g(x0, y0), ∀x, y ∈M. (4.10)

Fazendo x = x0 em (4.10), temos que

v(y)− b(d(x0, y))− g(x0, y) ≥ v(y0)− b(d(x0, y0))− g(x0, y0), ∀y ∈M.

Definamos ϕ : M −→ R por

ϕ(y) = b(d(x0, y)) + g(x0, y).

Notemos que ϕ é de classe C1 e v − ϕ atinge um mı́nimo local em y0. Consequentemente v

é subdiferenciável no ponto y0 ∈M e

ξ :=
∂g(x0, y0)

∂y
+
∂(b ◦ d)(x0, y0)

∂y
∈ D−v(y0) (4.11)

Da mesma forma, fazendo y = y0 em (4.10), temos que

u(x)− (−b(d(x, y0))− g(x, y)) ≤ u(x0)− (−b(d(x0, y0))− g(x0, y0)), ∀x ∈M.
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Definamos ψ : M −→ R por

ψ(x) = −b(d(x, y0)) + g(x, y0).

Notemos que ψ é de classe C1 e u−ψ atinge um máximo local em x0. Consequentemente u

é superdiferenciável no ponto x0 ∈M e

η := −
(
∂g(x0, y0)

∂x
+
∂(b ◦ d)(x0, y0)

∂x

)
∈ D+u(x0) (4.12)

Considerando o Lema 4.13 se x0 6= y0 e a definição da função b se x0 = y0, temos que

Ly0x0

(
∂(b ◦ d)(x0, y0)

∂y

)
+
∂(b ◦ d)(x0, y0)

∂x
=

= Ly0x0

(
b′(d(x0, y0))

∂d(x0, y0)

∂y

)
+ b′(d(x0, y0))

∂d(x0, y0)

∂x

= b′(d(x0, y0))

[
Ly0x0

(
∂d(x0, y0)

∂y

)
+
∂d(x0, y0)

∂x

]
= 0.

Logo,

‖Ly0x0(ξ)− η‖x0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣Ly0x0(∂g(x0, y0)

∂y
+
∂(b ◦ d)(x0, y0)

∂y

)
+
∂g(x0, y0)

∂x
+
∂(b ◦ d)(x0, y0)

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣
x0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣Ly0x0(∂g(x0, y0)

∂y

)
+
∂g(x0, y0)

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣
x0

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣Ly0x0(∂g(x0, y0)

∂y

)∣∣∣∣∣∣∣∣
x0

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∂g(x0, y0)

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣
x0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∂g(x0, y0)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
x0

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∂g(x0, y0)

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣
x0

≤ ‖dg‖∞ + ‖dg‖∞

< ε.

Portanto, ‖Ly0x0(ξ)− η‖x0 < ε, e com isso provamos (ii).
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Para provar (i), suponhamos que d(x0, y0) ≥ ε. Então, pela definição da função b : R −→

R, obtemos

b(d(x0, y0)) = 0.

Fazendo x = y = z em (4.10), temos que

v(z)− u(z)− b(0)− g(z, z) ≥ v(y0)− u(x0)− b(d(x0, y0))− g(x0, y0),

ou seja,

b(0) ≤ v(z)− u(z)− g(z, z) + g(x0, y0)− v(y0) + u(x0).

Logo,

b(0) ≤ ‖v‖∞ + ‖u‖∞ + ‖g‖∞ + ‖g‖∞ + ‖v‖∞ + ‖u‖∞

< 2(‖v‖∞ + ‖u‖∞) + ε,

o que contradiz a definição da função b. Portanto,

d(x0, y0) < ε.

Finalmente, fazendo x = y = z em (4.10), temos que

v(z)− u(z) ≥ v(y0)− u(x0) + b(0)− b(d(x0, y0)) + g(z, z)− g(x0, y0).

Dado que b é não-crescente, d(x0, y0) > 0 implica que

b(0)− b(d(x0, y0)) ≥ 0.

Por outro lado, dado que ‖g‖∞ < ε
2
, temos que − ε

2
< −g(z, z) < ε

2
. Portanto,

v(z)− u(z) ≥ v(y0)− u(x0)− ε

2
− ε

2
= v(y0)− u(x0)− ε para todo z ∈M,

o que encerra a prova do teorema. �
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4.3 Desigualdade do Valor Médio de Deville

Definição 4.15 Seja X um espaço de Banach. Uma função bump é uma função f : X −→

R tal que:

(i) f 6= 0,

(ii) supp(f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0} e limitado.

Definição 4.16 Dizemos que o espaço de Banach X satisfaz a propriedade (P ), se existe

uma função bump b : X −→ R lipschitziana de classe C1.

Proposição 4.17 Se X é um espaço de Banach de dimensão finita, então X satisfaz a

propriedade (P ).

Prova. Veja [16] página 187 ou [15] página 41. �

Teorema 4.18 Seja (X, || · ||) um espaço de Banach que satisfaz a propriedade (P ) e seja

f : X −→ R uma função s.c.i.. Se existe uma constante K > 0 tal que ||η|| ≤ K para todo

η ∈ D−f(x) e x ∈ X. Então f é Lipschitz cont́ınua. Mais precisamente, para todo x, y ∈ X

|f(x)− f(y)| ≤ K||x− y||.

Prova. Veja [7]. �

Teorema 4.19 (Desigualdade do valor médio de Deville) Sejam M uma variedade Rie-

manniana e f : M −→ R uma função s.c.i.. Se existe uma constante K > 0 tal que

||η||p ≤ K para todo η ∈ D−f(p) e p ∈M , então

|f(p)− f(q)| ≤ KdM(p, q) para todo p, q ∈M.

Prova. Fixemos p, q ∈ M e seja γ : [0, T ] −→ M uma curva de classe C1 por partes,

parametrizada por comprimento de arco tal que γ(0) = p e γ(T ) = q. Dado ε > 0, pelo

Teorema 2.19, para cada x ∈ γ([0, T ]) existe rx > 0 tal que

expx : B(0, 2rx) ⊂ TxM −→ B(x, 2rx) ⊂M
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é um difeomorfismo. Além disso, as derivadas de expx e exp−1
x estão limitadas por 1 + ε.

Como γ([0, T ]) é compacto existem p = x1, x2 , x3, ..., xn = q ∈M tais que

γ([0, T ]) ⊂
n⋃
j

B(xj, rj), onde rj = rxj .

Seja r = min{r1, r2, ..., rn}, escolhendo m ∈ N suficientemente grande tal que T/m < r/2,

definimos

tj = j
T

m
, j = 0, ...,m,

isto é, uma partição do intervalo [0, T ]. Além disso, sejam

aj = bj−1 = γ(tj−1) para j = 1, ...,m

e

bm = γ(tm).

Para cada j ∈ {1, 2, ...m− 1}, escolhemos ij ∈ {1, 2, ..., n} tal que

γ([tj−1, tj]) ∩B(xij , rij) 6= ∅ (1)

e sejam i0 = 1, im = n (tais que xi0 = p, xim = q).

Como γ está parametrizada por comprimento de arco, temos que

L(γ(t)|[tj−1,tj ]) = tj − tj−1 =
T

m
<
r

2
≤
rij
2
. (2)

Combinando (1) e (2), obtemos

γ([tj−1, tj]) ⊂ B(xij , 2rij), para todo j = 1, 2, ...,m.

Com o objetivo de simplificar as notações, consideremos

yj := xij e sj := rij para todo j = 0, 1, ...m.

Definamos a função fj : B(0, 2sj) ⊂ TyjM −→ R por

fj(v) = f ◦ expyj(v).
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A função fj assim definida é diferenciável. Em particular, subdiferenciável. Dado x ∈

B(0, 2sj), como expyj é um difeomorfismo e fj é diferenciável, o Corolário 4.11 implica que

D−fj(x) = {η ◦ d(expyj)x : η ∈ D−(fj ◦ exp−1
yj

)(expyj(x))}

= {η ◦ d(expyj)x : η ∈ D−(f)(expyj(x))}.

Como ‖η‖y ≤ K para todo η ∈ D−f(y) com y ∈ M , e ||d(expyj)x|| ≤ 1 + ε para todo

x ∈ B(0, 2rj), deduzimos que

||ξ||yj ≤ K(1 + ε), para todo ξ ∈ D−fj(x) e todo x ∈ B(0, 2sj).

Como TyjM é um espaço de Hilbert e fj é s.c.i., segue do Teorema 4.18 que

|f(aj)− f(bj)| = |fj(exp−1
yj

(aj))− fj(exp−1
yj

(bj))|

≤ (1 + ε)K||exp−1
yj

(aj)− exp−1
yj

(bj)||yj ,

para todo j = 1, ...,m.. Por outro lado, como exp−1 é (1 + ε)-Lipschitz, temos que

||exp−1
yj

(aj)− exp−1
yj

(bj)||yj ≤ (1 + ε)dM(aj, bj)

Combinando as duas últimas desigualdades,

|f(aj)− f(bj)| ≤ (1 + ε)2KdM(aj, bj) ≤ (1 + ε)2K

∫ tj

tj−1

||γ′(t)|| dt, para todo j = 1, ...,m.

Portanto,

|f(p)− f(q)| = |
m∑
j=1

(f(aj)− f(bj))| ≤
m∑
j=1

|f(aj)− f(bj)|

≤ (1 + ε)2K

m∑
j=1

∫ tj

tj−1

||γ′(t)|| dt

= (1 + ε)2KL(γ).

Como γ foi tomado arbitrário, temos que

|f(p)− f(q) ≤ (1 + ε)2KdM(p, q).
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Finalmente, tomando o limite quando ε→ 0, temos que

|f(p)− f(q) ≤ KdM(p, q),

o que finaliza a prova. �

Corolário 4.20 Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M −→ R uma função s.c.s..

Se existe uma constante K > 0 tal que ||η||p ≤ K para todo η ∈ D+f(p) e p ∈M . Então,

|f(p)− f(q)| ≤ KdM(p, q) para todo p, q ∈M.

Prova. Aplicar o teorema acima a −f . �



Capı́tulo 5
Solução de Viscosidade da Equação Eikonal

Seja M uma variedade Riemanniana, uma equação de Hamilton-Jacobi estacionaria de

primeira ordem é da forma H(x,∇u(x), u(x)) = 0, em x ∈ Ω,

u(x) = u0(x), sobre x ∈ ∂Ω,
(EHJ)

onde Ω é um subconjunto aberto de M , H : T ∗Ω×R −→ R é uma função cont́ınua chamada

de Hamiltoniano e T ∗M é o fibrado cotangente de M .

Definição 5.1 Consideremos a função u : M −→ R.

(1) Diz-se que u é uma subsolução de viscosidade de (EHJ) se:

(a) u é s.c.s.,

(b) H(x, ξ, u(x)) ≤ 0 para todo ξ ∈ D+u(x) com x ∈ Ω e

(c) u(x) ≤ u0(x) para todo x ∈ ∂Ω.

(2) Diz-se que u é uma supersolução de viscosidade de (EHJ) se:

(a) u é s.c.i.,

(b) H(x, η, u(x)) ≥ 0 para todo η ∈ D−u(x) com x ∈ Ω e

(c) u(x) ≥ u0(x) para todo x ∈ ∂Ω.

82
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(3) Diz-se que u é uma solução de viscosidade de (EHJ) se u for ao mesmo tempo

subsolução e supersolução de viscosidade de (EHJ), isto é, u é cont́ınua e verifica:

(a) H(x, ξ, u(x)) ≤ 0 para todo ξ ∈ D+u(x) com x ∈ Ω,

(b) H(x, ξ, u(x)) ≥ 0 para todo ξ ∈ D−u(x) com x ∈ Ω,

(c) u(x) = u0(x) para todo x ∈ ∂Ω.

Definição 5.2 Sejam M uma variedade Riemanniana e Ω um subconjunto aberto limitado

de M com fronteira ∂Ω. Definimos a função distância d(·, ∂Ω) : Ω −→ R por

d(x, ∂Ω) = inf
y∈∂Ω

dM(x, y).

Figura 5.1: Função distância

Um caso especial da equação (EHJ) é a equação eikonal ||∇u(x)||x = 1, em x ∈ Ω,

u(x) = 0, sobre x ∈ ∂Ω,
(EE)

onde Ω ⊂ M um subconjunto não vazio com fronteira ∂Ω 6= ∅ e M é uma variedade Rie-

manniana. Provaremos que a função

u(x) = d(x, ∂Ω)

é a única solução de viscosidade de (EE).
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Lema 5.3 d(·, ∂Ω) : M −→ R é uma função 1-Lipschitz.

Prova. Como d(x, ∂Ω) = infy∈∂Ω dM(x, y), dado ε > 0, existe z ∈ ∂Ω tal que dM(x, z) ≤

d(y, ∂Ω) + ε. Logo,

d(y, ∂Ω)− d(x, ∂Ω) ≤ dM(y, z)− dM(x, z) + ε

≤ dM(x, y) + ε.

Tomando o limite quando ε→ 0, temos

d(y, ∂Ω)− d(x, ∂Ω) ≤ dM(x, y). (1)

Trocando os papeis de x e y, temos que

d(x, ∂Ω)− d(y, ∂Ω) ≤ dM(y, x) = dM(x, y) (2)

Finalmente, combinando (1) e (2), temos que

|d(x, ∂Ω)− d(y, ∂Ω)| ≤ dM(x, y),

o que encerra a prova. �

Teorema 5.4 Seja M uma variedade Riemanniana completa e Ω um subconjunto aberto e

limitado de M com fronteira ∂Ω. Então a função u : Ω −→ R, definida por u(x) = d(x, ∂Ω)

é solução de viscosidade da equação eikonal (EE). Além disso, se M é uniformemente local-

mente convexa e tem raio de injetividade positivo, então u é a única solução de viscosidade

desta equação.

Prova.

(Unicidade) Sejam u, v : Ω −→ R duas soluções de viscosidade do problema (EE). Como u

e v são cont́ınuas e u = v = 0 em ∂Ω, podemos estender u e v continuamente para todo M

simplemente fazendo u = v = 0 em M\Ω. Mostraremos que u = v. Para isso, basta provar

que u ≤ v em Ω ( pois, de modo análogo tem-se v ≤ u e dáı u = v).
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Tomando α ∈ (0, 1), mostremos que αu(x) ≤ v(x) para todo x ∈ Ω. De fato, suponhamos

por absurdo que

inf{v(x)− αu(x) : x ∈ Ω} < 0.

Seja ε tal que

0 < 2ε < min{1− α
2

,− inf{v(x)− αu(x) : x ∈ Ω}}. (5.1)

Desde que u e v são soluções de viscosidade de (EE), temos que

‖ξ‖x ≤ 1 para todo ξ ∈ D+u(x) ∪D+v(x) com x ∈ Ω.

Utilizando a desigualdade do valor médio de Deville, u e v são funções 1-Lipschitz. Em

particular, dado que Ω é limitado, conclúımos que u e v são limitadas. Logo, pelo Teorema

4.14, dado ε > 0 existem x0, y0 ∈M , η ∈ D+(αu)(x0) e ξ ∈ D−v(y0) tais que:

(1) d(x0, y0) < ε,

(2) ||η − Ly0x0(ξ)||x0 < ε,

(3) inf{(v − αu)(x) : x ∈M} ≥ v(y0)− αu(x0)− ε.

Afirmamos que x0, y0 ∈ Ω. De fato,

i) Suponhamos que x0, y0 /∈ Ω. Logo, u(x0) = v(y0) = 0. Segue do item (3) e (5.1),

2ε < − inf{v(x)− αu(x) : x ∈ Ω} ≤ ε,

o que é uma contradição.

ii) Suponhamos que y0 /∈ Ω. Logo, u(y0) = v(y0) = 0. Visto que u é 1-Lipschitz, temos

que

|u(x0)| ≤ d(x0, y0) < ε.

Combinando o item (3) e (5.1), obtemos

2ε < − inf{v(x)− αu(x) : x ∈ Ω} ≤ αu(x0) + ε < αε+ ε,

implicando assim que α > 1, o que é uma contradição.
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iii) Suponhamos que x0 /∈ Ω, então u(x0) = v(x0) = 0. Desde que v é 1-Lipschitz, temos

que

|v(y0)| ≤ d(x0, y0) < ε.

Combinanado o item (3) com a desigualdade (5.1), obtemos

2ε < − inf{v(x)− αu(x) : x ∈ Ω} ≤ v(y0) + ε < 2ε,

o que é uma contradição.

Por outro lado, desde que u e v são soluções de viscosidade, temos que

1

α
η ∈ D+u(x0) =⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1α η
∣∣∣∣∣∣∣∣
x0

≤ 1 =⇒ ||η||x0 ≤ α, e

ξ ∈ D−v(y0) =⇒ ||ξ||y0 ≥ 1.

Usando o item (2) e lembrando que Ly0x0 é uma isometria linear, segue que

1 ≤ ||ξ||y0 = ||Ly0x0(ξ)||x0 ≤ ||Ly0x0(ξ)− η||x0 + ||η||x0 < ε+ α.

De (5.1) é fácil ver que α + ε < 1. Assim,

1 ≤ ||ξ||y0 < 1,

o que uma contradição.

Portanto, αu ≤ v para todo α ∈ (0, 1). Tomando o limite quando α→ 0, conclúımos que

v ≤ u.

(Existência) Provemos agora que u := d(·, ∂Ω) é solução de viscosidade da equação (EE).

A prova sera realizada em 3 passos.

Passo 1. Provaremos que u é cont́ınua. De fato, segue do Lema 5.3.

Passo 2. Provaremos que u é subsolução de viscosidade da equação (EE). De fato, seja

x ∈ Ω e ξ ∈ D+u(x), pelo Teorema 4.5 existe uma função ϕ : M −→ R Frechét diferenciável

em x tal que u− ϕ atinge um máximo local em x e ξ = dϕx. Então

u(x)− ϕ(x) ≥ u(x)− ϕ(x) para todo x ∈ B(x, δ) ⊂M.
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Seja α : [0, 1] −→ B(x, δ) ⊂M de classe C1 parametrizada por comprimento de arco tal que

α(0) = x, logo

ϕ(α(t))− ϕ(α(0)) ≥ u(α(t))− u(α(0)) para todo t ∈ [0, 1].

Visto que u é 1-Lipschitz e como α está parametrizada pelo comprimento de arco, temos que

|u(α(t))− u(α(0))| ≤ dM(α(t), α(0)) = t.

Segue das duas últimas desigualdades que

ϕ(α(t))− ϕ(α(0))

t
≥ −1 para todo t ∈ [0, 1].

Tomando o limite quando t→ 0, temos

dϕx(α
′(0)) ≥ −1.

Da Observação 2.26, segue que

〈
∇ϕ(x), α′(0)

〉
x
≥ −1 e ‖ξ‖x = ‖∇ϕ(x)‖x

Devido ao fato de que a curva α foi tomada arbitrária, podemos escolher α de tal forma

que

α′(0) = − ∇ϕ(x)

‖∇ϕ(x)‖x
,

logo

−‖∇ϕ(x)‖x =

〈
∇ϕ(x),− ∇ϕ(x)

‖∇ϕ(x)‖x

〉
x

≥ −1.

Isto implica que

‖ξ‖x = ‖∇ϕ(x)‖x ≤ 1.

Portanto, u é subsolução de viscosidade da equação eikonal.

Passo 3. Provaremos que u é supersolução de viscosidade da equação (EE). De fato, seja

x ∈ Ω e η ∈ D−u(x), pelo Teorema 4.5 existe uma função ψ : M −→ R Fréchet diferenciável

em x tal que u− ψ atinge um mı́nimo local em x e η = dψx. Então,

u(x)− ψ(x) ≤ u(x)− ψ(x) para todo x ∈ B(x, δ).
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Seja γ : [0, u(x)] −→M a geodésica que minimiza a distância de x a ∂Ω parametrizada pelo

comprimento de arco tal que γ(0) = x, logo como γ está parametrizada pelo comprimento

de arco, temos

t+ ψ(γ(t))− ψ(γ(t)) ≥ t+ u(γ(t))− u(γ(0)) = 0.

Assim

1 +
ψ(α(t))− ψ(α(0))

t
≤ 0.

Tomando o limite quando t→ 0, temos que

1 + dψx(γ
′(0)) ≤ 0.

Da Observação 2.26, segue que

〈
∇ψ(x), α′(0)

〉
x

+ 1 ≤ 0 e ‖η‖x = ‖∇ψ(x)‖x.

Por outro lado, usando a desigualdade Cauchy-Schwarz,

−‖∇ψ(x)‖x ≤
〈
∇ψ(x), γ′(0)

〉
x
≤ ‖∇ψ(x)‖x

Combinando as duas últimas desiguldades, obtemos

1− ‖∇ψ(x)‖x ≤
〈
∇ψ(x), γ′(0)

〉
x

+ 1 = 0.

Isto implica que

1 ≤ ‖∇ψ(x)‖x = ‖η‖x

Portanto, u é supersolução de viscosidade da equação eikonal.

Finalmente, dos passos 1, 2 e 3 concluimos que u é solução de viscosidade da equação

(EE). �

Corolário 5.5 Seja M uma variedade Riemanniana compacta e Ω um subconjunto aberto e

limitado de M com fronteira ∂Ω. Então a função u : Ω −→ R, definida por u(x) = d(x, ∂Ω)

é a única solução de viscosidade da equação eikonal (EE).

Prova. Segue diretamente das Observações 2.36 e 2.38. �
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