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Resumo

O objetivo principal desta dissertacao é estudar existéncia e unicidade de solucoes de
viscosidade da equacgao eikonal
|Vu(@)|l, =1, se z€,
u(x) =0, sobre x € 9.
em que {2 é um subconjunto aberto e limitado de uma variedade Riemanniana M.

Para isso, primeiramente, apresentamos algumas nocgoes bésicas como: variedades de
Banach-Finsler e variedade Finsler uniformemente bumpable. Alem disso, apresentamos
uma demonstracao detalhada de que toda variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier
fraca uniforme (em particular, toda variedade Riemanniana) é uniformemente bumpable,
como é discutido por Jiménez e Sanchez [11].

Em seguida, estudamos as nogoes de calculo subdiferencial em variedades Riemanianas e
apresentamos uma demonstragao detalhada de alguns resultados obtidos por Azagra, Ferrera
e Lépez [1], dentre os quais merecem destaque o principio variacional suave em variedades
Riemannianas, o principio de minimizacao perturbada para a diferenca de duas funcoes e a
desigualdade do valor médio de Deville. Finalmente, aplicamos esses resultados para provar

existéncia e unicidade de solucoes de viscosidade da equagao eikonal.

Palavras-chave Variedades Finsler, Variedade Riemanniana, uniformemente bumpable,

Subdiferencial, Solucao de viscosidade, Equagao eikonal.
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Abstract

The aim of this dissertation is to study the existence and uniqueness of viscosity solutions
of the eikonal equation
| Vu(z)||. =1, if zeQ,
u(z) =0, forall =z € 9.
where the () is a bounded open subset of a riemannian manifold M.

For this, firstly, We present some basic notions such as: Banach-Finsler Manifolds and
uniformly bumpable Finsler manifold. Moreover, we present a detailed proof that every
Finsler manifold in the sense of Neeb-Upmaier K-weak uniform (in particular, every rieman-
nian manifold) is uniformly bumpable, as discussed by Jiménez and Sanchez [11].

Next, we study the notions of subdifferential calculus in riemannian manifolds and we
present a detailed proof of some results obtained by Azagra, Ferrera and Loépez [1], among
which the smooth variational principle on riemannian manifolds, the perturbed minimization
principle for the difference of two functions and the Deville’s mean value inequality. Finally,
we apply these results to show existence and uniqueness of viscosity solutions to eikonal

equation.

Key-words: Finsler manifold, Riemannian manifold, Uniformly bumpable, Subdifferen-

tial, Viscosity solution, Eikonal equation.
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Introducao

As equagoes de Hamilton-Jacobi, sao equagoes nao lineares de primeira ordem que sur-
giram naturalmente na mecanica cldssica mas que foram encontrando aplicagoes em muitas
outras areas, dentro e fora da matematica, tendo vindo a ter importancia em problemas de
controle 6timo [2], processamento de imagens e visdo computacional, teoria dos jogos, dtica
geométrica, etc.

As equagoes de Hamilton-Jacobi estacionérias de primeira ordem sao equagoes do tipo
H(z,Vu(z),u(x)) =0 em (2, (1)

onde 2 é um aberto de R" e H : 2 x R" x R — R ¢é uma fun¢ao dada chamada de
Hamiltoniano.
Consideremos o problema de Cauchy para a equacao de Hamilton-Jacobi estacionaria
H(z,Vu(z),u(x)) =0, em x€Q, @)
u(z) = up(z), sobre x € 0L,
onde 2 C R™ é um aberto limitado com fronteira 02, H : QO xR" xR — Reuy: R — R

sao funcoes continuas dadas.

Definicao 0.1 Dizemos que uma funcdo u : Q — R € solugdo fraca de (2) se u € Lipschitz

continua em Q e u satisfaz a equacdo de Hamilton-Jacobi em quase toda parte.

Exemplo 0.2 Consideremos o problema de Dirichlet para a equacdo eikonal unidimensional
W'(x)| =1, se xze(-1,1)
u(z) =0, se xe€{-1,1}.

(3)



Este problema ndo tem solucdio cldssica. De fato, se u € C1((=1,1)), o teorema de Rolle
implica que existe § € (—1,1) tal que u'(§) =0, o que contradiz a condigdo de que |u'(x)] =1

para todo x € (—1,1). No entanto, toda fun¢dio u, : [—1,1] — R definida por

up(x) =1 — ||

1 1 ,
uj(x) = Sy byl uj—1(x)], para  j €N
¢ solugao fraca de (3).
Uo
(51 Uo
1 ol 1 1 ol 1 -1 -4 o 1 1

2

Figura 1: Solugoes Lipschitz continuas da equacao eikonal 1-D.

Como ja vimos no problema da equacao eikonal unidimensional, é bem conhecido que
o problema (2), em geral, ¢ mal colocado. Para lidar com esse problema, no inicio dos
anos 1980 Michael G. Crandall e Pierre-Louis Lions introduziram o conceito de solucao de

viscosidade [4] e [5].
Definicao 0.3 Seja u: Q — R wma funcdo continua
(1) Diz-se que u € uma subsolugcdo de viscosidade da equagao (2) se:
(@) u<wuy em N e
(b) para todo zo € Q e cada p € CY(Q) tal que u — ¢ tem mdzimo local em xq vale:
H(zo, Vip(zo), u(zg)) < 0.
(2) Diz-se que u € uma supersolugao de viscosidade da equagao (2) se:
(a) u>wuy em 0N e
(b) para todo zy € Q e cada p € C(Q) tal que u — ¢ tem minimo local em xq vale:

H(xo, Vip(xg),u(zg)) > 0.



(3) Diz-se que u € uma solugdo de viscosidade se for ao mesmo tempo subsolucao e super-

solucao de viscosidade.

Equivalentemente, veja [2],
Definicdo 0.4 Seja u: Q — R uma funcdo continua.
(1) Diz-se que u € uma subsolugdo de viscosidade da equagao (2) se:

(@) u<wug em IN e

(b) para cada x € Q2 e p € DV u(x) temos H(z,p,u(z)) <0.
(2) Diz-se que u € uma supersolugdo de viscosidade da equagao (2) se:

(@) u>wuy em O e

(b) para cada x € Q e p € D~ u(x) temos H(x,p,u(z)) > 0.

(3) Diz-se que u € uma solugdo de viscosidade se for ao mesmo tempo subsolu¢ao e super-

solucao de viscosidade,

onde

Dtu(z) = {p € R" : limsup uy) —ul(z) —p-(y =) < 0}

y—x ly — x|

D u(z) = {q € R" : liminf uly) —ulw) =q-y = ) > O}.

y—e |y — 7|
Os conjuntos DT u(z) e D™ u(x) sdo chamados de superdiferencial e subdiferencial de u em

x, respectivamente.

Essas definicoes sao consistentes com a nocao de solugao cléssica. De fato, suponhamos
que u € CH() é solugao de (2), se u — ¢ atinge um mdximo ou um minimo local em o,
temos que Vu(zg) = Vp(zy). Isto implica que H (zg, Vu(xy), u(xg)) = 0, assim u é solu¢ao

de viscosidade de (2).



Exemplo 0.5 A fungao u(z) = 1 — |z| € solu¢ao de viscosidade da equagdo eikonal unidi-
mensional (3).

Observemos que se u — @ atinge wm mdzximo ou um minimo local em xo # 0, entdo
u'(xg) = ¢'(x0), logo |u'(x0)| = |¢'(x0)| = 1. Portanto sé temos que verificar no ponto

29 = 0 que € o tnico ponto onde u nao é de classe C*.
e Seja o € CH(Q) tal que u — ¢ atinge um minimo local em 0, isto é,
(u—¢)(0) < (u—p)(x) paratodox € B(0,¢),
logo
S1=(0%) < H(0) S W(07) = 1,
ou seja, |©'(0)] < 1. Assim u é subsolugdo de viscosidade de (3).
e Seja p € CH(Q) tal que u — ¢ atinge um mdzimo local em 0, isto €,
(u—p)(x) < (u—p)(0) para todo x € B(0,¢),
logo
1=4/(07) < ¢'(0) <u/(07) = —1,

o que € uma contradigdo, entao nao existe ¢ € CY(Q) tal que u— @ atinge um mdzimo

local em 0. Logo, nao hd nada que provar na defini¢ao de supersolucao.

Portanto, u € solug¢ao de viscosidade de (3).

A nocao de solucao de viscosidade pode ser estendido ao cenario das equagoes de Hamilton-
Jacobi estaciondrias em variedades Riemannianas [1],[17]. Mais precisamente, para o prob-

lema de valor inicial

H(z,Vu(x),u(x)) =0, se x € (),

(¢, Vu(e). u(z) )
u(x) = ug, sobre x € IS,

onde €2 é um subconjunto de uma variedade Riemanniana M, H : T"Q xR — R e T*"M

denota o fibrado cotangente de M.



Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade da solucao de viscosidade da equacao

eikonal
|Vu(z)||l. =1, se x€Q,

u(z) =0, sobre x € 9.

(EE)

onde () é um subconjunto aberto e limitado de uma variedade Riemanniana M. Mais precisa-
mente, provaremos que a tnica solugao de viscosidade de (EE) ¢ a funcio d(-,99) : @ — R
definida por

d(z,00) := inf dy(z,y),

yeoN

onde dj; é a métrica intrinseca na variedade Riemanniana M.

A equacao eikonal tem aplicacOes nas mais diversas areas da computacao gréafica e visao
computacional, por exemplo na aproximagao numérica de geodésicas [19] e [20].

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos as variedades Finsler no sentido de Neeb-Upmeier (uniforme
e fraca uniforme) e no sentido de Palais que generalizam as variedades Riemannianas. Neste
capitulo estudamos varias propriedades desta classe de variedades e algumas relagoes entre
elas, também obtemos algumas desigualdades do valor médio e um resultado sobre a existén-
cia de cartas bi-Lipschitz. Além disso, provaremos que toda variedade Finsler no sentido de
Neeb-Upmeier fraca uniforme é uniformemente bumpable. Em particular, toda variedade
Riemanniana é uniformemente bumpable. Esse resultado sera utilizado no capitulo 3 para
provar o principio variacional suave em variedades Riemannianas.

No Capitulo 2, apresentamos os conceitos basicos da geometria Riemanniana que serao
utilizados no restante do trabalho.

No Capitulo 3, apresentamos o principio variacional suave em variedades Riemannianas

que é uma extensao natural do principio variacional de Deville-Godefroy-Zizler em espacos

de Banach [8],[9].

Teorema 0.6 (Principio variacional suave de Deville - Godefroy - Zizler) Seja X um

espaco de Banach que admite uma fungdao bump lipschitziana de classe Ct. Seja f : X —



R U {400} uma funcao propria, semicontinua inferiormente e limitada inferiormente. En-
tio, dado & > 0, existe uma funcdo ¢ : X — R de classe C' com derivada limitada e um

ponto o € X tal que

(1) f — g atinge um minimo forte em X no ponto xy;

(2) [lglloc <6, 1lg'lloc < 6.

No capitulo 4, apresentamos as defini¢oes de subdiferencial e superdiferencial de fungoes
definidas sobre variedades Riemannianas, incluindo uma caracterizacao local da subdifen-
ciabilidade através de cartas, bem como as propriedades elementares da subdiferencial com
respeito a soma e a composicao de fungoes. Neste capitulo apresentamos dois resultados que
desempenham um papel crucial na prova do teorema de existéncia e unicidade da solugao de

viscosidade da equagao eikonal:

e O principio de minimizacao perturbada para a diferenca de fungoes em variedades
Riemannianas completas, com raio de injetividade positivo e uniformemente localmente

convexas (veja o Teorema 4.13).

e A desigualdade do valor médio de Deville para fungoes definidas sobre variedades Rie-
mannianas (veja o Teorema 4.18), que é uma generalizagao da desigualdade do valor

médio de Deville para fungoes definidas sobre um espago de Banach [7].

No capitulo 5, apresentamos o conceito de solucao de viscosidade da equacao de Hamilton-
Jacobi e provamos o teorema de existéncia e unicidade da solucao de viscosidade da equagao

eikonal (EE).



Capitulo 1

Variedades de Banach e Finsler

1.1 Diferenciabilidade em Espacos de Banach

Definicao 1.1 Sejam (X, ||-||x), (Y,||-|ly) espagos normados, f : U C X — Y onde U €
um aberto de X e xy € X. Dizemos que [ € Fréchet diferencidvel no ponto xy € X se existe

uma aplicagao linear e continua L : X — 'Y tal que

o [0 1) = F ) = (L, W)l

=0.
h—0 ||h||x

Denotamos esta aplicac¢do linear L por f’(x).

Definicao 1.2 Sejam (X, || - ||x), (Y,|| - |ly) espagos normados, f: U C X — Y onde U
¢ um aberto de X e xg € X. Dizemos que f é Gateauz diferencidvel no ponto o € X se

existe uma aplicacdo linear e continua A : X — 'Y tal que para todo h € X wvale

1o f o+ th) — f (o)

t—0 t

= Ah.

A aplicagao linear A é chamada de diferencial de Gateaux de f em x( e serd denotada por
f6 (o).

Proposicao 1.3 Se f : U C X — Y é Fréchet diferencidvel também é Gateaux diferen-
ciquel. Se f:U C X — Y € Gateaur diferencidvel e f(, : U — L(X,Y) € continua em

xg, entao f € Fréchet diferencidvel e f'(x¢) = f& (o).
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1.2 Variedades de Banach

Definicao 1.4 Sejam M um espaco topologico e X um espaco de Banach. Um atlas de
classe C* para M modelado em X ¢ uma familia de pares {(Uy, pa)}a com as sequintes

propriedades:
(1) {Us}a € uma cobertura aberta para M, isto €, |J, Uy = M,
(2) pa € um homeomorfismo de U, sobre um subconjunto aberto de X,
(3) Para todo par de indices «, B tais que U, NUg # 0, a aplicagdo de transi¢do
95095+ pa(Ua NUp) — 05(Ua N Up)
¢ um difeomorfismo de classe CF.

Cada aplicagao ¢ é chamada uma carta para uma vizinhanca de M.
Um espago topoldgico M com um atlas de classe C* modelado sobre um espaco de Banach

X € chamado de variedade de Banach de classe C* modelada sobre X.

M

Pa ¥p

| psopy
— >

Yﬂr\([vn N (v.f) \rj,i(U(l N Uf>

Figura 1.1: Cartas em uma variedade de Banach.
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Definicao 1.5 Se X = R" na definicao acima. Dizemos que M € uma variedade diferen-

cidvel de dimensao n.

Definicao 1.6 Sejam M wma variedade de Banach de classe C' modelada sobre um espaco
de Banach X. Dizemos que uma fun¢io f : M — R € diferencidvel (de classe C*, k <)

no ponto x € M se existe uma carta (U, ) de uma vizinhanca de x tal que

fopt:U=pU)Cc X —R

¢ uma funcao diferencidvel (de classe C*).

+f ()

Figura 1.2: Funcao diferenciavel.

Definicao 1.7 Sejam M e N wvariedades de Banach de classe C' modeladas em X eV,
respectivamete. Dizemos que uma aplicagdo f : M — N € diferencidvel (de classe CF,
k<1l) emaxz e M se existem cartas (U,p) de uma vizinhanga de x € M e (V,4¢) de uma

vizinhanga de f(x) € N com f(U) CV tais que
YvofoptiplU)Cc X —Y

¢ uma aplicagio diferencidvel (de classe C*) em ¢(z).
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M

u f
&

Figura 1.3: Aplicagao diferencidvel.

Definigao 1.8 Seja M uma variedade de Banach de classe C' (1 <1 < 4+00). Uma apli-
cagdo vy : (—96,0) — M de classe C" é chamada uma curva de classe C" em M. Suponhamos
que ¥(0) = x € M e seja CY(M), o conjunto das fungoes de M que sdo de classe C* em z,
1sto €,

CH M), ={f M —TR:f ¢éde classe C* em z}.

O vetor tangente a curvay emt =0 ¢é a funcio 7' (0) : C1(M), — R dada por:

Y(0)(f) = (f o) (0), para f € CH(M),.

Um vetor tangente em x é o vetor tangente emt = 0 de alguma curvay : (—=6,0) — M
com v(0) = x. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em x é chamado o espago

tangente a M em x e € indicado por T, M.

Observacao 1.9 Sejam M uma variedade de Banach de classe C' modeladas em X . Sejam
r€Xep:UCM— X uma carta de classe C* de M em x. A aplicagdo ®(z) : T,M —
X definida por

D(x)(v) = (¢ 07)(0),

onde v € o vetor tangente de uma curva vy : (—6,8) — M de classe C* com v(0) = z, define
uma bijecao de T, M em X. Por meto desta bije¢cao podemos transportar a estrutura linear

e topolégia de X a T, M (veja [6] para os detalhes).
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Definicao 1.10 O conjunto

TM = | T.M = {(z,v) ;2 € M ev € T,M}

zeM

¢ chamado de fibrado tangente de M.

Definicao 1.11 O espaco dual de T, M ¢é o conjunto das aplicagoes lineares w : T,M — R,
este espaco serd denotado por TxM, sendo denominado o espago cotangente a M em x.
A unido

"M = | T;M
zeM

¢ chamado de fibrado cotangente de M.

Definicao 1.12 Sejam M e N wariedades de Banach de classe C' modeladas em X e Y,
respectivamente e f : M — N uma funcdo de classe C'. Para cada v € M e v € T, M,

escolha uma curva vy : (=6,0) — M com v(0) =x ev € T, M, entdo f o~ € uma curva em

N com fo~y(0) = f(x). A aplicacio dfy : T,M — Ty N definida por

dfs(v) = (f °7)'(0)

¢ uma aplicagao linear e nao depende da escolha da curva . A aplicagdo linear df, é

chamada de diferencial de f em x.

1.3 Variedades Finsler

Definicao 1.13 Um espago topologico X € paracompacto se é um espago de Hausdorff e
toda cobertura aberta {U,}aca de X admite um refinamento aberto localmente finito, mais

precisamente, existe uma cobertura aberta {Vz}sep de X tal que:
(1) {Vs}sen refina {Uataca, no sentido de que Vi C U, para algum «,

(17) {Vs}pep € localmente finita.

No que se segue, M é um espaco topoldgico paracompacto.
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Definicao 1.14 Seja M wma variedade de Banach de classe C' modelada sobre um espaco

de Banach (X, || -]) e seja || - ||ar : TM — [0, 00) uma fungao continua. Dizemos que:

(F1) (M, ||||ar) € uma variedade Finsler de classe C' no sentido de Palais se a fungdo

| - [|ar satisfaz as segquintes condigies:
(P1) Para todo x € M, a restrigao de || - ||p a T, M, denotada por
I Ml = - sz a2 TeM — [0, 00),

¢ uma norma no espaco tangente T, M tal que para toda carta p : U — X com

x € U as normas ||d(¢™ )@ ()]s : X — [0,00) e || - || sao equivalentes em X.

(P2) Para todo xyg € M, ¢ > 0 e toda carta ¢ : U — X com zg € U, existe uma

vizinhanca aberta W de xq tal que
1 _ _ _
T lldle Do) (@)l < MA@ o) (0)llz < (14 )1A( ™) gao) (V)]
para todo x € W e todo v € X.

(F2) (M, ||-|lar) € uma variedade Finsler de classe C' no sentido de Neeb-Upmeier

se || - ||a satisfaz (P1) e

(NU1) Para todo xy € M, existem uma carta ¢ : U — X com xy € U e uma constante

K., > 1 tais que
1

[v]la < lldipz(v) ]| < Kap 0] (1.1)

o

para todo x € U e todov € T, M.

Equivalentemente, (M, || - ||a) € uma variedade Finsler de classe C' mno sentido

de Neeb-Upmeier se || - ||y satisfaz (P1) e

(NU2) Para todo xo € M, existem uma carta ¢ : U — X com xy € U e uma constante
M,, > 1 tais que

1

M ||d(90_1)<p(xo)<v)||xo < Hd(SO_l)cp(x)(U)Hm < Mxo||d(90_1)so(xo)(v)”xo
o
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para todo x € U e todo v € X.

(F3) (M,|-|lm) € uma variedade Finsler de classe C' no sentido de Neeb-Upmeier

fraca uniforme se || - ||y satisfaz (P1) e existe K > 1 tal que

(NU3) Para todo xo € M, existe uma carta ¢ : U — X com x¢ € U satisfazendo

1 _ _ -
=™ ptwn) W)llao < A7) gi@) (V) ]le < KA p(ao) (V) [l (1.2)
K
para todo x € U e todo v € X.
Neste caso dizemos que (M, || - ||x) € K-fraca uniforme.

(F4) (M, || - |lsr) € uma variedade Finsler de classe C' no sentido Neeb-Upmeier

uniforme se || - ||y satisfaz (P1) e

(NU4) Existe S > 1 tal que para todo o € M, existe uma carta ¢ : U — X com xq € U
e

1
glvllz < lldes ()l < Sfvll., (1.3)

sempre que x € U ev € T, M.

Neste caso dizemos que (M, || - ||ar) € S-uniforme.

Exemplo 1.15 Todo espaco de Banach € uma variedade Finsler de classe C* no sentido

de Palais.

Exemplo 1.16 Toda variedade Riemanniana de classe C*° € uma variedade Finsler no

sentido de Palais de classe C™ ( veja [18]).

Exemplo 1.17 Toda variedade de Banach paracompacta, M, admite uma funcao continua
| - llar — [0,00) tal que (M,]| - ||ar) € uma variedade Finsler de classe C' no sentido de

Palais (veja [18]).
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Propriedades 1.18

(1) Se M ¢é uma variedade Finsler no sentido de Palais, entao M ¢é uma variedade Finsler

no sentido Neeb-Upmeier fraca uniforme.

(2) Se M ¢é uma variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier uniforme, entio M e uma

variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier fraca uniforme.

(3) Se M ¢é uma variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier fraca uniforme, entio M

uma variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier.
Prova.
(1) Segue diretamente da defini¢ao de variedade Finsler no sentido de Palais.

(2) Seja M uma variedade Finsler S-uniforme. Dado 2y € M existe uma carta ¢ : U C

M — X com zy € U tal que

1
gllvlle < lldee()l[ < vl Vo €U e veTM.

Como
A ") p(ae) (w) € TyoM  para todo w € X,
segue que
1 _ _
™oz (@)lo < [ldpa(d(@™ o) (@I < SId(P™ oo ()]s,
ou seja,

%Hd(@‘ () (W)l]ag < [l < Slld(0™") o) (@) lzo- (i)

Por outro lado, como
d(o () (w) € T,M paratodo we X e x €U,
segue que

%Ild(sﬁ‘l)w(x)(tt))llx < |lda(d(e™) oy (W] < Slld(™ )o@y ()2,
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ou seja,
1 _ _ ..
§||d(90 l)tp(:c)(wm:v < |lw|| < S||d(¢ 1)90(x)(w)||x- (ii)
Combinando (i) e (ii), temos que
1 _ _ _
§||d<90 l)so(:co)(w)H:co <ld(¢ 1)<p(x)(w)||:c < 52||d(90 1)30(960)(@”)”&:0'

Portanto, M é uma variedade Finsler S?-fraca uniforme.

Seja M uma variedade K-fraca uniforme. Dado zy € M existe uma carta ¢ : U C

M — X com xg € U tal que
1 _ _ _
(@™ ) o) (@)l < (™ o) (W)l < KA )ga) (W)llag Vo € Uy w € X
Como dp,(v) € X para todo z € U e v € T, M, temos que
1 _ _ _
=A™ ptwo) ([da(W))lzg < (0™ )o@y (dpa(0))] e < K0T ) pw0) (A0 (0)]o
K
ou seja,

%IId(sD_l)wo)(d%(v))lIxo < olle < KNld(0™) p(a) (dpa(v)) oo - (iif)

Por outro lado, pela hipdtese (P1), existe C,, > 1 tal que

1
Co,

||d(90_1)so(xo)(w)||:co < ||w|| < Oond(SD_l)so(xo)(w)me Vw € X.

Como dy,(v) € X para todo x € U e v € T,,M, temos que

le 14 ™) otw0) (A2 () ao < ld2a(v)l] < Caolld(0™) gty (dip (W)l (V)

Combinando (iii) e (iv), temos que

1
KC,,

v]le < [ldpa(v)]] < KCollv]]a-

Portanto, M é uma variedade Finsler no sentido de Neeb-Upmeier,

0 que encerra a prova. ]
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Definicao 1.19 Seja M uma variedade Finsler de classe C' e f : M — R uma fun¢do

diferencidvel em p € M. A norma de df, € T, M € definida por
ldfpllp = sup{|dfp(v)] - v € T,M, |lvfl, <1}

Definicao 1.20 Sejam M e N wariedades Finsler de classe C' e f: M —s N uma funcdo

diferenciavel em p € M. A norma da diferencial de f em p, df,, é definida por

ldfplly = sup{[ldfp(0)ll ) - v € T, M, |lvfl, < 1}

= sup{{(dfy(v)) : § € Tj,)N, v € T,M, e |lvll, =1 = [I¢]70)}

Definigao 1.21 Sejam (M, || - ||ar) uma variedade Finsler de classe C' no sentido Neeb-
Upmeier e « : [a,b] — M uma curva de classe C' por partes. Definimos o comprimento

da curva o por

L(a) = / 0/(1) lage dt.

Definigao 1.22 Seja (M, | - |[ar) uma variedade Finsler de classe C' no sentido de Neeb-
Upmeier. Dados p e q € M, a distancia Finsler de p a q, denotada por dpy(p,q), € dada
por

du(p,q) = inf{L(a) : a é uma curva de clase C' por partes ligando p e q}.

O congunto By(p,r) :={q € M : dy(p,q) < r} € chamado de bola métrica de centro p e

QL0 T.

Definicao 1.23 Sejam M, N wvariedades Finsler e f : M — N uma funcao lipschitziana.

A constante Lip(f) definida por

Lip(f) = sup { dy i{;j() Jyf)(y))

:m,yGM,:c;«éy}.

¢ chamada de constante de Lipschitz de f.
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Observagao 1.24 Como uma consequéncia imediata da desigualdade triangular, obtemos
que |dy(p,po) — da(q, po)| < du(p,q) para todo p,q e po € M. Entao, a fungao distancia

Finsler a um ponto fizo dpy (-, po) € 1-Lipschitz.

Proposicao 1.25 Sejam M, N variedades Finsler de classe C' no sentido de Neeb-Upmeier

e f: M — N uma funcdo de classe C*.
(i) Sesup{||dfs|s 2z € M} < oo, entdo f € lipschitziana e
Lip(f) < sup{||df.|| : = € M}.
(13) Se f € lipschitziana e N é P-fraca uniforme, entao

sup{||dfel. : © € M} < P Lip(f).

Prova.

(1) Sejam p,q € M tais que dy(p,q) < oo. Entao, dado £ > 0, existe uma curva
v :[0,7] — M de classe C" por partes ligando p a ¢ tal que L(y) < dy(p,q) + &, onde
C = sup{||df.||= : © € M}. Se definimos /5 : [0,7] — N pondo () = f o y(t), temos que
(3 é uma curva de classe C'! por partes ligando f(a) a f(b). Logo,

T

T
dN(f(p%f(Q))SL(ﬁ):/o devm(V'(t))Hﬂ(t)de/O ldf o) Iy 17 () |4y dt

T
<C [ W)l dt = O L(2) < Caualpra) +=
0

Como a ultima desigualdade é vélida para todo € > 0, concluimos que

dy(f(p), f(q)) < Cdu(p,q) e Lip(f) <C.

o que encerra a prova do item (7).
(12) Vamos considerar primeiro o caso N = R. Escolhendo zp € M e v € T,,M com
l|[v]|lzg = 1. Seja v : (—0,8) — M uma curva de classe C! tal que v(0) = zy e v/(0) = v.

Entdo, a fungao f o~y : (—4,0) — R é de classe C*. Além disso f o v(0) = f(zo) e
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Af.o(v) = (f ©7)/(0). Como a aplicagio t — ||y/(1)]l) ¢ continua cm (~4,9), para todo

g > 0 existe r > 0 com r < ¢ tal que
17 ®)lho — WOl | <c para todo ¢ € [-r7].

Logo,

|dfay (V)] = [(f 27)'(0)] = |lim

< Lip(f) lim sup dM(V@)a 7(0))

nsi ] < Lip(f)Lip(7|._,,,)

< Lip(f) sup{| |17 (s)l ) : 5 € [=r, 7]} < Lip(f) [|[7/(0)]]0) + €]

= Lip(f)[[[v]lsy + ] = (1 + ) Lip(f).

Portanto, da arbitrariedade de zo € M, v € T, M e € > 0 concluimos que

sup ||dfz||. < Lip(f).
xeM

Passemos agora ao caso geral, isto é, f : M — N onde N é uma variedade Finsler
P-fraca uniforme. Suponhamos por absurdo que existe xy € M tal que ||df,, ||z, > PL, onde

L = Lip(f). Logo, existem £ € T Fao)N € v € Ty M tais que

0llag = [El[3) = 1 ¢ 18(dfay(v))] > PL.

Dado que N é P-fraca uniforme, entao existe uma carta ¢ : V.— Y com f(zo) € V tal que

1
AW v@on (@] |5y < @ pm w]],

< Pl y(rwon (

W] |00 (1.4)

paratodox € VeueY.
Escolhendo r > 0 tal que f(z9) € By(f(z0),r/4) C By(f(zo),r) C V, definamos a

fungio g : £~ (By(f (o), r/4)) — R por

9(x) = &0 d(W™)y(so © ¥ 0 f().
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Afirmacgao 1: ||dgs,]|s, > PL-

De fato, observemos que,

|dgay (V)] = 1€ 0 AWV ™) y(s(a0)) © Ws(ao) © Ao (v)| = € 0 dfy (v)] > PL.

Dai,
|dGag ||y > PL (1.5)
Afirmacao 2: A aplicagao ¢ : V' — Y é P-Lipschitz com a norma |||-||| : Y — R definida
por
1wl = @) wrwon (W) o)

De fato, visto que 9 satisfaz a desigualdades (1.4), segue que
Il (w1l = (™) o (d: (W) o)
< P lld(6 g (= (w) |- = P [lo]l-
para todo z € Ve w € T,N. Logo,
d:|[] := sup{|[|dy.(v)|l| ;v € T.N e [p][. <1} <P, VzeV.

Assim,

sup{|||d.||| : z € V} < P.

Agora, verificaremos que
dn(z,2") =inf{L(7y) : v é uma curva de classe C* ligando z a 2’ e v C V'},

paratodo z, 2" € By(f(xg),r/4). Com efeito, suponhamos que existen z e 2’ € By(f(xg),r/4)

tais que
dn(z,72) =inf{L(7) : 7 é uma curva de classe C" ligando z a 2’}

<inf{L(7) : 7 é uma curva de classe C* ligando z a 2’ e v C V'},
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entdo existe uma curva v : [0,1] — N de classe C! tal que v(0) = 2z, v(1) = 2’ e L(7) <

dy(z,2') +7/4 e 7(t) ¢ V para algum ¢ € [0, 1]. Logo,
dy(f(z0), (1)) =7 e dn(z,7(t) < L(y) <dn(z,2) +r/4
Isto implica que
r < dn(f(z0),7(t) < dn(f(2o),2) +dn(z,7(t))
< dn(f(wo),2) +dn(z,2) +r/d<r/d+r/2+71/4 =T

o que é uma contradicao. Agora, fazendo argumento analogo ao utilizado para provar o item
(1) deduzimos que v é P-Lipschitz em By(f(x),r/4) com a norma ||| - |||.

Afirmagao 3: A funcao g é PL-Lipschitz com a métrica dy;. Além disso,
sup{[|dg.l. - @ € 7 (Bw(f(z0),7/4))} < PL. (1.6)
De fato, para todo z,y € f~'(Bn(f(xo),r/4)), usando a afirmagao 2, temos que
l9(x) = g(W)] = 1§ 0 AW )ur@oy (¥ 0 £(2) = ¥ 0 f(y))]
< W™ y(rwon (¥ 0 f(2) =0 o F(Y))] fo)
= [[Y o flz) =vo fWIl < Pdn(f(z), f(y))
< PLdp(z,y).
Assim, g é PL-Lipschitz. Usando o caso N = R, obtemos
sup{[|dg.l. - @ € 7 (Bw(f(0),7/4))} < PL.

Finalmente, das desigualdades (1.5) e (1.6), temos uma contradi¢ao. Portanto, a proposi¢ao

é verdadeira. [ |
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Lema 1.26 Seja M uma variedade Finsler K -fraca uniforme de classe C'. Entdo para todo
x9g € M e toda carta o : U — X com x¢ € U satisfazendo a desigualdade (1.2), eziste uma

vizinhanaga aberta V- C U de xqy tal que

1
= (p,9) < llle(p) = ¢(@ll < Kdu(p,q),  para todo p,q €V, (1.7)
onde ||| - ||| : X — R € a norma definida por |[|z||] := [|d(¢™") p(wo) ()] 20 -

Prova. Por um argumento anédlogo ao da demostracao da proposi¢ao acima, existe r > 0

tal que Bys(zo,7/4) C By(zo,7) C U C M. Além disso,
du(p,q) = inf{L(y) : v é uma curva de classe C" ligando pa ge v C U},

para todo p,q € Bp(xg,r/4).
Logo, dados p,q € By(zg,7/4) e € > 0 existe uma curva ~y : [0,7] — U de classe C*
ligando p a ¢ tais que

L(9) < du(p. ) +

Definamos (3 : [0,7] — X por f(t) = ¢ o y(t). Entao 3 liga ¢(p) a ¢(q) e da desigualdade

(1.2), temos que
lle() = (@Il = ld(e™ ) pwo) (2(P) = 2(9)) ]z < L(B)

S RGO
- /0 1d(0™) pw0) (A6 (V' (1)) o dt

T
<K /0 (™) pye (o (Y (0))) ey dt

3

=K [ W@l &t = K L0) < K [dutp.0) + ]

= Kdy(p,q) +e.
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Agora, consideremos ¢! e s > 0 tal que B(p(zo),s) C ¢(Ba(zo,7/4)). Dados x,y €

B(¢(xg), s), definamos a curva v : [0,1] — M por
Y(t) =~ (ty + (1 — t)x) € Bur(wo,7/4).
Entao,

Ay~ (), () SL(7)=/O Y ()] |40y dt:/o 1d(e™ ) ptren (¥ — ) it

1
<K / 1860 oty (9 — )1 dt
— K |lle - ylll.

Finalmente, definimos V := ¢~ (B(¢(z0), 5)), 0 que encerra a prova. |

1.4 Aproximacao Suave em Variedades Finsler

Definigao 1.27 Seja k € NU {oo}. Dizemos que um espago de Banach (X, || -||) satisfaz a
propriedade (A¥) se existe uma constante Co > 1 que s6 depende do espaco (X, | -||) tal que

para toda funcgao lipschitziana f : X — R e qualquer ¢ > 0 existe uma funcgao lipschitziana

K : X — R de classe C* tal que
|f(z) — K(z)| <e paratodo x€ X, e Lip(K) < CyLip(f).

Teorema 1.28 Seja H um espagco de Hilbert. Entdo, para toda funcgao lipschitziana f :

H — R ee >0, existe uma funcao lipschitziana g : H — R de classe C' tal que
|f(z) —g(x)| <e para todo x € H, e Lip(g) < Lip(f).
Prova. Veja [14]. |

Corolério 1.29 Todo espaco de Hilbert H satisfaz a propriedade (A'). Além disso, a con-

stante Cy = 1 nao depende da norma Hilbertiana considerada em H.
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Definicao 1.30 Dado um espaco topologico M e uma funcao f: M — R™, o suporte de

f € o fecho do conjunto
{peM: f(p) #0}.

Usaremos a notagdo supp(f) para indicar o suporte de f.

Defini¢ao 1.31 Uma familia U = {Uy}taca de subconjuntos de um espago topoldgico M
chama-se localmente finita quando todo ponto p € M possui uma vizinhanca que intersecta

apenas um numero finito de subconjuntos U, de U.

Lema 1.32 Sejam E um espago métrico eUd = {U, },eq uma cobertura de E. Entao existem

refinamentos {Vy ; }nenreq € {Whrtnenreq de U satisfazendo as sequintes propriedades:
(1) Vor C Wy, C U, para todon € N er € Q,
(i) dist(Vy,, E\Why) > 5 para todon € N er € €,
(113) dist(Wy e, Wy o) > 2,1% para qualquern € N e r.r' € Q, r #£1/,
(tv) Para todo x € E existe uma bola aberta B(x,s,) de E e um n, € N tal que:
(a) sei>ng, entao B(x,s;) N W;, =0, para qualquer r € €,
(b) sei < n,, entio B(x,s;) N W;, # 0, para no mdzimo um r € ).

Prova. Ver [10] pagina 390. |

Definicao 1.33 Sejam M uma variedade Finsler de classe C' el = {U, }req uma cobertura
de M. Uma particao da unidade lipschitziana de classe C* (k < 1) subordinada a
cobertura U = {U, }req € uma familia {1;}ier de fungoes lipschitzianas v; : M — R de

classe C* tais que:
(1) ¥i(x) >0, para todo x € M ei€ I,

(2) A familia {supp(v;)}icr € localmente finita,
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(3) Para todo i € I eziste r € Q tal que supp(y;) C U,.

(4) > e Vi(x) =1 para todo x € M

Lema 1.34 Seja (X, || - ||) um espaco de Banach que satisfaz a propriedade (A¥) tal que
a constante Cy nao depende da norma (equivalente) definida em X e seja M uma var-
iedade Finsler K -fraca uniforme de classe C' modelada sobre X. Entdo toda cobertura aberta
U ={U,} er de M possui um refinamento {W, 4 tnenqer € existe uma particao da unidade

lipschitziana {¢n ~ fnenqer de classe C™ (m := min{l, k}) subordinada a cobertura U tal que

supp(Vny) C Why €

||dtpn Al < 15nCo K22 para todo p € M.

Prova. A prova sera realizada em 9 passos.

Passo 1. Seja I' um conjunto de indices. Dado p, € M, existe um aberto By (p,,30,.)
e uma aplicacao ¢, : Buy(p, 36, ) — X de classe C' com ¢, (p,) = 0 tal que a condi¢ao
(P1) da Defini¢ao 1.14 junto com as desigualdades (1.2) e (1.7) sao satisfeitas para todo

q € Bui(py, 30y, )-

Afirmagao 1: As aplicagoes ¢, e Pyt 8O lipschitzianas. Além disso,
Lip(py,) < K e Lip(g,') < K.
De fato, dado que ¢, satisfaz a desigualdade (1.7), isto é,

1
72 (p:) < llp, (0) = 9, (@)]ll5 < Kdu(p, ),

onde ||| - ||, = [[d(¢,. )o()[p, : X —> R é uma norma em X, a afirmagao é verdadeira.
Passo 2. Seja U = {Bas(py,20+)}yer uma cobertura aberta de M, onde 9§, := §, . Pelo

Lema 1.32, existem refinamentos {V,  }nenqer € {Wi 5 tnenqer de U tais que
(al) V,, C Wy, C U, = By(py,20,) paratodon € N, y €T,

(a2) distyr(Vyyy, E\W,y) > 5 paratodon € N, v € T,
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(a3) distayr (W, Wi y) > 2,1% para qualquer n € N e ~,+ €T', v #+/,
(ad) As familias {W,, » tnenqyer € {Wh 4 }yer sdo localmente finitas.

Com o intuito de nao sobrecarregar as notagoes, fazemos as seguintes identificacoes:

Oy =p, By =9 (Bu(py, 364)),

‘7"7’7 = Wv(vnﬁ) e Wy, = ‘Pv(Wnﬁ)'

Segue do item (al) que
Vo, C W, C B, CX.

Sejam A, B subconjuntos de X. Definamos a funcao dist, : X x X — R por
dist, (A, B) = inf{|||x — y|||, : ® € A, y € B}.

Afirmacio 2: dist,(V,., B,\W,,) > T
De fato, para todo x € f/nﬂ ey e Bw\an existem p € V., e ¢ € By (py, 04)\W,, 4 tais

que ¢,(p) =z e ¢,(q) =y. Usando o item (a2) junto com a desigualdade (1.7), segue que

1
[z = yllly = [ller () = e (D|y = S=du(p,q) =

K K2n+l ’
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Isto implica que
1

disty (Vs By \Wns) 2 25057

0 que prova a afirmacao.

Passo 3. Definamos a funcao ¢, : X — R por
On () = dist,(x, V).
Essa funcao satisfaz as seguinte propriedades:

(bl) ¢n,’y(‘7n;y) = 0.

(62) 6ns(B\Wns) > g

De fato, dado z € By\an da Afirmacao 2, segue que

- 1

¢n77(x) = diSt,y(x, Vn,fy) Z K2n+1 .

(b3) ¢ € 1-Lipschitz.
De fato, sejam x,y € X. Para todo z € f/nﬁ, temos que
disty (2, Vo) < |l = 2l[ly < llz = yllly + [lly = 2l

Logo, como
O (@) = [llz = yllly < llly = =I5

vale para todo z € Vnm temos que

Ony () = [llz = yllly < Pny().

Assim,
Oy (T) = G (y) < [z = yl[l5-

Por outro lado, trocando x por y, temos que

Pny(y) = Pny (@) <|lly = [lly = [l = ylll5-

Consequentemente

|60 () = Gny (W) < M|z = ylll5-
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Afirmagao 3: Existe uma fungao lipschitziana 6, : R — [0, 1] tal que 6, = 1, para todo
t € (=00, 173wt € 0, = 0, para todo t € [5zamrr, +00). Além disso, Lip(f,) < 5K2".

De fato, consideremos a funcao 6, : R — [0, 1] definida por

1 se t< -——1

iy 4K2n+17
_ 1 1
On(t) = ¢ 2—4K2"'t se by <t < 57t
1
0 se t> SFeonTT-

Provemos que € lipschitziana.

On (1)

1 1
4K2n+1 2K on+1

Figura 1.4: Funcao 6,(¢).

e Dados t1,ty € (—00, ) OU t1, b2 € [57ma7r, +00), obtemos

10, (t1) — 0, (t2)] = 0 < AK2" Tt — ty].

e Dados t1,ts € (579771, 179777 ), Obtemos
0, (t1) — On(t2)] = [(2 — 4K2" 1) — (2 — 4K2"T'ty)| = 4K 2" |t — to].
e Dados t; € (—o0, m;nﬂ] ety € (m;nﬂ, m;nﬁ), temos que
0(t1) = Ou(t2)] = |1 — 4K2" "y (1)
Como 1 —4K2" 1, <0 e 4K2" 1 (ty — t1) > 0, segue que
1 —4K2" ) <AK2" M (ty — 11). (2)
Por outro lado , dado que t; < m;n“, segue que

A" () —ty) < 1 —4K2" My,
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o que implica que

—4K2" (ty — 1) < 1 — 4K2™ ¢,

Assim, as desigualdades (1), (2) e (3) implicam que

|0, (t1) — On(ta)] = |1 — 4K2" | < 4K2" Tty — 4|

e Dados t; € (57971, 79o71) € b2 € |37, +00), segue
10, (t1) — O, (t2)| = |2 — 4K 2",
Como 2 —4K2" > 0e —4K2""(t, — t;) < 0, temos que
—4K2" M (ty — 1) < 2 — 4K2"T,.

segue

Por outro lado, dado que t5 > m++1’

2 — 4K 2" ARt —ty).

Assim, combinanado as desigualdades (4), (5) e (6), temos que

10, (t1) — On(ta)| = |2 — 4AK2" 1| < 4AK2" Mty — 4.

Finalmente, dos items acima, concluimos que

|0, (t1) — On(t2)] < 4K2" Mty —t1|, para todo ti,t, € R.

Além disso,

Lip(6,) < 5K2",

o que encerra a prova da afirmacao.

Passo 5. Notemos que a funcao 6, o ¢,, , : X — R satisfaz:

(1) (0 © fny) (Vo) = 1.

De fato, dado z € V,,,, da definicdo de 6, segue que (6, © ¢p)(2) = Op(dn(2))

0,(0) = 1.
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(€2) (0, 0 bny) (B \Wi ) = 0.

1
Kon+1-

De fato, dado € B,\W,,,, temos que (6,, 0 ¢.~)(x) = 0n(dn~(x)) = 0, pois ¢, (z) >

(¢3) Lip(0, 0 ¢pn~) < HK2" pois a fun¢ao ¢, é 1-Lipschitz.

Logo, dado que X satisfaz a propriedade (A¥), entao existe uma fungdo lipschitziana &, .,
X — R de classe C* tal que

Sup{ [ ) = (60 0 )@} < . (7)

Lip(&,) < CoLip(0,, 0 ¢) < 5CoK2"T paratodo y €T en €N

Afirmagao 4: Existe uma funcao lipschitziana 6 : R — [0, 1] de classe C* tal que 6(t) = 0,
para todo t € (—o0, 1] € 0(t) = 1, para todo t € [2, +00). Além disso, Lip(f) < 3.
De fato, seja o : R — R a func¢ao dada por

_1
t

e para t >0,
a(t) =
0 para t<0.

Figura 1.5: Funcao a(t).

Observemos que « ¢é de classe C* em R\{0} e como todas as suas derivadas tendem para

0 quando t — 0, resulta que a é uma funcao de classe C* em R (veja [15] para os detalhes).
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Definamos agora a funcao g : R — R, de classe C*°, por

Bt) =t —1/4) - «(3/4—1t).

Entao

1
0 eI/ para 1 <t <3,
B(t) =

0 para outro caso.

B(t)

N

1
4

NI

Figura 1.6: Fungao [(t).
Finalmente, a funcao # : R — R definida por

_ L Bs) ds
J2 Bls) ds

é de classe C*, 0 < 6(t) < 1ed(t) =1 parat > 3. Além disso, 0 crece de 0 para 1 quando

o(t)

t varia de }1 a %. Por outro lado, como

B
Y0 = 7505 ds

e ((t) atinge o méximo em t = 0.5, temos que a derivada da fungao # é limitada. Logo a
funcao 6 ¢ lipschitziana.

Passo 6. Definamos a funcao iLn’,y : X — [0, 1] por

Notemos que as seguintes propriedades sobre a funcao iz,w ocorrem :

(d1) hy, 6 de classe C* e Lip(hy,,) < 15C K21,
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0(t)

PN

Figura 1.7: Funcao 60(t).

De fato, seja « € V,,,. Combinando a desigualdade (7) com o item (c1), temos que

1
1 > |§nv(x) — (O o ¢nw)(x)| = |§n“f — 1],

logo

w

<&nny(z) <

=] Ot

Dai, concluimos que

Py () = 0(&nq(x)) = 1.

(d3) Bn,’Y(B’Y\Wm’Y) = 0.
De fato, seja x € B,\W, . Combinando a desigualdade (7) com o item (c2), obtemos

L 60 () = (B 0 6r)(@)] = [nr () — O],

4

logo
1

—2 <&nn(x) <

1 =

implica que
iy () = 0(€n () = 0.

Passo 7. Definamos a funcao h,,, : M — [0, 1] por

hn,v(‘pw(p)) se pe BM(p7735’y)7

hn,'y (p) =
0 caso contrario.

Essa funcgao assim definida satisfaz:
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‘/n,.q,

Figura 1.8: Funcao h,, ,(p).

el) h,. é de classe C™, onde m = min{k,[}.
1) hn., é de classe C™, ond in{k,
(€2) ||d(hnq)plly < 15CoK?2"! para todo p € M, e assim Lip(h,, ) < 15CoK?2" .

(€3) supp(hp) C Wiy C Bar(py, 295).
De fato, usando o item (d3), temos que h,,(p) = 0 sempre que ¢, (p) € BV\VVW,, ou

seja, sempre que p € B,\W,, ,. Portanto, supp(h,) C W, C Bu(p,,26,).
(e4) A familia {supp(hn ) }nen~er € localmente finita.

Passo 8. Para cada n € N, definamos a funcao h, : M — R por

hn(p) = Z hn,v(p)-

yel

an/’
Figura 1.9: Fungao h,(p).

Visto que a familia {W,, , },er € localmente finita e supp(h,, ) C W, ,, segue que a fungao

h.,, esta bem definida. Além disso, a funcao h,, verifica:

(f1) h, é de classe C™.
De fato, dado p € M, podemos encontrar um aberto U contendo p tal que U N
supp(hn~) # 0 apenas para um nimero finito de indices v € T, digamos 1,72, ..., Yr-

Assim, a restricao de h,, a U é igual a restricao de Z;Zl by, a U que é uma funcao
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de classe C™. Portanto, todo ponto de M possui uma vizinhanca aberta tal que a

restricao de h,, a tal vizinhanca é de classe C".

(f2) h”(UveF vn:y) =1

De fato, dado p € U, Vi, temos que existe v € I' tal que p € V;, 5, logo ¢, (p) € V.

Do item (d2), segue que h,(p) = hn~(p4(p)) = 1.

(13) (MU, er Wan) = 0.
De fato, dado p € M\ U,YEF Wi, entao p ¢ W, ., para todo v € T, logo ¢,(p) ¢
W, para todo v € T, entdo ¢.(p) € B,\W,,. Do item (d3), segue que h,(p) =

i (124(p)) = 0.
(f4) Para todo p € M, ||d(hy)pl|, < 15Co k22" e assim Lip(h,) < 15C K22+
Passo 9. Finalmente, definamos para cada v € T,
Yr1y=h1y € Uyy=hyy(1—h1)(1—hy)...(1 —h,_1) paracada n>2.
As funcoes 1), , assim definidas sao de classe C*°. Além disso,
(g1) [|d(¥nr)pllp < 15nCo K227+ para todo p € M.
(g2) Lip(ty) < 15nCoK?2m+1

(g3) supp(vn) C supp(hn ).
De fato’ s€ 77Z)n,7(p) ?é 07 entao hn,y(p) # O ]V_JOgO7

supp(Pny) = {p € M : Y (p) # 0} C{p € M : hyy(p) # 0} = supp(hi.).

(g4) ZneN,'yEF Yn~(p) = 1 para todo p € M.
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De fato,

5 banl) = S ) + X (o)) TT0 - i)

neN,yell vyel n>2

n—1

=hi(p) + Y ha(p) ]:[(1 — hi(p))

n>2 1=1

=1- H(l — hi(p))-

i>1
Logo para todo p € M, existem n € Ney € I' taisque p € V,, 5.

Portanto

Z %,w(p) =L

neN,yell
(gh) Como {W, ,}tnen~er € localmente finita, temos que a familia {supp(¢y,~) tnenqer €

localmente finita,

o que encerra a prova do lema. [

Teorema 1.35 Seja (X, || - ||) um espaco de Banach com a propriedade (A*) tal que a
constante Cy ndo depende da norma (equivalente) definida em X e seja M uma variedade
Finsler K-fraca uniforme de classe C' modelada sobre X. Entdo para toda funcdo lips-
chitziana f : M — R e qualquer func¢do continua € : M — (0,+00) eziste uma fungdo

lipschitziana g : M — R de classe C™ (m := min{l, k}) tal que

l9(p) — f(p)| <) e ||dgy|l, < 2CoK* para todo p € M,

Lip(g) < ZCOKQLip(f).

Prova. Podemos assumir que L = Lip(f) > 0 (pois, se L = 0 o resultado é verdadeiro) e
0 < e(p) < CoK2L para todo p € M.
Para todo p € M, pela continuidade de ¢ : M — (0, 00), existe §, > 0 tal que @ < e(q)

para todo ¢ € B (p,3d,) e existe uma aplicagao ¢, : By (p,35,) — X de classe C! com
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©p(p) = 0 tal que a condigao (P1) da Definigao 1.14 junto com as desigualdades (1.2) e (1.7)
sao satsfeitas para todo ¢ € By(p, 30,).

Como na Afirmacao 1 no lema acima
Lip(pp,) < K e Lz’p(gp;wl) <K

Seja U = {B(py,20,) }yer uma cobertura aberta de M, onde 6, := 0, e I' é um conjunto
de indices.

Com o objetivo de simplificar as notacgoes consideremos

0y = 0y 2y = epy) e Il llly = 1145 o),

Para todo v € I, definamos f, : ¢, (Bm(p-,36,)) C X — R por

f’y(m) = f © 90—;1(37)'

Notemos que esta funcdo é K L-Lipschitz com a norma ||| - [||,. De fato, sejam z,y €

©y(Bu(py,304)). Visto que ¢! é lipschitziana, segue que
f+(2) = ()| = (07 (@) = fle3 ()]
< Ldu(e;'(x), 05 (y))
< KL|llz = ylll,-

Por outro lado, existem refinamentos {V,,,}nen~er € {Wanenqer de U satisfazendo as
propriedades (i)-(iv) do Lema 1.32. Pelo lema anterior, existe uma familia de fungoes lips-

chitzianas {¢, , Jnener de classe C™ tais que

Supp(¢n,’y) C Wn"‘/ C BM(p’y; 257)

Seja Ly := max{1,sup{||d(tn)pll, : p € M}}. Como X satisfaz a propriedade (AF)
e a constante Cy nao depende da norma equivalente escolhida em X, existe uma funcao

lipschitziana g, , : X — R de classe C* tal que:

€4/3

2L, para todo = € ¢,(Bu(py,39,)),

|9ny (1) = f1(@)] <
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Lip(gn~) < CoLip(f,) < CoKL com anorma |[||-||l, em X.

Definamos a funcao g : M — R por
= 3 () a0 )):
neNyer

Afirmamos que ¢ esta bem definida e é de classe C™. De fato, como supp(vy) C W, C
B (py, 20,), segue que a aplicacao p — ¥ »(p) gn~(p4(p)) é de classe C™ em M para todo
ne€Neryel, edo fato que a familia {supp(¥n ) tnenqer é localmente finita, deduzimos
que g esta bem definida e é de classe C™ em M.

Notemos que, se 1, ,(p) # 0, segue que p € supp(¢n~) C Bu(py,26,), logo ¢, (p) €
@(Bu(py,30,)) e assim f,(04(p)) = f o9l op,(p) = f(p). Logo,

90— D) =] 3 ur(0) o (0 (0)) — f(p)‘

neN,yell

| Y @ (o) — Y wn,y(p)f(p)‘

neN,yel’ neN,yell

| S om0~ 10

neN,yel'

| X o) - A0

{(n7):¥n ~ (p)7#0}

< Z wm(p)\gnn(%(p)) - fv(@w(p))l

{(n7):bn,~ (p)7#0}

£/3
< Z Uny(P) W
n”y

{(n7):¥n ~ (p)#0}

< > Yay(p)Ep)

{(n7):9m,~ (p)7#0}

> Uas(p)e(p) = (p).

neN,yel'
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Agora iremos provar que g é 2C,K?L-Lipschitz. Primeiramente, notemos que:

e Dado que ) . ¥n~(p) = 1 para todo p € M, temos que Y ., d(¥n), = 0 para todo
p e M.

e A propriedade (iv) do refinamento {W,, - }nenqer implica que para todo p € M e
n € N existe no maximo um v € I', que denotaremos por ~,(n), tal que p € supp(1, 5).

Assim podemos definir o conjunto finito £, := {(n,7) € N xI': p € supp(tn~)} =

{(n,7p(n)) e NXT : p € supp(tn -, m))}-

e Se considerarmos a norma ||| - |||, em X, entdo Lip(g, ) < CoKL. Assim,

lgn Il == sup{lg,, () (@)[ - [[[o]lly < 1} < CoKL para todo z € X.

® Se p € Bu(py, 30, entao |[[d(wy)pl|] := sup{[l|d(@y)p (0)ll|5 = [[ollp} < K

Portanto, obtemos que

[d(gny © ©y)pllp < CoK’L, sempre que p € B (py, 395),

|ldgpll, = || Z Iy (05 (P)) (V) + Z Uny (P)A(Gny © 05)pllp

(nv’Y)EFP (nv’Y)GFP

= || Z (gn,w(gov(p))_f( AV )p Z Yy (P)A(Gny © P7)pllp

(n,y)EF (n,)EF

< Z ‘gn,v(QOv(p)) fv 807 |||d ¢n”/ Hp Z Uny(p )[d( Gy © Pr)p ||p

(nv’Y)EFP (n ’Y)EFP

< Z ‘gnﬁ(@v(p)) f+(eq(p |Hd Un)pllp + Z wn,v(p)COKzL

(nyy)EF, W
< ) KL
- Z 2n+1— nyyp(n + 0

{n:(nyyp(n))eFp} n,7p(n)

L0

Cy KL
g 1o

< 2CyK*L.
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Finalmente, pela Proposi¢ao 1.25, temos que
Lip(g) < sup{|ldg,|l, : p € M} < 2CK*L,
o que finaliza a prova. [ |

Definicao 1.36 Seja M uma variedade Finsler de classe C' no sentido de Neeb-Upmeier.
Dizemos que M é C*-uniformemente bumpable (k < 1) se existem constantes R > 1
(possivelmente grande) e r > 0 (pequeno) tais que para todo p € M e todo 6 € (0,1) existe

uma funcao b: M — [0,1] de classe C* satisfazendo:

(2) b(q) =0, sempre que dp(p,q) > 9,

(3) supyen lldbyll, < .

p

Figura 1.10: Variedade uniformemente bumpable

Corolério 1.37 Seja (X, || - ||) um espago de Banach com a propriedade (A¥) tal que a
constante Cy nao depende da norma definida em X e seja M wma variedade Finsler de
K -fraca uniforme de classe C' modelada sobre X. Entao M ¢é C™-uniformemente bumpable

com m := min{k, [}.

Prova. Para todo r > 0, § € (0,7) e p € M. Definamos a fungao f : M — [0, 1] por

1 — i) s dy(g,p) <

0,
flg) =
0 se dy(q,p) =9,

Afirmamos que f ¢ 3-Lipschitz. De fato, sejam ¢1, ¢ € M.
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(i) Se dar(gi,p) = 0 e du(ge,p) = 9, temos que

0=1f(@) ~ f(@)] < 3duar @),
(i) Se da(qi,p) <9 e dy(ge,p) <9, temos que
) = Fla) = | (1- P2 - (1. eleerl)
= % |dar(q, ) — dai(q, p)]

< —dum(q1, g2)-

SN

(iii) Se dp(q1,p) > 0 e dp(qe,p) < 0, temos que

) — Fla)| = '1_M‘ _y - dulwn)
< dM(th) . dM(CIQ,p)
<2 /
< 1d
< (@, @2)-

Além disso, f satisfaz:
1) fp) =1

2) f(q) =0seq¢ Bu(p, o)

Se consideramos a func¢do € : M — (0, +o0) definida por £(p) = i para todo p € M, o

Teorema 1.35 garante que existe uma funcao g : M — R de classe C"™ tal que
1 .
(@) = g(a)l < 7 e lldgqlly < 2CoKLip(f) para todo g € M.

Além disso,

20, K? 2C, K>
Co e Lip(g) < Cg

Finalmente, considerando a funcao lipschitziana 6 : R — [0, 1] de classe C'™ tal que

sup{lldgyll, : p € M} <

0 se t<

o(t) =

FNTICRRFN

1 se t>
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e Lip(0) < 3, definimos a funcao b : M — R por

b(q) = (00 g)(q).

A funcao b assim definida é de classe C"™. Além disso satisfaz:

i) ||dbyl], < 60%K2 para todo p € M, o que implica que sup,¢, |[dby[|, < %.

ii) b(p) = 1.
De fato, como i > |g(p) — f(p)| = |lg(p) — 1], temos que % < g(q) < %, logo b(p) =
0(g(p)) = 1.

iii) b(q) = 0 para todo ¢ ¢ Bu(p,9).
De fato, se ¢ ¢ Bu(p,d), temos que § > |g(p) — f(p)| = lg(p)| o que implica que
—1 < 9(q) < §, logo b(p) = 6(g(p)) = 0.

Definindo R = 6CyK?2, concluimos que M é uniformemente bumpable. |



Capitulo

Conceitos Basicos de Geometria Riemanniana

Neste capitulo vamos exibir defini¢oes e resultados da teoria basica geral da geometria
Riemanniana, os quais sao necessarios para o desenvolvimento do trabalho e, além disso,
vamos fixar a notacao a ser usada posteriormente. As demonstragoes dos resultados, por se
encontrarem nos livros textos basicos de Geometria Riemanniana, serao omitidas. Para mais

detalhes sobre este capitulo veja [3],[13].

2.1 Métricas Riemannianas

Definicao 2.1 Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional. Uma métrica Rieman-
niana em M é uma aplicagao que associa a cada p € M um produto interno (isto €, uma

forma bilinear simétrica, positiva definida)
(-;)p : Ty,M x T,M — R,

que varia diferenciavelmente com p no sentido de que se ¢ : U — V' € uma carta para uma
vizinhanga coordenada V' de M e B, = { 9.(p), -2 (p), g (p)} ¢ a base coordenada de

9zt \I')> 9z g

T,M associada a esta carta para cada p € V', entdao as funcgoes g;; : V — R dadas por

) = {50 5550)

sao diferencidveis.

41
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Uma variedade diferencidvel M munida de uma métrica Riemanniana é chamada de
variedade Riemanniana. Podemos também dizer que o par (M, g) é uma variedade Rieman-

niana.

2.2 Conexoes e Campos Paralelos

Definicao 2.2 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma corre-
spondéncia que a cada ponto p € M, associa um vetor X(p) € T,M. Em termos de apli-
cagoes, X € uma aplicacio de M no fibrado tangente TM. Se a aplicacao X : M — T M

¢ diferenciavel diz-se que o campo é diferencidvel.

Denotaremos por X(M) o conjunto de todos os campos diferencidveis de vetores em M,

e D(M) ao anel das fungoes reais de classe C*° definidas em M.

Definigao 2.3 Sejam X,Y € X(M). O colchete de Lie de X,Y € o campo vetorial |-, :
X(M) x X(M) — X(M) definida por

[X,Y]= XY - VX,

Definicao 2.4 Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Uma conexao afim V
em M ¢é uma aplica¢ao

Vi iX(M)xX(M)— X(M)
denotada por (X,Y) — VXY que satisfaz as sequintes propriedades:
i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
iii) Vx(fY) = fUxY + X()Y,

para todos os campos X,Y,Z € X(M) e para todas as funcoes f,g € D(M).

Dizemos que VxY € a derivada covariante do campo Y na direcao de X.
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Sejam (¢, U) uma parametrizacio de M em p, 0; = 2, X = >." X0, e Y =

ox;’

' Y79;. Pela definicao de conexao afim, temos que
Z?AYJ@ Pela definicao d fi
ViV =) ( > XYITE + X(Yk)>8k,
k=1 Nigj=1
onde
Vo, 0j = > Thoh.
k=1

As funcoes Ffj sao chamadas de simbolos de Christoffel da conexao afim V.

Definigcao 2.5 Seja M wuma variedade Riemanniana. A conexdo Riemanniana, também
conhecida como conexao de Levi-Civita, € uma conexdo afim V no fibrado tangente T M tal

que
(1) [X,Y] =VxY — VyX (simétrica)
(1) X(Y,Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ) (compatibilidade com a métrica Riemanniana),

para quaisquier XY, 7 € X(M).

Proposicao 2.6 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao V. Entao existe

uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V. ao longo de uma curva difer-

DV

encidvel o : I — M um outro campo vetorial diferencidvel =

ao longo de « tal que:
a) Z(V+W) =204 2L

b) %(fV) = Z—];V + f%, onde V' € um campo de vetores ao longo de o e f é uma funcao

diferencidvel em 1.

c) Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto €, V(t) = Y(a(t)), entdo

DV __
V= Vi,

DV

Definigao 2.7 O campo diferencidvel - é chamado a deriada covariante de V' ao longo

de «.
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Em termos dos simbolos de Christoffel a derivada covariante possui a seguinte expressao

Z {dvk Z ‘Z rs W}@k (2.1)

Definicao 2.8 Seja M uma variedade diferencidavel com uma conexao V. Um campo veto-
rial diferencidvel V' ao longo de uma curva o : I — M € chamado um paralelo ao longo de
a se

DV

— =0.
dt

Um campo X € X(M) é chamado um campo paralelo se ele € paralelo ao longo de qualquer

curva.

Usando a equagao (2.1), a defini¢do de campo paralelo é equivalente a um sistema de n
equacoes diferenciais de primeira ordem

vt S
dt — dt

Z?]

pVi=0, k=1,..n

Como o sistema de equagoes acima é linear, entao existe uma tnica solucao definida em todo

t € I satisfazendo as condigoes iniciais v*(to) = vg. Portanto temos a seguinte proposicio.

Proposicao 2.9 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao V. Seja o : [ —>

M uma curva diferencidvel em M com to,t, € 1.

(i) Para cada Vy € Toug)M existe um tinico campo de vetores paralelo V' ao longo de o tal

que V(ty) = V. (V(t) é chamado o transporte paralelo de V (ty) ao longo de o).

(17) A aplicagao
Pt

to,a

: Ta(to)M — Ta(tl)M

definida por
Py o(Vo) = V(th),

onde V' € o transporte paralelo de Vi ao longo de «, é uma isometria linear.
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Observagao 2.10 (1) A aplicagao inversa de Pttolya € denotada por Pttf’ya s TognyM —
Ta(to)M'

(2) No caso particular que « € o inico segmento geodésico ligando os pontos p e q em M,

entao o transporte paralelo ao longo de o de p a g € denotado por Ly, : T, — T, M.

2.3 Geodésicas e Aplicacao Exponencial

Definicao 2.11 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma curva diferencidvel
v: I — M é uma geodésica se
D~/
dt

(t) =0
para todo t € I.

Em outras palavras, uma geodésica ¢ uma curva cujo campo velocidade é paralelo ao
longo da curva (uma curva que transporta paralelamente o seu préprio vetor tangente).
Se [a,b] C I e~y :I — M é uma geodésica, entdo a restricao de v a [a,b] é chamada

segmento de geodésica que liga y(a) a v(b).
Proposicao 2.12 Se v : I — M € uma geodésica, entao
17 (t)|| = constante.
Defini¢ao 2.13 Uma geodésica y : I — M é normalizada ( ou unitdria) se
@I = 1.

Observagao 2.14 Toda geodesica que nao é um ponto (ou seja, ||V (t)|| # 0) pode ser

normalizada através de uma parametrizacao por comprimento de arco.

Em um sistema de coordenadas (¢,U) em torno de 7(tg), v serd uma geodésica se, e
somente se, satisfazer o sistema de equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem nao

linear, chamado a equacao geodésica

d?z* - dzt dxt
k. —
dt? Z Yodt dt

t,j=1
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onde y(t) = @(z*(t), ..., 2"(t)) na parametrizacio (¢, U). A existéncia e unicidade da solugao
do sistema de equagoes acima satisfazendo condigoes iniciais x'(ty) = w4, € dd—:”:(to) = V;, NOS

leva ao seguinte teorema.

Teorema 2.15 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Geodésicas) Seja M uma var-
iedade Riemanniana. Entao para todo p € M ev € T,M, e para cada ty € R, existe um

intervalo aberto I C R contendo ty e uma unica geodésica v : I — M tal que y(to) =p e
v (tg) = v.
Denotaremos a geodésica v(t) de M que no instante ¢ = 0 passa por p com velocidade v

por (£, p, v).
Podemos aumentar ou disminuir a velocidade de uma geodésica alterando assim o seu

intervalo de definicao. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Lema 2.16 (Homogeneidade de uma geodésica) Seja~y : (—9,0) — M uma geodésica
tal que v(0) = p e v (0) = v. Para qualquer a > 0 a curva 5(t) = vy(at) é uma geodésica tal
que 5(0) = p e B'(0) = av definida no intervalo (—g, g) Consequentemente,
v(t, q,av) = y(at, q,v).
No intuito de definir a aplicagdo exponencial, precisamos da seguinte proposicao.

Proposicao 2.17 Seja M uma variedade Riemanniana. Entao, para cada p € M existe

uma vizinhanca V de p € M, € > 0 e uma aplicacdo diferencidvel
v:i(=2,2) xV—M, V={(qv):qeV eveT, M|l <ec}

tais que a curva t — ~y(t,q,v), t € (—=2,2), € a tnica geodésica de M que satisfaz as

condigoes iniciais v(0) = q, 7'(0) = v para todo ¢ € V' e para todo v € T,M tal que ||v|| < .

Definicao 2.18 Seja M uma variedade Riemanniana. Dadop € M eV C T M um aberto

dado pela proposicao acima. Entao a aplicacdo exp : V — M dada por

v
exp(q,v) = (1, 4,v) = v(!lvll,p, W)’ (g.0) €V,

¢ chamada a aplicagao exponencial em V.
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E usual considerar a aplicagao exponencial restrita a bola aberta B(0,¢) C T,M, ou seja
definiremos

exp, : B(0,e) CT,M — M

por exp,(v) = exp(q,v).
Geometricamente, se v # 0, exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento
v

igual a ||v]|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por ¢ com velocidade ol No caso

em que ||v|| = 0 temos que exp,(v) = q.

Teorema 2.19 Dado p € M, existe um ¢ > 0 tal que exp, : B(0,e) C T,M — M ¢é um

difeomorfismo de B(0,¢) sobre um aberto de M.

Definicao 2.20 Se exp, é um difeomorfismo em uma vizinhanca V' da origem em T,M,
exp,(V) = U € chamada uma vizinhanga normal de p. Se B(0,¢) € tal que B(0,e) C V,
chamamos exp,(B(0,e)) = B(p,e) de bola geodésica de centro p e radio €. A fronteira

0B(p,€) de uma bola geodésica é chamada uma esfera geodésica centrada em p.

Teorema 2.21 Seja M uma variedade Riemanniana, p € M. Para todo € > 0 existe r > 0
tal que se 0 < § < r, temos que exp, : B(0,0) — B(p,d) é um difeomorfismo (1 + ¢)-
bilipschitz (isto €, as aplicagoes exp, : B(0,0) — B(p,d) e exp;l : B(p,0) — B(0,6) sao
(14 ¢)-Lipschitz).

Lema 2.22 (Lema de Gauss) Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M ev € T,M

tal que exp,(v) estd definida. Entao

(d(exp,)yv, d(exp,)yw) = (v, w)

para todo w € T,M.
Em particular, as geodésicas radiais que partem de p sdo ortogonais as esferas geodésicas

centradas em p.



Capitulo 2. Conceitos Bésicos de Geometria Riemanniana 48

2.4 A Distancia Intrinseca

Definicao 2.23 Seja M uma variedade Riemanniana ey : I — M uma curva parametrizada.

O comprimento do segmento vy definido no intervalo [a,b] C I € definido por

b
L) = [ I ®lh dt
Definigao 2.24 Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Dadosp e g € M, a distancia
entre p e q € definida por
dy(p,q) = inf{L(v) : v € uma curva diferencidvel por partes ligando p e q}.

Proposicao 2.25 Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Com a fun¢do distancia
definida acima, M é um espaco métrico. Além disso, a topologia de M como espago métrico

coincide com a topologia inicial de M como variedade diferencidvel.

Observacao 2.26 Seja M ¢ uma variedade Riemanniana e f : M — R uma funcao
diferencidvel. Para cada p € M, df, : T,M — R é uma funcional linear, o Teorema de

representagdo de Riesz garante que existe um unico vetor V f(p) € T,M tal que
df,(v) = (Vf(p),v), para todo v € T,M, p € M.

Além disso,

dfpllp = IV S ()l

Definigao 2.27 Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M — R uma funcdo difer-
encidavel. Definimos o gradiente de f, denotado por Vf, como sendo o campo vetorial em
M dado por

(Vf(p),v), =dfy(v) para todo v € T,M, p € M.

Lema 2.28 Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Dado p € M, seja B(p,e) a bola

geodésica centrada em p e raio €. Considere a fun¢do d : B(p,e) — R definida por

d(z) = du(p,x) = |lexp, " (2)]],.

Temos que:
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(1) d € diferencidavel em B(p,e)\{p}

(17) ||Vd(z)||l. =1 e Vd(x) € ortogonal as esferas geodésicas centradas em p e aponta para

afora.

Prova.

(i) Dado que d(x) = |lexp,*(z)||, = \/<exp;1(x), exp;l(x)>p e exp, ¢ um difeomorfismo

no dominio de d, temos que d é diferenciavel em B(p,e)\{p}.

(7i) Como as esferas geodésicas sdo curvas de nivel da fungao d, vale a ortogonalidade.
Dado z € B(p,¢), com d(z) = to, seja v : [0,ty] — M uma geodésica parametrizada

por comprimento de arco tal que v(0) = p e y(tg) = =. Entao

(Vi (to)), 7 (to))e = Sldom®] =50 =1
Logo,
IVd(y(to))lle = [[Vd(y(to))lla |1V (o) lle = [{(Vd(to), 7 (t0))s| = 1.
Portanto,
IVd(z)le = 1,
o que finaliza a prova. [ |

2.5 Variedades Completas e o Teorema de Hopf-Rinow

Definicao 2.29 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que M ¢é geodesicamente
completa se para todo p € M as geodésicas radiais y(t) partindo de p estao definidas para

todo t € R.

Lema 2.30 Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Se exp, estd definida em todo

T,M, entao qualquer ponto q € M pode ser ligado a p por um segmento geodésico vy tal que

L(v) = du(p, q)-
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Teorema 2.31 (Hopf-Rinow) Se M ¢é uma variedade Riemanniana completa e conezxa,

entao existe pelo menos uma geodésica minimal que liga dois pontos quaisquer de M.

Definicao 2.32 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que um subconjunto U C M
é convexo se para todos os pontos x,y € U existe uma unica geodésica minimizante ligando

x ay cuja imagem estd inteiramente contida em U.

Teorema 2.33 (Teorema de Whitehead) Seja M uma variedade Riemanniana. Dado

x € M, existe ¢ > 0 tal que para todo r € (0,¢) a bola B(z,r) = exp,(B(0,7)) € conveza.

Prova. Veja [12], pagina 220. |

O Teorema 2.33 motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.34 Dizemos que uma variedade Riemanniana M € uniformemente local-
mente convexa se existe ¢ > 0 tal que para todo x € M er € (0,¢) a bola B(xz,r) =

exp,(B(0,7)) € conveza.

Definicao 2.35 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o rato de convexidade

c(M,z) de x € M por
c(M,z) = sup{r € RT U {400} : a bola geodésica B(z,r) €é conveza}.
O raio de convezidade c(M) de M € definido por
(M) :=inf{c(M,z):x € M}.

Observagao 2.36 Pelo Teorema 2.33, temos que ¢(M,x) > 0 para todo x € M. Por outro
lado, a fun¢do x — c(M,z) € continua (veja [12], Coroldrio 1.9.11). Portanto, se M é

compacta, entao c¢(M) >0, isto é, M é uniformemente localmente conveza.

Definicao 2.37 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o raio de injetividade

i(M,x) de x € M por

i(M,z) ;= sup{r € R" U {400} : exp, : B(0,r) — M ¢é um difeomorfismo C*}.
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O raio de injetividade i(M) de M € definido por
i(M) =inf{i(M,z) : z € M}.

Observagao 2.38 Pelo Teorema 2.19, temos que i(M,x) > 0 para todo x € M. Por outro
lado, a fun¢ao x —— i(M,x) é continua (veja [12], Proposi¢ao 2.1.10). Portanto, se M €

compacta, entao i(M) > 0.

2.6 Desigualdades de Valor Médio

Definicao 2.39 Sejam M, N variedades Riemannianas e K > 0. Uma funcao f : M — N

¢ dita ser K-Lipschitz se
dy(f(x), fly) < K dy(x,y), para todo x € M.

Teorema 2.40 (Desigualdade de valor médio) Sejam M, N wvariedades Riemannianas
e f: M — N uma aplicacio diferencidvel. Se existe uma constante C'° > 0 tal que

l|dfe]|: < C para todo x € M, entio f é C-Lipschitz.

Prova. Sejam p,q € M. Segue da definicao de dy;(p, q) que dado £ > 0, existe uma curva
v :[0,T] — M com v(0) =p e y(T) = q tal que

€

L(y) < dwm(p,q) + rok

consideramos a curva 3 : [0,7] — N definida por §(t) := f o y(t), temos que f é de classe

C' eliga f(p) a f(¢) em N. Devido & definicao de dy(f(p), f(q)), temos que
T T
dn(f(p). f(q) < L(B) = /0 18" ) lse dt = /0 s (Y () e it
T
< [ 1N Olho dt = L0)
0

<C (dM(p, q) + %) = Cdu(p,q) +e.
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Portanto,
dn(f(p), f(q) < Cdu(p,q),

o que conclui a prova. |

Teorema 2.41 Sejam M, N wvariedades Riemannianas e f : M — N uma aplica¢ao K-

Lipschitz, entao ||df,||. < K para todo x € M.

Prova. Vamos considerar primeiro o caso N = R. Suponhamos que existe xqg € M tal que
l|dfeolley > K, ou seja, ||dfuy|ley = sup{dfas,(v) : v € TopyM, ||v]]sy < 1} > K. Segue da

defini¢do de supremo que dado € > 0 existe vy € T, M com ||v||., = 1 tal que
K—-e< ||dfxo||wo —e< dfwo(v())‘
Logo, desde que € ¢é arbitrario, temos que

dfro (Uo) > K.

Seja y(t) = expy, (tvy) a geodésica radial definida para ¢ € [—rg,ro] com ry > 0 (suficiente-

mente pequeno). Definamos a fungao F : [—ry, 9] — R por

F(t) = (f oy)(t).

Notemos que F'(0) = df,,(vo) > K. Pela definigao de F’(0), existe dy € (0,7) tal que

F(t) — F(0)

; > K, sempre que —dg <t <p.

Dado que zg = ¥(0), escolhendo yo = v(dy), temos que

|f(z0) = f(yo)| = F(d0) — F(0) > K 6o = K dps(0, Yo),

o que contradiz o fato de que f é K- Lipschitz.
Agora vejamos o caso geral, ou seja, quando N é uma variedade Riemanniana. Supon-
hamos que ||df, ||z, > K para algum zo € M, entdo existem &, € TJZ“(I)N e vy € T,M com

[[vollzg = 1= [[Sol rao) © tais que K < {[dfu,|lzg = o(dfuo (v0)).
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Escolhemos sy > 0 e € > 0 suficientemente pequeno de tal forma que
expy s+ B(f(x0), 50) — B0, 50)

¢ um difeomorfismo (1 + ¢)-Lipschitz e K < (1 +¢)K < ||dfs||z,- Além disso, escolhemos
ro > 0 suficientemente pequeno tal que f(B(xg,r9)) C B(f(xo),s0). Agora, considerando a

funcio g : B(xo, 7o) — R dada por
o(a) = & eapl, (F(2).
Notemos que
l9(x) = g(W)] = [olexpyiy, (f(2))) = Eoleapyi,y (F(y))]
= o (eamyh () — capit, (F))]
< lexpy oy (F(2) = expyly (FOD o)
< (L+e)dn(f(x), fy))
< (14 e)K dy(z,y).
Por outro lado, visto que d(exp;(lxo)) fzo) € a identidade, temos que

g (Vo) = d(go)exp;(lzo)(f(x)) 0 d(exP () fwo) © Afeo(V0)
= o © df, (Vo) = |[df g || o
> (1+¢)K,

o que contradiz o resultado provado para o caso N = R. |
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O Principio Variacional Suave em Variedades

Riemannianas

Definicao 3.1 Seja f : M — R U {+00} uma funcao que toma valores no conjunto dos

numeros reais estendidos. A func¢ao f € chamada de fung¢ao propria quando
Dom(f)={x e M: f(z) < 0o} # 0.

Defini¢ao 3.2 Dizemos que a fungio f : M — RU {400} € semicontinua inferior-
mente (s.c.i.) em xy se para todo € > 0, existe uma vizinhanca Uy, C M de xq tal que
f(zo) < f(z) + €, para todo x € U,,. Dizemos que f é semicontinua superiormente

(s.c.s.) em xg se —f € s.c.i. em xo.

Proposicao 3.3 Seja f: M — RU {+o00}. As sequintes afirmacies sao equivalentes:

(1) f € s.c.i.
(2) Dado x € M, liminf, ., f(y) > f(z).

(3) Dado x € M e (xy)nen tal que x, — x, liminf, o f(z,) > f(x).

Proposicao 3.4 Se f, e fy sao funcoes s.c.i., entao f1 + fo € s.c.i.

o4
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Definicao 3.5 Sejam M uma variedade Riemanniana e F : M — RU {400} uma fungdo

limitada inferiormente. Dizemos que F' atinge um minimo forte em p € M se
(1) F(p) =inf{F(z):x € M}
(2) Dada (pn)nen € M tal que F(p,) — F(p), entao dyi(pn,p) — 0.

Definicao 3.6 Dizemos que uma variedade Riemanniana M é uniformemente bumpable
se existem R > 1 (possivelmente grande) e v > 0 (pequeno) tais que para todo p € M e

§ € (0,r) existe uma fun¢io b: M — [0,1] de classe C* tal que:

L b(p) =1,
2. b(x) =0 se d(z,p) >0,

3. sup,eyy ||dbsl]. < E.

Corolario 3.7 Toda variedade Riemanniana é uniformemente bumpable.
Prova. Isto segue diretamente dos Corolarios 1.29 e 1.37. [

Teorema 3.8 (Principio variacional suave) Sejam M uma variedade Riemanniana com-
pleta e F': M — R U {+00} uma fun¢io prdpria, s.c.i. e limitada inferiormente. Entao

para todo 6 > 0, existe uma funcdio ¢ : M — R de classe C' e limitada tal que:
(1) F + ¢ atinge um minimo forte em M.
(2) [lelloo = supyenr [o(p)] <8 € [ldelleo == suppes ||dep|l, < 6.

Prova. A prova segue diretamente dos Lemas 3.9, 3.10 e 3.11. |
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Lema 3.9 Seja (M,d(-,-)) um espago métrico completo e (Y,|| - ||y) um espago de Banach

de fungoes reales limitadas e continuas em M que satisfazem as sequintes condicoes:

D) llelly = [lellee == sup{[e(z)] - 2z € M},

2) Ezistem constantes C' > 1 e r > 0 tais que para todop € M, e >0 e € (0,r), existe
uma funcao b €Y tal que:
(i) b(p) = ¢,
(i) [|blly < Ce(1+3),
(i73) b(x) =0 sempre que x ¢ B(p,?).
Seja f : M — RU{+o0} uma fungao propria, s.c.i. e limitada inferiormente, entao o

conjunto

G={peY: f+¢ atinge um minimo forte em M}

contem um subconjunto Gs denso em Y.

Prova. Seja N € N tal que N > % Para cada n > N consideremos o conjunto

Up,={p €Y :existe zg € M tal que (f + ¢)(xo) < inf{(f + ¢)(z) : x € M\B(xo, %)}

Afirmacao 1: O conjunto U, é aberto.

De fato, dada ¢ € U, definamos

o= int{(f +9)(x) -7 € M\Blzo, )} > (f +9)(x0)

pi= (= (f+¢)(x0))-

Wl =

Afirmamos que B(yp, p) C U,. De fato, dada ¢ € B(p, p), temos que



Capitulo 3. O Principio Variacional Suave em Variedades Riemannianas 57

WE((F + 0)(x) 7 € M\Bla, )} = mf{(f + @)(x) = € M\B(an, 1))+
+inf{( — 9)(a) 0 € M\B(ao, )}
> a+inf{(po — ¢)(z) : v € M}
= o= sup{( — po)(2) 2 € M}

=a— |[po — ¢l = a—[|lpo — oy

>a=Z(a—(f +0)w)

= o+ 2(f +9)0)
> (f +¢)(zo).

Logo, ¢¢ € U,. Portanto U, é aberto.
Afirmacao 2: O conjunto U, é denso em Y.
De fato, sejam ¢ € Y e ¢ > 0. Dado que f + ¢ ¢é limitada inferiormente existe xqg € M tal

que

(f + @) (o) <inf{(f +p)(z) v € M} +e. (3.1)

Seja 0 = % < r, por hipotese podemos escolher uma funcao b € Y tal que:
(i) b(zo) =,
(i) [lly < Ce(1+4 §) = Ce(1 +n),
(iii) b(z) =0 se x & B(zo,8) = B(xo, = ).
A desigualdade (3.1) combinada com o item (i) implica que

(f + @) (o) = b(wo) < inf{(f + @o)(x) : x € M}.
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Se definimos h = —b, temos que

(f + o+ h)(zo) <inf{(f + ¢)(z) : x € M} <inf{(f + ¢)(z) : € M\B(xo, %)}

Usando o item (iii), temos que

inf{(f +)(z) : = € M\B(zo, %)} —inf{(f + ¢ + h)(x) : & € M\B(xo, %)}.

Combinando as duas ultimas desigualdades,

(F 4+ W)ao) < inf{(f + 0+ B)(x) : v € M\Blzo, )}

Apartir desta desigualdade podemos ver que ¢ + h € U,.
Por outro lado, temos que ||¢ — (¢ + h)||y = || — hlly = ||b|ly < Ce(1 4+ n). Assim,
concluimos que U, é denso em Y.
Afirmacao 3: U = () _, U, ¢ um subconjunto G5 denso em Y.
De fato, segue imediatamente do Teorema de Baire.
Afirmacgao 4: U esta contido em G.
De fato, devemos provar que, se ¢ € U, entao f + ¢ atinge um minimo forte em M.

Para cada n > N, como ¢ € U,, existe x,, € M tal que

(f +¢)(a) < inf{(F + 9)(x) : © € M\B(x, 1)} (32

Notemos que: se k > n, entdo zy € B(z,, %) De fato, se zy ¢ B(x,, %), entao

(f + @) () <inf{(f +¢)(x) : 2 € M\B(xn, =)} < (f + @) (k). (3-3)

1
n
Por outro lado, % > % implica que x, ¢ B(xy, %), assim

(f + @) (wr) <inf{(f + @) (x) : © € M\B(xy, %)} < (f +¢)(n),

o que é uma contradi¢do com (3.3). Portanto, (z,)% y ¢ uma sequéncia de Cauchy em M,
e dado que M é completo, (x,)22 5 converge para algum zg € M.
Definamos

ap = inf{(f + ¢)(x) : x € M\B(x,, %)}
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Dado que f é s.c.i.,
(f +¢)(xo) < lminf(f + ¢)(x,) < liminf ay,.

Logo, dado y € M, y # xy, existe ng € N tal que y ¢ B(x,, %), para todo n > ny. Entao

a, < (f+¢)(y), para todo n > ng e consequentemente,

(f +¢)(zo) <liminf oy, < (f +¢)(y).

Assim, f + ¢ atinge um minimo global em zy € M.
Finalmente, provaremos que f+ ¢ atinge um minimo forte em z¢ € M, ou seja, se (Y )n>1

é uma sequencia em M tal que

Tim (f + @) (yn) = (f +¢)(w0),

implica que vy, — xo. Suponhamos que ¥, nao converge para ry. Podemos supor que

d(yn, o) > € para todo n > 1. Usando a desigualdade triangular, temos que
d(Yn, xr) + d(xg, 29) > € para todo n,k > 1.

Dado que xp — z¢, existe N € N tal que
d(Yn, 1) —l—% >¢ paratodo n>1e k>N,

se escolhemos £ suficientemente grande tal que % <5ek >N, temos que

1
d(Yn, )) > 5 bara todo n > 1.
Visto que (f + ¢) atinge um minimo global em xg, temos que

(F+9)(w0) < (7 +9)(a) < (] +£)(a) : = & Blaw, 1)} < (F + 0)um)

para todo n > 1. Dali,
(f +9)(yn) = (f + ©)(20)-

Isto é uma contradicao.

Portanto, G contem um subconjunto G5 denso em Y. [
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Lema 3.10 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Entao, o espaco vetorial
Y ={p: M —R:p e de classe C,limitada e lipschitziana},
munido da norma ||¢|ly = max{||¢||c, ||d¢||} € um espaco de Banach.

Prova. E claro que (Y,]| - ||y) é um espaco normado. Vejamos que (V|| - ||y) é com-
pleto. Consideremos uma sequéncia de Cauchy (@, )nen em (Y, || - |]y). Dado que ||¢n|ly =
max{||on||cos ||den||oo }, temos que (¥n)nen € (dpn)nen s@o sequéncias de Cauchy no espago
das fungoes continuas e limitadas em M e T*M, respectivamente.

Como o espago das fungdes continuas e limitadas em M com a norma || - ||o é completo

existe uma fungao continua limitada ¢ : M — R tal que

||on — @]loc — 0.

Por outro lado, desde que 7y M é um espaco normado e completo para todo xz € M, temos

que a sequéncia (dp,)nen converge para uma aplicagao ¢ : M — T*M definida por

P(x) = lim d(pn)., (3.4)

n—o0

onde o limite esta em 7' M para cada z € M.
Afirmacao 1: ¢ = dp.
De fato, dado p € M, segue do Teorema 2.19 que existe r > 0 (que depende de p ) tal
que la aplicacdo exponencial exp, : B(0,7) C T,M — B(p,r) ¢ um difeomorfismo e pelo
Teorema 2.21 as derivadas de exp, e e:cp;l sao limitadas por C' > 1 sobre B(0,r) e B(p,r),
respectivamente.

Consideremos as fungées ¢ : B(0,7) — R e @, : B(0,7) — R definidas por ¢(z) =
(poexp,)(z) e Pn(z) = (pn 0 exp,)(2), respectivamente.

Notemos que

d(‘ﬁn)wy = d(gpn)y © d(ezpp)wy

d@w, = dpy o d(expy)w,,



Capitulo 3. O Principio Variacional Suave em Variedades Riemannianas 61

onde w, = exp, ().

Segue que

sup ||d(@m)w, — A@n)w,lly < C sup ||d(pm)y — d(@n)yllp
wy €B(0,r) yeB(p,r)

S C ||d90m - dSDnHoo (35)

Por outro lado, temos que

p(h) — ¢|(|(;L)||p— w(p)(h)' _ ‘@(h) —2(0) _¢<p>< h )‘

< BP0 = et 00D,
P )
[t - v ()| (36)

Aplicando o teorema do valor médio e a desigualdade (3.5), deduz-se que
[Bm(h) = @m(0) = (n(h) = @n(0))] = |(Pm — &n)(h) = (Bm — @n)(0)]

< sup ||d(Pm — Pn)zllpl|Pl]p
z€B(0,r)

< C'|dpm — denl|ool[R]]p- (3.7)
Visto que (dgy)nen é uma sequéncia de Cauchy, dado € > 0, existe ng € N tal que,
m,n > ng implica que ||dom — dpn|leo < -
3C
Da desigualdade (3.7), segue que
. . . . €
[P (h) = @m(0) = (@u(h) = @u(0))] < Sl[Allp,  sempre que  m,n = no.

Tomando o limite quando m — oo, obtemos

|B(h) = @(0) = (@n(h) — &n(0))] < §||h||,,, sempre que 71 > ng. (3-8)
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Por outro lado, de (3.4), existe ny € N tal que n > ng implica que

a0 - v (i )| = [iaten = w00 ()| < 5 39)

Se fixamos n = ng, desde que ¢, é diferenciavel, temos

‘ @no(h) B @no (0)
1Al

h

— d(@n)o (W) \ —0 quando |[A]], = 0,
P

ou seja, existe o > 0 tal que

‘%(h) (0 s (L)

<
12l 1Al

, sempre que ||A]|, <. (3.10)

Wl M

Combinanado (3.6), (3.8), (3.9), (3.10) para n = ng, temos que

'@(h) — #2(0) = ¥(p)(h)
|12l

‘ < e, sempre que ||hl|, <0,

ou seja, ¢ é diferencidvel em 0 com d(p)y = ¥(p). Portanto, ¢ é diferencidvel em p com
dy, = 1(p). Finalmente, como p foi tomado arbitrario, concluimos que 1 = de.
Afirmacgao 2: A fungao ¢ é lipschitziana.

De fato, visto que (dy,)nen é uma sequéncia de Cauchy, dado £ > 0 existe ng € N tal que
m,n > ny implica que ||dp, — dpm||wo < €.

Como
||d(n)y — d(@m)ylly < sup |d(on)z — d(Pm)z|le = ||dpn — dpm||oo,

temos que
m,n > ny implica que ||d(¢n)y — d(m)ylly < e paratodo y € M.
Tomando o limite quando m — oo, temos que
n > ny implica que ||d(pn)y, — dgyl||y, < e paratodo y e M.

Por tanto,

lim ||dp — den||eo = 0.
n—oo
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Usando a desigualdade triangular, temos que
|ldplloe < [ldip — dipnloo + ||den||oc < o0.

Finalmente, pelo Teorema 2.40, temos que ¢ ¢é lipschitziana.
Afirmacao 3: ¢ = dyp é continua.
De fato, dado qualquer p € M, existe r > 0 tal que exp, : B(0,r) — B(p,r) e sua inversa
sao difeomorfismos 2-Lipschitz.

Definimos ¢ : B(0,7) — R por ¢(y) = (poexp,)(y). Para provar que dy é continua em
p é suficiente provar que d¢ é continua no zero. Aplicando a desigualdade triangular e (3.7),

temos

1d(@)s — d(@)ollp < [|d(B)z — d(Bn)allp + [[d(Bn) — d(Bn)ollp + ||d(@n)o — d(B)olly

=4 Hd(p - dSOnHoo + Hd(an)x - d(@ﬂ)OHP (3.11)

para todon € Ne x € B(0,r) C T,M.
Como lim,,, ||dy — dpn||e = 0, existe ng € N tal que

€
n >ng implica que ||dp — dp,||eo < =

oo

Fixando n = ng, obtemos

€
Hdgp - dgpno“oo < g (312)
De (3.10), deduzimos que @, é continua em 0, entao existe § € (0,r) tal que
8 . £
1d(ng)z = d(ngJollp < 5, sempre que [[z[], <& (3.13)

Combinando (3.11), (3.12) e (3.13), temos que
|d(@)e — d(@)oll, <&, sempre que |[[z[], <0.

Portanto, d¢ e continua em 0.

Finalmente, das Afirmacoes 1, 2 e 3 concluimos que Y é completo. |
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Lema 3.11 Seja M uma variedade Riemanniana, entdo existem numeros C > 1 er > 0
tais que para todop € M, e >0 e d € (0,r) eriste uma fungdo b: M — [0,1] de classe C*

tal que:
(1) b(p) = € = ||blloc = sup,enr [b(x)],
(2) [|dblloc = sup,ep |ldbolle < 5
(3) b(x) =0 se dy(x,p) > 9.
Em particular, max{||b||o, |[db]|} < Ce(1+ 5)

Prova. Pelo Coroléario 3.7, M ¢é uniformemente bumpable, ou seja, existem constante C' > 1
e r > 0 de modo que para todo p € M e § € (0,r) existe uma funcio b : M —s [0,1] de

classe C* tal que:

(ii) b(x) = 0, sempre que dy(z,p) > 6,
(iil) sup,ens ||dl~)x||x < %

Seja ¢ > 0, definamos a fungao b : M — [0, ] por

Notemos que esta fungao verifica (1), (2) e (3) no lema. [

Observagao 3.12 Notemos que no teorema acima podemos escrever a primeira afirmag¢ao

como
(1) F — ¢ atinge um minimo forte em M.

Basta substituir ¢ por —.



Capitulo I

Nocoes de Calculo Subdiferencial e

Superdiferencial em Variedades Riemannianas

4.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Definicao 4.1 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma funcao f: M — R

¢ diferencidvel se para todo p € M, existe uma carta (U, h) de uma vizinhanca de p tal que
foh™ ' :hU) —R

€ uma fungao diferencidvel, ou seja, existe n € Ty M tal que

o I (B(p) ) = ( 0 ) (B(p) = (1,0)

=0.
v=0 [[]]

Definig¢ao 4.2 Seja M uma variedade Riemanniana, e f: M — R U {+o0} uma fun¢ao

propria. Definimos a subdiferencial de f em p € Dom(f) por
D™ f(p) =A{de, € T;M : p € C*(M,R), f — ¢ atinge um minimo local no ponto p}.

Se & € D™ f(p), dizemos que £ € uma subdiferencial de f em p.
Da mesma forma, definimos a superdiferencial de uma funcao propria g : M —

R U {400} no ponto p € Dom(g) por

Dtg(p) = {dy, € oM v € CY(M,R), g — ¥ atinge um mdzimo local no ponto p}.

65
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Se n € Dg(p), dizemos que n € uma superdiferencial de g em p.
Defini¢ao 4.3 Para qualquer £ € D~ f(p) U D™ f(p), definimos

|1l = sup{|&(h)| : h € T,M, |[h]|, =1}
Observagao 4.4
i) Se f ¢é diferencidvel DY f(p) = D~ f(p) = {df,}.
it) D™ (=f)(p) =—=D" f(p).

Teorema 4.5 (Caracterizacao da subdiferenciabilidade) Seja f : M — R U {+o0}
uma funcao definida em uma variedade Riemanniana M, p € M en € T M. Entao as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) n € D™ f(p), isto €, existe uma funcio o : M — R de classe C* tal que f — ¢ atinge

um minimo local em p e n = dy,.

(2) Existe uma funcdo ¢ : M — R, diferencidvel em p tal que f — ¢ atinge um minimo

local em p e n = dp,.

(3) Para toda carta h - U C M — R™ com p € U, se tomarmos ( = 1o d(h™)np,

verifica-se que
oo O R () +0) = F0) = (G0 o

v=0 ]| N

(4) Eziste uma carta h : U C M — R™ com p € U e tal que, para ¢ = nod(h™)up,

verifica-se que
g & 2R (A0) +0) = flp) = (G o)

v=0 ]| N

Condigoes equivalentes podem ser estabelecidas para o caso de fungoes superdiferenciaveis.
Em particular ¢ € DT f(p) se, e somente se, existe uma carta h: U C M — R" com p € U

tal que, para ¢ =no d(h™")uy),

lim sup (fo ) (h(p) +v) = F(p) = (G, 0)

<0.
030 [lol]
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Prova. E imediato verificar que (1) = (2) e (3) = (4). Mostraremos que (2) = (3).
Definamos g : R* — R por

g(x) = (f =) o h™!(2).
Dado que f — ¢ atinge um minimo local em p, temos que g atinge um minimo local em h(p),
pois g(h(p)) = (f —¢)(p)- Logo,

(h(p) +v) — g(h(p))

lim inf g

v o] =0
isto é,
lim inf (foh™ —poh )(hp) +|?|}i||_ (foh™ = o k(M) | 0,
ou seja,
fm inf (foh ) (h(p) +v) — (¢ OHiz]_Hl)(h(p) +0) = f(p) + o(p) o m

Por outro lado, como ¢ o h™' ¢ diferencidvel ¢ ¢ = no d(h™ )y = dpp o d(h )pp =

d(¢ o h™ ), obtemos

(o h™)(h(p) +v) = (po h™")(h(p)) — (C,v) _

lim - 07
v=0 o]l
ou seja,
lim (¢ 0 A1) (h(p) jﬂ:jﬁ e -G _ (4.2)

Combinando (4.1) e (4.2), deduzimos que

o o) ) = (o)

v=0 ]| N

Finalmente, para provar (4) = (1), precisamos dos seguintes resultados:

Lema 4.6 (Lema de Urysohn diferencidvel) Sejam U, V dois subconjuntos nao vazios,
fechados e disjuntos, de uma variedade M de classe C*. Emiste uma funcao f : M — R de

classe C*, tal que 0 < f <1, f(U)=0¢ f(V)=1.

Prova. A prova pode ser consultada em [16] pagina 197.
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Lema 4.7 Seja F': V — R U {400} uma fungao definida num aberto V- de um espago de

Hilbet H e seja x € V tal que

liminf F(z+v) — F(x) — (1,v)

>0
v—30 [[]]

para algum T € H*, entdo existe uma funcdo v : H — R de classe C! tal que F — 1) atinge

um minimo local em x e diy, = T.
Prova. A prova pode ser consultada em [9].

Teorema 4.8 (Teorema de Tietze diferenciavel ) Seja U um subconjunto fechado de
uma variedade diferencidvel M de classe C". Toda aplicacio f : U — R, de classe C*
(k <r), pode ser estendida a uma aplicagdo h : M — R, de classe C*, definida em toda a

variedade.

Prova. A prova pode ser consultada em [16] pagina 202.
Mostraremos agora que (4) == (1). Seja V uma vizinhanca de p tal que V C U. Notemos
que a funcao F : h(U) — R U {+oo} definida por F := f o h™! satisfaz, por hipétese,

liming L UUP) +v) = F(h(p)) — (G v)

v—30 [|]]

> 0.

Pelo Lema 4.7, existe uma funcao ¢ : h(U) — R de classe C! tal que F — 1) atinge um
minimo local em h(p) e ¢ = diby(). Definamos ¢ := ¢poh : U — R. Notemos que ¢ é
uma fungao de classe C*. Além disso, (F' — 1)) o h = f — ¢ atinge um minimo local em p e
d¢p = din(y) o dhy, = C o dh(p) = 1.

Pelo Teorema de Tietze, existe uma funcao ¢ : M — R de classe C! definida por
© = 09, tal que p|;r = ¢, onde 6 é uma fungao do tipo Urysohn de classe C'* cujo valor é 1
emVe0em M\U. Como (f —¢)(z) = (f — ¢)(z) para todo x € V, concluimos que f — ¢

atinge um minimo local em p. Além disso, n = dp,. |

Observacao 4.9 No caso particular que M = R"™ com a métrica usual, n € D~ f(po) se, e

somente se

lim inf f(p) = f(po) — (n,p — po)

>0
P P — pol|

- I
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ou seja, 1 € D™ f(po) se o hiperplano p — f(p) + (n,p — po) toca abaizo do grdfico de f no

ponto po. Similarmente & € DY g(pg) se, e somente se

lim sup g(p) - g(po) — <§;p - p0>
P—po Hp _POH

<0,

ou seja, £ € DT g(po) se o hiperplano p — g(p)+(&, p—po) toca acima do grdfico de g no ponto
po. A Figura abaizo exibe, em uma dimensdo, a interpretacao geométrica da subdiferencial

e superdiferencial.

g(p) f(p)

" "
(@) (b)

Figura 4.1: (a) subdiferenciais denotadas pelos segmentos de retas azuis. (b) superdiferen-

ciais denotadas pelos segmentos de retas vermelhas.

Teorema 4.10 (Regra da cadeia) Sejam M, N variedades Riemannianas e seja g : M —
N uma fungao diferencidvel em p e f: N — R U {+oc} subdiferencidvel em g(p), entao a

aplicagdo composta fog: M — RU {400} é subdiferencidvel em p. Além disso,

{Codg, : € D™ f(g(p)} € D~ (fog)(p)-

Prova. Dado que f é subdiferencidvel em g¢(p), temos que D~ f(g(p)) # 0. Seja ¢ €
D~ f(g(p)). Entao, pelo Teorema 4.5, existe uma fungdo ¢ : N — R diferencidvel em g(p)
tal que f — ¢ atinge um minimo local em g(p) e ¢ = dypgy(,). Em particular, existe € > 0 tal

que

fly) —e(y) = flg(p)) — ¢(g(p)), sempre que dn(y,g(p)) <e. (1)
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Definamos ¢ = ¢ o g, desde que g e ¢ sao diferencidveis em p e g(p), respectivamente, segue
da regra da cadeia, que ¢ : M — R ¢ diferencidvel em p. Além disso, di), = dpy@) © dgp,.

Por outro lado, como g é continua em p, existe § > 0 tal que

dn(g(x),g(p)) <e, sempre que dy(x,p) <. (2)

Combinando (1) e (2), temos que

flg(x)) —wlg(x)) > f(g(p)) — ¢(9(p)), sempre que dy(z,p) <9,

isto é, f o g — 1 atinge um minimo local em p. O Teorema 4.5 [(1) < (2)] garante que fog

é subdiferenciavel em p e

Codgy, = dpyp) o dgy, = dip, € D™ (fog)(p),
O que encerra a prova. .

Corolario 4.11 Sejam M, N variedades Riemannianas e h : M — N um difeomorfismo
de classe C'. Entao f: M — RU{+oc} € subdiferencidvel em p se, e somente se, foh™!

¢ subdiferencidvel em h(p). Além disso,
D™ f(p) ={¢odh,: C€ D™ (f o h™")(h(p))}-

Prova. Se f: M — RU{+o0} é subdiferencidvel em p, entao pelo Teorema 4.10, foh™! :

N — RU {400} é subdiferencidvel em h(p) € N e

{€od(h™ np : € € D™ (R (h(p)))} € D™ (f o h™1)(h(p)),

ou seja,
{€od(h ng) : €€ D™ f(p)} € D™ (f o™ H)(h(p)).

Logo, se T' € D~ f(p), entao

C:=Tod(h ")y € D~ (foh ) (h(p)),
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portanto T' = ¢ o dhy, com ¢ € D™ (f o h™')(h(p)). Assim

D™ f(p) C {Codh,:¢ €D (foh )(h(p)}.

Reciprocamente, se f o h™! é subdiferencidvel em h(p), entdao pelo Teorema 4.10 a fungio

f = (foh™") oh é subdiferencidvel em p, e

{€odhy &€ D™ (foh ) (h(p))} S D™ ((foh™") o h)(p),
ou seja,
{€odh,: €€ D™(foh™")(h(p))} € D™ f(p).
Logo, para qualquer ¢ € D~(f o h=)(h(p)), temos ¢ o dh, € D~ f(p). Assim
{Codhy,: e D™ (foh™)(h(p))} C D™ f(p),

o que finaliza a prova. [ |

Teorema 4.12 (Regra da soma) Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M e fi, fa :

M — R U {400} fungées subdiferenciaveis. Entdo,

D™ fi(p) + D™ fo(p) € D™ (f1 + f2)(p)-

Prova. Dado que f; e fs s@o subdiferencidveis os conjuntos D~ fi(p) e D~ fi(p) s@o nao
vazios. Sejam (; € D~ fi(p), i = 1,2. Entao, pelo Teorema 4.5, existem fungoes ¢; : M — R
de classe C' tais que f; — ¢; atinge um minimo local em p e (; = d(y;), para i = 1,2,
entao (f1 + f2) — (o1 + ¢2) = (fi — ¢1) + (f2 — ¢2) atinge um minimo local em p. Logo,

G+ G =d(p1 + v2)p € D™(fi + f2). Portanto,

D™ fi(p) + D™ fo(p) € D™ (f1 + f2)(p),

o que conclui a prova. |
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4.2 O Principio de Minimizacao Perturbada para a
Diferenca de Duas Funcoes Definidas sobre Var-

iedades Riemannianas

Se assumirmos que M é uma variedade Riemanniana completa uniformente localmente
convexa e com raio de injetividade i(M) > r > 0, entdo para todo x € M, a fungao
y — dpy(y, x) é de classe C* em B(z,r)\{z} e, portanto, faz sentido considerar as derivadas

parciais 0d(xg, yo)/0x e Od(xo,yo)/0z da fungao
d:=dy: M x M — R.

Por outro lado, lembremos que a aplicagao transporte paralelo L, : Tyo M — T, M
¢ uma isometria linear com inversa Ly,q, @ TyyM — T, M. Como temos uma isometria
linear que identifica T,M e seu dual T7M pela aplicagao T,M > z — f, € T;M, onde
f2(y) = (x,y), para cada y € T,M. A isometria L,,,, induz uma isometria entre os espagos

cotangentes T;; M e T, M . Vamos denotar esta nova isometria por Ly, : T, M — T5 M.

Lema 4.13 Seja M uma variedade Riemanniana completa, uniformemente localmente con-
vexa e com raio de injetividade i(M) > r > 0 e sejam xo,yo € M tais que 0 < d(xg,yo) < T,

entao

L 3d(y0,$0) _ _ad($07y0)
yoro dy Ox

Prova. Seja rg = d(xg,yo) < resejay: |[0,1] — M dada por (t) = exp,, (tvo) a geodésica

radial ligando x( a yq.

Como
d d
d(expgy)vy (Vo) = %empxo((t + 1)vo)[t=0 = %7(1’%’ (¢ + 1)vo)le=o
d '
= E*y(t + 1, 2o, vo)|t=0 = (1),
temos que

Ll‘oyo(vo) = 7/(1) = d<€xpro)vo (UO)'
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Usando o Lema 2.28, temos que

‘ ‘ ad(y()’ :CO) — 1
8y Yo
Em particular,
6d(y0a ZL’[))
0.
oy 7
Afirmamos que existe A # 0 tal que
od
(1) = A2 20) (43)

De fato, pelo Lema de Gauss, as geodésicas radiais que parten de xg sao ortogonais as esferas
geodésicas centradas em x, isto é, /(1) é ortogonal a exp,,(B(0,7)). Por outro lado, como

as esferas geodésicas sao curvas de nivel da fungao distancia, temos que

M é ortogonal
Y

a exp.,(B(0,rg)), logo (4.3) é verdadeira.

Logo,
od
Loy (v0) =7'(1) = Aw para algum \ # 0.
Y
Como a aplicagao t — d(7(t), zo) é crescente, temos que A > 0. Logo,
ad(y07 Z‘O)
[ Loy (V)10 = [[v0llzg = [IA=—3 —[lss = A
Y
Portanto,
ad(y07 LL'())
Lﬂ:oyo(vo) = ||U0||1’08—y (44>

Seja 3 : 0,1 — M dada por B(t) = exp,,(twy) a geodésica radial ligando yy a zo. Pelas

defini¢oes de translacao paralela e geodésica, temos que

onyo(vo) = —wy ¢ ||w0||y0 - ||U0||I0' (45)

Fazendo argumento analogo ao utilizado para obter (4.4), obtemos

ad(%, yo)

S (4.6)

Lyoxo (wo) = Hw0| ’yo

A Observagao 2.10 junto com (4.4) implicam que

dd(yo, To) ad(yo, o)
Yo = LyUxU (LxOZIO(UO)) = Lyol‘o (HUOHHUO#) = HUOHIOLyoxo (% .
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Assim,

Vo 8d(yo, l’o)
=L — 7 4.
YoZo ( ay ( 7)

[Vl

Por outro lado, a Observagao 2.10 junto com (4.5) implicam que

Vo = Lyomo (Ll“oyo (U())) = _Lyozo (w())'

Assim,
Yo _ Yo _ _Lyol‘o (wo) (4 8)
volleo — [wollyo [wolly,
Da igualdade (4.6), segue que
Lyyao (Wo) _ 3d(x0,y0)_ (4.9)
[wolly, Oz
Finalmente, combinando (4.7), (4.8) e (4.9), temos que
I dd(yo, o) _ _8d(I0;y0)
yoro Dy or
0 que encerra a demostracao. [ |

Teorema 4.14 (Principio de minimizacao perturbada) Seja M uma variedade Rie-
manniana completa, uniformemente localmente convera e com raio de injetividade i(M) >
r>0. Seu: M — R € uma funcao s.c.s. limitada e v : M — R uma funcdao s.c.i.

limitada, entdo para todo € > 0 existem xg,yo € M, n € D u(xg) e £ € D™ v(yo) tais que:
(1) d(zo,y0) <€

(1) 11 = Lyoao (]2 < €

(131) v(z) —u(z) > v(yo) —u(xrg) —e  para cada =z € M.

Onde Lyyz, : Ty M — T M € a aplicagao transporte paralelo.

Prova. Sejam ¢ € (0,7) e b: R — R uma funcao de classe C'! nao crescente tal que

b(t) = b(0) > 2(||v||eo + ||u||cw) + &, sempre que t <

=~ M
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b(t) =0, sempre que t > e.
Definamos a fungao w : M x M — R por
w(z,y) = v(y) —u(z) — b(d(z,y)).

Notemos que w ¢ s.c.i. e limitadas inferiormente. Pelo Teorema 3.8, existe uma funcao

g: M x M — R de classe C! tal que:

a) [lglo <5 e lldgllo < 3

b) w — g atinge um minimo forte em M x M. Em particular, existem z,yo € M tal que

(w —g)(z,y) = (w — g)(x0,0), para todo x,y € M.

Do item b), segue que

v(y)—u(z)—=b(d(x,y))—g(x,y) > v(yo) —u(xo) —b(d(x0,y0)) —9(%0, %0), Y,y € M. (4.10)

Fazendo = = 2y em (4.10), temos que

v(y) — b(d(zo,y)) — g(xo,y) = v(yo) — b(d(wo,v0)) — 9(w0,%0), Yy € M.

Definamos ¢ : M — R por

o(y) = b(d(z0,y)) + g(z0, y).

Notemos que ¢ é de classe C! e v — ¢ atinge um minimo local em y,. Consequentemente v

¢é subdiferenciavel no ponto yg € M e

9g(x0,Yo) n A(b o d)(zo, yo)

By By € D7 v(yo) (4.11)

=

Da mesma forma, fazendo y = yo em (4.10), temos que

u(z) = (=0(d(z, 40)) = 9(2,y)) < ulxo) — (=b(d(x0, %)) = 9(20,%0)), VY & M.
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Definamos ¢ : M — R por

Y(x) = =b(d(z,y0)) + g(x, y0)-

Notemos que v é de classe C* e u — 1) atinge um maximo local em xy. Consequentemente u

¢é superdiferenciavel no ponto xg € M e

= — <89(20m, yo) + a(b o cga(:l'oay())) € D+U(I0) (412>

Considerando o Lema 4.13 se xg # yo e a definicao da funcgao b se x¢ = 1y, temos que

A(b o d)(xo, yo) A(bod)(wo, o)
LWO( Iy ) T T

= Lyoz (b/(d(afoa yo))%(;yo)) + b/(d(m’yO))W

= b'(d(z0, v0)) [Lym (%ﬁ;’yo)) + W} =0.

Logo,

0g9(xo,yo) =~ O(bod)(zo,v0) dg(zo,y0)  O(bod)(zo,yo)
L — = ||L
H Yoo (5) ono Yoo ( 8y + 8y + 5 4 e

o

. 99(z0, Yo) 99(z0, Yo)
e (2 O

Zo

8g(x0, yo) 39(%, yo)
< I\ I I I
< L( )| || e
_ ag(%,yo) i ag(%,yo)

Ay 20 ox 20

< [ldglloc + [1dgllo
<e.

Portanto, ||Lyyz, (&) — 1|z, < €, € com isso provamos (ii).
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Para provar (i), suponhamos que d(zg, yo) > €. Entao, pela defini¢ao da fun¢ao b : R —

R, obtemos
b(d(zo,yo)) = 0.
Fazendo x = y = z em (4.10), temos que

v(2) —u(2) = b(0) — g(2,2) > v(yo) — u(xo) — b(d(x0,%0)) — 9(0, Y0),

ou seja,
b(0) < w(z) —u(z) — g(2, 2) + g(0; o) — v(¥o) + ulzo).
Logo,
b(0) < [|v]lso + llulloe + llglloe 4+ llglloc + [[0lloo + [l
<2([[lvlloe + lullos) + &,
o que contradiz a definicao da funcao b. Portanto,
d(xo,y0) < €.
Finalmente, fazendo x = y = z em (4.10), temos que

v(z) = u(z) = v(yo) — ulzo) + b(0) — b(d(zo, y0)) + 9(2, 2) — g(zo, yo)-

Dado que b é nao-crescente, d(zg,yo) > 0 implica que
b(0) — b(d(zo, y0)) = 0.

Por outro lado, dado que [|g« < §, temos que —5 < —g(z, 2) < 5. Portanto,

v(z) —u(z) > v(yo) — u(zo) — =v(yo) —u(zg) —e para todo z € M,

DO | ™
DO ™

0 que encerra a prova do teorema. ]
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4.3 Desigualdade do Valor Médio de Deville

Definicao 4.15 Seja X um espaco de Banach. Uma fung¢do bump é uma funcgao f: X —

R tal que:

(&) f#0,

(17) supp(f) ={x € X : f(z) # 0} e limitado.

Definigao 4.16 Dizemos que o espago de Banach X satisfaz a propriedade (P), se existe

uma fungdao bump b: X — R lipschitziana de classe C*.

Proposicao 4.17 Se X é um espaco de Banach de dimensao finita, entao X satisfaz a

propriedade (P).
Prova. Veja [16] pagina 187 ou [15] pagina 41. [

Teorema 4.18 Seja (X, || - ||) um espago de Banach que satisfaz a propriedade (P) e seja
[ X — R uma fungao s.c.i.. Se existe uma constante K > 0 tal que ||n|| < K para todo

ne€ D f(z) ex € X. Entao f € Lipschitz continua. Mais precisamente, para todo x,y € X

(@) = f(y)] < Kllz = yl].
Prova. Veja [7]. |

Teorema 4.19 (Desigualdade do valor médio de Deville) Sejam M uma variedade Rie-
manniana e f @ M — R uma funcao s.c.i.. Se existe uma constante K > 0 tal que

||, < K para todon € D~ f(p) e p € M, entdo

|f(p) — f(q)] < Kdu(p,q)  para todo p,q € M.

Prova. Fixemos p,q € M e seja v : [0,T7] — M uma curva de classe C* por partes,
parametrizada por comprimento de arco tal que v(0) = p e y(T) = ¢. Dado ¢ > 0, pelo

Teorema 2.19, para cada z € ([0, T]) existe r, > 0 tal que

exp, : B(0,2r,) C T,M — B(x,2r,) C M
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¢ um difeomorfismo. Além disso, as derivadas de exp, e exp,! estao limitadas por 1 + .

Como ([0, 7)) é compacto existem p = xy, 3,3, ..., T, =q € M tais que

n

7([07T]) C UB(mj7Tj)7 onde Tj = Ta;-

J
Seja r = min{ry, 79, ...,7, }, escolhendo m € N suficientemente grande tal que 7//m < r/2,

definimos
T

tj :j—, ij,...,m,
m

isto é, uma partigao do intervalo [0, T]. Além disso, sejam

aj =01 = /y(tj—l) para j = ].7 M

Para cada j € {1,2,...m — 1}, escolhemos i; € {1,2,....,n} tal que

Y([tj-1, t5]) N B(xi;, ;) # 0 (1)

e sejam iy = 1, i, = n (tais que z;, = p, z;, = q).

Como 7 esta parametrizada por comprimento de arco, temos que

T Ti.
LO®tyora) =85 — i = — <5 < =~ (2)

N3

Combinando (1) e (2), obtemos
Y([tj-1,t;]) C B(wy;,2r;;), paratodo j=1,2,...,m.
Com o objetivo de simplificar as notacoes, consideremos
Yj i=x;; € Sji=r; para todo j=0,1,...m.
Definamos a funcao f; : B(0,2s;) C T,,M — R por

fi(v) = [ oexpy,(v).
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A funcao f; assim definida é diferenciavel. Em particular, subdiferenciavel. Dado x €

B(0,2s;), como exp,, ¢ um difeomorfismo e f; ¢ diferencidvel, o Coroldrio 4.11 implica que
D~ fi(z) = {nod(exp,;). : n € D™(fjoexp,')(exp,, ()}

= {nod(expy,). : n € D (f)(expy,(x))}-

Como |n|, < K para todo n € D™ f(y) com y € M, e ||d(expy,).|| < 1+ ¢ para todo

x € B(0,2r;), deduzimos que
1]]y;, < K(1+¢€), para todo £ € D™ f;(x) e todo x € B(0, 2s;).
Como T,; M ¢ um espaco de Hilbert e f; é s.c.i., segue do Teorema 4.18 que
F(a5) = FO)] = fsleamy (ay) — fileapy (b))
< (L+e)Kllexp, ) (a;) — exp, ' (b)),
para todo j = 1,...,m.. Por outro lado, como exp™! é (1 + €)-Lipschitz, temos que
leapy*(a) — eapy (by)lly, < (1 +<)dar(ay, by)
Combinando as duas ultimas desigualdades,
|f(a;) — f(b;)] < (14 &)*Kdp(aj,b;) < (1 +5)2K/ttj |7/ (t)|| dt, paratodo j=1,...m.
i1

Portanto,

[f(p) = fa)| = IZ(f(aj) — FO) < D1 f(ag) = f(by)]

j=1
m t;

<eerrY [l
j=1“ti-1

= (1+¢)*KL(7).
Como v foi tomado arbitrario, temos que

[f(p) = flg) < (1 +e)*Kdu(p, q)-
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Finalmente, tomando o limite quando £ — 0, temos que

|f(p) — f(q) < Kdu(p,q),

o que finaliza a prova. [ ]

Corolario 4.20 Sejam M wuma variedade Riemanniana e f : M — R uma funcdo s.c.s..

Se existe uma constante K > 0 tal que ||n||, < K para todo n € Dt f(p) e p € M. Entao,

1f(p) = f(q)] £ Kdu(p,q)  para todo p,q € M.

Prova. Aplicar o teorema acima a —f. [



Capitulo 5

Solucao de Viscosidade da Equacao Eikonal

Seja M uma variedade Riemanniana, uma equagao de Hamilton-Jacobi estacionaria de

primeira ordem ¢é da forma

H($7 VU(I),U(Z‘)) = 07 em T € Q’ (EHJ)
u(x) = up(z), sobre x € I,

onde €2 é um subconjunto aberto de M, H : T*() x R — R é uma funcao continua chamada

de Hamiltoniano e T*M ¢é o fibrado cotangente de M.
Definicao 5.1 Consideremos a fun¢ao v : M — R.
(1) Diz-se que u € uma subsolu¢cao de viscosidade de (EHJ) se:

(a) u € s.c.s.,
(b) H(z,& u(z)) <0 para todo & € DY u(zx) comx € Qe

(¢) u(z) <up(x) para todo x € ON2.
(2) Diz-se que u € uma supersolugcdo de viscosidade de (EHJ) se:

(a) u € s.c.i.,
(b) H(z,n,u(x)) >0 para todo n € D~ u(x) com x € 2 e

(¢) u(x) > up(x) para todo x € OS2.

82
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(3) Diz-se que u € uma solugdo de viscosidade de (EHJ) se u for ao mesmo tempo

subsolugdo e supersolugdo de viscosidade de (EHJ), isto €, u é continua e verifica:

(a) H(z,& u(x)) <0 para todo & € DT u(x) com x € ,
(b) H(x,& u(x)) > 0 para todo & € D~ u(x) com x € €,

(¢) u(x) = ug(x) para todo x € OS2.

Definicao 5.2 Sejam M uma variedade Riemanniana e €2 um subconjunto aberto limitado

de M com fronteira 0S). Definimos a funcdio distancia d(-,08) : @ — R por

d(z,00) = inf dy(z,y).

yeIN

of2

Figura 5.1: Funcgao distancia

Um caso especial da equacao (EHJ) é a equagao eikonal

IVu(@)|l: =1, em z€Q,
u(z) =0, sobre x € 09,

(EE)

onde 2 C M um subconjunto nao vazio com fronteira 92 # () e M é uma variedade Rie-

manniana. Provaremos que a fungao
u(z) = d(z,00Q)

é a tnica solucdo de viscosidade de (EE).
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Lema 5.3 d(-,00) : M — R € uma fung¢ao 1-Lipschitz.

Prova. Como d(z,0) = infyecpgndp(x,y), dado € > 0, existe z € 02 tal que dy/(x, z) <

d(y,09) + €. Logo,

d(y,00Q) — d(z,00) < dp(y,z) —dy(x,z) + ¢

<dpy(z,y) +e.
Tomando o limite quando ¢ — 0, temos
d(y, 09) — d(x,0Q) < dy(z,y)- (1)
Trocando os papeis de z e y, temos que
d(z,09Q) — d(y,0) < du(y, =) = du(z,y) (2)

Finalmente, combinando (1) e (2), temos que
0 que encerra a prova. |

Teorema 5.4 Seja M uma variedade Riemanniana completa e €2 um subconjunto aberto e
limitado de M com fronteira O2. Entdo a funcdo u : Q — R, definida por u(x) = d(z,00Q)
¢ solugao de viscosidade da equagdo eikonal (EE). Além disso, se M € uniformemente local-
mente convexa e tem raio de injetividade positivo, entao u € a unica solucao de viscosidade

desta equacao.

Prova.

(Unicidade) Sejam u,v : Q — R duas solugdes de viscosidade do problema (EE). Como u
e v sao continuas e u = v = 0 em 0f2, podemos estender u e v continuamente para todo M
simplemente fazendo u = v = 0 em M\{). Mostraremos que u = v. Para isso, basta provar

que u < v em £ ( pois, de modo anédlogo tem-se v < u e dal u = v).
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Tomando « € (0, 1), mostremos que cu(z) < v(x) para todo = € Q. De fato, suponhamos
por absurdo que

inf{v(z) —au(z) : z € Q} < 0.

Seja ¢ tal que
1 -«

0 < 2 < min{ 5

,—inf{v(z) — au(x) : x € Q}}. (5.1)
Desde que u e v sdo solugoes de viscosidade de (EE), temos que

€]l <1 para todo & € DYu(z)U D wv(x) com x € Q.

Utilizando a desigualdade do valor médio de Deville, u e v sao fungoes 1-Lipschitz. Em
particular, dado que €2 é limitado, concluimos que u e v sao limitadas. Logo, pelo Teorema

4.14, dado € > 0 existem xg,yo € M, n € DT (au)(x) e £ € D™ v(yp) tais que:

(1) d(zo,y0) <e,

(2) 117 = Lyowo ()0 <&,

(3) inf{(v — au)(z) :z € M} > v(yy) — au(xg) — €.
Afirmamos que xg, yog € §2. De fato,

i) Suponhamos que zg,yo ¢ 2. Logo, u(zy) = v(yo) = 0. Segue do item (3) e (5.1),
2e < —inf{v(z) — au(z) : x € Q} < e,
o que é uma contradicao.

ii) Suponhamos que yo ¢ Q. Logo, u(yo) = v(yo) = 0. Visto que u é 1-Lipschitz, temos
que

[u(zo)| < d(x0,90) < €.

Combinando o item (3) e (5.1), obtemos
2e < —inf{v(z) — au(z) : © € Q} < au(zg) + € < ac + ¢,

implicando assim que a > 1, o que ¢ uma contradicao.
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iii) Suponhamos que xy ¢ €2, entdo u(xg) = v(xg) = 0. Desde que v é 1-Lipschitz, temos
que

[v(yo)| < d(zo,v0) < €.

Combinanado o item (3) com a desigualdade (5.1), obtemos
2e < —inf{u(z) — au(z) : x € Q} <v(yy) + & < 2,
o que é uma contradicao.
Por outro lado, desde que u e v sao solugoes de viscosidade, temos que

<T=|lnlley <, e

o

1 1
—n € D u(zy) = H— n
a a

&€ Du(ys) = €]l > 1.

Usando o item (2) e lembrando que Ly, ¢ uma isometria linear, segue que

1< [€llyo = [[Lyowo (E)llzo < |[Lyoao(€) = llao + [0llay < €+ .

De (5.1) é facil ver que oo + ¢ < 1. Assim,
1 S ngyo < 17

0 que uma contradicao.

Portanto, cu < v para todo o € (0,1). Tomando o limite quando o — 0, concluimos que
v < u.
(Existéncia) Provemos agora que u := d(-,01) é solucao de viscosidade da equacao (EE).
A prova sera realizada em 3 passos.
Passo 1. Provaremos que u é continua. De fato, segue do Lema 5.3.
Passo 2. Provaremos que u é subsolucao de viscosidade da equagao (EE). De fato, seja
T €Nef e DTu(T), pelo Teorema 4.5 existe uma fungao ¢ : M — R Frechét diferencidvel

em T tal que u — ¢ atinge um méximo local em T e £ = dpz. Entao

w(T) — p(T) > u(x) — p(x)  paratodo x € B(T,0) C M.
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Seja a : [0,1] — B(Z,0) C M de classe C'! parametrizada por comprimento de arco tal que

a(0) =7, logo
pla(t)) = p(a(0)) = u(aft)) = u(a(0)) para todo ¢ € [0,1].
Visto que u é 1-Lipschitz e como « esta parametrizada pelo comprimento de arco, temos que
u(a(t)) — u(a(0))] < du((t), a(0)) = .

Segue das duas ultimas desigualdades que

pla(t)) = ¢((0))

; > —1 paratodo t € [0,1].

Tomando o limite quando ¢ — 0, temos
dipz(0/(0)) = —1.
Da Observacao 2.26, segue que
(Vo(@),d(0)), > -1 e |[IElz=[Ve(@)l=

Devido ao fato de que a curva « foi tomada arbitraria, podemos escolher « de tal forma

que
iy V(T
YO =" Ne@l.
logo
V(@ e — - __Ve(@) 3
V6@l = (Vo) o) > L

Isto implica que
€llz = V@)= < 1.
Portanto, u é subsolucao de viscosidade da equagao eikonal.
Passo 3. Provaremos que u é supersolugao de viscosidade da equacao (EE). De fato, seja
T € Qene€ D u(T), pelo Teorema 4.5 existe uma fungao ¢ : M — R Fréchet diferenciavel

em ¥ tal que u — v atinge um minimo local em ¥ e n = dyz. Entao,

w(T) —Y(T) <wu(z) —(x) paratodo z € B(T,0).
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Seja v : [0, u(T)] — M a geodésica que minimiza a distancia de T a 02 parametrizada pelo
comprimento de arco tal que 7(0) = 7, logo como 7 estd parametrizada pelo comprimento

de arco, temos
t+P(y(t) = (y(t) >t +u(y(t) — u(v(0)) = 0.

Assim

Tomando o limite quando ¢ — 0, temos que
1+ dipz(v'(0)) < 0.
Da Observacao 2.26, segue que
(V@) (0),+1<0 e |nlz= V@)=

Por outro lado, usando a desigualdade Cauchy-Schwarz,

—[IVY(@)|lz < (V(@),7'(0)), < V(@)=
Combinando as duas ultimas desiguldades, obtemos

1= V(@) < (V¥(2),7(0)), +1=0.

Isto implica que
1 < |VY(@)|lz = lInllz
Portanto, u é supersolucao de viscosidade da equagao eikonal.

Finalmente, dos passos 1, 2 e 3 concluimos que u é solucao de viscosidade da equacao

(EE). m

Corolario 5.5 Seja M uma variedade Riemanniana compacta e £ um subconjunto aberto e
limitado de M com fronteira O2. Entdo a funcdo u : Q — R, definida por u(x) = d(z,00Q)

¢ a unica solugdo de viscosidade da equagao eikonal (EE).

Prova. Segue diretamente das Observacoes 2.36 e 2.38. [
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