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Resumo

Neste trabalho, estudamos a solugdo do problema de tor¢do

—Lyu = 1, emQ
u = 0, emd(),

em que () é um dominio N-dimensional limitado, N > 2, com fronteira de Lipschitz e
L, é o operador p-Laplaciano em suas duas versdes: local (classica) e ndo-local (fraci-
ondria). No caso fraciondrio, # = 0 em 9Q) significa u = 0 em RN \ Q.

A primeira abordagem (contexto clédssico - Capitulo 1) teve como ponto de partida
os artigos [34] e [10]. No Capitulo 1, estudamos o comportamento assintético, quando
p — 17, das p-fungdes de torgao 1y, definidas como as (tinicas) solugdes do problema
de torcdo. Esse comportamento esta relacionado com a constante de Cheeger "classica",

O Capitulo 2 traz uma abordagem néo-local dos problemas de tor¢do e de Chee-
ger. Nele, estudamos esses problemas no contexto dos espacos de Sobolev fraciondrios
W,7(Q),0<s<1lel< p< N/s. O ponto principal do Capitulo 2 é a generalizagio
do principal resultado do artigo [10] para o contexto de espagos fraciondrios. Isto é,
provamos que

1
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em que u; denota a (s, p)-funcéo de de torcdo e i5((2) denota s-constante de Cheeger.
Além disso, provamos alguns resultados adicionais envolvendo as fungdes de tor-
¢do do caso local e fracionarias nos Capitulos 1 e 2, respectivamente.
Palavras-chave: Problema de Cheeger, problema de tor¢do, comportamento assin-

toético.



Abstract

In this work, we study the solution of the torsion problem

—Lyu = 1, emQ
u = 0, emd(),

where () is a bounded N- dimensional domain, N > 2, with Lipschitz boundary and
Ly is the p- Laplacian operator in its two versions: local (Classical) and non-local (frac-
tional). In the fractional case, u = 0 in 9Q means u = 0 in RN \ Q.

The first approach (classical context - Chapter 1) had as its starting point the articles
[34] and [10]. In Chapter 1, we study the asymptotic behavior, when p — 17, of the
p-torsion functions u,, defined as the (unique) solutions of the torsion problem. This
behavior is related to the "classical" Cheeger constant, 1(Q).

Chapter 2 deals with a nonlocal approach to both torsion and Cheeger problems.
In it, we study these problems in the context of the fractional Sobolev spaces W, (Q),
0 <s<1lel< p < N/s. The main point of Chapter 2 is the generalization of the

main result of the article [10] for the context of fractional spaces. That is, we prove that
. 1 : 1
hm+ ﬁ = hs(Q) = 11]f]f1+ ﬁ/
P oo P fluplly
where 13, denotes (s, p)- torsion function and &, denotes the s-Cheeger constant.
In addition, we prove some additional results involving the local and fractional

torsion functions in Chapters 1 and 2, respectively.

Keywords: Cheeger problem, torsion problem, asymptotic behavior.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos o comportamento assintético, quando p — 1T, das so-

lugdes do problema de torcao

—Lyu = 1, emQ
u = 0, emodQ),

em que () é um dominio N-dimensional limitado, N > 2, com fronteira de Lipschitz e
L, é o operador p-Laplaciano em suas duas versdes: local (classica) e ndo-local (fraci-

ondria). No caso fraciondrio, # = 0 em 9Q) significa u = 0 em RN \ Q.

No Capitulo 1 abordamos o caso em que £, = Ayu := div(|Vu|P~2Vu) é o p-
Laplaciano local, com 1 < p < N. Ou seja, estudamos o comportamento assintético,
quando p — 17, das p-fungdes de tor¢ao u,, definidas como as (tinicas) solugdes do

problema

—Apu =1, emQ
(PT) :
u = 0, emoQ.

O problema (PT) é chamado p-problema de tor¢io e o espago de Sobolev natural para o

il
seu estudo é W, (Q).

Mostramos, ainda no Capitulo 1, que o comportamento de u,, quando p — 17, esta
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relacionado com o problema de Cheeger “classico”:
h(Q) := inf — (1)

em que os quocientes |0E|/|E| sdo avaliados entre todos os subdominios suaves E C ()
tais que 0E N 0Q) = @ e os niumeros reais positivos |0E| e |E| denotam, respectivamente,
o perimetro e o volume de E, ambos no sentido de Lebesgue. O valor 1((}) é conhecido

como constante de Cheeger.

O perimetro de E também é denotado na literatura por P(E). Esta tltima notagdo
também serd utilizada no texto na intengdo de familiarizar o leitor para a defini¢do de
perimetro fraciondrio que vira posteriormente. Este tltimo, é definido em um contexto
diferente do caso local, mas que, na tentativa de sermos mais didaticos, fixamos uma

notacdo semelhante ao do caso local.

O Capitulo 2 traz uma abordagem ndo-local dos problemas de tor¢do e de Chee-
ger. Nele, estudamos esses problemas no contexto dos espagos de Sobolev fracionérios
Wg’p (),0<s<1lel < p< N/s.Por estarazdo, alteramos ligeiramente nossa termi-
nologia: s-constante de Cheeger e (s, p)-fungdo de tor¢do indicardo, respectivamente,
a constante de Cheeger e a fungdo de torcdo fraciondrias. Mostramos que o compor-
tamento assint6tico das (s, p)-fungdes de tor¢do, quando p — 1+, estd diretamente

relacionado a s-constante de Cheeger.

A versdo fraciondria (ou ndo-local) do problema de Cheeger consiste em minimizar

o quociente (1) com P(E) substituido por Ps(E), em que

Xe(x) — xe(Y)]
R (E) = /IRN /]RN |x— \NJFS dxdy,

e xr denota a fungdo caracteristica do subconjunto suave E de (). Ou seja, o problema
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de Cheeger fraciondrio é o problema de minimizagao
(2)

Ja o problema de torgao fracionario corresponde ao caso em que —L, = (—A,)°éo

operador (s, p)-Laplaciano fraciondrio definido por

Sy(v) — D 1 u(x) —u(y) P2 (u(x) —uly))
(=8p)ulx) = 2 imy RN\ B (x) |x — y|N+sp dy-

Assim, o problema de tor¢do fraciondrio é o seguinte

(PT)) (=Ap)’u = 1, emQ)
f :
u = 0, emRN\Q.

Nos referimos ao problema (PTy) como (s, p)-problema de torgdo.

O objetivo do nosso estudo, no Capitulo 1, é a determinagdo do limite

L:= 1
Jm 1p]leo

em que u, denota a p-funcdo de tor¢do do dominio (). A principal motivagdo para
este objetivo veio de um estudo do comportamento de uy,, com respeito a p, feito por
Kawohl e publicado em [34], em 1990. Nele, Kawohl calculou explicitamente o limite
L para o caso em que o dominio é uma bola N-dimensional e apresentou estimativas
para este limite no caso em que o dominio é um anel bidimensional. Entretanto, ndo
relacionou o comportamento assintético das p-fungdes de tor¢do, quando p tende a 1,
com a constante de Cheeger. Esse fato foi obtido mais tarde, em 2011: Bueno e Ercole
em [10] mostraram que plir{l+ HuPH}*;7 = ,}Eﬂ HuPHin = h(Q).

Com base no que acontece na bola e anel N-dimensionais, conjecturamos que L = 0

se h(Q)) > 1eL = +oose h(Q)) < 1. A apresentagdo de resultados relacionados a essa
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conjectura é o contetido principal do Capitulo 1.

Levando em conta os resultados provados por Bueno e Ercole [10], observamos que
a conjectura é verdadeira nos casos em que /1(Q)) # 1. Desta forma, nossas principais
contribui¢gdes no Capitulo 1 dizem respeito ao caso h(Q)) = 1, para o qual provamos
que a conjectura é verdadeira quando o dominio é um anel radial N-dimensional. Para
o caso em que o dominio limitado é arbitrdrio (Lipschitz) e 1(Q}) = 1 provamos que
L < oo e ainda mostramos que L = 0 quando limsup ||uy|los < oo, para algum 0 <

p—1*

g <1l

Ainda no Capitulo 1, aplicamos o Principio do Maximo de Payne e Philippin e de-
duzimos uma estimativa para ||V ||e no caso de dominios convexos () com fronteira

de classe C%%. Com isso, obtivemos a caracterizacao
) 1—
h(Q)) = hm Viyl;e lim ||Vu P
(@) = Jim [V Loy = Jim [ Voo

a partir da qual concluimos facilmente o comportamento assintético de ||[Vu,|/« ou

[Vip || = (a0) NOs casos h(QY) # 1,

No Capitulo 2, generalizamos o principal resultado do artigo [10] para o contexto

de espacos fraciondrios. Isto é, provamos que

1
P lug |15 N [ H

em que u; denota a (s, p)-funcéo de de torcao e 1i;(Q2) denota s-constante de Cheeger.

Para tanto, deduzimos cotas inferior e superior para o quociente ||u} ||/ [} ]|1 €

aplicamos a caracterizagdo do primeiro autovalor fraciondrio Aj p (Q),

(€)= lim A,,(Q),

7

estabelecida por Brasco, Lindgren e Parini em [6].
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Os resultados desta tese foram publicados em 2016: o artigo [12] expde os resulta-

dos do Capitulo 1, enquanto [13], apresenta aqueles do Capitulo 2.
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Capitulo

1

Comportamento assintético das

p-funcoes de torcao quando p tende a 1

Neste capitulo vamos apresentar o problema de Cheeger e analisar o comporta-

mento das p-fungdes de tor¢do quando p tende a 1.

Nosso estudo tem como ponto de partida o artigo [34], escrito em 1990. Nele,
Kawohl estuda o comportamento das p-fun¢des de tor¢do em dominios simples, como

a bola N-dimensional e o anel bidimensional.

Kawohl néo relacionou o comportamento assintético das p-fungdes de torgao uy,
quando p tende a 1, com a constante de Cheeger 1(Q). Esse fato foi obtido mais tarde,
em 2011: Bueno e Ercole em [10] mostraram que h(Q)) = plirﬁ ”up”}—p. Com base
neste resultado determinamos o limite L := pl—ifﬂr |tpleo NO caso em que h(Q)) # 1e
conjecturamos que L = 0 quando h(Q)) = 1. A apresentagdo de resultados relaciona-
dos a essa conjectura é o contetido principal deste capitulo.

O texto é organizado da seguinte maneira. Na Secdo 1.1 apresentamos o problema

de Cheeger e os p-problemas de tor¢do. Na Secdo 1.2 relacionamos a constante de

Cheeger com as p-fungdes de torgdo. Ja na Se¢do 1.3 mostramos a veracidade de nossa
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conjectura para dominios mais gerais e na Se¢do 1.4 provamos que a nossa conjectura é
verdadeira também quando () € um anel N-dimensional radial (regido entre duas bolas
centradas na origem). Finalizamos o capitulo com alguns resultados complementares,

apresentados na Secdo 1.5.

1.1 O problema de Cheeger e os p-problemas de torcao lo-
cais

Dado QO € RN um dominio limitado com fronteira Lipschitz, o problema de Chee-

ger é o problema de minimizagdo definido por
h(Q) == inf —+ (1.1)

em que os quocientes |0E|/|E| sdo avaliados entre todos os subdominios suaves E C ()
tais que 0E N 9Q) = @, os numeros reais positivos |d0E| e |E| sendo, respectivamente, o
perimetro e o volume de E C RN, ambos no sentido de Lebesgue.

O valor h(Q) é conhecido como constante de Cheeger de (), e os subdominios minimi-
zantes E sdo chamados conjuntos de Cheeger de (). Conjuntos de Cheeger sdo importan-
tes na modelagem de desmoronamentos, fraturas mecénicas e em contextos relaciona-
dos a processamento de imagens. Veja por exemplo [32], [15] e [29] e suas respectivas
referéncias.

E conhecido que o infimo em (1.1) sempre é atingido, ou seja, h(Q)) é, de fato, um
minimo. Veja o Apéndice A, resultados da Secdo A.2.

Para alguns dominios, esse minimo ocorre no préprio dominio (), isto é, h(Q)) =
%. Neste caso, dizemos que Q) é calibrdvel.

A seguir, alguns exemplos de conjuntos de Cheeger, dados pela parte sombreada

em cada figura.
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Exemplo 1.1. O conjunto de Cheeger para um quadrado plano.

N

N

Figura 1.1: Conjunto de Cheeger de um quadrado

Podemos observar nessa figura que o quadrado plano néo é calibravel. Verifique as

referéncias [19, p. 297] e [42, p. 16]. <

Exemplo 1.2. Um dominio simplesmente conexo que consiste em dois quadrados con-

gruentes ligados por uma pequena faixa.

7 ) 2

N N

Figura 1.2: Conjunto de Cheeger de um dominio simplesmente conexo

Para mais informagdes sobre esse exemplo, veja [37, Example 5.5]. <
O exemplo a seguir mostra que a constante de Cheeger é estritamente positiva, mas

também nos d4 um exemplo de um conjunto calibravel.

Exemplo 1.3. Considere QO C RN um dominio limitado suave, no qual atua o campo
identidade ¢(x) = x. Seja Bg uma bola centrada na origem e de raio R que contém Q).

Pelo Teorema da Divergéncia,

vds = [ dive(x)dr = [ Ndx,
/&)va A iv(x) dx N dx
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em que v é o vetor normal unitario exterior a (). Dai decorre que
N|Q| :/ x-vdS g/ Ix|[v| dS < R/ ds = RJ30).
Q) o) Q)

Ou seja, obtivemos uma cota inferior para |[9Q}|/|Q)[:

< 109]

=z

Uma vez que
N  NwyRN-!  |9Bg|
R N CUNRN N |BR| B

h(Bgr),

em que wy = |B1| é o volume da bola unitdria no RN, também mostramos que By é

calibravel. <

Na sequéncia, considerando () um dominio limitado com fronteira de Lipschitz,
vamos definir as p-fun¢des de tor¢do em (). Elas sdo as tnicas solugdes do problema
—Apu =1, x e Q)

(PT) :

u = 0, X E aQ/
em que Ayu = div(|Vu|P=2Vu), p > 1. O problema (PT) é chamado p-problema de
tor¢do. Existéncia e unicidade de solugdo para (PT) decorrem naturalmente da con-

vexidade do funcional energia J, : Wé’p(Q) — R associado ao problema, definido

por

Jp(u) = %/Q|Vu|p dx—/Qudx, Vu e Wg’p(Q).

(Veja, por exemplo, Peral [44, Thm. A.0.4, Thm. A.0.6]. )

Os pontos criticos u € W&’p(ﬂ) do funcional ], sdo solugoes fracas de (PT), isto &,

satisfazem
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_ 1,
/Q]Vu]” 2Vqu)dx:/Q(pdx, Vo € W,7(Q)

e, em particular, quando ¢ = u, temos

/Q|Vu|p dx:/Qudx. (1.2)

No caso particular (3 = Bp (a bola definida acima), a solu¢do explicita para o p-
problema de torcdo, aqui denotada por Uy, foi apresentada por Sakaguchi em [45] e

explorada por Kawohl em [34]:

1

Uplr) = <ij1> (%) CURRPL_ ) 0 <y = x| <R, (1.3)

emquer = |x| = /x3 + ..+ 3%

Segue-se dai que U, é radialmente simétrica, decrescente, estritamente positiva em

B, limitada e pertence a C"#(Bg) N W&’p(BR) para € (0,1).

Além disso, de (1.3) decorre que

e =0 = (2 1)r(R) i

w0 ) o

. R 1/p—-1
Ul = 1 lom) = 1U(R)| = () 16)
em que || - ||s denota a norma usual de L°(Q)), para1 < s < co.

Para dominios limitados () mais gerais, as p-fun¢des de tor¢do, que denotaremos
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por u,, também sao estritamente positivas. De fato, considerando w), a solugéo de

—Apu =0, x € Q)
(PO) :
u=20, x € 9Q),

e up a solugdo do problema de torgéo

(PT) - —Apu =1, x €0
u=20, x € 0Q),

o Principio da Comparagéo (veja no Apéndice A, Teorema A.1) garante que 0 = w, <
up em (), mostrando que uy, ndo é negativa em (). Em seguida, fixando x € ), con-
siderando B,(x) C Qe U, a p-fungdo de torgdao em B,(x) e aplicando novamente o
Principio da Comparacgdo com as fungdes U, e up, segue-se 0 < U, < up em By (x).
Como x foi tomado arbitrariamente em (), tem-se u, > 0 em (). Ou seja, as p-fungdes
de torgdo sdo estritamente positivas em ().

Utilizando o Principio da Comparacdo para uma bola contendo (), podemos con-
cluir que u, é limitada pela fungdo de torgao dessa bola. Ou seja, u, € L*(Q). Dai,
os teoremas cladssicos de regularidade (veja, por exemplo, [38] e [47]) garantem que

up, € CLP(Q) N Wé’p(Q) para g € (0,1).

1.2 A constante de Cheeger e as p-fun¢des de torcao

Nosso objetivo nesta segdo € relacionar o comportamento de u;, (a p-fungdo de tor-
¢do) quando p — 17 com a constante de Cheeger. Para isso, recordamos alguns resul-
tados ja provados, que fundamentam a conjectura que faremos nesta secéo.

Kawohl considerou em seu trabalho [34] o anel plano

O, ={xeR*:0<a<|x|<b},
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dominio em que a fungdo de tor¢do, aqui denotada por V), também é radialmente

simétrica. Ele mostrou que

. 2b
plg% [Vpllw =10, se P2 > 1 (1.7)
e que
lim [|[Vyllo = 00, se —2— <1 (1.8)
—1+ pliee — == b—a . .

Além disso, conjecturou que a conclusao em (1.7) permaneceria verdadeira se a con-

dicao ) > 1 fosse substituida por 5 > 1.

determina a troca de

) . 2
Assim, de acordo com esta conjectura, o valor 1 para 2
—a

comportamento do limite lim ||V} ||c.
p—1t

Em [34], Kawohl néao relacionou o valor com a constante de Cheeger do anel

b—a
bidimensional 2, 0 que faremos ainda nesta segdo.

Em [10], Bueno e Ercole estudaram a relagdo entre o comportamento assintético
das p-fungdes de torg¢do quando p — 17 e a constante de Cheeger, em dominios mais

gerais. Eles mostraram que

1
P=1 lup[o P21 luplly

# é a melhor constante da imersdo compacta
Uplly
W&’p(ﬂ) — L1(Q), ou seja, o valor minimo do quociente de Rayleigh || Vullh/ [|ull}.

Aqui é conveniente enfatizar que

Mostraremos isto na Secao 1.5.

Partindo da expressdo de ||U, || dada por (1.4) e da caracterizagao (1.9), temos uma

outra maneira de verificar que a bola By é calibravel. Com efeito,
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_ 1-p
h(Bg) = lim ;_1: lim ((p—1>N_Plerﬁl)
AT = AN

1_ —
_Nlim (P21 pR—P _ N _ NoyRY"' _ |9Bg|
N 7

em que, como antes, wy = |By|.

E conhecido também que o anel N-dimensional Q,, = {x € RN : 0 < a < |x| < b}
é calibravel. Para abordar historicamente esse assunto, consideremos o problema de

autovalor
—Apu = Alu|P~2u, x€Q
(PA) :
u=20, x € 0Q),
emquel <p<oo,AeR OC RN um dominio limitado. Uma solugdo fraca u de
(PA) é chamada de autofuncao e o niimero real correspondente o autovalor associado.
Denotaremos por A,({2) o primeiro autovalor do p-Laplaciano, correspondente & pri-

meira autofunc¢do. Existéncia e unicidade de solucdo para (PA) podem ser vistas em

[40].

A primeira prova que (), é calibravel decorre de resultados de Demengel [17].
Nesse artigo (veja também [18, 19]), Demengel provou que, se existe uma funcdo o €

L®(C;RN) N BV (Q) satisfazendo ||| () < 1,0 #u >0e

—dive = A, x € Q)
(Pr) : oVu = |Vu|, x€Q
c-f(—u) = u, x € 0Q),

para A > 0, entdo A = A1(Q)) (o primeiro autovalor do 1-Laplaciano), em que ij denota

o vetor normal unitdrio exterior a Q).

Ainda em [17], Demengel exibiu uma funcdo ¢ para o caso em que () = ), e
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N(bel + aNfl)

A= Al(Qa,b) = pN _ 4N

Uma vez que o primeiro autovalor do 1-Laplaciano também é a constante de Che-

eger de (), , (veja [42]), isto implica que o anel (), , é calibravel, pois

N@EY"T+aN"h) [0,
bN —aN ‘Qa,b‘

h(Qa,b)'

Em particular, quando N = 2, temos a constante de Cheeger do anel bidimensional

o (b+a)
2(b+a 2
MO =Z5——3 =5 (1.10)

Uma segunda demonstragdo de que o anel N-dimensional é calibravel foi obtida
por Bueno e Ercole em [11], utilizando a expressao (1.9).

Os resultados e a conjectura apresentados por Kawohl em [34] e os resultados de
Bueno e Ercole em [10] nos levaram a seguinte conjectura mais geral, parte do contetido

desta tese:

Conjectura. Para um dominio limitado () com fronteira de Lipschitz temos

0, se h(Q))>1
I 0 = - 1.11
pggHupH 0, se h(Q)=1 (1.11)
(09

, se h(Q) <1

Optamos por escrever os casos h(Q)) > 1 e h(Q)) = 1 separadamente para destacar

o caso h(Q) =1 que é o foco principal deste capitulo.

Exemplo 1.4. Consideremos a bola N-dimensional Bg. No caso /(Bg) > 1, temos N >

R, de acordo com o Exemplo 1.3. Assim, vale

1

— p—1
lim ||Up[leo = lim (p—1>R(5)p —0.
p—1+ p—1+ 14 N
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Note que, de acordo com (1.5), se N > R, temos
1

R\ 71
li Ullow = — =0.
i Uyl = ()

Por outro lado, se h(Bg) < 1 (isto é, N < R),

. —1
lim ||U, e = lim (p—l)R(E)p — o (1.12)

p—1+ p—1+

pois
1\ _/(R\7T R(R/N)7T
lim |[U, |l = lim (p—)R(—> — lim RR/N)TT
po1t p—1t | p N p—1t (p/p—1)
1

= lim R(R/N)?TIn(R/N) = oo,

p—1t

pela Regra de L'Hospital.

Finalmente, para a derivada,

1

R\ 71 oo, se h(B,) <1
lim [|U) |0 = (N) = (Br) (1.13)
p=1t 1, se h(Bgr)=1.
Com isso, verificamos nossa conjectura (1.11) em Bg. Ou seja,
0, se R<N
li Uplleo = = 1.14
pg{h | U || 0, se N=R (1.14)
00, se R > N.
Além disso, mostramos também que
0, se R<N
lim [[Upllo =9 1, se N=R (1.15)
p—1t

o0, se R > N.
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<

Exemplo 1.5. Consideramos o anel bidimensional Q2 ,. Nossa conjectura coincide com

os resultados de Kawohl ((1.7) e (1.8)), admitindo que 1722—_}),12 > 1 possa ser substituido

or 2 >1 <
P b—a —

Enfatizamos que o estudo de Kawohl no caso do anel limitou-se ao caso N = 2.

Trataremos posteriormente o caso N-dimensional.

1.3 Nossos resultados

Vimos, na se¢do anterior, que (1.11) foi verificada na bola N-dimensional e no anel
bidimensional, caso em que Kawohl [34] fez uma conjectura que coincide com a nossa.
Comecamos esta se¢do mostrando a veracidade de nossa conjectura para dominios
mais gerais, no caso em que /() # 1. Portanto, a nossa conjectura se reduzird a
seguinte: se h(Q)) = 1, entdo lim,_,;+ |[up/l = 0. Na préxima segdo mostraremos
que esta conjectura é verdadeira também quando (2 é um anel N-dimensional radial

(regido entre duas bolas centradas na origem).

Lema 1.6. Em um dominio limitado Q C RN com fronteira de Lipschitz vale

‘ ‘ 0, se h(Q)>1
lim luplleo = lim lupllh = (1.16)
p—1 p—1 o se h(Q)<1.

Demonstragio. Aplicando a definicdo de limite em (1.9) obtemos, para cada € > 0 sufi-

cientemente pequeno e p > 1 suficientemente préximo de 1,

h(Q) — €] < ”u:”w < [h(Q) + €] 7.

Se h(Q2) > 1, tomando € suficientemente pequeno de modo que h(Q)) —e > 1,
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concluimos que lim,,_,1+ [[#p[|c = 0. Analogamente, se #(Q}) < 1, tomando e suficien-

temente pequeno de modo que i(Q)) + € < 1, concluimos que lim,, ¢+ [|up[[co = 0. [

Na sequéncia, vamos expor condi¢Oes suficientes para a validade de nossa conjec-
tura.

Para tanto, utilizaremos alguns resultados devidos a Bueno e Ercole (veja [10, Thm.
2, p. 266 e Cor. 8, p. 269]), obtidos por meio de uma combinag¢do do Principio de Ca-
valieri com a Férmula da Coarea (veja o Apéndice A, Proposigdes A.6 e A.7). Optamos
por apresentar as demonstragdes desses resultados, pois os argumentos utilizados ne-
las assemelham-se a alguns que utilizaremos posteriormente. Os préximos dois lemas

expostos na sequéncia, se referem a [10, Thm. 2, p. 266 e Cor. 8, p. 269].

Lema 1.7. Seja QO C RN um dominio limitado com fronteira de Lipschitz. Entdo

P
alk
/\u]degﬂ/ |VulP dx
0 Cnyp JO

para toda u € Wg’p(ﬂ) \ {0}, em que Cy;, é dada por

P N g
CN,p =N <ﬁ) |B1|N. (117)

Demonstragdo. Denotemos, como antes, por U, a p-fungdo de torcdo de (2* = Bg, em
que Bg é a bola com centro na origem e raio R tal que |Br| = [Q}].

De acordo com (1.4) temos

p—1
Lp_ (_P N

p—1 Nw% p p
- (L) _NON o B R = oyl R
p_l (wNRN)N

Seja e, a primeira autofungao positiva do p-Laplaciano em (), satisfazendo ||ey|[cc =



1.3 Nossos resultados 25

1. Uma vez que e, e u, anulam-se em d() e
decorre do Principio da Comparagdo que
0<e, <Ap(Q)7Tu, emQ. (1.18)
1
Tomando o maximo em (1.18), obtemos 1 = |[e[|cc < Ap(Q) 7T |1y ||eo €, portanto,
1—
lp oo P < Ap(QQ),

desigualdade valida para qualquer dominio () com fronteira de Lipschitz. Assim, em

particular, vale para (2* = By, de modo que
CrpQITF = Ul < Ap(C07). (1.19)
Utilizando o resultado classico (veja, por exemplo, [33])
Ap(QYF) < Ap(Q),

concluimos que

_z Jo IVul? dx
Qv AO0) <
CN,p‘ | = P( ) — fQ\u]de
para toda u € Wé’p (Q) \ {0}, de onde decorre o lema. O

Lema 1.8. Seja Q) um dominio limitado de RN com fronteira de Lipschitz. Entdo,

p—1
P

h(n)g( el ) (1.20)

[upl2
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e
ltplleo < NutplliS3, ™" (lluplly 77D (1.21)
em que
p—1
+N(p-1 v +N(p-1
Sw:N(—pﬂ) (—V r()f’ ));Bﬂ%:(—p ;’9 ))CN,F,. (1.22)

Demonstragio. Seja A; := {x € Q) : up(x) > t}, o conjunto de nivel t de u,,.

Pelo Principio de Cavalieri (Apéndice A, Proposicdo A.6), temos

[[p oo
/ 1y dx :/ |Af| dt,
Q 0

e, pela Férmula da Coérea (Apéndice A, Proposi¢do A.7)(notando que u € C LQ)),

oyl
/|Vup|dx:/ 94, dt.
(@) 0

Como h(Q)) < |‘aTAt||, temos
t

l4plle luplleo  13AY] Jtpllo
Vipldx= [ padar= [ |4 dt > h(e) [ A at
S Vupldx = [T = [T AT ez @) [T |4

=h(Q) /Qup dx.

Pela desigualdade de Holder e pelo fato de u,, ser solucio fraca do problema (PT)

(ou seja, satisfaz (1.2)), obtemos

1 1.1 1 _1
JalViupldx _ (Jo[Vupl? d)? 101 (fyuy dx)? Q'
Joupdx ~ Jo up dx Jo up dx

p—1
(Fali)
luplla )7

uma vez que u, > 0.

h(Q)
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Logo,

o que prova (1.20).

Por outro lado, para cada 0 < k < [[up ||, a fungdo

u, —k seu, >k,
(up — k)" = max{u, —k,0} = b g
0 seup <k

pertence a Wg’p(ﬂ), pois u, € Wg’p(ﬂ) euy > 0em ().

Consideramos v = (u, — k)" na igualdade (1.2), obtemos

Vi, d :/ ~ k) dx. 123
[, Vsl e = [,y k) dx 1.23)

Note que, como Ay é um conjunto aberto, temos V (1, — k)* = Vu, em Ay.

O préximo passo é estimar / |Vup|P dx por baixo. Pela desigualdade de Holder,
Ak

temos

</Ak(up —k) dx)p < |Ak|P_1 /Ak(up — k)P dx.

Adicionalmente, do Lema 1.7, conseguimos

P [ Ar|P~1| Ay %
u, —k) dx <AF’_1/ u—kpdx<k—k/ Vu,|P dx,
(/AN ) )_|k| [y —gr e < BB [ o

em que Cy,, € a constante definida por (1.17).

Isto implica que

_ P
cN,pyAkNHP(/ (up — k) dx) g/ Vi, |P dx.
Ay Ay
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Por (1.23), obtemos

_ p
CN,p|Ak|Wp+1_P (/ (up —k) dx) < / (up — k) dx,
Ak Ak

e, consequentemente,

p-1 1 p+N(p—1)
u, —k) dx < —|A N .
(/Ak( P ) ) o CN,p| k|

Reescrevendo a ultima desigualdade temos

N(p—1)
p+N(p=1) -
( /A (1, — k) dx) T <o T4y (1.24)
k
Agora, definimos
£(k) ::/A (up — k) dx:/k | Ay dt, (1.25)
k

em que a ultima igualdade segue-se do Principio de Cavalieri (veja o Apéndice A,

Proposigdo A.6). Combinando (1.24) e (1.25), temos

N(p-1) N

oo p+N(p-1) T N=D
</k Al dt) < CN,;;;N(;:A) | Agl.

E, como f (k) = —|Ag|,

1< =CR " RO £ () (1.26)
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Note que

% (wcw [f(0) P8 —f(k)wv’(’p—m])

N,s,p

_ (P+N(P—1))Cp+rv<?]—1>[o__—771)f(k)p+wfm_

p+N(p—
—N —N(p—-1)

= —CL" T F) PN £ (k).

Entdo, integrando (1.26) com limite superior igual a k, temos

o< (D) e oyl — o)

p
N NG=T)
<P+Ns(pp ))CH;W 1></Qude)p+ o

pois f(k) > 0e f(0) = /Qup dx.

Logo,
P
+N(p -1\ ~vvp pHN(p-1)
il = (PPN ([ wpax)

ou seja, organizando a poténcia de ||u,||;, obtemos

IN

—N
lopy—N
[uplleo < ||u,g||1S”+N (||up|| p)p+N(p o)

em que Sy, = Cn,p, provando assim (1.21).

)

Quando h(Q)) = 1, decorre imediatamente de (1.20) a limitagdo

[uplly < 12

(1.27)

(1.28)
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Utilizando (1.28), a estimativa (1.21) pode ser reescrita como

N

- N
lplleo < 1O S/ (Jlup ||y F)PNGD, (1.29)
Vamos agora provar a limitagdo de ||uy[|; e [[uplw, no caso em que K(Q)) = 1,

utilizando (1.28) e (1.29). Mais precisamente, temos

Teorema 1.9. Considere Q um dominio limitado de RN com fronteira de Lipschitz. Se h(Q) =
1, entio
Q)
limsup [[up|l; <[Q e limsup |[uplle < 19] (1.30)

p—1t p—1+ B | N|.

Demonstragio. Decorre imediatamente de (1.28) que

limsup [lupls < 0.
p—1t

Para provar a segunda desigualdade em (1.30), inicialmente tomamos o limite com

p — 17 em (1.22):

N P11~
lim C™"7 = lim {N\Bﬂﬁ?(pi) } o

p—1t g p—1+ -1
N -p (p—l)(—%)
= lim |:N_P+N(P—1)‘B1|P+N(P—l) (L) }
p—1t p—1
_ _ 1
= N"NBy| ™! = 1Bx| (1.31)

Tomando o limite superior quando p tende a 17 em (1.29), utilizando (1.9), (1.31) e

a hipotese h(Q)) = 1, obtemos

N N
- : W 1 1-py 57D
hinsltip ||1/lpHoo < 10| plll’ll’lJr CN,’;} P 11ml+(\|u}y|\1 ) PINGT)

Q0] Ql
— — 1 = -,
B 7 = B = gy
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provando assim o teorema. [

A seguir, mostraremos que lim,,_,;+ [[up||cc = 0 quando ||V ||;~(30) for limitada e
o dominio Q) tiver fronteira C2. Essa regularidade da fronteira nos permitira aplicar a

Identidade de Pohozaev (veja, por exemplo, Gueda e Véron [28, Thm. 1.1]).

Proposicio 1.10. Seja Q) um dominio limitado com fronteira C. Existe uma constante positiva

m, dependendo apenas de Q) tal que

rp p
P gl < 190 (1.32)
Além disso, se
limsup || Viup||p=@q) < o (1.33)
p—1t

entdo

tim [ty = 0.

Demonstragio. Decorre da Identidade de Pohozaev que

N(p—1)+ -1
(%)/ﬁur, dx = (p7> /BQ|Vup|Px.Vde’ (1.34)

em que v denota o vetor normal unitario exterior a 9.

Consequentemente, como u, € CP(Q) (esta regularidade pode ser vista no final
da Secdo 1.1), obtemos
N(p—-1)+p
(MDY s = [ [Vl vs. < [ max Vil max s,

< 95y (max ) 202, 1.39)
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ou seja,
PTp
p—1

ltglls < 192y

em que
.. Np-D+p
P 902 (max [x|)p

Tomando r o minimo de 7y, que é atingido quando p = 1, obtemos

1

.
20 ’
02| (max |x])

que depende apenas de (), como afirmado. Assim, (1.32) esta provado.
Suponhamos entdo (1.33). Sejam M > 0 e pg > 1 tais que || Vup | 1=@50) < M, para
todo1 < p < po.

Decorre de (1.32) que

limsup ||up|; < limsup (pr—;l)Mp = 0. (1.36)

p—1+ p—1t
Tomando o limite superior em (1.29), por (1.9), (1.21) do Lema 1.8 e (1.36), obtemos

lim sup |[up |l < limsup ||upl[1Sy

p+NIEIp71> 1-p\ 57 =T
([Juplly 7)reNGE=D

p—1t p—1t P
h(Q)N
= lim sup ||u =0,
|BN| P H PHl

p—1t

provando que

lim ||u =0.
Tim o .

Mostraremos agora que a nossa conjectura se verifica sob a hip6tese de limitagdo de
| Vi |leo, quando p tende a 1, em um dominio com fronteira de Lipschitz. Para tanto,
necessitaremos de algumas propriedades dos espagos de variagdo limitada BV (Q)

(veja o Apéndice A, resultados da Se¢do A.2).
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Teorema 1.11. Seja Q) um dominio Lipschitz tal que h(Q)) = 1e

limsup ||Vl < co. (1.37)
p—1t
Entdo
li o =0. 1.38
Jim, [[up | (1.38)

Demonstragdo. Consideremos p, — 17 tal que

|l tp,llc = S := limsup ||up | co- (1.39)
p—1t

10
[Bn'
Arzela-Ascoli garante que, a menos de subsequéncia, {up, } converge uniformemente

Do Teorema 1.9 decorre que S < Utilizando a hip6tese (1.37), o Teorema de

em Q) para uma fungéo u € C(Q)) que é ndo negativa em () e nula na fronteira 9Q).
Como up, — u uniformemente em Q), temos |1y, [|co = ||1t]|c0 € Up, — u em L1(QY).
Por (1.39), segue-se || 1]l = S.
Afirmamos que {u,} é limitada em BV (Q}). De fato, como cada u,, é solugdo de
um problema de torgdo, temos que || Vi, [|br = [[up, |1 €, além disso, que u,, € CH(QY),
o que implica |Duy, [(Q)) = [|[Vup, |1, em que |Dv|(Q)) representa a variagao total de

v € L1(Q). Entdo, pela desigualdade de Holder, temos
1,i
[Dity, |(Q) = ||V, 11 < [ Viap, |, |07 = Hupnll Q. (1.40)
Como

lupullBv() = lup,lln + | Dup, [ (Q)

e {up,} é limitada em L'(Q), concluimos que {up, } é limitada em BV (Q}). Isso tam-
bém implica que u € BV(Q)). Note que, como u = up, = 0 em 9Q), |[Du,,|(Q) =
|Duy, |(RN) e [Du| () = [Du|(RY).
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A semicontinuidade da variagdo total e (1.40) implicam que

1 11

Du|(Q) < liminf | Duy, | (Q) < liminf [y, | 7|07 = uls,  (1.41)

em que a tltima igualdade segue-se do fato que u,, — 1 em L!(Q).

Consideremos agora A; := {x € ) : u(x) > t}, o conjunto de nivel  de u.

Pela defini¢do da constante de Cheeger (veja (1.1)), temos h(Q)) < %, sempre
t
que |A¢| > 0. Por hipétese, 1(Q)) = 1, de modo que
|0A¢| — |At| > 0, para todo t > 0. (1.42)

Assim, integrando (1.42), aplicando o Principio de Cavalieri e a Férmula da Coarea

(veja o Apéndice A, Proposicdes A.6 e A.7)), obtemos
[0
0< [ (oA — i)t = [Dul(Q) — |lul <0, (1.43)

em que a ultima desigualdade é consequéncia de (1.41).

Portanto, |0A¢| — |A¢| = 0, ou seja, |0A¢| = |A¢| para quase todo 0 < t < ||u||co. Em
outras palavras, A; é um conjunto de Cheeger para quase todo ¢ tal que |A¢| > 0.

Agora, vamos supor, por contradi¢do, que S > 0. Entdo, existe t > 0 tal que |A;| >
0, ou seja, A; é um conjunto de Cheeger. De acordo com [42, Prop. 3.5], a fronteira de
At intersecta 0Q). Fixemos, entdo, xg € dA; N Q) e uma sequéncia {x,} C A; tal que
Xp — Xo.

Como u(x,) >t (pois {x,} C Ay), temos

0=u(xg) — nlgrc}o u(xy) =0— lim u(x,) < —t, (1.44)

n—00

donde concluimos que t < 0, o que é uma contradicdo, pois t > 0. Assim, devemos ter

S =0, finalizando a demonstragdo de nossa afirmagéo. ]
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Observamos que se o dominio Lipschitz () tiver um tinico conjunto de Cheeger E e
limsup | Vuy|lee < o0, entdo lim |[u,|l = 0. (Essa conclusédo é valida, por exemplo,
1+ P p—>1+ 4
p—

quando (2 é convexo, veja [2]). De fato, é consequéncia de [10, Teorema 20] que, para

cada sequéncia p, — 17, existe uma subsequéncia {p,, } tal que

‘ Up, (x) ¢, se x€E
lim k = v(x) = B (1.45)
p—=1t ||”pnk||°° 0, se x€Q\E,

para quase todo ponto x € (), em que ¢ é uma constante positiva.

Entdo, tomando p, — 17 tal que |[up, |0 — S := limsup |[up ||, temos
p—1*

u
p J—
p,, = |[tp, [loo H % 5 Sv qtpemQ.

Da hipétese limsup || V|l < oo concluimos que, a menos de uma outra sub-
p—1*
sequéncia, up, converge uniformemente em () para Sv, como consequéncia do Teo-

rema de Arzeld-Ascoli. Como Sv pertence a C(Q), devemos ter S = 0.

Mas, em geral, para um dominio limitado Q e h(Q)) = 1, é dificil verificar que

limsup ||Vl < oo. Veja, contudo, a Proposigéo 1.16.
p—1t

Note que ndo conseguimos provar nossa conjectura (1.11) em sua totalidade, mas
provamos que as fung¢des de tor¢do permanecem limitadas em dominios arbitrarios.
Na préxima se¢do mostraremos que nossa conjectura é verdadeira no caso do anel N-

dimensional.
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1.4 O anel N-dimensional

Nesta secdo, consideramos o anel Q,, = {x € RN : a < |x| < b} e a p-funcdo de
G , P S

torgao u, associada a esse dominio. Vamos mostrar que, no caso h(Q), ;) = 1, vale

)

completando a prova de nossa conjectura nesse dominio.
Para simplificar nossa nota¢do, em alguns momentos consideraremos o anel () r.
Denotaremos por v, a p-fungéo de torgdo em () .

Notamos que,

p

b
se R= oy entdo uy(r) =arToy(=), para a<r=|x|<b (1.46)

Q=

h(Ql,k) = ah(Qa,b). (1.47)

Veja o Apéndice A, Se¢do A.3 para a demontragado dessas afirmativas.

Decorre de (1.46) que
u,(r) = arT v;(g), para a <r= |x| <b.

Portanto,

/ L
[plleo = a?~ 1|0 || oo. (1.48)
A prova do préximo resultado pode ser encontrada em [11, Prop.3 e Prop.4].

Lema 1.12. Temos

RNT 1 (1.49)
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1

N —1
/ . / o _ mlﬂ_l '
Jeplleo = max [0}(7)] = Ih(1) —< ) (150)

em que my € o valor mdximo da fungio de torcio no anel N-dimensional () .

Na sequéncia, estimaremos ||u/,||cc em termos 7 (€Y, p).

vl
Lema 1.13. Temos

1

1 0 B "
I == e
Demonstragio. Basta considerarmos o anel ()1 g (para R > 1) e provarmos
1 P / 1 71 [ RN-1 +1 1
(h(ﬂm)) < oplleo < (m) (E) . (1.52)

1
De fato, fazendo R = g em (1.52) e multiplicando essa equagdo por a?-T, obtemos,

levando em consideracdo (1.48),

N-1
NG . = (g) +1
< uplleo < N
h(QL%) h(er%) (g)?—l 1

Agora, usando (1.47) e observando que

1

—1

=

chegamos a (1.51).
Assim, vamos provar (1.52). Decorre de (1.49) que
N pN-1 S(p—1D+N | pN-1
RY +R N_q R? +R

—— —1<m < — 1.
RN-14+1 -7 RN-1 1 R (P~1)
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Como
R%(pil)JrN — R%(pil) 4 R%(Pfl)[RN —1] RN _1
RN-14 R (P D) Ry 0 4 RN-D-5 60y~ i1y
temos
RN —1 RN —1
N—1 < m? < 5T (1.53)
RE+1 R 41
Uma vez que
Q) N(RN-1 +1
h(Ql,R) — | 1,R| . ( + )

Oy (RN=-1) 7

concluimos que o lado esquerdo de (1.53) é igual a e o lado direito de (1.53) é

N
h(,r)
igual a

N RNl 41

h(Q1,r) (R%—l 4 1)'

Assim, (1.53) pode ser reescrita como

N N N RN-141
<m, —1< .
h(,r) P h(Qr) 71 11

Multiplicando a tltima desigualdade por 1/N, obtemos

1 my —1 1 RN-141
< < T
h(Ql,R) N h(Ql,R) R;—l +1

Finalmente, de (1.50) decorre que

711 711 N—l —1
| r | P —|—| P
n gla,b gztl,b Rp

e a prova estd completa. [

O proximo resultado descreve o comportamento assintético quando p — 17 das p-

fungdes de tor¢do em ), , no caso em que h((),,) = 1. Para demonstré-lo, aplicamos
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a Proposicdo 1.10, pois o gradiente de u, atinge seu valor maximo na fronteira de €, ;.

Teorema 1.14. Se h(Q), ;) = 1 entio

N/(1+(b/a)'=N)
1 <limsup [|uy [l < (—)

; e lim lipllos = 0.

Demonstragdo. Para h(Q),;) = 1, decorre do Lema 1.13
1 1

N bN*l_i_aNfl p-T RNfl_’_l p—1

br " —avr Rr " —1

paraR:%>1.

Agora, vamos calcular o limite

) RN*l + 1\ r—1 ) . hm an
lim (N— — lim z = lim "% = ex—
p—1+ xX—00 xX—00

Basta, portanto, calcular lgn Inz. Note que
X o0

RN-1_1 X RN-1_1
lim Inz = lim In <N—+> = lim xIn (N—+>
R R

X—00 X—00 (7)1 +1 X—00 (7)1 +1

Faga x = 1/y. Entédo,
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Aplicando a Regra de L'Hospital, obtemos

1- iy (1 (R
im = lim
y—0 y y—0 < RN-1+1 ) (R(y%)_l +1)2
Observe que C%(R(ﬁl)_1 +1) = (R(y%) 1)NlnR((y n )2) Entéo,
In ( RTI+1 ) N
N Ay-1
. RED1 1) —&®FT4n @G YNRR
lim = lim N = lim 5
RN-INInR (RN—lN)
= R RN-1411 = n R 'RN-1417,
Segue-se que
NRN-1
1 —
RN-1 11\ r1 lim Inz (RN—1+1)
lim <—) = eX—® = elnR
p—>1+ R%_l + 1

NRN-1 N
_R RN*1—|—1 _R 1—|—R1*N .

Logo, tomando o limite superior quando p tende a 1 em (1.54), obtemos
< R )
1-N
1 <limsup [uy [l < R 1+R , (1.55)
p—1t

0 que mostra a primeira afirmativa do teorema.

Para mostrar a segunda afirmativa, notamos que

1 1
[uplleo = a7 [} ]lo = av=

v, (1) = uy(a).
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Portanto,

a

(b) N/(1+(b/a)'~N)

limsup [|u}]|e = limsup ||}, [|Laq,,) <
p—1t p—=1F

de modo que o Teorema 1.11 ou a Proposi¢do 1.10 garantem que

li u =0.
Jim, [14ploo

O

Na préxima seg¢do, mostraremos que 1 é uma cota inferior para limsup || Vi ||eo
p—1t

quando h(Q)) = 1.

1.5 Resultados complementares

Nesta se¢do provaremos alguns resultados envolvendo o gradiente das p-fungdes
de torcéo.

Mais precisamente, quando o dominio tiver fronteira C>#, estabeleceremos uma
cota superior para || Vi, ||, aplicando o Principio do Méximo devido a Payne e Phi-
lippin (veja [43, Corollary 1, p.200]) ao p-problema de torcdo e-regularizado. Esse fato
nos permitird obter uma caracterizagdo da constante de Cheeger em fung¢do do gra-
diente das p-fungdes de torcdo, caracterizagdo essa que serd apresentada no Teorema
1.17.

Além disso, no caso 1(()) = 1, obteremos uma cota inferior para || V||« (indepen-
dente de p e N) e mostraremos que o minimo do quociente de Rayleigh ||Vu||},/|u/|}
é atingido por uy,. Estabeleceremos também uma propriedade deste quociente de Ray-
leigh.

O resultado de Payne e Philippin [43, Corollary 1, p.200], adaptado ao p-problema

de torgdo, estabelece que, se u for solugdo de

—div(g(|Vul>)Vu) =1
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no dominio convexo O C RN com bordo suave (N > 2) e u = c em 9Q (c é uma

constante), qualquer que seja ¢ de classe C> em seu dominio satisfazendo
g(s) >0 e e(s) = g(s) +2sg'(s) >0 para s € [0,max|Vul?], (1.56)

entao
[Vul?

D(x,2) = /

0

(() +2¢5 (@) de +2 | 14d¢
assume seu maximo em um ponto critico de u.

No caso do operador p-Laplaciano, consideramos

g(s) =57 e e(s) =57 +25(p;2>spz4 =(p-1)s7. (1.57)
O operador @ é definido por

|Vu|2 p-2 u
d(x,2) = /0 (p—1)sz ds —1—2/0 1ds.

Ou seja,

[Vul?

+2u :2(;97?1>|Vu|’”+2u. (1.58)

Observe que g(s) e e(s) ndo satisfazem (1.56) na origem. Assim, a aplicagdo direta

dos resultados de [43] ndo é possivel.

Para contornar esse fato, consideramos o problema auxiliar (o problema e-regulari-

zado) dado por

—div Vu:2)Vu =1 em Q
(PTreg) . (g€(| €| ) E)
ue =0, em 90O
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em que

Assim, g € C?([0,00)) e

p=2 p—4

ec(s) = (e—ks)p%2 +2S<P_2)(€+S)”24 =(e+s) 2 +s(p—2)(e+s) 7.

2
Para o problema (PT,,;) e fungdes gc e ec temos que
p— 1 N4 P 24 P2 P2
D (x,2) = |2 . (e+|Vue|”)2 —ez| —2¢e|(e+ |Vue|”) 7 —e 2 | +2ue (1.59)
assume seu valor maximo em um ponto critico de u,. (Essa regularizagdo do p-Lapla-
ciano também pode ser vista no trabalho do Kawohl [34, p. 7].)

Lema 1.15. ®(x,2) assume o mdximo em um ponto critico de u,.

Demonstragiio. E consequéncia do artigo de Sakaguchi [45] que ue — up em Wg’p (Q)e
também que ue — 1, uniformemente em Q) quando € — 0.

A 1,
Decorre da convergéncia em W,” (Q) que
| Vite, (x)| = |Vup(x)],

para quase todo x € () e alguma sequéncia €, — 0. Logo, ®¢, (x,2) — P(x,2).
Por outro lado, de acordo com o resultado de Payne e Philippin, obtemos que
P, (x,2) assume seu valor maximo em um ponto critico x de ue. Entdo, |Vue(xe)| =

0. Assim,
Dc(x,2) < De(xe,2) = 2ue(xe).

Como () € limitado, podemos concluir que x,, converge para algum x, € Q) (pas-

sando a uma subsequéncia, se necessario). Dai,
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®(x,2) = lim P, (x,2) < lim 2ue, (xe,) = 2up(xp) (1.60)

n—o00 n—o00

para quase todo ponto x de () (aplicando a convergéncia uniforme na segunda igual-

dade).

Quer dizer, da expressdo de ®(x,2) e de (1.60) concluimos que
®(x,2) = 2(%) (Vi (x) [P +2u,(x) < 2up(xp) (1.61)

para quase todo ponto x de ().

Como u, € C!(Q)), podemos concluir que a desigualdade (1.61) vale para todo

ponto x € Q. Em particular, para x,.

Assim, avaliando a expressdo (1.61) em Xp, temos

(ijl) [Viup(xp)| <0

o que implica que |Vu,(x,)| = 0, mostrando que x, é um ponto critico de u,,. O
q plica q p\Xp que Xp p p

Partindo dos resultados apresentados nesta se¢do, podemos estabelecer uma cota

superior para || Vit ||«, no caso do dominio Q) ter fronteira C>%.

Proposicio 1.16. Seja Q) um dominio limitado, convexo e com fronteira C>*. Entdo

Vgl < - E s (162)

Demonstracdo. Por (1.61), temos

_Z(PP‘ Y vu, 0 < @\wp(xw +2u(x) < 2uy(xy) < 2yl
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Portanto,

p P
[Viplleo < 1 ][ o0,

finalizando a demonstragao. O

O proximo resultado vincula a constante de Cheeger com o comportamento assin-

totico do gradiente das p-fungdes de torgdo quando p — 17.

Teorema 1.17. Seja Q) um dominio limitado, convexo e com fronteira C2%, Entdo,

. 1— . 1—
h(Q)) = lim ||vup||L0°’(7aQ) = p11>1111+ ||VMP”LOO;(QQ)' (1.63)

p—1t

Demonstracdo. De acordo com (1.32) e (1.62), temos

rp P
2 gl < 1y < 918 < (2 ) il

Ou seja,

1
litpll <~ lplle

Decorre da tltima desigualdade que

-1 -1
gl < gl

isto é,
1 1

rP1 <

-1 -1
luplits ™ Iluplly

Pelo Teorema do Valor Médio,

[plleo < Col[ Vitp oo
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em que Cy = Cp(Q2) > 0. Logo,

1 ch!

<
1= 1’
HV“PHgo ||”P\|fo

e, de acordo com (1.9), obtemos

e
lim sup ;_1 <limsup —2—— = h(Q).1 = h(Q). (1.64)
o1 [Vl po1 upllé

Agora, de acordo com Proposicdo 1.16,

1
PN
IVl < (525 ) sl

ou seja,

p—1

. |
IVl < (525) 7 s (165

Entdo, tomando o limite em (1.65), decorre de (1.9) que

h(Q) < liminf ———— < limsup ;_1 (1.66)
o ([ V|5 o1t [Vl

Portanto, de (1.64) e (1.66) concluimos que

P [V &

Por outro lado, observamos que
IVipllLo@a) < [[Vitp]leo-

Entao,

h(Q) < liminf; < lim sup ; (1.68)

E 1
po1r HvuPHzoo(aQ) p—1t ||Vuproo(aQ)
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Decorre de (1.32) que
1

mp \? 3
P Nupll? < 1V upll 1 a02)-
p 1

Logo,

p-1
1 o (P=1\7 1 P
Vi llP-L T\ mp p—=1 )~
IVupllP=t oty
de onde concluimos que

lim sup ; < h(Q). (1.69)
port [Vt

Portanto, das expressdes (1.68) e (1.69), temos

hQ) = lim +; (1.70)
P [ V| (30)

Assim, de (1.67) e (1.70) provamos que

h(Q) = lim ;1:1 ;, (1.71)
o [Vl ot Vil g,

finalizando a prova de nosso resultado. O

Anteriormente obtivemos uma caracterizagdo do comportamento assintético do
gradiente das p-fungdes de torcdo vinculado a constante de Cheeger. E consequéncia

de (1.63) que

: , 0, se h(Q)>1
lim (Vi oo = Lim [Vt ~00) = 172
p—1 p—1 0, se h(Q) <1

A verificagdo de (1.72) é anédloga a prova do Lema 1.6.
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Nosso préximo objetivo é a obtengdo de uma cota inferior para ||Vl quando
h(Q)) = 1. Utilizaremos a caracterizagdo da constante de Cheeger apresentada no tra-
balho de Brasco, Lindgren e Parini em [6, section 8]. Mais precisamente, utilizaremos

o fato que

1 . .
R0~ Bl IV =¥ = 1) o

em que o divergente é dado por

/Q<qu,v> dx:/ﬂqodx, Vo € CT(Q).

Para isso, consideremos o campo V = |Vu,|F=2Vu, € L*(Q,RV). Entdo, || V||« =

|Vu, 15!, De acordo com (1.73), obtemos

1

1 -1 1 P
14 V
m < [[Vuplleo ~ e, consequentemente, (h(Q)) < [[Vup|leo.

Em particular, quando #(Q)) = 1, temos

1 < liminf || Vitp||co- (1.74)
p—1+

Ressaltamos que, na bola (veja exemplo 1.4) e no anel (veja Teorema 1.14), temos o

valor 1 como cota inferior para o gradiente. Isto é, na bola e anel, (1.74) esta verificado.

A seguir, vamos relacionar a imersdo de Sobolev W& P(Q) — L1(Q) com a p-funcio
de torcdo. Mais precisamente, provamos que o minimo do quociente de Rayleigh

Vull?/|lu||f é atingido por u,. Esse é o contetido do préximo resultado.
p 1 £1d0 p p P
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Teorema 1.18. Temos

o in{[ Vol v e WHP(Q) e [odx=1}
(@)

-1
oy 17

= min{||Vo|} : v e W, (Q) e [o]; =1} (1.75)

Demonstragio. Definimos os conjuntos

M = {v e WP(Q) : /dex =1} e My={oeW,"(Q) : o] =1}

e a funcdo
[[uplh
Note que w, € M1N M e
[Vl 1
Vel = T2 =
luplly  up

pois uy, é positiva e solugdo fraca de (PT), satisfazendo, portanto, (1.2). Entéo, o funci-

onal v — ||Vo||}, atinge (em w,) o valor 7 tanto em M, quanto em M.

[lupllP™
Portanto, para provar a primeira igualdade em (1.75), é suficiente mostrar que
1 P
< |[Vollp, YoeM.
Jup 17"
Uplhh
Considere v € M. Como u, é solugdo fraca de (PT), u, minimiza o funcional
energia

J: WP (Q) = R

definido por
\V4 p
J(u) := w—/ u dx.
p (@)
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Entao,

1 p-1
(5= 1)l = 1) < 1) = (<1190 1),

para qualquer constante positiva c. Ou seja,
¢ [p— e MIVoll] < (p—Dllupln. (1.76)
Vamos escolher c tal que

p—cpleVvHZ =p-—1, (1.77)

_r
e entdo reescrevemos (1.76) como ¢ < |[|up||1. Assim, de (1.77) temos ¢ = ||Vol[, "

Logo,

p

IVoll, ™ < llupll,

implicando que
1
TS < ||V?J||§
lplly

Para provar a segunda igualdade em (1.75) basta verificar que

1
ﬁ S va”g, VUGMZ.

luplly

Como |v| € My e | V]|y ||Z = || Vo] (uma propriedade das fungdes em W&’p(ﬂ)),

temos, utilizando a primeira igualdade em (1.75),

1

——— <Vl < Vol
plly
de onde concluimos a prova de nosso resultado. O

Observando o resultado anterior, percebemos a possibilidade de construir uma fun-
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¢do crescente a partir de
1

Hpi= —— 3
laap I

Fizemos as contas necessdrias e as apresentamos na proxima proposigao.

P
Proposicdo 1.19. A fungio p — (l%g) é crescente para p € (1,00).

Demonstragio. Considere py,p2 € (1,00) tais que p; < p2. Sejam u,, e uy, as fungdes
de tor¢do em p; e py, respectivamente.

A definicdo de yip, (veja 1.75) garante que

fQ |V7"F’2|P1 dx

VPl S p1-°
(fﬂ Up, dx)

(1.78)

P1
Isso implica que pyp, (/ Up, dx> < / |V, |P! dx.
Q Q
Aplicando desigualdade de Holder com o expoente conjugado q = % em (1.78) e
1

utilizando a defini¢do de Jp,, obtemos

P1

Pl P 2o q_n
([ ar) < [Vl < ([ (90 ar) " jolt R
Q Q Q

= (‘upz(/aupz dx) ) |Q| P2 = (sz)pz (/Qupz) ’Q| pz/

1 111
donde segue-se (jp, )" < (pp,) P2 |QY] 71 P2,

Ou seja,
1

1 1
(&) " (@) ”
Q) 1O

1
P
0 que prova que a funcdo p (%) é crescente para p € (1,00). O
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Capitulo

2

Funcodes de torcdo e o problema de

Cheeger: uma abordagem fracionaria

Neste capitulo, estudaremos o problema de Cheeger e a fungdo de tor¢do no con-
texto dos espagos de Sobolev fracionarios W7 (Q), em que 0 < s < 1,1 < p < N/s
e ) é um dominio limitado de RN (N > 2) com fronteira de Lipschitz. Os espagos
fraciondarios Wg’p (Q)) serdo definidos na Se¢do 2.1, onde também serdo apresentados

alguns resultados relacionados.

Para fins de apresentagdo, alteraremos ligeiramente nossa terminologia: s-constante
de Cheeger e (s, p)-funcao de tor¢do para indicar respectivamente, a constante de Che-

eger e a funcdo de tor¢do fraciondrias.

A fungdo de tor¢do fraciondria é a solu¢do do problema de tor¢do fraciondrio relaci-
onado aos operadores (s, p)- Laplaciano fraciondrios (—A);, que jd foram definidos na
introducdo deste trabalho de tese e que terdo uma énfase maior na Secédo 2.3.

Os operadores Laplaciano fraciondrios (—A)° aparecem em varios campos, como a
mecanica continua, fendmenos de transi¢do de fase, dindmica populacional, processa-

mento de imagens, teoria de jogos, matematica financeira e processo de Lévy. Veja [3],
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[14], [4], [36], [25] e [41] e suas respectivas referéncias.

Nossas aten¢des foram centralizadas no estudo do caso p tendendo a 1. Neste sen-
tido, nossa linha de pesquisa ndo abrangeu o estudo detalhado do comportamento dos
operadores, espagos e solu¢des de problemas quando s — 17. Alguns pesquisadores
ddo uma énfase maior para o s — 1. Por exemplo Nezza, Palatucci e Valdinoci em
[20] mostraram que

lim (—A)°u = (—A)u. (2.1)

s—1—

A seminorma de Gagliardo em RY, (objeto que seré definido na segéo inicial deste
capitulo) ndo converge, quando s — 1~ para a norma do espago usual Wol’p (Q). O

fator (1 — s)!/? retifica a situagao, como pode ser visto em [5].

Outro elemento importante neste capitulo é o s- perimetro fracionario. Ele serad
definido no decorrer do texto e utilizado na defini¢do da s- constante de Cheeger. No
que tange ao comportamento limite do s- perimetro fraciondrio, quandos — 1~ es —
0T, resultados de Bourgain, Brezis e Mironescu [5] mostram que para todo conjunto de

Borel E C RV de perimetro finito, obtem-se

lim (1 — s)Ps(E) = anP(E), (2.2)

s—1—

em que P(E) é o perimetro de E (definido no Capitulo 1) e ay é uma constante depen-

dendo de N.

Nosso principal objetivo neste capitulo serd generalizar os resultados contidos no
artigo [10] para o contexto de espacos fraciondrios. Para lidar com estes espagos, uti-
lizamos como base os artigos [6] e [20]; em [6] os autores mostraram vérios resultados

sobre a s-constante de Cheeger, mas nao a relacionaram com as (s, p)-fung¢des de tor¢do.
Apresentaremos, na Segdo 2.2, o problema de Cheeger fraciondrio e, na Se¢do 2.3, o

problema de Dirichlet fracionério e as (s, p)-fungdes de tor¢do. Ja na Segdo 2.4 faremos

a exposicdo de nossos principais resultados do capitulo. Outros resultados relaciona-
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dos as (s, p)- fungdes de tor¢do, como a versdo fraciondria para o minimo do quociente

de Rayleigh apresentado no Capitulo 1, estardo na Segao 2.5.

2.1 Os espagos W,”(Q)

Considerando um aberto limitado () com fronteira de Lipschitz, vamos definir os

espacos de Sobolev fracionarios W7 (Q}).

Consideremos s € (0,1) fixo. Para todo p € [1,+o0), definimos

WP (Q) = {u e LP(Q) : M e LP(Q x Q)}, (2.3)
x—ylr ™

isto é, 0 espaco de Banach intermedidrio (no sentido das inclusdes que estdo registradas

no Apéndice B, Segdes B.1 e B.2) entre L7 (Q) e W7 (Q) munido da norma

1
lullwsrey = ([0hysn ) + lull5)’ 2.4)
em que
1
| u(x) —u()l? |\
[Ulwsp(q) == (/Q 0 Jx— g dxdy | . (2.5)

¢ chamado seminorma de Gagliardo de u. (Note que [k]ysr () = 0 para a fungdo cons-

tante k no dominio limitado ().)

Dada uma fungdo u € W*?(Q), ao definirmos u = 0 em RN \ ), a seminorma de

Gagliardo pode ainda depender de valores em RY \ ), como mostra a identidade

p _ ju(x) —u(y)|” /
[u]WS/p(IRN) —/Q O |x—y\N+SP dXdy+2

Ju(x) P
o /Q oot @9

Exemplo 2.1. Considere E C RN um dominio limitado e xr a funcéo caracteristica de
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E. Temos
/ / | xE(x dxdy / xe(x) — xe()[? dxdy
RN JRN |x— |N+sp |x— |N+sp
+2 /C/ |x|)£E |N+Spdxdy
:Z/EC/E—|x_y|N+Spdxdy
em que E¢ = RN\ E. <

Se s > 1, a definigdo (2.3) ndo pode ser aplicada. De fato, para cadas > 1 e toda

funcdo mensuravel u : ) — R, se

|u(x) —u(y)[?
dxd ,
/Q a |x—y|Ntsp oy <

entdo u é constante em cada subconjunto conexo de (), veja [8, Proposition 2].

Assim, no caso em que s > 1 ndo é um inteiro, escrevemos s = m -+ 0, em que m é

um inteiro e o € (0, 1), e definimos

WP (Q)) = {ueW’”'P(Q) , [Dhulx) - a Wl e raxa), vl =m},
[x —y[7™

em que D*u denota a derivada fraca de u relativa ao multi-indice a. WP (Q)) é um

espaco de Banach munido da norma

==

ullwsri) = | Nullwme) + Y. 1D ullwor(q)

lac|=m

Seja () um aberto limitado com fronteira de Lipschitz. Paras € (0,1) e p € [1,0),

vamos considerar o espago W, (Q), definido como o fecho de C°(Q2) com respeito a
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norma
]| = [l ys (rvy + el (2.7)
em que
QLAY
[ WsP ]RN = </]RN /]RN |x— ’N—&-sp dJCdy) (28)
é finita.

Ressaltamos que, de acordo com a Proposicdo B.1, todas as fungdes de Wol’p (Q)
estdo contidas em Wg’p (Q). Em particular, as fung¢des de tor¢éo definidas no capitulo
anterior pertencem a W, " (Q).

As fungdes em W;7(Q) possuem uma extensdo natural para RN, ao definirmos
u=0em RN\ Q. Como jé visto, a seminorma de Gagliardo em RN pode depender de
valores em RN \ Q. Contudo (veja [6, Proposition B.1]), se sp # 1 e 9Q) for de Lipschitz,
entdo o espago W, " (Q) coincide com o fecho de C3°(Q) relativo & norma (2.4)

Portanto, as normas (2.7) e (2.4) sdo equivalentes e o espago Wos’p (Q)) com a norma
(2.7) coincide, como espago de Banach, com Wg’p (Q)) munido da norma (2.4).

Adicionalmente, a desigualdade de Poincaré fraciondria (que pode ser vista em [6,

Lemma 2.4]) afirma que

lully < Crvspalillyep g, ¥ € CR(Q). 29)

Por um argumento de densidade, (2.9) é vélida para toda fungdo u € W," (Q).

Como consequéncia, [']Ws,p(]RN) ¢ uma norma em Wg’p (Q)) equivalente a norma de-

finida em (2.7), pois
[u] wsp(RN) T Jullp < [u]WSrP(IRN) + CNs,pQ [u]s,p = (CN,s,p,Q + 1) [uls,p- (2.10)

Em todo este capitulo vamos considerar W, 7 (Q) com a norma [-]yysy (RV)- Pode-se

mostrar que esse espago é uniformemente convexo e, portanto, reflexivo (veja [31]).
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Resultados de imersdo dos espagos de Sobolev fracionarios W*? (Q)) podem ser vis-
tos, por exemplo, em [39] e [20]. Aqui vamos expor um desses resultados, que sera

importante neste capitulo. Para isso, definimos o expoente critico fraciondrio p; por

Np
N—sp’

ps =

Ressaltamos que consideraremos apenas o caso em que o dominio () é limitado e
possui fronteira de Lipschitz.

Nesse caso, os espagos W*?(Q)) estdo continuamente imersos em L7(Q)); com g €

[L, ps].

Teorema 2.2. Sejas € (0,1) e p € [1,00) tal que sp < N. Entio, existe uma constante

positiva Cy s », tal que, para toda u € W*F(Q) temos

[ullg < CN,s,p,QHuHWS/P(Q)r

para todo q € [1, p¥].

Pode-se também mostrar (veja [6, Corollary 2.8]) que o espago W, (Q2) estd com-

pactamente imerso em L((}) para todo g € [1, p}).

2.2 O problema de Cheeger fracionario

Definimos o s-perimetro fraciondrio de um conjunto de Borel E C RN, N > 1le

€ (0,1), por

Ps(E) = [XE]sp = /IRN /RN |XE|X_ |N+(Sy)|dxdy, (2.11)

em que X é a fungdo caracteristica e | - | a norma euclidiana do RY.
Motivacgdes para se definir o s - perimetro fraciondrio podem ser vistas no trabalho

de Cinti, Serra e Valdinoci [16].



2.2 O problema de Cheeger fracionério 59

Se o perimetro padrdo do conjunto E, isto é, P(E) (como definido no capitulo 1) e a
medida de Lebesgue de E forem finitos, entdo pode-se mostrar que Ps(E) < oo (veja [6,

Corollary 4.3]).

Como visto no Exemplo 2.1, temos

IXE(x) — XE()]
/]RN/]RN |x—y\N+5 dxdy—Z/C/ . y|N+dedy

em que E¢ = RN \ E. Ou seja,

1
E)=2 ——————dxdy.
) /EC/E ’x_y|N—|—s xdy

A versdo fraciondria do problema de Cheeger consiste em minimizar o quociente
(1.1) com P(E) substituido por Ps(E). Ou seja, o problema de Cheeger fracionario é o
problema de minimizagdo

s (2.12)
e hs(Q)) é chamada s-constante de Cheeger de Q).

Podemos cotar ks (Q2) inferiormente por uma constante positiva. Para tanto, preci-
samos do seguinte resultado, que pode ser encontrado em [20, Lemma 6.1] e cuja prova

optamos por reproduzir.

Lema 2.3. Fixe x € RN. Sejap € [1,+00),s € (0,1) e E C RN um conjunto mensurdvel

com medida finita. Entdo

dy
o Ty = IR
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1E]

1

N
) . Observe que
WN

Demonstragdo. Defina p = (

|Bo(x)| = [(E°UE) N By(x)| = [(Bp(x) N E) U (By(x) N E)]

= |Bo(x) NE[ 4 |By(x) N E|.

Assim,
|E“N By(x)] = [Bp(x)| = |[ENBp(x)| = [E] = [ENBy(x)].
Note que
|El = |[EN (Bp(x) N By(x))| = [(EN By(x)) U (ENBy(x))]
= |Bp(x) N E[ +[EN By(x)|.
Dai,

[EN By (x))| = |E[ = [By(x) NE[ = [E“N By(x)]. (2.13)

Deste modo,

dy _/ dy +/ dy
e [x —y[NTP S, (x) |x — y[NTP O JEeng(x) |x — y[NTP
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1
_ y|N+sp =z N+sp*®
x =yl o

/ dy >/ dy +/ dy
Ee |x —y[NTP T JEenB,(x) NP JEenBs(x) [x — y|N TP

Sey € E°N By(x), entdo

Logo,

_ Bl dy
pN+Sp EcﬂBc Ix — |N+Sp

_ BB dy
pN‘FSP ECﬂBC |x _ y|N+Sp

= ;/ d _|_/ L
— pNFP S () Y EenBg(x) |x — y|N TSP

_ / dy / dy
— JEnBs(x) PN JEenBy(x) |x — y| NP

Por outro lado, sey € EN By (x), entdoy € Eey & By(x).

Assim,
Ay / Ay / Ay
Ee |x — y|NFsp EnB5(x) |X — y|NTP  JEenBs(x) [x — y|N TSP
_ / dy  _ / dy
- . |x_ |N+sp o BE(O) |Z|N+sp
400 — +00
= / NwN N d :NwN/ r=(+sp) gy
0
_ Nuw (VY
 sp \wn
finalizando a prova do afirmado. O

Na sequéncia, o resultado onde provamos que hs(Q)) esta cotado inferiormente por

uma constante positiva.
N+s

2Nw\

Proposic¢do 2.4. h;(Q)) > QT > 0.

Demonstragio. Considerando p = 1 no Lema 2.3, temos

foe ey = CnaplEIY, (2.14)
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NCUN

SPCUI(\] s/N)’

em que Cnp = Entdo, integrando (2.14) temos

_dydx =5
>2 | CIE|~Ndx.
/ Ee |x |N+s /E | | X

Logo,
NN NG
Ps(E) 22 wWN |E|7WSZ N |Q|%§
|E| s
Portanto, temos
2N N
P, (E w —s
hs(Q)) = inf (E) > N_|0|7 > 0.
EcQ |E|

2.3 Um problema de Dirichlet fracionario e as (s, p) fun-
¢Oes de torcao

Nesta secdo estudamos o problema de Dirichlet fraciondrio

(=Ap)°u = f em Q

(Ps) :
! u = 0 em RN\Q
em que
s : () — u(y) P2 (u(x) —u(y))
—A =21
(AU =25m fo g v

é o operador (s, p)-Laplaciano fraciondrio, p > 1, Q € RN (N > 2) um dominio
limitado com fronteira de Lipschitz e f € L (Q). O problema de tor¢ao fracionario é
o caso particular de (Pr) quando f = 1.

Procuramos as solugdes de (Pf) no espago de Sobolev W,P(Q),0<s<lel<
p < N/s.
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Definigdo 2.5. Dizemos que uma fungio u € W, 7 (Q) é uma solugdo fraca do problema de
Dirichlet (Ps) se
(=8,yu,¢) = [ fodr, Vo e W (), (2.15)

em que

(pug) = [, [ OO a0 9 1,

[x —y NP

A motivagdo para esta definicdo pode ser encontrada em [31], onde também os

autores mostram que o funcional linear
Wo () 3 @ = ((=8p)'u,9)

é continuo, para cada u € W7 (Q).

Na sequéncia, vamos mostrar a existéncia e unicidade de solugdes para (Py). A uni-
cidade decorre do Principio de Comparacédo para o p-Laplaciano fraciondrio, devido a

Lindgren e Lindqvist, veja [39, Lemma 9].

Lema 2.6 (Principio da Comparagio). Sejam u e v fungdes continuas em Wy¥ (RN) e Q0 C

RN um dominio. Suponha que
(i) v>uem RN\ Q
(ii) ((—Ap)v(x), @) > ((—Ap)°u(x), ), parax € Qe ¢ € WP (Q), com ¢ > 0.

Entdo, v > u em (), ou seja, v > u em RN,

O proximo resultado garante a existéncia de uma tnica solugao para (Py).
Lema 2.7. O problema (Py) possui uma iinica solugio u € Wy (Q)) quando f € LP(Q).

Demonstragdo. Considere o funcional energia F, : W7 (Q) — R associado ao pro-

blema (Ps), definido por
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|u(x) — u(y)|P :
/]RN/]RN e ’N-I—sp dxdy—/Qf(x)udx,VMEWOSp(Q).
O functional F;, € de classe C! e sua derivada em u € W, (Q) é dada por
((F) (u), @) = ((—=Ap)°u, @) — /Qf(X)Godx, Vo € Wi (QQ).

Portanto, as solugdes fracas de (Py) sdo, precisamente, os pontos criticos de F,.

Mostraremos que o funcional é limitado inferiormente. Pela desigualdade de Hol-

der e pelo Teorema 2.2 (de imersdo), obtemos

‘ / Fudx| <

em que p' é o expoente conjugado de p e Sy 5,0 > 0 é uma constante. Portanto,

[ Vfuldx < U llialy < Snopallflplhermy, — @16)

1

1
, 2> P[ ]WSP(RN) SN,s,p,QHpr’[”]WS/P(IRN)I

F;(u) > E[u]stp(IRN)_

fudx

mostrando que F; € limitado inferiormente (note que a fungéo t — (% — kt) é limitada

/
. . s p
inferiormente por seu valor minimo — kp—,).

Considere {u,} C W, (Q) uma sequéncia minimizante. Ou seja,

lim F = inf F(v).
n—o0 p( ) veW, 7 (Q) p( )

Entéo, {F;(uy)} € limitada. Logo, existe M > 0 tal que

1
E[un]gvs,p(]RN) - SN,S,p,QHpr’ [un]stP(]RN) <M, VneN,

implicando que {u,} ¢ limitada (note que limy;, oo —kt) = +o00).

p

Como W, (Q) é reflexivo e {u,,} é uma sequéncia limitada em W,” (Q2), podemos
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assumir (passando a um subsequéncia, se necessario) que {u,} converge fracamente

~ S, S, z . S, z
para uma fungdo u € Wy"(RN): u, — u em W,”(Q). Além disso, como W, (Q2) é
uniformemente convexo, temos

[u]wsp ]RN) < ll}gnlnf[un]wsp(]RN) = nll_l;rolo[un]ws p(RN) (217)

Uma vez que o funcional linear u — |, q fudx é continuo (uma consequéncia de (2.16)),

temos

lim /Q Fattpdx = /Q Fudx. (2.18)

n—o0o

Decorre de (2.17) e (2.18) que

1
Folw) = ey — ) fud
.1 e s . s
S ol ~ fim, [ funde = fm i) = ek )
mostrando que Fy(u) = inf F)(v)

vEWS’p (Q)
Assim, u € um ponto critico de F} e, consequentemente, solugéo fraca de (Pf).
Agora provamos a unicidade da solugao obtida. Considere u; e uy solugdes para

(Ps). Entao,

(=8p)u1, ¢ /ffP Yuy, @), Ve WT(Q), ¢ >0.

Como u; = up; = 0 em RN\ Q, decorre do Principio da Comparagio (Lema 2.6) que

uy < upeuy <uy. Logo, u; = uy e, portanto, a solugdo é tinica. O

Observacao 2.1. O Principio de Comparagdo mostra que, se f for ndo-negativa, entdao

a solugdo fraca de (Ps) também é nado negativa. De fato, considerando wy;

pa solucéo
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fraca de
(—=Ap)’u = 0, xcQ

u = 0, xe€9dQ),

e up a solugdo do problema de (Pf), decorre do Lema 2.6 que 0 = wj, < uj em (),

mostrando que u° ndo é negativa em ().
p

Passemos agora a defini¢do das (s, p)-funcdes de tor¢do em Q). Elas sdo as tnicas
solugdes do problema
(=Ap)’u = 1 em QO
u =0 em RN\Q.
O problema (PTy) é chamado (s, p)-problema de torgio.
Os pontos criticos u € W7 (Q) do funcional F; (com f = 1), definido no Lema 2.7,

sdo solugdes fracas de (PTf), isto é, satisfazem

(=0p)°u, @) = /Q pdx, V ¢ € WyP(Q).

Em particular, considerando ¢ = u, obtemos
[u]f, = [Jull1. (2.19)

Além disso, é consequéncia do Lema 2.7 a existéncia e unicidade de solugdo para o
(s, p)-problema de torcao.

No decorrer deste capitulo vamos denotar por u3, a (s, p)-fungao de torgao em Q.
Decorre da Observacdo 2.1 que u; > 0 para todo x em ().

No caso especial () = By (a bola de centro zero e raio R), diferentemente do capi-
tulo anterior onde temos a expressdo das p-fungdes de torcdo, nos espagos de Sobolev

fraciondrios ndo temos uma expressdo explicita para as (s, p)-fungdes de torgdo, exceto
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para o caso p = 2 (veja [27]).

Ressaltamos também que, quando f € L®(Q)) e Q) é suficientemente suave, diga-
mos com fronteira pelo menos de classe C'"!, as solucdes fracas de (Pf) sao p-Holder
continuas até a fronteira, para algum § € (0,1). (Veja [30]). Assim, essa regularidade
vale para as (s, p)-funcgdes de torcio numa bola do RV,

No capitulo anterior destacamos a expressdo da constante de Cheeger em uma bola
do RN com raio R e centro na origem: h(Bg) = %.

O caso da s-constante de Cheeger h5(B) de uma bola N-dimensional no RY é mais
delicado. Nado sabemos seu valor numérico, mas conseguimos fornecer uma localiza-
¢do, utilizando o Lema 2.3 deste capitulo e também a Proposicdo 7.4 da referéncia [6],

que estabelece que
2Nw N
(1—5)s

hs(Q)) < h(Q), (2.20)

em que wy é o volume da bola unitdria N-dimensional de RN. Veja o préximo resul-

tado.

Lema 2.8. Considere B uma bola do RY. Temos

N+s
2NwN N ZNC()N
———— < hs(B) < h(B)®. 2.21
S|B|N S( ) (1—5)5 ( ) ( )
Demonstracdo. De acordo com (2.20) temos
2N(UN
hs(B) < 1= s)sh(B)S' (2.22)
Pela Proposicédo 2.4, temos
N+s
2NwN'N
hs(B) > ﬁ. (2.23)

Dai decorre o afirmado. ]
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2.4 Nossos resultados em W, " (Q))

Nosso objetivo principal nesta se¢do é provar algumas estimativas para as (s, p)-

fung¢des de tor¢do e mostrar que

L () = tim —

pi{?* W p%%l* W
1145 || oo 4513

Esta é a versdo fraciondria da caracterizagdo da constante de Cheeger por meio
do comportamento assintético das p-fungdes de tor¢do (quando p tende a 1), obtida
originalmente por Bueno e Ercole em [10].

Para tal, consideremos o primeiro autovalor fraciondrio A3 ,(Q2) de (—A)*, defi-
nido como o menor ndmero A tal que o problema

(=Ap)°u = AlulP™?u em Q

u =0 em RN\Q

possui solucdo ndo trivial. Sua caracterizac¢do variacional é dada por (veja [6])

1 (Q) = inf{[u]gvs,,,w) e WIP(Q), ||ull, = 1} (2.24)

As solugdes (PA¢) sdo chamadas primeiras autofungdes do p-Laplaciano fraciondrio.
Essas pertencem a L*(()) e sdo ou positivas ou negativas em quase todo ponto de Q).
Além disso, sdo tinicas, a menos de um mdultiplo escalar. (Veja [23, Teorema 3.2] e [7,
Teorema 2.8].)

Denotamos por ¢}, a primeira autofungdo positiva normalizada na norma L, isto

& el =1e

(86 = X,@)E) ], em 0

e = 0, em IRN \Q,

s
P
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significando que

(=876 9) =25,(0) [ (657 gdx, Vg € W3 (€V) (2.25)

Considerando ¢ = ¢}, nesta equagao, obtemos

(89065 5) = 510 en) = AT Q)1 (2.26)

Mais informagdes sobre o problema (PAy) e o primeiro autovalor do p-Laplaciano

fracionario podem ser encontradas, por exemplo, em [39] e [23].

Denotamos por zj, a solugéo de (Py). Mostraremos que, para f € L¥(Q)) \ {0},

temos cotas superiores para u}, e A] ,(Q).
Proposicdo 2.9. Seja z3, € Wy¥ (Q) a solugdo fraca de (Pf), com f € L*(Q) \ {0}. Entdo,

1

[ flle’ "2 p < uy qtpemQ (2.27)
e
1p(0)<||f\|oo< ] ) (2.28)
Z|

Demonstragdo. Como z5, e 1, sdo iguais a zeroem RN \ Qe

p

(a0 (15175 ) 0 ) = A8 0) = 7111 [ Focs
<A1 lle | gdx = [ g

= (D)5, 9), V0 <ge W, (Q), (2.29)

p

decorre do Lema (2.6) que

IFII 7Tz, < up q.tp. em Q. (2.30)

Up

‘B(D
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Pela desigualdade de Holder e da caracterizagdo (2.24), temos

s Jofzdx _ Iflelzh

S
1p(Q) < = < (2.31)
b Iz5lp lzllp 125117
ollZS O|r-1 0 p—1
MelBAr (oY .
125113 1Z5111
concluindo a demonstragao. O

Como consequéncia da Proposigdo 2.9, estabeleceremos uma cota superior para as

primeiras autofun¢des positivas fraciondrias normalizadas na norma L* e relacionare-
S ~ 1 S

mos Aj ,((2) com as (s, p)-fungdes de torcao uj,.

Coroléario 2.10. Temos
1

ep’” <AL, (Q)7 1wy, g.tp.em Q) (2.33)
e
1 Q!
15 o Iz

Demonstragdo. Considerando z;, = e}, e f = Ai/p(ﬂ)(e;)P ~1 em (2.27), obtemos

__1
121, (Q)(e)" Hlo" "e

Segue-se dai

Como ||ep][eo = 1, temos

provando (2.33).
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Agora, de (2.33) decorre
1= ey o < Ap(Q)F s
Ou seja,
W < 43,0,

que é a primeira desigualdade em (2.34). A segunda desigualdade decorre imediata-

mente de (2.28) ao tomarmos f =1e z; = u;. O

Decorre de (2.33) que u}, > 0 q.t.p. em (), pois ¢}, e Ai’p(ﬂ) sd0 ambos estritamente

maiores do que zero.

Observe que o Coroldrio 2.10 estabelece o vinculo entre o (s, p)-problema de torgio e

o problema de autovalor (PAy).

Na sequéncia, estimaremos o quociente |[uy[[c/ |11} [|1, © que nos permitira obter,

ao aplicarmos (2.34), o resultado

1 1
P uplloo =1 flus 1y

Proposicdo 2.11. Considere z;, € W*P(Q) \ {0} ndo negativa, solugio fraca de (Py) com
f € L®(Q). Entdo z;, € L¥(Q)) e

sp+N(p-1)

Izl _ 1 (SP+N(P—1)) 7 ( 1flleo )I; (2.35)
AL

12511 = [Bi] sp By)llz5 1%

Demonstragio. Para cada k > 0, considere o conjunto

Ar={x € Q:z,(x) > k}.
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Como z}, € W7 (Q) e z; > 0 em Q) (veja a Observagdo 2.1), a fungdo

st s B z;—k, sez;>k
(zp — k)" = max{zy — k,0} =
0, se z;’, <k

pertence a W, " (Q).

Tomando ¢ = (z;, — k)" em (2.15), vem

<(—A) 25, (25 — k)" > F(2)(z5 — k)dx. (2.36)

Ay

Vamos mostrar que

[(z) = &) Twsrmyy < ((=8p)°zp, (2, = k) 7).

De acordo com [23], temos

/ / W2 —5W)(z -k () ~ (- W)
RN JRN Y

‘x_ ‘N+sp

(25 — k)" (x) = (z;, — k)" (y)|?
/IR ) /IR ) s |N+Sp dxdy. (2.37)

Entéo, de (2.36) e (2.37) decorre que

z5 — k)T (x) — (25 — k)T (y)|P
/]RN/]RNI( k) ‘izyévfsp ) ) dxdy < [ (zp=K)fdx < |[flle [ (55~ B)dx.

A A
Ou seja,

(RN m—— (&~ k)fdr < [ flls /| @G-pax. @39

k

Tome entédo k > 0 tal que |Ay| > 0 e fixe uma bola B do RN. Aplicando o Lema 2.17
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no dominio limitado A; C RY, obtemos
sp P
[B1|V AL, (B1) < |Ak| VAT ,(Ak). (2.39)

Por (2.39) e (2.24), temos

(zp 0" (x) = (z - )" ()P
/IRN /IRN MY dxdy

/Ak(z — k)Pdx

g _S
|B1| ¥ [Ag| "N AT, (B1) < A7 ,(Ax) <

7

implicando que

Al ¥ —k P (RN
/ (2, — k)Pdx < AV 1E =0 o ), (2.40)
A [B1|¥ A3, (By)

Por outro lado, da desigualdade de Holder vem

(/Ak(z;—k)dx) < (/Akdx) (/Ak(z;—k)pdx);

Ny < /A k(z; — k)”dx) : (2.41)

‘G\‘._;

=

As desigualdades (2.40) e (2.41) implicam que

v A F (25— 0+
([ @ —0ar) <tag ([ @ -krax) <lap WY,
A Ak \Bl|W)\1,p(Bl)

Consequentemente, de (2.38) decorre que

p _spN(p-1) P
N T e e L R C R e

< Ifle /, (25—,
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de onde obtemos

1 sp+N(p—1)
(/ (zZ—k)dx)p < ”f||°°‘s;4k| A (2.42)
Ak |B1|V A7, (B1)
Decorre dai que
NG £l FINGT
sp+N(p— o sp+N(p—
( ., (zp —k)dx) < ( TR ) | Akl (2.43)
K |B1|N A3 ,(B1)

Definindo

0= [ -k
sk = [ -0
e aplicando o Principio de Cavalieri (veja o Apéndice A, Proposi¢do A.6), obtemos

_Np=1) N
(/00 |A |dt> PN < ( [ f1]oo )SHN(pl) A
k < . 0

k PIREEN

Como ¢’ (k) = | Ag|, decorre que

N
gl 7T < _( o )S’HW” ¢ (k). (2.44)

|B1| VA7, (B1)

__Np=1
Ao multiplicar (2.44) por g(k) FNET obtemos
Iflo  \FNET - Nev
1 S B |B |%As (B ) g(k) Sp+N(p71)g (k) (245)
1 1,p\P1

Uma vez que

N

i{ <SP + N(p _ 1)> < s|;|1f||oo )spH\I(pl) [g(o) sp+l\sffp71) _ g(k) sp+1\s]l(7p1):| } —
dk P B[V A] ,(B1)
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N
sp+N(p—1))( [fleo )SHN@-D{ ( sp ) I
— _ 0— k) sp+N(p—1) k
( sp [B1|¥ A5 ,(By) sp+N(p—1) 8 gk

N

oo sp+N(p—1) _ _—N(p-1)

:_(|B |J,',’;L' (B )) T k)G k), (2.46)
1N Ay, (b1

integrando (2.45) de 0 até k obtemos

N
k < (SP + N(P — 1)) ( ||f||oo ) sp+N(p—1) {g(O)wl\sfﬁl—l) _ g(k)sﬁlji’?_l)
)

sp
sp B1| VA7, (By
< (2N D) (Ml YT 247
sp |B1|N A3 ,(B1)

pois g(k) > 0e g(0) = ||z} |1

Denotemos c o lado direito da desigualdade (2.47). Ja provamos que k < ¢ sempre

que |Ag| > 0.

Como ¢ ndo depende de k, temos |Ax| = 0 para todo k > ¢, o que nos permite

concluir que zj, € L*(Q)) e ||z |« < c.

Tomando k = ||z} || vem

N
N _ o sp+N(p—1) [
Il < (PP (s ) AT e
B |~ 1 B
P

Como consequéncia da tltima desigualdade, temos

+N(p—1)

~ sp N
i < (PN W Ty,
oo = sp /

’ °P |B1|NAS ,(B1) '

ou seja,

sp+N(p—1)

N(p-1) : x
1zplloollZ5 oo <(5P+N<P‘”) ” ( e )"stul
o0 p o0 - g 7
5p By %A, (B T
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de modo que

sp+N(p—1) N
15l _ 1 <sp+N<p—1>> ” ( £l )
AT sp [B1[¥ A3 ,(B1)

que é justamente (2.35). O

Corolério 2.12. A (s, p)-fungdes de torcio uj, pertencem a L% (Q)) e satisfazem

s sp+N(p—1)
1 H”p”oo 1 (sp+N(p—l)) p
S e S
Q] = [[usllt ~ By sp

AL (Q) ) %
Al (B1)

(2.49)

Demonstragdo. Tomando zj, = ujy, e f = 1 na Proposicdo 2.11, obtemos

sp+N(p—1) N N

Juplle 1 (sp—i—N(p—l)) z ( 1 >n( 1 )p
< — ) ([ —— (2.50)
[uplli — [Bi sp Al (B1) s 17!

Da estimativa (2.49) segue-se que

L \T e o
2D < Aj Q).
pOO

Substituindo esta tltima desigualdade em (2.50), obtemos

sp+N(p—1)
[l _ 1 (sp+N(p—1)> P (Aip(n))?p 51
[uplln — Bl sp A p(B)) '

e entdo a segunda desigualdade de (2.49) estd provada.

Por outro lado, de acordo (2.34), temos

[ 111 1
Tl = ()T <10,
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implicando que

1 3| oo
< | Z” , (2.52)
Qs
provando a primeira desigualdade de (2.49). A prova estd completa. O

Agora estamos em condi¢Oes de vincular a s-constante de Cheeger ao comporta-
mento assintético (quando p tende a 1) da (s, p)-fungdes de tor¢do. A prova deste
resultado é baseada no Corolario 2.12 e na caracterizagdo

he(Q) = lim AS

p—1t

(), (2.53)

estabelecida por Brasco, Lindgren e Parini em [6]. (Vale recapitular que essa tltima
caracterizagdo foi obtida originalmente por Kawohl e Fridman [33] para o p-problema

de Cheeger.)

Teorema 2.13. Temos

1 1

im ——— =h(Q) = lim ———. (2.54)
p—1 p—1

P |ug o P lus |13

Demonstragdo. De acordo com a caracterizagao (2.53), temos

lim —- - € (0, 00). (2.55)

Por outro lado, decorre do Corolario (2.12), que

(L)H < (||uz||oo>P—1
Q] RN
sp+N(p—1) N(p-1)
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Fazendo p tender a 1 em (2.56) e utilizando (2.55), obtemos

15 |0\ P71
lim (—) =1. (2.57)

=1 \ [l a

Por outro lado, fazendo p convergir a 1 em (2.34) e aplicando (2.57) temos

Q-1 1 [\ P71 1
A T T = AN T TV A= Ay P T
1
p=1 g 5
Assim, de acordo com (2.53), temos

. 1 ) 1

ller ﬁ = S( = 1m+ ﬁ

=1 lus |13 P | [l

Como consequéncia, exceto quando /;(Q)) = 1, conhecemos o comportamento as-

sintético das (s, p)-fungdes de tor¢do quando p tende a 1:

Lema 2.14. Para Q C RY, um dominio limitado com fronteira Lipschitz temos

0, se hs(Q))>1
lo = lim ||u5|l1 = (2.58)
p—1t P

lim ||u
-1t oo, se hy(Q)) < 1.

pl
Demonstragio. Aplicando a defini¢do de limite em (2.54) obtemos

< L Q) 4]

Se hs(Q)) > 1, tomando e suficientemente pequeno de modo que h;(Q)) —e > 1,

concluimos que lim |up[lc = 0. Analogamente, se h5(Q2) < 1, tomando € suficiente-
p—1
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mente pequeno de modo que h(Q) + € < 1, concluimos que lir?+ [ |0 = oo O
p—

Note que o Lema 2.14 é uma versdo fraciondria do Lema (1.6) visto no capitulo

anterior.

2.5 Qutros resultados

Mostraremos nesta se¢do uma versdo fraciondria para o minimo do quociente de
Rayleigh apresentado no capitulo anterior na Segao 1.5.

Mais precisamente, provaremos que o minimo do quociente de Rayleigh fracionério
(), /||u]} é atingido pelas (s, p)-funcdes de torgdo. Esse minimo e a desigualdade de
Poincaré para seminormas de Gagliardo ajudardo na prova de que as (s, p)-fungdes de

torcio sdo radiais numa bola N-dimensional de RV.

Teorema 2.15. Para s e p fixos, temos

1 _ /
K% ||P—1 - min {[v]gvsfp(]RN) tvE ng(ﬂ)e [ofl1 = 1}- (2.59)
piil
uS
Além disso, [ Sp || € a unica fungdo ndo negativa que atinge o minimo.
plil

Demonstragdo. Como o funcional v > |[|v[[; ndo ¢é diferencidvel, vamos considerar o
problema de minimizagdo

oc::inf{[v]f,p:ve Wg’p(Q)e/

vdx =1 }, (2.60)
0

S
Up

[l

e entdo mostrar que este problema é unicamente resolvido pela func¢do positiva

Consideremos {w,} C W7 (Q) tal que

/ wpdx =1 e [wyll, = a (2.61)
0



80 Fungdes de torcdo e o problema de Cheeger: uma abordagem fraciondria

A sequéncia {w,} é limitada em L'(Q). De fato, pela desigualdade de Holder,

temos

1 1 1
7

1 B 1
/ |w,|dx < </ dx)p (/ \wn|de>p = ]Q\pp(/ \wn|de>p.
0 0 0 0

Ou seja,

p
(/ |wn|dx) < |Q|"’_1/ |w,, |Pdx.
0 0

Aplicando entdo (2.9) e a desigualdade de Holder, obtemos
lwall] < 1QP~Hwallp < Q1P Cris palwnllp.

Além disso, como Q) tem fronteira Lipschitz, {w, } é pré-compacta em L' (Q) (veja [20,
Corollary 7.2]).
Assim, existe w € Wy (Q) tal que w, — w em W7 (Q) (pois W7 (Q) é reflexivo)

e w, — wem L'(Q), com w satisfazendo w(x) = 0em RN\ Qel = / wy, dx —
0

/wdx.
Q

Pela defini¢do de infimo, temos
w < [w]k,, (2.62)

enquanto a convergéncia fraca garante que

==

[w]s,, < liiﬂiggf[wn]s,p =ar. (2.63)
Por (2.62) e (2.63), segue-se
[w]f, = a, (2.64)

e entdo concluimos que a = [w]L,, é o infimo em (2.60).

Até o momento provamos a existéncia de um minimizador para o conjunto das
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fungdes que define a. Agora, vamos mostrar que w =

De acordo com o método de multiplicadores de Lagrange, existe A € R tal que

(—Ap)Fw, @) = A /Q pdx, ¥ 9 € WP (Q). (2.65)

Tomando ¢ = w em (2.65), obtemos

[w]gvs,P(JRN) = )\/Q wdx = A.
Ou seja, [w]f, = A.
Entao A = a > 0, pois o = [w]gvs,p(]RN) e /Q wdx = 1.

Deste fato e de (2.65), temos que w é solugdo fraca de

(=Ay)’w = a, em Q
(Pa) '
w = 0, em RN\Q.

Além disso, pelo Lema 2.7, o problema (P,) possui solugdo tinica dada por w =

1
—1

ar~Twy,. De fato, a homogeneidade do operador p-Laplaciano fraciondrio implica que

1 p—1
p—1 -1

(=8p)*(arTuy) = arT(=Ap)uy =a, em O
1
arTw = 0, em RN\Q.
1 ) ) u;
Como 1 = [Jwl|y = ar~T[|w)]|1, implica que — = &, temos w = ———, 0 que
Al 45|11
conclui a prova de (2.59).

uS
Falta mostrar que w = ||u5p || é a unica fun¢do ndo-negativa que atinge o minimo

pli1
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Para tanto, observe que, como u; > 0 em (), decorre que w pertence aos conjuntos

A= {[v]f,p : UEWS'p(Q)e/

vdx = 1}
Q

B;:ﬁﬂ@:vew?«neﬂth:1}

Definindo
W = inf{[v]f,p o e WP (Q) e / lv|dx = 1}, (2.66)
Q
uS
temos a’ < [ Sp 1 = a. Assim, &’ < a.
T,

Como |w| pertence ao conjunto .4, também temos

]S,p — “//

a < [|lw

pois |w| é o minimizador de &'.

Dai, « = &/, provando assim a unicidade do minimo. Uma vez que

u

S
p
1, 2.67
[ (2.67)

= L) |
= e
s 5 Lllpliads,

1
concluimos a prova do resultado. O

Nosso préximo objetivo é mostrar as (s, p)-fungdes de tor¢do sdo radial quando o

dominio Q) for uma bola.
Coroldrio 2.16. As (s, p)-funcdes de torgdo sio radiais quando Q) é uma bola.

Demonstragio. Seja (u“;)* S Wg,p (Q)) a simetrizag¢do de Schwarz de us, isto é, a func¢do

radialmente decrescente tal que

Hus > t}*
p

, V>0, (2.68)

::((u;)*:>t
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em que, para todo Q C RN, O* representa a bola N-dimensional com o mesmo volume
de ). (Veja o Apéndice A, Secao A.4)
Entéo, (u;)* > 0e

1)l = [l - (2.69)

Além disso,

[(u;)*]WS/P(RN) < [uZ]Ws,P(]RN)/ (2.70)

de acordo com [46, Teorema A.1] ou [1, Secdo 9]).
(up)*

() (12

pertence a W," (Q) e

Afirmamos que atinge o minimo em (2.59). De fato, como essa fungdo

) | _ 15T
I M|, M)l
de acordo com (2.69) e (2.70) temos
[ (u5)" ] -
TR - s, N
TG) T Jwsrrny — [1Gaap) e[ 7D
<1 e [ ty ] 2.71)
= S, N .
Hu%Hf plws? (RN) ||u§,||1 WP (RN)
. up)* . .
Ou seja, a fungdo ——~—— também atinge o minimo (2.59). Entretanto, pela unici-
[1(u3)* 11
dade, temos (u})* = uj, e assim concluimos que uj, é radial quando ( ¢ uma bola. [

Para relacionar a s-constante de Cheeger de uma bola N-dimensional e a s-constante
de Cheeger de um dominio limitado () C RN aplicamos um resultado devido a Brasco,
Lindgren e Parini [6, Theorem 3.5] no contexto de espacos fracionarios. E a desigual-

dade de Faber-Krahn:

Lema 2.17. Sejam p > 1es € (0,1). Para todo dominio limitado Q0 C RN, temos

sp sp sp
B[N A, (B1) = [BIN A7, (B) < [Q[VA] ,(Q) (2.72)
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em que B é qualquer bola N-dimensional e By denota uma bola unitdria de RN. Além disso,

temos a iqualdade em (2.72) somente se ) for uma bola.

Fazendo p convergir a 1 na desigualdade de Faber-Krahn (2.72) podemos ver, como
em [6, Prop. 5.5], que bolas minimizam as s-constantes de Cheeger entre os conjuntos

N-dimensionais de mesma medida, pois

[B1|Vhs(B1) = [B|¥hs(B) < |Q|¥hs(€).

Agora, vamos deter nossa atenc¢do na familia de (s, p)-func¢des de tor¢do normali-

(mr)
(I

zadas na norma L!(Q)), isto &,

Em [6], os autores provaram que

hs(Q) = inf { [o]f)1 gy 0 € W' (@) e flof =1}
Como Wg’l(Q) ndo é reflexivo, eles mostraram que o infimo hs(Q}) é atingido no
espacgos de Sobolev

Wi (Q) = {v c L}Q) : [v]ﬁvs,l(RN) <oweu=0qtpem RN\ Q}

O préximo resultado é uma adaptagao de [6, Theorem 7.2], considerando a familia

us e’
Tp ao invés da familia S—p .
45|12 3111

Como a prova segue os mesmos passos de [6, Theorem 7.2], optamos por omiti-la.

uS
Teorema 2.18. Seja ¢, = ﬁ. Existe uma sequéncia {p,} tal que p, — 17 e ¢pp, — ¢
plil

em L1(Q)), para todo q < oo. A fungio limite ¢ é solugdo do problema de minimizagdo

_ : p . _
() = min {[o)es gy * ol =10 >0} (2.73)
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Associado a esse resultado, provamos:

Proposicdo 2.19. A solugio ¢ do problema de minimizagio (2.73) satisfaz ¢ € L*(Q) e

1 1 (@)
o <19l < 5 (1) 274

Enfatizamos que a cota superior de (2.74) é a mesma encontrada em [6, Theorem

2.7].

Demonstragio. Decorre da desigualdade de Holder que

1
q 1
([ 195.18x)" < gy llwlcr

Como {¢;, } converge para ¢ em L1((2), entdo

.
¢l = lim [|¢p,[lg < [Qf7 lim [[¢p, |co-

n—00 n—o0

Por outro lado, € consequéncia da defini¢do de ¢}, e de (2.49) que

u;n
15, 111

wlz

_1 . .
Q] ll¢lly < lim f|¢}, [[g = lim

n—oo n—00

— lim I, le <L (hs(0)>

n=veo |lup, lv ™ |Ba] \hs(B)

[ee]

Além disso,

_1
Jim (O lglly = ¢}

Logo,

wlz

1 (hs(Q)

que é a cota superior de (2.74).

A cota inferior em (2.74) ndo aparece na prova de [6, Theorem 7.2]. Para mostra-la,
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consideramos g = 1. Assim,

lim f[gp, i = lloll e ol < ll¢llelI Q-

Ou seja,
L= Tim [lgp, 1 =gl < [9lll,

implicando que

1

al < gl < li¢plleo- (2.76)

Por (2.75) e (2.76), temos (2.74). O

2.6 Alguns comentdrios finais

O objetivo principal no Capitulo 1 foi o estudo do comportamento assintético,
quando p — 17, das p-funcdes de torgao u,,. Nossos esforgos neste capitulo se concen-
traram a principio, em obter uma limitagdo para o gradiente das u, quando p — 1" na
tentativa de provar nossa conjectura de que L := pliql—l— |t4p|co seria igual a zero quando
h(Q)) = 1. Nao obtivemos o &xito como objetivamos.

Entdo, provamos nossa conjectura sob a hipétese da limitagéo de || V||, quando
p tende a 1 o que caracterizou um capitulo deste trabalho de tese.

Um fato importante é que as solugdes de torgdo u, pertencem ao espago Wg’p (Q),
onde temos uma disponibilidade maior de resultados ja provados na literatura para
essas fungdes. Por exemplo, temos a expressdo da fungdo de tor¢do na bola, o que
permite obter uma cota inferior da norma sup das uy, conforme [10, Prop. 6].

Diferentemente do caso local, para as (s, p)- fungdes de tor¢do em (), ndo alcanga-
mos uma versao integral da estimativa provada em [10, Prop. 6]. A falta da expressdo
da funcdo de torc¢do fraciondria na bola dificultou a prova da versao fraciondria de [10,

Prop. 6]. No caso fraciondrio, a expressdo s6 é conhecida para p = 2, o que pode ser
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visto por exemplo no trabalho de Greco e Servadei, [27].

No entanto, conseguimos mostrar a estimativa principal para a prova do limite
(2.54) que é a estimativa (2.34).

A auséncia da expressdo da fun¢do de tor¢do na bola fraciondria para valores de p
diferentes de 2, nos direcionou ao uso da caracterizacdo (2.53), um recurso que nao foi
utilizado por Bueno e Ercole na prova de [10, Prop. 6]. Ou seja, conseguimos a prova
do limite (2.54) ndo pelos mesmos métodos utilizados por Bueno e Ercole em [10].

Observe também que no Capitulo 2 ndo estudamos uma versdo fraciondria do li-
mite L :=lim,_,14 ||up|| devido a dificuldade de se obter estimativas para as normas
[u3]]1 e [|u3 ]| quando p tende a 1.

Essas situagoes exemplificam algumas das dificuldades encontradas quando esta-
mos trabalhando com os operadores (s, p)-Laplaciano fracionario.

Uma versao fraciondria de outros resultados mostrados por Bueno e Ercole em [10]
exigiria uma dedica¢do maior a solu¢do do operador 1- Laplaciano fraciondrio. Opta-
mos por concentrar nos resultados apresentados nestes dois capitulos, deixando outros
resultados que gostariamos de provar mas que ndo conseguimos, para trabalhos futu-

ros.
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Apéndice

Alguns resultados auxiliares

A.1 Principio da Comparacao fraco

Teorema A.1. Seja QO um dominio limitado em RN com fronteira suave. Sejam 1y, uy €

W&’p (Q)) satisfazendo (no sentido fraco)

—Apuy < Apuz em Q)

ui < un, em 80,

Entao,

up < up em Q).

Demonstragio. Veja, por exemplo, [44, Lema A.0.7]. O

A.2 Espacos de variacdo limitada

Relembramos neste Apéndice alguns resultados da teoria dos espacos de variacdo
limitada. Esses resultados podem ser vistos por exemplo, em [22].

Para definirmos a variagio total em Q) de uma funcéo u € L'(Q) consideraremos
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O C RN um conjunto aberto.

Definigdo A.2. A variacdo total em () de uma funcgdo u € L'(Q) é definida como

|Du|(Q)) := sup {/ udive dx |¢ € C(OGRY), ||¢]le < 1}.
0
Uma fungdo u tal que |Du|(Q)) < +oo é dito ser de variagdo limitada.

O espaco das fungdes de variacdo limitada serd denotado por BV (Q), do qual mu-
nido da norma

[ullBv := [Jull + [Dul(Q)

é um espaco de Banach.

Definigdo A.3. Um conjunto E C RN tem perimetro finito em () se sua funcéo carac-

teristica xr pertence a BV(Q)) e entdo
P(E; Q) := |Dxe|(Q) < +o0

Se () é um aberto limitado com fronteira de Lipschitz entdo um conjunto E que tem

perimetro finito em () tem também perimetro finito em RN e
P(E;RN) = P(E; Q) + #N"1(0Q2 N 9E),

onde o simbolo HN~! representa a medida de Hausdorff (N-1)dimensional em RY.
Em particular,

P(O;RN) = #HN71(90)).

Além disso, o perimetro de E em RY, P(E;RN), é dado por

P(E,RY) = P(E) := | Dxg|(R").
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Vamos adotar também a notagio: P(E,RYN) = |9E].

Se porém, u € BV(Q) entido BV(RYN) (estendendo u = 0em RN \ ) e
Du|(RN) = |Du|(Q) + /Q u|dHN T, (A1)

Esta extensdo se vincula ao fato de que para as fun¢gdes BV temos a nogdo de traco

definido de modo muito semelhante ao espago das fun¢des de Sobolev.

Abaixo, algumas propriedades dos espagos BV:

Proposi¢do A.4. (Semicontinuidade inferior) Considere {u;} uma sequéncia de fun-

1
loc

¢oes em BV (Q)) (k =1, ...) convergindo em L; (Q)) para a fun¢do u. Entéo,
|Du|(Q)) < liggﬂDukKQ).
Demonstragio. Seja ¢ € C&°((;RYN), |¢| < 1. Pela convergencia em L!(Q)) temos,
/Q udiv g dx = lim /Q u div ¢ dox. (A2)
Pela definicdo de variacao limitada,
/Q updiv ¢ dx < |Dug|(Q)). (A.3)
Por (A.2) e (A.3) temos
/Q udiv g dx = lim e div g dx < li]gio?f |Du|(Q)).

k—o00

|Du|(Q)) = sup {/ udivedx|e € C(l)(Q;]RN), oo < 1} < lil?linf|Duk\(Q).
O —00
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]

Proposicio A.5. Considere Q C RN um dominio com fronteira de Lipschitz, e seja

{uy} uma sequéncia de fungdes em BV (Q)) tal que
lukllsv < M

para algum M > 0. Entdo, existe uma subsequéncia {”kj} e uma fungdo u € BV(Q)

tal que uy; — 1 em LY(Q).

Proposigdo A.6. (Principio de Cavalieri) Seja v € L1(Q)

+o00
lolloey = [ Bt

onde E; = {x € O : v(x) > t} é o conjunto de nivel t da fungdo v.

Proposi¢do A.7. (Férmula da Codrea) Seja u € BV (Q)) e defina
Ei:={xeQ|u(x) >t}

Entéo,

Du|(Q) = /_+°° P(Es; Q) dt.

o0

A prova das proposi¢des acima podem ser encontradas em [22] e [26].

No que segue, considere () C RN um dominio limitado com fronteira de Lipschitz.

Definimos
|Do|(R")

Q) := Nolliaion
n(Q) vEBV(Q)\{0} ||U||L1(Q)

(A.4)

onde BV denota o espaco das fun¢des de varia¢do limitada em Q).
Vamos provar que dado um dominio de RY limitado com fronteira Lipschitz, entéo

existe pelo menos um conjunto de Cheeger. O préximo lema nos ajudard na prova
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deste resultado.
Lema A.8. Existe uma fun¢do v € BV(Q), v # 0, tal que

|Do ]| (RY)

0O) = )
MY = ol

Demonstragio. Com efeito, note que u(Q)) > 0.
Considere {u;} uma sequéncia minimizante para (A.4).
Suponha sem perda de generalidade que ||uk|| ;1) = 1. Para k > ko, com ko sufici-

entemente grande, temos
#(Q) < [Dug(RY) < p(Q) +1.

Lembremo-nos que a definicao de | Du|(Q) vale para todo conjunto aberto Q C RY,
em particular quando () = RN, e, se este é o0 caso, temos (A.1).

Pela defini¢do de norma no espago BV, segue que

lukllBv () = lluklliq) + [Duk () < u(Q) +2,

de onde segue que {uy} é uma sequéncia limitada em BV (Q)).
Pela proposigdo (A.5), a sequéncia {uy} possui uma subsequéncia {uy, } e uma fun-
¢do u € BV(Q) tal que

limu, =u em LY(Q).
j—oo

Denotando a subsequéncia por {u;} e fazendo uso da proposicdo (A.4) temos
#(0) < |Dul(RN) < liminf |Dugl (RY) = lim [Dig| (RN) = ()
—00 —00

Logo, |Du|(RN) = u(Q), e como ||u| 1 () = 1, concluimos a prova da afirmagao

A8 ]
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Segue o resultado sobre a existéncia de pelo menos um conjunto de Cheeger para

um dominio limitado ) com fronteira Lipschitz.

Proposigdo A.9. Para todo dominio limitado Q) C RN com fronteira Lipschitz, existe

pelo menos um conjunto de Cheeger.

Demonstragdo. Vamos provar a seguinte
Afirmacgdo 1: u(Q)) = h(Q)).

Prova da Afirmacdo 1: Vamos justificar as desigualdades

p(Q) < h(Q) e u(Q) = h(Q).

Provando u(Q)) < h(Q)) :
Considere E CC Q um conjunto arbitrério tal que P(E) := P(E;RN) < 4c0. Uma
XE _ |E| XE
— — 1 —
Vezque/ 1E| dx = / TE] dx = £l temos que E] .
Entdo, considerando v € BV(Q) \ {0}, com ||v||;1 = 1,temos

P(E)  IDXel(RY) | (xe\| e - ID(0)|(RY)
- B "D<|E|)‘“R)— lln

Tomando o infimo sobre todas as v € BV(Q) \ {0}, temos

P(E)  |Dxel(RM) ’ (x)‘ .  DERY)
E] E| )R 2 o ol

Pelo Lema A.8 e tomando tomando o infimo sobre todos os conjuntos E C C (2, obte-

maos

h(0) = Eicrgﬂ(—’) > u(Q).

Logo,
1(Q) < h(Q). (A5)
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Agora vamos verificar que u(Q)) > h(Q).

Pela férmula da Codarea (Proposi¢do A.7) e Principio de Cavallieri (Proposigdo A.6),

obtemos
( ) HDU”(IRN) / |0E¢|(R™) dt / P(E;RY) dt / P(E;) dt
'uQ - == +oo = == +o0 = _o—oi—oo .
1o/l (q) / |Ey| dt / |Ey| dt / |E;| dt
Logo
+o0 +o0
Q Ei| dt = P(Ey) dt.
H . .
Ou seja,

[ pE) — wievlEd) dt =o.

—00

Como u(Q)) < h(Q)), temos que —u(Q)) > —h(Q). Decorre dai e da defini¢do de h(Q)

que

0= [ ipte) ~ el e = [ [p(e) ~ h) B |

SR E- RO dt>/+:[ IEH = h(O)[E]] dt =0
Dai,

/jp(a)—y(a)\ay —0 = P(E)—pu(Q)|E|=0 qtp. teR.
Ou seja P(E:) = u(Q)). Mas

| Et|
() = PED S P(ERY) _ h(Q). (A.6)
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De (A.5) e (A.6), segue que

Entdo, sempre existe um conjunto E C Q) arbitrario que realiza o infimo de 1(Q) (Esses
conjuntos sdo os conjuntos de nivel da funcdo que realiza o infimo de 1(Q})). Ou seja,
estamos dizendo que para um conjunto limitado QO C RY, com fronteira de Lipschitz,

existe pelo menos um conjunto de Cheeger, o que prova a proposigao. [

Decorre da Proposi¢do A.9 que se u é minimizador para u(Q)), entdo, quase todo
conjunto de nivel de u com medida de Lebesgue positiva é um conjunto de Cheeger

para Q. Por outro lado, se E é um minimizador para 1(Q2) entdo xr é um minimizador

para 1 (Q2).

A.3 Funcdo de torcao e constante de Cheeger em (),
Nosso objetivo é provar que se v,(r) a solugao fraca do problema de tor¢ao em

Ql,b/a = {X eRV:1< |X| < b/a},
p

. (r
entdo uy(r) = a’ o, <E> é a fungdo de torgdo em Q5.

Precisamos mostrar que

1

b, b
/ |up|Pdr = / updr.
a a

r
Note que u;,(r) = ar’*lv/p (E) para todoa < r = |x| < b. Entdo, como v, é solucao
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fraca em (), ;/,, temos

[ yrar= [

Il
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=
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_—
=
<
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o
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»
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0
|
AN
<
AR
AN
_—
>
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N
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m\..
fay
=
<
—~
=
N—
Q.
=

, ) 5 5 5 1\
Ou seja, se uy(r) é a fungao de tor¢do do anel )4/, entdo uy(r) = arTov, <—) éa

fungdo de torgdo em ), ..

Vamos mostrar também que

h(Q1p/a) = ah(Qgp). (A7)

Como o anel N-dimensional é calibravel, temos

_ P(Qpe)  N((b/a)N7L4+1N"1)  aN(ON"L 44N
h(Ql,b/tl) - |Ql,b/a| — ((b/a)N — 1]\]) - (bN — IIIN) - ah(Qa,b)/

e isto prova (A.7).

A.4 Simetrizacao de Schwarz

Seja D C RN um subconjunto Lebesgue-mensuravel qualquer. Denotemos por D*

a bola de centro na origem que possui a mesma medida de Lebesgue de D.
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Seja u : Q — R uma fungio continua ndo-negativa no domfnio Q C R¥.

A simetriza¢do de Schwarz u* de u é a funcdo definida em 2* que satisfaz

{xeQ:ulx)>t}={xe Q" :u*(x) >t}

para todo t > 0.
Considere R o raio da bola ()*. A funcdo u* é radialmente simétrica e decrescente
em %, ou seja, u*(x) = u*(r) parar = [x| < Reu*(ry) < u*(r;)se0 <r; <rp <R

Além disso, ||t*||ec = ||tt]|ce- (Veja por exemplo [35]).



Apéndice

B

Alguns resultados auxiliares

fracionarios

B.1 W*?(Q)) é um espaco de Banach

W#P(Q)) é um espago de Banach munido da norma

1
u(x) —u(y)|P [
[l () = (/Q Ql ’isz(erszJ dxdy+/g|u|pdx) : (B.1)

Devemos mostrar que
1. W¥P(Q)) é um espaco vetorial
2. ||.[[wsr(q) € uma norma em W*#(Q)

3. W¥(Q)) é completo com relagdo a norma |[. || wsr(q)-

Prova de (1):
Sejam A,y € R, u,v € WP (Q). Entdo u,v € LP(Q)) e
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u(x) —u(y)| [o(x) —o(y)]

Como LP(Q)) é espago vetorial, decorre que Au + pv € LF(Q)).

Mostremos agora que

|[(Au + po) (x) — (Au + po) (y)[?
/Q/Q [ — [N dxdy < co.

Note que

|(Au+ po)(x) = (Au+ po) () |7 = [A(u(x) —u(y)) — plo(x) —o(y))|”
< ([AM(u(x) = u(y))| + |p(v(x) —o(y))])?
< 2P (max{|A(u(x) — u(y))], |p(v(x) —o(y))[})"
< 2P(|A(ux) —u@)P + |[p(o(x) —oy)IP).

Entdo,

_ p _ p
// | (Au + po)(x) g\’)»u+uv)(y)| dxdygzp’A’p/ |u(x) l;](]/)| dxdy
aJo |x — y[NFP ola |x—y[N+sp

— 4
o p/ o(x) =oWI” 4 g0
L N e e xdy

De acordo com (B.2), as integrais do lado direito da tltima desigualdade sdo finitas

e entdo,

|(Au + po)(x) — (Au+ po) (y) |
A p—— dxdy < c,

o que mostra que W*?((}) é um espaco vetorial.

Prova de (2):

* [Jullwsrq) = 0 se, e somente se, u = 0.
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Se u = 0 é claro que |[u||ysr(q) = 0. Por outro lado, se ||u[|ysrq) = 0, temos que
[ullwsp () = HMHZ,,(Q) + [u]ﬁvslr,(ﬂ) =0.Comou € LP(Q)) e [u]wsp( q) = 0 decorre que

u=0.

o NAullwsr) = IMI[ullwsr )

Note que
Au(x) —u(y))P
Aul|b Aullb + [Aul? / /\upder// A dxd
Ny = A1+ Wil = [, 1A e gy
_ AP p p u(x) —u(y)|”
= |A| /Q|u| dx + |A| /Q 0 =g dxdy
= [APPlfulll + AP [lgsp oy = IAPClellp + [l o))
ou seja,
p l
1Aty = 1Ml + [l ) ? = IMllwsr()-
o [lu+ollwsriq) < llullwsr) + lollwsr )
Sejam u, v € W*F(Q}). Sabemos que | - [[1r() € uma norma em LP(Q)). Daf,
| u +U||;£p(g) < (lullzrqy + llollee))?-
u(x) —u(y) v(x) —v(y)

temos

Considerando f(x,y) =

x — y|(N+sp)/p eglxy) = |x — y|(NFsp)/p’

y) + (o(x) = v(y)) |”

|x—y\ (N+sp)/p

dxdy = [ [ [£(x,y)+g(xy) | dvdy

= 1 + 8l haeey

< ([Iflraxa) + Illraxay)”
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Ou seja,

1 1P
1 o) < [(/Q i 'ﬁixl;&%'pdxdy)” . (/Q i 'T]ixl;’Z%L'pdxdy) ]

Assim,

==

|+ U”gvs,p(g) = (flu+ UHZP(Q) + [u+ v]g\/s,p(g))

1
< (el o) + loller))? + ([Wwse) + [©lwspr))F)?

Considerando a = ||1/l||Lp(Q), bl = ||U||Lp(0), bl = [u]ws,p(ﬂ), b2 = [U]Ws,p(Q), temos

1
2 P
”u + vH[;jVS,P(Q) < (Z(ai + bi)p)

i=1

e, usando a desigualdade de Minkowski, decorre que

2 /2 b
|1+ ollwsr ) < (Z ﬂip> + (2 bip>
i=1 i=1

= (””HZ;}(Q) + [”]gvs,p(g))

==
==

+ (HU“zP(Q) + [v]gvs,p(g))

= |lullwsr) + l[llwsr)-

Prova de (3):

Seja {u,} C W5P(Q)) uma sequéncia de Cauchy; isto ¢,
[1tn — tmllwsr ) = 0,
sempre que m,n — oo. Entdo,

||un—um||zp(0) —0 e [un—um]p : )—>O,
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sempre que 1m,1n — oo,

Como LP(Q)) é um espago de Banach, entdo existe uma fungdo u € LF(Q)) tal que
||y — MHZP(Q) — 0, quando n — oco. De acordo com [9, Theorem 4.9], a menos de

subsequéncia, u,(x) — u(x) em quase todo ponto x € Q).

un(x) — un(y)
|x _ y|N+sp/p

em LP(Q) x Q)), entdo existe uma fungdo v € LP(Q x Q) tal que v, — vem LP(Q x Q).

Considere v, (x,y) = . Por definic¢do, v, é uma sequéncia de Cauchy

Agora, observe que

o = onllf gy = [ [ [on(xy) = om ()l dxdy
:/ / (un(x) —un(y)) — (um(x) — um(y)) pdxdy
QJO

|x _ y|N+Sp/p
_ | (un (x) — tm(x)) — (un(y) — um(y))[?
= /Q/Q i — gV dxdy
_ p

- [un - um]wsm(g)

De acordo com [9, Theorem 4.9], a menos de subsequéncia, v,,(x,y) — v(x,y) em

quase todo ponto em (x,y) € Q) x Q. Ou seja,

un(x) — un(y) u(x) —uly) _
x—y[NFR T x—y[(NERE o(xy)

quando n — oo, em quase todo ponto (x,y) € Q) x Q. Entdo, temos

|u(x) —u(y)lP
/Q 0 Jr—yNrer dxdy < o

e portanto, u € W*?(Q)).

Tomando o limite quando m — oo em ||v, ) temos que u, — u em

- UmHzP(QxQ
WP (Q).
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B.2 W57 (Q)) est4 entre LP(Q)) e WP(Q)).

Mostraremos as inclusdes
WP (Q) — W (Q) — L (Q).

Da defini¢do do espago W7 (Q)), segue a inclusdo W*?(Q}) < LP(Q)). Para mostrar
que WLP(Q) < WSP(Q) utilizamos um resultado devido a Nezza, Palatucci, Valdi-
noci [20, Proposition 2.2].

Segue o resultado que estabelece a inclusdao W''7(Q) C WP (Q).

Proposigdo B.1. Seja p € [1,+o0) es € (0,1). Considere QO C RN um conjunto aberto

com fronteira de Lipschitz e u : {3 — R uma func¢do mensurével. Entdo

[ullwsr ) < Cllullwreay
para alguma constante positiva C := Cy,, > 1. Em particular,
WLP(Q) C WP(Q).

Demonstragio. Seja u € W (Q). De acordo com a hipétese de regularidade no domi-
nio (), podemos extender u para uma fungio # : RN — R tal que # € WYP(RN) e
[#]| < Cnispllullwip(q) para alguma constante apropriada C. (Este fato € consequéncia

de [24, Theorem 7.25].)

Observe que

ju(x) — u(y)|? // ju(x) — u(y)|?
dxdy = dxd
/0 o [r—yVr VT o Jangey<y x—yNre Y

u(x) — u(y)|?
dxd B3
+/n/m{xy|zl} x—y s Y (8:3)
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Vamos calcular as duas integrais de (B.3) separadamente.

Considere z = y — x. Entdo,

(x) — uy)|? / u(x) — u(z + x)|?
dxdy < dxd
/ /mﬂx <1} |x—y|N+SP = |z|N+SP Y

B lu(x) —u(z+x)|? 1
=R

Seja f(t) = u(x + tz). Entdo f(0) = u(x) e f(1) = u(x + z). Assim,

/O 1 f’(t)dt‘

1 1
= / Vu(x+tz)zdt’ g/ |Vu(x + tz) |z|dt.
0 0

u(x +2) —u(x)| = [f(1) = f(O)] =

Pela desigualdade de Jensen [9] temos

(/01 |Vu(x + tz)|dt)p < /01 |Vu(x + tz)|Fdt.

e entao,

LIVu(x + tz)||z| 1 B
//81 (/ E dt) |Z|N+(s—1)pd2dx_

B 1| Vu(x + tz)| P
//Bl( ST dt) dzdx

p
// LIV u( x+tz)| dtdad

/// |Vux+tz dxdidz

/ /1 ”V”HU
~ Jp |Z|N+s 1)p
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Como

1 _ ! 1 N-1q, _ v oiip(-s)q, . Nwn
5 |Z|N+(S_1)pd2—/0 rN+(s_1)prNr dr—NwN/O r dr = p(1—s)
e
/1 Nwy df — Nwn
o p(l—s)  p(l—s)
temos
(x) —u(y)l” Noy o Nwy
dxdy <
//m{lx vl<1) Ix— s Y = - )|| i) < pi-s" LY
NCUN
= p( )H ||W1p Cl(N S, p)||u||wlp
L NC(JN
em que C1(N,s,p) := pi—s)

Por outro lado,

(x) — u(y)|”
//Qﬂ{|x o ’x_ s dxdyﬁzp/ﬂ/ﬂm“xy|21}(|u(x)|p+|u(]/)\7")dxdy
<2 [ [ ()" + fu(y))dxdy
=27 (/Q/Q|u(x)|pdxdy+/0/0|u(y)|dedy)
=27 (100l ) + 1011l )

=210 ull}, 0 = Ca(p, D) 1]}

em que C(p, Q) := 2PH1 Q).
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Entao,

el sy = IellEp ey + [l
(@) (@)

< ulllpqy + C1(N,s, p)ull;,

= (Cz(P, )+ Dlullfy ) + CLNs, )l g

< (Ca(p, Q) + 1) ull}, +C1(N,s,p)|lully

WLP(Q) WLr(Q

:C(N,S,Pr )Huuwlp Q)

em que C(N,s,p) = C1(N,s,p) + Ca(p, Q)

Wlp +C2(P’Q)|Iu”€l7 O
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