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Resumo

Neste trabalho nós estudamos o espaçoM de triplas ordenadas de geodésicas com-

plexas distintas no espaço hiperbólico complexo de dimensão 3, a menos da ação do

seu grupo de isometrias holomorfas. O objetivo principal é construir o espaço de

módulos paraM. Para resolver este problema a técnica utilizada neste trabalho é

o uso de conjuntos polares de geodésicas complexas e matrizes de Gram associadas

com esses conjuntos.

Palavras-chave: Espaço hiperbólico complexo, Espaço de módulos, Matriz de

Gram, Geodésicas complexas, Conjuntos polares.
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Abstract

In this work we study the spaceM of ordered triples of distinct complex geodesics

in the complex hyperbolic space of dimension 3, up to its holomorphic isometries

group. The main aim is to construct the moduli space forM. To solve this problem

we use the polar sets of complex geodesics and Gram matrices associated with these

sets.

Keywords: Complex hyperbolic space, Moduli space, Gram matrix, Complex

geodesic, Polar sets.
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Introdução

Seja M o espaço de configurações de triplas ordenadas de geodésicas complexas

distintas no espaço hiperbólico complexo H3
C.

Construímos invariantes que descrevem unicamente a classe de congruência por

PU (3, 1) de triplas ordenadas de geodésicas complexas distintas no espaço hiper-

bólico complexo H3
C e descrevemos o correspondente espaço de módulos de M.

Gostaríamos de mencionar que o problema análogo no caso H2
C foi resolvido por

Cunha-Dutenhefner-Gusevskii-Thebaldi [5].

Para descrever o espaço de módulos de M, primeiramente, descrevermos o

espaço de módulos das configurações de duplas de geodésicas complexas distintas

em H3
C.

Esta tese está assim organizada. No primeiro capítulo fazemos um resumo de

fatos básicos de geométrica hiperbólica complexa. No segundo capítulo obtemos

uma caracterização das matrizes de Gram de m-uplas ordenadas de pontos posi-

tivos no espaço projetivo complexo de qualquer dimensão. No terceiro capítulo

descrevemos o espaço de módulos para uma dupla de geodésicas complexas no es-

paço hiperbólico complexo de dimensão 3. Na seção 3.1 definiremos o conjunto polar

para uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa, veremos que o conjunto

polar de uma geodésica complexa em H3
C é uma esfera que será chamada esfera

polar. Na seção 3.2 definiremos o conjunto bi-ortogonal para duplas de geodésicas

complexas em H3
C, a partir do conjunto bi-ortogonal para uma dupla de geodésicas

complexas definiremos a distancia e ângulo entre geodésicas complexas. Na se-

ção 3.3 calculamos o espaço de módulos das configurações de duplas de geodésicas
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complexas distintas em H3
C, para isto consideramos dois casos, o primeiro caso será

considerar que a dupla de geodésicas complexas sejam reversas e no segundo caso

consideramos que a dupla de geodésicas complexas sejam coplanares.

Finalmente, no quarto capítulo construímos o espaço de módulos de triplas de

geodésicas complexas em H3
C, para isto consideramos dois casos, o primeiro caso

será considerar que as subduplas obtidas da tripla de geodésicas complexas sejam

reversas e o segundo caso será considerar que pelo menos uma subdupla obtida

da tripla de geodésicas complexas seja coplanar. Veremos que nosso trabalho é

coerente com [10, Fenchel], onde prova-se que o espaço de triplas de geodésicas

riemannianas ordenadas no espaço hiperbólico real de dimensão 3 tem dimensão

seis.



Capítulo 1

Elementos de Geometria Hiperbólica

Complexa

Neste capítulo, apresentamos os conceitos e resultados básicos da geometria hiper-

bólica complexa e do seu grupo de isometrias. Também apresentaremos o modelo

projetivo do espaço projetivo complexo de dimensão n. A principal referência para

o material aqui apresentada pode ser encontrada em [11, Complex hyperbolic geo-

metry], também pode-se consultar [1, Complex Kleinian Groups, Cap. 2].

1.1 Modelo projetivo do Hn
C

Seja Vn+1 um espaço vetorial complexo de dimensão n + 1 munido de uma forma

Hermitiana 〈−,−〉 de assinatura (n, 1), Vn+1 será denotado por Vn,1. Sendo 〈−,−〉

Hermitiana temos que 〈z, z〉 ∈ R, assim Vn,1 pode ser dividido em três subconjuntos

que serão denotados por V−, V0, V+ e definidos da seguinte forma:

V− =
{
z ∈ Vn,1 : 〈z, z〉 < 0

}
,

V0 =
{
z ∈ Vn,1 : 〈z, z〉 = 0

}
,

V+ =
{
z ∈ Vn,1 : 〈z, z〉 > 0

}
.

11



ELEMENTOS DE GEOMETRIA HIPERBÓLICA COMPLEXA 12

Os vetores de V− são chamados de vetores negativos, os vetores de V0 são chamados

de vetores nulos ou vetores isotrópicos e vetores de V+ são ditos de vetores positivos.

Lembremos que o espaço projetivo complexo PVn é definido por:

PVn =
(
Vn+1 − {0}

)
/ ∼

onde "∼" denota a relação de equivalência dada por z ∼ w se, e somente se, z = λw

para algum escalar λ complexo diferente de zero.

Seja π : Vn+1\ {0} → PVn a projeção natural definida acima de Vn+1\ {0} no

espaço projetivo complexo PVn. A projeção de um vetor negativo (positivo, nulo

ou isotrópico) é chamado ponto negativo (positivo, nulo ou isotrópico).

Definição 1.1 O conjunto de pontos negativos em PVn é definido como o espaço

hiperbólico complexo de dimensão n e é denotado por Hn
C. Isto é, Hn

C = π (V−).

Definição 1.2 O conjunto de pontos nulos ou isotrópicos em PVn é definido como

a fronteira ideal do espaço hiperbólico complexo de dimensão n e é denotado por

∂Hn
C. Isto é, ∂Hn

C = π (V0) .

Notação 1.1 Hn

C = Hn
C ∪ ∂Hn

C.

Dados dois pontos x, y ∈ Hn
C, define-se a métrica de Bergman (ver Chen-

Greenberg [4, Prop. 2.4.4] ou Goldman [11, Seção 3.1.7]) d (x, y) dada por:

cosh2

(
d (x, y)

2

)
=
〈v, w〉 〈w, v〉
〈v, v〉 〈w,w〉

,

onde v,w ∈ Vn,1 são dois levantamentos arbitrários de x e y respectivamente, isto

é, π (v) = x e π (w) = y.

O espaço hiperbólico complexo Hn
C munido da métrica de Bergman é uma va-

riedade de Kähler com curvatura seccional holomorfa constante e igual a −1 e a

curvatura seccional variando entre −1 e −1
4
.
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Seja GL (n+ 1,C) o grupo de aplicações lineares inversíveis, o grupo unitário

U (n, 1) correspondente à forma Hermitiana 〈−,−〉 é definido por:

U (n, 1) =
{
A ∈ GL (n+ 1,C) : 〈Av,Aw〉 = 〈v, w〉 , ∀v, w ∈ Vn,1

}
.

Da definição de U (n, 1) vemos que ele age em Vn,1 preservando os subconjuntos

V−, V0 e V+.

A projetivização de U (n, 1) é chamado o grupo unitário projetivo e denotado

por PU (n, 1) , este grupo projetivo é o grupo de isometrias holomorfas do espaço

hiperbólico complexo Hn
C.

Uma conjugação complexa é uma aplicação µ : Vn,1 → Vn,1 tal que para v, w ∈

Vn,1 e α ∈ C temos que:

µ(v + w) = µ(v) + µ(w),

µ(αv) = αµ(v)

µ é uma aplicação anti-linear. É fácil ver que µ age em PVn e que preserva a forma

Hermitiana 〈−,−〉, portanto a projetivização de µ é uma isometria de Hn
C.

Todo o grupo de isometrias Isom (Hn
C) é gerado por PU (n, 1) e a projetivização

de uma conjugação complexa.

Para cada subespaço W ⊂ Vn,1 podemos restringir o produto Hermitiano de

Vn,1 paraW , assim 〈−,−〉|W possui sua propria assinatura, assim temos a seguinte

proposição:

Proposição 1.1 Seja W um subespaço de Vn,1 de dimensão complexa (m+1) com

1 ≤ m ≤ n. A restrição do produto Hermitiano de Vn,1 para W pode ter assinatura

(m, 1) ou (m, 0) ou (m+ 1, 0).

Dependendo da assinatura de W ⊂ Vn,1, chamaremos à W da seguinte forma:
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Definição 1.3 Seja W um subespaço de Vn,1 de dimensão complexa (m+ 1) com

1 ≤ m ≤ n. Chamamos o subespaço W de hiperbólico se W tem assinatura (m, 1),

parabólico se W tem assinatura (m, 0) e elíptico se W tem assinatura (m+ 1, 0).

Definição 1.4 Seja W um subespaço de Vn,1. Dizemos que W é um subespaço

degenerado se a restrição do produto Hermitiano de Vn,1 à W é degenerada. Isto

é, se ∃z ∈ W , z 6= −→0 , tal que 〈z, w〉 = 0, para todo w ∈ W .

Definição 1.5 SejaW um subespaço de Vn,1. Dizemos queW é um subespaço não-

degenerado se a restrição do produto Hermitiano de Vn,1 à W é não-degenerada.

Isto é, se z ∈ W é tal que 〈z, w〉 = 0 para todo w ∈ W , então temos que z =
−→
0 .

Proposição 1.2 Seja W um subespaço de Vn,1.

1. W é não-degenerado se, somente se, ele é hiperbólico ou elíptico.

2. W é degenerado se, somente se, ele é parabólico.

Proposição 1.3 Seja W um subespaço de Vn,1.

1. Se W é hiperbólico se, somente se, 〈−,−〉|W é indefinida.

2. Se W é elíptico se, somente se, 〈−,−〉|W é definida positiva.

3. Se W é parabólico se, somente se, 〈−,−〉|W é semi-definida positiva.

Demonstração: Segue das definição 1.3 e da Proposição 1.2.

Proposição 1.4 Seja W um subespaço proprio de Vn,1, então

1. Se W é hiperbólico (indefinido) se, somente se, W⊥ é elíptico (positivo).

2. Se W é elíptico (positivo) se, somente se, W⊥ é hiperbólico (indefinido).

3. Se W é parabólico (degenerado) se, somente se, W⊥ é parabólico (degene-

rado).
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Demonstração: Se W é não-degenerado (hiperbólico ou elíptico), então Vn,1 =

W ⊕W⊥. Já que a assinatura de 〈−,−〉|W pode ser lida a partir de esta decom-

posição, temos que subespaços hiperbólicos (elípticos) tem complemento ortogonal

elípticos (hiperbólicos). É fácil ver que se W é parabólico então W⊥ também é

parabólico.

1.2 Subvariedades totalmente geodésicas

Existem dois tipos de subvariedades totalmente geodésicas do espaço hiperbólico

complexo, as quais serão descritas nesta seção. Uma referência para justificar os

fatos a seguir é Chen-Greenberg [4].e Goldman [11]

1.2.1 Subvariedades totalmente geodésicas holomorfas

Seja W um subespaço complexo de Vn,1 de dimensão complexa (m+ 1) , m ≤ n.

Se W ∩ V− 6= ∅, isto é W indefinido, então a projetivização de W interceptada

com Hn
C produz uma cópia de um espaço hiperbólico complexo mergulhado em Hn

C,

nesse caso um Hm
C que é uma subvariedade totalmente geodésica.

π (W\ {0}) ∩Hn
C ' Hm

C

Tais subvariedades são denominadas subvariedades totalmente geodésicas holo-

morfas ou Cm-planos.

Um C1-plano é uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa com curva-

tura seccional constante igual à −1.

1.2.2 Subvariedades totalmente geodésicas totalmente reais

Sabe-se que Vn,1 é um espaço vetorial complexo. Considerando somente a multipli-

cação escalar por R ⊂ C, assim geramos um espaço vetorial real que denotaremos

por (Vn,1)R cujos pontos e operações são as mesmas que Vn,1.



ELEMENTOS DE GEOMETRIA HIPERBÓLICA COMPLEXA 16

Seja W um subespaço real de (Vn,1)R de dimensão real (m+ 1) . Dizemos que

W é totalmente real se, e somente se, o produto Hermitiano 〈z, w〉 ∈ R para todo

z, w ∈ W . Seja W um subespaço totalmente real tal que W ∩ V− 6= ∅, isto é W

indefinido, então a projetivização de W interceptada com Hn
C produz uma cópia

de um espaço hiperbólico real mergulhado em Hn
C, nesse caso um Hm

R que é uma

subvariedade totalmente geodésica.

π (W\ {0}) ∩Hn
C ' Hm

R

Tais subvariedades são denominadas subvariedades totalmente geodésicas total-

mente reais ou Rm-planos.

Pode-se mostrar que um subespaço totalmente realW de dimensão real (m+1)

satisfaz a condição m ≤ n.

Um R2-plano (H2
R) é uma subvariedade totalmente geodésica totalmente real

com curvatura seccional constante igual à −1
4
.

Os espaços H1
R (R-planos) são as geodésicas do espaço hiperbólico complexo

conforme Chen-Greenberg [4, Prop. 2.4.3].

1.3 Geodésicas complexas

Começamos esta seção fazendo um estudo sobre alguns subespaços do espaço pro-

jetivo PVn.

Seja C um subespaço complexo de Vn,1 de dimensão complexa 2, então

π (C\ {0}) ' PV1 é definida como uma linha projetiva complexa e a denotaremos

por ĉ, isto é, ĉ = π (C\ {0}) . Se C é um subespaço positivo (indefinido, degenerado)

diremos que ĉ é uma linha projetiva complexa positiva (indefinida, degenerada).

Seja V um subespaço complexo de Vn,1 de dimensão complexa 3, então

π (V \ {0}) ' PV2 é definido como um plano projetivo complexo. Se V é um subes-

paço positivo (indefinido, degenerado) diremos que π (V \ {0}) é um plano projetivo
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complexo positivo (indefinido, degenerado).

Dizemos que duas linhas projetivas complexas ĉ1 e ĉ2 são coplanares se existe

um plano projetivo complexo que as contêm.

Proposição 1.5 Duas linhas projetivas complexas ĉ1 e ĉ2 são coplanares se, e

somente se, ĉ1 e ĉ2 interceptam-se em um ponto de PVn.

Definição 1.6 Seja ĉ uma linha projetiva complexa indefinida. Então, c = ĉ∩Hn
C

será chamada geodésica complexa.do espaço hiperbólico complexo.

Note que a condição de que C seja indefinido equivale a dizer que tem assinatura

(1, 1), isto é, C = C1,1. De aqui em adiante diremos que a geodésica complexa c

está definida por uma linha projetiva complexa ĉ se c = ĉ ∩ Hn
C. Então, qualquer

geodésica complexa é a interseção de uma linha projetiva complexa indefinida de

PVn com Hn
C. Além disso como foi visto na seção 1.2 uma geodésica complexa c é

uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa tal que c ' H1
C.

Proposição 1.6 Seja p, q ∈ Hn

C dois pontos distintos quaisquer, então existe uma

única geodésica complexa c contendo p e q.

Demonstração: Considere v,w ∈ Hn
C dois levantamentos de p e q respectivamente,

isto é, π (v) = p e π (w) = q. Definamos C o espaço vetorial complexo de dimensão

2 como:

C = spanC {v, w}

Então, é fácil ver que c = ĉ∩Hn
C é a única geodésica complexa contendo p e q, onde

ĉ = π (C\ {0}).

Seja c ⊂ Hn
C uma geodésica complexa que está definida pela linha projetiva

complexa ĉ = π (C\{0}) , isto é, c = ĉ ∩Hn
C, pela Proposição 1.5 sabe-se que duas

linhas projetivas complexas coplanares sempre se interceptam em um ponto de PVn

então temos as seguintes definições:
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Definição 1.7 Duas geodésicas complexas c1 e c2 são coplanares se ĉ1 e ĉ2 são

coplanares.

Definição 1.8 Duas geodésicas complexas coplanares c1 e c2 são chamadas:

1. Ultraparalelas se as linhas projetivas complexas ĉ1 e ĉ2 que definem c1 e c2 se

interceptam em um ponto positivo.

2. Assintóticas se as linhas projetivas complexas ĉ1 e ĉ2 que definem c1 e c2 se

interceptam em um ponto isotrópico.

3. Concorrentes se as linhas projetivas complexas ĉ1 e ĉ2 que definem c1 e c2 se

interceptam em um ponto negativo.

Definição 1.9 Duas geodésicas complexas não coplanares c1 e c2 são chamadas

reversas.



Capítulo 2

Matrizes de Gram e o Teorema de

Witt

Seja p = (p1, . . . , pk) uma k-upla ordenada de pontos distintos em PVn de dimensão

n ≥ 2. Consideremos v = (v1, . . . , vk), onde cada vetor vi ∈ Vn,1 é um levantamento

de pi, isto é π(vi) = pi, i = 1, 2, . . . , k. A matriz G dada por:

G = G (p, v) = (gij) : = (〈vi, vj〉),

é chamada matriz de Gram associada a uma k-upla p definida por v, G é uma

matriz Hermitiana e claramente ela depende dos levantamentos vi, mas o sinal

do determinante da matriz de Gram não depende dos levantamentos escolhidos.

De fato, se consideramos outro levantamento de p, digamos v′ = (λ1v1, . . . , λkvk),

λi ∈ C, com λi 6= 0, então G′ = DGD, onde D = diag(λ1, . . . , λk) é uma matriz

diagonal, assim det(G′) = det |λ1 . . . λk|2 (G).

Definição 2.1 Duas matrizes Hermitianas G e G′ são ditas equivalentes, quando

existe uma matriz diagonal D = diag(λ1, . . . , λk), , λi ∈ C, com λi 6= 0, tal que

G′ = DGD.

Pelo visto antes da definição, vemos que determinantes de matrizes Hermitianas

19
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equivalentes possuem o mesmo sinal.

Dada uma k-upla p = (p1, . . . , pk) ordenada de pontos distintos em PVn, as

matrizes de Gram obtidas usando levantamentos arbitrários de p são equivalentes.

Definição 2.2 Uma isometria de um espaço vetorial Hermitiano é uma aplicação

linear injetora que preserva o produto Hermitiano.

Teorema 2.1 (Teorema de Witt) SejaW um subespaço de Vn,1 e f : W → Vn,1

uma isometria. Então existe uma isométrica F : Vn,1 → Vn,1 tal que F |W = f . F

é dita uma extensão isométrica de f .

Demonstração: Veja Scharlau [16, Teorema 9.1, página 265].

Agora apresentaremos algumas aplicações do Teorema de Witt; por exemplo

para responder a seguinte pergunta: Dados dois conjuntos ordenados de k vetores

(v1, . . . , vk) e (v′1, . . . , v
′
k) em Vn,1, sobre quais condições a correspondência vi 7→

v′i pode-se estender à uma isometria F ∈ U(n, 1) tal que F (vi) = v′i, para i =

1, 2, . . . , k?

Em primeiro lugar vejamos o caso mais simples em que os vetores (v1, . . . , vk)

são linearmente independentes.

Proposição 2.1 Sejam (v1, . . . , vk) e (v′1, . . . , v
′
k) em Vn,1, dois k-uplas ordenadas

de vetores em Vn,1, tais que os vetores (v1, . . . , vk) e (v′1, . . . , v
′
k) são linearmente

independentes. Então a correspondência vi 7→ v′i pode-se estender à uma isometria

F ∈ U(n, 1) tal que F (vi) = v′i, para i = 1, 2, . . . , k.

Demonstração: Seja W =spanC{v1, . . . , vk}, sendo v1, . . . , vk linearmente inde-

pendentes é fácil provar que pode-se construir uma isometria σ : W → Vn,1 tal que

vi 7→ v′i. A proposição segue do Teorema de Witt.

Agora se os vetores (v1, . . . , vk) são linearmente dependentes, precisamos de

outro resultado para garantir a existência da isometria F ∈ U(n, 1) tal que F (vi) =

v′i.
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Primeiro observemos que se existe uma tal isometria F ∈ U(n, 1) então 〈vi, vj〉 =〈
v′i, v

′
j

〉
, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, isto é, que a matriz de Gram G dos vetores (v1, . . . , vk)

é igual à matriz de Gram G′ dos vetores (v′1, . . . , v
′
k). Além disso, se existir algum

tipo de dependência linear entre os vetores (v1, . . . , vk), então o mesmo tipo de

dependência linear tera que existir entre os vetores (v′1, . . . , v
′
k).

Vemos que as condições descritas no anterior parágrafo são necessárias para

a existência da isometria F ∈ U(n, 1) tal que F (vi) = v′i, para i = 1, 2, . . . , k.

Utilizando o Teorema de Witt, em [13] mostra-se que essas condições também são

suficientes, precisamente temos o Teorema de Höfer:

Teorema 2.2 Sejam (v1, . . . , vk) e (v′1, . . . , v
′
k) em Vn,1, dois k-uplas ordenadas

de vetores em Vn,1. Existe uma isometria F ∈ U(n, 1) tal que F (vi) = v′i, para

i = 1, 2, . . . , k. Se, e somente se, as matrizes de Gram G e G′ são iguais,

〈vi, vj〉 =
〈
v′i, v

′
j

〉
, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , k}. (2.1)

e
k∑
i=1

λivi =
−→
0 ⇐⇒

k∑
i=1

λiv
′
i =
−→
0 , ∀λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Ck. (2.2)

Demonstração: Veja [13, Teorema 1].

Observe que a Proposição 2.1 é uma aplicação direta do Teorema de Höfer.

Proposição 2.2 Sejam (v1, . . . , vk) e (v′1, . . . , v
′
k) em Vn,1, dois k-uplas ordenadas

de vetores em Vn,1, tais que W = spanC{v1, . . . , vk} e W ′ = spanC{v′1, . . . , v′k} são

dois subespaços não-degenerados de Vn,1 e as matrizes de Gram G e G′ são iguais,

〈vi, vj〉 =
〈
v′i, v

′
j

〉
, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

então, existe uma isometria F ∈ U(n, 1) tal que F (vi) = v′i, para i = 1, 2, . . . , k.

Demonstração: Pelo Teorema 2.2 para provar a existência da isometria F ∈
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U(n, 1) tal que F (vi) = v′i, para i ∈ {1, 2, . . . , k}, é suficiente provar a condição 2.2

do Teorema de Höfer. De fato,

Se temos que
∑k

i=1 λivi =
−→
0 , ∀λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Ck, então,

〈
k∑
i=1

λivi, vj

〉
= 0, para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Escrevendo os produtos em forma matricial temos o seguinte:

〈v1, v1〉 〈v2, v1〉 · · · 〈vk−1, v1〉 〈vk, v1〉

〈v1, v2〉 〈v2, v2〉 · · · 〈vk−1, v2〉 〈vk, v2〉
...

... . . . ...
...

〈v1, vk−1〉 〈v2, vk−1〉 · · · 〈vk−1, vk−1〉 〈vk, vk−1〉

〈v1, vk〉 〈v2, vk〉 · · · 〈vk−1, vk〉 〈vk, vk〉





λ1

λ2
...

λk−1

λk


= 0.

isto é, Gtλt = 0, agora utilizando o fato que as matrices de Gram são iguais, temos

que (G′)tλt = 0, o que implica que:

〈
k∑
i=1

λiv
′
i, v
′
j

〉
= 0, para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Por hipótese W é não-degenerado (ver Definição 1.5), assim podemos concluir

que
∑k

i=1 λiv
′
i =
−→
0 , ∀λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Ck. Analogamente utilizando o fato que

W ′ é não-degenerado para mostrar que
∑k

i=1 λiv
′
i =
−→
0 , implica que,

∑k
i=1 λivi =

−→
0 , ∀λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Ck.
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2.1 Caracterização de matrizes de Gram associa-

das a m-uplas de pontos positivos

Seja p = (p1, . . . , pk) uma k-upla ordenada de pontos positivos distintos em PVn,

com k > 1, e seja v = (v1, . . . , vk) um levantamento de p. Denotemos porW ⊂ Vn,1

o subespaço gerado pelos vetores v1, . . . , vk (isto é, W = spanC{v1, . . . , vk}) com

dimW = m+ 1. Então, as seguintes situações são possíveis:

1. W é hiperbólico de assinatura (m, 1), onde 1 ≤ m ≤ n.

2. W é elíptico de assinatura (m+ 1, 0), onde 1 ≤ m ≤ n− 1.

3. W é parabólico de assinatura (m, 0), onde 1 ≤ m ≤ n− 1.

Definição 2.3 Seja p = (p1, . . . , pk) uma k-upla ordenada de pontos positivos dis-

tintos em PVn. Então p é definida como hiperbólico (parabólico, elíptico) se o su-

bespaço W = spanC{v1, . . . , vk}, é hiperbólico (parabólico, elíptico).

Definição 2.4 Uma k-upla p = (p1, . . . , pk) ordenada de pontos positivos distintos

em PVn é dita regular se W = spanC{v1, . . . , vk} é hiperbólico ou elíptico.

Definição 2.5 Uma k-upla p = (p1, . . . , pk) ordenada de pontos positivos distintos

em PVn é dita degenerada se W = spanC{v1, . . . , vk} parabólico.

Para uma matriz HermitianaH denotamos por s(H) = (n+, n−, n0) a assinatura

(a inércia) de H, onde n+ é o número de autovalores positivos de H, n− é o número

de autovalores negativos de H, e n0 é o número de autovalores nulos de H.

Em seguida descrevermos as possíveis assinaturas das matrizes de Gram asso-

ciadas a pontos positivos. Sejam p, G = G(p, v), Wm+1, m como descrito acima.

Então, G é uma matriz k × k Hermitiana tal que:

1. No caso hiperbólico (m ≤ n), temos que s(G) = (n+, n−, n0), onde n+ = m,

n− = 1, e n+ + n0 + 1 = k.
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2. No caso elíptico (m ≤ n−1), temos que s(G) = (n+, n−, n0), onde n+ = m+1,

n− = 0, e n+ + n0 = k.

3. No caso parabólico (m ≤ n−1), temos que s(G) = (n+, n−, n0), onde n+ = m,

n− = 0, e n+ + n0 = k.

Portanto, se G é uma matriz de Gram associada a uma k-upla ordenada p =

(p1, . . . , pk) de pontos positivos distintos em PVn, então rank(G) ≤ (n + 1), e a

assinatura de G satisfaz uma das condições (1), (2) ou (3) acima. Chamaremos

estas condições de condições de assinatura.

Proposição 2.3 Seja G = (gij) uma matriz k × k Hermitiana tal que gii =

1,∀i = 1, . . . , k. Então G é uma matriz de Gram associada a alguma k-upla or-

denada p = (p1, . . . , pk) de pontos positivos distintos em PVn se, e somente se,

rank(G) ≤ (n + 1), e G é ou indefinida, ou definida positiva ou semi-definida po-

sitiva cuja assinatura satisfaz as condições de assinatura acima. Nos dois últimos

casos rank(G) ≤ n.

Demonstração: ver Proposição 3.2 em [5].

Como uma consequência, temos o seguinte teorema que é um resultado crucial

para nossa construção do espaço de módulos de triplas de geodésicas complexas em

H3
C.

Teorema 2.3 Seja G = (gij) uma matriz k × k Hermitiana tal que gii = 1,∀i =

1, . . . , k. Então G é uma matriz de Gram associada a alguma k-upla ordenada

p = (p1, . . . , pk) de pontos positivos distintos em PV3 se, e somente se, todos os

menores principais de G de ordem l ≥ 5 se anulam, e todos os menores principais

de G de ordem 4 são não positivos.

Demonstração: Se l ≥ 5, então quaisquer l vetores em V3,1 são linearmente

dependentes, assim todos os menores principais de G de ordem l ≥ 5 se anulam. A

outra parte do teorema segue do critério de Sylvester e da Proposição 2.3.

Chamaremos as condições do Teorema 2.3 de condições do determinante.



Capítulo 3

Duplas de geodésicas complexas em

H3
C

Começamos este capítulo definindo o conjunto polar de uma subvariedade total-

mente geodésica holomorfa. Como foi visto na seção 1.2, se temos um subespaço

complexo indefinido W ⊂ Vn,1, tal que dim(W ) = m+ 1. Então a sua projetiviza-

ção interceptada com Hn
C produz um subvariedade totalmente geodésica holomorfa

cm. Isto é:

π (W\ {0}) ∩Hn
C = cm ' Hm

C

Nestas condições, diremos que a subvariedade totalmente geodésica holomorfa cm

está definida por W = Wm,1.

Definição 3.1 Seja cm uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa definida

por W = Wm,1. Chamaremos à π(W⊥\ {0}) o conjunto polar de cm.

Pela Proposição 1.4 temos que W⊥ é positivo e dim(W ) + dim(W⊥) = n+ 1.

3.1 Esfera polar de geodésicas complexas em H3
C

Vamos considerar n = 3 e estudar subespaços de V3,1 relacionados às geodésicas

complexas de H3
C.

25



DUPLAS DE GEODÉSICAS COMPLEXAS EM H3
C 26

Seja c ⊂ H3
C uma geodésica complexa, sabe-se que c é uma subvariedade total-

mente geodésica holomorfa de dimensão complexa 1. Suponha que c está definida

por C = C1,1, então pela definição de conjunto polar temos que π(C⊥\ {0}) ' PV1.

Observe que C⊥ é um subespaço complexo positivo de dimensão complexa 2. Nes-

tas condições temos a seguinte definição:

Definição 3.2 Seja c uma geodésica complexa em H3
C. Então o conjunto polar

da geodésica complexa c será chamada esfera polar. Isto é, c⊥ = π
(
C⊥\{0}

)
é a

esfera polar da geodésica complexa c.

Note que a esfera polar de uma geodésica complexa é uma linha projetiva com-

plexa positiva, isto é, c⊥ ⊂ π (V+) ⊂ PV3.

Proposição 3.1 O conjunto das geodésicas complexas em H3
C correspondem-se bi-

jetivamente ao conjunto das linhas projetivas complexas positivas.

Demonstração: Segue da Proposição 1.4.

Como foi dito ao principio deste capítulo, se temos um subespaço complexo

indefinido de dimensão complexa três, W 2,1 ⊂ C3,1, então a sua projetivização

interceptada com H3
C produz um subvariedade totalmente geodésica holomorfa de

dimensão complexa 2. Isto é:

π (W\ {0}) ∩H3
C ' H2

C

Assim, vemos que W = W 2,1 define que um plano hiperbólico complexo.

Observe que W⊥ é um subespaço complexo positivo de dimensão complexa 1,

então o conjunto polar de planos hiperbólicos complexos emH3
C são pontos positivos

p ∈ π (V+).

Definição 3.3 O conjunto polar de planos hiperbólicos de H3
C serão chamado

pontos polares.
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Notação 3.1

1. Chamaremos simplesmente de plano à cada plano hiperbólico complexo de

H3
C.

2. Se um plano tem ponto polar p, denotaremos tal plano por p⊥.

Proposição 3.2 O conjunto de planos hiperbólicos complexos em H3
C correspon-

dem bijetivamente ao conjunto dos pontos positivos.

Demonstração: Segue da Proposição 1.4.

Proposição 3.3 Seja c uma geodésica complexa em H3
C. Então, p pertence à esfera

polar c⊥ se, e somente se, o plano p⊥ contém à geodésica complexa c.

Demonstração: Seja p ∈ c⊥, então (c⊥)⊥ ⊂ p⊥, pela Proposição 3.1 temos que

(c⊥)⊥ = c, isto é c ⊂ p⊥. Reciprocamente, se c ⊂ p⊥, então (p⊥)⊥ ⊂ c⊥, pela

Proposição 3.2 temos que (p⊥)⊥ = p, isto é p ⊂ c⊥.

Observação 3.1 No desenho acima, a circunferência que representa c⊥ denota

uma reta projetiva complexa ou seja uma esfera.

Passamos agora a descrever o ângulo e distância entre planos hiperbólicos com-

plexos, para isso definiremos o d-invariante.
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Definição 3.4 Definimos o d-invariante d : π(V+)× π(V+) −→ R por:

d(x, y) =
〈v, w〉 〈w, v〉
〈v, v〉 〈w,w〉

onde v e w são levantamentos de x e y respectivamente, isto é, π(v) = x e π(w) = y.

Note que o d-invariante está bem definido (e não depende dos levantamentos v

e w), também observe que d é invariante em relação à ação diagonal de PU(3, 1).

Lema 3.1

1. Dados dois planos p⊥ e q⊥ que interceptam-se em H3
C, então 0 ≤ d(p, q) ≤ 1.

2. Dados dois planos p⊥ e q⊥ que não se interceptam em H3
C, então d(p, q) ≥ 1.

Demonstração: Primeiro note que por definição do d-invariante temos que

d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ π(V+). Agora, suponha que p⊥ e q⊥ são dois planos dis-

tintos que interceptam-se em H3
C, eles interceptam-se ao longo de uma geodésica

complexa c. Pela Proposição 3.3 tem-se que p, q ∈ c⊥ = π
(
C⊥\{0}

)
, onde C⊥ é

um subespaço elíptico. Portanto o determinante da matriz de Gram de p e q é

positiva. Sejam v e w levantamentos de p e q respectivamente, isto é, π(v) = p e

π(w) = q,

det

〈v, v〉 〈v, w〉
〈w, v〉 〈w,w〉

 > 0

é fácil ver que isto implica 0 ≤ d(p, q) < 1. Se p⊥ = q⊥ obviamente d(p, q) = 1, isto

prova a parte (1) do lema.

Para demonstrar (2) peguemos o subespaço W = spanC{v, w}, neste caso W

somente pode ser hiperbólico ou parabólico. Assim o detG ≤ 0, isto implica que

d(p, q) ≥ 1.

Como veremos agora, a distância e ângulo entre planos pode ser obtida utili-

zando o d-invariante.
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Dado dois planos p⊥ e q⊥ que se interceptam em H3
C, definimos o ângulo φ entre

esses dois planos por:

cos2(φ) = d(p, q), φ ∈
[
0,
π

2

]
. (3.1)

O ângulo φ está bem definido já que neste caso d(p, q) < 1.

Dizemos que dois planos p⊥ e q⊥ são ortogonais se φ = π/2, isto é equivalente à

igualdade d(p, q) = 0.

Se temos dois planos p⊥ e q⊥ que não se interceptam em H3
C, definimos a

distância ρ entre esses dois planos por:

cosh2(
ρ

2
) = d(p, q), ρ ∈ (0,+∞). (3.2)

A distância φ está bem definida já que neste caso d(p, q) > 1. Obviamente se os

planos p⊥ e q⊥ são planos que interceptam-se ou são assintóticos, a distância entre

eles é zero.

Proposição 3.4 Seja p⊥ um plano que contém à geodésica complexa c ⊂ H3
C.

Então, existe um único plano q⊥ contendo c tal que q⊥ é ortogonal ao plano p⊥.

Demonstração: Seja c⊥ a esfera polar da geodésica complexa c = π(C\{0})∩H3
C,

onde C = C1,1 é um subespaço complexo indefinido de dimensão complexa dois.

Seja v ∈ π−1(p) um levantamento de p, então do fato que c ⊂ p⊥, temos que

v ∈ C⊥, de outro lado C⊥ ⊂ PV3 é um subespaço complexo positivo de dimensão

dois, assim para o v ∈ C⊥ existe um único w ∈ C⊥ tal que C⊥ = spanC{v, w} com

v ⊥ w. Se definimos por q = π(w), então o único plano contendo c que é ortogonal

ao plano p⊥ é o plano q⊥.

Proposição 3.5 Sejam c1 e c2 duas geodésicas complexas não assintóticas em H3
C.

Então existe uma única geodésica complexa perpendicular comum à c1 e c2.
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Demonstração: Por [2, Teorema 4.1] temos que para as subvariedades totalmente

geodésicas c1 e c2 existe uma única geodésica riemanniana σ12 que é perpendicular

comum à c1 e c2. Se p = σ12∩c1 e q = σ12∩c2 tem-se que Tpσ12⊥Tpc1 e Tqσ12⊥Tqc2.

Seja c12 a única geodésica complexa que contém σ12 demonstraremos que c1⊥c12
e analogamente mostra-se que c2⊥c12.

Se Jp : TpH3
C → TpH3

C denota a quase estrutura complexa, como σ12 ⊂ c12 os

espaços tangentes satisfazem a seguinte condição:

Tpc12 = Tpσ12 ⊕ Jp(Tpσ12). (3.3)

Consideremos uma geodésica riemanniana σ1 ⊂ c1 que passa por p, então:

Tpc1 = Tpσ1 ⊕ Jp(Tpσ1). (3.4)

Como Tpσ1 ⊂ Tpc1 e Tpσ12⊥Tpc1 implica que:

Tpσ12⊥Tpσ1 e Jp(Tpσ12)⊥Jp(Tpσ1)

assim só falta provar que Tpσ12⊥Jp(Tpσ1) e Tpσ1⊥Jp(Tpσ12) para concluir que

Tpc12⊥Tpc1 e portanto c1⊥c12.

Pelo Teorema 5.1.10 em [11] tem-se que σ12, σ1 ⊂ Rk-plano, então 〈v, w〉 ∈ R

onde v ∈ Tpσ12 e w ∈ Tpσ1.

((v, Jp(w))) = Im 〈v, w〉 = 0

Assim Tpσ12⊥Jp(Tpσ1), da mesma forma pode-se mostrar que Tpσ1⊥Jp(Tpσ12).
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3.2 Conjunto bi-ortogonal para duplas de geodési-

cas complexas em H3
C

Definição 3.5 Dois pontos x, y ∈ PV3 são ditos ortogonais se 〈v, w〉 = 0, onde v

e w são levantamentos de x e y respectivamente, isto é, π(v) = x e π(w) = y.

É fácil ver que a ortogonalidade de dois pontos x, y ∈ PV3 não depende dos

levantamentos v e w. Denotaremos por x⊥y se x, y ∈ PV3 são ortogonais.

Agora estamos prontos para construir o "conjunto bi-ortogonal" para uma du-

pla de geodésicas complexas em H3
C, tal conjunto corresponde aos pontos pola-

res de planos especiais que contêm alguma das geodésicas complexas. Faremos a

construção para cada caso em que as geodésicas complexas c1 e c2 são reversas,

concorrentes, ultraparalelas e assintóticas. Seguiremos a notação dada em 3.1.

CASO 1: c1 e c2 são reversas. Se duas geodésicas complexas c1 e c2 são

reversas, então temos que pela Proposição 3.5 existe uma única geodésica complexa

c que é perpendicular comum á c1 e c2. Por construção teremos que c1 e c são

concorrentes e pela Proposição 1.5 concluímos que c1 e c são coplanares, de maneira

análoga tem-se que c2 e c são também coplanares. Assim, denotemos por q⊥1 o plano

que contêm as geodésicas complexas c1 e c, por q⊥2 o plano que contêm as geodésicas

complexas c2 e c. Agora consideremos o plano p⊥1 que contém c1 e que é ortogonal

à geodésica perpendicular comum c, de maneira análoga denotemos por p⊥2 o plano

que contém c2 e que é ortogonal à geodésica perpendicular comum c.
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Construímos assim um conjunto de quatro planos {p⊥1 , p⊥2 , q⊥1 , q⊥2 } (os quais

têm pontos polares {p1, p2, q1, q2}) para uma dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas

complexas reversas em H3
C. O conjunto {p1, p2, q1, q2} será chamado de conjunto

bi-ortogonal da dupla de geodésicas complexas reversas.

A seguinte proposição explica o porquê do nome "bi-ortogonal".

Proposição 3.6 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas rever-

sas em H3
C, consideremos seu conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2} ⊂ π (V+) ⊂ PV3.

Então temos as seguintes condições:

p1 ⊥ q1, p2 ⊥ q2, p1 ⊥ q2 e q1 ⊥ p2.

Demonstração: Segue da construção do conjunto bi-ortogonal associado a uma

dupla de geodésicas complexas reversas.

Observação 3.2 Dada uma dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas complexas re-

versas em H3
C. Se C⊥i é o levantamento da esfera polar c⊥i , então os levantamentos

vi, wi de pi, qi formam uma base ortogonal para C⊥i , i = 1, 2.
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Figura 3.1: Conjuntos polares para (c1, c2) reversas

CASO 2: c1 e c2 são concorrentes. Se duas geodésicas complexas c1 e c2

são concorrentes, então temos que elas são coplanares, assim denotemos por p⊥ o

plano que contêm c1 e c2. Pela Proposição 3.4 temos que existe um único plano q⊥1
ortogonal ao plano p⊥ e que contém a geodésica complexa c1, de maneira análoga

existe um único plano q⊥2 ortogonal ao plano p⊥ e que contém a geodésica complexa

c2.

Construímos assim um conjunto de três planos {p, q⊥1 , q⊥2 } (os quais têm pon-

tos polares {p, q1, q2}) para uma dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas complexas

concorrentes em H3
C. O conjunto {p, q1, q2} será chamado de conjunto bi-ortogonal

da dupla de geodésicas complexas concorrentes.

Proposição 3.7 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas concor-

rentes em H3
C, consideremos seu conjunto bi-ortogonal {p, q1, q2} ⊂ π (V+) ⊂ PV3.

Então temos as seguintes condições:

p ⊥ q1 e p ⊥ q2.

Demonstração: Segue da construção do conjunto bi-ortogonal associado a uma

dupla de geodésicas complexas concorrentes.

Observação 3.3 Dada uma dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas complexas con-

correntes em H3
C. Se C⊥i é o levantamento da esfera polar c⊥i , então os levanta-

mentos v, wi de p, qi formam uma base ortogonal para C⊥i , i = 1, 2.
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Figura 3.2: Conjuntos polares para (c1, c2) concorrentes

CASO 3: c1 e c2 são ultraparalelas. Se duas geodésicas complexas c1 e c2

são ultraparalelas, então temos que elas são coplanares, assim denotemos por q⊥ o

plano que contêm c1 e c2. Pela Proposição 3.4 temos que existe um único plano p⊥1
ortogonal ao plano q⊥ e que contém a geodésica complexa c1, de maneira análoga

existe um único plano p⊥2 ortogonal ao plano q⊥ e que contém a geodésica complexa

c2.

Construímos assim um conjunto de três planos {p⊥1 , p⊥2 , q} (os quais têm pontos

polares {p1, p2, q}) para uma dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas complexas ul-

traparalelas em H3
C. O conjunto {p1, p2, q} será chamado de conjunto bi-ortogonal

da dupla de geodésicas complexas ultraparalelas.

Proposição 3.8 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas ultrapa-

ralelas em H3
C, consideremos seu conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q} ⊂ π (V+) ⊂ PV3.

Então temos as seguintes condições:

p1 ⊥ q e p2 ⊥ q.

Demonstração: Segue da construção do conjunto bi-ortogonal associado a uma

dupla de geodésicas complexas ultraparalelas.

Observação 3.4 Dada uma dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas complexas ultra-

paralelas em H3
C. Se C⊥i é o levantamento da esfera polar c⊥i , então os levanta-

mentos vi, w de pi, q formam uma base ortogonal para C⊥i , i = 1, 2.
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Figura 3.3: Conjuntos polares para (c1, c2) ultraparalelas

CASO 4: c1 e c2 são assintóticas. Se duas geodésicas complexas c1 e c2

são assintóticas, então temos que elas são coplanares, assim denotemos por p⊥ o

plano que contêm c1 e c2. Pela Proposição 3.4 temos que existe um único plano q⊥1
ortogonal ao plano p⊥ e que contém a geodésica complexa c1, de maneira análoga

existe um único plano q⊥2 ortogonal ao plano p⊥ e que contém a geodésica complexa

c2.

Construímos assim um conjunto de três planos {p, q⊥1 , q⊥2 } (os quais têm pon-

tos polares {p, q1, q2}) para uma dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas complexas

assintóticas em H3
C. O conjunto {p, q1, q2} será chamado de conjunto bi-ortogonal

da dupla de geodésicas complexas assintóticas.

Proposição 3.9 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas assin-

tóticas em H3
C, consideremos seu conjunto bi-ortogonal {p, q1, q2} ⊂ π (V+) ⊂ PV3.

Então temos as seguintes condições:

p ⊥ q1 e p ⊥ q2.

Demonstração: Segue da construção do conjunto bi-ortogonal associado a uma

dupla de geodésicas complexas assintóticas.

Observação 3.5 Dada uma dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas complexas assin-

tóticas em H3
C. Se C⊥i é o levantamento da esfera polar c⊥i , então os levantamentos

v, wi de p, qi formam uma base ortogonal para C⊥i , i = 1, 2.
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Figura 3.4: Conjuntos polares para (c1, c2) assintóticas

De aqui em diante para uma dupla (c1, c2) ordenada de geodésicas complexas,

associaremos seu conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}, onde:

p1 = p2 se as geodésicas complexas são concorrentes ou assintóticas.

q1 = q2 se as geodésicas complexas são ultraparalelas.

Note que o conjunto bi-ortogonal para uma dupla (c1, c2) ordenada de geodésicas

complexas é único.

Observação 3.6 Outra forma de construir o conjunto bi-ortogonal é considerar a

função d : c⊥1 × c⊥2 −→ R dada por:

d(x, y) =
〈v, w〉 〈w, v〉
〈v, v〉 〈w,w〉

, π(v) = x e π(w) = y.

note que d está bem definida e não depende dos levantamentos v e w. Sendo d

uma função contínua e c⊥1 × c⊥2 compacto, d atinge o valor máximo em d(p1, p2) e

o mínimo em d(q1, q2).

O conjunto {v1, v2, w1, w2} dos levantamentos do conjunto bi-ortogonal

{p1, p2, q1, q2} será chamado de base bi-ortogonal.da dupla ordenada (c1, c2). A

base bi-ortogonal satisfaz as condições de ortogonalidade dadas na Proposição 3.6,

isto é:

v1 ⊥ w1, v2 ⊥ w2, v1 ⊥ w2 e w1 ⊥ v2.

Se C⊥i é o levantamento da esfera polar c⊥i , então o conjunto {vi, wi} forma uma

base ortogonal para C⊥i , i = 1, 2.
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Também podemos supor que cada vetor da base bi-ortogonal seja unitário.

Agora definiremos o ângulo e distância entre duas geodésicas complexas, para isto

utilizaremos o d-invariante (ver Definição 3.4) que é uma ferramenta importante

que ajudará encontrar tais distâncias e ângulos.

Definição 3.6 Dada uma dupla de geodésicas complexas (c1, c2) com conjunto bi-

ortogonal {p1, p2, q1, q2} definido anteriormente, definimos a pré-distância entre c1

e c2 por d(p1, p2) e o pré-ângulo entre c1 e c2 por d(q1, q2).

É claro que a distância e o ângulo entre geodésicas complexas pode ser definida

naturalmente a partir da pré-distância e o pré-ângulo da seguinte forma:

Dada uma dupla de geodésicas complexas (c1, c2) com conjunto bi-ortogonal

{p1, p2, q1, q2}, definimos o ângulo φ entre as geodésicas complexas por:

cos2(φ) = d(q1, q2), φ ∈
[
0,
π

2

]
.

e definimos a distância ρ entre as geodésicas complexas por:

cosh2(
ρ

2
) = d(p1, p2), ρ ∈ [0,+∞) .

Observação 3.7 Observe que para a distância ρ ∈ [0,+∞) e para o ângulo

φ ∈
[
0, π

2

]
temos que cosh e cos são injetivas, portanto podemos trabalhar com

distâncias ou pré-distâncias sem diferença nenhuma, o mesmos vale para ângulos

e pré-ângulos.

Proposição 3.10 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas em

H3
C com conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}, então:

1. As geodésicas complexas (c1, c2) são reversas se, e somente se, d(p1, p2) > 1

e d(q1, q2) < 1.

2. As geodésicas complexas (c1, c2) são concorrentes se, e somente se, d(p1, p2) =

1 e d(q1, q2) < 1. Nesse caso a distância entre c1 e c2 é zero.
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3. As geodésicas complexas (c1, c2) são ultraparalelas se, e somente se,

d(p1, p2) > 1 e d(q1, q2) = 1. Nesse caso o ângulo entre c1 e c2 é zero.

4. As geodésicas complexas (c1, c2) são assintóticas se, e somente se, d(p1, p2) =

1 e d(q1, q2) = 1.

Dizemos que duas geodésicas complexas concorrentes ou reversas (c1, c2) são

ortogonais se d(q1, q2) = 0.

Proposição 3.11 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas em H3
C

com conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}, e seja W = spanC{v1, v2, w1, w2} então:

1. Se W é hiperbólico e dim(W ) = 4 se, e somente se, (c1, c2) são reversas.

2. Se W é elíptico e dim(W ) = 3 se, e somente se, (c1, c2) são concorrentes.

3. Se W é hiperbólico e dim(W ) = 3 se, e somente se, (c1, c2) são ultraparalelas.

4. Se W é parabólico e dim(W ) = 3 se, e somente se, (c1, c2) são assintóticas.

3.3 Espaço de módulos de duplas de geodésicas

complexas em H3
C

Duas duplas (c1, c2) e (c′1, c
′
2) ordenadas de geodésicas complexas distintas no es-

paço hiperbólico complexo de dimensão 3 são ditas congruentes quando existe uma

isometria holomorfa f ∈ PU (3, 1) tal que f (ci) = c′i, para i = 1, 2. A congruência

é claramente uma relação de equivalência e o espaço das classes de equivalência

munido da topologia quociente será denominado espaço de configurações de duplas

ordenadas de geodésicas complexas distintas no espaço hiperbólico complexo H3
C e

será denotado porM (2).

Nesta seção queremos encontrar as condições que garantem a existência de tal

isometria holomorfa f ∈ PU(3, 1). Para encontrar estas condições utilizaremos as
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Proposições 2.1, 2.2 e 1.2. Logo, descreveremos o espaço de módulos para duplas

de geodésicas complexas em H3
C.

Definição 3.7 Diremos que (c1, c2) é uma dupla genérica se as geodésicas comple-

xas são reversas, caso contrario (c1, c2) será dita dupla especial.

Esta seção será dividida em duas partes. Na primeira parte assumiremos que a

dupla (c1, c2) seja genérica e na segunda parte que a dupla (c1, c2) seja especial.

3.3.1 Caso genérico

Neste caso temos que as geodésicas complexas c1 e c2 são reversas, assim as esferas

polares tem a seguinte configuração:

Denotemos por d = d(p1, p2) a pre-distância entre c1 e c2, e por a = d(q1, q2) o

pre-ângulo entre c1 e c2.

Daqui em diante assumiremos que (c1, c2) são duplas ordenadas de geodésicas

complexas reversas distintas em H3
C.

Proposição 3.12 Seja (c1, c2) uma dupla genérica de geodésicas complexas em H3
C.

Então, existem levantamentos {v1, v2, w1, w2} do conjunto bi-ortogonal da dupla

(c1, c2), tal que a matriz de Gram associada à esses vetores é dada por:

G =



1 d 0 0

d 1 0 0

0 0 1 a

0 0 a 1


,
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onde d e a são números reais tais que, d > 1 e 0 ≤ a < 1.

Demonstração: É fácil ver que para i ∈ {1, 2} podemos escolher levantamentos

ṽi e w̃i de pi e qi respectivamente , tal que 〈ṽi, ṽi〉 = 1 e 〈w̃i, w̃i〉 = 1. Assim,

pelas condições de bi-ortogonalidade (ver Proposição 3.6) a matriz de Gram para

{ṽ1, ṽ2, w̃1, w̃2} é dada por:

ṽ1 ṽ2 w̃1 w̃2

ṽ1 1 g12 0 0

ṽ2 g12 1 0 0

w̃1 0 0 1 g34

w̃2 0 0 g34 1

é claro que 〈ṽ2, ṽ2〉 = 〈αṽ2, αṽ2〉 para |α| = 1 (o mesmo é valido para w̃2). As-

sim, escolhendo números complexos unitários apropriados pode-se conseguir que

g12, g34 ∈ R. Sejam {v1, v2, w1, w2} levantamentos para pi e qi tais que a matriz de

Gram associada à estes novos levantamentos é dada por:

G =



1 d 0 0

d 1 0 0

0 0 1 a

0 0 a 1


, d, a ∈ R.

Uma conta fácil mostra que detG = (1−d2)(1−a2), sabe-se que por construção

a pre-distância d > 1 e que o pre-ângulo 0 ≤ a < 1, portanto (1− d2)(1− a2) < 0.

Isto é coerente com o fato que W = spanC{v1, v2, w1, w2} tenha dimensão 4 e de

assinatura (3, 1), o implica que detG < 0.

Definição 3.8 Seja (c1, c2) uma dupla genérica de geodésicas complexas em H3
C.

A matriz G dada na Proposição 3.12 será denominada matriz de Gram canônica

para uma dupla genérica de geodésicas complexas em H3
C.
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Proposição 3.13 Sejam (c1, c2) e (c′1, c
′
2) duas duplas genéricas de geodésicas com-

plexas em H3
C. Se (c1, c2) e (c′1, c

′
2) tem as mesmas distâncias e os mesmos ângulos,

então existe uma isometria holomorfa f ∈ PU(3, 1) tal que f(ci) = c′i, i = 1, 2.

Demonstração: Sejam {p1, p2, q1, q2} e {p′1, p′2, q′1, q′2}os conjuntos bi-ortogonais

de (c1, c2) e (c′1, c
′
2) respectivamente. As matrizes de Gram canônicas G = (gij) e

G′ = (g′ij) para (c1, c2) e (c′1, c
′
2) são dadas por:

G =



1 d 0 0

d 1 0 0

0 0 1 a

0 0 a 1


e G′ =



1 d′ 0 0

d′ 1 0 0

0 0 1 a′

0 0 a′ 1


como (c1, c2) e (c′1, c

′
2) tem as mesmas distâncias e ângulos, pela Observação 3.7

(c1, c2) e (c′1, c
′
2) tem as mesmas pre-distâncias e os mesmos pre-ângulos, assim:

g12 = d =
√
d(p1, p2) =

√
d(p′1, p

′
2) = d′ = g′12

e que

g34 = a =
√
d(q1, q2) =

√
d(q′1, q

′
2) = a′ = g′34

Assim, G = G′. Como o subespaço gerado pelos levantamentos do conjunto bi-

ortogonal {p1, p2, q1, q2} é regular o teorema segue da Proposição 2.2.

Teorema 3.1 Seja (c1, c2) uma dupla genérica de geodésicas complexas em H3
C,

com conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}. Então, os d-invariantes d(p1, p2) e

d(q1, q2), definem unicamente a classe de congruência por PU (3, 1) das duplas ge-

néricas de geodésicas complexas em H3
C.

Demonstração: Dada (c1, c2) uma dupla genérica de geodésicas complexas distin-

tas em H3
C, seja G sua matriz de Gram canônica (ver Definição 3.8). Então temos
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que:

G =



1 d 0 0

d 1 0 0

0 0 1 a

0 0 a 1


.

Segue da definição do d-invariante que

d(p1, p2) = g12g21 = d2,

e que

d(q1, q2) = g34g43 = a2.

A primeira igualdade implica que d =
√
d(p1, p2) e a segunda igualdade implica que

a =
√
d(q1, q2). Assim, todas as entradas da matriz de Gram canônica G podem-se

recuperar unicamente em termos de d(p1, p2) e d(q1, q2). Como o espaço gerado

pelos levantamentos do conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2} é regular a afirmação

segue da Proposição 2.2.

Agora estamos pronto para construir o espaço de módulos para uma dupla de

geodésicas complexas em H3
C no caso genérico.

Seja (c1, c2) uma dupla genérica de geodésicas complexas em H3
C, e G = (gij)

sua matriz de Gram canônica associada à (c1, c2) (ver Definição 3.8). Aplicando as

fórmulas que aparecem no Teorema 3.1, podemos recuperar todas as entradas de

G em termos dos invariantes d(p1, p2) e d(q1, q2). No que segue, vamos assumir que

G possui as entradas expressas em termos dos d-invariantes d(p1, p2) e d(q1, q2).

Denotemos porMg (2) o espaço de configurações de duplas genéricas de geodé-

sicas complexas em H3
C, e seja [(c1, c2)] ∈Mg (2) o ponto representado por (c1, c2).

Definimos o mapa:

τ : Mg (2) −→ R2, (3.5)

que associa à [(c1, c2)] os invariantes d(p1, p2) e d(q1, q2).
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Teorema 3.2 O espaço de configuraçõesMg (2) de duplas genéricas de geodésicas

complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto Mg (2) de pontos em R2 definidos

pelas seguintes condições:

Mg (2) = {(d, a) ∈ R2 : d > 1 e 0 ≤ a < 1}.

Demonstração: Segue da parte "se" do Teorema 2.3 (condições do determinante)

e das fórmulas que aparecem na demonstração do Teorema 3.1 que o mapa τ em

(3.5) define um mapa τ : Mg (2)→Mg (2) . Primeiramente, mostramos que o mapa

τ : Mg (2) → Mg (2) é sobrejetivo. Dado (d, a) ∈ Mg (2), usando as fórmulas que

aparecem na demonstração do Teorema 3.1, definimos g12 e g34 em termos de d e

a, também fixamos gii = 1. Isto define G completamente. É fácil ver que G satisfaz

todas as condições da parte "somente se"do Teorema 2.3. Portanto, isto implica

que G é a matriz de Gram canônica para alguma base bi-ortogonal de uma dupla

de geodésicas genéricas complexas em H3
C. Isto prova que τ é sobrejetiva.

Por outro lado, segue do Teorema 3.1 que o mapa τ é injetiva. É claro que

τ : Mg (2)→Mg (2) é um homeomorfismo uma vez que Mg (2) seja munido com a

topologia induzida de R2.

Definição 3.9 Chamaremos Mg (2) o espaço de módulos para o espaço de confi-

guraçõesMg (2) de duplas genéricas de geodésicas complexas em H3
C.

3.3.2 Caso especial

Neste caso temos que c1 e c2 podem ser concorrentes, ultraparalelas ou assintóticas,

assim as esferas polares tem a seguinte configuração:
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Figura 3.5:

Note que se 0 ≤ d(y1, y2) < 1 então as geodésicas complexas c1 e c2 são concor-

rentes, se d(y1, y2) > 1 então as geodésicas complexas c1 e c2 são ultraparalelas e

se d(y1, y2) = 1 então as geodésicas complexas c1 e c2 são assintóticas.

Chamaremos o conjunto {x, y1, y2} de configuração polar associada à dupla

(c1, c2). Daqui em diante assumiremos que (c1, c2) são duplas ordenadas de geodé-

sicas complexas distintas em H3
C.

Proposição 3.14 Seja (c1, c2) uma dupla especial de geodésicas complexas em H3
C.

Então, existem levantamentos {v, w1, w2} da configuração polar da dupla (c1, c2),

tal que a matriz de Gram associada à esses vetores é dada por:

G =


1 0 0

0 1 r

0 r 1

 ,

onde r é um número real tal que r ≥ 0.

Demonstração: É fácil ver que para i ∈ {1, 2} podemos escolher levantamentos ṽ

e w̃i da configuração polar, tal que 〈ṽ, ṽ〉 = 1 e 〈w̃i, w̃i〉 = 1. Assim, pelas condições

de bi-ortogonalidade (ver Proposição 3.6) a matriz de Gram para {ṽ, w̃1, w̃2} é dada

por:
ṽ w̃1 w̃2

ṽ 1 0 0

w̃1 0 1 g23

w̃2 0 g32 1

.
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É claro que 〈w̃1, w̃1〉 = 〈αw̃1, αw̃1〉 para |α| = 1. Assim, escolhendo um número

complexo unitário apropriado pode-se conseguir que g23 ∈ R, g23 > 0. Sejam

{v, w1, w2} levantamentos de x e yi, tais que a matriz de Gram associada à estes

novos levantamentos seja:

G =


1 0 0

0 1 r

0 r 1

 , r ≥ 0.

Observação 3.8 Na Proposição acima, se 0 ≤ r < 1 então as geodésicas comple-

xas c1 e c2 são concorrentes, se r > 1 então as geodésicas complexas c1 e c2 são

ultraparalelas e se r = 1 então as geodésicas complexas c1 e c2 são assintóticas.

De fato, o determinante da matriz G dada na Proposição 3.14 é det(G) = 1−r2,

então

1. Se 0 ≤ r < 1, então det(G) > 0, portanto o subespaço gerado pela configura-

ção polar é elíptico, isto implica que c1 e c2 são concorrentes.

2. Se r > 1, então det(G) < 0, portanto o subespaço gerado pela configuração

polar é hiperbólico, isto implica que c1 e c2 são ultraparalelas.

3. Se r = 1, então det(G) = 0, portanto o subespaço gerado pela configuração

polar é parabólico, isto implica que c1 e c2 são assintóticas.

Definição 3.10 Seja (c1, c2) uma dupla especial de geodésicas complexas em H3
C.

A matriz G dada na Proposição 3.14 será denominada matriz de Gram canônica

para uma dupla especial de geodésicas complexas em H3
C.

É fácil ver que o conjunto dos levantamentos da configuração polar de uma

dupla especial de geodésicas complexas é linearmente independente, caso contrario

c1 = c2.
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Teorema 3.3 Seja (c1, c2) uma dupla especial de geodésicas complexas em H3
C, com

configuração polar {x, y1, y2}. Então, o d-invariante d(y1, y2) define unicamente a

classe de congruência por PU (3, 1) das duplas especiais de geodésicas complexas

em H3
C.

Demonstração: Dada (c1, c2) uma dupla especial de geodésicas complexas em

H3
C, seja G sua matriz de Gram canônica associada (ver Proposição 3.10). Então

temos que:

G =


1 0 0

0 1 r

0 r 1

 .
Segue da definição do d-invariante que

d(y1, y2) = g23g32 = r2,

A igualdade implica que r =
√
d(y1, y2). Assim, todas as entradas da matriz de

Gram canônica G podem-se recuperar unicamente em termos de d(y1, y2). Como o

conjunto dos levantamentos da configuração polar são linearmente independentes,

a afirmação segue da Proposição 2.1.

Agora estamos pronto para construir o espaço de módulos para uma dupla de

geodésicas complexas em H3
C no caso especial.

Seja (c1, c2) uma dupla especial de geodésicas complexas em H3
C, e G = (gij)

sua matriz de Gram canônica associada à (c1, c2) (ver Definição 3.10). Aplicando

as fórmulas que aparecem no Teorema 3.3, podemos recuperar todas as entradas

de G em termos do invariante d(y1, y2). No que segue, vamos assumir que G possui

as entradas expressas em termos do d-invariante d(y1, y2).

Denotemos porMs (2) o espaço de configurações de duplas especiais de geodé-

sicas complexas em H3
C, e seja [(c1, c2)] ∈Ms (2) o ponto representado por (c1, c2).
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Definimos o mapa:

τ : Ms (2) −→ R, (3.6)

que associa à [(c1, c2)] o invariante d(y1, y2).

Teorema 3.4 O espaço de configuraçõesMs (2) de duplas especiais de geodésicas

complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto Ms (2) de pontos em R definidos da

seguinte forma:

Ms (2) = {r ∈ R : r ≥ 0}.

Demonstração: Segue das fórmulas que aparecem na demonstração do Teorema

3.3 que o mapa τ em (3.6) define um mapa τ : Ms (2) → Ms (2) . Primeiramente,

mostramos que o mapa τ : Ms (2) → Ms (2) é sobrejetivo. Dado r ∈ Ms (2),

usando as fórmulas que aparecem na demonstração do Teorema 3.3, definimos g23

em termos de r, também fixamos gii = 1. Isto define G completamente. Portanto,

isto implica queG é a matriz de Gram canônica para a configuração polar de alguma

dupla especial de geodésicas complexas em H3
C. Isto prova que τ é sobrejetiva.

Por outro lado, segue do Teorema 3.3 que o mapa τ é injetiva. É claro que

τ : Ms (2)→Ms (2) é um homeomorfismo uma vez que Ms (2) seja munido com a

topologia induzida de R.

Definição 3.11 Chamaremos Ms (2) o espaço de módulos para o espaço de confi-

guraçõesMs (2) de duplas especiais de geodésicas complexas em H3
C.

Usando os Teoremas 3.2 e 3.4 tem-se o seguinte corolário.

Corolário 3.1 Se M (2) denota o espaço de módulos para o espaço de configurações

M (2) de duplas de geodésicas complexas em H3
C, então

M (2) = [1,+∞)× [0, 1] .

Demonstração: Consideremos o espaço de módulos Ms (2) = {r ∈ R : r ≥

0}, pela Observação 3.8 podemos identificar Ms (2) como a união dos seguintes
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conjuntos {(1, r) ∈ R2 : 0 ≤ r < 1}, {(r, 1) ∈ R2 : r > 1}, {(r, r) ∈ R : r = 1}, onde

o primeiro conjunto corresponde às geodésicas complexas concorrentes, o segundo

conjunto corresponde às geodésicas complexas ultraparalelas e o terceiro conjunto

corresponde às geodésicas complexas assintóticas.

Pelo Teorema 3.2 o espaço de módulos Mg (2) = (1,+∞)× [0, 1) . A prova segue

desde que M (2) = Mg (2) ∪Ms (2).



Capítulo 4

Triplas de geodésicas complexas em

H3
C

Neste capítulo estudarmos o espaço de configurações de triplas ordenadas de geo-

désicas complexas distintas no espaço hiperbólico complexo H3
C.

Definição 4.1 Duas triplas (c1, c2, c3) e (c′1, c
′
2, c
′
3) ordenadas de geodésicas com-

plexas distintas no espaço hiperbólico complexo de dimensão 3 são ditas congruen-

tes quando existe uma isometria holomorfa f ∈ PU (3, 1) tal que f (ci) = c′i, para

i = 1, 2, 3.

A congruência é claramente uma relação de equivalência e o espaço das classes

de equivalência munido da topologia quociente será denominado espaço de configu-

rações de triplas ordenadas de geodésicas complexas distintas no espaço hiperbólico

complexo H3
C e será denotado porM (3).

Neste capitulo queremos encontrar as condições que garantem a existência de

tal isometria holomorfa f ∈ PU(3, 1). Para encontrar estas condições utilizaremos

as Proposições 2.1, 2.2 e 1.2. Logo, descreveremos o espaço de módulos para triplas

de geodésicas complexas em H3
C.

No capítulo anterior vimos que dois d-invariantes (pre-distância e pre-ângulo)

são necessários para definir unicamente a classe de congruência por PU (3, 1) de

49
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duplas ordenadas de geodésicas complexas em H3
C. Para tripla de geodésicas com-

plexas veremos que precisaremos mais invariantes.

Dada uma tripla ordenada de geodésicas complexas (c1, c2, c3) em H3
C, conside-

remos as sub-duplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3) obtidas a partir de (c1, c2, c3). Para

cada sub-dupla consideremos seu respectivo conjunto bi-ortogonal:

sub-dupla conjunto bi-ortogonal

(c1, c2) {p12, p21, q12, q21}

(c2, c3) {p23, p32, q23, q32}

(c1, c3) {p13, p31, q13, q31}

(4.1)

Se c⊥1 , c⊥2 e c⊥3 denotam as esferas polares das geodésicas complexas, temos que

pij, qij ∈ c⊥i , i 6= j, para i, j = 1, 2, 3. Assim cada esfera polar tem 4 pontos

positivos como mostra o seguinte desenho.

c2
c1

c3

c⊥3

c⊥1 c⊥2

H3
C

p32

q32

q31

p31

q12

p12

q21

p21

p23

q23

q13

p13

Definição 4.2 Uma tripla ordenada (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H3
C
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será dita tripla genérica se as sub-duplas (c1, c2), (c2, c3), (c1, c3) são reversas. Caso

contrario (c1, c2, c3) será dita tripla especial.

Este capítulo será dividido em três seções, na primeira seção calcularemos a

dimensão do espaço de módulos de triplas ordenadas de geodésicas complexas dis-

tintas em H3
C, na segunda seção calcularemos o espaço de módulos para as triplas

(c1, c2, c3) genéricas e na terceira seção calcularemos o espaço de módulos para as

triplas (c1, c2, c3) especiais.

Daqui em diante assumiremos que (c1, c2, c3) são triplas ordenadas de geodésicas

complexas distintas em H3
C.

4.1 Dimensão do espaço de módulos de triplas de

geodésicas complexas em H3
C

Nesta seção encontraremos a dimensão real do espaço de módulos de triplas orde-

nadas de geodésicas complexas distintas no espaço hiperbólico complexo H3
C.

Em primeiro lugar apresentaremos o modelo do domínio de Siegel ou modelo

do parabolóide do espaço hiperbólico complexo Hn
C. Este modelo é o análogo ao

modelo do semi-espaço para geometria hiperbólica real.

Seja Vn,1 um espaço vetorial complexo de dimensão n+1 munido de uma forma

Hermitiana 〈−,−〉 de assinatura (n, 1). Seja π a projeção natural de Vn+1\ {0}

para o espaço projetivo complexo PVn. Sejam V−, V0, V+ ⊂ Vn+1 os subconjuntos

de vetores negativos, isotrópicos e positivos respectivamente.

Para descrever o modelo de Siegel, consideremos a base e =

{e1, e2, . . . , en, en+1} ⊂ Vn,1 tal que os vetores e1 e en+1 são isotrópicos com

〈e1, en+1〉 = 1, e os vetores e2, . . . , en são positivos com 〈ei, ej〉 = 0 se i 6= j, e

〈ei, ei〉 = 1 para i = 2, . . . , n. É fácil ver que se os vetores v = (v1, v2, . . . , vn, vn+1)



TRIPLAS DE GEODÉSICAS COMPLEXAS EM H3
C 52

e w = (w1, w2, . . . , wn, wn+1) são as coordenadas em esta base, então

〈v, w〉 = v1wn+1 + v2w2 + · · ·+ vnwn + vn+1w1 (4.2)

Seja π a projeção natural para o espaço projetivo complexo, isto é π : Vn+1\ {0} →

PVn. O conjunto Vn+1\ {0} pode ser coberto por n+1 conjuntos U1, . . . , Un+1, onde

Ui é definido pela condição zi 6= 0. É claro que o conjunto de vetores negativos V−

está contido em Un+1. Seja PVn = Cn ∪ PVn−1. A projeção canônica de Un+1 para

Cn é dada por

π(v) =

(
v1
vn+1

,
v2
vn+1

, . . . ,
vn
vn+1

)
= (w1, w2, . . . , wn).

Como Hn
C = π(V−), temos o seguinte conjunto

Hn
C = {(w1, w2, . . . , wn) ∈ Cn : 2Re(w1) +

n∑
i=2

|wi|2 < 0},

que é chamado o modelo do domínio de Siegel para o espaço hiperbólico complexo.

Existem dois pontos especiais em π(V0) que serão denotados por o =

π(0, 0, . . . , 0, 1) e q∞ = π(1, 0, . . . , 0, 0). Então podemos escrever ∂Hn
C como

∂Hn
C\ {q∞} = {(w1, w2, . . . , wn) ∈ Cn : 2Re(w1) +

n∑
i=2

|wi|2 = 0}.

Seja H = Cn−1×R o grupo de Heisenberg, então a fronteira do espaço hiperbó-

lico complexo pode ser identificada com a compactificação do grupo de Heisenberg.

Apresentaremos algumas propriedades que precisaremos do grupo de Heisen-

berg.

Se (ζ1, v1), (ζ2, v2) ∈ H então a operação do grupo de Heisenberg é dada por

(ζ1, v1) · (ζ2, v2) = (ζ1 + ζ2, v1 + v2 + 2Im 〈〈ζ1, ζ2〉〉),
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onde 〈〈−,−〉〉 denota a forma Hermitiana estândar de Cn−1.

O grupo de Heisenberg age sobre se mesmo por translações de Heisenberg. Para

(ζ0, v0) ∈ H

T(ζ0,v0) : (ζ, v) 7→ (ζ0, v0) · (ζ, v)

O centro de H consiste de translações verticais :

(ζ, v) 7→ (ζ, v + u) (4.3)

onde u ∈ R.

O subconjunto V ⊂ H definido por ζ = 0 é chamado eixo vertical e corresponde

ao centro de H.

O grupo unitário U(n− 1) age em H por:

A : (ζ, v) 7→ (Aζ, v)

para A ∈ U(n−1), ζ ∈ Cn−1, v ∈ R. essas transformações são chamadas rotações de

Heisenberg sobre o eixo vertical. Em geral, uma rotação de Heisenberg é qualquer

transformação obtida de estes por conjugação de translações de Heisenberg.

O grupo R+ de números reais positivos age por dilatações de Heisenberg reais

sobre a origem por:

λ : (ζ, v) 7→ (λζ, λ2v).

Em geral, uma dilatação de Heisenberg é qualquer transformação conjugada a

uma translação de Heisenberg da uma dilatação de Heisenberg real sobre a origem

As dilatações de Heisenberg sobre a origem e as rotações de Heisenberg sobre

o eixo vertical geram o grupo

Sim0(H) ∼= R+ × U(n− 1),

onde R+ é o grupo de dilatações de Heisenberg reais sobre a origem.
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O grupo Sim(H) gerado por dilatações de Heisenberg sobre a origem, rotações

de Heisenberg sobre o eixo vertical e translações de Heisenberg são chamadas grupo

de similaridade de Heisenberg. É claro que Sim0(H) é o estabilizador da origem

em Sim(H).

Definimos a projeção vertical πv : H → Cn−1 dado por πv(ζ, v) = ζ.

É fácil ver que o kernel do homomorfismo Π :Sim(H)→Sim(Cn−1) consiste das

transformações verticais, e que a projeção vertical πv é equivariante respeitando Π.

4.1.1 Calculando a dimensão do espaço de módulos de tri-

plas de geodésicas complexas em H3
C

Uma cadeia é a fronteira ideal de uma geodésica complexa (∂ci ∼= S1, ver [11]).

Inversão em uma cadeia é a reflexão na geodésica complexa que tem por fron-

teira à cadeia inicial, uma inversão é uma isometria de ordem 2.

A fronteira de H3
C pode ser identificada por C2×R ∪ {q∞} (compactificação do

grupo de Heisenberg).

As projeções verticais de cadeias são circunferências euclidianas em C2 (ver [11,

Teorema 4.3.2]), cujo raio dessa circunferência se chama raio de cadeia. Então

qualquer cadeia é determinada por seu centro (z1, z2, x) e raio r.

Consideremos o conjunto de todas as cadeias com o mesmo raio e o mesmo

centro, então as projeções verticais dessas cadeias geram uma esfera de dimensão 3

em C2. Essas projeções são disjuntas e formam o fibrado de Hopf que é dado por:

S1 ↪→ S3 → S2

Dada (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas, temos que as duas

primeiras geodésicas complexas são definidas por dos parâmetros (d=distância e

a=ângulo).

Dada a tripla genérica (c1, c2, c3), fixando as duas primeiras geodésicas comple-

xas (as duas primeiras cadeias), a terceira geodésica complexa (a terceira cadeia)
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a priori pode estar em qualquer lugar. Ou seja, fixando as duas cadeias ∂c1 e ∂c2

temos já dois parâmetros (d e a) a terceira cadeia, que pode estar em qualquer lu-

gar, é determinada por seu centro (z1, z2, x) e raio r. Projetando verticalmente ∂c3

aparece uma fibra do fibrado de Hopf cuja base é S2, ou seja localmente a cadeia

∂c3 é determinada por dois parâmetros. Então, apriori o numero de parâmetros

que precisamos são 2 + 5 + 1 + 2 = 10.

Para c1 e c2 fixadas, consideremos o estabilizador de essas duas geodésicas

complexas no grupo PU (3, 1). Se o estabilizador é trivial significa que não podemos

normalizar, então precisaremos dos 10 parâmetros acima descritos. Mas na seguinte

proposição demonstraremos que estabilizador de c1 e c2 é um grupo à 1 parâmetro.

Portanto podemos usar esse grupo para fazer uma rotação e obter que z1 ∈ R, logo

teremos somente 9 parâmetros para descrever uma tripla ordenada de geodésicas

complexas distintas em H3
C.

Proposição 4.1 O estabilizador das geodésicas complexas c1 e c2 no grupo

PU (3, 1) é um grupo à 1 parâmetro.

De fato, é claro que se temos uma isometria g que deixa invariante à c1 e c2,

ele deixa invariante à geodésica riemanniana perpendicular comum σ (com pontos

finais x1 e x2). Então g pode ser elíptico ou loxodrômico.

Já que o grupo de isometrias age transitivamente em pares de pontos da fronteira

do espaço hiperbólico complexo, podemos supor sem perda de generalidade que

x1 = o e x2 = q∞
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Consideremos a base {e1, e2, . . . , en, en+1} dada em (4.2), com π(e1) = x1 e

π(en+1) = x2. Nessa base, identificando a fronteira do espaço hiperbólico complexo

com a compactificação do grupo de Heisenberg, o elemento g que fixa σ é dado por:

g =


λeiϕ 0 0 0

0 eiψe−iϕ 0 0

0 0 e−iψe−iϕ 0

0 0 0 λ−1eiϕ

 ∈ SU (3, 1) (4.4)

λ é parâmetro de dilatação ao longo da geodésica (se λ 6= 1, g é loxodrômico).

O estabilizador para c1 e c2 pode ser construído da seguinte forma; consideremos

a geodésica riemanniana σ perpendicular comum entre c1 e c2.

Portanto se g é um elemento do grupo de isometrias que deixa invariante c1 e

c2, então g deixa invariante σ. Suponhamos que tal elemento é dado por g (ver

4.4), então ele não pode ser loxodrômico já que elementos loxodrômicos muda c1 e

c2, assim:

g =


eiϕ 0 0 0

0 eiψe−iϕ 0 0

0 0 e−iψe−iϕ 0

0 0 0 eiϕ


Seja c a geodésica perpendicular comun entre c1 e c2. Consideremos o conjunto

bi-ortogonal {p12, p21, q12, q21} da dupla (c1, c2).

Se g move os planos q⊥12, q⊥21, ele move c1 e c2. Por outro lado, ψ é ângulo de

rotação de planos em torno da geodésica complexa c, como as geodésicas c1 e c2

são fixas temos que ψ = 0, assim:

g =


eiϕ 0 0 0

0 e−iϕ 0 0

0 0 e−iϕ 0

0 0 0 eiϕ


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Agora, qualquer plano que contem a geodésica complexa c, tem ponto polar na

esfera polar c⊥. Se a aplicação g age no conjunto polar c⊥, g move esses planos

contem a geodésica complexa c. Comoe−iϕ 0

0 e−iϕ

 π→ Id

vê-se que g age trivialmente em c⊥. Portanto, essa aplicação não muda pontos na

esfera polar c⊥, assim o estabilizador de c1 e c2 é um grupo à 1 parâmetro.

Assim podemos usar um elemento desse grupo e fazer uma rotação e obter

que z1 ∈ R. Isto mostra que o espaço de módulos para uma tripla de geodésicas

complexas genéricas tem dimensão real 9.

4.2 Espaço de módulos de triplas genéricas de ge-

odésicas complexas em H3
C

Se (c1, c2, c3) é uma tripla genérica de geodésicas complexas em H3
C, então cada

cada sub-dupla da tripla é reversa. Consideremos os respectivos conjuntos bi-

ortogonais de cada sub-dupla (ver tabela 4.1), assim as esferas polares neste caso

tem a seguinte configuração:
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Vê-se que para cada sub-dupla (ci, cj) a pre-distância e o pre-ângulo são dados

por d(pij, pji) e d(qij, qji) respectivamente.

Definição 4.3 Dada uma tripla genérica (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em

H3
C, o conjunto {pij, qij}, i 6= j, i, j = 1, 2, 3. dado acima será chamado de

configuração polar associada à tripla genérica de geodésicas complexas em H3
C.

Consideremos levantamentos vi, wi ∈ PV3 da configuração polar associada à

tripla genérica (c1, c2, c3) tais que:

v1 v2 w1 w2 v3 v4 w3 w4 v5 v6 w5 w6

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

p12 p21 q12 q21 p23 p32 q23 q32 p31 p13 q31 q13

(4.5)

Pela Proposição 3.12 pode-se escolher os levantamentos vi, wi ∈ PV3 de tal

forma que as matrizes de Gram associadas à {p12, p21, q12, q21}, {p23, p32, q23, q32} e
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{p31, p13, q31, q13} sejam respectivamente:



1 d12 0 0

d12 1 0 0

0 0 1 a12

0 0 a12 1


,



1 d23 0 0

d23 1 0 0

0 0 1 a23

0 0 a23 1


,



1 d13 0 0

d13 1 0 0

0 0 1 a13

0 0 a13 1


onde d12, d23, d13 > 1 e 0 ≤ a12, a23, a13 < 1, já que (c1, c2, c3) é uma tripla genérica.

Definição 4.4 Chamaremos à d12, d23, d13, a12, a23, a13 de parâmetros básicos da

tripla (c1, c2, c3).

Sabe-se que os C⊥i , i = 1, 2, 3. são subespaços complexos positivos de dimensão

complexa 2, então pela Proposição 3.6 e a Observação 3.2 temos que {v1, w1} e

{v6, w6} formam bases ortonormais para C⊥1 . Da mesma forma {v2, w2} e {v3, w3}

formam bases ortonormais para C⊥2 , {v4, w4} e {v5, w5} formam bases ortonormais

para C⊥3 .

Como SU(2, C⊥j ) age transitivamente em pares de bases ortonormais de C⊥j ,

consideremos as transformações Tj ∈ SU(2, C⊥j ), j = 1, 2, 3. tais que:

{v1, w1}
T1−→ {v6, w6}

{v2, w2}
T2−→ {v3, w3}

{v4, w4}
T3−→ {v5, w5}

Sabe-se que cada transformação acima pode-se escrever como composição de

três matrizes (veja [8, Subseção 5.1.3]):

eiϕj 0

0 e−iϕj


 cosαj senαj

−senαj cosαj


eiθj 0

0 e−iθj


vemos que os vetores das bases ortonormais {v1, w1}, {v2, w2}, {v4, w4} aplicados
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na primeira matriz não muda as retas complexas geradas por esses vetores, então

as projeções dos vetores das bases aplicadas na primeira matriz continuam sendo

as mesmas. Portanto podemos considerar as transformações Tj ∈ SU(2, C⊥j ), j =

1, 2, 3. tal que:

Tj =

 eiϕj cosαj eiϕjsenαj

−e−iϕjsenαj e−iϕj cosαj

 , j = 1, 2, 3. (4.6)

Observação 4.1 Pelo Teorema de Witt podemos estender as aplicações Tj para

SU(3, 1).

Definição 4.5 Chamaremos os αj e ϕj ângulos de transição.

Agora queremos calcular a matriz de Gram G para os pontos

{p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p31, p13, q31, q13} com seus respectivos levan-

tamentos {v1, v2, w1, w2, v3, v4, w3, w4, v5, v6, w5, w6}, aqui os levantamentos

{v1, v2, w1, w2}, {v3, v4, w3, w4}, {v5, v6, w5, w6} determinam a matriz de Gram

canônica para cada subdupla (c1, c2), (c2, c3), (c3, c1). Por exemplo calcularemos

〈v2, v5〉, para isto utilizando T2 e T3 em (4.6) temos que

T3

 v5 = eiϕ3 cosα3v4 − e−iϕ3senα3w4

w5 = eiϕ3senα3v4 + e−iϕ3 cosα3w4

T−12

 v2 = e−iϕ2 cosα2v3 + e−iϕ2senα2w3

w2 = −eiϕ2senα2v3 + eiϕ2 cosα2w3

Assim,

〈v2, v5〉 =
〈
e−iϕ2 cosα2v3 + e−iϕ2senα2w3, e

iϕ3 cosα3v4 − e−iϕ3senα3w4

〉
= e−iϕ2e−iϕ3 cosα2 cosα3 〈v3, v4〉 − e−iϕ2eiϕ3senα2senα3 〈w3, w4〉

= ei(−ϕ2−ϕ3)d23 cosα2 cosα3 − ei(−ϕ2+ϕ3)a23senα2senα3.
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Contas similares podem ser feitas para obter a matriz de Gram dada na seguinte

Proposição.

Teorema 4.1 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas distintas

em H3
C. Então, existem levantamentos {vi, wi} i = 1, . . . , 6. da configuração polar

da tripla (c1, c2, c3), tal que a matriz de Gram G associada à esses vetores é dada

por:

G =



1 d12 0 0

d12 1 0 0

0 0 1 a12

0 0 a12 1

A1 A2

A1

1 d23 0 0

d23 1 0 0

0 0 1 a23

0 0 a23 1

A3

A2 A3

1 d13 0 0

d13 1 0 0

0 0 1 a13

0 0 a13 1


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onde d12, d23, d13 > 1 e 0 ≤ a12, a23, a13 < 1, e

A1 =



e−iϕ2d12 cosα2
ei(−ϕ1+ϕ3)[d13 cosα1 cosα3

+a13senα1senα3]
e−iϕ2d12senα2

ei(−ϕ1−ϕ3)[−d13 cosα1senα3

+a13senα1 cosα3]

e−iϕ2 cosα2 e−iϕ2d23 cosα2 e−iϕ2senα2 e−iϕ2a23senα2

−eiϕ2a12senα2
ei(ϕ1+ϕ3)[−d13senα1 cosα3

+a13 cosα1senα3]
eiϕ2a12 cosα2

ei(ϕ1−ϕ3)[d13senα1senα3

+a13 cosα1 cosα3]

−eiϕ2senα2 −eiϕ2d23senα2 eiϕ2 cosα2 eiϕ2a23 cosα2



,

A2 =



e−iϕ1d13 cosα1 e−iϕ1 cosα1 e−iϕ1a13senα1 e−iϕ1senα1

ei(−ϕ2−ϕ3)d23 cosα2 cosα3

−ei(−ϕ2+ϕ3)a23senα2senα3

e−iϕ1d12 cosα1
ei(−ϕ2−ϕ3)d23 cosα2senα3

+ei(−ϕ2+ϕ3)a23senα2 cosα3

e−iϕ1d12senα1

−eiϕ1d13senα1 −eiϕ1senα1 eiϕ1a13 cosα1 eiϕ1 cosα1

−ei(ϕ2−ϕ3)d23senα2 cosα3

−ei(ϕ2+ϕ3)a23 cosα2senα3

−eiϕ1a12senα1
−ei(ϕ2−ϕ3)d23senα2senα3

+ei(ϕ2+ϕ3)a23 cosα2 cosα3

eiϕ1a12 cosα1



,

A3 =



e−iϕ3d23 cosα3
e(−ϕ1+ϕ2)d12 cosα1 cosα2

+e(ϕ1−ϕ2)a12senα1senα2

e−iϕ3d23senα3
e(−ϕ1+ϕ2)d12senα1 cosα2

−e(ϕ1−ϕ2)a12 cosα1senα2

e−iϕ3 cosα3 e−iϕ3d13 cosα3 e−iϕ3senα3 e−iϕ3a13senα3

−eiϕ3a23senα3
e(−ϕ1+ϕ2)d12 cosα1senα2

−e(ϕ1−ϕ2)a12senα1 cosα2

eiϕ3a23 cosα3
e(−ϕ1+ϕ2)d12senα1senα2

+e(ϕ1−ϕ2)a12 cosα1 cosα2

−eiϕ3senα3 −eiϕ3d13senα3 eiϕ3 cosα3 eiϕ3a13 cosα3



.

Definição 4.6 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica ordenada de geodésicas comple-

xas distintas em H3
C. A matriz G dada no Teorema 4.1 será denominada matriz de

Gram canônica para uma tripla genérica de geodésicas complexas.

Agora, como p12, p13 ∈ c⊥1 pela Proposição 3.3 temos que os planos p⊥12 e p⊥13
contêm a geodésica complexa c1, portanto o d-invariante d(p12, p13) define o ângulo
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entre os planos p⊥12 e p⊥13. O mesmo acontece com p21, p23 ∈ c⊥2 e p31, p32 ∈ c⊥3 .

Assim, d(q12, q13), d(p21, p23), d(p31, p32) definem os ângulos de transição

α1, α2, α3 dados em (4.6). De fato, pela matriz de Gram dada no Teorema 4.1

tem-se que:

d(p12, p13) = cos2 α1

d(p21, p23) = cos2 α2

d(p31, p32) = cos2 α3

Observação 4.2 Neste caso o espaço gerado pelos levantamentos da configuração

polar {pij, qij}, i 6= j, i, j = 1, 2, 3. é regular. De fato, sendo a tripla c1, c2, c3

genérica temos que cada sub-dupla é não coplanar, assim cada base bi-ortogonal é

uma base para V3,1.

Teorema 4.2 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H3
C,

então os seis parâmetros básicos com os seis ângulos de transição definem uni-

camente a classe de congruência por PU (3, 1) das triplas genéricas de geodésicas

complexas em H3
C.

Demonstração: Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em

H3
C, e G sua matriz de Gram canônica (ver Definição 4.6). Pela construção da

matriz G vê-se que todas as entradas dessa matriz podem-se recuperar unicamente.

E a afirmação segue da Proposição 2.2.

Então temos 12 parâmetros que definem unicamente a classe de congruência

por PU (3, 1) das triplas genéricas de geodésicas complexas em H3
C. Sabendo que a

dimensão do espaço de módulos para triplas genéricas de geodésicas complexas em

H3
C é 9, procurarmos três equações independentes que relacionam os 12 parâmetros.
Para isto, calcularemos três menores principais de ordem 5

da matriz G dada no Teorema 4.1. Os menores associados à
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{p12, p21, q12, q21, p31},{p23, p32, q23, q23, p13},{p31, p13, q31, q13, p21} são:

D1 = 1− d212 − d213 − a212 + a212d
2
12 − a223sen 2α3 − d223 cos2 α3

+d212d
2
13sen

2α1 + a212d
2
13 cos

2 α1

+a212a
2
23sen

2α2sen
2α3 + a212d

2
23 cos

2 α2 cos
2 α3

+d212d
2
23sen

2α2 cos
2 α3 + a223d

2
12 cos

2 α2sen
2α3

+2d212a23d23 cosα2 cosα3senα2senα3 cos(2ϕ3)

−2a212a23d23 cosα2 cosα3senα2senα3 cos(2ϕ3)

+2a212a23d12d13 cosα1senα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

−2a212d12d13d23 cosα1 cosα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

−2d212a12a23d13senα1 cosα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

−2d212a12d13d23senα1senα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

+2a12a23d13senα1 cosα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

+2a12d13d23senα1senα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

−2a23d12d13 cosα1senα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

+2d12d13d23 cosα1 cosα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

D2 = 1− d223 − d213 − a223 + a223d
2
23 − a212sen 2α1 − d212 cos2 α1

+d213d
2
23sen

2α3 + a223d
2
13 cos

2 α3

+a212a
2
23sen

2α1sen
2α2 + a212d

2
23sen

2α1 cos
2 α2

+a223d
2
12 cos

2 α1 cos
2 α2 + d212d

2
23 cos

2 α1sen
2α2

+2a223a12d12 cosα1 cosα2senα1senα2 cos(2ϕ1 − 2ϕ2)

−2d223a12d12 cosα1 cosα2senα1senα2 cos(2ϕ1 − 2ϕ2)

+2d223a23d12d13 cosα1senα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

−2a223d12d13d23 cosα1 cosα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

−2d223a12a23d13senα1 cosα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

−2a223a12d13d23senα1senα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

+2a12a23d13senα1 cosα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

+2a12d13d23senα1senα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

−2a23d12d13 cosα1senα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

+2d12d13d23 cosα1 cosα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)
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D3 = 1− a213 − d212 − d213 + a213d
2
13 − d223 cos2 α2 − a223sen 2α2

+a213d
2
12 cos

2 α1 + d212d
2
13sen

2α1

+a213d
2
23 cos

2 α2 cos
2 α3 + a213a

2
23sen

2α2sen
2α3

+a223d
2
13 cos

2 α3sen
2α2 + d213d

2
23 cos

2 α2sen
2α3

−2a213a23d23 cosα2 cosα3senα2senα3 cos(2ϕ3)

+2d213a23d23 cosα2 cosα3senα2senα3 cos(2ϕ3)

+2a213a23d12d13 cosα1senα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

−2a213d12d13d23 cosα1 cosα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

−2d213a13a23d12senα1senα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

−2d213a13d12d23senα1 cosα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

+2a13a23d12senα1senα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

+2a13d12d23senα1 cosα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

−2a23d12d13 cosα1senα2senα3 cos(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3)

+2d12d13d23 cosα1 cosα2 cosα3 cos(ϕ1 − ϕ2 − ϕ3)

Agora estamos pronto para construir o espaço de módulos para uma tripla

genérica de geodésicas complexas H3
C.

Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H3
C, e G = (gij)

sua matriz de Gram canônica associada à tripla (c1, c2, c3). No que segue, vamos

assumir que G possui as entradas expressas em termos dos 6 parâmetros básicos e

os 6 ângulos de transição.

Denotemos por Mg (3) o espaço de configurações de triplas genéricas de geo-

désicas complexas em H3
C, e seja [(c1, c2, c3)] ∈ Mg (3) o ponto representado por

(c1, c2, c3). Definimos o mapa:

τ : Mg (3) −→ R12, (4.7)

que associa à [(c1, c2, c3)] os 6 parâmetros básicos com os 6 ângulos de transição.

Teorema 4.3 O espaço de configurações Mg (3) de triplas genéricas de ge-
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odésicas complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto Mg (3) de pontos em

(d1, d2, d3, a1, a2, a3, α1, α2, α3, ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ R12 definidos pelas seguintes condições:

di > 1, i = 1, 2, 3.

0 ≤ ai < 1 i = 1, 2, 3.

0 ≤ αi ≤ π
2

i = 1, 2, 3.

0 ≤ ϕi ≤ π
2

i = 1, 2, 3.

Di = 0 i = 1, 2, 3.

Demonstração: Segue da parte "se" do Teorema 2.3 (condições do determinante)

e do Teorema 4.2 que o mapa τ em (4.7) define um mapa τ : Mg (3) → Mg (3) .

Primeiramente, mostrarmos que o mapa τ : Mg (3) → Mg (3) é sobrejetivo. Dado

(d1, d2, d3, a1, a2, a3, α1, α2, α3, ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ Mg (3), pelo Teorema 4.3, definimos

(G)ij em termos de os 6 parâmetros básicos com os 6 ângulos de transição, também

fixamos gii = 1. Isto define G completamente. É fácil ver que G satisfaz todas as

condições da parte "somente se" do Teorema 2.3. Portanto, isto implica que G é a

matriz de Gram canônica para alguma configuração polar de uma tripla genérica

de geodésicas complexas em H3
C. Isto prova que τ é sobrejetiva.

Por outro lado, segue do Teorema 4.3 que o mapa τ é injetiva. É claro que

τ : Mg (3)→Mg (3) é um homeomorfismo uma vez que Mg (3) seja munido com a

topologia induzida de R12.

Definição 4.7 Chamaremos Mg (3) o espaço de módulos para o espaço de confi-

guraçõesMg (3) de triplas genéricas de geodésicas complexas em H3
C.

4.2.1 Espaço de módulos de triplas reais

Uma tripla (c1, c2, c3) de geodésicas complexas é chamada tripla real se existe um

subespaço totalmente geodésico real de dimensão 3, que pode ser identificado com

H3
R, que intercepta as geodésicas complexas ci, i = 1, 2, 3. Denotemos por σi tais
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intersecções. É obvio que σi é uma geodésica em H3
R. Assim formamos uma tripla

(σ1, σ2, σ3) de geodésicas em H3
R.

É fácil ver que (σ1, σ2, σ3) é real se, somente se, os ângulos de transição ϕi = 0,

i = 1, 2, 3.

Teorema 4.3 implica o seguinte resultado.

Teorema 4.4 Seja σ = (σ1, σ2, σ3) uma tripla ordenada de geodésicas em H3
R.

Então, a classe de congruência de σ em relação ao grupo de isometrias em H3
R é

determinado por seis parâmetros básicos (distâncias e ângulos) e três ângulos de

transição α1, α2, α3, sujeito as relações dadas por Di = 0 com ϕi = 0, i = 1, 2, 3.

Isto é coerente com [10, Fenchel], onde prova-se que o espaço de configurações

de triplas de geodésicas reais ordenadas no espaço hiperbólico real de dimensão 3

tem dimensão seis.

Fenchel trabalha na fronteira do espaçoH3
R identificado com a esfera de Riemann

C e usa razões cruzadas. O Teorema 4.4 descreve o espaço de módulos em questão

usando parâmetros que são intrínsecos de geometria hiperbólica sem passar para a

fronteira ideal.

4.3 Espaço de módulos de triplas especiais de geo-

désicas complexas em H3
C

Se (c1, c2, c3) é uma tripla especial de geodésicas complexas em H3
C, então pelo

menos uma sub-dupla da tripla é coplanar. Assim as esferas polares neste caso

podem ter as seguintes configurações:
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A primeira configuração corresponde ao caso em que só uma das sub-duplas da

tripla (c1, c2, c3) seja coplanar (caso quase genérico). A segunda configuração cor-

responde ao caso em que as três geodésicas complexas (c1, c2, c3) sejam coplanares

(caso coplanar). A terceira configuração corresponde ao caso em que as geodésicas

complexas (c1, c2, c3) sejam dois a dois coplanares (caso dois à dois coplanar).

No caso quase genérico podemos proceder do mesmo modo que foi construído

o espaço de módulos para uma tripla genérica, sendo que agora temos que algum

parâmetro básico é 1. Isto é, alguma distância é zero ou algum ângulo é zero.

Portanto, esta seção será dividida em duas partes, na primeira estudaremos as

triplas coplanares e na segunda parte estudaremos as triplas dois à dois coplanares.

4.3.1 Triplas coplanares de geodésicas complexas

Dada uma tripla coplanar (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H3
C, consideremos

as sub-duplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3) obtidas a partir de (c1, c2, c3), para cada

sub-dupla consideremos seu respectivo conjunto bi-ortogonal (ver tabela 4.1). As

esferas polares no caso coplanar tem a seguinte configuração:

onde x, y1, y2, y3 ∈ {pij, qij}, o ponto positivo x é o ponto polar do plano que

contêm as três geodésicas complexas e os pontos positivos yi são os pontos polares

dos planos ortogonais à x contendo a geodésica ci. Assim, para cada tripla coplanar

de geodésicas complexas associamos quatro pontos positivos.

Definição 4.8 Dada uma tripla coplanar (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em

H3
C, o conjunto {x, y1, y2, y3} dado acima será chamado de configuração polar as-

sociada à tripla coplanar de geodésicas complexas em H3
C.
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Uma tripla coplanar (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H3
C será dita tripla

não ortogonal se as geodésicas complexas ci e cj não são ortogonais, isto é 〈wi, wj〉 6=

0 para i 6= j, onde π(wi) = yi. Caso contrário (c1, c2, c3) será chamada tripla

ortogonal.

4.3.1.1 Triplas coplanares não ortogonais

Dada uma tripla coplanar não ortogonal (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em

H3
C, pode-se escolher levantamentos v, w1, w2, w3 ∈ C3,1 da configuração polar

{x, y1, y2, y3} ∈ π(V+) de tal forma que a matriz de Gram G associada à confi-

guração polar seja:
v w1 w2 w3

v 1 0 0 0

w1 0 1 r12 r13

w2 0 r12 1 r23e
iθ

w3 0 r13 r23e
−iθ 1

(4.8)

onde rij > 0 e θ ∈ (−π, π].

A matriz de Gram G (ver matriz 4.8) será denominada matriz de Gram canônica

para uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas complexas em H3
C.

Definiremos agora outro invariante projetivo que ajudara encontrar a classe de

congruência para triplas coplanares não ortogonais de geodésicas complexas em

H3
C.

Definição 4.9 Sejam {y1, y2, y3} três pontos positivos não ortogonais dois a dois,

então A dado por:

A = A(y1, y2, y3) = arg(〈w1, w2〉 〈w2, w3〉 〈w3, w1〉), onde π(wi) = yi.

A será chamado de invariante angular para {y1, y2, y3}.

Verifica-se que A está bem definido já que é independente da escolha dos le-
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vantamentos Yi, e que A é invariante em relação à ação diagonal de PU(3, 1).

Consideraremos A ∈ (−π, π].

Diremos que uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas complexas em H3
C

é regular se a sua configuração polar {x, y1, y2, y3} é regular (ver Definição 2.4).

Teorema 4.5 Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar não ortogonal regular de geodé-

sicas complexas em H3
C, e seja {x, y1, y2, y3} sua configuração polar associada. Os

d-invariantes d(y1, y2), d(y1, y3), d(y2, y3) e o invariante angular A(y1, y2, y3) defi-

nem unicamente a classe de congruência por PU (3, 1) das triplas coplanares não

ortogonais regulares de geodésicas complexas em H3
C.

Demonstração: Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar não ortogonal regular de

geodésicas complexas em H3
C, e G sua matriz de Gram canônica (ver matriz 4.8):

G =


1 0 0 0

0 1 r12 r13

0 r12 1 r23e
iθ

0 r13 r23e
−iθ 1

 .

Segue da definição do d-invariante que

d(y1, y2) = g23g32 = r212, d(y1, y3) = g24g42 = r213, d(y2, y3) = g34g43 = r223

e segue da definição do invariante angular que

A(y1, y2, y3) = arg(g23g34g41) = arg(r12r23e
iθr13).

As primeiras igualdades implicam que rij =
√
d(yi, yj). Como (c1, c2, c3) é uma

tripla não ortogonal, temos que A(y1, y2, y3) = θ. Assim, todas as entradas da

matriz de Gram canônica G podem-se recuperar unicamente em termos dos d-

invariantes d(y1, y2), d(y1, y3), d(y2, y3) e o invariante angular A(y1, y2, y3). Como a

tripla é regular, a afirmação segue da Proposição 2.2.
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Agora estamos pronto para construir o espaço de módulos para triplas copla-

nares não ortogonais regulares de geodésicas complexas em H3
C.

Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar não ortogonal regular de geodésicas com-

plexas em H3
C, e G = (gij) sua matriz de Gram canônica associada. Aplicando as

fórmulas que aparecem no Teorema 4.5, podemos recuperar todas as entradas de

G em termos dos d-invariantes d(y1, y2), d(y1, y3), d(y2, y3) e o invariante angular

A(y1, y2, y3). No que segue, vamos assumir que G possui as entradas expressas em

termos de d(y1, y2), d(y1, y3), d(y2, y3) e A(y1, y2, y3).

Denotemos por M0 (3) o espaço de configurações de triplas coplanares não

ortogonais regulares de geodésicas complexas em H3
C, e seja [(c1, c2, c3)] ∈ M0 (3)

o ponto representado por (c1, c2, c3). Definimos o mapa:

τ : M0 (3) −→ R4, (4.9)

que associa à [(c1, c2, c3)] os invariantes d(y1, y2), d(y1, y3), d(y2, y3) e A(y1, y2, y3).

Teorema 4.6 O espaço de configuraçõesM0 (3) de triplas coplanares não ortogo-

nais regulares de geodésicas complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto M0 (3)

de pontos em R4 definidos pelas seguintes condições:

M0 (3) = {(r1, r2, r3, θ) ∈ R4 : ri > 0, θ ∈ (−π, π] , 1−r21−r22−r23+2r1r2r3 cos θ ≤ 0}.

Demonstração: Segue da parte "se"do Teorema 2.3 (condições do determinante)

e das fórmulas que aparecem na demonstração do Teorema 4.5 que o mapa τ em

(4.9) define um mapa τ : M0 (3)→M0 (3) . Primeiramente, mostramos que o mapa

τ : M0 (3)→M0 (3) é sobrejetivo. Dado (r1, r2, r3, θ) ∈M0 (3), usando as fórmulas

que aparecem na demonstração do Teorema 4.5, definimos g23, g24, g34 em termos de

(r1, r2, r3, θ), também fixamos gii = 1. Isto define G completamente. É fácil ver que

G satisfaz todas as condições da parte "somente se"do Teorema 2.3. Portanto, isto

implica que G é a matriz de Gram canônica para a configuração polar de alguma
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tripla coplanar não ortogonal regular de geodésicas complexas em H3
C. Isto prova

que τ é sobrejetiva.

Por outro lado, segue do Teorema 4.5 que o mapa τ é injetiva. É claro que

τ : M0 (3)→M0 (3) é um homeomorfismo uma vez que M0 (3) seja munido com a

topologia induzida de R4.

Definição 4.10 Chamaremos M0 (3) o espaço de módulos para o espaço de confi-

guraçõesM0 (3) de triplas coplanares não ortogonais regulares de geodésicas com-

plexas em H3
C.

Observação 4.3 A igualdade no Teorema 4.6 acontece se, e somente se, as geodé-

sicas complexas coplanares não ortogonais (c1, c2, c3) se interceptam em um ponto

p ∈ H3
C, ou se c1, c2, c3 possuem uma perpendicular comum.

De fato, a igualdade acontece se o det(G) = 0, então a configuração polar

{x, y1, y2, y3} da tripla de geodésicas pertence à um plano projetivo, Isto é W =

spanC{v, w1, w2, w3} tem dimensão 3. Como a configuração polar é regular, temos

dois casos:

1. Se W é elíptico, então neste caso, c1, c2, c3 interceptam-se no ponto negativo

π(W⊥\{0}).

2. Se W é hiperbólico, então neste caso, c1, c2, c3 são ortogonais ao plano que

tem como ponto polar à π(W⊥\{0}).
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4.3.1.2 Triplas coplanares ortogonais

Dada uma tripla coplanar ortogonal (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H3
C, va-

mos ter duas possibilidades, a primeira será considerar que uma geodésica complexa

da tripla (c1, c2, c3) seja ortogonal a só uma das outras dois geodésicas complexas

(Caso A). A outra, será considerar que uma geodésica complexa da tripla (c1, c2, c3)

seja ortogonal as outras duas geodésicas complexas (Caso B).

CASO A.- Suponhamos que c1 e c2 sejam ortogonais. Chamaremos à (c1, c2, c3)

de tripla coplanar ortogonal do tipo A1 de geodésicas complexas em H3
C.

Sejam v, w1, w2, w3 ∈ C3,1 levantamentos de x, y1, y2, y3 ∈ π(V+), como estamos

supondo que c1 e c2 são ortogonais então temos que y1⊥y2. Pode-se escolher tais

levantamentos de tal forma que a matriz de Gram G associada à configuração polar

seja a seguinte:
v w1 w2 w3

v 1 0 0 0

w1 0 1 0 r13

w2 0 0 1 r23

w3 0 r13 r23 1

(4.10)

onde r13, r23 > 0.

A matriz dada em (4.10) será chamada matriz de Gram canônica para uma

tripla coplanar ortogonal do tipo A1 de geodésicas complexas em H3
C.

Neste caso não pediremos que a tripla (c1, c2, c3) seja regular já que esta propri-

edade é satisfeita de forma automática. De fato, se (c1, c2, c3) não é regular implica

que sua configuração polar {x, y1, y2, y3} seja degenerada (ver Definição 2.5), as-

sim C⊥i esta contido em um subespaço parabólico de dimensão complexa 3. Isto é

c1, c2, c3 interceptam-se em um ponto isotrópico, o que contradiz o fato que c1⊥c2.

Teorema 4.7 Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal do tipo A1 de geodé-

sicas complexas em H3
C, e seja {x, y1, y2, y3} sua configuração polar associada. Os

d-invariantes d(y1, y3), d(y2, y3) definem unicamente a classe de congruência por
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PU (3, 1) das triplas coplanares ortogonais do tipo A1 de geodésicas complexas em

H3
C.

Demonstração: Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal do tipo A1 de

geodésicas complexas em H3
C, e G sua matriz de Gram canônica (ver matriz 4.10):

G =


1 0 0 0

0 1 0 r13

0 0 1 r23

0 r13 r23 1


Segue da definição do d-invariante que

d(y1, y3) = g24g42 = r213, d(y2, y3) = g34g43 = r223

As igualdades implicam que r13 =
√
d(y1, y3) e r23 =

√
d(y2, y3). Assim, todas as

entradas da matriz de Gram canônica G podem-se recuperar unicamente em termos

dos d-invariantes d(y1, y3), d(y2, y3). Como {x, y1, y2, y3} é regular a afirmação segue

da Proposição 2.2.

Agora estamos pronto para construir o espaço de módulos para triplas copla-

nares ortogonais do tipo A1 de geodésicas complexas em H3
C.

Denotemos por MA1 (3) o espaço de configurações de triplas coplanares orto-

gonais do tipo A1 de geodésicas complexas em H3
C, seja [(c1, c2, c3)] ∈ MA1 (3) o

ponto representado por (c1, c2, c3). Definimos o mapa:

τ : MA1 (3) −→ R2,

que associa à [(c1, c2, c3)] os invariantes d(y1, y3) e d(y2, y3).

Seguindo o roteiro para a construção do espaço de módulos para o caso genérico

(ver Teorema 4.6) temos o seguinte corolário:
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Corolário 4.1 O espaço de configuraçõesMA1 (3) de triplas coplanares ortogonais

do tipo A1 de geodésicas complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto MA1 (3) de

pontos em R2 definidos pelas seguintes condições:

MA1 (3) = {(r1, r2) ∈ R2 : ri > 0, 1− r21 − r22 ≤ 0}.

Definição 4.11 Chamaremos MA1 (3) o espaço de módulos para o espaço de con-

figuraçõesMA1 (3) de triplas coplanares ortogonais do tipo A1 de geodésicas com-

plexas em H3
C.

Observação 4.4 No Corolário 4.1 a igualdade acontece se, e somente se, as geo-

désicas complexas coplanares c1, c2, c3 se interceptam em um ponto p ∈ H3
C.

Analogamente, supondo que c2 e c3 sejam ortogonais, chamaremos à (c1, c2, c3)

de tripla coplanar ortogonal do tipo A2 de geodésicas complexas em H3
C.

E supondo que c1 e c3 sejam ortogonais, chamaremos, chamaremos à (c1, c2, c3) de

tripla coplanar ortogonal do tipo A3 de geodésicas complexas em H3
C.

As matrizes de Gram canônicas para estes tipos de triplas de geodésicas complexas

são dadas respectivamente por:

G =


1 0 0 0

0 1 r12 r13

0 r12 1 0

0 r13 0 1

 e G =


1 0 0 0

0 1 r12 0

0 r12 1 r23

0 0 r23 1

 .
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Denotaremos por MA2 (3) o espaço de configurações de triplas coplanares orto-

gonais do tipo A2 de geodésicas complexas em H3
C, e por MA3 (3) o espaço de

configurações de triplas coplanares ortogonais do tipo A3 de geodésicas complexas

em H3
C.

Podemos construir o espaço de módulos MA2 (3) e MA2 (3) da mesma forma

como foi feita a construção de MA1 (3).e ter os seguintes corolários:

Corolário 4.2 O espaço de configuraçõesMA2 (3) de triplas coplanares ortogonais

do tipo A2 de geodésicas complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto MA2 (3) de

pontos em R2 definidos pelas seguintes condições:

MA2 (3) = {(r1, r2) ∈ R2 : ri > 0, 1− r21 − r22 ≤ 0}.

Corolário 4.3 O espaço de configuraçõesMA3 (3) de triplas coplanares ortogonais

do tipo A3 de geodésicas complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto MA3 (3) de

pontos em R2 definidos pelas seguintes condições:

MA3 (3) = {(r1, r2) ∈ R2 : ri > 0, 1− r21 − r22 ≤ 0}.

CASO B.- Suponhamos que c1⊥c2 e c1⊥c3. Chamaremos à (c1, c2, c3) de tripla

coplanar ortogonal do tipo B1 de geodésicas complexas em H3
C.

Sejam v, w1, w2, w3 ∈ C3,1 levantamentos da configuração polar x, y1, y2, y3 ∈

π(V+), como estamos supondo que c1⊥c2 e c1⊥c3 então temos que y1⊥y2 e y1⊥y2.

Pode-se escolher tais levantamentos de tal forma que a matriz de Gram G associada
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à configuração polar da tripla seja a seguinte:

v w1 w2 w3

v 1 0 0 0

w1 0 1 0 0

w2 0 0 1 r23

w3 0 0 r23 1

(4.11)

onde r23 > 0.

A matriz dada em (4.11) será chamada matriz de Gram canônica para uma

tripla coplanar ortogonal do tipo B1 de geodésicas complexas em H3
C.

Neste caso não pediremos que a tripla de geodésicas (c1, c2, c3) seja regular já

que esta propriedade é satisfeita de forma automática. De fato, se (c1, c2, c3) não

é regular implica que sua configuração polar {x, y1, y2, y3} seja degenerada (ver

Definição 2.5), assim C⊥i está contido em um subespaço parabólico de dimensão

complexa 3. Isto é c1, c2, c3 interceptam-se em um ponto isotrópico, o que contradiz

o fato que c1⊥c2 ou que c1⊥c3.

Teorema 4.8 Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal do tipo B1 de geodé-

sicas complexas em H3
C, e seja {x, y1, y2, y3} sua configuração polar associada. O

d-invariante d(y2, y3) define unicamente a classe de congruência por PU (3, 1) das

triplas coplanares ortogonais do tipo B1 de geodésicas complexas em H3
C.

Demonstração: Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal do tipo B1 de

geodésicas complexas em H3
C, e G sua matriz de Gram canônica (ver matriz 4.11):

G =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 r23

0 0 r23 1





TRIPLAS DE GEODÉSICAS COMPLEXAS EM H3
C 78

Segue da definição do d-invariante que

d(y2, y3) = g34g43 = r223

Isto implica que r23 =
√
d(y2, y3). Assim, todas as entradas da matriz de Gram

canônicaG podem-se recuperar unicamente a partir do d-invariante d(y2, y3). Como

{x, y1, y2, y3} é regular a afirmação segue da Proposição 2.2.

Agora estamos pronto para construir o espaço de módulos para triplas copla-

nares ortogonais do tipo B1 de geodésicas complexas em H3
C.

Denotemos por MB1 (3) o espaço de configurações de triplas coplanares orto-

gonais do tipo B1 de geodésicas complexas em H3
C, seja [(c1, c2, c3)] ∈ MA1 (3) o

ponto representado por (c1, c2, c3). Definimos o mapa:

τ : MB1 (3) −→ R,

que associa à [(c1, c2, c3)] os invariantes d(y2, y3).

Seguindo o roteiro para a construção do espaço de módulos para o caso genérico

(ver Teorema 4.6) temos o seguinte corolário:

Corolário 4.4 O espaço de configuraçõesMB1 (3) de triplas coplanares ortogonais

do tipo B1 de geodésicas complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto MB1 (3) de

pontos em R definido por:

MB1 (3) = {r ∈ R : r > 1}.

Definição 4.12 Chamaremos MB1 (3) o espaço de módulos para o espaço de con-

figurações MB1 (3) de triplas coplanares ortogonais do tipo B1 de geodésicas com-

plexas em H3
C.
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Analogamente, supondo que c2⊥c1 e c2⊥c3, chamaremos à (c1, c2, c3) de tripla

coplanar ortogonal do tipo B2 de geodésicas complexas em H3
C.

E supondo que c3⊥c1 e c3⊥c2, chamaremos à (c1, c2, c3) de tripla coplanar ortogonal

do tipo B3 de geodésicas complexas em H3
C.

As matrices de Gram canônicas para estes tipos de triplas de geodésicas complexas

são dadas respectivamente por:

G =


1 0 0 0

0 1 0 r13

0 0 1 0

0 r13 0 1

 e G =


1 0 0 0

0 1 r12 0

0 r12 1 0

0 0 0 1


Assim como foi construído o espaço de módulos MB1 (3) pode-se construir da

mesma forma os estações de módulos MB1 (3) e MB1 (3) e mostrar que:

MB2 (3) = MB3 (3) = {r ∈ R : r > 1}.

4.3.2 Triplas dois à dois coplanares de geodésicas complexas

Dada uma tripla dois à dois coplanar (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H3
C,

consideremos as sub-duplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3) obtidas a partir de (c1, c2, c3),

para cada sub-dupla consideremos seu respectivo conjunto bi-ortogonal (ver tabela

4.1). As esferas polares no caso dois à dois coplanar tem a seguinte configuração:
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Observação 4.5 Sabe-se que dois pontos no espaço projetivo definem unicamente

uma linha projetiva complexa, assim dos quatro pontos em cada esfera polar c⊥i só

precisamos de dois pontos para recuperar c⊥i .

Na figura (4.3.2) x1, x2, x3 ∈ {pij, qij}, são pontos polares dos plano que con-

têm cada sub-dupla (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3), portanto cada plano x⊥i contêm as

geodésicas ci e ci+1 (mod3). Assim, pela observação dada acima temos que para

cada tripla dois à dois coplanar de geodésicas complexas associamos três pontos

positivos x1, x2, x3.

Definição 4.13 Dada uma tripla dois à dois coplanar (c1, c2, c3) de geodésicas

complexas em H3
C, o conjunto {x1, x2, x3} dado acima será chamado de configuração

polar associada à tripla dois à dois coplanar de geodésicas complexas em H3
C.

Uma tripla dois à dois coplanar (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H3
C será

dita tripla não ortogonal se as geodésicas complexas ci e cj não são ortogonais, isto

é 〈vi, vj〉 6= 0 para i 6= j, onde π(vi) = xi. Caso contrário (c1, c2, c3) será chamada

tripla ortogonal.

4.3.2.1 Triplas dois à dois coplanares não ortogonais

Dada uma tripla dois à dois coplanar não ortogonal (c1, c2, c3) de geodésicas comple-

xas em H3
C, pode-se escolher levantamentos v1, v2, v3 ∈ C3,1 da configuração polar

{x1, x2, x3} ∈ π(V+) de tal forma que a matriz de Gram G associada à configuração
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polar seja:
v1 v2 v3

v1 1 r12 r13

v2 r12 1 r23e
iθ

v3 r13 r23e
−iθ 1

(4.12)

onde 0 < rij < 1 e θ ∈ (−π, π].

A matriz de Gram G (ver matriz 4.12) será denominada matriz de Gram canô-

nica para uma tripla dois à dois coplanar não ortogonal de geodésicas complexas

em H3
C.

É fácil ver que o conjunto dos levantamentos da configuração polar de uma

tripla dois à dois coplanar não ortogonal de geodésicas complexas é linearmente

independente, caso contrario c1 = c2 = c3.

Teorema 4.9 Seja (c1, c2, c3) uma tripla dois à dois coplanar não ortogonal de

geodésicas complexas em H3
C, e seja {x1, x2, x3} sua configuração polar associada.

Os d-invariantes d(x1, x2), d(x1, x3), d(x2, x3) e o invariante angular A(x1, x2, x3)

definem unicamente a classe de congruência por PU (3, 1) das triplas dois á dois

coplanares não ortogonais de geodésicas complexas em H3
C.

Demonstração: Seja (c1, c2, c3) uma tripla dois á dois coplanar não ortogonal de

geodésicas complexas em H3
C, e G sua matriz de Gram canônica (ver matriz 4.12):

G =


1 r12 r13

r12 1 r23e
iθ

r13 r23e
−iθ 1

 .

Segue da definição do d-invariante que

d(x1, x2) = g12g21 = r212, d(x1, x3) = g13g31 = r213, d(x2, x3) = g23g32 = r223
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e segue da definição do invariante angular que

A(x1, x2, x3) = arg(g12g23g31) = arg(r12r23e
iθr13).

As primeiras igualdades implicam que rij =
√
d(xi, xj). Como (c1, c2, c3) é uma

tripla não ortogonal, temos que A(x1, x2, x3) = θ. Assim, todas as entradas da

matriz de Gram canônica G podem-se recuperar unicamente em termos dos d-

invariantes d(x1, x2), d(x1, x3), d(x2, x3) e o invariante angular A(x1, x2, x3). Como

o conjunto dos levantamentos da configuração polar são linearmente independentes

a afirmação segue da Proposição 2.1.

Agora estamos pronto para construir o espaço de módulos para uma tripla dois

à dois coplanar não ortogonal de geodésicas complexas em H3
C.

Seja (c1, c2, c3) uma tripla dois à dois coplanar não ortogonal de geodésicas

complexas em H3
C, e G = (gij) sua matriz de Gram canônica associada (ver matriz

4.12). Aplicando as fórmulas que aparecem no Teorema 4.9, podemos recuperar

todas as entradas de G em termos dos d-invariantes d(x1, x2), d(x1, x3), d(x2, x3) e

o invariante angular A(x1, x2, x3). No que segue, vamos assumir que G possui as

entradas expressas em termos de d(x1, x2), d(x1, x3), d(x2, x3) e A(x1, x2, x3).

Denotemos porMcc
0 (3) o espaço de configurações de triplas dois à dois copla-

nares não ortogonais de geodésicas complexas em H3
C, e seja [(c1, c2, c3)] ∈Mcc

0 (3)

o ponto representado por (c1, c2, c3). Definimos o mapa:

τ : Mcc
0 (3) −→ R4, (4.13)

que associa à [(c1, c2, c3)] os invariantes d(x1, x2), d(x1, x3), d(x2, x3) e A(x1, x2, x3).

Teorema 4.10 O espaço de configuraçõesMcc
0 (3) de triplas dois à dois coplanares

não ortogonais de geodésicas complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto Mcc

0 (3)
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de pontos em R4 definidos pelas seguintes condições:

Mcc
0 (3) = {(r1, r2, r3, θ) ∈ R4 : 0 < ri < 1, θ ∈ (−π, π]}.

Demonstração: Segue das fórmulas que aparecem na demonstração do Teo-

rema 4.9 que o mapa τ em (4.13) define um mapa τ : Mcc
0 (3) → Mcc

0 (3) . Pri-

meiramente, mostramos que o mapa τ : Mcc
0 (3) → Mcc

0 (3) é sobrejetivo. Dado

(r1, r2, r3, θ) ∈Mcc
0 (3), usando as fórmulas que aparecem na demonstração do Teo-

rema 4.9, definimos g12, g13, g23 em termos de (r1, r2, r3, θ), também fixamos gii = 1.

Isto define G completamente. Portanto, isto implica que G é a matriz de Gram

canônica para a configuração polar de alguma tripla dois à dois coplanar não orto-

gonal de geodésicas complexas em H3
C. Isto prova que τ é sobrejetiva.

Por outro lado, segue do Teorema 4.9 que o mapa τ é injetiva. É claro que

τ : Mcc
0 (3)→Mcc

0 (3) é um homeomorfismo uma vez que Mcc
0 (3) seja munido com

a topologia induzida de R4.

Definição 4.14 Chamaremos Mcc
0 (3) o espaço de módulos para o espaço de con-

figurações Mcc
0 (3) de triplas dois à dois coplanares não ortogonais de geodésicas

complexas em H3
C.

Observação 4.6 Seja (c1, c2, c3) uma tripla dois à dois coplanar não ortogonal de

geodésicas complexas em H3
C, e seja {x1, x2, x3} sua configuração polar associada.

Se (r1, r2, r3, θ) ∈ Mcc
0 (3) é a representação de (c1, c2, c3) no espaço de módulos,

então:

1. c1, c2, c3 são ultraparalelas se 1− r21 − r22 − r23 + 2r1r2r3 cos θ < 0.

2. c1, c2, c3 são concorrentes se 1− r21 − r22 − r23 + 2r1r2r3 cos θ > 0.

3. c1, c2, c3 são assintóticas se 1− r21 − r22 − r23 + 2r1r2r3 cos θ = 0.
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De fato, o det(G) = 1−r21−r22−r23+2r1r2r3 cos θ e pelas condições de assinatura

de G temos que o det(G) < 0 se W = spanC{v1, v2, v3} é hiperbólico, det(G) > 0

se W é elíptico e det(G) = 0 se W é parabólico.

4.3.2.2 Triplas dois à dois coplanares ortogonais

Dada uma tripla dois à dois coplanar ortogonal (c1, c2, c3) de geodésicas comple-

xas em H3
C, pode-se escolher levantamentos v1, v2, v3 ∈ C3,1 da configuração polar

{x1, x2, x3} ∈ π(V+) de tal forma que a matriz de Gram G associada à configuração

polar seja:
v1 v2 v3

v1 1 r12 r13

v2 r12 1 r23

v3 r13 r23 1

(4.14)

onde 0 ≤ rij < 1 e θ ∈ (−π, π], tal que pelo menos um rij = 0.

A matriz de Gram G (ver matriz 4.14) será denominada matriz de Gram canô-

nica para uma tripla dois à dois coplanar ortogonal de geodésicas complexas em

H3
C.

Como foi visto antes, o conjunto dos levantamentos da configuração polar de

uma tripla dois à dois coplanar ortogonal de geodésicas complexas é linearmente

independente.

Denotemos porMcc
1 (3) o espaço de configurações de triplas dois à dois copla-

nares ortogonais de geodésicas complexas em H3
C

Seguindo o roteiro das demonstrações dos Teoremas 4.9 e 4.10 temos os seguintes

resultados:
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Teorema 4.11 Seja (c1, c2, c3) uma tripla dois à dois coplanar ortogonal de ge-

odésicas complexas em H3
C, e seja {x1, x2, x3} sua configuração polar associada.

Os d-invariantes d(x1, x2), d(x1, x3), d(x2, x3) definem unicamente a classe de con-

gruência por PU (3, 1) das triplas dois á dois coplanares ortogonais de geodésicas

complexas em H3
C.

Teorema 4.12 O espaço de configuraçõesMcc
1 (3) de triplas dois à dois coplanares

não ortogonais de geodésicas complexas em H3
C é homeomorfo ao conjunto Mcc

1 (3)

de pontos em R3 definidos pelas seguintes condições:

Mcc
1 (3) = {(r1, r2, r3) ∈ R3 : 0 ≤ ri < 1, pelo menos um ri = 0}.

Definição 4.15 Chamaremos Mcc
1 (3) o espaço de módulos para o espaço de con-

figurações Mcc
1 (3) de triplas dois à dois coplanares ortogonais de geodésicas com-

plexas em H3
C.

Observação 4.7 Seja (c1, c2, c3) uma tripla dois à dois coplanar ortogonal de ge-

odésicas complexas em H3
C, e seja {x1, x2, x3} sua configuração polar associada. Se

(r1, r2, r3) ∈ Mcc
1 (3) é a representação de (c1, c2, c3) no espaço de módulos, então,

c1, c2, c3 são concorrentes e 1− r21 − r22 − r23 > 0, onde pelo menos um ri = 0.

De fato, o det(G) = 1− r21− r22− r23 + 2r1r2r3, mas como pelo menos um ri = 0,

temos que det(G) = 1 − r21 − r22 − r23. Por outro lado, pelo menos duas geodésicas

são ortogonais, isto implica que c1, c2, c3 são concorrentes e o det(G) > 0 já que

W = spanC{v1, v2, v3} é elíptico.
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