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Resumo

Neste trabalho nos estudamos o espaco M de triplas ordenadas de geodésicas com-
plexas distintas no espaco hiperboélico complexo de dimensao 3, a menos da acao do
seu grupo de isometrias holomorfas. O objetivo principal é construir o espago de
modulos para M. Para resolver este problema a técnica utilizada neste trabalho é
o uso de conjuntos polares de geodésicas complexas e matrizes de Gram associadas

com esses conjuntos.

Palavras-chave: Espaco hiperboélico complexo, Espaco de médulos, Matriz de

Gram, Geodésicas complexas, Conjuntos polares.



Abstract

In this work we study the space M of ordered triples of distinct complex geodesics
in the complex hyperbolic space of dimension 3, up to its holomorphic isometries
group. The main aim is to construct the moduli space for M. To solve this problem
we use the polar sets of complex geodesics and Gram matrices associated with these

sets.

Keywords: Complex hyperbolic space, Moduli space, Gram matrix, Complex

geodesic, Polar sets.
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Introducao

Seja M o espaco de configuragoes de triplas ordenadas de geodésicas complexas
distintas no espago hiperbélico complexo HZ..

Construimos invariantes que descrevem unicamente a classe de congruéncia por
PU (3,1) de triplas ordenadas de geodésicas complexas distintas no espago hiper-
bolico complexo H e descrevemos o correspondente espaco de modulos de M.
Gostarfamos de mencionar que o problema analogo no caso HZ foi resolvido por
Cunha-Dutenhefner-Gusevskii-Thebaldi [5].

Para descrever o espaco de moédulos de M, primeiramente, descrevermos o
espaco de modulos das configuragoes de duplas de geodésicas complexas distintas
em 3.

Esta tese esta assim organizada. No primeiro capitulo fazemos um resumo de
fatos basicos de geométrica hiperbolica complexa. No segundo capitulo obtemos
uma caracterizagao das matrizes de Gram de m-uplas ordenadas de pontos posi-
tivos no espaco projetivo complexo de qualquer dimensao. No terceiro capitulo
descrevemos o espaco de modulos para uma dupla de geodésicas complexas no es-
paco hiperboélico complexo de dimensao 3. Na se¢ao 3.1 definiremos o conjunto polar
para uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa, veremos que o conjunto
polar de uma geodésica complexa em HZ é uma esfera que serd chamada esfera
polar. Na secao 3.2 definiremos o conjunto bi-ortogonal para duplas de geodésicas
complexas em H, a partir do conjunto bi-ortogonal para uma dupla de geodésicas
complexas definiremos a distancia e dngulo entre geodésicas complexas. Na se-

¢ao 3.3 calculamos o espaco de modulos das configuracoes de duplas de geodésicas
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complexas distintas em HZ,, para isto consideramos dois casos, o primeiro caso sera
considerar que a dupla de geodésicas complexas sejam reversas e no segundo caso
consideramos que a dupla de geodésicas complexas sejam coplanares.

Finalmente, no quarto capitulo construimos o espaco de moédulos de triplas de
geodésicas complexas em H2, para isto consideramos dois casos, o primeiro caso
sera considerar que as subduplas obtidas da tripla de geodésicas complexas sejam
reversas e o segundo caso serd considerar que pelo menos uma subdupla obtida
da tripla de geodésicas complexas seja coplanar. Veremos que nosso trabalho é
coerente com [10, Fenchel|, onde prova-se que o espago de triplas de geodésicas
riemannianas ordenadas no espago hiperbolico real de dimensao 3 tem dimensao

seis.



Capitulo 1

Elementos de Geometria Hiperbolica

Complexa

Neste capitulo, apresentamos os conceitos e resultados bésicos da geometria hiper-
bolica complexa e do seu grupo de isometrias. Também apresentaremos o modelo
projetivo do espaco projetivo complexo de dimensao n. A principal referéncia para
o material aqui apresentada pode ser encontrada em [11, Complex hyperbolic geo-

metry|, também pode-se consultar [1, Complex Kleinian Groups, Cap. 2|.

1.1 Modelo projetivo do Hf

Seja V"1 um espaco vetorial complexo de dimensao n + 1 munido de uma forma
Hermitiana (—, —) de assinatura (n, 1), V**! serd denotado por V!, Sendo (—, —)
Hermitiana temos que (z, z) € R, assim V™! pode ser dividido em trés subconjuntos

que serao denotados por V_, V), V. e definidos da seguinte forma:

Vo = {zeV™:(z,2) <0},
Vo = {z€V™:(z,2)=0},
Vo = {zeV™:(z,2)>0}.

11
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Os vetores de V_ sao chamados de vetores negativos, os vetores de V) sao chamados
de vetores nulos ou vetores isotropicos e vetores de V, sao ditos de vetores positivos.

Lembremos que o espago projetivo complezo PV™ é definido por:
PV" = (V"1 —{0}) / ~

onde "~" denota a relagao de equivaléncia dada por z ~ w se, e somente se, z = \w
para algum escalar A complexo diferente de zero.

Seja m: V™ 1\ {0} — PV" a projegao natural definida acima de V™™\ {0} no
espago projetivo complexo PV". A projecao de um vetor negativo (positivo, nulo

ou isotropico) é chamado ponto negativo (positivo, nulo ou isotropico).

Definicao 1.1 O conjunto de pontos negativos em PV"™ € definido como o espago

hiperbdlico complezo de dimensao n e é denotado por H. Isto é, Hi = m (V_).

Definigao 1.2 O conjunto de pontos nulos ou isotropicos em PV" € definido como
a fronteira ideal do espaco hiperbdlico complexo de dimensdo n e € denotado por

OHE. Isto é, OHE = 7 (Vj).
Notagao 1.1 Hy = HZ U OHE.

Dados dois pontos z,y € H, define-se a métrica de Bergman (ver Chen-

Greenberg [4, Prop. 2.4.4] ou Goldman |11, Se¢ao 3.1.7]) d (z,y) dada por:

cosh? (@) _ {v,w) {w,v)

onde v,w € V™! sao dois levantamentos arbitrarios de = e y respectivamente, isto
é,m(v)=2 e m(w)=y.
O espago hiperbdlico complexo Hf munido da métrica de Bergman ¢ uma va-
riedade de Kéhler com curvatura seccional holomorfa constante e igual a —1 e a
1

curvatura seccional variando entre —1 e -1
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Seja GL (n+ 1,C) o grupo de aplicagbes lineares inversiveis, o grupo unitdrio

U (n,1) correspondente a forma Hermitiana (—, —) é definido por:
U(n,1) ={A € GL(n+1,C): (Av, Aw) = (v,w), Yv,w € V"'}.

Da definigao de U (n, 1) vemos que ele age em V™! preservando os subconjuntos
Vo, Voe V.

A projetivizagao de U (n, 1) é chamado o grupo unitdrio projetivo e denotado
por PU (n, 1), este grupo projetivo é o grupo de isometrias holomorfas do espago
hiperbolico complexo HE.

Uma conjugagdo complexa é uma aplicacao p: V¥ — V™! tal que para v, w €

V™l e a € C temos que:

plo+w) = p)+ p(w),

plav) = ap(v)

© é uma aplicacdo anti-linear. E facil ver que 1 age em PV" e que preserva a forma
Hermitiana (—, —), portanto a projetivizagdo de p ¢ uma isometria de H.

Todo o grupo de isometrias Isom (H) ¢ gerado por PU (n, 1) e a projetivizagao
de uma conjugacao complexa.

Para cada subespaco W C V™! podemos restringir o produto Hermitiano de
V™! para W, assim (—, —)|;;, possui sua propria assinatura, assim temos a seguinte

proposic¢ao:

Proposigao 1.1 Seja W um subespaco de V™! de dimensao complexa (m+1) com
1 <m < n. A restricao do produto Hermitiano de V™' para W pode ter assinatura

(m, 1) ou (m,0) ou (m+ 1,0).

Dependendo da assinatura de W C V™!, chamaremos a W da seguinte forma:
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Definigao 1.3 Seja W um subespago de V' de dimensio complexa (m + 1) com
1 <m <n. Chamamos o subespago W de hiperbdlico se W tem assinatura (m, 1),

parabdlico se W tem assinatura (m,0) e eliptico se W tem assinatura (m + 1,0).

Definicao 1.4 Seja W um subespaco de V™'. Dizemos que W é um subespaco
degenerado se a restricao do produto Hermitiano de V' a W € degenerada. Isto

é, sedze W, z# ﬁ, tal que (z,w) =0, para todo w € W.

Definicao 1.5 Seja W um subespaco de V1. Dizemos que W € um subespaco nao-
degenerado se a restricio do produto Hermitiano de V™' ¢ W € nao-degenerada.

%
Isto €, se z € W € tal que (z,w) = 0 para todo w € W, entao temos que z = 0 .
Proposigao 1.2 Seja W um subespaco de V™1,

1. W € nao-degenerado se, somente se, ele € hiperbolico ou eliptico.

2. W € degenerado se, somente se, ele € parabdlico.

Proposicao 1.3 Seja W um subespaco de V™1,

1. Se W € hiperbolico se, somente se, (—,—)|y, € indefinida.
2. Se W ¢€ eliptico se, somente se, (—,—)|,, € definida positiva.
3. Se W € parabélico se, somente se, (—,—)|,, € semi-definida positiva.

Demonstracao: Segue das defini¢ao 1.3 e da Proposi¢ao 1.2. m
Proposicao 1.4 Seja W um subespaco proprio de V1, entdo
1. Se W € hiperbolico (indefinido) se, somente se, W+ € eliptico (positivo).
2. Se W ¢ eliptico (positivo) se, somente se, W+ ¢é hiperbdlico (indefinido).

3. Se W € parabolico (degenerado) se, somente se, W+ ¢ parabélico (degene-

rado).
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Demonstragao: Se W ¢ nao-degenerado (hiperbélico ou eliptico), entao V! =
W @ W+, Ja que a assinatura de (—, —)|,, pode ser lida a partir de esta decom-
posigao, temos que subespagos hiperbolicos (elipticos) tem complemento ortogonal
elipticos (hiperbolicos). E facil ver que se W é parabdlico entdo W+ também é

parabolico. m

1.2 Subvariedades totalmente geodésicas

Existem dois tipos de subvariedades totalmente geodésicas do espaco hiperbélico
complexo, as quais serao descritas nesta secao. Uma referéncia para justificar os

fatos a seguir é Chen-Greenberg [4].e Goldman [11]

1.2.1 Subvariedades totalmente geodésicas holomorfas

Seja W um subespago complexo de V™! de dimensao complexa (m + 1), m < n.
Se WNV_ # &, isto é W indefinido, entao a projetivizacao de W interceptada
com Hf produz uma cépia de um espago hiperbdlico complexo mergulhado em H,

nesse caso um H{' que é uma subvariedade totalmente geodésica.
T (W\{0}) N HE ~ H¥

Tais subvariedades sao denominadas subvariedades totalmente geodésicas holo-
morfas ou C™-planos.
Um C!-plano é uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa com curva-

tura seccional constante igual & —1.

1.2.2 Subvariedades totalmente geodésicas totalmente reais

Sabe-se que V™! é um espaco vetorial complexo. Considerando somente a multipli-
cagao escalar por R C C, assim geramos um espago vetorial real que denotaremos

por (V™) cujos pontos e operagoes sao as mesmas que V™1,
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Seja W um subespaco real de (V™!)g de dimenséo real (m + 1) . Dizemos que
W é totalmente real se, e somente se, o produto Hermitiano (z, w) € R para todo
z,w € W. Seja W um subespago totalmente real tal que W NV_ # &, isto é W
indefinido, entao a projetivizacao de W interceptada com Hf produz uma coépia
de um espaco hiperboélico real mergulhado em Hf, nesse caso um Hy que ¢ uma

subvariedade totalmente geodésica.
7 (W\{0}) N HE ~ Hp

Tais subvariedades sao denominadas subvariedades totalmente geodésicas total-
mente reais ou R™-planos.

Pode-se mostrar que um subespago totalmente real W de dimensao real (m+1)
satisfaz a condicao m < n.

Um R%plano (H2) ¢ uma subvariedade totalmente geodésica totalmente real
com curvatura seccional constante igual a _}1'

Os espagos H}, (R-planos) sdo as geodésicas do espago hiperbolico complexo

conforme Chen-Greenberg [4, Prop. 2.4.3].

1.3 Geodésicas complexas

Comegamos esta se¢ao fazendo um estudo sobre alguns subespagos do espago pro-
jetivo PV™.

Seja C' um subespaco complexo de V™! de dimensao complexa 2, entdo
7 (C\ {0}) ~ PV ¢ definida como uma linha projetiva compleva e a denotaremos
por ¢, isto ¢, ¢ = 7 (C\ {0}) . Se C' ¢ um subespago positivo (indefinido, degenerado)
diremos que ¢ é uma linha projetiva complexa positiva (indefinida, degenerada).

Seja V' um subespaco complexo de V™! de dimensdao complexa 3, entdo
7 (V\ {0}) ~ PV? & definido como um plano projetivo complero. Se V é um subes-

pago positivo (indefinido, degenerado) diremos que 7 (V'\ {0}) ¢ um plano projetivo
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complexo positivo (indefinido, degenerado).
Dizemos que duas linhas projetivas complexas ¢; e ¢, sdo coplanares se existe

um plano projetivo complexo que as contém.

Proposicao 1.5 Duas linhas projetivas complexas ¢, e Cy sao coplanares se, e

somente se, ¢ € Cy interceptam-se em um ponto de PV".

Definigao 1.6 Seja ¢ uma linha projetiva compleza indefinida. Entao, ¢ =¢NHE

serd chamada geodésica complexa.do espago hiperbolico complezo.

Note que a condicao de que C' seja indefinido equivale a dizer que tem assinatura
(1,1), isto ¢, C = CY1. De aqui em adiante diremos que a geodésica complexa c
esté definida por uma linha projetiva complexa ¢ se ¢ = ¢ N Hg. Entao, qualquer
geodésica complexa é a intersecao de uma linha projetiva complexa indefinida de
PV"™ com HE. Além disso como foi visto na se¢ao 1.2 uma geodésica complexa c é

uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa tal que ¢ ~ HE.

Proposicao 1.6 Seja p,q € ﬁg dois pontos distintos quaisquer, entao existe uma

unica geodésica complexa ¢ contendo p e q.

Demonstracao: Considere v,w € H dois levantamentos de p e g respectivamente,
isto é, m (v) = p e m(w) = q. Definamos C o espago vetorial complexo de dimensao
2 como:

C' = span¢ {v, w}

Entao, ¢ facil ver que ¢ = ¢NHE ¢ a tnica geodésica complexa contendo p e ¢, onde
c=m(C\{0}). m

Seja ¢ C Hf uma geodésica complexa que esta definida pela linha projetiva
complexa ¢ = 7 (C\{0}), isto &, ¢ = ¢ N HE, pela Proposigao 1.5 sabe-se que duas
linhas projetivas complexas coplanares sempre se interceptam em um ponto de PV™

entao temos as seguintes defini¢oes:
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Defini¢ao 1.7 Duas geodésicas complexas ¢ e ca sao coplanares se ¢ e Cy $40

coplanares.
Definicao 1.8 Duas geodésicas complexas coplanares ¢y e co sao chamadas:

1. Ultraparalelas se as linhas projetivas complexas ¢; e ¢y que definem ¢i e ¢y se

terceptam em um ponto positivo.

2. Assintdticas se as linhas projetivas complexas ¢; e ¢y que definem c¢; € ¢y se

nterceptam em um ponto 1sotropico.

3. Concorrentes se as linhas projetivas complexas ¢, e ¢y que definem ¢; e ¢y se

interceptam em um ponto negativo.

Definicao 1.9 Duas geodésicas complexas nao coplanares ¢, e co sao chamadas

reversas.



Capitulo 2

Matrizes de Gram e o Teorema de

Witt

Seja p = (p1, ..., pr) uma k-upla ordenada de pontos distintos em PV" de dimensao
n > 2. Consideremos v = (vy, ..., v), onde cada vetor v; € V™! ¢ um levantamento

de p;, isto é w(v;) = p;, i = 1,2,..., k. A matriz G dada por:

G =G (pv) = (g): = ({vi,05)),

é chamada matriz de Gram associada a uma k-upla p definida por v, G é uma
matriz Hermitiana e claramente ela depende dos levantamentos v;, mas o sinal
do determinante da matriz de Gram nao depende dos levantamentos escolhidos.
De fato, se consideramos outro levantamento de p, digamos v = (Ajv1, ..., AgUg),
A\i € C, com \; # 0, entdo G’ = DGD, onde D = diag(\, ..., \x) é uma matriz
diagonal, assim det(G’) = det |A; ... \|* (G).

Definigao 2.1 Duas matrizes Hermitianas G e G’ sao ditas equivalentes, quando
existe uma matriz diagonal D = diag(Ay, ..., Ax), , & € C, com \; # 0, tal que
G' = DGD.

Pelo visto antes da defini¢ao, vemos que determinantes de matrizes Hermitianas

19
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equivalentes possuem o mesmo sinal.
Dada uma k-upla p = (p1,...,pr) ordenada de pontos distintos em PV", as

matrizes de Gram obtidas usando levantamentos arbitrarios de p sao equivalentes.

Definicao 2.2 Uma isometria de um espaco vetorial Hermitiano € uma aplica¢do

linear injetora que preserva o produto Hermitiano.

Teorema 2.1 (Teorema de Witt) Seja W um subespago de V! e f: W — V™!
uma isometria. Entao existe uma isométrica F: V' — V™! tal que F|,, = f. F

¢ dita uma extensao isométrica de f.

Demonstragao: Veja Scharlau [16, Teorema 9.1, pagina 265|. m

Agora apresentaremos algumas aplicagoes do Teorema de Witt; por exemplo
para responder a seguinte pergunta: Dados dois conjuntos ordenados de k vetores
(v1, ..., %) e (v],...,v;) em V™! sobre quais condi¢des a correspondéncia v;
v} pode-se estender a uma isometria F' € U(n,1) tal que F(v;) = v}, para i =
1,2,... k7

Em primeiro lugar vejamos o caso mais simples em que os vetores (vy, ..., vg)

sao linearmente independentes.

Proposigao 2.1 Sejam (vy,...,v;) e (v],...,v,) em V™! dois k-uplas ordenadas
de vetores em V™ tais que os vetores (vy,...,vx) e (v],...,v}) sdo linearmente
independentes. Entao a correspondéncia v; — v, pode-se estender a uma isometria

F €U(n,1) tal que F(v;) = v}, parai=1,2,... k.

Demonstragao: Seja W =spanc{vi,..., v}, sendo vy,..., v linearmente inde-
pendentes ¢é facil provar que pode-se construir uma isometria o: W — V™! tal que
v; — vi. A proposicao segue do Teorema de Witt. m

Agora se os vetores (vi,...,v;) sdo linearmente dependentes, precisamos de
outro resultado para garantir a existéncia da isometria F' € U(n, 1) tal que F(v;) =

/
v;.
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Primeiro observemos que se existe uma tal isometria F' € U(n, 1) entao (v;, v;) =
<v§, v;->, Vi, j € {1,2,...,k}, isto é, que a matriz de Gram G dos vetores (vq, ..., vx)
¢ igual a matriz de Gram G’ dos vetores (v, ...,v},). Além disso, se existir algum
tipo de dependéncia linear entre os vetores (vy,...,vx), entdo o mesmo tipo de
dependéncia linear tera que existir entre os vetores (vf, ..., v}).

Vemos que as condi¢oes descritas no anterior paragrafo sao necessarias para
a existéncia da isometria F' € U(n,1) tal que F(v;) = v}, para i = 1,2,...,k.
Utilizando o Teorema de Witt, em [13] mostra-se que essas condi¢bes também sao

suficientes, precisamente temos o Teorema de Hofer:

Teorema 2.2 Sejam (vy,...,v;) € (v],...,v,) em V™ dois k-uplas ordenadas

de vetores em V™. FEriste uma isometria F € U(n,1) tal que F(v;) = v, para

1=1,2,..., k. Se, e somente se, as matrizes de Gram G e G’ sdo iguais,
(vi,vj) = (Vi vy, Vije{1,2,... k}. (2.1)
e
i - i —
D dvi=0 =) Af=10, Vi=(\,...,\)eC" (2.2)
i=1 i=1

Demonstracao: Veja [13, Teorema 1. m

Observe que a Proposicao 2.1 é uma aplicacao direta do Teorema de Hofer.

Proposigao 2.2 Sejam (vy,...,v;) e (V),...,v}) em V™! dois k-uplas ordenadas
de vetores em V™1 tais que W = spanc{vy,..., v} e W = spanc{v},...,v}} sdo

dois subespacos nao-degenerados de V! e as matrizes de Gram G e G’ sdo iguais,
(vi,vj) = (vi, v}y, Vi, je{l,2,... k}.

entdo, existe uma isometria F' € U(n, 1) tal que F(v;) = v}, parai=1,2,... k.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2 para provar a existéncia da isometria F' €
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U(n, 1) tal que F(v;) =}, para i € {1,2,...,k}, é suficiente provar a condigao 2.2
do Teorema de Hofer. De fato,

Se temos que Zle AU = 6), VA= (A,...,\) € CF, entdo,

k
<Z )\ivi,vj> =0, paracada j€{1,2,...,k}.
i=1

Escrevendo os produtos em forma matricial temos o seguinte:

(vi,v1) (v, 01) o0 (e-r,v1) vk, 1) A
(vi,v2)  (v2,02) oo (vk-1,v2) (U, 02) A2
=0.
(v1,v-1) (vo,vp_1) -+ (Up_1,Uk_1) (Ug,Vk_1) Ak—1
(vi,vk)  (vo,vg) -+ (Up_1, V) (U, Uk ) V!

isto é, G'\' = 0, agora utilizando o fato que as matrices de Gram sao iguais, temos

que (G")'A" =0, o que implica que:

k
<Z )\ivg,v;> =0, paracada je€{1,2,...,k}.

Por hipotese W é nao-degenerado (ver Definigao 1.5), assim podemos concluir
— .1
que Zle Av) = 0, VA = (A,...,\) € C*. Analogamente utilizando o fato que
_)
W' é nao-degenerado para mostrar que Zle Aiv; = 0, implica que, Zle Aiv; =

T, VA=, M) €CH m
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2.1 Caracterizagao de matrizes de Gram associa-
das a m-uplas de pontos positivos

Seja p = (p1,-..,pr) uma k-upla ordenada de pontos positivos distintos em PV",
com k > 1, esejav = (vy,...,v;) um levantamento de p. Denotemos por W C V™!
o subespaco gerado pelos vetores vy, ..., v (isto &, W = spanc{vy,...,vx}) com

dim W = m + 1. Entao, as seguintes situagoes sao possiveis:
1. W & hiperbélico de assinatura (m, 1), onde 1 < m < n.
2. W ¢ eliptico de assinatura (m + 1,0), onde 1 <m <n — 1.

3. W é parabolico de assinatura (m,0), onde 1 <m <n — 1.

Definigao 2.3 Seja p = (p1,...,pr) uma k-upla ordenada de pontos positivos dis-
tintos em PV"™. Entao p é definida como hiperbdlico (parabdlico, eliptico) se o su-

bespago W = spanc{vy, ..., v}, € hiperbolico (parabdlico, eliptico).

Definicao 2.4 Uma k-upla p = (p1, ..., pr) ordenada de pontos positivos distintos

em PV" € dita reqular se W = spang{vy, ..., v} € hiperbolico ou eliptico.

Definigao 2.5 Uma k-upla p = (p1,...,px) ordenada de pontos positivos distintos

em PV" € dita degenerada se W = spanc{vy, ..., vt} parabdlico.

Para uma matriz Hermitiana H denotamos por s(H) = (ny,n_,ng) a assinatura
(a inércia) de H, onde ny é o nimero de autovalores positivos de H, n_ é o niimero
de autovalores negativos de H, e ng ¢ o nimero de autovalores nulos de H.

Em seguida descrevermos as possiveis assinaturas das matrizes de Gram asso-
ciadas a pontos positivos. Sejam p, G = G(p,v), W™ m como descrito acima.

Entao, G é uma matriz k x k Hermitiana tal que:

1. No caso hiperbolico (m < n), temos que s(G) = (ny,n_,ng), onde ny = m,

n_=1,eny+ny+1==Fk.
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2. No caso eliptico (m < n—1), temos que s(G) = (ny,n_,ng),onde n,. = m+1,

n_=0,eny +ng==k.

3. No caso parabolico (m < n—1), temos que s(G) = (n4,n_,ng), onde ny = m,

n_=0,eny +nyg==k.

Portanto, se G é uma matriz de Gram associada a uma k-upla ordenada p =
(p1,...,pr) de pontos positivos distintos em PV", entao rank(G) < (n+ 1), e a
assinatura de G satisfaz uma das condigbes (1), (2) ou (3) acima. Chamaremos

estas condigoes de condicoes de assinatura.

Proposicao 2.3 Seja G = (g;;) wma matriz k x k Hermitiana tal que g; =
1,Vi = 1,...,k. Entiao G € uma matriz de Gram associada a alguma k-upla or-
denada p = (p1,...,pr) de pontos positivos distintos em PV" se, e somente se,

rank(G) < (n+1), e G € ou indefinida, ou definida positiva ou semi-definida po-
sitiva cuja assinatura satisfaz as condigoes de assinatura acima. Nos dois ultimos

casos rank(G) < n.

Demonstracao: ver Proposi¢ao 3.2 em [5]. =
Como uma consequéncia, temos o seguinte teorema que ¢ um resultado crucial

para nossa construcao do espaco de moédulos de triplas de geodésicas complexas em

HE.

Teorema 2.3 Seja G = (g;;) uma matriz k x k Hermitiana tal que g; = 1,Vi =
1,...,k. Entio G € uma matriz de Gram associada a alguma k-upla ordenada
p = (p1,...,pr) de pontos positivos distintos em PV? se, e somente se, todos os
menores principais de G de ordem | > 5 se anulam, e todos 0os menores principais

de G de ordem 4 sao nao positivos.

Demonstracao: Se [ > 5, entdo quaisquer [ vetores em V! sdo linearmente
dependentes, assim todos os menores principais de G de ordem [ > 5 se anulam. A
outra parte do teorema segue do critério de Sylvester e da Proposicao 2.3. m

Chamaremos as condi¢oes do Teorema 2.3 de condigoes do determinante.



Capitulo 3

Duplas de geodésicas complexas em

3
Il

Comecamos este capitulo definindo o conjunto polar de uma subvariedade total-
mente geodésica holomorfa. Como foi visto na se¢ao 1.2, se temos um subespacgo
complexo indefinido W C V™!, tal que dim(W) = m + 1. Entdo a sua projetiviza-
cao interceptada com H produz um subvariedade totalmente geodésica holomorfa
c™. Isto é:

7 (W\{0}) NHE = ™ ~ H

Nestas condigoes, diremos que a subvariedade totalmente geodésica holomorfa ¢

esté definida por W = W™t

Definicao 3.1 Seja ¢™ uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa definida

por W = W™l Chamaremos a m1(W+\ {0}) o conjunto polar de c™.

Pela Proposicao 1.4 temos que W= & positivo e dim(W) + dim(W+) =n + 1.

3.1 Esfera polar de geodésicas complexas em H.

Vamos considerar n = 3 e estudar subespacos de V3! relacionados as geodésicas

complexas de HZ.

25
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Seja ¢ C HY uma geodésica complexa, sabe-se que ¢ é uma subvariedade total-
mente geodésica holomorfa de dimensao complexa 1. Suponha que c¢ esta definida
por C' = OV, entdo pela defini¢io de conjunto polar temos que 7(C+\ {0}) ~ PV’
Observe que C* é um subespaco complexo positivo de dimensao complexa 2. Nes-

tas condi¢oes temos a seguinte definicao:

Definigao 3.2 Seja ¢ uma geodésica compleza em HP.. Entdo o conjunto polar
da geodésica complexa ¢ serd chamada esfera polar. Isto €, ¢~ = (C’L\{O}) € a

esfera polar da geodésica complexa c.

Note que a esfera polar de uma geodésica complexa é uma linha projetiva com-

plexa positiva, isto ¢, ¢+ C m (V) C PV?.

Proposigao 3.1 O conjunto das geodésicas complezas em H. correspondem-se bi-

jetivamente ao conjunto das linhas projetivas complexas positivas.

Demonstracao: Segue da Proposicao 1.4. m

Como foi dito ao principio deste capitulo, se temos um subespaco complexo
indefinido de dimensao complexa trés, W' C C>!, entdo a sua projetivizacao
interceptada com HZ produz um subvariedade totalmente geodésica holomorfa de

dimensao complexa 2. Isto é:
m (W\{0}) N HE ~ HZ

Assim, vemos que W = W?2! define que um plano hiperbélico complexo.
Observe que W+ é um subespaco complexo positivo de dimensdo complexa 1,
entdo o conjunto polar de planos hiperbolicos complexos em HZ sao pontos positivos

pem(Vy).

Definigao 3.3 O conjunto polar de planos hiperbolicos de H3. serdio chamado

pontos polares.
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Notacgao 3.1

1. Chamaremos simplesmente de plano a cada plano hiperbolico complexo de

HE.
2. Se um plano tem ponto polar p, denotaremos tal plano por p=.

Proposigao 3.2 O conjunto de planos hiperbdlicos complezos em H2. correspon-

dem byetivamente ao conjunto dos pontos positivos.
Demonstragao: Segue da Proposicao 1.4. m

Proposigao 3.3 Seja c uma geodésica complexa em H.. Entao, p pertence a esfera

polar ¢+ se, e somente se, o plano p* contém a geodésica compleza c.

HE

plano 2+

Demonstragao: Seja p € ¢, entdo (c¢t)t C pt, pela Proposicao 3.1 temos que
(ch)t = ¢, isto é ¢ C pt. Reciprocamente, se ¢ C p*, entdo (pt)t C ¢t pela

Proposicao 3.2 temos que (pt)t =p,istoépCct. =

Observacao 3.1 No desenho acima, a circunferéncia que representa ¢t denota

uma reta projetiva complera ou seja uma esfera.

Passamos agora a descrever o angulo e distancia entre planos hiperbélicos com-

plexos, para isso definiremos o d-invariante.
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Defini¢ao 3.4 Definimos o d-invariante d: w(Vy) x m(Vy) — R por:

(
d(z,y) =
onde v ew sao levantamentos de x e y respectivamente, isto é, m(v) = x em(w) = y.

Note que o d-invariante esta bem definido (e nao depende dos levantamentos v

e w), também observe que d é invariante em relagao a agao diagonal de PU(3,1).
Lema 3.1

1. Dados dois planos p* e ¢* que interceptam-se em H2., entio 0 < d(p,q) < 1.

2. Dados dois planos p* e g* que ndo se interceptam em ]H[%, entdo d(p,q) > 1.

Demonstragao: Primeiro note que por definicao do d-invariante temos que

1 sao dois planos dis-

d(z,y) > 0, Yo,y € n(V,). Agora, suponha que pt e ¢
tintos que interceptam-se em H., eles interceptam-se ao longo de uma geodésica
complexa c. Pela Proposicdo 3.3 tem-se que p,q € ¢- =7 (C’L\{O}), onde C*+ é
um subespaco eliptico. Portanto o determinante da matriz de Gram de p e q é

positiva. Sejam v e w levantamentos de p e ¢ respectivamente, isto é, w(v) = p e

m(w) =g,

é facil ver que isto implica 0 < d(p, q) < 1. Se p* = ¢+ obviamente d(p, q) = 1, isto
prova a parte (1) do lema.

Para demonstrar (2) peguemos o subespaco W = spanc{v,w}, neste caso W
somente pode ser hiperbdlico ou parabélico. Assim o det G < 0, isto implica que
dp,g) > 1. =

Como veremos agora, a distancia e dngulo entre planos pode ser obtida utili-

zando o d-invariante.
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Dado dois planos p* e ¢t que se interceptam em HZ., definimos o dngulo ¢ entre

esses dois planos por:

cos?(¢) = d(p, q), € [0, g] . (3.1)

O angulo ¢ esta bem definido ja que neste caso d(p,q) < 1.
Dizemos que dois planos p e ¢ sdao ortogonais se ¢ = 7/2, isto é equivalente a
igualdade d(p, q) = 0.

Se temos dois planos pt e ¢& que ndo se interceptam em HZ., definimos a

distancia p entre esses dois planos por:

coshQ(g) = d(p, q), p € (0, +00). (3.2)

A distancia ¢ esta bem definida ja que neste caso d(p, q¢) > 1. Obviamente se os
planos p* e ¢+ sao planos que interceptam-se ou sdo assintoticos, a distancia entre

eles é zero.

Proposigao 3.4 Seja p* um plano que contém & geodésica complera ¢ C H..

Entado, existe um tnico plano q* contendo c tal que ¢~ € ortogonal ao plano p*.

Demonstragao: Seja ¢t a esfera polar da geodésica complexa ¢ = m(C\{0}) NHZ,
onde C' = C'! é um subespaco complexo indefinido de dimensao complexa dois.
Seja v € 7 !(p) um levantamento de p, entdo do fato que ¢ C pt, temos que
v € C*, de outro lado C*+ C PV? & um subespaco complexo positivo de dimenséo
dois, assim para o v € C existe um tinico w € C* tal que C*+ = spanc{v, w} com
v L w. Se definimos por ¢ = 7(w), entao o tnico plano contendo ¢ que é ortogonal

ao plano p~ ¢ o plano ¢*-. m

Proposigao 3.5 Sejam c; e ca duas geodésicas complexas nao assintoticas em H..

Entao existe uma tinica geodésica complexa perpendicular comum a ¢y e co.
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Demonstragao: Por |2, Teorema 4.1] temos que para as subvariedades totalmente
geodésicas c; e ¢y existe uma tinica geodésica riemanniana o5 que é perpendicular
comum a ¢; e c. Se p = oi2(1cy e ¢ = 012Ny tem-se que Typo15 L Tycq e Tyo19 LT, co.
Seja c1o a tnica geodésica complexa que contém o5 demonstraremos que ¢y Lcqo
e analogamente mostra-se que ¢yl cps.
Se J,: T, pHé — TPH% denota a quase estrutura complexa, como o5 C ¢12 0s

espagos tangentes satisfazem a seguinte condicao:
Tycra = Tpo12 ® 1 (T,012). (3.3)
Consideremos uma geodésica riemanniana o; C ¢; que passa por p, entao:
Tye1 =T,01 & J,(T,01). (3.4)
Como T,01 C Tyey e Tpo12LT,cq implica que:
Tyo12LT,00 e J,(Ty012) LI, (Th00)

assim so falta provar que T,0121J,(T,01) e T,01L],(T,012) para concluir que
T,c12LT,c; e portanto ¢y Lcys.
Pelo Teorema 5.1.10 em [11] tem-se que 012,07 C RF-plano, entdao (v,w) € R

onde v € Tpo12 e w € Tyoy.

(v, Jp(w)) = Im (v, w) = 0

Assim 7,015 L],(7T,01), da mesma forma pode-se mostrar que 1,01 LJ,(7,012).
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3.2 Conjunto bi-ortogonal para duplas de geodési-
cas complexas em Hy.

Definicao 3.5 Dois pontos x,y € PV? sdo ditos ortogonais se (v,w) = 0, onde v

e w sao levantamentos de x e y respectivamente, isto €, m(v) = x e m(w) = y.

E facil ver que a ortogonalidade de dois pontos z,y € PV® nao depende dos
levantamentos v e w. Denotaremos por x Ly se x,y € PV? sao ortogonais.

Agora estamos prontos para construir o "conjunto bi-ortogonal" para uma du-
pla de geodésicas complexas em HZ, tal conjunto corresponde aos pontos pola-
res de planos especiais que contém alguma das geodésicas complexas. Faremos a
construcao para cada caso em que as geodésicas complexas ¢; e ¢y sa0 reversas,
concorrentes, ultraparalelas e assintoticas. Seguiremos a notagao dada em 3.1.

CASO 1: ¢; e c3 sao reversas. Se duas geodésicas complexas ¢; e ¢y sao
reversas, entao temos que pela Proposigao 3.5 existe uma tinica geodésica complexa
¢ que é perpendicular comum & c¢; e ¢3. Por construgao teremos que ¢; e ¢ sao
concorrentes e pela Proposicao 1.5 concluimos que ¢; e ¢ sao coplanares, de maneira
analoga tem-se que ¢, e ¢ sao também coplanares. Assim, denotemos por ¢i- o plano
que contém as geodésicas complexas ¢; e ¢, por g 0 plano que contém as geodésicas
complexas ¢y e c. Agora consideremos o plano p;- que contém ¢; e que é ortogonal
a geodésica perpendicular comum ¢, de maneira analoga denotemos por py o plano

que contém co, e que é ortogonal a geodésica perpendicular comum c.
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Construimos assim um conjunto de quatro planos {pi,ps,qi, ¢y} (0s quais
tém pontos polares {p1, p2, q1,¢2}) para uma dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas
complexas reversas em HZ. O conjunto {pi, p2,q1,¢a} serd chamado de conjunto
bi-ortogonal da dupla de geodésicas complexas reversas.

A seguinte proposi¢ao explica o porqué do nome "bi-ortogonal".

Proposicao 3.6 Seja (1, o) uma dupla ordenada de geodésicas complexas rever-
sas em H2., consideremos seu conjunto bi-ortogonal {p1, pa, q1,q2} C 7 (Vy) C PV,

Entao temos as sequintes condigoes:

p1 L, P2 L qo, prlLg e q Lps.

Demonstracgao: Segue da construgao do conjunto bi-ortogonal associado a uma

dupla de geodésicas complexas reversas. m

Observagao 3.2 Dada uma dupla ordenada (cy,c) de geodésicas complexas re-

L

versas em HZ. Se Ci- € o levantamento da esfera polar ci-, entio os levantamentos

v, w; de p;, ¢ formam uma base ortogonal para Ci-, i =1,2.
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Figura 3.1: Conjuntos polares para (¢, co) reversas

CASO 2: ¢; e ¢ sao concorrentes. Se duas geodésicas complexas ¢; € ¢y
sao concorrentes, entdo temos que elas sdo coplanares, assim denotemos por p* o
plano que contém ¢; e cy. Pela Proposigao 3.4 temos que existe um tnico plano ¢;-
ortogonal ao plano pt e que contém a geodésica complexa c;, de maneira analoga
existe um tinico plano gy ortogonal ao plano p* e que contém a geodésica complexa
Co.

Construimos assim um conjunto de trés planos {p, ¢, ¢> } (0s quais tém pon-
tos polares {p, ¢1,¢2}) para uma dupla ordenada (c;,cs) de geodésicas complexas
concorrentes em HZ. O conjunto {p, 1, g2} sera chamado de conjunto bi-ortogonal

da dupla de geodésicas complexas concorrentes.

Proposicao 3.7 Seja (¢1,ce) uma dupla ordenada de geodésicas complexas concor-
rentes em M3, consideremos seu conjunto bi-ortogonal {p,q1, ¢} C © (V) C PV

Entao temos as sequintes condigoes:

pLla e plqg.

Demonstracgao: Segue da construgao do conjunto bi-ortogonal associado a uma

dupla de geodésicas complexas concorrentes. m

Observagao 3.3 Dada uma dupla ordenada (c1,c3) de geodésicas complexas con-

L

=, entao os levanta-

correntes em HZ.. Se Ci é o levantamento da esfera polar c

mentos v, w; de p,q; formam uma base ortogonal para Ci-, i =1,2.
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Figura 3.2: Conjuntos polares para (c;,cs) concorrentes

CASO 3: ¢; e ¢ sao ultraparalelas. Se duas geodésicas complexas ¢; e ¢y
sdo ultraparalelas, entdao temos que elas sao coplanares, assim denotemos por ¢ o
plano que contém ¢; e ¢;. Pela Proposicao 3.4 temos que existe um tnico plano pi-
ortogonal ao plano ¢ e que contém a geodésica complexa c;, de maneira analoga
existe um tinico plano py ortogonal ao plano ¢+ e que contém a geodésica complexa
Co.

Construimos assim um conjunto de trés planos {pi,ps, ¢} (os quais tém pontos
polares {p1,p2,¢}) para uma dupla ordenada (c;,ce) de geodésicas complexas ul-
traparalelas em HZ. O conjunto {p1, p2, ¢} serd chamado de conjunto bi-ortogonal

da dupla de geodésicas complexas ultraparalelas.

Proposicao 3.8 Seja (¢1,¢o) uma dupla ordenada de geodésicas complezxas ultrapa-
ralelas em H., consideremos seu conjunto bi-ortogonal {p1, ps,q} C m(Vy) C PV,

Entao temos as sequintes condigoes:

prlqg e palaq.

Demonstracgao: Segue da construgao do conjunto bi-ortogonal associado a uma

dupla de geodésicas complexas ultraparalelas. m

Observagao 3.4 Dada uma dupla ordenada (c1, o) de geodésicas complexas ultra-

L

=, entao os levanta-

paralelas em HE.. Se C ¢ o levantamento da esfera polar ¢

mentos vy, w de p;,q formam uma base ortogonal para Ci-, i =1,2.
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Figura 3.3: Conjuntos polares para (cy, c2) ultraparalelas

CASO 4: ¢ e ¢y sao assintoticas. Se duas geodésicas complexas ¢; e ¢y
sdo assintoticas, entdo temos que elas sdo coplanares, assim denotemos por pt o
plano que contém ¢; e cy. Pela Proposigao 3.4 temos que existe um tnico plano ¢;-
ortogonal ao plano pt e que contém a geodésica complexa c;, de maneira analoga
existe um tinico plano gy ortogonal ao plano p* e que contém a geodésica complexa
Co.

Construimos assim um conjunto de trés planos {p, ¢, ¢> } (0s quais tém pon-
tos polares {p, ¢1,¢2}) para uma dupla ordenada (c;,cs) de geodésicas complexas
assintoticas em HZ. O conjunto {p, ¢, g2} serd chamado de conjunto bi-ortogonal

da dupla de geodésicas complexas assintoticas.

Proposicao 3.9 Seja (¢1,¢o) uma dupla ordenada de geodésicas complexas assin-
toticas em HZ., consideremos seu conjunto bi-ortogonal {p, q:,q} C 7 (Vy) C PV,

Entao temos as sequintes condigoes:

pLla e plq.

Demonstracgao: Segue da construgao do conjunto bi-ortogonal associado a uma

dupla de geodésicas complexas assintoticas. m

Observagao 3.5 Dada uma dupla ordenada (c1,co) de geodésicas complezas assin-

L

=, entao os levantamentos

toticas em HZ.. Se C+ € o levantamento da esfera polar c

v,w; de p,q formam uma base ortogonal para Ci-, i = 1,2.
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Figura 3.4: Conjuntos polares para (¢, cy) assintoticas

De aqui em diante para uma dupla (c1,c) ordenada de geodésicas complexas,
associaremos seu conjunto bi-ortogonal {pi, ps,q1, g2}, onde:

p1 = P2 se as geodésicas complexas sao concorrentes ou assintoticas.

q1 = @2 se as geodésicas complexas sao ultraparalelas.
Note que o conjunto bi-ortogonal para uma dupla (c;,cs) ordenada de geodésicas

complexas é tinico.

Observacao 3.6 Outra forma de construir o conjunto bi-ortogonal € considerar a

fungdo d: ¢ci x ¢ — R dada por:

d(z,y) =

note que d estd bem definida e nao depende dos levantamentos v e w. Sendo d
uma fungao continua e cf X 02L compacto, d atinge o valor mdximo em d(py,p2) e

o minimo em d(q1,q2)-

O conjunto {wvy,ve,wy,wy} dos levantamentos do conjunto bi-ortogonal
{p1,p2, 1,2} serda chamado de base bi-ortogonal.da dupla ordenada (c1,ce). A
base bi-ortogonal satisfaz as condi¢oes de ortogonalidade dadas na Proposicao 3.6,
isto é:

vy Lwy, vy Lwy, v Lwy e wy L v

Se Ci+ ¢ o levantamento da esfera polar ¢i-, entdo o conjunto {v;, w;} forma uma

7 9

base ortogonal para Ci-, i = 1,2.
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Também podemos supor que cada vetor da base bi-ortogonal seja unitario.
Agora definiremos o angulo e distancia entre duas geodésicas complexas, para isto
utilizaremos o d-invariante (ver Defini¢do 3.4) que é uma ferramenta importante

que ajudarad encontrar tais distancias e angulos.

Defini¢ao 3.6 Dada uma dupla de geodésicas complezas (c1,c2) com conjunto bi-
ortogonal {p1,p2, q1,q2} definido anteriormente, definimos a pré-distincia entre c;

e ¢y por d(p1,p2) € o pré-angulo entre ¢; e co por d(qi, ).

E claro que a distancia e o angulo entre geodésicas complexas pode ser definida
naturalmente a partir da pré-distancia e o pré-angulo da seguinte forma:
Dada uma dupla de geodésicas complexas (c1,cg) com conjunto bi-ortogonal

{p1,p2, 1, g2}, definimos o dngulo ¢ entre as geodésicas complexas por:

cos?(¢) = d(qu, q2), ONS [O, g} .

e definimos a distdncia p entre as geodésicas compleras por:
2,P\
cosh (5) = d(p1,p2), p € [0,400).

Observagao 3.7 Observe que para a distdncia p € [0,400) e para o dngulo
¢ € [O, %} temos que cosh e cos sao injetivas, portanto podemos trabalhar com
distancias ou pré-distincias sem diferen¢a nenhuma, o mesmos vale para dngulos

e pré-angulos.

Proposicao 3.10 Seja (c1,c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas em

H2. com conjunto bi-ortogonal {p1,p2, q1,q2}, entdo:

1. As geodésicas complexas (¢1,c2) sao reversas se, e somente se, d(py,pz) > 1

ed(q,q) < 1.

2. As geodésicas complezas (cq, o) sao concorrentes se, e somente se, d(p1, pa) =

1 ed(q1,q2) < 1. Nesse caso a distdncia entre ¢y € ¢y € zero.
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3. As geodésicas complexas (cy,cq) sao wultraparalelas se, e somente se,

d(p1,p2) > 1 ed(q1,q2) = 1. Nesse caso o dangulo entre c¢; e ¢y € zero.

4. As geodésicas complexas (c1,c2) sao assintdticas se, e somente se, d(p1,ps) =

1ed(q,q)=1.

Dizemos que duas geodésicas complexas concorrentes ou reversas (ci,cz) sao

ortogonais se d(qi,qz) = 0.

Proposigao 3.11 Seja (cy, ca) uma dupla ordenada de geodésicas complexas em H.

com conjunto bi-ortogonal {p1,p2,q1,q2}, e seja W = spang{vy, v, wy, ws} entao:

1. Se W ¢ hiperbolico e dim(W') = 4 se, e somente se, (cy,¢y) sdo reversas.
2. Se W € eliptico e dim(W) = 3 se, e somente se, (c1,c2) sGo concorrentes.
3. Se W € hiperbdlico e dim(W) = 3 se, e somente se, (¢1,¢a) sao ultraparalelas.

4. Se W € parabolico e dim(W) = 3 se, e somente se, (c1,c2) sao assintdticas.

3.3 Espaco de médulos de duplas de geodésicas
complexas em ]I-]I(?’C

Duas duplas (c1,¢2) e (¢}, ¢,) ordenadas de geodésicas complexas distintas no es-
paco hiperbolico complexo de dimensao 3 sao ditas congruentes quando existe uma
isometria holomorfa f € PU (3,1) tal que f (¢;) = ¢}, para i = 1,2. A congruéncia
é claramente uma relagao de equivaléncia e o espago das classes de equivaléncia
munido da topologia quociente serd denominado espaco de configuracoes de duplas
ordenadas de geodésicas complexas distintas no espago hiperbolico complexo HZ e
sera denotado por M (2).

Nesta secao queremos encontrar as condigoes que garantem a existéncia de tal

isometria holomorfa f € PU(3,1). Para encontrar estas condigdes utilizaremos as
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Proposicoes 2.1, 2.2 e 1.2. Logo, descreveremos o espago de moédulos para duplas

de geodésicas complexas em HZ.

Definigao 3.7 Diremos que (c1,c2) € uma dupla genérica se as geodésicas comple-

zas sao reversas, caso contrario (ci,ce) serd dita dupla especial.

Esta secao seréd dividida em duas partes. Na primeira parte assumiremos que a

dupla (c1, c2) seja genérica e na segunda parte que a dupla (cy, ¢2) seja especial.

3.3.1 Caso genérico

Neste caso temos que as geodésicas complexas c; e ¢y sao reversas, assim as esferas

polares tem a seguinte configuracao:

Denotemos por d = d(p1, p2) a pre-distancia entre ¢; e ¢o, € por a = d(q1,q2) 0
pre-angulo entre ¢y e cs.
Daqui em diante assumiremos que (cq, ¢o) sdo duplas ordenadas de geodésicas

complexas reversas distintas em HZ.

Proposigao 3.12 Seja (cy, ca) uma dupla genérica de geodésicas complexas em H..
Entao, existem levantamentos {vi, v, wy,we} do conjunto bi-ortogonal da dupla

(c1,c2), tal que a matriz de Gram associada & esses vetores € dada por:

(1 4 0 0 |
d 1 0 0

G = ;
0 O 1 a
0 0 a 1
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onde d e a sao nimeros reais tais que, d >1 e 0<a < 1.

Demonstragao: E facil ver que para i € {1,2} podemos escolher levantamentos
v; e w; de p; e q; respectivamente , tal que (v;,v;) = 1 e (w;,w;) = 1. Assim,
pelas condigbes de bi-ortogonalidade (ver Proposi¢ao 3.6) a matriz de Gram para

{v1, Uq, Wy, wo } € dada por:

o 1 gz 0 0
Uy | Gy 1 0 0
wy | 0 0 1 g
wy | 0 0 Gy 1

é claro que (U9, 03) = (s, aty) para || = 1 (0 mesmo é valido para ws). As-
sim, escolhendo niimeros complexos unitarios apropriados pode-se conseguir que
g12, 934 € R. Sejam {vy, vy, wy, wo} levantamentos para p; e ¢; tais que a matriz de

Gram associada a estes novos levantamentos é dada por:

1 d 0 0
d 1 0 0
G= , d,a € R.
0 0 1 a
0O 0 a 1

Uma conta facil mostra que det G = (1 —d?)(1—a?), sabe-se que por construgao
a pre-distancia d > 1 e que o pre-angulo 0 < a < 1, portanto (1 — d?)(1 — a?) < 0.
Isto é coerente com o fato que W = spangs{vy, ve, wq,wy} tenha dimensao 4 e de

assinatura (3, 1), o implica que detG < 0. =

Definigao 3.8 Seja (c1, o) uma dupla genérica de geodésicas complezas em H..
A matriz G dada na Proposicao 3.12 serd denominada matriz de Gram candnica

para uma dupla genérica de geodésicas complexas em HZ..
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Proposicao 3.13 Sejam (¢q,¢3) e (¢}, cy) duas duplas genéricas de geodésicas com-
plezas em HE.. Se (c1,ca) e (c}, ) tem as mesmas distancias e os mesmos dngulos,

entdo existe uma isometria holomorfa f € PU(3,1) tal que f(¢;) =¢;, i =1,2.

Demonstragao: Sejam {pi, p2, ¢1,q2} e {p, 05, ¢, ¢5}os conjuntos bi-ortogonais
de (c1,¢2) e (¢}, cy) respectivamente. As matrizes de Gram canonicas G = (g;;) e

G’ = (gi;) para (c1,¢2) e (¢}, cy) sdo dadas por:

(1 4 0 0 | (1 7 0 o0 |

d 1 0 0 d 1 0 0
G = e G =

00 1 a 00 1 o

0 0 a 1 0 0 o 1

como (c1,¢2) e (), cy) tem as mesmas distancias e angulos, pela Observacao 3.7

(c1,¢2) e (¢, ) tem as mesmas pre-distancias e os mesmos pre-angulos, assim:

gi12 = d= V d(php?) =V d(p,17p,2) = d/ - 932

e que

g3 = @ =/ d(@h;(&) =V d(‘]’p%) =d = 934

Assim, G = G’. Como o subespago gerado pelos levantamentos do conjunto bi-

ortogonal {p1,ps,q1,q2} € regular o teorema segue da Proposigao 2.2. m

Teorema 3.1 Seja (¢, c2) uma dupla genérica de geodésicas compleras em HE.,
com conjunto bi-ortogonal {pi1,pa2, q1,q2}. Entao, os d-invariantes d(py,p2) e
d(q1,q2), definem unicamente a classe de congruéncia por PU (3,1) das duplas ge-

néricas de geodésicas complexas em H..

Demonstracao: Dada (c;, ¢o) uma dupla genérica de geodésicas complexas distin-

tas em HZ, seja G sua matriz de Gram canonica (ver Definigao 3.8). Entao temos
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que: i i
1 d 0 0
d 1 0 0
G p—
0 0 1 a
0 0 a 1

Segue da definicao do d-invariante que

d(pbpz) = g12921 = d2,

e que

d(Q17 CI2) = §34943 = a’.

A primeira igualdade implica que d = \/m e a segunda igualdade implica que
a= \/m . Assim, todas as entradas da matriz de Gram candnica G podem-se
recuperar unicamente em termos de d(py,p2) e d(q1,q2). Como o espaco gerado
pelos levantamentos do conjunto bi-ortogonal {pi, p2, q1,q2} € regular a afirmagao
segue da Proposicao 2.2. m

Agora estamos pronto para construir o espaco de modulos para uma dupla de
geodésicas complexas em H. no caso genérico.

Seja (c1,c2) uma dupla genérica de geodésicas complexas em H, e G = (g;5)
sua matriz de Gram candnica associada a (c;, cz) (ver Definigao 3.8). Aplicando as
formulas que aparecem no Teorema 3.1, podemos recuperar todas as entradas de
G em termos dos invariantes d(p1,p2) e d(q1,q2). No que segue, vamos assumir que
G possui as entradas expressas em termos dos d-invariantes d(p1, p2) € d(q1,g2).

Denotemos por MY (2) o espago de configuragoes de duplas genéricas de geodé-
sicas complexas em H., e seja [(c1, c2)] € MY (2) o ponto representado por (cq, ).
Definimos o mapa:

i MY (2) — R?, (3.5)

que associa a [(c1, ¢2)] os invariantes d(py, p2) e d(q1, ¢2).
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Teorema 3.2 O espaco de configuragoes M9 (2) de duplas genéricas de geodésicas
complexas em H2 é homeomorfo ao conjunto M9 (2) de pontos em R? definidos

pelas sequintes condigoes:
M? (2) = {(d,a) eR*:d>1 e 0<a<1}.

Demonstragao: Segue da parte "se" do Teorema 2.3 (condigdes do determinante)
e das férmulas que aparecem na demonstragao do Teorema 3.1 que o mapa 7 em
(3.5) define um mapa 7: M9 (2) — MY (2) . Primeiramente, mostramos que o mapa
T: M9 (2) — MY (2) é sobrejetivo. Dado (d,a) € MY (2), usando as férmulas que
aparecem na demonstracao do Teorema 3.1, definimos g5 € ¢34 em termos de d e
a, também fixamos g; = 1. Isto define G completamente. E facil ver que G satisfaz
todas as condigoes da parte "somente se"do Teorema 2.3. Portanto, isto implica
que G ¢é a matriz de Gram canoénica para alguma base bi-ortogonal de uma dupla
de geodésicas genéricas complexas em H. Isto prova que 7 ¢ sobrejetiva.

Por outro lado, segue do Teorema 3.1 que o mapa 7 é injetiva. E claro que
7: M9 (2) - MY (2) é um homeomorfismo uma vez que MY (2) seja munido com a

topologia induzida de R%2. m

Definigao 3.9 Chamaremos MY (2) o espago de mddulos para o espago de confi-

guragoes M9 (2) de duplas genéricas de geodésicas complezas em H..

3.3.2 Caso especial

Neste caso temos que ¢; e co podem ser concorrentes, ultraparalelas ou assintoticas,

assim as esferas polares tem a seguinte configuracao:
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Figura 3.5:

Note que se 0 < d(y1,y2) < 1 entdo as geodésicas complexas ¢; e ¢o s80 concor-
rentes, se d(y1,y2) > 1 entdo as geodésicas complexas ¢; e cg sao ultraparalelas e
se d(y1,y2) = 1 entdo as geodésicas complexas ¢; e ¢y sao assintoticas.

Chamaremos o conjunto {x,y1,y2} de configuragao polar associada a dupla
(¢1,¢2). Daqui em diante assumiremos que (cq, ¢2) sdo duplas ordenadas de geodé-

sicas complexas distintas em H..

Proposigao 3.14 Seja (¢, c2) uma dupla especial de geodésicas complexas em H..
Entao, existem levantamentos {v,wy,ws} da configurag¢io polar da dupla (c1,cs),

tal que a matriz de Gram associada @ esses vetores € dada por:

1 0 O
G=10 1 r |,
0O r 1

onde r € um numero real tal que v > 0.

Demonstragao: E facil ver que para i € {1,2} podemos escolher levantamentos
e w; da configuragao polar, tal que (v,0) = 1 e (w;, w;) = 1. Assim, pelas condigbes

de bi-ortogonalidade (ver Proposicao 3.6) a matriz de Gram para {v, wy, w» } ¢ dada

por:
U wp  Wsy
v |1 0 0

wy |01 go3 |
We | 0 Gy 1
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E claro que (wy,w1) = {aw;,cw;) para |a| = 1. Assim, escolhendo um ntimero
complexo unitario apropriado pode-se conseguir que go3 € R, gos > 0. Sejam
{v, w1, wy} levantamentos de x e y;, tais que a matriz de Gram associada a estes

novos levantamentos seja:

1 0 O
G=10 1 r |, r>0
0 » 1

Observagao 3.8 Na Proposi¢cao acima, se 0 < r < 1 entao as geodésicas comple-
xas c; e ¢y sao concorrentes, se r > 1 entao as geodésicas complexas ¢, e cy S0

ultraparalelas e se r =1 entao as geodésicas complexas ¢y e co sao assintoticas.

De fato, o determinante da matriz G dada na Proposigao 3.14 ¢ det(G) = 1 —r?,

entao

1. Se 0 <r < 1, entao det(G) > 0, portanto o subespago gerado pela configura-

¢ao polar é eliptico, isto implica que ¢; e ¢y sao concorrentes.

2. Se r > 1, entao det(G) < 0, portanto o subespago gerado pela configuragao

polar é hiperbélico, isto implica que ¢; e ¢y sao ultraparalelas.

3. Se r =1, entéo det(G) = 0, portanto o subespago gerado pela configuragao

polar é parabdlico, isto implica que ¢; e ¢y sao assintoticas.

Definigao 3.10 Seja (cy1,c2) uma dupla especial de geodésicas complexas em H..

A matriz G dada na Proposi¢ao 3.1/ serd denominada matriz de Gram candnica

para uma dupla especial de geodésicas complexas em HS..

E facil ver que o conjunto dos levantamentos da configuracio polar de uma
dupla especial de geodésicas complexas é linearmente independente, caso contrario

C1 = Ca.
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Teorema 3.3 Seja (c1, o) uma dupla especial de geodésicas complexas em HZ., com
configuragao polar {x,y1,y=}. Entao, o d-invariante d(y1,ys) define unicamente a
classe de congruéncia por PU (3,1) das duplas especiais de geodésicas complexas

3
em He.

Demonstragao: Dada (c1,cz) uma dupla especial de geodésicas complexas em

H?., seja G sua matriz de Gram canonica associada (ver Proposi¢ao 3.10). Entao

temos que:
1 0 O
G=10 1 r
0 » 1

Segue da defini¢ao do d-invariante que

d(yh yz) = 23932 = 7’27

A igualdade implica que r = \/m . Assim, todas as entradas da matriz de
Gram canodnica G podem-se recuperar unicamente em termos de d(y1, y2). Como o
conjunto dos levantamentos da configuragao polar sao linearmente independentes,
a afirmagao segue da Proposicao 2.1. =

Agora estamos pronto para construir o espaco de modulos para uma dupla de
geodésicas complexas em H. no caso especial.

Seja (c1,c2) uma dupla especial de geodésicas complexas em HY, e G = (g;5)
sua matriz de Gram canonica associada a (ci, c2) (ver Defini¢ao 3.10). Aplicando
as formulas que aparecem no Teorema 3.3, podemos recuperar todas as entradas
de G em termos do invariante d(yi, y2). No que segue, vamos assumir que G possui
as entradas expressas em termos do d-invariante d(yi, y).

Denotemos por M? (2) o espago de configuragdes de duplas especiais de geodé-

sicas complexas em HZ., e seja [(c1, ¢2)] € M* (2) o ponto representado por (cq, ).
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Definimos o mapa:

T: M (2) — R, (3.6)
que associa a [(c1, ¢2)] o invariante d(y1, y2).

Teorema 3.4 O espago de configuragoes M?® (2) de duplas especiais de geodésicas
complexas em HE. é homeomorfo ao conjunto M* (2) de pontos em R definidos da

sequinte forma:

M*(2) = {r e R:r >0}

Demonstracao: Segue das férmulas que aparecem na demonstragao do Teorema
3.3 que o mapa 7 em (3.6) define um mapa 7: M?®(2) — M? (2). Primeiramente,
mostramos que o mapa 7: M*®(2) — M?*(2) é sobrejetivo. Dado r € M (2),
usando as formulas que aparecem na demonstracao do Teorema 3.3, definimos go3
em termos de r, também fixamos g;; = 1. Isto define G' completamente. Portanto,
isto implica que G é a matriz de Gram candnica para a configuracao polar de alguma
dupla especial de geodésicas complexas em HZ. Isto prova que T é sobrejetiva.
Por outro lado, segue do Teorema 3.3 que o mapa 7 é injetiva. E claro que
7: M?®(2) — M (2) é um homeomorfismo uma vez que M*® (2) seja munido com a

topologia induzida de R. m

Definigao 3.11 Chamaremos M* (2) o espago de mdédulos para o espago de confi-

guragoes M* (2) de duplas especiais de geodésicas complexas em HY..
Usando os Teoremas 3.2 e 3.4 tem-se o seguinte corolario.

Corolario 3.1 SeM (2) denota o espago de mddulos para o espago de configuragoes

M (2) de duplas de geodésicas complezas em H., entao
M (2) = [1,400) x [0,1].

Demonstragao: Consideremos o espago de modulos M*(2) = {r €¢ R : r >

0}, pela Observagao 3.8 podemos identificar M* (2) como a unido dos seguintes
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conjuntos {(1,7) e R?: 0 <r < 1}, {(r,1) e R? : r > 1}, {(r,r) € R : r = 1}, onde
o primeiro conjunto corresponde as geodésicas complexas concorrentes, o segundo
conjunto corresponde as geodésicas complexas ultraparalelas e o terceiro conjunto
corresponde as geodésicas complexas assintoticas.

Pelo Teorema 3.2 o espago de moédulos MY (2) = (1, +00) x [0,1) . A prova segue
desde que M (2) = MY (2) UM* (2). m



Capitulo 4

Triplas de geodésicas complexas em

3
Il

Neste capitulo estudarmos o espaco de configuragoes de triplas ordenadas de geo-

désicas complexas distintas no espago hiperbélico complexo H..

Definigao 4.1 Duas triplas (ci1,c2,c3) e (¢}, ¢y, ) ordenadas de geodésicas com-
plexas distintas no espago hiperbolico complexo de dimensao 3 sao ditas congruen-
tes quando existe uma isometria holomorfa f € PU (3,1) tal que f (¢;) = ¢}, para

i=1,23.

A congruéncia é claramente uma relagao de equivaléncia e o espaco das classes
de equivaléncia munido da topologia quociente sera denominado espaco de configu-
racoes de triplas ordenadas de geodésicas complexas distintas no espaco hiperbdlico
complexo HZ e sera denotado por M (3).

Neste capitulo queremos encontrar as condi¢oes que garantem a existéncia de
tal isometria holomorfa f € PU(3,1). Para encontrar estas condi¢oes utilizaremos
as Proposigoes 2.1, 2.2 e 1.2. Logo, descreveremos o espaco de moédulos para triplas
de geodésicas complexas em HZ.

No capitulo anterior vimos que dois d-invariantes (pre-distancia e pre-angulo)

sao necessarios para definir unicamente a classe de congruéncia por PU (3,1) de

49
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duplas ordenadas de geodésicas complexas em H. Para tripla de geodésicas com-
plexas veremos que precisaremos mais invariantes.

Dada uma tripla ordenada de geodésicas complexas (ci, ca, c3) em HZ., conside-
remos as sub-duplas (¢q,¢y), (¢2,¢3) e (¢1,c3) obtidas a partir de (¢q, cq,c3). Para

cada sub-dupla consideremos seu respectivo conjunto bi-ortogonal:

sub-dupla | conjunto bi-ortogonal
(017 Cz) {p12, D21, 412, QQ1} (4'1>
(027 03) {p23, P32, 423, Q32}
(017 03) {p13, P31, 413, Q31}

Se ci, c3 e c3 denotam as esferas polares das geodésicas complexas, temos que

Pij,qij € ¢, i # j, para i,j = 1,2,3. Assim cada esfera polar tem 4 pontos

positivos como mostra o seguinte desenho.

q13 P23

D13 P12 Pa q23

q12 q21

Definigao 4.2 Uma tripla ordenada (cy,cq,c3) de geodésicas compleras em H.
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serd dita tripla genérica se as sub-duplas (¢1,c2), (c2,¢3), (c1,c3) sao reversas. Caso

contrario (c1,co, c3) serd dita tripla especial.

Este capitulo sera dividido em trés secoes, na primeira secao calcularemos a
dimensao do espago de moédulos de triplas ordenadas de geodésicas complexas dis-
tintas em HZ, na segunda secdo calcularemos o espago de modulos para as triplas
(c1, ¢, c3) genéricas e na terceira se¢do calcularemos o espago de moédulos para as
triplas (c1, ¢o, ¢3) especiais.

Daqui em diante assumiremos que (c1, ¢2, ¢3) sao triplas ordenadas de geodésicas

complexas distintas em H..

4.1 Dimensao do espaco de médulos de triplas de
geodésicas complexas em H,

Nesta secao encontraremos a dimensao real do espaco de médulos de triplas orde-
nadas de geodésicas complexas distintas no espago hiperbolico complexo H..

Em primeiro lugar apresentaremos o modelo do dominio de Siegel ou modelo
do paraboldide do espago hiperbélico complexo H. Este modelo ¢ o analogo ao
modelo do semi-espago para geometria hiperbdlica real.

Seja V™! um espaco vetorial complexo de dimensao n+ 1 munido de uma forma
Hermitiana (—, —) de assinatura (n,1). Seja 7 a projegao natural de V"™1\ {0}
para o espaco projetivo complexo PV”. Sejam V_,V;, V. C V™! os subconjuntos
de vetores negativos, isotrépicos e positivos respectivamente.

Para descrever o modelo de Siegel, consideremos a base e =
{e1,€9,...,€en, €011} C V™! tal que os vetores e; e e,.; sao isotrépicos com
(€1,€en+1) = 1, e 08 vetores e, ..., e, sdo positivos com (e;,e;) = 0 se i # j, e

(e;,e;) = 1 para i =2,...,n. E facil ver que se os vetores v = (v1, Vg, ..., Vp, Ups1)
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e w = (wy,ws, ..., Ww,, Wyy1) sdo as coordenadas em esta base, entao
<'U, U}> = Ulwnﬂ -+ UQ@Q + 4 'Unwn -+ vnﬂwl (42)

Seja 7 a projecdo natural para o espaco projetivo complexo, isto é 7: V"1 {0} —
PV". O conjunto V"1 {0} pode ser coberto por n+1 conjuntos Uy, ..., U, 1, onde
U; é definido pela condicio z # 0. E claro que o conjunto de vetores negativos V_
esta contido em U, 1. Seja PV" = C* UPV™!. A projecdo canénica de U, para

C" é dada por

ﬁ(v)_(“ 2o U”)-(wl,w2,...,wn).

) ) )
Un+1 Un+41 Un+1

Como HE = 7(V_), temos o seguinte conjunto
HE = {(wy,wa,...,w,) € C": 2Re(w) + Z lw;|> < 0},
i=2

que é chamado o modelo do dominio de Siegel para o espago hiperbolico complexo.
Existem dois pontos especiais em w(Vy) que serdao denotados por o =

7(0,0,...,0,1) e ¢oo = 7(1,0,...,0,0). Entdo podemos escrever OHP. como

OHE\ {go} = {(w1,wn, ..., wy) € C" : 2Re(wy) + Y |wi]* = 0}.
=2
Seja H = C" ! x R o grupo de Heisenberg, entao a fronteira do espaco hiperbo-
lico complexo pode ser identificada com a compactificacao do grupo de Heisenberg.
Apresentaremos algumas propriedades que precisaremos do grupo de Heisen-
berg.
Se (¢1,v1), (2, v2) € H entao a operagao do grupo de Heisenberg é dada por

(C1,v1) - (G2, v2) = (C1 + oy 01 + 2 + 2Im (G, C2))),
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onde {—,—) denota a forma Hermitiana estandar de C"!.
O grupo de Heisenberg age sobre se mesmo por translacoes de Heisenberg. Para
(Cosv0) € H
Ticowo) (¢, v) = (Co,v0) - (¢, v)

O centro de H consiste de translagoes verticais:

(C,v) = (¢, v+ u) (4.3)

onde u € R.
O subconjunto V' C H definido por ( = 0 é chamado eizo vertical e corresponde
ao centro de H.

O grupo unitario U(n — 1) age em H por:
A (G v) = (AGv)

para A € U(n—1),( € C" ! v € R. essas transformagoes sao chamadas rotagdes de
Heisenberg sobre o eixo vertical. Em geral, uma rotacao de Heisenberg é qualquer
transformacao obtida de estes por conjugagao de translacoes de Heisenberg.

O grupo R, de ntumeros reais positivos age por dilatacoes de Heisenberg reais

sobre a origem por:

A (G ) = (MG A ).

Em geral, uma dilatacao de Heisenberg é qualquer transformacgao conjugada a
uma translacao de Heisenberg da uma dilatacao de Heisenberg real sobre a origem
As dilatacoes de Heisenberg sobre a origem e as rotacoes de Heisenberg sobre

o eixo vertical geram o grupo
Simy(H) =R, x U(n —1),

onde R, é o grupo de dilatagoes de Heisenberg reais sobre a origem.
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O grupo Sim(H) gerado por dilatagoes de Heisenberg sobre a origem, rotagoes
de Heisenberg sobre o eixo vertical e translagoes de Heisenberg sao chamadas grupo
de similaridade de Heisenberg. E claro que Simgy(H) é o estabilizador da origem
em Sim(H).

Definimos a projegdao vertical 7, : H — C"! dado por 7,(¢,v) = (.

E facil ver que o kernel do homomorfismo IT :Sim(H) —Sim(C"!) consiste das

transformacoes verticais, e que a projecao vertical 7, é equivariante respeitando II.

4.1.1 Calculando a dimensao do espaco de moédulos de tri-

P 3
plas de geodésicas complexas em H

>~

Uma cadeia é a fronteira ideal de uma geodésica complexa (d¢; =2 S, ver [11]).

Inversao em uma cadeia é a reflexao na geodésica complexa que tem por fron-
teira a cadeia inicial, uma inversao é uma isometria de ordem 2.

A fronteira de H?. pode ser identificada por C* x R U {g..} (compactificagao do
grupo de Heisenberg).

As projegoes verticais de cadeias sdo circunferéncias euclidianas em C? (ver [11,
Teorema 4.3.2]), cujo raio dessa circunferéncia se chama raio de cadeia. Entao
qualquer cadeia é determinada por seu centro (z1, 22, x) € raio 7.

Consideremos o conjunto de todas as cadeias com o mesmo raio e o mesmo
centro, entao as projecoes verticais dessas cadeias geram uma esfera de dimensao 3

em C2. Essas projecoes sao disjuntas e formam o fibrado de Hopf que é dado por:
Stes 5% — 52

Dada (¢, ¢, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas, temos que as duas
primeiras geodésicas complexas sdo definidas por dos parametros (d=distancia e
a=angulo).

Dada a tripla genérica (c1, ¢z, ¢3), fixando as duas primeiras geodésicas comple-

xas (as duas primeiras cadeias), a terceira geodésica complexa (a terceira cadeia)



TRIPLAS DE GEODESICAS COMPLEXAS EM H2 55

a priori pode estar em qualquer lugar. Ou seja, fixando as duas cadeias dc; e Ocy
temos ja dois parametros (d e a) a terceira cadeia, que pode estar em qualquer lu-
gar, é determinada por seu centro (z1, 29, ) e raio 7. Projetando verticalmente Ocs
aparece uma fibra do fibrado de Hopf cuja base é S?, ou seja localmente a cadeia
Ocs é determinada por dois pardmetros. Entao, apriori o numero de parametros
que precisamos sao 2+ 95+ 1+ 2 = 10.

Para c¢; e ¢y fixadas, consideremos o estabilizador de essas duas geodésicas
complexas no grupo PU (3,1). Se o estabilizador é trivial significa que ndo podemos
normalizar, entao precisaremos dos 10 parametros acima descritos. Mas na seguinte
proposicao demonstraremos que estabilizador de ¢; e ¢; € um grupo a 1 parametro.
Portanto podemos usar esse grupo para fazer uma rotacao e obter que z; € R, logo
teremos somente 9 parametros para descrever uma tripla ordenada de geodésicas

complexas distintas em HZ..

Proposicao 4.1 O estabilizador das geodésicas complexas c¢i e co no grupo

PU (3,1) é um grupo a 1 pardmetro.

De fato, é claro que se temos uma isometria g que deixa invariante a c¢; e ¢,
ele deixa invariante a geodésica riemanniana perpendicular comum ¢ (com pontos
finais x1 e x3). Entao g pode ser eliptico ou loxodrémico.

Ja que o grupo de isometrias age transitivamente em pares de pontos da fronteira
do espaco hiperbolico complexo, podemos supor sem perda de generalidade que

T =0€ T2 = (x

1>
-l
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Consideremos a base {ej, e, ..
7(ent1) = 2. Nessa base, identificando a fronteira do espago hiperbolico complexo

com a compactificacao do grupo de Heisenberg, o elemento g que fixa o é dado por:

\et? 0 0 0
0 eWe ¥ 0 0
9= o e SU(3,1)
0 0 e Weip 0
0 0 0 A let

.y en,ent1} dada em (4.2), com 7(eq)

A é parametro de dilatagao ao longo da geodésica (se A # 1, g é loxodrémico).

O estabilizador para c; e ¢3 pode ser construido da seguinte forma; consideremos
a geodésica riemanniana o perpendicular comum entre ¢; e cs.

Portanto se g ¢ um elemento do grupo de isometrias que deixa invariante c¢; e
c9, entao ¢ deixa invariante o. Suponhamos que tal elemento é dado por g (ver

4.4), entao ele nao pode ser loxodromico ja que elementos loxodromicos muda ¢; e

Co, assim: ) _
o 0 0 0
0 ee 0 0
9= . .
0 0 e"Wem ()
0 0 0 e'¥

Seja ¢ a geodésica perpendicular comun entre ¢; e ¢3. Consideremos o conjunto
bi-ortogonal {pia, P21, q12, go1} da dupla (c1, ).

Se g move os planos qi5, ¢a;, ele move ¢; e ¢;. Por outro lado, ¢ é angulo de
rotacao de planos em torno da geodésica complexa ¢, como as geodésicas c¢; e ¢y

sao fixas temos que 1) = 0, assim:

e¥ 0 0 0
0 e 0 0
g = )
0 0 e 0
0 0 0 e
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Agora, qualquer plano que contem a geodésica complexa ¢, tem ponto polar na
esfera polar c¢t. Se a aplicacdo g age no conjunto polar ¢+, g move esses planos

contem a geodésica complexa c. Como

vé-se que ¢ age trivialmente em c*. Portanto, essa aplicacio ndo muda pontos na
esfera polar c¢t, assim o estabilizador de ¢; e ¢p é um grupo a 1 parametro.

Assim podemos usar um elemento desse grupo e fazer uma rotacao e obter
que z; € R. Isto mostra que o espago de modulos para uma tripla de geodésicas

complexas genéricas tem dimensao real 9.

4.2 Espaco de médulos de triplas genéricas de ge-
odésicas complexas em H,

Se (c1, ¢, c3) é uma tripla genérica de geodésicas complexas em HY., entdo cada
cada sub-dupla da tripla é reversa. Consideremos os respectivos conjuntos bi-
ortogonais de cada sub-dupla (ver tabela 4.1), assim as esferas polares neste caso

tem a seguinte configuracgao:
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Vé-se que para cada sub-dupla (¢;, ¢;) a pre-distancia e o pre-angulo sao dados

por d(pij,pji) € d(gj,qj) respectivamente.

Definicao 4.3 Dada uma tripla genérica (ci,cq,c3) de geodésicas complexas em
H2, o conjunto {pi,q;}, @ # j, i,j = 1,2,3. dado acima serd chamado de

configuragao polar associada o tripla genérica de geodésicas complexas em H..

Consideremos levantamentos v;, w; € PV? da configuracio polar associada a

tripla genérica (cy, co, c3) tais que:

U1 Vg W1 W2 U3 Vg W3 W4 Vs Vg W5 We

Ly e L e L L (45
Pi2 P21 12 4921 P23 P32 G23 G32 P31 P13 431 413

Pela Proposicao 3.12 pode-se escolher os levantamentos v;,w; € PV? de tal

forma que as matrizes de Gram associadas & {p12, P21, q12, G21}, {P23, P32, @23, @32} €
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{ps1, P13, G431, (13} sejam respectivamente:

onde d12, d23, d13 >1e0< a12, a923,a13 < 1, _]é que (Cl, Ca, Cg) é uma trlpla genérica.

Definicao 4.4 Chamaremos a dia,das, di3, @12, a3, a13 de pardmetros bdsicos da

tripla (cy, co, C3).

Sabe-se que os Ci-, i = 1,2, 3. sao subespagos complexos positivos de dimensao
complexa 2, entao pela Proposi¢ao 3.6 e a Observacao 3.2 temos que {v,w;} e
{vg, wg} formam bases ortonormais para Ci-. Da mesma forma {vy, wy} e {v3, w3}
formam bases ortonormais para Cy-, {vy, ws} e {vs, ws} formam bases ortonormais
para C3-.

Como SU(Z,C'J.L) age transitivamente em pares de bases ortonormais de C’f,

consideremos as transformagoes T; € SU(2, C’f), J =1,2,3. tais que:

T

{vlawl} — {7)67106}
T

{112,1112} — {1)37103}
T

{v4,w4} — {115,105}

Sabe-se que cada transformacgao acima pode-se escrever como composi¢ao de

trés matrizes (veja [8, Subsegao 5.1.3|):

eipi

0

e~ Wi

COS O

—sen Oéj

sen

COS v

e

i6;

—if),

vemos que os vetores das bases ortonormais {vy,ws }, {va, wa}, {vg, wys} aplicados
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na primeira matriz nao muda as retas complexas geradas por esses vetores, entao
as projecoes dos vetores das bases aplicadas na primeira matriz continuam sendo
as mesmas. Portanto podemos considerar as transformacoes 7; € SU(2, Cf), Jj =

1,2, 3. tal que:

€' cos a ePisen a
T, = , 71=1223. (4.6)

—e " "isena; e "I cos

Observacao 4.1 Pelo Teorema de Witt podemos estender as aplicagoes T para

SU(3,1).
Defini¢ao 4.5 Chamaremos os a; e @; dngulos de transicao.

Agora queremos calcular a matriz de Gram G para os pontos
{P12, P21, 12, Go1, P23, P32, o3, 432, P31, P13, G31, 13} com  seus  respectivos levan-
tamentos  {vy, vg, wy, W, U3, Vg, W3, Wy, Vs, Vg, W5, W}, aqui os levantamentos
{v1,v9, w1, wa }, {vs, V4, w3, w4}, {vs, V6, ws, we} determinam a matriz de Gram
canonica para cada subdupla (¢, ¢2), (co,c3), (c3,¢1). Por exemplo calcularemos

(v9, v5), para isto utilizando Ty e T3 em (4.6) temos que

V5 = €'P3 cos gy — e ¥3sen aigwy

13 . .
wy; = e'P3sen azvy + e~ 3 cos azwy
. vy = €72 cos a3 + e~ 2sen anws
15 . .
we = —e*P2sen a3 + €'72 cos aws
Assim,
(vg,v5) = <e’w2 COS (a3 + € "P2sen apws, €'Y cos azvy — e “PPsen a3w4>

= e e "3 cos g cos ag (vg,v4) — € F2e'Pisen apsen ag (ws, wy)

= 792793) o0 cos g cos g — T2 goasen apsen ag.
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Contas similares podem ser feitas para obter a matriz de Gram dada na seguinte

Proposicao.

Teorema 4.1 Seja (¢, co, ¢3) uma tripla genérica de geodésicas complezas distintas
em HY. Entdo, existem levantamentos {v;,w;} i = 1,...,6. da configuracio polar

da tripla (c1, ¢, c3), tal que a matriz de Gram G associada a esses vetores € dada

por:

1 din 0 O
dy 1 0 0
Ay Ay
0 0 1 12
0 0 a19 1
1 degs O O
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onde dig,dss,dis >1 e 0 < apg,a,a13 <1, e

Ay =

Az

e~ %2d9 cos ag

e 'P2 cos ag

—eiP2q9sen ag

—e'P2sen aig

e~ %1 d13 cos ay

ei("/’?*“’?’)dzg COS a2 COS a3

et(=p1t+93) [d13 cos a1 cos ag

“+ai3sen aysen az]

e~ "P2dy3 cos oo

eilp1+es) [—di3sen aj cos as

“+a13 cos ajsen ag]

—e'P2dg3sen ag

e "1 cos g

e~ "1dy5 cos ay

fei<*¢2+“"3)aggsen agsen ag

—eiP1d3sen o

—ei(®2=¢3) dyssen ap cos as

—e'Plsen o

—e'Plgigsen aq

—et(#2+93) g9q cos agsen ag

e~ "P3dg3 cos as

e "P3 cosas

—e'P3agzsen ag

—e'P3sen a3

e(=%1+92) 415 cos oy cos aa

+e(¢1*¢2>a1gsen aisen oo

e i3 d13 cos ag

e(""l+"a2)d12 COSs (1 sen o

—e(¥1=92) g 98en a cos as

—e'P3d;3sen as

e~ "2d 5sen as

e "P2sen a

e*P2q19 cos an

e'P2 cos ag

e "Plgissen ay

et(=w2 "/’3>d23 COoSs aigsen aig

ei(=#1—¢3) [—d13 cosarsen as

+ai3sen aq cos az]

e~ "P2g93sen an

eilp1—v3) [d13sen aysen a3

+a13 cos aj cos as|

€'P2 93 cos az

e "Plsen aq

e~ "1d 9sen aq

+ei(""2+5"3)aggsen Q2 COS a3

e*Play3 cos

e'P1 cos ag

—ei(®2=93) dygsen apsen a3

e'P1layg cos aq

+ei(P21¢3) go3 cos aig cos as

e~ "3 dg3sen a3

e "P3gen asg

€*P3a93 Cos a3

e'?3 cos ag

e(=%1+92)d 5sen g cos as

—elen *W)alg COS (v18en o

e "P3a13sen as

e(""lﬂ"?)dusen a1sen as

+e(P1=92) g5 cos a1 cos ag

e*P3qa13 cos as
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Definigao 4.6 Seja (¢, ca, c3) uma tripla genérica ordenada de geodésicas comple-
zas distintas em HE.. A matriz G dada no Teorema 4.1 serd denominada matriz de

Gram canodnica para uma tripla genérica de geodésicas complexas.

Agora, como pi2,p13 € ¢ pela Proposigdao 3.3 temos que os planos pi; e pis

contém a geodésica complexa c;, portanto o d-invariante d(pi2, p13) define o angulo
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entre os planos pi, € piz. O mesmo acontece com por, a3 € 5 € P3y, P32 € C3.
Assim, d(qi2,q13), d(p21,pa3), d(ps1,ps2) definem os angulos de transi¢ao
aq, e, a3 dados em (4.6). De fato, pela matriz de Gram dada no Teorema 4.1

tem-se que:

d(p1a,p13) = cos’ oy
d(pa1,pa3) = cos®ay

d(psi,ps2) = cos”ag

Observacao 4.2 Neste caso o espago gerado pelos levantamentos da configura¢ao
polar {pij,qi;}, © # j, i,j = 1,2,3. € regular. De fato, sendo a tripla c1,c2,c3
genérica temos que cada sub-dupla € nao coplanar, assim cada base bi-ortogonal €

uma base para V31,

Teorema 4.2 Seja (cy, o, c3) uma tripla genérica de geodésicas complezas em H.,
entao os seis pardmetros bdsicos com os seis dngulos de transi¢ao definem uni-
camente a classe de congruéncia por PU (3,1) das triplas genéricas de geodésicas

complexas em HZ..

Demonstragao: Seja (cq, 2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em
H?, e G sua matriz de Gram canodnica (ver Definigdo 4.6). Pela construgdo da
matriz G vé-se que todas as entradas dessa matriz podem-se recuperar unicamente.
E a afirmagao segue da Proposicao 2.2. m

Entao temos 12 parametros que definem unicamente a classe de congruéncia
por PU (3, 1) das triplas genéricas de geodésicas complexas em HZ. Sabendo que a
dimensao do espago de modulos para triplas genéricas de geodésicas complexas em

H2. ¢ 9, procurarmos trés equagoes independentes que relacionam os 12 parametros.
Para isto, calcularemos trés menores principais de ordem 5
da matriz G dada no Teorema 4.1. Os menores associados &
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{P12, D21, 412, 921, p31}7{p237 P32, 423, 423, pls},{p:ﬂ y P13, 431, 413, p21} S20:

2 2

Dy = 1—d35—d?;—a3y+a3yd3y — adzsen?az — d2; cos? ag
+d%2d%3sen 201 + a%Qdig cos? ay

+a2ya25sen 2agsen 2az + ayd3; cos? ag cos? ag
+d§2d§3sen 209 cos? az + a§3d§2 cos? aosen 23
+2d%2a23d23 CoS (g oS aigsen agsen ag cos(2¢3)
—2a%2a23d23 cos aig cos aizsen agsen a3 cos(2¢3)
+2a%2a23d12d13 cos apsen agsen ag cos(p1 — g2 + ¢3)
—2a%2d12d13d23 COS (1 COS (g oS g cos(p1 — Y2 — ¥3)
—2d%2a12a23d135en aq cos agsen az cos(p1 — Y2 — P3)
72d%2a12d13d2356n ajsen ag cos az cos(p1 — w2 + p3)
+2a12a23d13sen g cos apsen ag cos(p1 — Y2 — ¥3)
+2a12d13d23sen aysen ag cos az cos(p1 — w2 + ©3)
—2a23d12d13 cos arsen apsen az cos(p1 — p2 + ¢3)

+2d12d13d23 cos a1 cos ag cos ag cos(p1 — 2 — ¥3)

Dy = 1—d3;—d3; —a3;+ a33d3; — alysen?ay — d?5cos? oy
+d25d3ssen2a3 + adqd2; cos? ag
+a%2aggsen 2agsenZag + a%zdggsen 20 cos? ag
+a§3d%2 cos? g cos? ag + d3, d§3 cos? asen 2ap
+2a%3a12d12 cos a1 €Os apsen agsen a2 cos(2p1 — 2¢2)
—2d§3a12d12 cos aq cos agsen oy sen g cos(2¢1 — 2¢2)
+2d§3a23d12d13 cos a1 sen agsen az cos(p1 — p2 + ¢3)
—2a§3d12d13d23 COS (1 €OS (g oS g cos(p1 — Y2 — ¥3)
—2d§3a12a23d135en aq cos agsen az cos(p1 — Y2 — P3)
72a§3a12d13d2356n aisen ag cos az cos(p1 — w2 + p3)
+2a12a23d13sen a1 cos agsen ag cos(p1 — Y2 — P3)
+2a12d13d23sen aysen ag cos az cos(p1 — w2 + ©3)
—2a23d12d13 cos a1sen aasen az cos(p1 — w2 + p3)

+2d12d13d23 cos a1 cos ag cos ag cos(p1 — 2 — ¥3)
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D3 = 1—a2;—d3y—d3;+a23d3; — d3;cos? an — aZzsenZay
+a%3d%2 cos? ay + d%Qdi‘senQal
+a%3d§3 cos? ag cos? as + a%3a%3sen 2apsen 2043
+a25d35 cos® azsen 2ag + di5d3; cos® agsen 2as
72a%3a23d23 cos (g €os agsen agsen az cos(2¢3)
+2d%3a23d23 cos a cos agsen agsen ag cos(2¢3)
+2a%3a23d12d13 cos apsen agsen ag cos(p1 — g2 + ¢3)
—2a%3d12d13d23 COS (1 €OS (g oS g cos(p1 — Y2 — ¥3)
—2d%3a13a23d125en ajsen ag cos ag cos(p1 — w2 + p3)
72d%3a13d12d2356n aq cos agsen az cos(p1 — Y2 — p3)
+2a13a23d125en agsen ag cos az cos(p1 — 2 + @3)
+2a13d12d23sen ag cos agsen az cos(p1 — Y2 — P3)
—2a23d12d13 cos arsen azsen az cos(p1 — Y2 + p3)

+2d12d13d23 cos a1 cos ag cos ag cos(p1 — 2 — ¥3)

Agora estamos pronto para construir o espaco de modulos para uma tripla
genérica de geodésicas complexas H..

Seja (c1, ¢2, ¢3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H2, e G = (g;5)
sua matriz de Gram canodnica associada a tripla (ci, 2, ¢c3). No que segue, vamos
assumir que G possui as entradas expressas em termos dos 6 parametros basicos e
os 6 angulos de transigao.

Denotemos por MY (3) o espago de configuragoes de triplas genéricas de geo-
désicas complexas em H., e seja [(c1,c2,c3)] € MY (3) o ponto representado por

(€1, €9, ¢3). Definimos o mapa:
T M9 (3) — R (4.7)

que associa a [(c1, ¢a, ¢3)] 0s 6 pardmetros basicos com os 6 dngulos de transicao.

Teorema 4.3 O espaco de configuragoes M9 (3) de triplas genéricas de ge-
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odésicas compleras em HZ € homeomorfo ao conjunto MY (3) de pontos em

(dy,dy, ds3, a1, as, as, a1, ag, s, 01, pa, p3) € R2 definidos pelas sequintes condigoes:

d,>1, i=12,3.
0<a;<1 i=1,23.

0<a; <

vl

i=1,2,3.

0<p <ZI i=123.

B

D;=0 i=12,3.

Demonstragao: Segue da parte "se" do Teorema 2.3 (condigoes do determinante)
e do Teorema 4.2 que o mapa 7 em (4.7) define um mapa 7: M9 (3) — M9 (3).
Primeiramente, mostrarmos que o mapa 7: M?9 (3) — MY (3) é sobrejetivo. Dado
(dy,ds, ds, a1, as,as, a1, e, sz, 1,92, 03) € MI(3), pelo Teorema 4.3, definimos
(G)ij em termos de os 6 parametros basicos com os 6 angulos de transi¢do, também
fixamos ¢;; = 1. Isto define G' completamente. E facil ver que G satisfaz todas as
condicoes da parte "somente se" do Teorema 2.3. Portanto, isto implica que G é a
matriz de Gram canonica para alguma configuracao polar de uma tripla genérica
de geodésicas complexas em HE. Isto prova que 7 é sobrejetiva.

Por outro lado, segue do Teorema 4.3 que o mapa 7 é injetiva. E claro que
7: M9 (3) — MY (3) ¢ um homeomorfismo uma vez que MY (3) seja munido com a

topologia induzida de R'?. m

Definigao 4.7 Chamaremos MY (3) o espago de mddulos para o espago de confi-

guracoes M9 (3) de triplas genéricas de geodésicas complexas em H..

4.2.1 Espaco de moédulos de triplas reais

Uma tripla (¢, ¢2, c3) de geodésicas complexas é chamada tripla real se existe um
subespago totalmente geodésico real de dimensao 3, que pode ser identificado com

]HI%, que intercepta as geodésicas complexas ¢;, ¢ = 1,2,3. Denotemos por o; tais
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intersecgdes. E obvio que o; é uma geodésica em H3. Assim formamos uma tripla
(01,09,03) de geodésicas em H3.

E facil ver que (01,04, 03) é real se, somente se, os angulos de transicdo o; = 0,
1=1,2,3.

Teorema 4.3 implica o seguinte resultado.

Teorema 4.4 Seja 0 = (01,09,03) uma tripla ordenada de geodésicas em H3.
Entao, a classe de congruéncia de o em relagio ao grupo de isometrias em H ¢é
determinado por seis pardmetros bdsicos (distancias e dngulos) e trés dngulos de

transicao oy, g, a3, sujeito as relagoes dadas por D; =0 com p; =0, 1 =1,2,3.

Isto é coerente com [10, Fenchel|, onde prova-se que o espago de configuragoes
de triplas de geodésicas reais ordenadas no espago hiperbolico real de dimensao 3
tem dimensao seis.

Fenchel trabalha na fronteira do espago H identificado com a esfera de Riemann
C e usa razoes cruzadas. O Teorema 4.4 descreve o espaco de médulos em questdo
usando parametros que sao intrinsecos de geometria hiperboélica sem passar para a

fronteira ideal.

4.3 Espaco de médulos de triplas especiais de geo-
désicas complexas em H.

Se (c1,c9,c3) € uma tripla especial de geodésicas complexas em HZ, entdo pelo
menos uma sub-dupla da tripla é coplanar. Assim as esferas polares neste caso

podem ter as seguintes configuragoes:

00 X
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A primeira configuragao corresponde ao caso em que s6 uma das sub-duplas da
tripla (c1, ¢, c3) seja coplanar (caso quase genérico). A segunda configuracao cor-
responde ao caso em que as trés geodésicas complexas (¢, ¢o, c3) sejam coplanares
(caso coplanar). A terceira configuragao corresponde ao caso em que as geodésicas
complexas (c1, ¢o, c3) sejam dois a dois coplanares (caso dois a dois coplanar).

No caso quase genérico podemos proceder do mesmo modo que foi construido
o espago de moédulos para uma tripla genérica, sendo que agora temos que algum
parametro basico é 1. Isto ¢, alguma distancia é zero ou algum angulo é zero.

Portanto, esta secao sera dividida em duas partes, na primeira estudaremos as

triplas coplanares e na segunda parte estudaremos as triplas dois a dois coplanares.

4.3.1 Triplas coplanares de geodésicas complexas

Dada uma tripla coplanar (ci, cg, ¢3) de geodésicas complexas em H., consideremos
as sub-duplas (c1,¢2), (c2,c3) e (¢1,¢3) obtidas a partir de (cq, ¢z, ¢3), para cada
sub-dupla consideremos seu respectivo conjunto bi-ortogonal (ver tabela 4.1). As

esferas polares no caso coplanar tem a seguinte configuragao:

onde x,y1, Y2, ys € {pij, ¢}, 0 ponto positivo x é o ponto polar do plano que
contém as trés geodésicas complexas e os pontos positivos y; sao os pontos polares
dos planos ortogonais & = contendo a geodésica ¢;. Assim, para cada tripla coplanar

de geodésicas complexas associamos quatro pontos positivos.

Definigao 4.8 Dada uma tripla coplanar (c¢1,c2,c3) de geodésicas complexas em

H?., o conjunto {z,y1,y2,ys} dado acima serd chamado de configuragao polar as-

sociada a tripla coplanar de geodésicas complezas em H..
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. L . 3 , . .

Uma tripla coplanar (ci, cs, ¢3) de geodésicas complexas em HZ sera dita tripla
nao ortogonal se as geodésicas complexas ¢; e ¢; ndo sdo ortogonais, isto é (w;, w;) #
0 para i # j, onde m(w;) = y;. Caso contrario (¢, ¢y, c3) serd chamada tripla

ortogonal.

4.3.1.1 Triplas coplanares nao ortogonais

Dada uma tripla coplanar nao ortogonal (¢, ¢, c3) de geodésicas complexas em
H?., pode-se escolher levantamentos v, wy,wy, w3 € C>! da configuragao polar
{z,y1,y2,y3} € m(V}) de tal forma que a matriz de Gram G associada a confi-

guracao polar seja:

v wy Wy w3
v 1 0 0 0
wy | 0 1 T19 713 (4.8)
wy | 0 7o 1 193
ws | 0 T3 Teze” 1

onde r;; >0 e 0 € (—m, 7.
A matriz de Gram G (ver matriz 4.8) sera denominada matriz de Gram candnica
) ~ £ 3
para uma tripla coplanar nao ortogonal de geodésicas complexas em H.
Definiremos agora outro invariante projetivo que ajudara encontrar a classe de

congruéncia para triplas coplanares nao ortogonais de geodésicas complexas em

HE.

Definigao 4.9 Sejam {y1,y2,ys} trés pontos positivos nao ortogonais dois a dois,

entdao A dado por:

A = A(y1, 12, y3) = arg((w1, wa) (we, ws) (ws,wy)), onde m(w;) = y;.

A serd chamado de invariante angular para {y1,ys, y3}.

Verifica-se que A estd bem definido ja que é independente da escolha dos le-
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vantamentos Y;, e que A ¢é invariante em relagdo & acdo diagonal de PU(3,1).
Consideraremos A € (—m, 7.
Diremos que uma tripla coplanar nao ortogonal de geodésicas complexas em H3.

é regular se a sua configuracao polar {x,y1, s, y3} € regular (ver Defini¢do 2.4).

Teorema 4.5 Seja (¢, o, c3) uma tripla coplanar nao ortogonal regular de geodé-
sicas complexas em HY., e seja {x,y1,va,y3} sua configuragao polar associada. Os
d-invariantes d(yi, y2), d(y1,y3), d(y2,y3) e o invariante angular Ay, ys,ys) defi-
nem unicamente a classe de congruéncia por PU (3,1) das triplas coplanares nao

ortogonais requlares de geodésicas complezas em H..

Demonstragao: Seja (c1,c2,c3) uma tripla coplanar nao ortogonal regular de

geodésicas complexas em H2, e G sua matriz de Gram canonica (ver matriz 4.8):

1 0 0 0

G _ 0 1 12 T13'
0 T12 1 7‘23619
0 T13 7“236_i9 1

Segue da defini¢ao do d-invariante que

d(yh 92) = 230932 = 7“32, d(yb y3) = g240942 = 7”%37 d(fU% y3) = g34943 = 7“%3

e segue da defini¢ao do invariante angular que

A(yla Y2, y3) = arg(gggg34g41) = arg(¢‘127’23€w7“13)~

As primeiras igualdades implicam que r;; = \/d(T,y]) Como (cq,c9,c3) € uma
tripla nao ortogonal, temos que A(y;,y2,y3) = 0. Assim, todas as entradas da
matriz de Gram canoénica G podem-se recuperar unicamente em termos dos d-
invariantes d(y1,v2), d(y1,y3), d(y2, y3) e o invariante angular A(y, s, y3). Como a

tripla é regular, a afirmacao segue da Proposicao 2.2. m
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Agora estamos pronto para construir o espago de médulos para triplas copla-
nares nao ortogonais regulares de geodésicas complexas em H..

Seja (c1, c2,c3) uma tripla coplanar nao ortogonal regular de geodésicas com-
plexas em H, e G = (g;;) sua matriz de Gram canonica associada. Aplicando as
formulas que aparecem no Teorema 4.5, podemos recuperar todas as entradas de
G em termos dos d-invariantes d(yi,y2), d(y1,ys), d(y2,ys3) e o invariante angular
A(y1,v2,y3). No que segue, vamos assumir que G possui as entradas expressas em
termos de d(y1,y2), d(y1,Y3), d(y2,y3) € Ay, yo, y3)-

Denotemos por Mg (3) o espago de configuragdes de triplas coplanares nao
ortogonais regulares de geodésicas complexas em H., e seja [(c1, o, c3)] € Mo (3)

o ponto representado por (c1, ¢z, ¢3). Definimos o mapa:
7 M (3) — R?, (4.9)

que associa a [(cq, ¢z, ¢3)] os invariantes d(y1,y2), d(y1,y3), d(y2,y3) € Ay, Y2, ys).

Teorema 4.6 O espaco de configuragoes My (3) de triplas coplanares nao ortogo-
nais requlares de geodésicas complezas em HP. é homeomorfo ao conjunto M (3)

de pontos em R* definidos pelas sequintes condicoes:
My (3) = {(r1,72,73,0) €ER* : 1, > 0, 0 € (=7, 7], 1—ri—r5—r3+2riror3c086 < 0}.

Demonstragao: Segue da parte "se"do Teorema 2.3 (condigoes do determinante)
e das férmulas que aparecem na demonstragao do Teorema 4.5 que o mapa 7 em
(4.9) define um mapa 7: M (3) — M (3) . Primeiramente, mostramos que o mapa
7: Mg (3) = M (3) é sobrejetivo. Dado (ry,r9,73,0) € Mg (3), usando as formulas
que aparecem na demonstracao do Teorema 4.5, definimos ga3, gos, g34 €m termos de
(r1,72,73,0), também fixamos g;; = 1. Isto define G completamente. E facil ver que
G satisfaz todas as condigoes da parte "somente se"do Teorema 2.3. Portanto, isto

implica que G é a matriz de Gram canonica para a configuracao polar de alguma
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tripla coplanar nao ortogonal regular de geodésicas complexas em HZ. Isto prova
que T é sobrejetiva.

Por outro lado, segue do Teorema 4.5 que o mapa 7 ¢ injetiva. E claro que
7: My (3) = My (3) ¢ um homeomorfismo uma vez que M (3) seja munido com a

topologia induzida de R*. m

Definigao 4.10 Chamaremos My (3) o espago de mddulos para o espago de confi-
guragoes My (3) de triplas coplanares nao ortogonais requlares de geodésicas com-

plezas em HE..

Observagao 4.3 A igualdade no Teorema 4.6 acontece se, e somente se, as geodé-
sicas complexas coplanares nao ortogonais (c1,co,c3) se interceptam em um ponto

p € H2, ou se ¢y, ¢, c3 possuem uma perpendicular comum.

De fato, a igualdade acontece se o det(G) = 0, entdo a configuragdo polar
{z,y1,y2,ys3} da tripla de geodésicas pertence & um plano projetivo, Isto é W =
spang{v, wy, we, w3} tem dimensao 3. Como a configuragdo polar é regular, temos

dois casos:

1. Se W é eliptico, entao neste caso, ¢y, co, c3 interceptam-se no ponto negativo

m(WH\{0}).

2. Se W é hiperbdlico, entao neste caso, ¢, ¢y, c3 sao ortogonais ao plano que

tem como ponto polar a m(W+\{0}).
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4.3.1.2 Triplas coplanares ortogonais

Dada uma tripla coplanar ortogonal (ci, ca, c3) de geodésicas complexas em H., va-
mos ter duas possibilidades, a primeira sera considerar que uma geodésica complexa
da tripla (cq, 2, c3) seja ortogonal a s6 uma das outras dois geodésicas complexas
(Caso A). A outra, sera considerar que uma geodésica complexa da tripla (c1, ¢z, ¢3)
seja ortogonal as outras duas geodésicas complexas (Caso B).

CASO A.- Suponhamos que ¢; e ¢z sejam ortogonais. Chamaremos a (¢y, ¢z, ¢3)
de tripla coplanar ortogonal do tipo Al de geodésicas complexas em H..

Sejam v, wy, wy, w3 € C* levantamentos de x, y1, y2,y3 € 7(V,), como estamos
supondo que c; e ¢y sao ortogonais entao temos que vy, Ly,. Pode-se escolher tais
levantamentos de tal forma que a matriz de Gram G associada a configuragao polar

seja a seguinte:

v |1 0 0 0
wy | 0 1 0 13 (4'1())
we | 0 0 1 T'93
wz | 0 riz 1oz 1

onde 73,793 > 0.

A matriz dada em (4.10) sera chamada matriz de Gram candnica para uma
tripla coplanar ortogonal do tipo Al de geodésicas complexas em HZ.

Neste caso nao pediremos que a tripla (¢, cg, ¢3) seja regular ja que esta propri-
edade é satisfeita de forma automatica. De fato, se (c1, ¢o, ¢3) ndo é regular implica
que sua configuragao polar {x,y;,ys,ys3} seja degenerada (ver Defini¢ao 2.5), as-
sim C;- esta contido em um subespaco paraboélico de dimensio complexa 3. Isto é

1, C9, 3 interceptam-se em um ponto isotrépico, o que contradiz o fato que ¢ Lco.

Teorema 4.7 Seja (cy, o, c3) uma tripla coplanar ortogonal do tipo Al de geodé-
sicas complexas em HZ., e seja {x,y1,y2,y3} sua configuragio polar associada. Os

d-invariantes d(y1,vys), d(ya,y3) definem unicamente a classe de congruéncia por
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PU (3,1) das triplas coplanares ortogonais do tipo Al de geodésicas complexas em

HE.

Demonstragao: Seja (cp,co,c3) uma tripla coplanar ortogonal do tipo Al de

geodésicas complexas em H, e G sua matriz de Gram canonica (ver matriz 4.10):

1 0 0 O
G = 0 1 0 13

0 0 1 T23

0 73 123 1

Segue da defini¢ao do d-invariante que
d(y1,y3) = gaagaz = 17, d(Y2,Y3) = g34043 = T3

As igualdades implicam que 113 = \/d(y1,y3) € 123 = \/d(y2,y3). Assim, todas as

entradas da matriz de Gram candnica G podem-se recuperar unicamente em termos
dos d-invariantes d(y1,ys), d(y2, y3). Como {x, y1, Y2, y3} € regular a afirmagao segue
da Proposicao 2.2. m

Agora estamos pronto para construir o espago de médulos para triplas copla-
nares ortogonais do tipo Al de geodésicas complexas em H..

Denotemos por Ma; (3) o espago de configuragdes de triplas coplanares orto-
gonais do tipo Al de geodésicas complexas em HZ, seja [(c1,c2,c3)] € Mag (3) o

ponto representado por (cy, ¢g, c3). Definimos o mapa:
T: My (3) — R?,

que associa a [(c1, ¢z, c3)] os invariantes d(y1,ys) € d(y2,y3)-
Seguindo o roteiro para a construcao do espaco de moédulos para o caso genérico

(ver Teorema 4.6) temos o seguinte corolario:
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Corolario 4.1 O espago de configuragoes May (3) de triplas coplanares ortogonais
do tipo Al de geodésicas complezas em H. é homeomorfo ao conjunto My, (3) de

pontos em R? definidos pelas sequintes condicoes:
MA1(3):{(T1,T2)€RQZri>O, 1—7‘%—7‘%§0}.

Definigao 4.11 Chamaremos Ma; (3) o espago de médulos para o espago de con-
figuragoes My (3) de triplas coplanares ortogonais do tipo Al de geodésicas com-

3
plexas em H..

Observagao 4.4 No Coroldrio 4.1 a igualdade acontece se, e somente se, as geo-

P . 3
désicas complexas coplanares ci,ca, cg se interceptam em um ponto p € H.

Analogamente, supondo que ¢ e c3 sejam ortogonais, chamaremos & (c1, ¢a, ¢3)
de tripla coplanar ortogonal do tipo A2 de geodésicas complexas em H..
E supondo que ¢ e ¢z sejam ortogonais, chamaremos, chamaremos a (c1, ¢z, ¢3) de
tripla coplanar ortogonal do tipo A3 de geodésicas complexas em H..
As matrizes de Gram canonicas para estes tipos de triplas de geodésicas complexas

sao dadas respectivamente por:

1 0 0 0 1 0 0 0
G _ 0 1 12 T13 o G _ 0 1 T12 0

0 o 1 0 0 rig 1 o3

0 73 0 1 0 0 7o 1
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Denotaremos por Mas (3) o espago de configuragoes de triplas coplanares orto-
gonais do tipo A2 de geodésicas complexas em H2, e por Mas(3) o espago de
configuragoes de triplas coplanares ortogonais do tipo A3 de geodésicas complexas
em 2.

Podemos construir o espago de modulos My (3) e Mo (3) da mesma forma

como foi feita a construgao de My, (3).e ter os seguintes corolarios:

Corolario 4.2 O espago de configuragcoes Mas (3) de triplas coplanares ortogonais
do tipo A2 de geodésicas complezas em H. é homeomorfo ao conjunto Mus (3) de

pontos em R? definidos pelas sequintes condigoes:
Mas (3) = {(r1,m2) €R*:7r; >0, 1—177—1r3 <0}.

Corolario 4.3 O espago de configuragoes Mas (3) de triplas coplanares ortogonais
do tipo A3 de geodésicas complexas em HZ. é homeomorfo ao conjunto Maz (3) de

pontos em R? definidos pelas sequintes condicoes:
Mas (3) = {(r1,m2) € R*:7r; >0, 1—77—r3 <0}

CASO B.- Suponhamos que ¢; Lcg e ¢; Leg. Chamaremos a (¢, ¢o, ¢3) de tripla
coplanar ortogonal do tipo Bl de geodésicas complexas em H..

Sejam v, wy, wy, w3 € C*! levantamentos da configuracao polar z,y;,ys, y3 €
m(Vy), como estamos supondo que ¢ Lcy e ¢ Leg entao temos que vy Lys e vy Lys.

Pode-se escolher tais levantamentos de tal forma que a matriz de Gram G associada
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a configuracao polar da tripla seja a seguinte:

v | 1 0 0 0
w0 1 0 0 (4.11)
wy | 0 0 1 ros
wsg | 0 0 793 1

onde 73 > 0.

A matriz dada em (4.11) serd chamada matriz de Gram canénica para uma
tripla coplanar ortogonal do tipo B1 de geodésicas complexas em H..

Neste caso nao pediremos que a tripla de geodésicas (¢, ¢o, ¢3) seja regular ja
que esta propriedade é satisfeita de forma automatica. De fato, se (c1, ¢z, ¢3) nao
é regular implica que sua configuragao polar {z,yi,ys,y3} seja degenerada (ver
Definigao 2.5), assim C;- esta contido em um subespaco parabélico de dimensao
complexa 3. Isto é ¢y, ¢9, c3 interceptam-se em um ponto isotrépico, o que contradiz

o fato que ¢; Lcy ou que ¢ Les.

Teorema 4.8 Seja (1, co,c3) uma tripla coplanar ortogonal do tipo Bl de geodé-
sicas complezas em H2., e seja {x,y1,vy2,y3} sua configura¢io polar associada. O
d-invariante d(y2,y3) define unicamente a classe de congruéncia por PU(3,1) das

triplas coplanares ortogonais do tipo B1 de geodésicas complexas em H..

Demonstragao: Seja (¢, ¢y, ¢3) uma tripla coplanar ortogonal do tipo Bl de

geodésicas complexas em H2, e G sua matriz de Gram canonica (ver matriz 4.11):

10 0 0

0 1 0 O
G =

0 0 1 723

0 0 T23 1
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Segue da defini¢ao do d-invariante que

d(Z/za ys) = 034943 = 7”53

Isto implica que rq3 = \/m . Assim, todas as entradas da matriz de Gram
candnica G podem-se recuperar unicamente a partir do d-invariante d(ys, y3). Como
{z,11,Y2,ys3} € regular a afirmagao segue da Proposi¢ao 2.2. =

Agora estamos pronto para construir o espaco de moédulos para triplas copla-
nares ortogonais do tipo B1 de geodésicas complexas em HZ.

Denotemos por Mg (3) o espago de configuragoes de triplas coplanares orto-
gonais do tipo B1 de geodésicas complexas em HZ, seja [(c1,ca,c3)] € Ma1 (3) o

ponto representado por (¢, ¢z, c3). Definimos o mapa:
7: Mp1 (3) — R,

que associa a [(c1, ¢z, ¢3)] os invariantes d(ys,y3).
Seguindo o roteiro para a construgao do espaco de moédulos para o caso genérico

(ver Teorema 4.6) temos o seguinte corolario:

Corolario 4.4 O espago de configuragoes Mgy (3) de triplas coplanares ortogonais
do tipo Bl de geodésicas complezas em H. é homeomorfo ao conjunto Mg, (3) de

pontos em R definido por:
MBl(3):{T6RZT>1}.

Definigao 4.12 Chamaremos Mg (3) o espago de mddulos para o espago de con-
figuragoes Mg, (3) de triplas coplanares ortogonais do tipo Bl de geodésicas com-

plezas em HE..
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Analogamente, supondo que ¢ L¢y e ¢y leg, chamaremos a (cq, ¢z, ¢3) de tripla

coplanar ortogonal do tipo B2 de geodésicas complexas em H?.

E supondo que ¢3_Le; e ez Leg, chamaremos a (cq, ¢z, ¢3) de tripla coplanar ortogonal

do tipo B3 de geodésicas complexas em H..

As matrices de Gram candnicas para estes tipos de triplas de geodésicas complexas

sao dadas respectivamente por:

1 0 0 0 1 0 0 0

o 1 0 r o 1 ~r 0
G — 13 o G — 12

0 0 1 0 0 T12 1 0

0 rn3 0 1 0 O 0 1

Assim como foi construido o espa¢o de modulos Mg, (3) pode-se construir da

mesma forma os estagdes de modulos Mp; (3) e Mg, (3) e mostrar que:

MB2(3):MB3(3):{T€RIT>1}.

4.3.2 Triplas dois a dois coplanares de geodésicas complexas

Dada uma tripla dois a dois coplanar (ci, ¢y, c3) de geodésicas complexas em HZ,
consideremos as sub-duplas (c1, ¢2), (c2,¢3) e (c1, c3) obtidas a partir de (¢, ¢o, c3),
para cada sub-dupla consideremos seu respectivo conjunto bi-ortogonal (ver tabela

4.1). As esferas polares no caso dois a dois coplanar tem a seguinte configuragao:
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Observagao 4.5 Sabe-se que dois pontos no espago projetivo definem unicamente

uma linha projetiva compleza, assim dos quatro pontos em cada esfera polar i sé
i

i -

precisamos de dois pontos para recuperar c

Na figura (4.3.2) 1, 22,73 € {pij, ¢i;}, s@0 pontos polares dos plano que con-
I

tém cada sub-dupla (cy,cs), (c2,c3) e (c1,c¢3), portanto cada plano x;- contém as
geodésicas ¢; e ¢;41 (mod3). Assim, pela observagdo dada acima temos que para
cada tripla dois & dois coplanar de geodésicas complexas associamos trés pontos

positivos x1, To, T3.

Definigao 4.13 Dada uma tripla dois a dois coplanar (c1,cq,c3) de geodésicas
complexas em H2., o conjunto {x1, x9, 3} dado acima serd chamado de configuragio

polar associada a tripla dois a dois coplanar de geodésicas complezas em H..

Uma tripla dois a dois coplanar (cy, c9, c3) de geodésicas complexas em H. seré
dita tripla nao ortogonal se as geodésicas complexas ¢; € ¢; nao sao ortogonais, isto
é (v;,v;) # 0 para i # j, onde 7(v;) = x;. Caso contrario (¢, 2, c3) serd chamada

tripla ortogonal.

4.3.2.1 Triplas dois a dois coplanares nao ortogonais

Dada uma tripla dois & dois coplanar néo ortogonal (cy, ¢s, ¢3) de geodésicas comple-
xas em HZ, pode-se escolher levantamentos vy, vq,v3 € C*! da configuragao polar

{1, 29,23} € m(V,) de tal forma que a matriz de Gram G associada & configuracao



TRIPLAS DE GEODESICAS COMPLEXAS EM H2 81

polar seja:
U1 (%) U3
U1 1 r12 ri3
' (4.12)
vy | T2 1 rozet?

U3 T13 7“236_16 1

onde 0 <r;; <1 e e (—mml.

A matriz de Gram G (ver matriz 4.12) sera denominada matriz de Gram cand-
nica para uma tripla dois & dois coplanar nao ortogonal de geodésicas complexas
em 2.

E facil ver que o conjunto dos levantamentos da configuracio polar de uma
tripla dois a dois coplanar nao ortogonal de geodésicas complexas é linearmente

independente, caso contrario ¢; = ¢o = 3.

Teorema 4.9 Seja (cq,cq,c3) uma tripla dois a dois coplanar nao ortogonal de
geodésicas complezas em H2, e seja {x1, 29,13} sua configuragdo polar associada.
Os d-invariantes d(xy,xs2),d(x1, x3),d(z2,x3) € o invariante angular A(xy,xs, T3)
definem unicamente a classe de congruéncia por PU (3,1) das triplas dois d dois

coplanares nao ortogonais de geodésicas complexas em H..

Demonstragao: Seja (¢, ¢o, ¢3) uma tripla dois & dois coplanar nao ortogonal de

geodésicas complexas em H3., e G sua matriz de Gram canonica (ver matriz 4.12):

1 12 13
G = 12 1 7"23619
T13 7‘236_1‘9 1

Segue da defini¢ao do d-invariante que

d($17 $2) = g12921 = T%Qa d(fﬂl, 953) = 013931 = 7“%3, d($2>$3) = §23032 = 7“33
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e segue da definicao do invariante angular que

A(Jfb T2, 1’3) = arg(g12g23g31) = al"g(7’127“23€i97”13)-

As primeiras igualdades implicam que r;; = \/d(T,xj) Como (cq,¢9,c3) € uma
tripla nao ortogonal, temos que A(zq,x2,23) = 0. Assim, todas as entradas da
matriz de Gram canoénica G podem-se recuperar unicamente em termos dos d-
invariantes d(xq, x2), d(z1, x3), d(z2, r3) e o invariante angular A(xq, z9, x3). Como
o conjunto dos levantamentos da configuracao polar sao linearmente independentes
a afirmacao segue da Proposicao 2.1. m

Agora estamos pronto para construir o espaco de moédulos para uma tripla dois
a dois coplanar nao ortogonal de geodésicas complexas em H..

Seja (c1, ¢2,c3) uma tripla dois & dois coplanar nao ortogonal de geodésicas
complexas em H2, e G = (g;;) sua matriz de Gram canodnica associada (ver matriz
4.12). Aplicando as formulas que aparecem no Teorema 4.9, podemos recuperar
todas as entradas de G em termos dos d-invariantes d(xy, z2), d(z1, x3), d(x2,3) €
o invariante angular A(x,x9,23). No que segue, vamos assumir que G possui as
entradas expressas em termos de d(z1,x2), d(x1, z3), d(z2, x3) ¢ A(xy, z9, x3).

Denotemos por M (3) o espago de configuragoes de triplas dois a dois copla-
nares nao ortogonais de geodésicas complexas em HZ, e seja [(c1, ca, c3)] € M (3)

o ponto representado por (cl, Co, 03). Definimos o mapa:
T ME(3) — RY, (4.13)

que associa a [(¢1, ¢2, ¢3)] 0s invariantes d(xy, x2), d(z1, x3), d(z2, x3) € A(xy, T2, x3).

Teorema 4.10 O espago de configuragoes M (3) de triplas dois a dois coplanares

nao ortogonais de geodésicas complexas em H3. é homeomorfo ao conjunto M (3)
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de pontos em R* definidos pelas sequintes condicoes:
M (3) = {(r1,79,75,0) eR*: 0 <1y < 1, 0 €(—m,7]}.

Demonstracao: Segue das féormulas que aparecem na demonstragao do Teo-
rema 4.9 que o mapa 7 em (4.13) define um mapa 7: M (3) — M (3). Pri-
meiramente, mostramos que o mapa 7: M{° (3) — M (3) é sobrejetivo. Dado
(r1,79,73,0) € M (3), usando as formulas que aparecem na demonstragao do Teo-
rema 4.9, definimos g2, ¢13, g23 em termos de (r1, 72,73, 60), também fixamos g; = 1.
Isto define G' completamente. Portanto, isto implica que G é a matriz de Gram
canodnica para a configuragao polar de alguma tripla dois & dois coplanar nao orto-
gonal de geodésicas complexas em H. Isto prova que T ¢ sobrejetiva.

Por outro lado, segue do Teorema 4.9 que o mapa 7 é injetiva. E claro que
7: M5 (3) = M (3) ¢ um homeomorfismo uma vez que M (3) seja munido com

a topologia induzida de R*. m

Definicao 4.14 Chamaremos M (3) o espago de mddulos para o espago de con-
figuragoes M (3) de triplas dois a dois coplanares nao ortogonais de geodésicas

complexas em HE..

Observagao 4.6 Seja (c1, ¢2,c3) uma tripla dois a dois coplanar nao ortogonal de
geodésicas complezas em H., e seja {x1,z2, 3} sua configuragao polar associada.
Se (r1,re,1r3,0) € M (3) € a representagdo de (cy,ca,c3) no espago de mddulos,

entao:
1. ¢y, ¢, c3 sao ultraparalelas se 1 —r? —r3 — r2 + 2ryrorgcos 6 < 0.
2. c1, ¢y, c3 S0 concorrentes se 1 —1? —r2 —r2 4+ 2ryrorgcosd > 0.

3. ¢1, 9, c5 SGo assintoticas se 1 —r? —r2 — r2 4+ 2r;rorscosd = 0.
) ) 1 2 3
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De fato, o det(G) = 1—7r? —r3 —r3+2r 7973 cos f e pelas condigoes de assinatura
de G temos que o det(G) < 0 se W = spang{vi, va,v3} € hiperbolico, det(G) > 0
se W é eliptico e det(G) = 0 se W ¢é parabolico.

4.3.2.2 Triplas dois a dois coplanares ortogonais

Dada uma tripla dois a dois coplanar ortogonal (ci, ¢, c3) de geodésicas comple-
xas em HY, pode-se escolher levantamentos vy, vs,v3 € C*! da configuragao polar
{1, 29,23} € (V) de tal forma que a matriz de Gram G associada & configuragao

polar seja:

U1 V2 U3

vp | 1 72 73

(4.14)

V2 | T12 1 T23

v3 | T3 Teg 1

onde 0 <r;; <1 e 0 € (—m,n], tal que pelo menos um r;; = 0.

A matriz de Gram G (ver matriz 4.14) sera denominada matriz de Gram cand-
nica para uma tripla dois & dois coplanar ortogonal de geodésicas complexas em
HE.

Como foi visto antes, o conjunto dos levantamentos da configuragao polar de
uma tripla dois & dois coplanar ortogonal de geodésicas complexas é linearmente
independente.

Denotemos por M$° (3) o espago de configuragoes de triplas dois a dois copla-
nares ortogonais de geodésicas complexas em HZ,

Seguindo o roteiro das demonstragoes dos Teoremas 4.9 e 4.10 temos os seguintes

resultados:
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Teorema 4.11 Seja (¢, c2,c3) uma tripla dois a dois coplanar ortogonal de ge-
odésicas complezas em HE., e seja {x1, 9,13} sua configuragao polar associada.
Os d-invariantes d(z1, x2), d(x1, x3), d(x2, x3) definem unicamente a classe de con-
gruéncia por PU (3,1) das triplas dois d dois coplanares ortogonais de geodésicas

complexas em HZ..

Teorema 4.12 O espago de configuragoes MS® (3) de triplas dois a dois coplanares
nao ortogonais de geodésicas complexas em H. é homeomorfo ao conjunto MSC (3)

de pontos em R? definidos pelas sequintes condicoes:
M (3) = {(r1,79,73) ER*: 0 <7; < 1, pelo menos um r; = 0}.

Definigao 4.15 Chamaremos M5 (3) o espago de mddulos para o espago de con-
figuragoes MSC (3) de triplas dois a dois coplanares ortogonais de geodésicas com-

plexas em HZ..

Observagao 4.7 Seja (c1,ca,c3) uma tripla dois a dois coplanar ortogonal de ge-
odésicas compleras em H2., e seja {x1, x9, 3} sua configuragdo polar associada. Se
(r1,7re,r3) € M (3) € a representagao de (cy,ca,c3) no espago de mddulos, entao,

c1,C,C3 sGo concorrentes e 1 —r? —r2 —r2 > 0, onde pelo menos um r; = 0.

De fato, o det(G) = 1 —r} — r2 —r3 + 2ryryr3, mas como pelo menos um r; = 0,
temos que det(G) =1 —r? — r2 — r2. Por outro lado, pelo menos duas geodésicas
s@o ortogonais, isto implica que ¢y, ¢o, c3 sdo concorrentes e o det(G) > 0 ja que

W = spanc{vy, va,v3} € eliptico.
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