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Abstract

In this paper we study the p-Laplacian problem

—div(|VulP=2Vu) = f(x,u) inQ,
u = 0, on 0Q).

where 1 < p < co and QO C RV is a bounded domain. By applying variational and
topological methods, we prove existence and multiplicity of solutions under various hy-
potheses.

key words: p-Laplacian, Duality mapping, degree theory of Leray-Schauder, variati-
onal methods, Mountain Pass theorem.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é obter resultados de existéncia para problemas de Dirichlet

—Apu = f(x,u) emQ,
{ ulpn = 0. @)

Aqui Apu = aix,» <|Vu|P_2%>, 1 < p < o é0 p-Laplaciano, Q) um abertoem RN e f: Q x
R — R é uma funcado de Carathéodory que satisfaz algumas condi¢des de crescimento.

Nossa abordagem apresenta o operador —A, como uma aplicagdo dual entre W& Q)
e seu dual W= (QQ), % + % = 1, correspondente a funcdo de normalizagéo ¢(t) = tP~1.
Esta ideia vém do livro de Lions [19] e tem-se mostrado muito frutifera.

Assim, a primeira secdo do Capitulo 1 deste trabalho apresenta resultados abstratos
sobre a aplicacdo dual, enunciando e aplicando um resultado fundamental devido a F.
Browder; em seguida, sua segunda se¢do apresenta resultados bdsicos sobre os espagos
WLP(Q) e WP (Q)).

Muitos desses resultados estdo relacionados com propriedades que serdo revisados no
Apéndice dessa dissertacdo: a teoria basica de funcionais diferencidveis, da Andlise Fun-
cional e de espacos de Sobolev, o grau de Leray-Schauder, a subdiferencial e o operador
de Nemytskii.

As propriedades do operador de Nemytskii (Nyu)(x) = f(x,u(x)), gerado pela fun-
¢do de Carathéodory f serdo fundamentais no desenvolvimento do Capitulo 2 desta dis-
sertacao.

Nele apresentaremos métodos fundamentais da teoria de equagdes diferenciais parci-
ais elipticas ndo-lineares, sempre adequando as hip6teses assumidas no problema (1) a
aplicabilidade da técnica apresentada: A) o método topoldgico de Leray-Schauder (sob a
forma de estimativa a priori, uniformemente em relagdo a A € [0, 1], do conjunto de solu-
¢Oes da equagdo u = /\(—Ap)_leu com (—Ap)_le : Wé’p(ﬂ) — Wé’p(ﬂ) compacto);
B) Em seguida, ilustraremos o método de minimizagao direta; C) Esse sera seguido pela
apresentacdo do conhecido Teorema do passo da montanha, de Ambrosetti e Rabinowitz.
Mostraremos, por meio de um exemplo, a necessidade da condi¢do de Palais-Smale na
formulacdo deste resultado e, utilizando a caracterizagdo variacional do primeiro auto-

valor de —A, sobre Wé’p (Q)), mostraremos a existéncia de duas solugdes (uma positiva,
outra negativa) para o problema (1) sob hip6teses adequadas; D) Finalmente, utilizare-
mos uma versdo do Teorema do passo da montanha para obter multiplas solu¢des do
problema (1)).

Em resumo, essa dissertacdo apresenta uma variedade de técnicas importantes no es-
tudo de problemas envolvendo o operador p-Laplaciano. Sua principal referéncia é o ar-
tigo de G. Dinca, P. Jebelean e J. Mawhin [12]. Completamos a apresentagdo deste artigo
utilizando uma série de referéncias auxiliares que fornecem, sejam pré-requisitos para a
leitura de [12], sejam resultados complementares.
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Capitulo 1

O p-Laplaciano como aplicag¢ao dual

Neste capitulo interpretaremos o operador —A;,, 1 < p < oo, como uma aplicacdo
dual, isto &, o veremos como uma aplicagao J, : W&’p(Q) — W L(Q), % + % =1,
correspondente a funcao de normalizagdo ¢(t) = tP~1.

Esta interpretacdo, originada no conhecido livro de Lions [19], tem a vantagem de
permitir aplicar os resultados gerais validos para a aplicacdo dual no caso particular do
p-Laplaciano. Por exemplo, a sobrejetividade da aplicagdo dual (que é consequéncia de
um resultado bem conhecido de Browder - veja, por exemplo [7]), garante a existéncia de

u e Wé’p(ﬂ) tal que —Apyu = f,se f € W-LF'(Q)). Em outras palavras, se f € W=7 (Q)
for dado, estamos definindo a solucdo u € Wé ?(Q) no sentido de W= (Q) do problema

de Dirichlet
{ —Apu=f emQ,
ulan = 0.
A maioria dos conceitos usados neste trabalho podem ser encontrados no apéndice.
Para a conveniéncia do leitor, apresentaremos resultados e defini¢cdes bésicas relativas
a aplicagdo dual. Algumas das demonstrag¢des serdo omitidas, mas aquelas mais direta-
mente relacionadas com o nosso trabalho serdo apresentadas.

1.1 Resultados abstratos sobre a aplicacao dual

Na sequéncia, X sempre denotard um espaco de Banach real, X* representa seu dual e
(-,-) é aaplicacdo de dualidade entre X* e X. A norma nos espacos X e X* serd represen-
tada pelo mesmo simbolo || - ||. Denotaremos por P(Y) o conjunto das partes do conjunto
Y.

Consideremos uma aplicagdo A: X — P(X*) que associa a cada elemento x € X um
subconjunto Ax € P(X*). Definimos o dominio D(A) de A por

D(A)={xeX : Ax £}

e a imagem de A, R(A) por
R(A) = (] Ax
x€D(A)

Defini¢do 1.1. A aplicacio A: D(A) — R(A) é monétona se

(x] —x3,x1 —x2) >0 Vxi,x€ D(A), x] € Axy, x5 € Axo.
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Exemplo 1.2. Sejam H um espago de Hilbert e (-, -) o produto interno em H. Entio, identificando

‘H com seu dual por meio do Teorema de Representagio de Riesz, ao considerarmos A: H — H*

definida por A(x)(-) = (x,-), isto é, A(x)(y) = (x,y), temos que A é uma aplicagio monétona.
De fato, dados x,y € H, entdo A(y — x)(-) = (y — x, -), de modo que

Aly—x)(y—x) =y—xy—x) = |y—x|>>0. 4

Exemplo 1.3. Sejam X um espaco de Banach e f: X — R uma fungio convexa e Giteaux
diferencidvel (ver Apéndice. Entdo a aplicagiio x — f(.(x) é mondtona. De fato,se 0 < t < 1,
entio

flrttly—2) = fx) o A=Df(x) + ) - f()

t t

= f(y) = f(x).

Dat decorre que (f5(x),y — x) < f(y) — f(x) para quaisquer x,y € X. Assim, se x* = fL(x)
ey* = fL(y), entio
(Cy—x)<fly) —fx) e =W y—x)="x—y) < flx) = fy)

Somando essas duas desigualdades, obtemos (x* —y*,y — x) < Oe, portanto, (x* —y*,x —y) >

0. <
Definicao 1.4. Uma fungio continua ¢: [0,00) — [0, 00) é uma fungdo de normalizagdo, se
@ for estritamente crescente, p(0) = 0e lim ¢(r) = oo,

r—00

Definicao 1.5. Uma aplicacdo de dualidade correspondente a fungio de normalizacio ¢ é a
aplicagio [,: X — P(X*) definida por

Jox ={x" € X* : (x%,x) = o([lxDllxl, || = o(lIx[])}-
Lema1.6. D(J,) = X.

Demonstragdo. Vamos mostrar que para cada x € X, [,x # @.

Se x = 0, entdo para todo x* € J,0 temos ||x*|| = ¢(||x||) = ¢(0) = 0. Assim x* =0 ¢
0 tnico elemento de J,0.

Para x # 0 fixo, consideremos o subespaco de X gerado por x

Rx={yeX:y=Ax, A € R}
e o funcional f : Rx — R definido por:
fAx) = Ag(llx[Dlx]l-

Claramente f ¢é linear. Como

IfIl = sup [f(Ax)| = sup [Ag(llx)]lx]l| = sup [o([x])IAx]l] = @(llx]),
Jaxl=1 Jaxl=1 (=1

concluimos que || f|| = ¢(||x]|), mostrando a continuidade de f.
Aplicando o Teorema de Hahn-Banach, existe x* € X* tal que x*|, = fe [[x*]| =
1fll = @(]lx||). Assim x* € Jyx e portanto Jyx # @.



Note que, para cada x € X, ndo podemos garantir unicidade de x* € J,x. (O Teorema
de Hahn-Banach ndo garante unicidade.)

Algumas das principais propriedades da aplicagdo dual estdo expressas no préoximo
resultado.

Teorema 1.7. Se ¢ for uma fungio de normalizagdo entdo:
(i) paracada x € X, Jox é um subconjunto limitado, fechado e convexo em X*;

(i) ], é mondtona, isto é,

(xi = 23,5 = x2) = (@(lall) = @(lxl) (Ial - lxl) =0 @1

para cada x1,xp € X e X7 € JoX1, X5 € JpX2;

B4l

(iii) para cada x € X, seja p(x) = / @(t)dt. Entio J,x = op(x), em que o9 : X — P(X*)
0

é a subdiferencial de 1:

oP(x) = {x* e X" :y(y) —yp(x) > (x*,y —x) paratodoy € X}

Demonstragio. Claramente J,x é limitado pois, se x* € J,x, entdo ||x*|| = ¢(||x||). Supo-
nhamos que, para (x;;) C J,x, tenhamos x;, — y* em X*. Como ||x;|| = ¢(]|x||) para todo
n, temos
* _ . * _ . _
(y",x) = lim (x, x) = lim ([[x[))][x[} = @(llx[])[|x[]

A continuidade da norma garante que
ly*ll = Tim {lx, [ = @(llx[}),
0 que mostra que y* € J,x. Sejam x7, x5 € Jox e A € [0,1]. Entao
(Axg + (1= A)xz, x) = (Axg, x) + (1 = A)xg, %)
= A, x) + (1= 2) (23, x)

= A@(llx[D1xll + (1 = A) (]| ]
= (=[xl

Assim,

* « X * *
o(llx]) = <Ax1 +(1-— )\)xz,—”x||> < H51H1p (Ax] 4+ (1= A)x3,y)
yl|=1

= [[Ax7 + (1= A)x3
< [JAxg ] + 10 = A)xa || = Ap(llx[]) + (1 = A)e(l|x[])
= o([lx[])

Portanto [|[Ax] + (1 —A)x5|| = @(||x||) e assim Ax] + (1 — A)x; € Jyx paratodo A € [0,1].
A prova de (i) estd completa.



Para mostrar (ii), considere x1,x € X e x] € JoX1, X5 € Jox2. Entéo

(x] — x5, x1 — x2) = (x],x1) — (¥7, x2) — (%3, x1) + (x5, x2)
= @(||xq )21l = (x7, x2) = (x5, x1) + @(||x2]]) || 2x2]]-

Parai # j, | (xf,x;) | < ||x}| [|x]l, de modo que — (x}, x;) > —||xf| ||x;]| e assim

(xf = x3,%1 — x2) > (=) lxll = Il 2l = 3l + @(lx2l) 2
— p(llx i1l = o(la ) lxzll = pCllx ) llxall + @12 x2l
= (=l (=1l = 2ll) = @Cleall) (] = 120
= (p(llxl) = @(llxall)) (]l = I1l).

Se |[x1| = [|x]| entdo (x} — x3,x —x2) = 0. Se x| # ||l entdo x| > ] ou

|x1]] < [|x2]|- Em qualquer dos casos, ambos os parénteses tém o mesmo sinal (pois ¢ é
estritamente crescente). Assim,

(x] —x3,x1 —x2) >0,

provando (ii).
Agora mostraremos que todo x* € J,x estd em 9p(x). Suponhamos inicialmente que
el < {lyll-

t
Seja F : [0,00) — [0, 00) definida por F(t) /go T)dt. Entdo ¢(x) = F(||x]|). Decorre
0

da aplicagdo do Teorema do Valor Médio que

Y() —¢(x) = E(lyl) = E(lxl) = F @ Uyl = [1x1) = @ (Iyll = lIx[l), — (1.2)

em que ¢ € (||x||, |ly|). Como ¢ é estritamente crescente,

P(y) = () = @UlxD Uyl = Ixll) = Nyl = [ ]
= [l [yl = (% x)
> (x%y) — (¢, x) = (&, y —x)

mostrando que P(y) — P(x) > (x*,y —x). Se tivermos ||x|| = ||y||, aplicando a
y = (1+ €)x e tomando o limite quando ¢ — 07, também temos o resultado. O caso
lyll < ||x|| é semelhanteﬂ Portanto, provamos que ]q,x C oY(x).

Para mostrar a inclusdo contréria, consideremos x* € 9¢(x). Primeiro mostraremos
que (x*,x) = ||x*||||x||; depois mostraremos que ¢(||x||) = ||x*|.

Uma vez que | (x*,x)| < |[x*||||x]|, para concluirmos que (x*,x) = ||x*||||x]||, basta
mostrarmos que ||x*[|||x]| < (x*, x). Se tivermos ||x|| = ||y||, como

= F(llyl) = E(llxl) = 9(y) —9(x) = {x",y —x) = (x",y) — (x7, %),

concluimos que

(Fy) < (Fx), (lxd =yl (1.3)
fp(x) = ¢(y) = @) Uxll = llyl) < UxDlx]l = llylD = (& 2) = llx*[lllyll < (x*x) = (x*y) =

(x*,x — y). O resultado é obtido ao se multiplicar a desigualdade por —1.




Dai decorre queE|

27l = sup [(x%, )| < sup [{x",x)| = (27, x). (1.4)
lyll=1 lylI=1
Agora vamos mostrar que ¢(||x||) = ||x*].

Para isso, consideremos inicialmente o caso x = 0. Para y € X considere t > 0. Entdo
(", ty) = (x7, by = 0) < p(ty) — p(0) = F(O+ty[) — F(0).
Trocando y por —y, concluimos que |(x*, ty)| < F(0+ t||y||) — F(0). Assim,

F(0+t) — F(0)
t .

lx*] = sup [(x%,y)] <
lyl=1
Portanto
F(0+t)—F(0)
t
e nossa afirmacéo estd provado no caso x = 0.
Se x # 0, considere y = ﬁ com t > 0. Entdo, decorre de (1.4) que

= F(0) = p(0) =0

[x*]] < lim
t—0

E() — F(|lx])) = 9(y) — ()
> (x'y - x) = <x*,<t— ||x||>ﬁ>

=15l (' 57 )

= (=[x lI="1]-

Considerando os casos t > ||x|| e t < ||x||, concluimos que temos

Hx*H < F(t)—F(HXH)
B Bl

< [|a]-
O resultado decorre ao tomarmos o limite com f tendendo a ||x||, pois F'(||x]|) = ¢(||x]|)-
Mostramos assim que ¢(||x||) = ||x*|| e concluimos a demonstragdo de (iii).

Teorema 1.8. Seja f : X — R uma fungdo convexa, Gateaux diferencidvel em x € X. Entdo
df (x) tem um sé elemento, a saber, x* = f'(x).

Demonstragio. Sejam x,y € X et € (0,1]. Como f é convexa temos que
flattly —x)) = fty + (1 = 1)x) < tf(y) + (1 =) f(x) = t(f{y) = f(x)) + f(x).
Logo,
f(x+ t(y _tx)) —f(X) < f(}/) —f(x).

Como f é Gateaux diferencidvel, decorre que

),y —x) = lim T =) 2S00 gy e,

t—0 t

ZNote que (x*, x) > 0 como consequéncia da definicio da subdiferencial, ao tomarmos y = 0.
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mostrando que f'(x) € of(x).
Agora seja x* € df(x). Entdo paracaday € Xet >0,

flatty) = f(x) 2 (5 x iy —x) = (0 ty) = H(x7y),

de modo que

<f/ y>_hmf(x+tyt)_f(X)Z<x*/y>/

t—0

de onde decorre que (f'(x) — x*,y) > 0.
Analogamente, se t < 0, obtemos (f'(x) — x*,y) <0
Concluimos que
(f'(x) —x%,y) =0, paratodoy € X,

o que mostra que f/(x) = x*. |

O Teorema [1.8/sera repetidamente utilizado na sequéncia deste trabalho.
A geometria do espaco X (ou X*) fornece novas propriedades da aplicagdo dual. E
por isso que relembramos as seguintes defini¢des: (ver por exemplo Diestel [11]])

Definic¢ao 1.9. O espago normado X é

(@) uniformemente convexo se, para cada e € (0,2], existe 6(e) > 0 tal que se ||x|| = |ly|| =
Le|x —yll = eentdo |lx +y| <2(1—06(¢));

(b) localmente uniformemente convexo se, de ||x|| = ||x,|| = 1 e ||x, + x|| — 2 quando
n — oo, resulta que x,, — x (fortemente em X);

(c) estritamente convexo se, para cada x,y € X com ||x|| = [|y|| =1, x #yeA € (0,1),
temos ||Ax 4+ (1 — A)y|| < 1.

Exemplo 1.10. Seja H um espaco com produto interno (-,-) : H x H — R. E fdcil ver que vale
a identidade do paralelogramo

u+ol? 2

2

u—"v
2

1 1
= EHMHZ + EHUHZ, Yu,ove H.

Decorre da identidade do paralelogramo que H é uniformemente convexo. De fato, se ||u|| =
o] =1,e > 0e||lu—v| > ¢ entio

2 2 2
u-+o u—o €
=1-— <1-—=
2 - 4
e portanto
2\ 2
uro <1-6, emaque (5:1—<1—%) . 4

Teorema 1.11. Seja X um espago de Banach. As segquintes implicacdes sio vdlidas:

X uniformemente convexo = X localmente uniformemente convexo = X estritamente convexo.



Para a demonstracdo deste resultado, veja Diestel [11].
O préximo resultado é muito importante. Sua demonstragdo pode ser encontrado, por
exemplo, em Botelho, Pellegrino e Teixeira [5].

Teorema 1.12 (Pettis-Milman). Se o espaco de Banach X for uniformemente convexo entio X é
reflexivo.

De agora em diante, ¢ serd uma funcdo de normalizagdo.

Lema 1.13. Se o espaco de Banach X for estritamente convexo entdo, para cada x* € X* \ {0},
existe no maximo um elemento x € X, com ||x|| = 1, tal que (x*,x) = ||x*||.

Demonstragio. Suponhamos que existam dois pontos distintos, x; e x,. Uma vez que X é
estritamente convexo, se 0 < A < 1, entdo

||| = A {x™, x1) + (1 —A) (&%, x2) = (2%, Axy + (1 — A)xp)
<l JAxg + (1= A)xa| < [[x*],

0 que é uma contradigéo. |
Proposicao 1.14.
(i) Se o espago de Banach X for estritamente convexo, entdo |, é estritamente mondtona:
(x] —x3,%1 —x2) >0
para todos x1,xp € X, x1 # X2 € X] € JpX1, X3 € [pX2.
Em particular, [,x1 N Jpx2 = @ se x1 # x2.
(ii) Se X* for estritamente convexo, entdo card(Jyx) = 1 para todo x € X.

Demonstragdo. Suponhamos que existam x1,x2 € X e x] € JoX1, X5 € JpX2, com X1 # X2,
satisfazendo
(x] — x3, 31— x2) = 0. (15)

Como
0= (xi —=x3,m1 = %) = (p(|x1]) = e(xl)) (Ix] = x]) = 0,
concluimos que ||x1|| = ||x2||. Como x1 # x3 e ||x1|| = ||x2||, concluimos que x; # O,

X2 75 0.
Logo, dividindo a equacgéo (1.5) por ||x1]| = ||x2]|, obtemos

X1 X2
0={(x7—x; ———>
<1 all - e

= ol = (xi, 720 )] + [t = (5

e, como decorre da desigualdade (1.3) que ambos os colchetes ndo sdo negativosﬂ temos

ES *k x
11l = p(llxl) = <1|—2>

3 Alternativamente, temos — || x} || < —(x},x2/||x2||) pela definigdo de ||x}]|.
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0 que, juntamente com

produz

X1
X7 > = ||x7]| = <x* —>
< Y lxall ' A

Do Lema decorre que x; = x2, 0 que é uma contradicdo e prova (i).

Seja x* € Jox. Entdo (x*,x) = ¢(||x]|)[|x]|, com [|x*|| = ¢(]|x]|). Vamos supor que
exista outro i € J,x, isto & (y,x) = g(||x])IIx], com [y = p([x]).

Como antes, temos x # 0 ey # 0. Entdo,se 0 < A < 1

I =2 <ﬁ* ||>'x> + =0 () = (ot + Oy )

< gy~ O Vgt 1

< lx H

pois estamos supondo que X* seja estritamente convexo. Com essa contradi¢do mostra-
mos que card(f,x) = 1. |

Proposicdo 1.15. Se X for localmente uniformemente convexo e J, for unz’vocpﬂ entdo [, satisfaz
a condicdo

Si i xp—x e limsup (Joxn, x, —x) <0 = Xy — X.

n—o00

Demonstragiio. Como x, — x, temos (Jox, x,) — (Jox,x), isto &, (Jox,x, —x) — 0. Uma
vez que limsup (Jyxpn, X, — x) < 0, resulta
n—oo

lim sup (Jpxn — Jpx, xn — x) < 0.
n—oo

Ja que ], é mondtona (veja a desigualdade (I.I)), para todo n vale

0 < (@(lxnll) = @(xI) (lxull = lIxll) < (Jpxn = JpX, %0 — x),

o que implica que
(@Cllxall) = @CllxlD) (loeall = [1x]]) =0

quando n — oo. Concluimos que ||x,|| — ||x||, pois ¢ é continua e monoétona.
Decorre da Proposicao que x,, — Xx. u

Definic¢ao 1.16. Uma aplicacio G: X — X* é demicontinua se x,, — x implicar Gx, — Gx
em X*.

Proposicdo 1.17. Se X for um espago de Banach reflexivo e |, for univoca (isto é, [, : X — X*)
entdo |, é demicontinua.

#1sso quer dizer que J, : X — X*
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Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia em X com x, — x. Como (x,) é limitada e
1Joxull = @(|[xx]|), temos que (J,x,) é limitada.

Como X é reflexivo, também temos que X* é reflexivo. Pelo Teorema temos que
existe uma subsequéncia (x,,) de (x,) e x* tal que Jyx,, — x*. A fim de mostrar que
Joxn — Jpx € suficiente mostrar que todas as subsequéncias fracamente convergentes de
(JpXn,) possuem o mesmo limite, que é igual J,x (veja a Proposicao item (v)).

Suponhamos que, para uma subsequéncia qualquer de (J,xy, ) (que denotaremos sim-
plesmente por J,x,,), tenhamos J,x, — x*. Vamos provar que x* = J,x.

Pela semicontinuidade inferior fraca da norma (veja a Proposi¢do|A.16), temos

2 < Timinf | Jyx]| = lim inf p([lx]) = lim g(|xa]) = p(x]).  (1.6)

Como

| (Jpxn, xn — x) 4+ (Jpxu — x*, x) |
| (JpXn, xn — %) | + | {Jpxn — x*, x) |
gxnlll|xn — || + | (Jpxn — x*, x) |,

o fato de termos x,, — x e J,x, — x* garante que

| T, xn) = (x,x) |

<
<

(JpXn, xn) — (x*,x).
Mas
Toxn,xn) = @([lxul) lxall = @(llx[1)lIx]l-
Dai decorre que (x*,x) = ¢(||x||)||x||, de onde concluimos que ¢(]|x||) < ||x*||. De-
corre entdo de que ¢(||x||) = ||x*||. Finalmente,

|l

(o x) = @(llxDllll e olxl) = l»
significa que x* = J,x. u

Defini¢ao 1.18. Seja X um espago de Banach reflexivo. Um operador T: X — X* é hemiconti-
nuo se
Hm(T(x + ty), u) = (Tx, u)

t—0
para quaisquer x,y,u € X.

O préximo resultado é fundamental. Sua demonstracdo pode ser encontrada em
Browder [7].

Teorema 1.19 (Browder). Sejam X um espago de Banach reflexivo e T: X — X* um operador
mondtono, hemicontinuo e coercivo. Entdo T é sobrejetor.

Teorema 1.20. Se X for um espago de Banach reflexivo e a aplicagdo dual |, for univoca (isto é,
Jo : X — X*). Entio R(Jy) = X*.

Demonstragdo. De acordo com o Teorema de Browder, basta verificar que |, ¢ moné6tona,
hemicontinua e coerciva. A monotonicidade decorre imediatamente do Teorema [1.7] (ii).
A hemicontinuidade de ], resulta da demicontinuidade (Proposicéo [1.17). Como ¢ é
func¢do de normalizagao, entdo

Ugtt, 1)
(|P|u|| = ¢(l[ull) = co quando [|ul[ — o,
temos que ], € coerciva. Assim o teorema estd demonstrado. u
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Teorema 1.21. Seja X um espago de Banach reflexivo, localmente uniformemente convexo e [,
univoca (isto é, Jo: X — X*).
Entdo [, é bijetora e sua inversa | o L ¢ limitada, continua e monétona. Além disso, ela satisfaz

]g;l - X—lj;,fl/

em que x : X — X** é o isomorfismo candnico entre X e X** e ];‘),1 : X* — X** é aaplicagdo

dual em X* correspondente a fungio de normalizagio ¢~

Demonstragio. Pelo Teorema [1.20} ], é sobrejetora. Como o espaco X é localmente uni-
formemente convexo, ele é estritamente convexo, pelo Teorema [1.11] u Decorre entdo da
Proposicao[1.14](i) que ], é injetora. Portanto, ], é bijetora.

Denotemos por x o 1somorflsmo candnico entre X e X**, isto é, (x(x),x*) = (x*, x).
Seja ];, : — X** a aplicacdo dual correspondente a fungdo de normalizacdo ¢~
Tendo em conta que X é reflexivo e localmente uniformemente convexo, X** também é
localmente uniformemente convexo e, de acordo com o Teorema estritamente con-
vexo. Consequentemente, a Proposicao (ii) garante que ];;_1 : X* — X** é univoca.

Afirmamos que
P G (1.7)

De fato, temos

x X — X

x = x(x) : X* - R
= (x(x), x*) = (x*,x).
com ||x|| = [[x(x)]|
Seja x* € X* e x* = J,x (isto é, x = ]le*). Entdo (x*,x) = ||x*||||x]| e ¢(||x||) = ||x*|]

é equivalente a

|

(x(x), ) = lIx)[[llx*[l,  com o([[x(x)]]) = [lx
Assim,
(x(x),x") = [x@)x*[l,  com  [x(@)[l = ¢ ([lx*])-
Mas ];‘)_1 é a aplicacdo dual correspondente a funcao de normalizagdo ¢!, entdo | 2;_1 x* =
x(x)oux = x71J *1x". Portanto | o T— 1 ];‘),1, concluindo a prova de nossa afirmacao.
Pelo Teorema (1), ]2;_1 é limitada e j& que x é um isomorfismo isométrico, decorre

de que J, 1 ¢ limitada.

Para ver que ], 1 é continua, suponha que x;; — x* em X*. Como X* é reflexivo,
aplicando a Proposicao a ];;_1 obtemos,
* * * *
X, = Tt
]go 14n ]go 1
Uma vez que x ! é isomorfismo isométrico, temos

-1 -1
X JpaXy =X X

>Observe que ¢! é estritamente crescente, 91 (0) =0 e lim ¢~ Lr) = co.
r—00
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Assim, decorre de (1.7) que

-1 -1
Joxn = Jp'x"

Seja x, = ], x; e x = ], lx*. Entdo xj; = Joxu, x* = Jpx €, pela definicdo da aplicagdo
dual J,, temos
[zl = @(l[xall)  com x|l = o(]|x]]).

Ou equivalentemente,

lxall = @7 (all)  com [|x[| = @7 ([lx"]]).

Como [|xy || = [|x*[|, temos || x|l — [I75 x* .

Uma vez que X é localmente uniformemente convexo, de |, Iy ~ g N Lx* e [|Jpxi|| —
174 'x*[| concluimos que J,'xj — J,'x* ao aplicar a Proposicdo |A.16) (iv).

Ja que o espago X pode ser identificado com X** por meio do isomorfismo candnico
X, para xj, x; € X*, temos

(XU ") = x Uy x3) 2 = x5 ) = (Jiaxi — 33, %] =¥ )

Aplicando o Teorema [1.7| (i) com ¢! em lugar de ¢ e X* em lugar de X, concluimos a
monotonicidade de Jo

1.2 Os espacgos de funcgdes

De aqui em diante, () serd sempre um dominio limitado em RN, N > 2, com fonteira
Lipschitz continua e limitada.

Apresentaremos aqui alguns resultados e defini¢des a respeito do espago de Sobolev
WLP(Q), definido por

WP (Q) = {u € LP(Q) : aa—” cLP(Q),i=1,.. .,N}

Xi
e (denotando por || - ||o,, a norma usual de L?(Q))) considerado com a norma
N1l ou
lllwir @y = lullop + 3 5| -
Q) = axi 0,p

Enunciaremos agora um resultado que fornece as principais propriedades deste es-
paco. (Veja Adams [1, Theorem 3.5] para a demonstracao.)

Teorema 1.22. O espaco WP (Q)) é um espaco de Banach separdvel, se 1 < p < oo, e reflexivo e
uniformemente convexo, se 1 < p < oo.

Definigdo 1.23. O espaco Wé P(Q) é definido como sendo o fecho de C (Q) com respeito i norma
de WHP(Q)).

As fungdes u € Wg’p(Q) sdo, grosso modo, as fungdes u € W¥(Q) que se anulam na
fronteira 0(), isto é

WP (Q) = {u e WP(Q) : ufyn = o} .
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E necessario dar um sentido preciso a esta nogio, ja que as funcdes em W7 (Q) sao
definidas a menos de conjuntos de medida nula e a fronteira d() é um conjunto de medida
nula.

A demonstracdo do seguinte resultado pode ser encontrada em Evans [13].

Teorema 1.24 (Trago). Suponha que Q) seja um aberto limitado e 1 < p < oco. Entdo existe um
operador linear limitado
v : WP (Q) — LP(90Q)

tal que
() yu = ulynseu € WP (Q)NC(Q);

(ii) existe C = C(p, Q) > 0 tal que, para toda u € WP (Q), vale
lrullLr@a) < Cllullwirq)-

O operador <y é chamado operador traco. Conforme dito anteriormente, ele nos per-
mite identificar yu como sendo os valores na fronteira de uma funcio u € W' (Q). E
importante ressaltar que a existéncia desse operador estd ligada ao fato das fungdes de
WLP(Q) possuirem derivada fraca, pois ndo existe um operador linear limitado

v : LP(Q) — LP(3QY)

tal que yu = u|yn sempre que u € LP(Q)) N C(Q), veja Evans [13].

Assim, ndo existe uma maneira de falar dos valores de fronteira de uma funcdo u €
LP(Q)).

Suponhamos que (u,) C CP(Q) satisfaca u,, — u em WP(Q)). Como o operador
trago € continuo temos que

yu = nllgéo Yy = 0.

Desse modo, W& 7(Q) C ker 4. Um argumento mais sofisticado mostra que a reciproca é
verdadeira. Assim, as fung¢des de Wg (Q) valem zero na fronteira 9Q).

Teorema 1.25. Seja Q) um aberto de classe C'. Se u € WY (Q) N C(Q), entdo u € Wg’p(ﬂ) se
e somente se u = 0 em 9Q).

A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada em Brezis [6, Théo. IX.17].
Dada u € W'7(Q)), definimos

1
ou ou N o 7ou\?)\2
Vi= (i a). ’V“"@(a_xi)) |

() |Vu| € LP(Q);

Lema 1.26. Temos

(ii) |Vu\P2§—; € LV (Q), em que (1/p) + (1/p') = 1.
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Demonstragio. Pela equivaléncia das normas em RY, temos que

ou

1
N 2\ 2
= \Jx; 1<i<N

ou
! axN

.

8x1 ’

Supondo que esse maximo seja |5 ., N}, temos

9 p

P
N
y (a_u) T 2|01
= 0x; - d

Xj

Dai,
14
/|Vu|pdx§Np/2/‘%‘ dx < o0

pois u € WP (Q). Isto mostra que |Vu| € LP(Q) e conclui a prova de (i).
Parai € {1,...,N} temos
— / |Vu|P—2p
0

ou |p
p—2-7
(Z“Vl” axi
p—1

Fazendo uso da desigualdade de Holder com p —1e p—2

pP—<
({‘VMWW < (/’Vu(p@p’ Zldx> . (/axl

(@)
ty=Lp(p-1)=p
L
-1
) <Oo

<(fs)” (121

pois u € Wg’p (Q) e |Vu| € LP(Q) (pelo item (i)). E a prova de (ii) estd completa |

dx

/a_up
0

i

, temos que

—_
,_.

/a_uP
oXx;

)

como

==

Teorema 1.27 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que Q C RN seja limitado e tenhamos
1 < p < N. Entdo existe C = C(N, p,Q)) > 0 tal que

1,
lullo,p < ClHIVulllop, ¥V ue Wy (Q).

Uma consequéncia importante da Desigualdade de Poincaré é que

1
p
19y = ( / wp> — IVullo (18)

Q)
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define em W&’p (Q)) anorma que é equivalente (em W&’p(Q)) anorma || - [[y1p(q)- De fato,
de acordo com a Desigualdade de Poincaré temos

1
p

iy = | [ 19817 < Nullwioiry =
Q

< Cll[Vulllo,

Vamos denotar esta norma em W&’p (Q)

Note que (T.8) nao define uma norma em W17 (Q). De fato, sendo Q limitado, a fungéo

nao nula u = 1 estd em W?(Q)), mas ||u||W1,p(Q) = 0.
0

Defini¢ao 1.28. Denotaremos o dual do espago W&’p(Q) por w1 (Q)), em que % + % =1

Os elementos de W% (Q)) sdo caracterizados pelo seguinte resultado, cuja prova
pode ser encontrada em Brezis [6, Prop. IX.20].

Proposicio 1.29. Seja F € WP (Q)), entito existem fi,. .., fx em LF' (Q) tais que

N aZJ Lp
<F,v>:2/ﬁ$ Vo e WH(Q)
=14 i
e
max il ) = 11

Assim o operador —A, pode ser visto agindo de Wé P(Q) em W=7 (Q), definido por

(—Au,v) = / |Vu|P2VuVov parau,v € Wol’p(Q).

No préximo resultado, cuja prova pode ser encontrada em Adams [1, p.25], ressalta-
mos que || - ||o,» ndo é uma norma,se 0 < p < 1.

Lema 1.30. Suponhamos que 0 < p < 1. Se u,v € LF(Q)) entdo vale

> [[ullo,p
Lema 1.31. Para quaisquer z,w € RN vale:
(@) sep € [2,0),
R e e T 19
(ii) sel <p <2, / /
=2 T+ <5 2P+l 07 (1.10)
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A afirmacdes (i) e (ii) estdo provadas em Adams [1} p. 36].

Como as propriedades geométricas de um espago normado ndo sdo automaticamente
mantidas ao se passar para uma norma equivalente, damos uma prova direta do préximo
resultado:

Teorema 1.32. O espaco (W, W, (Q), || - l1,p) € uniformemente convexo.

Demonstragio. Consideremos inicialmente p € [2,00). Sejam u,v € WS’V (Q)) satisfazendo

|ull,p = llvllip = 1elu o1, > e € (0,2]. Decorre do Lema|1.31|(i) que
u+ol|” u—olf _‘HVM-FVZJ H‘Vu—Vv
2 1p 2 1Lp 2 0,p
_/ Vu+Vv Vu—Vol?
B 2 2
0
1
< Z p p
< 2/<|Vu| + Vo)
0
1
= > (Illf, + I0l,) =1
o que produz
u+ol|? e\P
<1l—-(=z) . 1.11
o a9 a

Suponhamos agora que p € (1,2). Afirmamos que, se v € W&’p (Q), entdo |Vo|?'
L= Q) e [ [Vol llop-1 = [Ioll] -
De fato, temos

rp—1 /
/’|VUIP :/|VU|P(P_1) :/|V'U|p < 00,
0 0 0
pois |Vo| € LP(Q)). Além disso,
1
p’(;}fl) p— Plj V
ol = { [ (1¥0])” /rw ) = [ iver ,
0 0

completando a prova de nossa afirmagéo.
Sejam v1,vp € W&’p(ﬂ). Entdo |Voi |V, |Vos|F' € LP1(Q), com0 < p—1 < 1e, de
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acordo com o Lema(1.30|e o Lema (ii), temos

01+ va || o —op ||V _ v(vl-l-vz) P n ’V(Zﬂ—vz) P
2 |y, 2 |y, 2 - 2 -
< (U1+vz) p/+ v (01—02) 4
2
0,p—1
17 1
B V01+V02 Vo — Vo [P\ |
N 2
1
. =
< |5 [ (Iverl? +|veP?)
)

1
—1

1 1 p1
— 31l + 3leal
Para u,v € WS’P(Q) com |[ul|1,p = [|v]l1,p, = 1e|u -2y, > e € (0,2], obtemos

u+ollP €

| <1— (-)p/. (1.12)

Lp 2
De (1.11) e (1.12) concluimos que sempre existe d(¢) > 0 tal que

Ju+ol[1,p <2(1—05(e)). u

Teorema 1.33. O operador —Ap W P(Q) — WP (Q) é potencial. Mais precisamente, seu
potencial é o funcional ¥ : WO P(Q) — R, dado por

1
o) = 1,
e
IP, = _AP = ](pl

em que Jy W&’p (Q) — WL (Q) é a aplicacdo dual correspondente a funcio de normalizagio
p(t) =th~1.

Demonstragio. Seja F(t) /(p )dt, isto é, Y (u) = F(||ull,p)-

Mostraremos que ¥ é convexa 0 que é equivalente a provar que F é convexa. Para
0<s<tsejapu=As+(1—A)t,comA € |[0,1]. Entdo



Dai temos que

(T=A)(F(t) = F(u)) > (1= A)(t — p)o(n)
—A(F(u) = E(s)) > =A(u —s)p(p).

Somando estas desigualdades, obtemos

AE(s) + (1 — A)E(t) — F(u) > 0,

isto é
F(As+ (1 = A)t) < AF(s) + (1 — A)E(¢),
o que prova que F (e portanto ¢) é convexa.
Agora vamos mostrar que ¢ é Gateaux diferencidvel.
Seu e Wol’p(Q) for tal que |Vu| = 0pp(q) (isto implica que [|u[|;,, = 0), entdo temos
(¢'(u),h) = 0 para todo h € W&’p(ﬂ). De fato:

(' (), ) = Tim P — (1)

t—0 t

1 p

th el 1

= 1imM — lim 2 — qim —tP ¥, p>1
t—0 t—0 t t=0 p P

—0, VheW Q).

Portanto, podemos supor que |Vu| # 0pp(q).

E 6bvio que ¢ pode ser escrito como um produto ¥ = QP, onde Q : LP(Q) — R é
dado por Q(v) = %Hvﬂglp eP: W&’p(ﬂ) — LP(Q)) é dado por P(v) = |Vo|.

Afirmamos que o funcional Q é Gateaux diferenciavel e

(Q'(v),h) = <]v|pflsign v,h> (1.13)

para todo v, h € LP(Q)).
De fato:

(Q'(0), h) = lim 20 = Q(0)

t—0 t

, v,h e LP(Q)

t—0

_ an %Ov(x) T ()]~ [o(x)]")dx

Para t € (0,1) definimos a fun¢éo g : [0,1] — R dada por
8(s) = |s(v(x) + th(x)) + (1 = s)v(x)|".

Lembrando que |y| = y - sign y obtemos

g(s) = pls(o(x) + th(x)) + (1 = s)o(x)|" 'sign (s(0(x) + th(x)) + (1 = s)o(x))H(x)
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e, portanto,

1
58(5) .
1
=/\S( (x) + th(x)) + (1= s)o(x)|"'sign (s(0(x) + th(x)) + (1 — s)o(x))h(x)ds
0
Assim :
g(1)t—pg(0) :0/\0( ) + sth(x)|” sign (o(x) + sth(x))d
ou seja,

[o(x) + th(x)|F = [o(x)[?
tp

1
= / |o(x) + sth(x) ‘p_lsign (v(x) 4 sth(x))ds.

0
Logo, pelo Teorema do valor Médio,

[o(x) + th(x) | — [o(x)[?
tp

< [l + ol )

e, da desigualdade de Holder, decorre que

({ (o) + 1)) Jrx)lds < ( [ (oGl + G ) ( [ Intx de)

==

- (:/(v< )|+ Ih( )|)pdx);, (! ( >|de);

Aplicando o Lema|[A.26, obtemos

(loG)1+ 1l)" ) ldx < | [ 27 (lo) P + Ih )P)dx)p (/ |h<x>de)
Q

1
o

L
27 (Nloll, + iy, ) " ikl < o0

<=

D—

Assim, a funcdo [(Jo(-)| + |h(:) }p |h(-)| estd em L'(Q)). Portanto, pelo Teorema da
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Convergéncia Dominada, temos

@~ [ 1 o) + ) = o),

1
Lr)n/hj )+ sth(x) [P~ 'sign (v(x) + sth(x))ds dx
0

[0(x) [P~ (sign v(x))h(x)dx

I
D\ )

= <\v|pflsign v,h> .
Agora mostraremos que o operador P é Gateaux diferencidvel em u e

VuVo

P’ = ——
(l/l) v |vu|

(1.14)

para todo v € W&’p(ﬂ).
De fato, temos
P(u+tv) — P(v)

/ o — T — i
P'(u)-v }5% ; lim

V(u+to)| — |Vul
t

—0

1
d (Y 8u—|—tv) ?
- (5 (M ))

1 (& /o(u+to) 2\ N du+t) 9w

—5(2( V) L> 5 oml
ou 0
Ix;

1
ou gl v 1w oudv  VuVo
N (Z (E)xl> ) ; 0x; = [Vul” Zaxiaxi |Vul
Combinando (1.13) com (I.14), obtemos que @ é Gateaux diferencidvel em u e

(@' (u),v) = (Q'(P(u)),P'(u) - v)
_ g Vqu
= (v )

/ Vu|P~ ZVqu = (—=Apu,v)
o)

|V(u+tv ‘

t=0

para todo v € W&’p(Q).
Uma vez que i é convexa e Gateaux diferencidvel, aplicando o Teorema|[I.8no espaco

X = Wg’p(Q), concluimos que 0y(u) = ¢'(u). E pelo Teorema [1.7] (iii) temos que Jou =
dY(u) para todo u € Wg’p(ﬂ), de modo que

Jo = l/’/ = —Ayp.

Isto conclui a demonstracao. |
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Observacao 1.34. Seja || - ||+ a norma dual de || - ||1,,. Entdo, temos

— _ _ p—1
| = Apulle = pull« = @lull1,p) = llully, - <

Teorema 1.35. O operador — Ay, define uma correspondéncia injetora entre W&’p (Q)e W LF (),
com inversa (—Ap) ™! monétona, limitada e continua.

Demonstracdo. Pelo Teorema temos que [, = —A,. Como, em virtude do Teorema
1.32, temos que (Wg’p(Q), | - [l1,p) é uniformemente convexo, decorre do Teorema [1.12

que (Wé’p(Q), | - [[1,p) é reflexivo. Além disso, pelo Teorema [1.11] (Wé’p(Q), |- 1{l1,p), €
localmente uniformemente convexo. Assim, aplicando o Teorema|1.21, nossa demonstra-
¢do estd completa. n

Observacao 1.36. O Teorema de acima afirma que para cada f € W=7 (Q), a equagdo
—Apu = f tem uma inica solugio em Wol’p(Q).

Jd que os elementos de Wé’p (Q) se anulam na fronteira Q) no sentido do traco, é natural que
a unica solugdo em W&'p (Q) da equacio —Apu = f serd chamada de solugio do problema de

Dirichlet
u| a0 =20. <
O Teorema [1.33| garante que o funcional ¢(u) = %||u||f , € Gateaux diferencidvel em

W&’p (Q). Podemos afirmar mais:
O préximo resultado serd 1til na sequéncia (ver Glowinski e Marrocco [15]).

Lema 1.37.

() Sep € [2,00) entdo ele satisfaz

_ _ p—2
1217722 = 1yl 2| < Blz—yI(lzl +1yl) "~ paratodoy,z € RN

com B independente de y e z;

(i) Se p € (1,2], entio ele satisfaz
‘|z|p_zz — \y|p_2y‘ < Blz—y|P~! paratodoy,z € RN
com B independente de y e z.
Demonstragio. Paraz,y € RN, seja f(t) = [y +t(z—y)|P2(y+t(z—y)), t >0,

SR = (-2 (y+ =)y + -4y + He—y) - (2~ )

+Ez-yly+tz-y >
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Dai, integrando de 0 a 1 e tomando o modulo, obtemos

F(1) = fO0) =

1
[ =2+t +t—nI*y+tz-y) - -)
0

+ (= y)ly+tz—y)|P2de

1
< [l =2ly+te=y)lly+te =l Hy+tz—pliz -y

0

_|_

2= ylly + Hz — y) =2

= <p—1)|z—y|/|y+t(z—y>|vZdt

Mas, para t € [0, 1] temos que,
y+tz—y| <yl +tz—y| < |yl +lz =yl < |yl + [z + [y] < 2(|z[ + [y])

Entdo,

722 — |yl 2y | = £(1) - £(0)]
1
< (p-Dlz—yl [ 20zl + lyh] "
0

=22 (p = 1) lz—yl(lz| + [y})" >
P

A prova de (i) estda completa.
Para mostrar (ii), vamos precisar de alguns resultados.

e Paraa,b > 0, temos que:
Ser > lentdo (a+b) <2 Ya" +b").
Se0<r<lentdo (a+b) <a"+Vb"
Entdo paraz,y € RN e0 < r < 1, temos que
iz =lz—y+yl" <(z=yl+lyD)" <lz=yl"+ "= lz2I" = ly|" < |z—y[
" =ly—z+z[ < (ly—z[+[z]) < ly—z"+|z|" = —[z—y|" < [z[" = [y["
isto implica que, ) ) )
|z =1yl < |z -yl

2 2> + Jy/?
e De 0 < (|z| — |y|)* obtemos que |z||y| < 5 e como

z—y)* = 2"+ [y]* —2(z- y)
entao
z -yl
z|ly| —z-y < —
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e De |z-y| < |z||y| temos que —1 <

Assim temos que,

2
21722 — [y|P2y|

isto implica que

IA

IN

zZ-y

12[ly]

(21722 = Iyl =2y) - (1217722 = ly|P=2y)
22770 = 20z|P2y|P 2 (z - y) + [y PPV

2
(=17~ = Iy lP=1) " + 20212y 1P 2(Izlly| — 2+ y)

u—m%%”+a4%Hm%1@—-”y

2=y PP Y 2z iy (1- 2

|2[ly]

12[ly]

|z = yPP Y+ 2( 2|yl -z y)P 122

- yPr 2

2

z -yl

p—1
) 77

|z — y|2P=D) 4 22C27P) |z — 2P~ 1)

‘32

(1+ 22(2—p)) |z — y|2(P—1)

2P 2z — [y[P2y| < Blz —y|P !

e concluimos a demonstracao de (ii).

)

e

z-y

IREI

=

Teorema 1.38. O funcional  é continuamente Fréchet diferencidvel (ver Apéndice em

1,
W, " (Q).

N

Demonstragio. Considere o espaco produto X' = H LY () munido com a norma

i=1

1

N , I
Mhyz(ZWﬂ@)

parah = (hy,..., hy) € X.
Definimos ¢ = (g1,...,8N) : W&’p(ﬂ) — X por

i=1

g(u) = [VulP =2V,

parau € W&’V(Q). Vamos provar que g é continua.
Pela equivaléncia das normas em RY, existe uma constante C; > 0 tal que

< C1/|h|p/,

paratodoh € X.

(115

/

0,p
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Sejam p € (2,0) eu,v € Wé’p(ﬂ). Entédo, de acordo com o Lema1.37|(i)

/

80 -50)]! <ci [[s00 -5

Q
= Cl/’|Vu|p2Vu— |Vo|P~2Vo p,
Q
o\
< C1/<ﬁ|Vu—Vv|(|Vu|+|Vv|)” )
Q
/ /( 72) —
=Cz/\Vu—Vv|p (|vu]+|vv|)p P , (H('jldercomp—le P_;)
a p
- =
P= -1\ P~
/ "(p—2)t=
<G (/Vqup(pl)) (/w+|vv]p P )
Q Q
1 p=2
p-1 P p-1
=C /VuVU’”) ( )Vu+Vv)
Q Q
- % % p % <ppi21)p
e (/vwvw) (/|Vu|+w| )
| \O o)
B o p'(p—2)
— Glu Z)HLPH|VL!|+|VZ)|HO/’9 .
Agora, fazendo uso da desigualdade de Minkowski
1
p
[1vul + 199l = /w+w()
P
Q
1 1
P : p
([ 0ma)") "+ ([ (50)
Q Q
= llullp + Mol
Concluimos que
[s@) = (@] <Clu—oll,(lulliy+l12ly)” (115)
0/}7/ - /P /P rp

em que a constante C > 0 independe de u e v.
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Se (1,2]eu,v e WS’p(Q), entdo

/

s 3], <G [Ist) 5@
Q

= Cz/ ‘|Vu|p*2Vu — |Vo|P2Vo ’ , pelo Lema|[1.37](ii)
Q

< cz/ (v~ Vo)’
Q

<G [IVu— Vol 00 = [ [V(u—0)P = Chllu o],
Q Q

Entado :
2(m) —g(v)] < Clu—o|f, (1.16)
0,p ’

com C' > 0 constante independente de u e v. De (I.15) e (1.16) decorre imediatamente a
continuidade de g.

Por outro lado,
com K > 0 constante independente de u,v € Wé’p(()).
De fato, pela desigualdade de Holder e pela equivaléncia das normas no RN, temos:

(9 (0) = ¢/ (o)) | = | (/) 0) = (9/(0), ) |

Y'(u) = ¢'(v)

< K|g(u) - g(v)] (1.17)

* 0,p

= /]Vu]pZVqu—/WUV’ZVUVw
0 0

= /(]Vu]”ZVu—\Vv]”2Vv>Vw
0

— | [ (g(w) ~ g(2))Vw

Q
< / ’g(u) —g(v)’|Vw[, desig. de Holder
Q

< (/ g(u)g(v)(”’)p/ (/W)p
QO QO

N i v
<k | Lllsit g, ] Il
i=1 P

= K|g) @] Il
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para u,v,w € W&’p(ﬂ).
Entao

sup W VL0 o ko) — g(o)]

wewérp(ﬂ) ”wH].,p o

/

0,p

prova (1.17).

Agora, pela continuidade de g e (1.17)), a conclusdo do teorema é obtida de maneira
standard: um funcional é continuamente Fréchet diferencidvel se, e somente se, for conti-
nuamente Gateaux diferencidvel (ver Apéndice|A.1). u

Observacao 1.39. Naturalmente, o diferencial de Fréchet de { em u € Wé’p (Q) serd denotado
por ' (u). g

Vamos mostrar que (¢’ (u),v) = / |Vu|P~2VuVov dx. Para isso, definimos
O

0(v) =yp(u+0)—¢(u) —/|Vu|P_2VuVU dx
O
1 p 1 14 -2
= ~fu+o|?, — =l —/|w|P VuVo dx
p Poop P 2

= 1/|Vu—|—Vv|F’dx—1/|Vu|1°dx—/|Vu|”‘2vuvv dx
P Pa Q

— Vu -+ Vo|P — |VulP — p|VulP~2VuVo )dx
p p

D O

[ 1
=[] v ivolar— [pivup2vuvoar ax
pQ LO 0
1 W d p
:E/ /<$‘V”+tvv‘ _P‘V“\”ZVqu) dt| dx.
Q Lo
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Aplicando o Teorema de Fubini obtemos

1
5(v) = 1 i|Vu+ tVo|P — p|VulP2VuVo | dx dt
psl dt

/ (pIVu+ V0[P sign (Vu + 1V0) Vo — p|Vul 2VuVo)d dt

‘cl»—\
o —__ ©°

(@)
<|Vu + tV0|P2(Vu + Vo) Vo — |Vu|P~ 2Vqu>dx dt

D\

<|Vu + V0P 2(Vu + tV0) — |Vu|P—2w) Vo dx dt

|
O O— . O—_
O O

(g(u + to) — g(u)) Vo dx dt.

Logo,
1
00)| < [ [ lg(u+to) —g(w)||Voldx dt
0 Q

de modo que a desigualdade de Holder e a equivaléncia das normas em RN implica em

/\g(u +tv) — g(u)||Vo|dx < (/ |g(u + tv) g(u)p/dx) (/ vadx)
(@) (@) QO

< K[glu+t0) —g@)] ol

==

Entao, )
B < [ K[swtt0) =] ol
ou seja, 0 1
|||(:;(|r1)p < O/ u+tv) g(u)}O/pldt

Daf, se v — 0 em W, (QQ),

0 < lim 9(0)] <lim K [g(u + tv) —g(u)} dt
, 0 0p'

e, como g é continua e limitada, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

temos
1

. [6(v)] -
< < — = 0.
0< Z1)12% ol = K Zlg% [g(u + tv) g(u)]O’p/dt 0
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)
Assim, lim [9(0))] = 0, isto é, 1 é Fréchet diferencidvel com derivada
v—0 [[v]]1,,

(¥ (u),v) = / |Vu|P2VuVodx = (—=Apu,0), Vove W(},p(Q)-
(@)

Portanto ¢’ (1) = —Apu, concluindo a prova de nossa afirmagao.

Teorema 1.40. O operador —Ay, satisfaz a condigdo (S+): se uy — u (fracamente em Wg’p(Q) )
e limsup (—Apu,, u, —u) <0, entdo u, — u (fortemente em Wg’p(Q)).

n—o00

Demonstragio. Do Teorema [1.33) temos que , = —A,. Pelo Teorema [1.32 (W&’p(Q), | -

|1,p) é uniformemente convexo e daf pelo Teorema [1.11 (W&’p (Q), [ - |l1,p) é localmente
uniformemente convexo. Logo pela Proposi¢do|1.15/a prova esta completa. u
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Capitulo 2

O problema —Ayu = f(x,u), ulygn =0

Neste capitulo vamos apresentar condi¢des sobre f que garantem a existéncia de al-
gum u € W&’p(ﬂ) tal que —Apu = f(x,u) seja satisfeita no sentido de W-LP'(Q)). Esse u
serd chamado solugio do problema de Dirichlet

—Apu = f(x,u) emQ),
{ ulpn=0. @D

2.1 Ponto Fixo

Nesta secdo vamos formular um problema equivalente ao problema (2.1)).
Com esse objetivo, utilizaremos o operador de Nemytskii N definido por f (ver

Apéndice |A.6) e as condigdes sobre essa f para que Ny € W7 (Q).
Um elemento u € Wé’p (Q)) é solucdo do problema (2.1)) se

— Apu = Nyu (2.2)
no sentido de W=1#'(QQ), i.e.
(—=Apu,v) = (Nyu,v) paratodov € Wg’p(Q),

ou, mais explicitamente,

/ IVulP2VuVo = /f(x,u)v paratodo v € Wé””(Q). (2.3)
0 0

Do Teorema |1.35temos que o operador (—A,) ! : W7 (Q) — W&’p(ﬂ) é limitado e
continuo. Entdo a equacgdo (2.2) é equivalente a

u=(—Ap) 'Npu, (2.4)

em que (—Ap) 'Ny : W&’p(Q) — WS”’(Q) é um operador compacto (pois é a composta
de um operador limitado e continuo (—A,) ! com um operador compacto N ¢, veja a
Observacao [A.60). Assim o problema (2.1) reduz-se a um problema de ponto fixo de um
operador compacto.
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No préximo resultado vamos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Schaefer, obtido por
meio da teoria do grau de Leray-Schauder (veja o Apéndice [A.4). Em geral, a grande
dificuldade na aplicacdo de teoremas de ponto fixo consiste em verificar que o ponto fixo
obtido ndo é a solugdo trivial: no nosso caso, quando (2.4) é satisfeita por u = 0. Uma
solucdo engenhosa para isso foi apresentada por Bueno, Ercole, Zumpano e Ferreira [8].

Teorema 2.1. Se a fungio de Carathéodory f : () x R — R satisfizer (A1) com q € (1, p), entdo

o operador (—A,) Ny tem pontos fixos em W&’p(Q) ; ou, de forma equivalente, o problema (2.1)
tem solugdes. Além disso, o conjunto de todas as solugdes do problema (2.1)) é limitado no espago
1p
W, (Q).
0

Demonstragio. Do Teorema temos que, para garantir a existéncia dos pontos fixos do
operador compacto T = (—A,) "IN ¢, € suficiente provar que o conjunto

S = {u € WS’P(Q) : u = aTu para algum o € [O,l]}

é limitado em Wy (Q0).
Para u € Wé’p (Q)) arbitrério e da condigdo de crescimento (A.I) temos que

ITull}, = [ 19 (Tl = [V (Tu)P-21v(Tu)?
Q Q

IV (Tu) |P~2V (Tu) V(Tu)

I I
T~ D\

(—Ap)Tu, Tu> = <Nfu, Tu) = /f(x,u)Tu
(@)

< [ (Clul™" + b(x)) | Tu.

2

Além disso, se u = aTu para algum a € [0, 1], temos
HTqu,p < / (C|0¢Tu|‘1—1 —|—b(x)> | Tul
0

— Cal™! / | Tul? + / b(x)|Tu|, (desig. de Holder)
Q Q

1

1
q/
< Coﬂ_l/|Tu|q+ /|b|‘7' /mm
@) Q (@)

= Ca®7 Y| Tullg , + 1|6l /| Tulloq
< Ca®'C||Tull] , + [1Bllo,0 Call Tl

<l ITul], + 1Bl Ca I Tul,
K K,
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com a constante C; sendo dada pela imersdo continua W&’p(ﬂ) — LI(QY) (||Tulloy <
C1 | Tulf1,p)-
Consequentemente, para cada u € S, temos

I Tully, — Kal|Tull{ , — Kz[| Tu]l1,, <0 (2.5)

com K, Ky > 0 constantes.
A restri¢do q € (1, p) garante que S é limitado. De fato, seja (1, ) uma sequéncia em S
tal que || Tuy||1,, — co. De (2.5) teriamos que

I Tunllf , — Kal| Tunll{ , — Kol| Ttn |11, < O.

Mas, como g < p, a passagem ao limite na desigualdade acima deixa de valer. Entdo
(| Tunll1,p) € limitada. Assim, temos que existe uma constante a > 0 tal que || Tul|;, < a.
Consequentemente, seu € S, temos

lull1,p = al[Tully,p, < a,
mostrando que S é limitado. u

Observagio 2.2. Veremos que se (A1) for vilida com b € L®(Q)), entio a abordagem variacio-
nal permite enfraquecer as hipdteses do Teorema [2.1|e o problema (2.1) ainda tem solugio, mas a
limitagdo do conjunto de todas as solugdes nao estd assegurada (ver Teorema |2.24). <

Observagdo 2.3. A condigio q € (1,p) no Teorema 2.1| aparece como uma condigdo técnica,
necessdria para obter a limitagdo de S.

Na verdade, se q = p el — Ky > 0, o conjunto S ainda permanece limitado. De fato,
substituindo g = p na desigualdade obtemos

I Tull} (1 — K1) — K| Tul}y,, < O.

Tendo em conta que p > 1, a prova continua da mesma maneira como feita no Teorema
Isto significa que estamos interessados em trabalhar com “as melhores constantes” C e C; tais
quel—C Cf > 0. Mas hd situagdes em que 1 — CCf < 0; neste caso, nada podemos afirmar sobre

a limitagdo de S. O seguinte exemplo mostra que se 1 — CCY < 0, entio S pode ser ilimitado.
Seja A um autovalor de —A, em Wé’p (Q) e u 0 autovetor correspondente, ou seja:

—Apu = MulP~2u.

Temos
||u||f,p = (=Apu,u) = <A|u|P_2u,u> = //’\|u|p_2 2 — /\/ ulp = A||M||g,p-
0 0
Isto é,
eI
= (2.6)
Julll,
Jd que ||v|lo,, < Cil|v|1,p para todo v € Wé’p(Q) (pois a imersdo Wé’p(Q) — LP(Q)) é conti-

nua), de decorre que 1 — AC] < 0.
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Considere a funcdo de Carathéodory f(x,s) = Al|s|P~2s. Temos que f satisfaz a condicio de
crescimento comq = p, b =0eC = A. Consequentemente, (2.5)) torna-se

(1—AC) | Tul}}, <0

para todo u € S e ndo podemos garantir a limitagdo de S.

Na verdade, S ¢ ilimitado. De fato, —Ap(tu) = Altu|P~2tu = Ny(tu), isto é, tu =
(—=Ap) " 'Ng(tu) para todo t € R. Tomando a = 1, decorre que {tu]t € R} C S e, assim,
S é ilimitado. <

Observagdo 2.4. No caso f(x,s) = g(s) +h(x) com g : R — R continua e h € L*(Q)), a
invaridncia por homotopia do grau de Leray-Schauder é usado por Hachimi e Gossez [16l] para
provar o sequinte resultado (veja [16, Teorema 1.1]):

Se
pG(s)

8(s) _
M BG

(i) lim sup sp2s =

s—+too

e (ii) lim sup < Ay,

s—+too

S
em que G(s) = /g(r)dr e A1 € o primeiro autovalor de — A, em Wé’p(ﬂ), entdo o problema
0

—Apu = g(u) +h(x) emQ, u=0emd)

tem wuma solugio em Wé’p(Q) NL®(Q). <

2.2 Resultados da existéncia por minimizacao direta

Uma outra abordagem do problema (2.1) é a formulacéo variacional.

Do Teorema [1.38| sabemos que o funcional ¥ (u) = %Hqu , € continuamente Fréchet

diferenciavel em Wé’p (Q) e da Observagao [1.39|temos ¢’ (1) = —Apu.
No Apéndice |A.6| definimos o funcional @ : W&’p (QQ) — R como sendo, ®(u) =

S
/ F(x,u) onde F(x,s) = / f(x,T)dT e f é a fungdo de Carathéodory que satisfaz a con-
0

0
dicao de crescimento (A.1).
Do Lema |A.61| decorre que @ é continuamente Fréchet diferencidvel em Wol'p (Q) e

®'(u) = Nyu. Destas duas observagoes concluimos que o funcional F : W&’p (Q) = R,
definido por

Flu) = () = @) = 3 ull}, ~ [ Fx,u) 27)
Q

é de classe C!(W, " (Q2),R). Além disso
F'(u) = (=Ap)u — Nyu.

Assim, a busca de solugdes do problema reduz-se a busca de pontos criticos de F,
ou seja, de pontos u € Wé’p(Q) tais que F'(u) = 0.

Para tal objetivo vamos fazer uso do Teorema isto é, vamos mostrar que o funci-
onal F é fracamente semicontinuo inferiormente e coercivo em WS Q).
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Teorema 2.5. O funcional F, definido por (2.7), é fracamente semicontinuo inferiormente em
1,p

Wo ().
0

Demonstragido. A imersdo compacta Wg’p (Q)) — L1(Q)) implica que F é fracamente semi-
continua inferiormente em W& Q).

De fato, seja u, — u em W’p(Q). Entdo, como a imersao W&’p(Q) — L1(Q)) é com-
pacta, decorre do Teorema que u, — u em LI(Q)). Agora, tendo em conta que
Nru = F(x,u) (ver Apénd. Temos pela Observagdo que Nr é limitado e
continuo,

Nru, — Nru em Ll(Q),

ou seja
/F(x,un(x)) - /F(x,u(x)).
Q Q
Sabemos também que a norma é fracamente semicontinua inferiormente, isto ¢,
[ully,p < limuing [[u 1, p-

Logo
o lul|f . < liminf ||u, ||
Lp = n—00 " Lp

e, portanto,

n—oo

o o 1
liminf F (u,) = llﬂgolf E||un||’fp - /F(x, Up)
Q

T | p
= lim inf <E||un||1,p) - /F(x,u)
Q
1 4
> ~|ullf, ~ [ Fxu)
P @)
= F(u),

L P 1,
mostrando que F ¢ fracamente semicontinua inferiormente em W, P(Q). H

Teorema 2.6. Seja f : (O x R — R uma fungdo de Carathéodory satisfazendo a condigio de
crescimento (A.I). Suponha que exista x(x) € L®(Q) com a(x) < Ay em um conjunto de
medida positiva tal que

lim sup PF|§|C'S) <a(x) <Ay uniformemente em Q). (2.8)
s—Foco

Entdo F é coerciva.

Demonstragio. Defina N : W&’p (Q)) = R por
N (@) = oI, - [ a(x)lol?.
0
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Vamos provar que existe g9 > 0 tal que

N(v) > ¢ paratodov € W&’p(ﬂ) com |[v]|1, = 1. (2.9)

De fato, lembremos que (ver por exemplo Anane [4]),

14
A= inf{ ol | ve WS’p(Q)\{O}} (2.10)

T

em que o infimo é atingido exatamente quando v for multiplo de alguma fungdo u; > 0.

De (2.8) e de (2.10) temos

N (@) > [[ollf, = A1 [ Jol?
Q
= o}, = Allells, (ol < [10lf,)
>0,

isto é, N'(v) > 0 para todo v € W&’p(ﬂ).

Para mostrar (2.9), suponhamos que exista uma sequéncia (v,) C Wg’p (Q)), com
|nllip = 1 e N(vy) = 0. Do Teorema sabemos que é possivel extrair uma sub-
sequéncia de (v,), que denotaremos ainda por (v,), tal que v, — vy (fracamente) em

Wg’p(Q) para algum vy € Wg’p(Q). J& que a imersao Wé’p(Q) — LP(Q)) é compacta (veja
o Teorema |A.39), decorre do Teorema que v, — vy (fortemente) em L7 (Q)).
O funcional g : Wé,p (1) — R definido por

g(0) = [a(x)fol

Q

é continuo em L7 (Q)) e fracamente continuo em Wg Q).
De fato, se v, — v (fracamente) em W& P(Q) entdo v, — v (fortemente) em LP(Q)), isto

< |v, — v|, temos que |v,| — |7|

é [vy —vllop — 0. Logo v, —v| — 0e, como ‘\vn| — ||
e, portanto, |v,|P — |v|P.
Assim, se v, — v em Wg’p (Q)), entdo

g(on) = g(0) = [ a(@)(Joul” ~ [ol") = 0.
QO

) ; P 1,
Isto mostra que g é continua em L?(Q2) e fracamente continua em W, (Q).
Como a norma é fracamente semicontinua inferiormente, temos que N é fracamente

. Ve . . 1/
semicontinua inferiormente em W, P(Q). Logo,

n—o00

0 < N(v0) = lwollf, — /a(x)\vow < liminf A (v,) = 0
(@)
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e assim, ||UO||§7,p = /(x(x)|vo|F’, Mas N (v,) — 1 — /oc(x)|vo|P. Portanto, da unicidade
Q

Q
do limite, temos

foollf, = [ a(x)leol” = 1.

Q
Isto mostra que vy # 0.
Entéo, de (2.10) e (2.8) decorre que
Mlooll, < leoll, = [ ax)feol? < A1 [ ool = Aalleoll, 1)
o) Q
p
HUOHLP

implicando que A1 = ,ou seja, o infimo é atingido. Dai, vy € um multiplo ndo nulo

HUO ||0 p
de u7. Consequentemente, |vy(x)| > 0 q.t.p. em Q.
Seja ()1 := {x € O : a(x) < A1 }. Por hip6tese temos que medida(€);) > 0, logo

[a@leol = [a@olf+ [ «()lool” < Alfeolf,
Q ol 0\

contradizendo (2.11). Assim, (2.9) estd provada.
Agora sejav € Wg’p(Q) e defina u = . Logo, por (2.9), temos

ol[1,p

full, = [ ax)lul? > e,

0
ou seja,
1-— L /uc(x)|v]p > €.
oI, J
Assim,
N(v) = ||v||f/p — /tx(x)|v|” > so||v||f/p para todo v € Wé’P(Q). (2.12)
0

Seja ¢ > 0 tal que ¢ < Ajeg. De (2.8) decorre que existem ¢ > 0 e R = R(e) tais que,
para |s| > R,

F
pE(x,s) <a(x)+e VxeQ,
Bl
isto é,
F(x,s) < MM’J-

Como a Proposicao (i) estabelece que |F(x,s)| < Ci|s|P 4+ c(x) parax € Qe
s € IR, concluimos que, para |s| <R, temos

F(x,s) < CiR? + ¢(x) = k(e) + c(x).
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Destas duas desigualdades, com k = k(¢), decorre que

F(x,s) < %W tktc(x) paraxeQ, seR.
De (2.13) temos
. a(x)+e ;
!F( )s! (P2 k(o) + ) )|
- %/w(x)|v|”—l—§/|v!”+/k(e)+/c(x)
@) O @) (@)

Logo,

1 1 1 €
]:v:—vp—/Fx,vz—vp——/zxxvp——vp—k
©) = GIolE, = [ Fe0) 2 Gl =, fatolor = Sholf, b

lolly, — [ a()[el” —eloll, | —k
p p

1
P 0
e, aplicando (2.12)), obtemos

F(v) > % (soHv

v —e|yv||g,p) — ki

Como A ||v|]g/p < ||v||plp, concluimos que

Ja que e < Aqgg, temos F(v) — oo quando ||v|1,, — o0. Portanto JF é coercivo.

(2.13)

Mostramos assim que o funcional F satisfaz as condi¢des do Teorema e além

disso pelo que foi feito no inicio desta segdo temos que F é de classe C'(W,”(Q), R).

Portanto, existe 1 € Wg’p(Q) tal que F'(up) = 0. Consequentemente, o problema (2.1)

tem solucédo.

Observagao 2.7.

(i) Se, em (A1), a fungio b estd em L™ (QY), entio é ficil verificar que, se g € (1, p), entido (2.8)
é satisfeita com x = 0. Logo, o problema (2.1 tem solugdo. Mas, como jd mencionamos (veja
a Observagio[2.2), se b € L®(Q)) e somente R2.8) for exigida, entio a limitagdo do conjunto

das solugdes (como no Teorema |2.1) ndo é estabelecida.

(ii) A ideia da demonstracdo do Teorema |2.6|acima é adequada para comprovar a existéncia de
solugdes para a varidncia multivariada do problema (2.1)) (veja a Proposigio 4.1 em Jebelean

[171).
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2.3 Aplicando o Teorema do Passo da Montanha

Seja X um espaco de Banach e I € C!(X,R). Dizemos que ¢ € R é um valor critico de
Iseexisteu € XcomI'(u) =0e I(u) =c.

Um exemplo de construgdo de um valor critico por um procedimento de minimax é
o Teorema do passo da montanha. Esse nome exprime bem a geometria do resultado: se
alguém se encontra no ponto A a uma altura kg, rodeado por uma cadeia de montanhas
de alturas superiores ou iguais a h, e se deseja atingir o ponto B situado fora da cadeia
de montanhas a uma altura hy < hy, entdo parece existir um “melhor caminho” passando
pela cadeia de montanha e conduzindo de A até B. Um procedimento para determina-lo
é considerar, entre todos os caminhos unindo os pontos A e B, aquele que sobe a minima
altura. Mais especificamente, avaliamos a méxima altura de cada caminho unindo os
pontos A e B; em seguida, avaliamos o minimo entre esses valores maximos: esse é o
valor de minimax.

Veremos, em seguida, que é fundamental considerar alguma hipétese de compaci-
dade sobre essa classe de caminhos, pois como sugere a figura da direita em Figura2.1} o
melhor caminho pode escapar para o infinito e o valor de minimax pode néao ser atingido.

Definicao 2.8. Uma sequéncia (u,) em X é uma sequéncia de Palais-Smale - ou sequéncia
(PS) - do funcional 1, se (I(uy)) for limitada e I' (u,) — 0 em X*. Diremos ainda que I satisfaz a
condig¢do de Palais-Smale - ou condigio (PS) - se toda sequéncia (PS) possuir uma subsequéncia
convergente em X.
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Figura 2.1: A geometria do passo da montanha. Observe, na figura da direita, que o ponto
de minimax pode néo ser atingido. Figuras obtidas por Dias em [10].

Teorema 2.9 (Teorema do passo da montanha). Sejam X um espago de Banachel : X — R
um funcional continuamente diferencidvel, satisfazendo a condi¢do de Palais-Smale (PS). Supo-
nhamos que 1(0) = 0 e que sejam vdlidas as condigdes seguintes:

(I) Existem miimeros p, « > 0 tais que na esfera ||u|| = p vale a desigualdade I(u) > «;

(Ip) Existe ug € X tal que ||ug|| > peI(ug) <O0.
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Entdo o funcional I possui um valor critico c > w e caracterizado por

= inf I(~y(t
¢ = inf max (v(8))

em que
r= {7 :0,1] — X|y € CY([0,1], X), 7(0) =0, 4(1) = uo}.

. U0

I(U()) <p

Figura 2.2: Uma segunda ilustracdo da geometria do passo da montanha.

O seguinte exemplo mostra que a condi¢do de Palais-Smale ndo pode ser retirada das
hipéteses do Teorema do passo da montanha pois, em geral, o nivel ¢ de minimax néo é
um valor critico.

Exemplo 2.10. A funcio h : R> — R definida por h(x,y) = x> + (1 — x)3y? verifica a geometria
do Teorema do Passo da Montanha mas nio verifica a condi¢do de Palais-Smale (PS).

De fato, h(0,0) = O, se ug = (2,2), entdo h(ug) = 0. Além disso, se || (x,y)|| =p =1/2,
entdo vale a desigualdade h(x,y) >« = 1/32.

Suponhamos agora que a fungdo h verifique a condigdo (PS) para algum mimero ¢ € RY

definido por ¢ = inlﬁ m[ax} h(7(t)). Obteremos uma contradicdo. De fato, seja (xn, Yn)nen C R?
yel'telo,1

uma sequéncia tal que

(i) lim h(xy,y,) = lim [x2+ (1 —x,)%3] =c > 0.

n——+oco n——+400
.. 1. Oh : 2.2
00 1 g (o) = Tip [ =301 =007y ) = 0

i) tim (e y) = lim (21— xa)2] = 0.

n—+4oo ay n—+too

Se a sequéncia (X, Yn)nen C R for convergente, isto é, se lim (x,,yn) = (x0,Y0), entdo,
n—+oo

passando ao limite em (i) e aplicando (ii) e (iii), resulta que (xo,1yo) = (0,0). Com isso, 0 =
h(xo0,y0) = 1—1>T h(xn,yn) = ¢ > 0, 0 que é uma contradigdo. Concluimos que o tinico ponto
n [e¢]

critico da fungdo h é o ponto O = (0,0), que é um ponto de minimo local. Veja a Figura 4
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(a) Grafico da funcdo 1 : R*> — R definida por (b)Curvas denivel da fungdo /. A origem é o tinico
h(x,y) = x*+ (1 —x)3y% ponto critico (minimo local), mas ndo é um minimo
global.

Figura 2.3: Exemplo de Brézis e Nirenberg de uma fungdo que verifica a geometria do

Teorema do Passo da Montanha, mas ndo verifica a condi¢do de Palais-Smale. Figuras
obtidas por Dias em [10].

E 6bvio que cada ponto critico u no nivel ¢ (I'(u) = 0, I(u) = ¢) ndo é trivial. Conse-
quentemente, se as hipéteses do Teorema m for satisfeitas com X = W&’p (Q)el =F,

entdo a existéncia de solugdes ndo triviais para o problema (2.1 esta assegurada.
Primeiro vamos lidar com a condi¢do de (PS) para F.

Lema 2.11. Se (u,) C W&’p(Q)for limitada e F'(u,) — 0 quando n — oo, entdo (uy) tem
uma subsequéncia convergente.

Demonstragio. Ja que (un) C W&’p (Q)) é uma sequéncia limitada, pelo Teorema |A.15
pode-se extrair uma subsequéncia (uy, ) de (u,), fracamente convergente para algum

ue WS’V(Q), isto é u,, — u. Como F'(uy, ) — 0, inferimos

<.7:/(unk)runk - u> = < - AP”nk - Nfu”k'u”k - u> — 0. (2.14)
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Temos
’ <Nfu”k’u”k - ”> ‘ = /Nfu”k ) (”nk —u)
Q

< / |N gt | |, — ul, (desig. de Holder)
0

1

q/
< /‘Nf”nk‘q/ /’u”k_uq

Q Q
- HNf“nkHO,q’ H”le - uHO,q-
Como a imersdo Wé’p(Q) — L1(Q) é compacta e u,, — u em Wg’p(Q), pelo Teo-

rema temos u,, — u fortemente em L7(Q)). Além disso, pela Observagdo
N¢(L1(Q))) C L7 (1), isto é, (Nfuy, ) é limitada em L7 (2). Entdo

<Nfunk,unk —u)y — 0.

De (2.14) obtemos
e, pelo Teorema |(1.40, conclui-se que u,, — u (fortemente) em Wé’p (Q). u

Teorema 2.12. Se existirem 6 > p e sy > 0 tais que

OF (x,s) <sf(x,s) parax € Q, |s| > sp, (2.15)
entdo F satisfaz a condigio (PS).
Observacao 2.13. Cabe observar que estende a bem conhecida condigdo

existem 6 >2 e sy>0 taisque

0 < 0F(x,s) <sf(x,s) parax e Q, |s| > sp

que foi inicialmente apresentada por Ambrosetti e Rabinowitz em [I3|] como uma condigdo suficiente
para garantir que F satisfaz (PS) no caso particular p = 2. <

Demonstragdo do Teorema Basta mostrar que qualquer sequéncia (u,) C Wg’p (Q),
com (F(uy)) limitada e F'(u,) — 0, é limitada para entdo podermos aplicar o Lema

Seja d € R tal que F(u,) < d para todo n € IN. Para cada n € IN, denotamos
Q, = {x €O un(x)] > 50}, Q) = 0\Q,.

Temos que

%Huan/p - ( /F(x/ui’l) +/F(xrun)) S d (216)
Q” le
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Agora vamos obter estimativas independentes de n para as integrais em (2.16). Seja n €

N escolhido arbitrariamente.
Se x € (), entdo |u,(x)| < sg e pela Proposicdo (i), segue-se

F(x,up) < Cqluy(x)|T+c¢(x) < Clsg + c(x)
e, portanto,

/F X, Up) < C1SO medida(Q) +/ = Kj.
Q/
Se x € (), entdo |uy,(x)| > sp. Por (2.15) temos

F&MM)S%fQJMWDuMﬂ,

o que nos d&

/F(x,un) §/éf(x Up)U (/f X, Up) n—/f(x,un)un).
O oF &

Da condicao de crescimento (A.1), deduzimos

J Feu < [1FGou)] ] < [ (Clunl™ +b(x))
Q, Q,

o1t

< [ (Clunl? + b))

O

< / <ng—|—b(x)so>

Q;

< Cs! - medida(€Q) + s / b(x) = K»
(@)

isto é, — K, < / f(x,un)u, < Ky, mostrando que

Oy
K
-3 /f(x,un)un < ?2
Qy
e (2.19), decorre que
K 1
—Fz—é/f(x,un)un < —/P(x,un)

(@) Qy

1 K
, —ézf(x,un)un—gz—Klﬁd,

(2.17)

(2.18)

(2.19)



isto é,

1 1 %
Nualll — 5 [ FGwun Sd Ko+ 2 =K,
p ’ 90 0

ou seja,
1

p

Por outro lado, j& que F'(u,) — 0 quando n — oo, existe 1y € N tal que || F' (uy)]|« <
1 para todo n > ng. Dai, | (F'(un), un) | < ||un||1,p paran > ny. Como F'(uy) = —Aptiy —
Nyuy, para todo n > ny obtemos

1
lnly, = 5 (Npttu, n) < K. (2.20)

‘ <_Apunz un> - <Nfunzun> ‘ < ||un 1,p-

Ou seja,
[}, = (Np, ) | < il

isto &, —||unl]1,, < ||un||§7,p — (Nftn, 1ty ) < |Jtty]|1,p. Portanto,

1 1 1
- 5””11”57,;7 - 5”“:«”1,;7 < 3 <Nfun,un>. (2.21)

Agora, de (2.20) e (2.21)) resulta

1 1 1
(5-5) Il = gl <

e, tendo em conta que 6 > p, concluimos que (u,) é limitada: pois, se (u,) for ilimitada
(isto &, ||unl[1,p — oo quando n — o0), a desigualdade anterior deixa de ser vélida. [

Com relacdo a condigéo (I) no Teorema vamos obter as condi¢des suficientes para
que F seja ilimitada inferiormente em WS Q).

Lema 2.14. O funcional F tem as propriedades:
@ F(0)=0;
(ii) F aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Demonstragdo. A afirmacao (i) é imediata.
Como
F'(u) = —Apu — Nyu

entao
[F ()]« < || = Apuells + [INpul«
-1
= lullf,)" + [ Npull.
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Uma vez que

| (Nju,v) | =

/Nfu-v §/|Nfu-v|, desig. de Holder
Q Q

1 1
q q
< ( / wa’) ( / M)
Q O
— INsulloglvllog

e lembrando que a imersdo Wg’p(()) < L1(Q)) é continua, concluimos que [|vo; <
Kl|v||1,p- Entdo

| (Nfu,0) | < ||NfulloqgKllol1,p,
ou seja,
| (Nfu,v) |
i, < KNl

Dai decorre que

| (Nru,v) |
INfull« = sup <f—>§1<||1\7fullo,q/-

Portanto,
-1
IF (@)« < Nlully,” + K[INsullog

para todo u € Wg’p(Q).

Além disso, pela imersdo (compacta) Wé’p (Q) = L1(Q) e em virtude do fato que Ny
aplica conjuntos limitados em L7((2) em conjuntos limitados em L7 (€2), concluimos que
F’ aplica conjuntos limitados em Wg ?(Q)) em conjuntos limitados em W~1#'(QQ).

Sendo F de classe Cl(Wg’p(Q),lR), existe ¢ € (0,1) tal que

F(v) — F(0) = (F'(ev),v).
De fato, sejam u, v € W&’p(ﬂ) eh:[0,1] — R definido por
h(t) = F(to+ (1 —1)u),

temos
h(0) = F(u) e h(l)=F(v).
Para0 < T < 1et # 0 satisfazendo 7 + t € [0, 1], temos

h(t+t)—h(t) F(t+t)o+(1—1—Hu)— F(to+(1—1)u)

t t
Flto+ (1 —1)u+ (v—u)t) — F(to+ (1 —1)u)
; :

J& que F é Fréchet diferenciavel em 1o + (1 — 7)u,

1im]:(rv+(1—r)u+t(v—u))—]-“(w—k(l—r)

£-0 P 4 _ (Fl(to+ (1—1)u),v—u).
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Assim,

lim h(t+t) —h(7)

;m ; = (F'(to+ (1 —1)u),v—u),

mostrando que h é diferencidvel em T e
W(t) =(F(tv+(1—-71)u),v—u).

Aplicando o Teorema do Valor Médio, existe 0 < ¢ < 1 tal que

isto é,
(Fl(ev+ (1 —¢e)u), v —u) = F(v) — F(u).

Portanto, para u = 0, temos
F(v) — F(0) = (F'(ev),v) , €€ (0,1).
Finalmente, com v escolhido arbitrariamente em WS P(Q)), temos:
[F ()] = F () = F )] = [ {(F'(Zv),0) | < [|IF'(Go)l«ll0ll,p
com ¢ € (0,1). Entdo (ii) decorre da conclusédo anterior sobre . [
Observacao 2.15. Na verdade, (i) do Lema[2.14é consequéncia da condigdo de crescimento (A.T)

—1
p <

e de termos || — Apul|« = Hqup .

Observacdo 2.16. Se F for ilimitada inferiormente, entdo, para qualquer p > 0, existe um
elemento e € WS’V(Q) com |le|[1,p > p, tal que F(e) < 0.

De fato, por contradigio suponha que exista algum p > 0 tal que, para todo u € Wg P(Q) com
|ull > p, se tenha F(u) > 0. Entdo, pelo Lema (ii), 0 conjunto { F (u) : ||u|1,, < p} seria
limitado. Resulta que F é limitado inferiormente, o que é uma contradigdo. <

O seguinte resultado vai estabelecer condi¢cdes para que F seja ilimitado inferior-
mente.

Teorema 2.17. Se

(i) existem niimeros 6 > p e sy > 0 tais que

0 < 6F(x,s) <sf(x,s) parax € Q, s> sy, (2.22)

ou se

(ii) existem niimeros 0 > p e sy < 0 tais que

0 < 0F(x,s) <sf(x,s) parax € Q, s <sy, (2.23)

entdo F é ilimitado inferiormente.
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Demonstragido. Vamos provar a condigdo suficiente (i); argumento semelhante mostra o
caso (ii).
Mostraremos que, se u € Wg’p(()) com u > 0 for tal que medida(M;(u)) > 0 em que

M (u) = {x cQ:u(x) > sl},

entdo F(Au) — —oo quando A — oo.
Para A > 1, vamos denotar

M, (1) = {x €Q:Au(x) > 51}.

Observemos que M; (1) C M, (u) e, portanto, medida(M, (u)) > 0.
Por outro lado, existe uma funcgdo v € L'(Q), v > 0 tal que

F(x,8) > v(x)s’ parax € Q, s > s;. (2.24)
De fato, para x € QY e T > 51, de (2.22) decorre que

6  f(x,71)
T = F(x,7)

e, integrando de s; a s, obtemos

S S
6 Fl(x,T)
—dt < [ = — < —InF .
TdT_ F(x, 7) dt = 6(ns—Ins;) <InF(x,s) —InF(x,s7)
51 51
Logo,
s Y
In <S—> <InF(x,s) —InF(x,s1).
1
Dai o
F
1nm < h’lF(x,S) = 0 (x’951) < F(X,S),
sq 58

F
o que implica (2.24) com y(x) = (x,gsl) > 0.
s

1
Logo, pela Proposicao (i), temos

|
| —
)
5
=
=
[o0)
e
Q.
=%
=
+
—
S
=2
[oW
=
N——
A\
3

(@)
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Portanto, ¥ € L}(Q).
Agora, como A > 1

AP
]—"(/\u):?Hqu,p—( /P(x,/\u)+ / F(x,/\u)>. (2.25)
My (1) OQ\M, (u)

Se x € M, (u), entdo Au(x) > sq, e por (2.24)

F(x, Au(x)) > v(x) (Au(x))°

isto é,
F(x, Au) > (x)A%°.
Portanto,
[ Ean =2t [t 220 [ ot = Ak, @20
M)L(u) M/\(”) Ml(u)

com Ki(u) > 0.
Se x € O\M, (u), entdo Au(x) < sj e, em virtude da Proposi¢do (i), obtemos

|F(x, Au(x))| < CiATuT + c(x) < CisT + c(x).

Logo,
/ F(x,Au)| < / |F(x,Au)| < / <C151 +c(x / Cys! +c(x )>
O\M, (u) O\M, () O\M, (u) Q
Assim,
F(x,Au)| < Cs] - medida(Q) + /c(x) = Ko. (2.27)
O\My (u) Q

De (2.25), (2.26)) e (2.27) resulta que

p
Flw) < %Hu“f’p CAPKy (1) + Ky — —00  quando A — oo

e a prova estd completa. u
Em relagdo a condigéo (I;) no Teorema temos o seguinte resultado:
Teorema 2.18. Suponha que a fungio de Carathéodory f : Q) x R — IR satisfaca
() existeq € (1,p*) tal que
If(x,5) < C(]s|]" 1 4+1) parax €, s €R,

com C > 0 constante;
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(ii)
f(x,5)

[s[P~=2s

lim sup
s—0

< A1 uniformemente com x € (),

em que Aq € o primeiro autovalor de —Ay, em Wé’p(ﬂ).

Entdo existem constantes p, a > 0 tais que JF ||, y=p = &

Demonstragio. Definimos h : () — R por

f(x,5)

|sP=2s’

h(x) = limsup

s—0

De (ii) podemos encontrar u € (0,Aq) tal que h(x) < u uniformemente com x € Q).
Portanto, existe algum J,, > 0 tal que

flx5)
S|P s = <u parax € Q, 0 < |[s| <4y,
ou seja,
f(x,5) <usP™' parax €, s € (0,6,), (2.28)
e
—uls|P7t < f(x,s) parax€Q,sc (—94,0). (2.29)

Observe que a funcdo de Carathéodory f satisfaz f(x,0) = 0 para x € Q). Decorre
entdo de (2.28) que

S S
F(x,s) = /f(x,r)dr < /;tr”_ldT = Egp
p
0 0
e de (2.29) obtemos
0 o1 0
F(x,s) /f x,7)d /f(x T)dt < /V|T|p ldr = y% = E|s|p.
S
Portanto,
F(x,s) < ”|5|P para x € ), |s| < J. (2.30)
Tendo em conta (i), temos que F satlsfaz
|F(x,s)| < Ci(]s|T+1) paraxe,seR (2.31)
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com C; > 0 constante. De fato,

[F(x, )| =

/Sf(x, T)dt
0

em que C; = max ,

C+1C_b7’
g "q [

/C<|T|q_1 + 1>dT
c
q
¢

desigualdade de Young, % + % =

!

q

Escolha q; € (max{p,q}, p*). Entdo, de acordo com (2.31), existe uma constante C, >

0 tal que

[F(x,8)] < Cofs|T!

De fato, se |s| > dy, |s|T1 > &}, entdo

[F(x,s)] < Ci(ls]+1) <G

Assim, de (2.30) e (2.32) resulta

F(x,s) < %|s|v +GCls|" paraxeQ,seR
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parax € Q, [s| > J,.

(2.32)

para x € ().

(2.33)



e entdo, de (2.33) decorre que

Flu) =l ~ [ Feew
Q

Lioe Hip q
> 2l = [ (Bl -+ Coue

Q
1
=l =5 [l = [at
Q Q

1

— = q1
p

Jull, = Sl = Clull,
e, ja que a imersdo Wg’p(ﬂ) — LT(Q) é continua, ||ul|oq, < K]||ul|;,. Entao

Fu) =l = Clullh, = Gkl

_ 3|~

n

M
H“Hf,p - EIIuHS,p — Gallully,

p

| Jull} )
=HM§[—<P41 L) — Calull s
AT ”

e, pela caracterizagdo variacional do primeiro autovalor A; (veja a (2.10)), obtemos

1 _
Fw = il |5 (1= L) - cllulfy ] = 0> 0

quando ||u||;,, = p é suficientemente pequeno. |

Resumindo, temos as condi¢des para poder aplicar o Teorema com o Teorema
F satisfaz a condi¢do de Palais-Smale (PS), com o Teorema [2.18 existem constantes
p, > 0 tais que Fly,, —, > & (condicdo (I)), com o Teorema [2.17 e Observagao m

existe ug € Wé’p(Q) com ||ug||1,, > p, tal que F(up) < 0 (condigao (I2)).
O préximo resultado serd necessério na sequéncia.

Lema 2.19.
() Seu € W&’p(Q) é solugdo do problema com f(x,s) > 0parax € Qes <0, entdo
u>0.

(i) Seu € W&’p(ﬂ) é solugdo do problema com f(x,s) < Oparax € Qes > 0, entdo
u <0.

Demonstragio. Vamos provar (i) (mesmo argumento para (ii)).

Seja u € W&’p(Q) solugdo do problema e vamos denotar QO = {x € O : u(x) <
0}. Definamos u_ = max{—u,0}. Pelo Teorema A.1 em Kinderlehrer e Stampacchia [18]],

temos que u_ € Wé’p(ﬂ) e

Ty — —Vu emQ_,
-0 em Q\Q_.
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De (2.3) com v = u_ temos

/|Vu|p_2VuVu_ = /f(x,u)u_
0 0

Entao
/ IVulP2VuVu_ + / |VulP2VuVu_ = /f(x,u)u_ + / fx,u)u_.
Q- O\Q- ol 0\Q-
Isto implica que
- / VulP = — /f(x,u)u >0
o ol
Assim, Vu = 0 q.t.p. em (), consequentemente Vi = 0 q.t.p. em (). Portanto,
|u—|l1,, =0,isto é, u_ = 0 q.t.p. em Q.
Dai, temos que medida(Q)_) = 0,i.e. u > 0 g.t.p. em Q. |

Agora estamos em condi¢des de provar o principal resultado desta secéo.
Teorema 2.20. Suponha que f : 3 x R — R seja uma fungdo de Carathéodory satisfazendo
() existeq € (1,p*) tal que
If(x,5)] < C(]s|]" 1 4+1) parax €, s €R,
com C > 0 constante;
(ii)

lim sup f (x,;)
s—0 ’S|p 5

< A1 uniformemente com x € (),

em que Ay € o primeiro autovalor de —Ay, em Wg’p(ﬂ);
(iii) existem constantes 0 > p e sy > 0 tal que

0 < 0F(x,s) <sf(x,s) parax € Q, |s| > sp.

Entdo o problema (2.1)) admite solucdes nio triviais u_ < 0 < u.

Demonstragio. Provaremos que (2.1) tem uma solugdo ndo trivial u, > 0 (argumento
semelhante para a existéncia de u_).

Definimos f; : QO x R — R por f4(x,5) = f (x, s+2|s|>, ou seja,

0 ses <0,

fr(xs) = { f(x,s) ses>0.
Seja Fy : () x R — R definida por

Fi(x,s) :/f+(x,r)dr.

Afirmamos que:
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(i)+ afuncdo fy é de Carathéodory e satisfaz

Ifi(x,8)] <C(|s|71+1) parax€Q, s€R;

f+(x,5)

s[p2 < A1 uniformemente com x € ();
s|P~4s

(ii)+ limsup
5—0

(iii)+ OF;(x,s) <sfi(x,s)parax € Q,|s| > sp;
(iv)+ 0 < OF;(x,s) <sfi(x,s)parax € ), s > s.

De fato, como f é de Carathéodory, entdo f; é de Carathéodory. Se s < 0, entdo
|f+(x,s)] = 0 < C(|s|7"! +1). Por outro lado, se s > 0, decorre de (i) que |f+(x,s)| =
f(x,8)] < C(Is]~! +1).

Portanto,

|fi(x,8)] <C(|s|7 1 +1) parax €, s€R,

mostrando (i).
Uma vez que

lim sup fi(x, ZS) = max < limsup filx, 25),11msup f+(3i'25)
550 |s|P7s so0  IsIP™ a0 Is[P7%s

= max {O lim sup f(x. S)

< A1 uniformemente com x € (),
sN\,0 |S| %s

concluimos a validade de (ii) .

Como
0, <0,
Fy( )_/S (x,T)dT = s e8> |0, ses <0
+(xs) = [ frlx,T)dT = [ f(x,T)dt, ses>0 — | F(x,s), ses>0,
0 0
temos
OF, (x,5) = 0, ses<0 [ 0<sfi(x,s), ses <0
TAYIT 0F(x,s), ses >0 | OF(x,s) <sf(x,s) =sfi(x,s), ses> 0.
Portanto,

0F(x,s) <sfi(x,s) parax € Q, |s| > s,
concluindo a verificagdo de (iii) .
Ses > sy > 0, entdo f4(x,5) = f(x,s). Dai Fy(x,s) = F(x,s). De (iii)+ decorre que
OF;(x,s) <sfi(x,s). Logo, tendo em vista (iii), obtemos
0 < O0Fi(x,s) <sfi(x,s) parax e, s> sp,

o que mostra (iv).
De (i)+ - (iv)+ inferimos que o funcional F : 1 7(Q)) — R definido por

Folu) = —||u|| /axu

52



é de classe C! (W&’p (), R) e tem um ponto critico ndo trivial u € Wé’p (Q).

De fato, vamos aplicar o Teorema 2.9/ com I = F. Para este fim, em primeiro lugar,
observemos que decorre de (i) que os resultados relativos a 7 permanecem validos para
Fy, com fi em vez de f. Claramente, 74 (0) = 0. Por (i), (ii)+ e pelo Teorema
existem constantes a, p > 0 tais que F | ], =p > «. Além disso, por (iv), pelo Teorema

(i) e pelo Lema (ii) (veja também a Observacao [2.16), existe um elemento e €

Wg’p(Q) com |lel|1,, > p, tal que F(e) < 0. Finalmente, por (iii)+ e pelo Teorema [2.12
F satisfaz a condigao (PS).

o o 1, A
O ponto critico ndo trivial uy € W,"(Q) cuja existéncia é assegurada pelo Teorema

satisfaz

/ Vi, |P2Vu, Vo = /f+(x,u+)v para todo v € Wé’p(ﬂ). (2.34)
0 0

Como fy(x,s) =0parax € 0, s <0,0 Lema (i) mostra que u4 > 0.
Agora, pela defini¢do de f, (2.34) torna-se

/|Vu+|p_2Vu+Vv = /f(x,u+)v para todo v € Wol’p(Q)
Q Q

isto finaliza a prova. n

Observacao 2.21. O Teorema foi originalmente provado por Ambrosetti e Rabinowitz no
caso p = 2 (veja o Coroldrio 3.11 em Ambrosetti-Rabinowitz [3]). Depois, seu resultado foi
frequentemente citado como um resultado de existéncia tipico para problemas de Dirichlet nio-
lineares com o lado direito tendo crescimento superlinear (ver por exemplo Coroldrio 2.23 em Ra-
binowitz [20], Teorema 6.9 em de Figueiredo [14]], Teorema 6.2 em Struwe [21], entre outros).

Neste contexto, o Teorema[2.20|pode ser visto como um modelo de resultado de existéncia para
problemas de Dirichlet para o p-Laplaciano tendo no lado direito uma fungdo com crescimento
“super polinomial p — 1", jd que a condigdo (iii) nos dd

f(x,s)
= 2.35
5|00 |8]P 25 T (2.35)

Além disso, mostra que a generalidade do Teorema[2.20\ndo é perdida se, em (i), q é requerida
estar em (p, p*) em vez de (1, p*).

Por outro lado, um raciocinio semelhante ao da demonstracido do Teorema mostra que
as condicoes (iii) e (i) no Teorema ddo a existéncia de algum v € L*(Q), v > 0, tal que
F(x,8) > 7(x)|s|? para x € Q, e [s|] > s (veja também a prova da Proposicio [2.23] abaixo).
Isso mostra que o potencial F cresce mais rdpido do que |s|P com |s| — oo. Para um resultado de

existéncia que permite que F cres¢a mais rdpido do que |s|P ou mais lento que |s|P citamos Costa e
Magalhies [9]. <
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2.4 Multiplas Solucdes

Nesta secdo, vamos obter uma infinidade de solu¢des ndo triviais para o problema
(2.1). Para tanto utilizaremos a seguinte versdo simétrica do Teorema do Passo da Mon-
tanha, cuja prova pode ser encontrada em Rabinowitz [20| Teorema 9.12]:

Teorema 2.22. Seja X um espaco de Banach real de dimensio infinita e seja I € C'(X,R) par,
satisfaz a condigdo (PS) e I(0) = 0. Se:

(I) existem constantes p, « > 0 tal que I’HXH=P >
(Ip) para cada subespaco X, finito dimensional de X o conjunto {x € Xy : I(x) > 0} é limitado,
entdo I possui uma sequéncia ilimitada de valores criticos.

Assim estamos interessados em estabelecer as condigdes para poder aplicar o teorema
acima garantir a existéncia de uma sequéncia de solu¢des ndo limitada para o problema

2.

Vamos precisar do seguinte resultado:
Proposicao 2.23. Suponhamos que a fungio de Carathéodory f : (3 x R — IR satisfaca
() existeq € (1,p*) tal que
If(x,8)| < C(|s|7 1 4+1) parax € Q, s €R
com C > 0 constante;
(ii) existem niimeros 0 > p e sy > 0 tal que
0 < 6F(x,s) <sf(x,s) parax e Q, |s| > sp.
Entio, se X1 for um subespago de dimensio finita de W&’p (Q)), 0conjunto S = {v € Xy : F(v) >
0} é limitado em Wg’p(Q).
Demonstragio. De (i), F satisfaz (veja demonstracdo do Teorema
|F(x,s)| < Ci(]s]T+1) parax e, s €R, (2.36)

com Cy > 0 constante.
Afirmamos que existe y € L*(Q)), com v > 0 em (), tal que

F(x,8) > v(x)|s|® parax € Q, |s| > sp. (2.37)

De fato, como na demonstragdo do Teorema obtemos

F(x,8) > y1(x)s? parax € Q, s > s, (2.38)
F
em que v1(x) = (X;SO) . Além disso, de (2.36) decorre que 1 € L*(Q), e de (ii) obtemos

50
Y1 > 0em Q).
Um raciocinio semelhante mostra que

F(x,5) > 72(x)[s|® parax € Q, s < —s, (2.39)

54



F —
em que Y2 (x) = (X,S—GSO)' Novamente temos v, € L (Q) e 7, > 0 em Q.

0
De fato, para x € QY e T < —s, de (ii) decorre que

flx,T) _ 6
< — < — < —.
OF(x,T) < tf(x,T) = Tf(x,7) < —0F(x,7) = Fao) =7
Pela definigdo de F, F,(x,T) = f(x,T), de modo que
F’Z'(x’ T) < g‘
F(x,T) — 71
Dai, integrando de s a —sp obtemos
—S50 / —S0 —S0 —80
BT g < / Y4 = mEx1)| <o
F(x,7) T
S S S

Logo,

0
InF(x,—sg) —InF(x,s) <60(lnsp—Inl|s|) = InF(x,—sp) —InF(x,s) <In (S—O) .

Portanto,
F(x, —
lnw\sw <InF(x,s) = 72(x)[s|® < F(x,s),
50
F(x, —
donde, pelo item (ii), temos que ¥2(x) = M > 0.
50
Logo, de acordo com (2.36),
Fx,—so C1 —Soq+1)
()] = |FE ) Gl =Sl D) _
50 50

mostrando que 7, € L®(Q).

Portanto, (2.37) é satisfeita com y(x) = min{7y1(x), y2(x)} para x € Q), como afirma-
mos.

Vamos provar que F satisfaz a desigualdade

Fo) < S0l = [ 1000l <K parav e W37(@) 2.40)
Q

com K > 0 constante.
Seja v escolhido arbitrariamente em Wg P(Q)) e denotemos

Qo ={xeQ:|v(x)] <so}
De (2.36) obtemos
/F(x,v) > G /(\v|ﬂ+1) > —Cl/(sg+1) = —Cy(s7+ 1) - medida(Q) = Ki.
Oc Qc Q
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Se x € O\Q, |v(x)| > sp. Decorre de (2.37) que

| Fxo = [ y@kl

0\Q. 0\Q-
Entdo,
1
F(v) = ; f’p— ( /F(x,v)+ / F(x,v))
O< O\Q<
1
< el — [ vl -~k
0\Q-
1
= ol = [l + [ 4ol - Ku
Q O«
Mas,
[ @l < [ 2(x)sh < sb [ 1) < 1701005} - medida ().
Oc Q% Q
Portanto,

1
Fo) < ol — [ 1)l +K
P Q

em que K = ||7/|0,c05) - medida(Q) — K3, e (2:40) estd provada.
O funcional || - ||, : W, 1 P(0Q) — R definido por

1
0
loll, = ( / v(x)|v|">
0
é uma norma em W&’p (Q).

No subespago de dimensao finita X1, como as normas || - ||1,, e || - ||, sdo equivalentes,
existe uma constante K = K(X;) > 0 tal que

]
o]l < E(/y(x)|v|9> para todo v € X;.
Q

Consequentemente, por (2.40), em X; temos

Fo) < (R (/v vﬂ) —zv(x)|v|9—1<
- %Kﬁ( ! v(x)|v|9>e - Z 7)o’ - K

1~
= ;K”HUH? — loll", -
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Portanto,

1~
EK”HUHE, — HUHQY —K>0 paratodove$S

e tendo em conta que 6 > p, concluimos que S é limitado. u

Agora, podemos afirmar

Teorema 2.24. Suponha que a fungio de Carathéodory f : (O x R — R é impar no sequndo
argumento: f(x,s) = —f(x, —s). Se as condigdes (i), (ii), (iii) do Teorema forem satisfeitas,
isto é:

() existeq € (1,p*) tal que
If(x,s)| <C(|s|714+1) parax € Q, s €R,
com C > 0 constante;
(ii)

lim sup f (x,_z) <M
5—0 |5|P §

uniformemente com x € ()

em que Ay é o primeiro autovalor de —A, em Wé’p(Q);
(iii) existem constantes 6 > p e sgp > 0 tal que

0 < 0F(x,s) <sf(x,s) parax € Q, |s| > sp.

entdo o problema (2.1) tem uma sequéncia ilimitada de solugoes.

Demonstragio. A funcdo f sendo impar, o funcional F é par. De fato, decorre da defini¢do
de F que

F(x,—s) = / flx,0dt, (= —1)
0
= [~f =0z, (f impan)
0

= [ £x0dg = Flx,s).

0

Logo,
1

Fleu) =l =ulf, ~ [ Fr =) = S}, ~ [ Feew) = 7).
Q Q

E 6bvio que F(0) = 0. De (iii) decorre que, de acordo com o Teorema JF satisfaz
a condigdo (PS). Por (i), (ii) e pelo Teorema [2.18} existem constantes a,p > 0 tais que
]:|Hu||1p:p > a. De (i) e (iii), pela Proposi¢do [2.23, temos que o conjunto {v € Xj :

F(u) > 0} é limitado em Wé’p(()), sempre que X; for um subespaco finito dimensional
de W,” ().
Assim o Teorema [2.22/se aplica com X = W&’p (Q)el=F. [
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Observacao 2.25. Na Proposigdo de acordo com a condigdo (ii), o expoente q na condigdo de
crescimento (i) é forcado a estar no intervalo (p, p*) (veja a Observagio[2.21). Portanto, como no
caso do Teorema a generalidade do Teorema ndo é perdida se q em (i) é requerido estar
no intervalo (p, p*) em vez de (1, p*). <

Observacao 2.26. No caso particular p = 2, a suposicio de simetria em f permite remover a
condigdo (ii) no Teorema (veja, por exemplo, o Teorema 9.38 em Rabinowitz [20] e o Teorema
6.6 em Struwe [21]]). <
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Apéndice A
Resultados Auxiliares

Neste capitulo recordaremos resultados basicos que serdo utilizados livremente ao
longo deste trabalho.

A.1 Funcionais Diferenciaveis

Comecamos relembrando algumas nogdes basicas sobre a diferenciabilidade de fun-
goes.

Definicao A.1. Sejam U um aberto de um espago de Banach X e ¢: U — R um funcionaﬂ

(i) O funcional ¢ é Gateaux diferencidvel em u € X se existir f € X* tal que, para todo h € X,

t—0 t

Se esse limite existir, ele é 1inico e denotaremos ¢ (u) = f, que chamaremos de derivada de
Giteaux de ¢;

(ii) o funcional ¢ tem derivada de Fréchet f € X* em u se

1
}l%ﬂ[cp(wh)—(p(u)—(f,h)} =0, VheX

Nesse caso, denotaremos ¢’ = f, que chamaremos de derivada de Fréchet de ¢ (ou simples-
mente derivada de ¢);

(iii) O funcional ¢ pertence a C1(U,R) se ¢ possuir derivada de Fréchet ¢' em U e esta for
continua em U.

Observacao A.2. Um funcional Fréchet diferencidvel é Gateaux diferencidvel. Um funcional
Fréchet diferencidvel em u sempre é continuo em u, mas um funcional Giteaux diferencidvel em u
pode ndo ser continuo em u.E| <

N30 necessariamente linear.
2Por exemplo, o funcional g : R> — R dado por g(x,y) = x?y/(x* + y?) paray # 0) e g(x,0) = O nao é
continuo na origem, o que se verifica tomando y = x~. Por outro lado, go’(;(O, 0) =0.
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Lema A.3. Suponha que ¢ : U — R seja continua no segmento de reta [a,b] C U, Gateaux
diferencidvel e continua em (a,b) C U. Entdo

1
o(b) = ola) = [ (glla+tb—a),b—a)dr
Em particular, vale a Desigualdade do Valor Médio:

lp(0) — p(a)|| < sup [l@g(a+tb—a))l||b—all.
te[0,1]

Demonstragio. Considere a fungdo real g: R — R definida por g(t) = ¢(a+t(b —a)).
Entdo podemos aplicar o Teorema Fundamental do Célculo a fun¢do g’(t). Assim

p(0) ~9(a) = g(1) ~5(0) = [ ()t = [ (ghlatto-a)b-ayd.

Proposicdo A.4. Se ¢ for Giteaux diferencidvel em U e @ for continua em uy € U, entdo ¢ é
Fréchet diferencidvel em ug e ¢'(19) = ¢ (up).

Demonstragio. Defina f(t) = ¢(uo + th) — ¢(uo) — t{@y(uo), h). Entdo f(0) =0e f'(t) =
(@ (1o + th) — ¢z (u9), h). Aplicando a Desigualdade do Valor Médio, obtemos

(o + k) = @(u0) = (9 (uo), )| = 1£(1) = £(0)]

< ||1]| sup |l@G(uo+ th) — @ (uo)ll-
te[0,1]

A continuidade de ¢ em 1 garante entdo que ¢ é Fréchet diferencidvel em 1 e
¢'(10) = ¢ (uo)- n

Suponhamos que H seja um espago de Hilbert e que ¢ : U C ‘H — R seja (Fréchet)
diferencidvel. Entdo ¢'(u) € H* para todo u € U. Decorre do Teorema de Representacdo
de Riesz que ¢'(u) € H* pode ser identificado com um elemento de H.

Definicao A.5. Seja ¢ : U C H — R um funcional diferencidvel. O gradiente de ¢ em u,
denotado por V ¢(u), é 0 elemento de ‘H definido por

(Vo(u),h) = (¢'(u), h).

Um operador F: U C H — H é um operador potencial se existir um funcional ¢ : U — R
tal que F = V ¢.

A.2 Alguns resultados da Analise Funcional

Agora recordamos resultados bédsicos da Anélise Funcional e da teoria de integracao.

Denotaremos por dx a medida de Lebesgue no RN (N € IN). Os subconjuntos de
RY nos quais dx estd bem definida sdo denominados conjuntos mensuraveis. As funcdes
f tais que, para cadaa € R, {x € RN : f(x) > a} é um conjunto mensuravel, sdo
denominados fun¢des mensuréveis. A integral de Lebesgue, por sua vez, é definida para
func¢des mensuraveis.

Denotaremos por QO C RN um dominio (aberto) limitado do RY.
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Definicido A.6. Seja O C RN. Dizemos que duas funcdes sio equivalentes em Q) com respeito a
medida de Lebesgue, se elas forem iguais em quase toda parte (q.t.p.). Isto é, v = u, se v e u sdo
diferentes apenas em um subconjunto de () com medida nula.

A classe de equivaléncia determinada por v consiste de todas as fun¢des w que sdo
equivalentes a v. Com base nas classes de equivaléncia, definimos os espagos L?.

Defini¢do A.7. Seja1l < p < oo. Se define o espaco LV (Q)) por

LF(Q) = {f:Q—HRU{—l—oo} . f é mensurdvel e /f(x)pdx<oo},
Q

em que representamos simplesmente por f a classe de equivaléncia determinada por f.
A fungdo || - [|rpqy : LP(Q) — R tal que

1 ller o) = (/ If(x)pdx)
(@)

define uma norma no espago LV (Q)).

Definicao A.8. Se define
L=(Q) = {f Q — R; f é mensurdvel e existe uma constante C tal que |f(x)| < C g.t.p. em Q}
e se denota a norma nesse espago por

[ f o) = inf{C | f(x)] < Cg.tp. em Q}

Pode-se mostrar que os espagos L”(Q2) sdo espacos de Banach com as normas defini-
das acima.

Algumas vezes vamos escrever L¥ em vez de LP(Q)) e / f emvez de / f(x)dx.
Q Q

Teorema A.9 (Desigualdade de Holder). Seja QO C RN um dominio qualquere1 < p,p’ < oo
tais que % + % — 1. Suponhamos que f € LP(Q) e que g € LV (Q)). Entdo fg € L}(Q)) e

1/p 1/p
[ 1 ()g(x)ldx < ( / If(x)”dx) ( / g<x>|P’dx) .
Q Q @)

Teorema A.10. Sejam ( f,,) um sequéncia em LP e f € LP tais que || fn — f||L» — 0. Entdo existe
uma subsequéncia (f,, ) tal que

Q) fu (x) = f(x) g.t.p. em Q.
(i) |fu, (x)| < h(x) g.t.p. em Q para todo k, em que h € LP.
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Proposigdo A.11 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja Q C RN um
dominio limitado. Seja (fu)new C LY(Q) uma sequéncia tal que f, — f em quase todo ponto de
Q) quando n — +oo. Suponhamos que existe uma fungio g € LY (Q) tal que para todo n € N
vale a desigualdade | f,,(x)| < g(x) em quase todo ponto de Q). Entdo f € L' (Q) e também

n—-+4o00 n—r+00

im |fy = flliiq)=0 e /f(x)dx: lim /fn(x)dx
Q Q

Teorema A.12 (Teorema de Fubini). Sejam A C RM e B C RP,com M+ P = Nel =
A x B C RN. Denotemos um ponto (x,y) € I de tal forma que x € Aey € B.
Consideremos uma fungdo f : A x B — R integrdvel em I = A x B, entdo temos que

/ fdxz/ /f(x,y)dy dx:/ /f(x,y)dx dy.

I=AxB A B B A

Proposi¢do A.13 (Desigualdade de Young). Dados os niimeros a,b € R+ e dado p,p’ € R

comp>1le % + L =1, vale a desiqualdade

v

p p'
abga——i—b—,.
p p

Além disso, dado e € R, existe C(e) = (ep)~V"/? /p' tal que
ab < ea? + C(s)b?’/.

Definicao A.14 (Convergéncia fraca). Sejam X um espago de Banach, X* denotando o seu dual,
e (xn)newn C X. Dizemos que (x,)neN converge para x € X no sentido fraco quando n — oo, se

(f,xp) — (f,x), VfeX".
Denotamos a convergéncia fraca por x,, — x.

Teorema A.15. Seja X um espago de Banach reflexivo e (x,),eN uma sequéncia limitada em X.
Entilo, é possivel extrair de (x,),eN uma subsequéncia (xp, )xeN a qual converge fraco em X.

Proposicao A.16 (Propriedades da Convergéncia Fraca). Seja (u,) uma sequéncia no espago
de Banach X sobre K = R ou C. Entdo:

(i) A convergéncia forte u,, — u implica a convergéncia fraca u, — u.
(i1) Se dim(X) < oo, entdo a convergéncia fraca u, — u implica que u, — u forte.
(iii) Se u, — u, entdo ||uy|| é limitada e

lu|| < liminf ||uy,]|
n—oo

(iv) Seja X localmente uniformemente convexo. Se u, — u e ||uy| — ||u||, entdo u, — u.

(v) Se cada subsequéncia de (u,) que converge fraco tem o mesmo limite u, entdo u, — u.
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Teorema A.17 (Convergéncia fraca). Seja X e Y espagos normados e T : X — Y um operador
linear compacto. Suponhamos que a sequéncia (x,) em X seja fracamente convergente, digamos
Xn, — X. Entdo (Txy,) é fortemente convergente em Y e tem limite y = Tx.

Definicao A.18. Seja X um espago topolégico. Diz-se que uma fungio ¢ : X — R é semicontinua
inferiormente (s.c.i.) se ¢~ '((a, +o0)) for aberto em X, qualquer que seja a € R. (Se X for um
espago métrico, entdo ¢ : X — R é s.c.i. se, e somente se, p(u) < iminf$p(u,) para qualquer
ue Xe(u,) C Xtal que uy — u).

Teorema A.19. Seja X um espago topologico compacto e seja ¢ : X — IR um funcional s.c.i.
Entdo ¢ é limitado inferiormente e existe uy € X tal que

¢(up) = inf ¢(u).

ueX

Definicado A.20. Seja X um espago topoldgico. Diz-se que ¢ : X — R é fracamente semicontinua
inferiormente (fracamente s.c.i.), se ¢ for s.c.i. considerando X com sua topologia fraca.

Observagao A.21. Sendo X um espago normado, podemos definir uma injegdo candnica | dada
da sequinte forma
J:X = X
x — Jx : X* - R
fo= Jxf) =),
onde X** é o bidual, isto é, o dual de X*. Entdo | assim definida é linear e também é uma simetria;
isto € || Jx|[x = [|x[[x- <

Se a inje¢do canodnica é sobrejetiva, entdo X é chamado espago reflexivo.

Definicao A.22. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Dizemos que o funcional ¢ : X — R é
coercivo se ¢p(u) — ~+oo quando ||u|| — +oo.

Teorema A.23. Seja X um espago de Banach reflexivo. Suponhamos que ¢ : X — R satisfaga:
(i) ¢ é fracamente semicontinuo inferiormente,
(ii) ¢ é coercivo.

Entdo ¢ é limitado inferiormente e existe ug € X tal que ¢(ug) = in)f( ¢(u).
ue

Se o funcional ¢ também for diferencidvel, entdo qualquer ponto de minimo up é um
ponto critico de ¢, ou seja, ¢’ (1p) = 0 € X*.

Lema A.24. Se ¢ : X — R for um funcional convexo semicontinuo inferiormente no espago de
Banach reflexivo X, entdo ¢ é fracamente semicontinuo inferiormente.

Teorema A.25. Sejam X um espago de Banach e (x,) uma sequéncia em X. Se x, — x na
topologia fraca de X, entio ||x,|| é limitada e

]| < Liminf || x,]].
n—oo

O seguinte resultado serd usado em algumas desigualdades.

Lema A.26. Sel <r<ooea>0,b>0,entio

(a_|_b)r Szr—l(ar+br)
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Demonstragio. Considere ¢ : [0,00) — R, definida por ¢(t) = .
Temos que ¢"(t) = r(r —1)'~2 > 0 para t > 0, o que garante que ¢ é convexa. Conse-
quentemente,

plat+ (1 —1)b) <tp(a)+ (1 —t)p(b), abeR,Vtel01].

Como ¢p(a+b) = ¢ <% (2a) + %(Zb)) decorre da convexidade de ¢ que

Pla+b) < p(2a) + 3p(2D).

de todo isto temos que

(a+b) < = (2a)" + %(2b)r =21 (" 1 p7).

1
2

A.3 Espacos de Sobolev

Apresentamos aqui as principais defini¢des e conceitos relacionados com derivada
fraca, e espacos de Sobolev e algumas de suas propriedades.
Considere QO C RN um subconjunto aberto ndo-vazioe f: Q — R.

Definicdo A.27. Dizemos que um conjunto A estd compactamente contido em (), o que serd
denotado por A CC Q),se A C A C Q, sendo A um subconjunto compacto do RN.

Definic¢do A.28. O conjunto {x € Q): f(x) # 0} é chamado suporte da fungio f. Denotamos
este conjunto por supp f.

Definigdo A.29. C°(Q) é o conjunto das fungdes f: Q) — R, cujas derivadas parciais para todas
as ordens sdo continuas e cujo suporte é um conjunto compacto contido em ()

Seja K C RN um subconjunto nao vazio. Definimos a funcio

|1, sexeK
11<(x)—{ 0, sex €K,

chamada funcéo caracteristica de K.

Definigao A.30. Seja 1 < p < co. Uma fungio f: Q — R pertencea LI _(Q) se f|x € LP(Q),

loc

para todo compacto K C Q); isto é, se f € LP(K), para todo compacto K C Q).

Seja o vetor & = (a1, ap,...,aN), onde &; é um inteiro ndo negativo. Entdo a é um
multi-indice de ordem |a| = a1 + ap + - - - + ay. Dado um multi-indice «, definimos

ollu (x)
D* = 0.
u(x) dxyt - - 9xyN

1
loc

Definicdo A.31. Sejam QO C RN um aberto, & um multi-indice e f,¢ € L. (Q). Dizemos que

g éa a-ésima derivada fraca de f em Q) e escrevemos D* f = g se

[ £ Dop)dx = (-1 [g(x) p(x)dx, Vg e CF(Q).
Q QO
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Definicao A.32. Seja k um inteiro nio negativo e 1 < p < co. Definimos o espago de Sobolev
WEP(Q)) como o espago de (classes de equivaléncias de) fungdes u € LP(Q) tais que qualquer
derivada fraca de u, até a ordem k, é uma fungio do LP(Q)). Isto é,

whr(Q) = {u € 17(Q) : D*u € LP(Q2), Vo € NV com |a] < k}.

Denotaremos WP (Q)) = LP(Q).

Uma observagdo importante é que valem as seguintes inclusdes
CP(Q) € WhP(Q) C LP(O).

Além disso, para 1 < p < o, WP (Q) ¢ WhP(Q)), quando k; < ko.
Para 1 < p < co, WEP(Q)) é um espaco de Banach com respeito a norma

p

lulwer@y = | X ID"ullf,

lac| <k
Por outro lado, W¥*(Q)) é um espaco de Banach com respeito a norma

[l oo () = max D1 o)
Definig¢ao A.33. Denotaremos por Wk’p (Q)o fecho de C5°(€2) com respeito a norma || - ||y )
e por W5V (Q)) 0 espaco dual de W P(Q)), em que < l, 1.

Portanto, uma fungdo u € Wo’p(Q) se, e somente se, existir uma sequéncia (uy),eN
em C3°(Q) tal que u, — u em W*P(Q)). Uma fungio u € Wg’p(ﬂ) satisfaz

D*u = 0em dQ), paratodo |a| <k—1

Notamos que, para cada k ndo negativo, W(l)c,p (Q)) é um espago de Banach com a
norma induzida de W*?(Q)). Uma norma para Wg’p(ﬂ) equivalente a norma definida
em WP (Q) é dada por

1
P
il /2 Duf?
|a|=k

Passaremos agora a considerar alguns teoremas de imersdo. Sejam U e V espagos

vetoriais normados.

Defini¢ao A.34 (Imersdo Continua (U — V)). Dizemos que a inclusdo U C V é uma imersio
continua se a aplicagdo inclusdo I : U — V for continua, ou seja, U estd imerso continuamente
em V se existir uma constante C tal que

lully < Cllullu Yuel
cpt.
Defini¢ao A.35 (Imersdo compacta (U i> V). Se a aplicagio inclusdo, além de continua, for
compacta, dizemos que a imersdo U — V é compacta. Em outras palavras, sequéncias limitadas

em U possuem subsequéncias convergentes em V.
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Teorema A.36. Sejam Q) C RN um aberto de classe C' (Q) com fronteira limitadae 1 < p < co.
Entdo sdo continuas as seguintes imersoes:

1
N/

(i) se1 < p < N, entdo W'P(Q) — LI(Q), em que % = %
(i) se p = N, entdo W'P(Q) — L1(Q), para todo q € [p, +o0);
(iii) se p > N entdo WP (Q) — L®(Q).
Observacgio A.37. Das partes (i) e (ii) do Teorema[A.36decorre que
lulliaey < Cillullpipqy YueW(Q),

em que g = NN_pp,seN>p,eq€ [p, +00),se N = p.

Em particular, se u € Wé’p(Q) C WLP(Q), temos
1,
lullaiqy < Crllullwioay Y u e WoP(Q),
e, pela equivaléncia das normas anteriormente informada, temos
1,
lullisie) < Cllullyr o) = ClIVHllr), V1€ WP (Q).

<

Teorema A.38 (Rellich-Kondrachov). Seja QO C RN um subconjunto aberto limitado de classe
CY(Q) e N > 2. Entio as seguintes imersdes sio compactas:

cpt. 1
— L1(Q)), Vg € [1,p*), onde o =

1
N/

() sep < N, entio WP(Q)) %

3
(i) se p = N, entdo W'P(Q) Hiv L1(Q)),V g € [1,+00);

t. .
(iii) se p > N, entdo WP(Q) <5 C(Q).

Coroléario A.39 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja QO C RN um aberto limitado. Para

p > luoale

1 cpt.
WP (Q) & LP(Q).

A4 O Grau de Leray-Schauder

Primeiramente vamos dar a defini¢do do grau topolégico em dimens&o finita, conhe-
cida como teoria do grau topolégico de Brouwer

Defini¢ao A.40. Seja D C RN um conjunto aberto limitado. Se ¢ € C(D,RN) ey €
RN\¢(9D), entio (¢, D,y) é uma terna admissivel para o grau topoldgico de Brouwer.

3Nossa principal referéncia nessa segdo foi Afonso e de Souza [2].
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Agora, vamos a definicido do grau no caso especifico em que ¢ é de classe C! e y é
valor regular de ¢.

Definicio A.41. Seja (¢, D,y) uma terna admisstvel tal que ¢ € C'(D,RN) e y é um valor
regular de ¢. Definimos o grau de Brouwer da terna (¢, D, y) por

deg(¢,D,y):= Y., sgn(Jplx]),

xep~1(y)nD

em que sgn(Jy[x]) é o sinal do determinante da matriz jacobiana de ¢ no ponto x. Se ¢~(y) N
D = @, definimos deg(¢, D,y) = 0.

Veremos, agora, a teoria do grau topolégico em dimensao infinita, mais conhecida
como teoria do grau de Leray-Schauder.
Na sequéncia, E denota um espago de Banach munido com a norma || - ||.

Definicdo A.42. Seja Q) um subconjunto aberto e limitado de E. Diremos que uma aplicagiio
¢ =1—T:Q — Eéuma perturbagio de dimensio finita da identidade, em que | : E — E
é a aplicagio identidade e T € C(Q), E), se T(Q)) estiver contido em um subespaco de dimensio
finita de E.

Definigao A.43. Sejam Q) um subconjunto aberto e limitadode Ee ¢ = I — T : Q — E uma
perturbagio de dimensdo finita da identidade. Se b ¢ $(9Q) e F for um subespago de dimensdo
finita de E contendo b € T(Q)), definiremos o grau de Leray-Schauder de ¢ em Q) com relagdo a b
por:

deg(¢, Q, b) := deg(¢p|qnp, QN E,b).

Definicio A.44. Seja Q) um subconjunto aberto e limitado de E. Um operador T : Q — E

é compacto se for continuo e T(Q)) for relativamente compacto (ou seja, o conjunto T(Q)) for
compacto).

Denotaremos o conjunto de todos os operadores compactos T : Q — E por K(Q,E).
Nao é dificil verificar que K(Q2, E) munido da norma

IT|lx =sup [T(x)ll, T e€K(QE).

xeQ
é um espaco de Banach.

Definigdo A.45. Se T : Q) — E for um operador compacto, diremos que a aplicagio g = I — T é
uma perturbagdo compacta da identidade.

Lema A.46. Seja ¢ uma perturbagdo compacta da identidade, com ¢ : I —T, T : Q — Ee
T € K(Q, E). Entio:

(i) ¢ é um operador fechado (isto é, a imagem por ¢ de um conjunto fechado é um conjunto
fechado);

(ii) ¢ é propria (isto é, a imagem inversa por ¢ de um conjunto compacto é um conjunto com-
pacto).
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Definigao A.47. Sejam Q) um subconjunto aberto e limitadode Ee ¢ = [ — T : QO — E uma
perturbagio compacta da identidade. Se b & ¢$(9QY), definimos o grau de Leray-Schauder de ¢ em
Q) com relagio a b por

deg((P’ Q’ b) - deg(cpﬁ Q/ b)/

em que ¢ = I — T, é uma perturbagio de dimensdo finita da identidade que satisfaz

’
o~ rll < 5,
sendo r = dist(b, p(0Q2)).
Dentre as propriedades do grau de Leray-Schauder, destacamos as seguintes:

Proposicao A.48. Se () é um subconjunto aberto e limitado de E e I : E — E é a aplicagdo
identidade, entio:

1, beO

deg(I,0,b) = { 0 beO

Proposigao A.49. Sejam () um subconjunto aberto e limitadode Eep = 1 — T : Q — Euma
aplicagio, onde T : QO — E é um operador compacto. Se b ¢ ¢p(Q), entdo deg(¢p,Q,b) = 0. Em
particular, temos que se b & $(9Q)) e deg(p, O, b) # 0, entdo existe ug € Q) tal que ¢(up) = b.

Proposigdo A.50. Seja H uma aplicagiio em C(Q x [0, 1], E) definida por H(x, t) = x — S(x, 1),
para (x,t) € QO x [0,1], onde S : Q3 x [0,1] — E é um operador compacto. Se b ¢ H(IQ) X
[0,1]), entdo deg(H(-, t), ), b) é constante em [0, 1].

Como consequéncia destas trés propriedades listadas acima, obtemos o seguinte re-
sultado.

Teorema A.51 (Teorema do Ponto Fixo de Schaefer). Seja T : E — E um operador compacto.
Se existir v > 0 tal que
oT(u) =u < |jul| <r,

parau € E e o € [0,1], entdo T admitird um ponto fixo em E.

Demonstragio. Seja B,(0) = {x € E : ||x|| < r} e defina H : B,(0) x [0,1] — E por
H(u,0) =u—0T(u), para (u,0) € B,(0) x [0,1].
Pela Proposicao temos

deg(H(-,0), B,(0),0) = deg(H(-,1), B-(0),0) = deg(I, B-(0),0) = deg(I — T, B,(0),0).

Entdo, pela Proposigdo deg(I — T,B,(0),0) = 1 # 0 e, pela Proposigédo
existe u € B,(0) tal que (I — T) =0, isto é, u = T(u). [

A.5 A subdiferencial

Em éreas aplicadas, frequentemente surgem problemas de otimizagdo cuja fungao ob-
jetivo ndo é diferencidvel, mas tem a propriedade de ser convexa (por exemplo, a funcéo
objetivo pode ser uma combinagdo de fun¢des lineares). Isto inviabiliza a aplicagdo de
uma ampla classe de algoritmos. Contudo, para muitas fung¢des, o subdiferencial estd
definido em pontos onde a derivada ndo existe. Esta caracteristica e o fato de poder ser
definido em espagos de dimensdo infinita fazem do subdiferencial uma ferramenta fun-
damental em otimizagao convexa.
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Defini¢do A.52. Se x € dom(f), definimos a subdiferencial de f em x como o subconjunto de

X*
If(x) ={x" € X*: f(y) = f(x) =2 (x",y —x), Vy € X}

e dizemos que f é subdiferencidvel em x se df (x) # 0.
Se x ¢ dom(f), entdo of (x) = @. Neste caso dizemos que f é nio subdiferencidvel em x.
Qualquer x* € df (x) é denominado subgradiente de f em x.

A interpretagdo geométrica do subgradiente de f em x é dada na Figura[A.T} a fungéo
y — f(x) + (x*,y — x) determina um hiperplano nao vertical que suporta o gréfico de

f no ponto (x, f(x)).

R

Figura A.1: Interpretacdo geométrica do subgradiente.

Exemplo A.53. O subdiferencial da fungio norma no ponto zero coincide com a bola unitdria de
X*.

De fato,
¥ €| [(0) = (x"y) < |yl = x* € B[0,1]
<
Exemplo A.54. Consideremos a fungio f = |- | definida em R. Para x # 0 temos que f é
diferencidvel, de modo que df (x) = {—1},sex < 0,edf(x) = {1}, se x > 0. Para x = 0 temos
af(0) = [-1,1]. g

A.6 O operador de Nemytskii

Esta secao é dedicado ao estudo das fungdes de Carathéodory e ao operador de Nemy-
tskii. Para as aplicagbes que apresentaremos neste trabalho, sera preciso estudar a conti-
nuidade do operador de Nemytskii, também chamado de operador de superposicéo.

Definicao A.55. Dizemos que f : (3 X R — R é uma funcio de Carathéodory se satisfaz:
() paracadas € R, a fungio x — f(x,s) é Lebesgue mensurdvel em C);

(ii) para quase todo x € O, a fungio s — f(x,s) é continua em R.
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Convencionaremos que, no caso de uma funcdo de Carathéodory, a afirmacao “x € ()"
deve ser entendida como vélida para quase todo ponto x € Q).

Denotando por M o conjunto de todas as fun¢des mensuraveis u : (3 — R,temos o
seguinte resultado.

Proposicao A.56. Se f : (3 x R — R for uma fungio de Carathéodory, entdo, para todau € M,
a fungio x — f(x,u(x)) é mensurdoel.

Demonstragido. Mostraremos que se u € M, entdo f(-,u(-)) € M. Notemos que se v é

uma fungdo simples, entdo f(-,v(-)) é mensuravel.
m

De fato, sendo v uma funcdo simples, podemos escrevé-la da forma: v = Z a;X g, com
i=1
a; € R e xg, a fungdo caracteristica de E;, onde a familia {E; : 1 < i < m} forma uma
particdo mensurdvel de (). Dai,

flx,o(x)) = f (x, imm(@) = i)cgi(x)f(x, a;).

Assim, sendo x — f(x,a;) mensurédvel, por hipétese, temos que f(-,v(+)) € M.
Consideremos agora uma sequéncia de funcdes simples (u,) em M tal que u, — u

q.t.p. em Q). Acabamos de mostrar que f (-, u,(-)) é mensurdvel para todo n € IN. Como

f( un(-)) = f(-,u(-)) q.t.p. em Q, segue que f(-,u(-)) € M, pois é limite q.t.p. de uma

sequéncia de fun¢des mensuraveis em (). n

Como consequéncia deste resultado temos que, para cada funcdo de Carathéodory,
podemos definir o operador

u Nfu 00 — R
x = (Nyu)(x) = f(x, (u(x))),

chamado operador de Nemytskii. Na verdade, estamos interessados em saber quando
o operador Ny define uma aplicacdo de um espaco LP1(Q)) em outro espaco LP2(Q)) e,
principalmente, quando este é continuo. O préximo resultado responderé a esta questao.

Proposicao A.57. Suponha que f : (O x R — R seja uma funcido de Carathéodory e que a
seguinte condigdo de crescimento seja satisfeita:

|f(x,s)] <Cls|"+b(x) parax e, s€R,

em que C > 0 é constante, v > 0eb € LT (Q)), paral < g1 < co.
Entdo Ne(LT"(Q))) C L1(Q). Além disso, Ny é continua de LT (Q) em L91(Q)) e aplica
conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Demonstragdo. Como Ny : LT"(Q)) — L7(Q)) vamos mostrar que N;u € L9(Q)) para
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1

(/ [(Nj)(x %dx)l - |/ f(x,u(X))”“dx)l
Q

/ (C|u(x)]r + b(x))qldx) ,  (desig. de Minkowski)
Q

< |/ (Cu<x>f)qldx) E (/ bwldx) Cew
Q

0

Assim, temos Nyu € L1 (Q)). Além disso, || Nyulloq, < Cllul[f,,, + [[bllo,p, implica que
Ny € limitado, pois aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Para mostrar a continuidade de Ny vamos mostrar que toda sequéncia (u,) C L7 (Q)
com u, — u em L97(Q)) tem uma subsequéncia (uy, ) tal que Nyu,, — Nyu em L1 (Q)).
De fato, pelo Teorema [A.10| temos que dada (u,) C L7 (Q) com u, — u existe uma
subsequéncia (u,,) C (u,) tal que u,, (x) — u(x) para q.t.p. x € Q e existe h € L7 (Q)
tal que |uy,, (x)| < h(x) para q.t.p. x € Q.

Como a sequéncia (f(x, un, (x))) é tal que (f(x, un (x))) — f(x,u(x)) para q.t.p. x € Q
ou Ngup, (x) — Nyu(x) para q.t.p. x € Q. Assim temos que

£t (X))] < Clutg (x)[" +b(x) < Clh(x)[" +b(x) paraqitp. x € O

=
»—l"—‘

IN

[Nfu(x)| = kh_{]glo |Nfup (x)] < Clh(x)|]" +b(x), paraqtp.xeQ.
Mas
Nt (1) = Npu(o)|" < (INpa ()] + INpu(x) )
< (2@l +b())"

< 2‘712”71_1<C‘71|h(x)|‘71r+ |b(x)|‘71> e LY(Q).

Dai pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

qn

7
/ }Nfunk(x) - Nfu(x)‘ dx — 0 quandok — o0

HNfunk Nfu 0

istoé N U, — N fu, portanto N [ é continua. [ |

Com relacdo ao potencial do operador de Nemytskii temos o seguinte resultado

Proposicdo A.58. Suponha que f : Q) x R — IR é de Carathéodory e satisfaz a sequinte condicio

de crescimento:
1f(x,5)| < Cls|T 1 +b(x) parax € Q,s€R,

onde C > 0 é constante, g > 1,b € LT(Q), 1 + 1 =1.

1
9 49

wn

Seja F : 3 x R — R definido por F(x,s) :/f
0

Entdo:
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(i) F éuma fungdo de Carathéodory e existe C; > 0 constante e c € L' (Q) tal que

|F(x,s)| < Cyls|T+c(x) parax € Q, s €R;

(i1) O funcional ® : L1(Q)) — R definido por ®(u /NFu = /P x,u) é continuamente

Fréchet diferencidvel e ®'(u) = Nyu para todo u € L‘7 (Q).

Demonstragido. Como f é uma fungdo de Carathéodory temos pela defini¢do de F que a F
também é de Carathéodory.
Logo

[F(x,s)| =

= %|S|‘7 + |s|b(x), desig. de Young, % + 1_ 1
¢
q
C

/

q/
Il (b
q q

entao
|F(x,s)| < Cqi|s|T4+c(x), paraxeQ,seR

onde C; = CH e q,(b(x))”’/ = c(x) € L1(Q) pois b € L7 (Q). Isso mostra (i).
A contmuldade de N implica que ® é continua. Agora seja u € L7(Q}) fixo, defina

O(h) =®(u+h)— /fxuhdx

:/[F(x,u—i—h)—l—"(x,u) dx—/f(x,u)hdx
Q Q

Pelo teorema fundamental do cédlculo, temos

1 1
/i( (x,u+ th) ) dt] dx([[o/fxuhdt]

1
f(x,u+th)h)dt| dx — f(x,u)hdt| dx
(flxu+t )t] ! O/ t]

| |
/

(Gt th) — fx,u) ) d | d
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utilizando o Teorema de Fubini, obtemos

1
5(h) = / / (F(xu+ th) — f(x,u ) dx i
0 Q
Tomando o médulo em ambos dos lados, temos

[ (Ny(u=th) = Ngu)n dx| at

Q

1
o) < |
0

Pela desigualdade de Holder

1
|5(7’l)’ </(/Nf(u+th)Nfuq/dx)

Q

1
7

; 0
/|h|qu dt
O

INg(u + th) = Ngulloq || llo,qdt

O . °~— _ °

INf(u + th) — Nyullogdt |[R]log

Portanto )
’\’i("‘io),l < 0/ INF(u + th) — Ngullo,dt.
Dai, se h — 0 em L1(Q)),
0 < 1im P _ nm/1 NGt + th) — Nyul|g dt
= =0 [[hflog ~ =0/ f frlog

e, como o operador de Nemytskii Ny € limitado e continuo, pelo Teorema da Convergén-
cia Dominada de Lebesgue temos

1
. |o(h)] / .
0<1 < [1 N th) — N dt = 0.
=50 110 — 5 hlg(l)H 7+ th) = Nyullo,g
Assim, lim [6()] = 0, isto é ® é Fréchet diferenciavel e
=0 [|f]o,q

(@' (1), ) :/f(x,u)h dx, Vheli(Q),
(@)

isto &, ®'(u) = f(x,u) = Nyu.
A continuidade de @’ estd garantida pois, Ny é continua. Portanto ® € CHL1(Q),R). H
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Observagdo A.59. Com as condicdes da Proposicio temos que
NA(LI(Q) C LT(Q),  Ne(L9(Q) € L(Q)

em que os operadores de Nemytskii N¢ e N sdo continuos e limitados.

De fato, sejar = g — 1 e q1 = ¢', entdo pela Proposicio |A.57| temos que Nf(Iﬂ’(q_l)(Q) C
L7 (Q). Mas como q = ¢q'(q — 1) entdo N¢(L1(Q)) C L7(Q) e pela mesma proposigio Ny é
limitada e continua. Da mesma forma, as afirmagdes sobre N sdo verdadeiras ao considerar v = q
eqr =1 <

Deve-se notar também que, para cada u € L1(Q)) fixo, Nju = ®'(u) € L7 (Q).

Agora, vamos a estabelecer condi¢des que vao nos permitir obter a solu¢do do pro-
blema (2.1J).

Vamos denotar por p* o expoente conjugado de Sobolev de p que é definido por

Np
“ —— sep <N,
pr=3 N-p *F

1) sep > N.

A partir de agora assumimos que f : () Xx R — R é uma func¢do de Carathéodory
satisfazendo a condicao de crescimento

1f(x,5)] < Cls|T 1 +b(x) paraxeQ,scR, (A1)
onde C > 0 é constante, g € (1,p*), b € Lq/(Q), % + % =1.
Observacio A.60. Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov temos que a restrigio q € (1, p*)
Qarante quie W&’p (Q) — LI(Q)) é uma imersio compacta. Assim, o diagrama

I N !/ I* i
WP (Q) <5 L1(Q) = L7 (Q) <5 WP (Q)

mostra que Ny é um operador compacto (continuo e aplica conjuntos limitados em conjuntos rela-
tivamente compactos) de Wé’p (Q) em WL (Q). <

Lema A.61. Seja f : () x R — R uma fungio de Carathéodory que satisfaca a condicdo de
crescimento (A.1). Entio o funcional ® : W&’p (Q)) — R definido por

D) = /F(x,u)
@)

S

onde F(x,s) = / f(x,T)dT, é continuamente Fréchet diferencidvel em W&’p(ﬂ) e
0

(@' (1), ) :/f(x,u)h dx, Vhe WM (Q)
(@)
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Demonstragio. Para a prova primeiro mostraremos a existéncia da derivada de Gateaux e
depois que esta é continua para logo aplicar a Proposicdo
Sejam t € (0,1) e g : [0,1] — R definida por g(s) = F(x,u + sth). Desde que g é
continua em [0, 1] e derivavel em (0, 1), pelo Teorema de Valor Médio, existe 6 € (0,1) tal
que [g(1) — g(0)] = [g(6)], ou seja,
|F(x,u+th) — F(x,u)| = |f(x, u+ 6th)th| (A.2)

Da condigdo de crescimento (A.1) temos que
f(x,u+0th)||h| < <C1u+9th|"/’1+b(x)>]h]
< (Callul™t + [T+ b(x) )

Dai, pela desigualdade de Holder e o fato que a imerséo Wl’p (Q)) < L1(Q)) é continua
1
q

!/|uq‘wwdx<< (/’uﬁdx) (/’hqu)
/WMxmths (/bqh%)w(z"h%u)q<:w

m@(quw1+mw1+mwwm€ﬂ ) paraq € (1,p").

Uma vez que u(x) + t6h(x) — u(x) q.t.p. em Q, quando t — 0, e f é continua na
segunda variavel, entdo f(x,u(x) + t6h(x))h(x) — f(x,u(x))h(x) q.t.p. em O, quando
t — 0.

Assim, usando (A.2) e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
obtemos

%/(F(x,u +th) — F(xu))dx = [ fxu)h dx
Q
quando t — 0. Portanto,

(D' (u),h) :/f(x,u)h dx
o

Para mostrar que @’ : W&’p (Q) — WP (Q) é continua, suponha que que 1, — u em
Wol’p(Q). Como a imersao Wé’p(Q) — L1(Q)) é continua, temos que u, — uem L1(Q)). Ja
que |f(x,s)| < Cl|s|77! + b(x), podemos usar a continuidade do operador de Nemytskii
para obter

f(x,uy) = f(x,u) em L7 (Q) (A.3)
onde ¢ = -L.. Usando a desigualdade de Holder e de novo o fato que a imersdo

1
(Q)) é continua temos

(@ () = @), m) | < [ 1 Cxn) = £, )] [l
Q
< lf ) = £ )l o
< KlF G a) = £ 1) o Ml
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Entao

/ &
9 e) ~ @) = sup P PN
0£he Wy () 17l

< Kl f(xun) = £, u)loq

Dai, segue de (A.3) que, ' (1) — ®(u) em W17 (Q).
Portanto temos que ® € Cl(Wg’p(Q),]R). |

Todo isto vai nos permitir estabelecer problemas equivalentes ao problema (2.1), que
sdo estudados no Capitulo 2.
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