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1 Introducao

O principal objetivo desta dissertacao é o célebre teorema de Birkhoff-Grothendieck.
Teorema que classifica todos os fibrados vetoriais sobre a reta projetiva P! definida sobre
um corpo algebricamente fechado k, especificamente, assegura que um fibrado de posto
m sobre P! se escreve como soma direta de fibrados em retas bem conhecidos, os famosos
Op1(d). Na literatura este teorema ¢é usualmente atribuido somente a A. Grothendieck,
cuja prova foi pubicada em 1957 em [Gro|. Contudo, o teorema de fatorizagdo de Birkhoff

[Bir], que foi publicado no ano de 1909, predizia a existéncia de um tal resultado.

Nao seguiremos a prova de A. Grothendieck, apesar de muito elegante e possibilitar
generalizagoes, como por exemplo o teorema no caso de P", veja [OkSchSpin]. Ao invés,
ficaremos mais proximo do teorema de fatorizacao de Birkhoff sobre matrizes invertiveis
cujas entradas sao polinémios de Laurent em uma indeterminada, isto ficara claro na
Proposicao 4.1.1 desta dissertacdo. A prova aqui apresentada foi feita por Hazenwinkel—
Martin [HaMa] no ano de 1982, prova muito simples e que nos parece que foi inspirada

no supracitado teorema de Birkhoff.

Outra caracteristica desta dissertagao foi a preocupacao em se fazer pontes entre
curvas algébricas definida classicamente como fechados de espagos projetivos, como no
livro do Fulton [Ful], as curvas definidas de maneira inteiramente local, como definidas
por Stoehr [St], e finalmente as curvas definidas como esquemas projetivos mergulhados.
Traduziremos os conceitos de divisores de Weil, Feixes invertiveis e Fibrados sobre es-
tas trés linguagens da Geometria Algébrica. Passemos agora a descrever brevemente os

capitulos que compoem esta dissertagao.

O capitulo 2 é dedicado ao estudo de valorizagoes e corpos de fun¢ées em uma
variavel. Sao apresentadas as definigoes basicas e os principais teoremas. Assumiremos
conhecida a teoria de curvas apresentadas em [Ful]. E estudado o grupo de Picard de uma

curva definida como o conjunto de anéis de valorizagdo, como em [St] ou em [BoPe].

No capitulo 3 sdao apresentadas as defini¢coes basicas de fibrados vetoriais, feixes e
esquemas. O ponto forte deste capitulo é a conexao entre as defini¢coes de curvas apre-
sentadas aqui, a conexao entre divisores de Weil e feixes invertiveis e por fim a conexao
entre fibrados vetoriais de feixes localmente livres. Destacamos que nao faremos teoria
geral de feixes e esquemas, muito embora aproveitamos as defini¢oes gerais, nosso prin-
cipal foco sdo as curvas. Finalmente no capitulo 4 é detalhada a prova do Teorema de
Birkhoff-Grothendieck seguindo [HaMal].
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2 Preliminares

Em todo o texto, k denota um corpo algebricamente fechado. Nesta se¢do as nogoes

de espacos afins e projetivos sdo as usuais, a saber:

ﬁ:: {(alv"wan)‘&iek}

enquanto que
P" = {(ag:...:an)|a; €k} = A"/ ~

em que (ag,...,a,) ~ (by,...,b,) < IX € k*; b = \a; Vi. E em cada um desses espagos
consideraremos a topologia de Zariski. Os pré-requisitos em curvas algébricas podem ser
encontrados no livro de W. Fulton [Ful], enquanto que o contetido aqui apresentado sobre

valorizagoes foi completamente inspirado em [BoPe].

2.1 Valorizacoes e Curvas Algébricas

Definicao 2.1.1. Seja K um corpo. Uma valorizacao de K é um mapa v : K* — 7Z que

satisfaz as sequintes condigcoes:

(i) v: K* = Z é um homomorfismo sobrejetivo nao-nulo,

(i) v(x +y) > min{v(z),v(y)} para todos x,y € K*.
Algumas vezes serd conveniente estender v a K. Faremos isso definindo
(7it) v(0) := oo.

Convencionando-se que 0o + 00 = 00 +n = 00 € 00 > n, para todo n € Z, teremos
v(zy) =v(z)+ v(y) e (i4) para quaisquer z,y € K.
Quando temos uma extensao de corpos K|F, dizemos que a valoriza¢ao v de K é

nao-arquimediana sobre F', ou simplesmente sobre F', se v(z) = 0 para todo x € F*.

Definicao 2.1.2. Seja R um dominio que nao é um corpo. Dizemos que R é um anel de
valorizagao discreta (abreviadamente DVR) se ele satisfaz qualquer das sequintes defini-

coes equivalentes:

(i) R é Noetheriano e local, e o seu unico maximal é principal.
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(i1) Eziste um elemento irredutivel t € R tal que todo z € R\ {0} se escreve de modo

unico como z = ut™, u unidade e n € N.

Para uma prova da equivaléncia veja [Ful, prop 4, pg. 22].

Exemplo 2.1.3. Dada uma valorizagdo v : K — Z U {oco}, podemos verificar facilmente
que O, :={z € K | v(z) > 0} é um DVR. Reciprocamente, dado R um DVR com corpo
de fragoes K, temos a valorizagao em K definida por v(ut”) =n € Z e v(0) = co. Além
disso, m, := {z € K | v(z) > 0} é o ideal maximal de O, e o corpo quociente k, := O, /m,

¢ denominado o corpo residual de v.

Exemplo 2.1.4. Seja K = k(X) o corpo de fungbes racionais na indeterminada X.
Definimos a valorizagao vy de K sobre k do seguinte modo: Para g € k[X] \ {0}, vo(g)
é o grau do mondmio inicial de g, e para um elemento genérico f = g/h € k(X) com

g,h € k[X]\ {0} polindmios coprimos, definimos

vo(f) = vo(g) — vo(h).
Com isso, temos uma valorizagdo de K, como se pode verificar facilmente.

Exemplo 2.1.5. Novamente, vamos considerar K = k(X)) e definir valoriza¢oes de K
sobre k. Todo f € K* pode ser escrito como um produto finito f = o J[(X — p;)™ com

pi €k, n; € Z e a € k*. Para cada p € A, temos uma valorizagao v, de K definida por

ng, Sep=p;
Up(f) =

0, caso contrario.

Vamos verificar que isso de fato define uma valorizagdo de K. A condigao (i) é
trivialmente satisfeita, ademais, é claro que v, é sobre k. A fim de comprovar (ii) con-
sideremos f = (X — p)"fi e g = (X — p)™g; onde fi(p),g1(p) € k* (isso significa que
nenhuma poténcia nao nula de X — p aparece em f; e nem em g;). Temos dois casos a

considerar: n > m ou n = m. No primeiro caso, temos

up(f +9) = vp(X —p)" ([ (X =p)"™ +q1))
= 0,((X =p)") + v, (f1 (X =p)" " + q1))

=m.
E no segundo,

vp(f +9) = vp((X —p)"(fi + 1))
= 0,((X = p)") + vp(f1 + g1)

= n.
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Em ambos, a tltima igualdade segue do fato de ((X —p)™ " +g1)(p) e (f1 +g1)(p)

pertencerem a k*.

Note que a valorizacao vy definida aqui é a mesma do Exemplo 2.1.5. Temos também

a valorizagao v, definida em K* por
Voo (P/Q) := deg(Q) — deg(P).

O Exemplo 2.1.5 mostra que podemos associar a cada ponto de PL uma valorizagao
de K = k(X). O teorema a seguir diz que, reciprocamente, a cada valorizagao de k(X)
estd associado um ponto de PL. Ou seja, temos uma correspondéncia biunivoca entre

pontos de P e valorizagoes de k(X).

Teorema 2.1.6. A toda valorizagio de k(X) corresponde um ponto p € Pj.

Demonstragio. Seja v uma valorizagao de k(X). Temos que

aHX pz m ZHUX pz)

Portanto, v é determinada pelos seus valores nos polindmios X — a com a € k. Temos

dois casos a analisar.

1) Suponha que exista a € k tal que v(X — a) < 0. Esse caso correspondera ao
ponto no infinito e a valorizagdo vs, definida acima. Para um tal a e qualquer b € k\ {a},

temos
0>v(X —a)=v(X =0+ (b—a))
> min{v(X —b),v(b—a)}
= min{v(X —b),0}
=v(X —b),
a tltima igualdade pelo fato de min{v(X —b),0} = 0 implicar v(X —a) > 0. Invertendo-se
os papéis de a e b no cédlculo acima, obteremos v(X — b) > v(X — a). Assim,

v(X—b) = v(X—a) < 0 para todo b € k. Como v é sobrejetiva, devemos ter v(X —a) = —1,

pois do contrario, a imagem de v seria o subgrupo préprio —v(X — a)Z. Com isso,
oA TIX —a)™ (JT(X = b0:)™) ") = O_ni)(=1) = O_my)(—
= Z m; — Z T,
mostrando que v = v4,. Esta valorizagao corresponde ao ponto no infinito (1 : 0) € Pj.

2) Agora suponha que v(X — b) > 0 para todo b € k. Assumindo que v é nao
trivial, deve existir um a tal que v(X — a) > 0. Para todo b € k \ {a} temos que

0=wv(a—0)
=v((X —=b)+ (a — X))
> min{v(X —a),v(X —b)},
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o que implica necessariamente v(X — b) = 0. Novamente, pela sobrejetividade de v,
devemos ter v(X —a) = 1. Agora, é facil verificar que v coincide com a valorizagao v, do

Exemplo 2.1.5 e esta correspondera ao ponto (a : 1) € PL. ]

Lema 2.1.7. Sejam v : K* — Z uma valorizacao de K e fy,..., f, € K* (n > 2). Temos

que

(i) v(fr+ -+ fu) 2 min{v(f1), ..., v(fa) },
(ii) Se o minimo for atingido por wm unico f;, entao teremos igualdade na relagio acima,

(iii) Se fi+---+ f, =0, entao o minimo serd atingido pelo menos duas vezes.

Demonstragio. O item (i) segue diretamente da definicdo por indugao em n. A fim de
verificar (4i) suponha que v(f1) < v(f;) para todo ¢ > 2. Se tivéssemos v(f1 +---+ f) >

v(f1), entao

o(fi) =vlfit- ot fo—fom = [a)
Z min{v(fl + -+ fn)av(fQ)v e 7U(fn)}
> v(f1),

absurdo. Portanto v(f1 +---+ f,) < v(f1), e de v(f1) = min{v(f1),...,v(fn)} e (i) segue
o afirmado em (#i). Para (i7i), suponha que o minimo fosse atingido apenas por f;. Assim,

v(f1) =v(=f1) =v(fa+ -+ fo) Zmin{o(fa),...,v(fa)} > v(f1),
o que é um absurdo. Portanto, deve existir outro f; no qual o minimo v(f) é atingido. [

Proposicao 2.1.8. Se a extensdo L|K for algébrica, entio nao existe v : L* — 7 tal que

U‘K* = 0.

Demonstracao. Suponha que existisse uma tal v. Pela sobrejetividade de v e pelo fato de
v(K*) = {0}, existe y € L'\ K tal que v(y) < 0. Como y ¢ algébrico sobre K, temos uma
equagao

y"+an,1y”*1+~~—|—aozo, com a; € K.

Mas isso é impossivel, pelo item (ii7) do lema anterior, desde que v(y™) < v(y") = v(a;y")
para todo ¢ € {0,...,n — 1}. ]

Segue da proposicao acima que se v é uma valorizacao de L, v(K*) é um subgrupo
eZ de Z para algum e € N\ {0}, denominado o indice de ramificagao de v sobre K. Note

que esse é o unico inteiro positivo tal que (1/e) v|x é uma valorizacao de K.
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Definig¢ao 2.1.9. Seja K|k uma extensao de corpos, com k algebricamente fechado. Di-
zemos que K é um corpo de fungoes em uma indeterminada sobre k ou wm corpo uni-

dimensional sobre k se existe v € K \ k de modo que K seja uma extensdio finita de

k(x).

Defini¢ao 2.1.10. Sejam L|K uma extensio de corpos e v uma valorizagio de K. Di-
zemos que uma valoriza¢io w : L — 7Z U {oo} é um prolongamento de v quando existe
um inteiro positivo n tal que w|x = nv, i.e., w(x) = nv(x),Vo € K. Este inteiron é o

indice de ramificacao de w sobre K (ou sobre v) e serd denotado por e, .

Observacgao 2.1.11. E fdcil ver que quando w estende v, temos que O, C O, e m, =
O, Nmy,, assim, o mapa r + m, — x + m, nos dd uma imersao de corpos k, — k,. O

grau [ky 1 k,] =t fu/» € chamado o indice de inércia de w sobre v (ou sobre K ).

Lema 2.1.12. Considere K|k corpo unidimensional, x € K \ k e v uma valoriza¢io de
k(x). Entdo existe apenas um nimero finito de prolongamentos vy, ...,v, (r>1) dev a

K e vale a igualdade fundamental
Zem/v = [K : k(x)].
i=1

Para uma prova deste resultado veja [Lang], corolario do [Lang, thm 1.4] e comen-

tario apés a [Lang, prop. 2.1].

Sejam K|k uma extensao transcendente e v uma valorizagao de K sobre k. Dado

x € K, vamos denotar por z(v) o tnico ¢ € k tal que v(z — ¢) > 0, se tal ¢ existe.

Observagao 2.1.13. Uma condi¢io necessaria para a existéncia de x(v) é que v(z) > 0.
De fato, se v(z) < 0 entdo v(x — ¢) = min{v(x),0} < 0 para todo ¢ € k*. Quanto a

unicidade, note que v(c; — ¢3) > min{v(x — ¢1),v(x — c2)} > 0 € contraditdrio se c; # cs.

A proposicao a seguir resume algumas propriedades dessa “funcao”.

Proposicao 2.1.14. Para todos z,y € K tais que existem x(v) e y(v), e todo A € k,

temos que
(1) (x+y)(v) = 2(v) +y(v),
(ii) (zy)(v) = z(v) y(v),

(iii) (Ax)(v) = Aa(v),

(iv) A(v) = \.

Em particular, se f,g € k[X] entao (f(x)g(y))(v) = f(x(v)) g(y(v)).
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Demonstragio. Sejam a = x(v) e b = z(v), temos que

v((z +y) = (a+0b)) 2 min{v(z —a),v(y —b)} >0

v(ry —ab) =v((z —a)y+aly — b)) = min{v(z —a) +v(y),v(y —b)} >0,

pois v(x —a) > 0 e v(y — b) > 0, isso prova os itens (i) e (ii). Para ver (iii) note que
v(Az—Az(v)) = v(x—2z(v)) > 0. Finalmente, como A—A(v) € k, vamos ter v(A—A(v)) > 0

se, e somente se, A — A(v) = 0, o que prova (iv). ]

Proposicao 2.1.15. Se v é uma valorizagio de k(z) sobre k, com z transcendente sobre

k ev(z) >0, entdo eziste z(v).

Demonstragio. Temos que v(2") = nv(z) > 0 para todo n € N, assim, v é ndo negativa
em k[z]. Pela sobrejetividade de v, existe um polinomio ménico p(z) € k[z] tal que
v(p(z)) > 0. Podemos escrever p = (z — ¢;1)™ ... (2 — ¢,)™ para certos ¢; € k distintos
er; > 0. Como v(p) = X1 riv(z —¢) > 0, temos que v(z — ¢;) > 0 para um unico
j€{0,...,n}. O

Para um corpo de fungoes em uma indeterminada K|k vamos denotar por Ck o

conjunto das valorizagoes de K sobre k.

Agora, considere K corpo de fungoes em uma indeterminada sobre k, v € Ck e
x € K\k tal que v(z) > 0. Como K |k(x) é algébrica, v(k(z)) # {0} e temos a valorizagao
W, = é v de k(z) (onde e, é o indice de ramificacido de v sobre k(z)). Pela proposicao
anterior, existe x(w,) € k tal que é v(x—z(w,)) > 0, multiplicando por e, > 0 vemos que
x(v) existe e coincide com z(w,). Portanto, x(v) existe para todo = € K tal que v(z) > 0.
Note que se x € K é tal que v(z) < 0, entdo v(z~') > 0, ou seja, z~!(v) = 0. Neste caso

definimos x(v) = co. Sendo assim, cada x € K define uma funcdo z : Cx — kU {oo}.

Observacao 2.1.16. Para cada v € Ck temos um homomorfismo de anéis O, — k dado
por x — xz(v). Como o nicleo deste homomorfismo ém, temos que k, = k. Em particular,

[kw : ky] = 1 para todo prolongamento w € Cy, de v, com L|K extensio finita.

Mais geralmente, fixados zy, . .., z, € K tais que v(x;) < 0 para certos valores de i,

escolhemos um 7 de modo que v(z;) < v(x;) para todo j # i. Com isso, v(32) > 0 para todo

x Tp
j e assim fica bem definida a aplicacio de Cx em A}t dada por v (0(11), o ('U))
ZT; ZT;
Ademais, para toda valorizacdo v em Ck temos a aplicacao

(o :...:xy): Cxg — Py

definida por:
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(i) (xo: ... xp)(v) := (zo(v) : ... : 2,(v)) se v(z;) > 0 para todo i,

(71) se v(x;) < 0 para certos i’s, tomamos z € K tal que v(zx;) > 0 para todo j, e entao

definimos (zg :...: x,)(v) = (zx0(v) : ... z2p(vV)).

Assim, os espagos projetivos sao um ambiente natural para mergulhar nossa curva
abstrata Ck.

Fixados z1,...,7, € K \ k tais que K = k(z1,...,2,), vamos denotar por C% o
conjunto {v € Ck | v(z;) >0, V i}.

Teorema 2.1.17. A imagem de C% por (z1,...,7,) é uma curva algébrica afim em A},

cuja dlgebra de fungoes requlares € kK[xq, ..., x,] € cujo corpo de fungoes é K.

Demonstragio. Tome 7 = {f € k[T},...,T,] | f(z1,...,2,) = 0}. Claramente, para
cada v € CY vale que f(z1(v),...,x,(v)) =0, para todo f € Z. Assim, a imagem de C%
por (x1,...,2,) estd contida em V(Z) C A}. Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert,

VI=I(V(T)={f €k[T\,.... T} | f(p) = 0,9p € V(T)}.
Note que, f* € T para algum k € N\{0} se, e somente se, f*(z1,...,2,) = f(z1,...,2,)F =

0, ou equivalentemente, f(zq,...,z,) = 0. Com isso,
flp)=0,Vp e V(I) & f(z1,...,2,) = 0.

Portanto, k[V(Z)] = k[T, ..., T,|/Z = k[xy,...,z,], por F — F(xy,...,x,), consequen-
temente, k(V(Z)) = K. Como Kk é um corpo de fun¢oes em uma indeterminda, temos
que C' := V(Z) é uma curva algébrica irredutivel em A}. Dado P € C considere o anel

local O¢ p de C em P, definido como
Op = Opp = {;"l | g, h € K[C], h(P) # o}

emp = {f € Op | f(P) = 0} o ideal maximal de C' em P. Sabemos que existe uma

valorizagao v € Ck tal que O, D Op e, nesse caso, mp = m, N Op (i.e. O, domina Op).

Escrevendo P = (¢y,...,¢,) € C, vemos que z; — ¢; € mp C m,, ou seja, v(z; —¢;) > 0,
o que implica z;(v) = ¢;. Concluimos que v € C% e P = (z1(v),...,z,(v)). Com isso,
temos que a imagem de C% por (z1,...,x,) é exatamente a curva C'. O

Teorema 2.1.18. Seja C' a curva definida no teorema acima. Dado P € C, temos que

P = (z1(v),...,2,(v)) comv € CY se, e somente se, O, domina Op.
Teorema 2.1.19. A imagem de Ci por (1:xy:...: x,) € uma curva algébrica projetiva
em Py.

A seguinte definicdo de curva, dada de maneira completamente local, pode ser

encontrada em [St].
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Definicao 2.1.20. Seja K um corpo de fungées em uma indeterminda sobre k. Uma

curva algébrica completa sobre k, com corpo de fungoes K, consiste dos sequintes dados:

(i) Um par (C,{Op}), onde C é um conjunto e para cada P € C, Op é um dominio
Noetheriano local tal que k C Op C K e com corpo de fragoes K,

(ii) Para quase todo P € C (exceto uma quantidade finita) temos que Op = O, para

alguma valorizagio v € Ck,
(7ii) Para toda valorizacao v € Ck existe um unico P € C' tal que Op C O,.

Observacao 2.1.21. Toda curva algébrica projetiva em Py € uma curva algébrica com-

pleta no sentido da definicao acima. Note ainda que essa defini¢io € puramente intrinseca.

Exemplo 2.1.22. Seja K = k(t) com t transcendente sobre k. Considere o par (C,O,),

com C = Ck. Temos que
p:C — PL
v o= (1:t)(v)

¢ um homeomorfismo, onde tomamos a topologia de Zariski em PL e a do complemento

finito em C. Além disso, ¢ preserva aplicagoes requlares, isto é, se f € O]P’}{,P entao
fop€eOcg, com@Q = (P).
De fato, sabemos que Cx = {v, | a € k} U{vs}. Desse modo,

p(va) = (L:t(va)) = (11 0) e p(vee) = (" (ve) 1 1) = (0: 1),

ou seja, ¢ é uma bijecao.

2.2 Divisores e Grupo de Picard

Nesta secao vamos considerar um corpo de fungdes K sobre o corpo algebricamente

fechado k e a curva projetiva suave C'x a ele associada.

Definicao 2.2.1. Um divisor em Cx é uma soma formal finita

D = Z Ny P,

peCK

onde n, € Z para todo p € Ck.

Com essa definicdo o conjunto de todos tais divisores é simplesmente o grupo
abeliano livre gerado pelos pontos da curva Ck. Esse grupo serda chamado grupo dos
divisores de Ck e denotado Div(Ck).

Definigao 2.2.2. O nimero deg(D) := > n; é chamado o grau do divisor D =3 n; - p;.



2.2. Divisores e Grupo de Picard 19

Temos assim um epimorfismo deg : Div(Cx) — Z dado pelo grau definido acima.
Definimos Divy(Ck) como sendo o niicleo desse homomorfismo, isto é, o conjunto de todos

os divisores de grau 0.

Definicao 2.2.3. Para todo elemento f € K* definimos o divisor de f, denotado por Dy,

como

Observacao 2.2.4. Que Dy ¢é de fato um divisor, ou seja, que supp Dy € um conjunto

finito para todo f € K*, serd garantido pelo Teorema 2.2.5 a sequir.

Divisores dessa forma serao chamados divisores principais. Note que, pelo fato de
cada v, ser homomorfismo, temos Dy + D, = Dy,. Além disso, o divisor nulo pode ser
escrito na forma 0 = D, para qualquer A € k* e, dado Dy principal, temos que —D; =
D-1. Ou seja, o conjunto dos divisores pincipais formam um subgrupo de Div(Cf),
denominado grupo dos divisores principais, o qual denotaremos por PDiv(C). Temos

ainda o homomorfismo div : K* — Div(Ck) dado por f +— Dy.

Teorema 2.2.5. Para todo f € K \ k temos que 1 < §(supp Dy) < 2[K : k(f)].

Demonstragio. Dado f € K \ k sabemos que as tnicas valorizagoes de k(f) sobre k que

nao se anulam em f sao vy € vy (cf. Teorema 2.1.6), nesse caso, vo(f) = 1 e voo(f) =

—1. Sejam wy,...,w, € uy,...,us os prolongamentos de vy e vy a K, respectivamente.
Lembremos que w;lk(sy = Mivo € ujlk(y) = M;j Vs para certos n;,m; > 0. Com isso,
wi(f) =mni > 0eu;(f) = —m; < 0. Agora, considere v uma valorizagdo de K distinta

dessas que acabamos de construir. Desse modo, w := ei V|k(s) ¢ uma valorizacao de k(f)
distinta de vy e de v, consequentemente, v(f) = e, w(f) = 0. Com isso, supp D consiste

dos r + s pontos correspondentes aos prolongamentos de vy € Vo. O

Corolario 2.2.6. O mapa div é um isomorfismo entre o grupo quociente K*/k* e o
subgrupo PDiv(Ck).

Demonstragio. De fato, como a imagem de div é PDiv(C ), basta mostrar que seu nticleo
¢é k*. Como todas as valorizagoes sao sobre k, k* C Ker div. Pelo teorema anterior, para
todo f € K \ k temos que Ds # 0 e, assim, Ker div = k*. O

Corolario 2.2.7. O grau de todo divisor principal é zero. Portanto, PDiv(C) serd sem-

pre um subgrupo de Divo(Ck).

Demonstragdo. Do Teorema 2.2.5 segue que, dado f € K \ k, deg(Dy) = >, n; — >, m;
(com a mesma notagao do referido teorema). Pelo Lema 2.1.12 temos que Y-, n; = >, m; =
K : k(f)], mostrando que deg(Dy) = 0. O
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Definicao 2.2.8. O grupo quociente

é chamado o grupo de Picard da curva algébrica suave Ck.

Segue do Corolério 2.2.7 que todos os divisores em uma mesma classe de Pic(Ck)
possuem o mesmo grau e, desse modo, podemos definir o seguinte homomorfismo sobre-
jetivo

deg: Pic(Cx) — Z
D —  deg(D).

Denotaremos por Picy(Ck) o nicleo desse homomorfismo.

No caso em que K = k(X) sabemos que C = PL. Como um exemplo vamos

calcular Pic(PPL) no teorema a seguir.

Teorema 2.2.9. Temos que Pic(PL) = Z e o isomorfismo se exprime em fungdao do grau.

Demonstragio. Vamos mostrar que D € Pic(PL) é 0 se, e somente se, deg(D) = 0. Dado
F € k[X] escrevemos F' = ao [T(X — p;)™. Logo,

Dp =Y v,(F) p+v(F)- 00

pFoo

= an - p; — deg(F) - o0,
e assim, deg(Dp) = Y n; — deg(F) = 0. Para f = G/H € k(X)* temos que

deg(Dy) = deg(Dgp-1)
= deg(D¢ + Dp-1)
— deg(De) + deg(Dy 1)
— deg(Dg) — deg(Da)
= 0.

Com isso, mostramos que se D € PDiv(PL) entdo deg(D) = 0. Reciprocamente,
seja D um divisor de grau 0. Podemos escrever D = D' — D" onde D' = Y n, -p e
D" =% m,-p sao tais que n,,m, > 0e > n, = > m,. Agora, escolha fun¢oes g, h € k(X)
tais que D, = D' e D, = D", uma tal funcao pode ser construida tomando-se o produto
dos termos (X — p;)™ e (1/X)", conforme (p; : 1) aparega no divisor com coeficiente n;
e (1:0) com coeficiente n, respectivamente. Agora, basta notar que Dy,-1 = D, ou seja,
D € PDiv(PL).

Portanto, todos os divisores em uma mesma classe D € Pic(PPL) tém o mesmo grau,
além disso, é facil verificar que deg : Pic(PL) — Z dado por D — deg(D) é de fato um

isomorfismo. H
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Teorema 2.2.10. Seja K um corpo de fungoes sobre k. Suponha que existam p e s, pontos
distintos de C, tais que o divisor D = p — s seja um elemento trivial em Pic(Ck), isto

é, que D seja um divisor principal. Entao K = k(t) para algum t € K.

Demonstragio. Considere f; € K tal que Dys = p—s. Para cada q¢ € Ck \{p, s}, definimos
fe =1 — (@),

onde f;(g) denota f;(v,). Vamos mostrar que Dys = g — s. Para toda valorizacao v, temos

min{0,0} =0, se vV # Us €V F# Uy
v(fy = f(q)) = min{v(fy), v(f3(q))} = {min{1,0} = 0, se v = vy
min{—1,0} = -1, se v = vy,

ou seja, v(f;) > —1. Como v(f;) ¢ k* temos, pelo Coroldrio 2.2.6, que Dys # 0. Podemos

escrever

Dy = valfy) -z +0s(f7) - s,
TH#S

e pelo fato de deg(Dys) = 0 (cf. Coroldrio 2.2.7) vamos ter coeficientes negativos e po-
sitivos nesse divisor. Mas pelo que vimos anteriormente, a tinica possibilidade de termos
coeficiente negativo é que v,(f;) = —1. Consequentemente, vy (f;) = 1 para um tnico
q¢' € Ck e nos demais pontos temos v,(f;) = 0, ou seja, Dy = ¢’ — 5. Observe que
fil@) = (f; = (@) (@)

= fo(@) = [ (0)(a)

= fo(@) = /3 (9)

=0,
assim, de v,(f; — f;(q)) > 0 seguird que v,(f;) > 0 e, por conseguinte, Dys = g — s.

Agora, considere f € K \ k. Escrevemos o divisor de f na forma
Dy =% mi-pi+> —nj-q
onde m;,n; > 0 para todos %, j. Definimos
g =110 11 ™™ f,
e se para algum j tivermos ¢; = s vamos definir quj = 1. Desse modo,
Dy =23 n; (g5 —s)+ > —mi-(p; — s) + Dy

= g+ Y —mipi+ D+ (Qomi =D ny) s

= ()7
portanto g € k*. Se denotarmos f; por ¢, entao cada f; se escreve t —a para algum a € k.

Com isso, vemos que f € k(t) e como este f foi escolhido arbitrariamente em K
temos que K = k(t). O
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Corolario 2.2.11. Sejam K wum corpo de fungoes sobre k e Cx a curva projetiva suave
a ele associada. Entio Cx = PL se, e somente se, existe um divisor da forma p — s €

Div(Ck) que € principal, ou seja, p — s = Dy para algum f € K.

Corolario 2.2.12. Se Pic(Ck) = Z, entio K = k(t) para algum t € K.

Demonstracio. Temos o homomorfismo sobrejetivo
deg : Pic(Ck) — Z.

Para que o mesmo seja injetivo, seu nicleo Picy(Ck) deve ser trivial, isto é, Picy(Ck) =
PDiv(Ck), ou equivalentemente, Divy(Cx) = PDiv(Ck). Desse modo, todo divisor da

forma D = p — s é divisor de uma fungao e assim K = k(t) pelo Teorema 2.2.10. O

2.3 Divisores Efetivos

Definicao 2.3.1. Um divisor D = > n; - p; € dito efetivo se n; > 0 para todo p; € Ck.

Nesse caso, escrevemos D > 0 e, mais geralmente, D > D' se D — D' ¢ efetivo.

Diremos que dois divisores D e D’ sdo equivalentes quando determinarem a mesma
classe em Pic(Ck), isto é, D— D' = Dy para algum f € k*. Claramente isto é uma relacao

de equivaléncia.
Definigao 2.3.2. Uma classe de divisores D € Pic(Ck) é dita efetiva se existe D' € D
efetivo.
Temos agora duas questoes que surgem naturalmente.
Questao 2.3.3. (Qualitativa) Quais classes de Pic(Ck) sao efetivas?
Questao 2.3.4. (Quantitativa) Quantos divisores sio efetivos em uma dada classe?

Lema 2.3.5. Se o grau de D € Pic(Ck) é negativo, entio D ¢é ndo-efetiva.

Demonstracio. De fato, se D fosse efetiva, existiria D’ € D efetivo, o que é uma contra-

digdo, uma vez que teriamos deg(D) = deg(D) > 0. O
Proposicao 2.3.6. Se D+Dy, e D+ Dy, sao efetivos entdo D+ Dy, 1, também é efetivo.
Demonstragio. Escrevendo D = Y n, - p, temos que D + Dy = > (n, + v,(f1)) -p e
D + Dy, = > (n, + v,(f2)) - p. Para todo p € Ck

np +vp(fi + f2) 2 np +min{v,(f1),v,(f2) }

> min{n, + v,(f1),np + vp(f2)}
> Oa
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mostrando que D + Dy, 44, € efetivo. ]

Observacao 2.3.7. Note que, como Dyy = Dy para todo A\ € k*, vamos ter D + Dy, 4y,
efetivo sempre que D + Dy, e D + Dy, forem efetivos.

Com isso, podemos definir o seguinte subespago de K (com a estrutura de k-espago

vetorial canonica).

Lp:={feK"| D+ D;>0}U{0}.

Desse modo, D' € D ¢é efetivo se, e somente se, D' = D + D; para algum
f € Lp\{0}. O espago Lp depende de D, mas se D' é um divisor na classe de D, entao
Lp e L, sao isomorfos. De fato, D' = D + D, para algum g € K* e assim gf € Lp se, e
somente se, f € L. Com isso temos o isomorfismo linear ¢ : £}, -2 Lp (multiplicacio

por g).

Teorema 2.3.8. O espaco Lp tem dimensao finita, e se deg(D) > 0, vale que

dimy L£p < deg(D) + 1.

Demonstragio. Se deg(D) < 0 ja sabemos que nenhum D + Dy é efetivo, i.e., Lp = {0}.

Agora vamos provar a desigualdade por indugao no grau de D.

Suponha que deg(D) = 0. Nesse caso, D + Dy tem grau zero para todo f € K*.
Portanto, D + Dy serd efetivo se, e somente se, D+ Dy = 0, isto é, D = D;-1 = 0. Fixado
um tal f, para qualquer outro g € Lp temos que D = D1 = D1, ou seja, Dyp1 = 0,
o que implica g = \f para algum A € k*. Assim, Lp = (f) ou {0}, conforme exista f # 0
tal que D + Dy > 0, ou nao.

Agora, assuma que deg(D) > 0 e que o resultado seja vélido para divisores com
grau deg(D) — 1. Escreva D = > ng - ¢ e considere p € Ck tal que n, > 0 (que existe
q€CK
pois deg(D) > 0). Para todo f € Lp, temos que v,(f) > —n,,.
Se para algum f € Lp tivermos v,(f) > —n,, entdo v,(f) —1 > —n,, portanto,
(D—p)+ Dy >0e f e Lp, Seisso ocorrer para todo f, entdo Lp C Lp_,, e por

hipétese de indugao

dimy Lp < dimg Lp_, < deg(D —p) + 1 < deg(D) + 1.

Por tltimo, suponha que exista f € Lp tal que v,(f) = —n,. Para todo g € Lp
temos que v,(gf ') > 0 e nesse caso existe um tnico A € k* tal que v,(gf~' — ) > 0,

disto segue que

Up(g — Af) > vp(f) = —np.



24 Capitulo 2. Preliminares

Como f,g € Lp temos que g — A\f € Lp logo D + D,_ry > 0, além disso, de
n, +v,(g — Af) > 0 segue que n, — 1+ v,(g — Af) > 0. Com isso, D —p+ Dy_»s > 0, ou

seja, g — Af € Lp_,. Desse modo, todo g € L se escreve como
g=(=A)+Af€Lpp+(f), Nek

Vamos mostrar que essa é uma soma direta. Com efeito, se h € Lp_, N (f) é nao nulo,

entao h = Af para algum A € k*. Pelo fato de h pertencer a Lp_,, temos que
D—p+Dy=D—p+ Dy >0,

o que é um absurdo pois isto implica que n, — 1 + v,(f) = —1 > 0. Portanto,
Lp=Lp_,®(f), e com isso

dimg Lp =dimgx Lp_p +1 < (deg(D —p) +1) +1 =deg(D) + 1.
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3 Fibrados Vetoriais

3.1 Fibrados vetoriais sobre espacos topologicos

Definigao 3.1.1. Seja X um espago topolégico (variedade algébrica sobre k). Um fibrado
vetorial de posto m sobre X é um trio (E,p, X) onde F é um espago topoldgico (variedade
algébrica sobre k) e p: E — X é um mapa continuo (morfismo de variedades) sobrejetivo

satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Cada fibra E, := p~'(z) ¢ isomorfa a um espago vetorial V' de dimensao m (isomorfa

a A),

(i7) Paratodo x € X existem uma vizinhanca U de x e um homeomorfismo (isomorfismo

de variedades)
oy :p H(U) = UXYV,

dito uma trivializacao local de E sobre U, que é linear nas fibras e de tal maneira

que o seguinte diagrama comuta

onde 7, denota a projecao na primeira coordenada.

Note que pela condigao (i), ¢y leva a fibra E, em p(x) x V' isomorficamente, para
cada © € U. Assim, para todo v € FE,, ¢y(v) = (p(x), P - v), para um determinado

isomorfismo linear ®f : £, — V.

Agora, sejam U; e U, duas vizinhancas de x € X e ¢, ¢ suas respectivas trivi-
alizagoes. Dado (y,v) € (U NUs) x V, seja x = p~!(y). Para um certo w na fibra E,,

®Z - w = v. Desse modo, ¢5 ' (y,v) = w = (®%)~! - v, e com isso
6165 (1, 0)) = D1 ((83) - 0) = (p(a), - (@) 1)) = (5, (B o (85)71) -v).
Denotando ®% o (®%)~! por gi2(y), temos que
progyt (UL NU) xV — (UNUy) x V

é dado por
<¢1 o Qb;l)(ya U) = <y7 912(9) ' U)a
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onde para cada y € Uy NUs, g12(y) : V — V é um isomorfismo linear. As fungoes g;; sao

chamadas funcoes de transicdo e satisfazem as seguintes condicoes de cociclos:

(2) g9ij = gﬁ17

(3) git = 9i5 - g1 em U; N U; N U

Na defini¢do acima, p é chamado o mapa projecao, E, o espaco total e X o espago

base.

Definicao 3.1.2. Um fibrado de posto 1 é comumente chamado um fibrado em retas.

Uma se¢io de um fibrado (E,p, X) é um mapa s : X — E tal que p(s(x)) =«
para todo x € X.

Um homomorfismo de um fibrado vetorial (F,p, X) a outro (F,q, X) é um mapa

continuo ¢ : £ — F tal que:

(i) qop =p,

(ii) Para cada z € X, ¢|g, : £, — F, é um mapa linear de espagos vetoriais.

Dizemos que ¢ é um isomorfismo se é bijetivo e =1 é continuo, neste caso, dizemos

também que E e F' sdo isomorfos.

Exemplo 3.1.3. Seja V' um espago vetorial, E = X xV, ep: E — X a projecio na
primeira coordenada. E é chamado o fibrado produto. Se F ¢é isomorfo a algum fibrado

produto, dizemos que ' € um fibrado trivial.

Seja Y um subespago de X e (E,p,X) um fibrado vetorial sobre X. Entao
(p~*(Y),p,Y) ¢ um fibrado vetorial sobre Y, denominado a restricio de £ a Y e de-
notado E|Y.

Fibrados vetoriais sao frequentemente construidos por meio de uma colagem, como

vamos descrever a seguir.

Suponha que nos sao dadas uma cobertura aberta {U;},c; de X e mapas
gi; - U;NU; — GL(V) satisfazendo as condicoes de cociclos descritas acima. Sobre a uniao
disjunta dos Uy x V definimos a relagao de equivaléncia ~ que identifica (z,v) € U; x V

com (x,¢;;(v)) € U; x V sempre que U; NU; > z.

Considere E o espago quociente (IT;c;U; x V')/ ~. Com isso, é facil verificar que o

mapa candnico p : K — X faz de E um fibrado vetorial sobre X.
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Chamamos E o fibrado vetorial obtido por colagem via as funcoes de transicao g;;.

Vale ressaltar a seguinte observacao:

Observagao 3.1.4. Um fibrado vetorial é determinado por um par ({U;},{gi;}) em que
{U;} € uma cobertura por abertos de X, (que sao as trivializagoes locais) e {gi;} sdo as

funcoes de transigdo.

Para encerrar a se¢do observamos algumas operacoes que podemos fazer com fibra-
dos vetoriais. Seguindo D. Huybrechts, e seu Meta-Teorema [Huyb, thm 2.2.3] afirmando

que

Meta-Teorema: Qualquer operagio canonica entre espacos vetoriais induz uma operacao

andloga entre fibrados vetoriais.

A exemplo do Meta-Teorema de D. Huybrechts, e trabalhando com as funcoes de

transicao, temos que as seguintes operagoes entre fibrados vetoriais sao verificadas:

e Seja E e F fibrados vetoriais sobre X, existe o fibrado soma direta E ® F', cujas
fibras sobre um ponto qualquer z € X sao (F @ F)(x) = E(z) & F(z);

e Existe o produto tensorial F ® F' dos fibrados E e F' sobre X, em que a fibra sobre
reXé(F®F)(x)=FE)® F(r),

e Existe o fibrado dual EV, cuja fibra sobre um ponto z é EV(x) = E(x)".

3.2 Feixes, fibrados vetoriais e divisores de Weil

Esta secao é dedicada a relacionar trés objetos presentes na Geometria Algébrica,
a saber: Fibrados Vetoriais, Divisores de Weil e Feixes. Tal relagao serd muito util para a
prova do Teorema de Birkhoff-Grothendieck, como veremos na proxima secao, para tanto
lembramos os conceitos basicos de feixes e esquemas. Além disso, nesta se¢ao faremos uma
importante conexao entre curvas como na Definicao 2.1.20 e as dadas por esquemas pro-
jetivos, precisamente mostraremos a tunica distingao entre estas defini¢oes. Traduziremos

também os conceitos dados no ultimo capitulo em termos de certos feixes de médulos.

Definigao 3.2.1. Seja X um espago topolégico. Um feize F de grupos (anéis) sobre X

consiste nos seguintes dados:

1. Para cada aberto U C X associamos um grupo (anel) .% (U), cujos elementos sao

chamados segoes de U, e os elementos de % (X)) secoes globais;

2. Se U C V sao dois abertos de X temos um homomorfismo de grupos resyy :
F(V) — F(U) denominado de restri¢ao. A restrigao de f € F(V) a U é denotada

por f|y. O mapa restrigdo deve satisfazer as seguintes condigoes:
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a) resyy = id, para todo aberto U de X;

b) Se U CV C W, entdo resyy = resyy o resyy, ou seja, o diagrama abaixo é

comutativo:
FW) "% F(V)

\ JreSVU
reswu

Z(U)

c¢) (identidade) Se {U;} é uma cobertura aberta de U e f,g € .#(U) sao tais que
f u, =9
d) (colagem) Dadas segdes f; € .Z (U;) tais que

v, Vi, entao f = g.

filvinw, = filvinw, Vi, j
existe f € .Z(U) tal que f|y, = fi, com U = UU,.

Exemplo 3.2.2. Seja C' uma curva como na Definicio 2.1.20. Coloque em C' a topologia

do complemento finito. Para cada aberto U de C considere o anel

Oc(U) =) Oc,-

peU

Nao € dificil verificar que Og define um feize sobre C. Tal feixe é denominado feixe

estrutural de C, ou feize de fungoes requlares de C.

Definigao 3.2.3. Seja X um espaco topoldgico e . um feixe sobre X. Dados p € X e
feZF{U), o germe f, de f em p consiste na classe de pares (V,g) comp e Vege F(V)
sujeitos a relagao de equivaléncia: (V) g) ~ (U, f) se existe W C UNV tal que glw = f|w-.
O stalk #, de F em p é o conjunto dos germes em p de todas as segdes. Categoricamente,
Fp = @ﬁ(U), onde o colimite é tomado sobre todos os abertos que contém p. Segue

diretamente da definigdo que .%, é um grupo (ou anel).

Exemplo 3.2.4. No Exemplo 3.2.2 o stalk de Oc em p € o anel local O¢,, das fungoes

requlares em p.

Defini¢ao 3.2.5. Um espago (localmente) anelado é um par (X,Ox) em que X é um

espago topologico e Ox € um feize de anéis sobre X cujos stalks Ox, sao anéis (locais).

Exemplo 3.2.6. Se C é uma curva como na Definicio 2.1.20 e O¢ seu feize de fungoes

requlares como no exemplo acima, entio (C,O¢) € um espago localmente anelado.

Definicao 3.2.7. Sejam X e Y espagos localmente anelados. Um morfismo ¢ : X — Y
consiste de um mapa continuo p : X — 'Y junto com um homomorfismo de feizes, a saber:
Para cada aberto U CY temos um homomorfismo de anéis o* : Oy (U) — ¢0.Ox(U) em
que p.Ox(U) := Ox (¢ 1 (U)). Dizemos que um esquema é definido sobre um corpo k, ou

algébrico, se existe um morfismo X — Spec(k).
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A fim de introduzirmos esquemas afins e projetivos a partir da colagem de cartas

locais, alguns conceitos e defini¢oes preliminares sao apresentados abaixo.

Definigao 3.2.8. Seja X um espago topolégico e { B;} uma base de abertos para a topolo-
gia de X. Cada aberto bésico B; estd associado a um grupo (anel) F(B;). Assumimos que
para abertos basicos B; C B; existe um homomorfismo de restri¢ao res;; : F\(B;) — F(B;)
satisfazendo as condigoes (a) e (b) da Definigdo 3.2.1 de feixes. Adicionalmente, assumi-
mos que F’ satisfaz analogos dos axiomas de identidade e colagem, a saber: se B := UB; é
um aberto base e f, g € F(B) sao tais que resgp,(f) = resgp,(g) entdo f = g. E por fim
se qualquer familia de segoes f; € F(B;) é tal que res;,(f;) = res;x(f;) para By C B, N B,
entdo existe f € F(B) com B = UB; aberto basico, tal que resgp,(f) = fi. Este trio

(X, {B;}, F) satisfazendo as condigdes acima é denominado um feize sobre a base {B;}.

Lema 3.2.9. Sejam X wum espago topoldgico e F' um feize sobre a base {B;}. Eziste um

feize F sobre X, estendendo F, com isomorfismos F (B;) = F(B;)Vi, compativel com

0s mapas de restrigoes. O feive F € unico a menos de isomorfismos.

Demonstragdo. Definiremos o feixe .# a partir de germes de fungoes compativeis. Primei-
ramente definimos o stalk do pré-feixe F' da seguinte forma: F), := hg F(B;). Para um
aberto U de X defina

FU)={(f) e ] F |VpeU 3B, CU p€eB;esec F(B) com s, = f,Vq€ B;},
peU
que é um grupo (anel). Nao é dificil verificar que .% é um feixe sobre X. Considere o
mapa natural F(B;) — % (B;) dado por s € F(B;) — [l,ep, 5¢ € F(B;), cuja inversa
¢ dada por s, € .#(B;) —> s € F(B;) com s uma colagem conforme a defini¢do de
Z (U) e na Defini¢ao 3.2.8. Segue diretamente das definigdes que .# ¢é tnico a menos de

isomorfismos. [l

No exemplo que segue podemos notar a importancia de se poder definir feixes a

partir da colagem de feixes sobre uma determinada (e especial) base de abertos.

Exemplo 3.2.10. Esquemas afins: Seja A um anel Noetheriano. Seja X := Spec(A) o
conjunto dos ideais primos de A munido da topologia de Zariski. Dado f € A, usando o
fato que A é Noetheriano temos que os abertos da forma D(f) := {p € X|f ¢ p} formam
uma base para a topologia de X, além disso, D(f) N D(g) = D(fg). Considere

a

Ox(D(f)) == Ay = {fﬂ |a€A,n€N} :

Com o Lema 3.2.9 segue que (X, Ox) é um espago localmente anelado, o stalk do

feixe estrutural em p é A,, a localizacao de A no ideal primo p.
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Exemplo 3.2.11. Sejam A := k[X1,..., X,] um anel de polinémios em n > 0 indeter-
minadas. O espago afim n-dimensional é o esquema afim A" := Spec(A). Note que se
k ¢ algebricamente fechado os ideais mazximais de A, que sao os pontos fechados de A",

correspondem a n-uplas (aq, ..., a,) € k™. Assim k™ C A",

Definicao 3.2.12. Um esquema é um espago localmente anelado que admite uma cober-
tura por abertos que sdo isomorfos a esquemas afins. Aqui, cada aberto U de um esquema
X admite uma estrutura de espaco localmente anelado naturalmente herdada de X, bas-

tando tomar (U,Ox|y), em que i : U — X € a inclusdo natural e Ox|y = i.Ox.

Exemplo 3.2.13. Sejam A™ um espaco afim e I C k[Xq,...,X,] um ideal proprio. O
subconjunto fechado Y = V(I) C A™ é um subesquema afim. De fato, basta considerar
o esquema afim X := Spec(k[Xy,...,X,]/I). O mapa que associa a cada ideal primo de
k[X1,..., X,/ seu correspondente primo em k[ X, ..., X,] contendo I, induz o isomor-

fismo de esquemas procurado.

A principal classe de esquemas desta dissertacao é formada por espagos projetivos,

que introduziremos a seguir.

Seja S = Bg>0 S¢ um anel Noetheriano graduado que é uma Sy-algebra. Considere
Proj(S) o conjunto de todos os ideais primos p homogéneos de S tais que Sy Z p munido
da topologia de Zariski. Para cada f € S; homogéneo de grau d, tomamos o aberto
D, (f):={p € Proj(9) | f ¢ p}. Usando o fato que S é Noetheriano, {D, (f)} forma uma
base para a topologia de Zariski de Proj(S). Para cada aberto basico D (f) considere o

anel, que também é uma Sy-algebra,

s
Oproj(s)(D+(f)) = S(p) = {f” | deg(s) = ndeg(f), com n € N} :
Teorema 3.2.14. Seja S = k[Xo, ..., X,] um anel de polinomios em n indeterminadas

sobre um corpo algebricamente fechado k munido da graduagdo usual através do grau. O

espago localmente anelado (Proj(S), Opyoj(s)) € um esquema.

Demonstragio. Vamos denotar Proj(S) por X. Note que nas condigbes do teorema, Sy = k

e X pode ser coberto por exatamente n + 1 abertos, a saber
Dy(Xi):={pe X|X; &p}.

De fato, se p é um ideal primo de S distinto do ideal irrelevante S, = (Xo,...,X,)
claramente X; ¢ p para algum . Note que D, (X;) = Spec(k[Xo/X;, ..., X,/ X;]). Ob-
temos assim que localmente Proj(S) é um esquema afim isomorfo a A", como no caso

classico. O
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Defini¢ao 3.2.15. Seja S = k[Xy,...,X,] um anel de polindmios em n + 1 indeter-
minadas com coeficientes num corpo algebricamente fechado k. O espaco projetivo n-

dimensional € o esquema projetivo P™ := (Proj(.), Opyoj(s))-

Como podemos notar na prova do Teorema 3.2.14, o espago projetivo n-dimensional
P™ pode ser coberto por n + 1 abertos da forma D, (X;) com 0 < ¢ < n, em que cada

aberto ¢ isomorfo ao esquema afim Spec(Rx,)) = Spec(k[Y,...,Y,]) = A™

Para definir curvas como esquemas (afins ou projetivos) devemos introduzir o con-

ceito de dimensao de esquemas.

Defini¢ao 3.2.16. Seja (X, O) um esquema. A dimensdo topoldgica de Krull de X € o

maior inteiro nao negativo n tal que existe uma cadeia de fechados irredutiveis

Exemplo 3.2.17. A reta afim A, definida sobre um corpo k algebricamente fechado,
tem dimensdo igual a 1. De fato, um fechado F, préprio e irredutivel de A corresponde a
um ideal primo I = (f) C k[X], com f irredutivel, logo f = X — a para um certo a € k.

Assim, F' € um ponto.

Segue diretamente da defini¢ao e de propriedades puramente topoldgicas que se X
¢ um esquema irredutivel e U C X é um aberto afim, entao dimU = dim X. No que
segue, todos os esquemas serao considerados irredutiveis e reduzidos, ou seja, inteiros.
Uma curva C serd um subesquema (irredutivel e reduzido) unidimensional de um espago

projetivo, C' < P".

Exemplo 3.2.18. A reta projetiva P! tem dimensdo igual a 1. De fato, pois P* é irredu-

tivel e pode ser coberto por duas retas afins.

A conexao entre a defini¢ao topoldgica e a dimensao algébrica pode ser reproduzida

nos seguintes trés resultados cujas provas podem ser encontradas na referéncia [AtiMac].

Teorema 3.2.19. Seja X = Spec(A) um esquema afim, com A dominio Noetheriano.
Vale que dim X = dim A.

Teorema 3.2.20. Seja A um dominio Noetheriano e p um ideal primo de A. Vale que
dim A = dim A/p + ht(p)
em que ht(p) denota a altura de p.

Teorema 3.2.21. Seja A um dominio Noetheriano que € uma k-dlgebra finitamente ge-

rada. Seja K o corpo de fragoes de A. Vale que

trdeg(K|k) = dim A.
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Definicao 3.2.22. Uma curva algébrica é um subesquema unidimensional fechado, irre-

dutivel e reduzido (inteiro) de um espago projetivo P para algum n > 0.

Mais geralmente, podemos definir uma curva como um esquema de dimensao pura

igual a 1. Porém, para os propositos desta dissertagao basta definir curva como acima.

O primeiro passo para a ponte entre curvas como esquemas e as curvas definidas
via corpos de fungoes, como na Defini¢ao 2.1.20, pode ser feita considerando o corpo das

fungoes meromorfas de um esquema inteiro.

Definicao 3.2.23. Seja X um subesquema fechado e inteiro de um espaco afim A" =
Spec(R) ou projetivo P = Proj(R). Considere p o ideal primo (homogéneo) que define
X, ou seja, X =V (I), e considere k[X] := R/I o anel de fungoes coordenadas de X. O
corpo de fungoes meromorfas de X é o corpo de fragoes k(X) = cf(R/I). Se X é uma

curva, entao k(X)|k é um corpo de fungoes unidimensional.

Teorema 3.2.24. Um ponto p de uma curva C, como na Definicio 3.2.22, € fechado se,

e somente se, dim O¢, = 1. O 4dnico ponto nao fechado de C' é seu ponto genérico.

Demonstracao. Primeiramente lembramos que o ponto genérico de C' é um ponto cujo
fecho é C'. No caso de curvas mergulhadas irredutiveis, como na Defini¢ao 3.2.22, o ponto
genérico corresponde ao ideal nulo do anel de fungoes coordenadas de C. Seja p € C' um
ponto fechado, como a dimensao de p é zero, pelos teoremas 3.2.19 e 3.2.20 segue que
dim O¢,;, = 1. Reciprocamente, seja p um ponto de C' tal que dim O¢, = 1. Considere o
fecho Y = {p} de p em C. Novamente pelo Teorema 3.2.19, segue dim Y + codim(Y, C) =
dim C = 1, contudo codim(Y, C) = dim O¢, = 1, donde concluimos que dimY = 0. Da

unicidade do ponto genérico em fechados irredutiveis, segue que Y = {p}.

Seja, agora, p € C' um ponto qualquer de C. Desde que {p} é um fechado irredutivel
de C, podemos verificar a partir dos teoremas 3.2.19 e 3.2.20 que dim O¢, = dimC —
dim {p} < dimC. Assim, se p ndo é fechado, vale que dim Oc¢,p = 0, implicando que
dim@ = dim C, donde @ = (. Concluindo assim que o ponto genérico de C' é o tinico
nao fechado de C. O]

Convém notar que se X é um esquema fechado inteiro de um espaco afim ou
projetivo, entdo para todo aberto U de X as segdes Ox(U) e os stalks O¢,, do feixe
estrutural estao naturalmente contidos no corpo de func¢oes de X. Do teorema acima
segue que cada curva da Definicao 2.1.20 esta associada a uma tnica curva como em
3.2.22, bastando adicionar um tinico ponto, o ponto genérico. Note ainda que o stalk do
feixe estrutural no ponto genérico é o corpo de fungoes K (C') da curva C'. Podemos, assim,
sempre nos referir a curvas como esquemas, nao fazendo diferenca entre as definigoes.

Lembramos ainda, que um ponto fechado p € C' é dito liso (ou suave, ou simples) se seu
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anel local O¢,, é¢ um anel de valorizacao discreta, que é equivalente a existir reta tangente
a C em p, cf. [Ful, thm. 1, pg. 35].

Passemos agora a fazer a conexao entre divisores em curvas e uma classe especial

de feixes.

Definicao 3.2.25. Um divisor de Weil D em uma curva C' é um elemento do grupo

abeliano gerado pelos pontos fechados (que sao os divisores primos) de C, ou seja,

D:=> np;

com n; # 0 para somente uma quantidade finita de indices 7. Dizemos que o divisor D é
efetivo se n; > 0V 1i. O grupo dos divisores de C' é denotado por Div(C). Dizemos, ainda,
que D > D" se D — D’ é efetivo. O grau de D é deg(D) = 3" n,.

Definicao 3.2.26. Seja C' uma curva lisa com corpo de funcoes K. Para cada f € K*

associamos o divisor principal

div(f) := Zordp(f)p

De maneira inteiramente andloga ao capitulo anterior, pode-se mostrar que de fato

div(f) é um divisor em C de grau zero.

Seja p um divisor primo de C, localmente p é dado pelo conjunto dos zeros de
uma fungao regular em p, ou seja por um ideal do anel local O¢ . Como notamos acima,
se assumirmos que a curva C' é nao singular, os anéis locais O¢, s@o de valorizacao
discreta, logo o ideal que corresponde ao ponto fechado p é o ideal maximal (t) de O¢,.
Analogamente, cada ideal maximal (¢) C O¢,, corresponde a um divisor primo p. Desta
forma, existe uma bijecao entre os geradores dos ideais maximais dos anéis locais de C' e

divisores primos de C.

Podemos redefinir divisores como segue:
Definicao 3.2.27. Seja C' uma curva lisa. Um divisor em C' € um produto formal
D g H t;‘? . OCJ)

em que t, € o gerador do ideal mazimal do anel de valorizacao discreta Oc, e n, € Z

com n, = 0 para quase todo p.

A soma e a diferenca de divisores como definido acima se faz através de operagoes

com ideais fraciondrios, a saber: se D = [[ {7 - O¢p e D' = [[t - Oc,, temos
D+ D = Ht;lp-f'lp . OC,p — H(t;p . (’)ap) ® (tfvp . OC,p)

enquanto que

D—-D = Ht;pflp . Oc’p = H(t;p . Oc’p : t;” . Oc,p)
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em que se A e B sao dois O¢,, ideais fracionarios, (A: B) :=={z € K(C)|z- B C A}.

As observagoes acima sugerem que divisores de Weil estao intimamente ligados a
feixes, sob a oOtica do Exemplo 3.2.2, um feixe pode ser dado através dos stalks em todos
os pontos de uma curva C'. Obviamente temos a condicao de que todos os stalks vivem

num mesmo ambiente, que neste caso é o corpo de fungoes de C'. Formalmente:

Definigao 3.2.28. Seja C' uma curva lisa. Para cada divisor de Weil D = 3>, n,p em C

e para cada aberto U de C' associamos
Oc(D)(U) :={f € K(C)*|div(f)|lv + DJy = 0} U{0}

em que D]y := Z nyp € a restricio de D a U
peU

Teorema 3.2.29. Seja C uma curva lisa. Para cada divisor de Weil D em C' tem-se que
Oc(D) € um feize tal que para cada aberto U de C' o espago de se¢oes Oc(D)(U) € um
Oc(U)-médulo. Adicionalmente, para cada p € C o stalk Oc (D), é um O¢,-mddulo livre
de posto 1.

Demonstracio. Analogamente ao que fizemos no capitulo anterior, um elemento
f € K(C)* por ser considerado como uma fungao racional definida em C. Desta forma,
segue diretamente das propriedades de restrigoes de fungoes que O (D) é um feixe. Seja
U um aberto de C, para cada g € Oc(U) e f € Oc(D)(U) vale que

div(g f)lv + D|v = div(g)|v + div(f)|v + D]y > 0,

pois g € O¢(U) é uma fungao regular e logo o divisor associado a g em U é efetivo.

Podemos mostrar, agora, de maneira natural que O¢(D)(U) é um O¢(U)-médulo.

Segue diretamente das defini¢oes 3.2.27 e 3.2.28 a seguinte identificacao:

Oc(D)(U) = (11, Ocy (3.1)

pelU

que nos dd uma outra prova de que O¢(D)(U) é um O¢(U)-mbdulo. Além disso, verifi-
camos de imediato que O¢(D), = Oc¢,. O

Definigao 3.2.30. Um feize £ sobre uma curva C' € dito invertivel se £ = O¢(D) para
algum divisor de Weil D.

Do Teorema 3.2.29 acima, podemos traduzir as operagoes de divisores em operagoes

com seus respectivos feixes invertiveis como segue.

Sejam D e D’ dois divisores de Weil sobre uma curva lisa C'. Associamos

D + D —s Oc<D) X Oc(D/) = Oc<D + D/)
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em que o isomorfismo de feixes exibido acima pode ser verificado da Equagao (3.1).

O elemento neutro do grupo de Picard é um divisor de Weil nulo, enquanto que
seu feixe invertivel associado é o feixe estrutural Og. O oposto de um divisor de Weil D
¢ —D, enquanto que o elemento inverso de seu feixe invertivel associado é O¢(—D). Note

ainda que a partir da Equagao (3.1) o inverso é dado pelo dual, conforme:
Oc(D)v = HOIHOC(OC(D), Oc) = Oc(D) .

Teorema 3.2.31. Seja D um divisor de Weil em uma curva lisa C. Temos que D ¢é

principal se, e somente se, Oc(D) = O¢.

Demonstragio. Assuma que D := div(f) seja uma divisor principal. Seja U um aberto de

C, as secoes em U do feixe invertivel associado a D sao dadas por
Oc(D)(U) = {g € K(C) |div(g)|y + div(f)|r = 0} U{0}.

Note que div(g)|y + div(f)|y = div(g - f)|v, donde g € Oc(D)(U) & g - f € Oc(U).
Assim o mapa de multiplica¢ao por f|y induz um isomorfismo O¢(D)(U) = O¢(U). Que

nos dé o isomorfismo de feixes procurado.

Por outro lado, assuma que D seja um divisor tal que O¢(D) = O¢. Podemos
encontrar uma cobertura {U;} por abertos de C' tal que D|y = div(f;). Do fato de O¢(D)

ser isomorfo ao feixe estrutural, segue que existem fungoes invertiveis O¢(U;)* tais que

Ji ffl =i g;17 assim

(fi gj) UnU; = (fj gi) U;iNU; Vi, j.
Pelo axioma da colagem de segoes em feixes, temos que existe f € K(C) tal que
flu, = figjlu,. Como g; € Oc(U;)* segue que div(f) = D. O

Do teorema acima temos que a aplicagao D — O¢(D) induz um isomorfismo
Pic(C) — Inv(C)

em que Inv(C) denota o grupo das classes de isomorfismos de feixes invertiveis com
produto dado pelo tensor ®, elemento neutro Og e inverso dado pelo dual. Desta forma,

podemos definir o grupo de Picard de C' como segue.

Definicao 3.2.32. Seja C' uma curva, o grupo de Picard de C' é o grupo formado pe-
las classes de isomorfismos de feixzes invertiveis sobre C' com produto dado pelo produto

tensorial, o elemento neutro sendo o feixe estrutural de C e o oposto dado pelo dual.

Como vimos acima, divisores de Weil e feixes invertiveis sobre uma curva estao
intimamente ligados através do grupo de Picard. Passemos agora a relacionar feixes e
fibrados.
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Definicao 3.2.33. Dizemos que um feixe F sobre um esquema C' € livre se F é isomorfo
a OF para algum inteiro positivo v que é chamado o posto de F. Adicionalmente, F
¢ localmente livre se existe uma cobertura por abertos de C, tal que a restricaio F|y, €

isomorfa a OF"|y. para cada i.

Exemplo 3.2.34. Fixado um inteiro d € Z, para cada aberto U de P" considere

O (d)(U) = {J; € K(P") | glo # 0 ¢ deg(f) — des(g) = d}

que induz um feixe sobre P, que denotamos por Opn, € este é localmente livre de posto
1. De fato, considere um aberto afim bésico A™ = Spec(k[Xo/X;, ..., X,/ X;]) C P". Para
cada U C A", sabemos que Opn(d)|y consiste de todas as fungoes regulares bem definidas
em todo U. Assim, Opn(d)|y = Opn|y.

Exemplo 3.2.35. Seja 7 : ' — X um fibrado de posto r sobre um esquema X. Para
cada aberto U de X considere as secoes s : U — E tais que m o s = idy. Nao ¢ dificil
verificar que as se¢oes definem um feixe sobre X. Considere agora uma cobertura {U;} por
abertos de X que trivializam localmente o fibrado E. As se¢oes em cada U; sdo fungoes
regulares s : U; — U; x A" cuja composicao com a projecao sobre U da a identidade.
Assim as segoes de E sobre U sdo morfismos (fungoes regulares) U — A", que é um
produto cartesiano de r fungoes regulares de O¢(U). Concluimos assim que as segoes de

um fibrado de posto r formam um feixe localmente livre de posto também r.

No exemplo acima associamos a cada fibrado de posto r um feixe localmente livre
de posto também r. Por outro lado, considere um feixe F localmente livre de posto r sobre
or dr

Considere a reuniao disjunta L;U; x A". Para cada i temos um isomorfismo ¢; : Fly, —

um esquema X . Tome uma cobertura {U;} (finita) de X tal que F|y, = O¢

ng. No aberto U;; := U; N U; temos um automorfismo g;; := goigoj_l c Fluy, — Flu,-
Usando o isomorfismo de Fy,, = (9,6?;, o isomorfismo g;; é, portanto, associado a uma
matriz A;; de tamanho r x r cujas entradas sao funcoes regulares em Uj;, i.e., estdo no
anel O(U;;). Devemos agora colar a reunido disjunta utilizando as matrizes A;;. Tomamos
E = U(U; x A")/ ~ em que identificamos (z,v) com (z, A;;(v)) sempre que (z,v) €
Uj; x A". Por construgao, temos um mapa de projecao m : £ — X cujas fibras sao
os espagos vetoriais A”. Novamente pela construcao temos as trivializagoes locais de E.
Também da construcao, tomando cada U; e cada Uj; afim, obtemos que £ possui uma

cobertura aberta por afins, sendo, portanto, um esquema.

Desta forma, temos a importante conexao entre fibrados e feixes localmente livres.
Claramente um fibrado de posto 1 estd associado a um feixe localmente livre de posto
também 1. Pode-se mostrar [Huyb| que a classe de isomorfismo de um feixe localmente
livre de posto 1 sobre uma curva lisa estd associado a um feixe invertivel, conforme a
Definicao 3.2.30.
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Observacgao 3.2.36. Consideremos o caso particular de P!. Um fibrado E sobre P!
esta associado, como vimos acima, a um feixe localmente livre. Uma cobertura natural
de P! é dada por dois abertos afins U; e Uy que sdo isomorfos a Al. Desta forma, para
determinar um fibrado sobre P! devemos entender sua matriz de transicao com coeficientes
em Op:(U; N Us). Desta forma, a classe de isomorfismo de um fibrado esta determinada
por uma Unica matriz A. Note que se tomamos A como a matriz identidade, temos um
fibrado trivial. Note ainda, que se assumirmos que o fibrado tem posto 1, entdo sua matriz

serd um elemento de Op:1(Uys)*.
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4 O Teorema de Birkhoff-Grothendieck

O teorema de Birkhoff-Grothendieck caracteriza todos os fibrados sobre a reta pro-
jetiva P!, precisamente assegura que todo fibrado sobre a reta projetiva é isomorfo a uma
soma direta de fibrados em retas bem conhecidos. Este teorema tem sua prova formal
dada por A. Grothendieck em 1957, cf. [Gro, Thm 2.1], muito embora um teorema de
fatorizacao de G. D. Birkhoff de 1909 predizia tal caracterizacao. Nesta dissertacao sera
apresentada uma prova dada por Hazewinkel-Martin [HaMa], que curiosamente somente
foi formalmente conhecida em 1982, bem mais simples que a versao dada por Grothen-
dieck, utilizando apenas a forma candnica de uma matriz com coeficientes num anel de
polinémios em uma indeterminada sobre um corpo k, que pode ser encontrada por exem-

plo no livro de élgebra de [Artin].

Comecamos este ultimo capitulo estudando a cobertura aberta trivial de P! por

dois abertos afins, sem perder de vista fibrados sobre P!, vide observacoes 3.1.4 e 3.2.36.

Lema 4.0.1. Seja 0 a origem do espago afim A'. Temos que A\ {0} = Spec(k|s, s7]).

Demonstragio. Considere a hipérbole afim Spec(k[X,Y]/(XY — 1)) que corresponde ao
fechado V(XY — 1) € A% Geometricamente podemos identificar, via projegao no eixo-
X, que a hipérbole deve ser isomorfa a Al \ {0}. De maneira algébrica e precisa. Con-
sidere a imersao da hipérbole em A%, que ¢ induzida pelo homomorfismo sobrejetivo
k[X,Y] & Kk[X,Y]/(XY — 1). Notamos que no quociente k[X,Y]/(XY — 1) vale que
Y = X!, donde naturalmente temos um isomorfismo k[s,s7!] = k[X,Y]/(XY — 1),
induzindo um isomorfismo de esquemas afins Spec(k[X,Y]/(XY — 1)) = Spec(k([s, s71]).
Considere agora o mapa A! \ {0} — V(XY — 1) dado por z — (z,1/z). Nota-se que tal

mapa ¢ um isomorfismo, donde segue o lema. O

Teorema 4.0.2. Sejam R = k[X] e P um R-mddulo projetivo finitamente gerado. Nestas

condigoes, P € um R-modulo livre.

Demonstra¢io. Lembremos que R = k[X] é um dominio de ideais principais (DIP). Assim,
pela classificagdo de médulos finitamente gerados sobre um DIP, temos a decomposicao
P=R"®T, onde T é o submdédulo de torsao de P. Como P ¢ projetivo, sabemos que
P é somando direto de um R-moédulo livre e, por isso, P nao pode conter elementos de

torsao. Portanto, devemos ter T'=0¢ P = R™.
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Corolario 4.0.3. Todo fibrado vetorial sobre AL é trivial.

Demonstracao. De fato, vimos no capitulo anterior que existe uma correspondéncia biu-
nivoca entre fibrados de posto r sobre uma variedade X e feixes localmente livre de posto
também r. Além disso, se X = Spec(R), entdo a correspondéncia associa fibrados veto-
riais a R-modulos projetivos finitamente gerados, e os fibrados triviais correspondem a

R-modulos projetivos finitamente gerados livres.

Portanto, um fibrado E — A} = Spec(k[X]), estd associado a um k[X]-md6dulo
projetivo finitamente gerado que, pelo teorema anterior, deve ser livre. Assim, pela cor-

respondéncia, o fibrado E do qual este k[X]-mddulo é proveniente é trivial. ]

Seja E um fibrado vetorial de posto m sobre PL. Considerando a cobertura aberta
{U, Uy} de PL temos, pela condigdo de trivializagdo, que Ely, ~ U; x Al (i = 1,2),
assim, F pode ser visto (a menos de isomorfismo) como obtido através de uma colagem
de U; x A" e Uy x A} identificando U; \ {0} x A e Uy \ {0} x AP por meio de um
isomorfismo da forma

(5,v) = (s71 A(s,571) - v),

onde A(s,s™!) ¢ uma matriz com coeficientes no anel k[s, s~!] com determinante nao-nulo

para todos s # 0, s~! # 0. Note ainda, que U; \ {0} = A' \ {0}.

Lema 4.0.4. Seja A(s,s™') uma matriz m x m com coeficientes em k[s,s™'] tal que
det(A(s,s71)) # 0 para todo s # 0. Entdo det(A(s,s™1)) = \s"™ para certosn € Z e
A ek {0}.

Demonstragio. De fato, vamos denotar por f o determinante det(A(s,s™1)). E claro que
f € k[s,s7!]. Assim, se f ¢ k|[s], podemos escrever f =a_,,s ™ + -+ +a,s" comm >0

e r > —m, consequentemente, f = s

g para um certo g € k[s]. Como f(s) # 0 para
todo s # 0, 0 mesmo vale para g. Assim, V(g) = @ ou {0}, portanto, g(s) = As', t € Ne

A € k*. Com isso, vemos que f = A\ s" para algum n € Z. [

Diante do exposto acima temos a seguinte proposicao.

Proposigao 4.0.5. Classes de isomorfismo de fibrados de posto m sobre Py correspondem
bijetivamente a classes de equivaléncia de matrizes A(s,s™1) sobre k[s,s™1], de ordem
m, tais que det(A(s,s™')) = s", n € Z, onde a relagio de equivaléncia é a sequinte:
A(s,s71) ~ A'(s,s7!) se e somente se existem matrizes invertiveis U(s) e V(s™!) sobre

k[s] e k[s™!], respectivamente, com determinante constante e tais que

Als, s =V(s) A(s, s H U(s). (4.1)
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4.1 Uma forma para matrizes sobre k[s, s7]

Vamos estudar formas canonicas para matrizes m x m sobre k[s, s~!] sob a relagao

de equivaléncia definida na Proposicao 4.0.5 acima, cujo principal resultado é

Proposigao 4.1.1. Seja A(s,s™') uma matriz m x m sobre k[s, s™'] com determinante
igual a s" para algum n € Z. Entdo existem matrizes polinomiais m x m, V(s71) e U(s),

com determinantes em k \ {0} e tais que

s 0 0

. . 0 s™ 0
V(s7)A(s,s ) U(s) = | | S (4.2)

0 0 oo gMm
COm ry > 1rog > o+ > Ty, 1, € L. Os 1;’s sao unicamente determinados por A(s,s‘l).
Além disso, se A(s,s™1) é polinomial em s, entior; >0 parai=1,...,m e se A(s,s™!)

¢ polinomial em s=1, entio r; <0 parai=1,...,m.

Demonstragio. Vamos provar primeiro a unicidade. Denotemos por D(ry,...,r,) = D a

matriz do lado direito da Equacao 4.2. Suponha que exista outra matriz,

D(ry,...,rl) = D, satisfazendo as condicdes da Proposicdo 4.1.1. Desse modo, vamos

r'm

ter uma equagcao
V(s D(ry,...,rm) =D, ....r. YU(s). (4.3)

r'm

J1y-Jk

obtida pela remogao das linhas com indice em {1,...,m}\ {i1,...,4;} e das colunas com

indice em {1,....,m}\ {j1, ..., jx}-

Para uma matriz A vamos denotar por A o determinante da submatriz de A

Observagao 4.1.2. Note que se A é uma matriz diagonal e {iq, ... i} # {j1,-- -, Jr},

~ U15eelk
entao Ajlek

(@ijy @iy --- 4,) serd nula.

= 0. Com efeito, escolhendo um i; ndo pertencente a {j1,...,Jx} a linha

Um caso mais geral da Formula de Cauchy-Binet nos diz que

Uyl 11,0l T1,---5Tk
(AB)jl,---,jk - Z AT‘L---J“k le7"'7jk ) (44)
r1<-<Tg
. L2k _ (7 77\ L20nk .
Com isso, de (V D) 7" = (D U);; 7" seguird que
1727'-'7k QL ~1721'“)k Bl"'~76k
Z Va1,~~~,ak Dj17~--7jk - Z D,Bl ----- Bk Ujl 77777 Jk
o1 <-<ag B1<- <Py
~ : ~ 120k yitsedt . 7yL20ek 77125000k
e pela observagao anterior essa equagao resume-se a V; 7" Dyt = Dy Uit ou
seja,
L2k =1\ oy 4etry,  oritetry 7712,k
‘/.vjlw--»jk (S )8 ! k=s UJ’1,~~~J/¢ (S) (4'5)
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para todo k € {1,...,m} e todo j; < --- < j. Note que como det(V D) # 0, para

todo k € {1,...,m} existe um menor nao-nulo de V' D da forma (V' D);f

isso proceda indutivamente em k comecando em m e decrescendo até 1 via expansao de

.. Para ver

Laplace com respeito a m-ésima linha. Assim, fixado k, escolha i1 < --- < i tal que

(V D)2t = Vit b (smh) sttt = gt glheobg) £ ),

Desse modo,

1,2,....k L2k =1y (rig b ) — (P At )
O ;é DL yeenyl (S) Vi1, (S )S . k ! k )

o que implica r} + --- + 17, < 1y + -+ + ;. Note que iy > 1 implica r;, < 1y, ip > 4

implica 7 > 2 e, por conseguinte, r;, < 5. Continuando com esse processo vamos concluir

que i+ -4 <14+

Multiplicando a Equacio 4.4 por V(s71)~! a esquerda e U(s)~! & direita, obtemos
V1D = DU Repetindo o argumento para essa equagao, vamos encontrar rq+- - —+r, <

i+ -+ 1, para todo k e portanto r; =71, i =1,...,m.

Agora vamos provar a existéncia. Primeiro multiplicamos A(s,s™!) por uma po-
téncia adequada s” (r > 0) de modo que B(s) := s" A(s, s™!) seja polinomial em s. Desse
modo, det B(s) = s* com A = mr +n € N (porque B(s) é polinomial em s). Podemos
supor que na primeira linha de B temos byq,...,by; # 0 (algum [ € {1,...,m}) e que as
demais entradas sao nulas. Suponha ainda que deg(by;) < deg(by2) e considere a seguinte
sequéncia de divisoes euclidianas e as respectivas operagoes elementares sobre as colunas

de B:

bio =bii-qu+r1, Cor Co—qC
bii =71 q2 + 12, Cy — C1 — ¢2C4
T =7y q3+ T3, Cy = Cy — ¢3C

Th = Thil * Qkt2, Ci — O — @20},

com i,j € {1,2} distintos. Ao final, a coluna C; terda 0 na primeira entrada e a C; tera
Tk+1 = mde(byy, bia). Agora fazemos o mesmo procedimento com as colunas C; e Cj
obtendo, assim, 0 em uma delas e mdc(mdc(byy, b12), b13) = mde(byy, bio, b13) na outra.
Continuando com esse processo até a coluna C; vamos ter mdc(byy, bys, ..., by) := b}, em

uma entrada da primeira linha e zero em todas as demais. Tais operagoes equivalem a
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multiplicarmos B & esquerda com uma matriz elementar U(s), o que nos da

By 0 - 0
B'(s)=B(s)U(s)= | B | (4.6)

/
bml

Como B é equivalente a B’, podemos continuar a prova com B’ no lugar de B.
Note que, por um lado, det B'(s) = det B(s) = s* e, por outro, det B’ = b, - det B}.
Assim, b}, = s para algum k; > 0 e det By = s* % . Por indugdo podemos assumir
que o resultado seja valido para matrizes de ordem m — 1 (O caso m = 1 ¢é trivial).
Assim, existem matrizes Va(s71), Us(s) tais que Va(s™1) By Us(s) tem a forma diagonal

que procuramos. Entao

skhto0 ... 0
1 0 1 0 ¢y s 0
C(s) == B I . (4.7)
0 Vs 0 U, : :
¢n 0 skm
para certos ko, ...k, € N e ¢; € k[s,s™!]. Subtraindo das linhas 2, ..., m multiplos da

primeira linha por elementos de k[s™!] adequados, podemos supor que cada ¢; pertence a

k[s] (o que equivale a multiplicar C' & esquerda por uma V(s7')).

Agora considere todas as matrizes polinomiais da forma 4.7 que sdo equivalentes
a B(s) (no sentido da Proposigdo 4.0.5). Escolha uma para a qual k; é maximal, que
existe pois k1 < X e ko,...,k, > 0. Afirmamos que k; > k; para todo i = 2,...,m.
De fato, suponha que para algum i, k; < k;. Assim, para algum f € k[s™!] adequado,
a operacao L; — L; — fL; transforma ¢; em s**lg, g € k[s]. Permutando a primeira e
i-ésima linhas dessa nova matriz, obtemos uma matriz B(s) cujo maximo divisor comum

¥ com k! > k; 4+ 1. Agora, aplicando a B(s) o

dos elementos de sua primeira linha é s
mesmo procedimento que fizemos para B(s) vamos encontrar uma matriz C(s) da forma
4.7 com k} > ki, uma contradigdo. Portanto, k; > k; para i = 2,...,m e, com isso,
existem f,..., f, em k[s7!] de modo que as operacdes C; +— C — f;C; (2 < i < m)
transformam nossa matriz da forma 4.7 (que tem k; maximal) em uma do mesmo tipo
e para a qual deg(c;) < k;. Mas entao deg(c;) < ki e, assim, existem g¢s, ..., g, € k[s71]
tais que s g; = ¢;. Portanto, ap6s multiplicarmos & esquerda com uma matriz V(s™1)

teremos ¢y = -+ - = ¢, = 0.

Com isso, mostramos que existem naturais k; > --- > k,, > 0 (permutando linhas

e colunas se necesséario) e matrizes U(s),V (s™!) com determinantes em k \ {0} tais que

V(s B(s)U(s) =V (s ) s" A(s,s ) U(s) = D(ki, ..., kn).
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Multiplicando por s~" obtemos V(s™') A(s,s ) U(s) = D(ry,...,rm) com 1, = k; —
r. Para finalizar a prova resta mostrar que para uma matriz B (3*1) vamos ter r; <
0,4 = 1,...,m. Substituindo s~! por ¢ e aplicando a B(t) o procedimento feito para
B(s), porém, utilizando-se operagoes linhas (resp. colunas) em toda parte onde usamos

operagoes colunas (resp. linhas), obtemos
Ut)BO)V(t ™) =D(ry,...,rm), 1;>0,

donde U(s™') B(s™") V(s) = D(—ry,...,—7Ty). Agora permutamos linhas e colunas para

obter a ordem desejada. ]

4.2 O Teorema de Birkhoff—-Grothendieck

Consideremos agora o fibrado vetorial O(d) sobre P!, como foi definido no Exemplo
3.2.34. Sob o ponto de vista de trivializagoes locais e fungoes de transi¢ao, vide Observagao
3.1.4, temos que O(d) é dado por um elemento A € k[s, s7!], que corresponde a colagem na
intersecgao dos abertos afins U; e Us, como vimos acima. Note que O(d) estd determinado
pela funcdo de transicdo s~¢. Sob o ponto de vista do Meta-Teorema, temos que uma
matriz diagonal A(s,s™!) = D(ry,...,7,) determina, a menos de isomorfismos, o fibrado
O(—=r1) @ - ® O(—ry). Desta forma, temos o Teorema de Birkhoff-Grothendieck

Teorema de Birkhoff-Grothendieck 4.2.1. Seja E um fibrado sobre a reta projetiva

PL. Existem inteiros ry > ry > -+- > 1, de modo que temos o isomorfismo de fibrados
E=Z0(r) @ - ®0(ry)

em que cada r; depende unicamente da classe de isormorfismos de E.
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