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Introducao

Equacoes diferenciais implicitas aparecem muitos contextos da matematica e existe uma grande
literatura sobre o assunto, bem como um grande nimero de técnicas para estuda-las. Nesta
dissertacao abordamos as técnicas introduzidas em [1] e [2]. Nosso objetivo é aplicar tais técnicas
para reobter a configuragao das curvas de rarefagao em sistemas quadraticos de duas leis de
conservagao estudadas em [8], [9] e [10].

No capitulo 1 consideramos equagoes diferencias implicitas da forma
a(z,y)dy? + 2b(x, y)drdy + c(x, y)dz® = 0, (1)

onde a, b e ¢ sao fungoes suaves que se anulam na origem, na vizinhanca de pontos onde a funcao

discriminante

A(Iay) = b(xa y)2 - a(a:,y)c(:c, y)

tem singularidades do tipo Morse. Equagoes diferenciais implicitas do tipo 1 sdo também co-
nhecidas como equacoes diferenciais bindrias. Aqui manteremos a nomenclatura Equacoes dife-
renciais implicitas (EDI). Em pontos onde A(z,y) > 0 a equagao (1) define um par de diregoes
no plano. Para estudar as solucoes de (1) considera-se em R? x RP o conjunto M de pontos
(z,y,p), com b?(z,y) + a(x,y)c(z,y) > 0 e p é uma direcio definida por (1) no ponto (z,y). As
configuragoes topoldgicas das solugoes sao classificadas de acordo com os tipos de singularidades
que apresentam.

No capitulo 2 consideraremos familias genéricas a 1-parametro de equagoes diferenciais implicitas
da forma

a(z,y, t)dy® + 2b(z,y, t)dzdy + c(z, y, t)dz* = 0,

foram estudadas em [2] na vizinhanga de pontos onde o discriminante > — ac = 0 tem uma
singularidade do tipo Morse em ¢ = 0, que é o caso acima. Descreve-se entao a mudanga da
configuracao da curvas solucoes de acordo com a variagao do parametro.

No capitulo 3 aplicaremos as técnicas dos capitulos (1) e (2) no estudo da configuracao topoldgica
das curvas de rarefacao de um sistema quadratico de duas leis de conservacao.

As curvas de rarefacdo sao solugoes continuas de um sistema de leis de conservagao em uma

varidvel espacial. Consideramos aqui um sistema de duas leis de rarefagao

U+ F(U), =0,
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ondex € R, t > 0, U(z,t) € R? e as funcdes de fluxo F : R? — R?, F(u,v) = (f(u,v), g(u,v)) sdo
funcoes quadraticas. Mostramos que as curvas de rarefacdo sao as curvas integrais da equacao
diferencial implicita,

Foldy)? + (fu = go)dudv — gu(du)* =0,

que é uma EDI do tipo (1). Terminamos nosso trabalho fazendo de uma breve comparagao entre

as técnicas introduzidas em [1] e [2] e as técnicas que foram usadas em [9] e [6].
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Definigao 0.1. Dada uma equacdo diferencial de primeira ordem F(x,y, %) =0 onde F € C*®
nas varidveis T,y,p = g—g, chamamos ponto singular da equacdo todo ponto de R3 que anula a

derwada de F' em relagao a p, isto €, Fj, = 0.

dy

Na vizinhanca de um ponto singular a equagao nao ¢ solivel em relagao a varidvel p = 2,

temos entao a seguinte definicao.

Definicao 0.2. Fquagdes diferenciais que apresentam pontos singulares sdo denominadas de
equagoes diferenciais implicitas, (EDI) também conhecidas classicamente como equagoes difer-

enciais multiformes.

Fora dos pontos singulares, as equagcoes diferenciais implicitas podem ser resolvidas pelas técnicas

usuais conhecidas.

Observagao 0.0.1. Neste trabalho supomos que 0 é valor regular para a fung¢do F, ou seja, que

a superficie definida por F(z,y,p) = 0 é uma superficie suave M? C R3.

A observacdo acima juntamente com o fato de que p = %, permite-nos por

F(z,y,p) =0
dy —pdx =0

O estudo das EDI nao ¢é novo. Em [12] René Thom retomou o estudo desse problema con-
siderando o contexto de teoria das Singularidades. O estudo das EDI neste contexto permite
que encaremos o problema da seguinte forma: estudar o campo de linhas definido pelo nicleo da
1-forma t = dy — pdx sobre a superficie M?. Geometricamente, esse campo de linhas é definido

pela intersecdo do plano tangente & superficie M? com o plano vertical dy — pdx = 0.

Observacgao 0.0.2. dx, dy ndo estao sendo encarados como elementos infinitesimais, sao in-
terpretados como as componentes dos vetores tangentes & superficie M?.
Ainda deste ponto de vista, os pontos singulares da equa¢ao F(x,y,p) = 0, que sdo dados por

F, =0, definem, em geral, uma curva na superficie M? definida pelas equacoes F =0 e F, =0.

As solugoes da equagao diferencial original que desejamos estudar sao obtidas tomando-se a

imagem pela projecio m : M? — R?, (z,y,p) — (z,y) das trajetérias do campo de linhas em
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M2

O campo de linhas definido pelo ntcleo da 1-forma t na superficie M?, é singular nos pontos da
superficie M? onde o plano tangente e o plano vertical dy — pdx = 0 sdo paralelos, isto ¢, sdo os
pontos onde os vetores (Fy, Fy, F},) e (—p, 1,0) s@o paralelos. Segue que F,, = 0, o que significa

que as singularidades estao sobre a curva singular I' definida por ' = F}, = 0 e F, + pF, = 0.

Observagao 0.0.3. Nao € dificil mostrar que a imagem das singularidades do campo de linhas

pela projecdo w sao exatamente os pontos onde as solucdes da equacdo sdo tangentes 4 curva

(D).

Um exemplo particular de uma equagao diferencial implicita é a equacao de Clairaut, que é
uma equagao do tipo y = zp + f(p); p = %.

A superficie F(z,y,p) = zp+ f(p) —y = 0 é uma superficie regrada pois para cada p fixo tem-
se a equagao de uma reta. A curva singular I' é dada pela equacao F = 0; F), = z + f'(p) = 0.
Como y j& estd isolado no lado esquerdo, as coordenadas naturais para a superficie M? sdo
z e p. O campo de linhas restrito & superficie M?, nessas coordenadas, se escrevem como
(x + f'(p))dp = 0 em cada ponto onde este sistema de coordenadas é valido, o campo de linhas

tem o mesmo comportamento que o campo de vetores:

& =z+f'(p)

p=0

Este campo é singular se  + f'(p) = 0, ou seja, todo ponto da curva I' é uma singularidade do
campo de linhas. Este fato junto com a observagao (0.0.3) mostra que a imagem da curva T’

pela projecao m é a envoltéria das solugoes da equacao de Clairaut. As solugoes da equagao de

Clairaut no plano (z, p) s@o as retas p constantes. Por exemplo: f(p) = —%, ou seja, y = xp—%.

Usando x, p como coordenadas para M? tem-se que a curva Gamma é dada no plano (x,p) pela
equacido x = p?. No plano (z,p) as solugoes sio as retas p = cte

A curva 7(T") projegao no plano (x,y) da curva é a parabola semi-ctbica y = :t%:c%

L/

Projecao no plano (z, p) Projegao no plano (z,y)
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Em [3] L. Dara retoma a questdo de estudar as singularidades das equacoes diferenciais

implicitas. O trabalho de Dara pode ser dividido em duas partes:

e mostra via Teorema de Transversalidade, que as equagoes diferenciais implicitas apresen-

tam 6 tipos de singularidades genéricas (lista de Thom é incompleta).

e Procura dar modelos das diferentes singularidades genéricas. Destes modelos fornecidos

por Dara, enfocaremos apenas 3.

Exemplo 0.0.4. Dobra simples (sequindo com a denominagio original do autor) p*> = x. A
superficie F(z,y,p) = 0 é dada por p* —x = 0.

A curva singular I' que € dada pelas equagoes F'=0. F, =0 € o eizo y.

r—p>=0
dy —pdx =0

€ natural tomar y,p como coordenadas. Nestas coordenadas o campo de linhas definido pelo

niicleo 1-forma t = dy — pdx na superficie M? se escreve como: dy — 2p*dp = 0. Que tem o

mesmo comportamento que o campo de vetores

como p = +/x, a imagem de curvas solugoes pela projecao © € uma familia de parabolas

C 3
semicubicas y = :l:%:m + c.

Observagao 0.0.5. Neste caso, usamos a denominacao curva de dobra para a curva I', uma

vez que todos os pontos da curva I' sdo singularidades do tipo dobra para a projecdo m
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Exemplo 0.0.6. Singularidades do tipo dobra-sela

= 2zp + p?
dy — pdx =0

a superficie F(z,y,p) = 0 é a superficie p*> +2zp —y = 0. A curva singular T' é dada por
2¢ + 2p = 0, entao x = —p.

A superficie F é regrada. Pode-se notar ainda que fizando (x,y) € R? a pré-imagem desse ponto
pela projecio m pode ter cardinalidade zero, 1 ou 2 pontos conforme y + 2% seja negativo, zero
ou positivo respectivamente.

Tomamos x,p como coordenadas para a superficie M?. Neste sistema de coordenadas, dy—pdx =
0 restrita a M? se escreve como pdx + 2(x 4+ p)dp = 0 que tem o mesmo comportamento que o
campo de vetores.

& =2(x +p)

pP=p

-2 2
Este campo € singular em (0,0) e esta singularidade € do tipo sela uma vez que det ( 0 1) < 0.

As variedades invariantes sao o eizo x € a reta p = f%x.

1 sela no plano px 1 sela no plano xy

A imagem da curva T pela projecdo 7 é a pardbola y = —x% (Para ver isto ponha p = —x na

equacao define F'). Esta curva € a curva que separa a cardinalidade das pré-imagens dos pontos

no plano.
. . . ~ , s . . . . _§ s,
A imagem do eiro x pela proje¢io m € o préprio eivo x e a imagem da reta y = —5x € a
pardbola y = —%xQ.

Observacgao 0.0.7. A denominacdo de dobra-sela dada por Dara justifica-se pelo fato de que as
singularidades da projecao m sdo do tipo dobra e a singularidade do campo de linhas € do tipo

sela.
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Exemplo 0.0.8. Singularidade do tipo dobra-né

=p’+ lx
y="r 3 p
De novo a superficie F' € regrada, a curva I' € dada por 2p + %x =0, entao p = —%x.

A pré-imagem de cada ponto (x,p) € R? pode ter cardinalidade 0, 1 ou 2 conforme x?+ 36y seja
negativo, nulo o positivo respectivamente.

As coordenadas naturais para M? sio x e p. Nestas coordenadas o campo de linhas se escreve
1 2
(2p+ =z)dp — —pdz =0
3 3
que localmente tem o mesmo comportamento do campo de vetores
i=2p+ iz

1
Este campo tem uma singularidade na origem do tipo nd, uma vez que det (8 ) = % > 0.

winn N

As variedades invariantes sao o eixo x e a reta p = %:L’

A imagem da curva I' pela projecao m € a curva y = —3—16372. A imagem das variedades
invariantes sio w(z,p =0) = (z,y — 0) e m(z, ) = (z, ;2?).
Observagao 0.0.9. 1. Davidov mostrou posteriormente que estas singularidades sao estru-

turalmente estdveis.

2. Palmeira em [9] usou esta técnica para descrever a configura¢ao dos campos de linhas
gerados pelos autoespacos da matriz derivada de uma funcio F : R? — R? cujas funcdes
coordenadas sao polinomios quadrdticos. Para este problema, a curva singular F' = 0, F}, =
0 € a curva onde os autovalores da matriz DF tém multiplicidade algébrica igual a 2 e
multiplicidade geométrica igual a 1. A regiGgo do plano onde ndo tem solugao da E.D.I.
sdo os pontos onde o0s autovalores da matriz DF sdo complexos. A func¢do F considerada

€ tal que a regidgo onde os autovalores de DF sdo complexos € limitada.

O interesse desse estudo estd no fato de que as ondas de rarefacdo podem ser interpretadas
como as curvas integrais do campo de linhas gerados pelos autoespacos da matriz derivada

da funcao de fluxo F' do sistema de leis de conservacao

U+FU),=0, UeR"aztecR



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Implicitas

Neste capitulo nés vamos dar uma classificacao local das curvas solucao das equacoes diferenciais
implicitas da forma

a(z,y)dy® + 2b(z, y)dzdy + c(z,y)dz® = 0 (1)
em pontos nos quais a funcdo discriminante b> — ac tem uma singularidade de Morse. Vamos
apresentar uma forma normal para tais equacoes.

1.1 O recobrimento duplo de M e o levantamento de campos

Nesta secao vamos estudar o recobrimento duplo M e os zeros do levantamento do campo na

reta projetiva 0 x RP!,

Consideramos equacoes diferenciais implicitas (EDIs) do tipo (1) da equagao (1) onde a,b,c

sao fungoes suaves que se anulam no origem. Em pontos onde

bg(xvy) - a(x,y)c(x,y) >0

A equagao (1) define um par de dire¢oes no plano.
Uma forma natural de estudar estas equacoes é fazendo o levantamento do campo de diregoes
bivaluado a um campo de recobrimento duplo associado.

Tomamos a carta afim RP! com a direcdo p = el e consideramos localmente em R? a

dx
superficie de recobrimento duplo.

M = {(z,y,p) : ap” + 2bp + ¢ = 0} (2)
Denotamos por F(z,y,p) a fungao

F(x,y,p) = ap® + 2bp + ¢
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onde

C =

Definigcao 1.1. Denominamos de curva

a1z + agy + O(2)
bix + by + O(2)
az+cy+ 0(2)

discriminante da EDI (1) o conjunto

A = {(z,y) : b¥* — ac = 0} (3)

Proposicao 1.1.1.

1. A superficie M em (2) é suave numa vizinhanca de 0 x RP! se, e somente se, a funcdo

discriminante b> — ac tem wma singularidade de Morse.

2. A projecao natural

M — R?

(z,y,p) — (2,9)

¢ um difeomorfismo local fora de 7=1(A\).

Prova.

1. Seja

Em (x,y) = (0,0)

Fp=2(m1x + agy + O(2))p + 2(b1z + bay + O(2)) = 0

Portanto a superficie M nao é suave se, e somente se

oF
%(0, 0,p) = aip®+2b1p+ci (4)
oF
(BTy(O’ 0,p) = asp®+ 2bop + ca, (5)

Se anulam ao mesmo tempo para algum p.

Multiplicando-se Eq. (4) por —ag e a Eq. (5) por a1 temos o sistema.

—ajasp® — 2a9b1p —aze; =0

arazp?® + 2a1bop + arcz =0,
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Resolvendo o sistema para p temos
_ (a2c1 —a1cp)
2(bga1 — blag)
Multiplicando-se a Eq. (4) por —by e a Eq. (5) por b; obtemos o sistema
—a1b2p2 — 2b1b2p - b2C1 =0
a2b1p2 + 2b1bap + bica =0
Resolvendo esse sistema para p obtemos
5 (bica —bacy)
(a1ba — azby)
Se consideramos o quadrado da solucao do sistema (6) obtemos.
(azc1 — arca)? _ (brca — bac)
4(bgay — braz)?  (a1by — azby)
A igualdade é vélida se, e somente se,
(a201 — a102)2 — 4(a1b2 — a2b1)(b102 — bQCl) =0 (7)
A expansdo de Taylor de ordem 2 da funcéo discriminate é a seguinte
b* —ac = (hix+bay + O(2))” — (mz + azy + O(2)) (12 + cay + O(2))
= (b — c1a1)2® 4 (2b1by — caa1 — cras)zy + (b3 — caa0)y? + O(2)
Escrita na forma matricial, a parte quadratica desta funcao se escreve como
9 b? —ajc %(2b1b2 —ajcy — azcy) T
b —ac = (ac y) 1 5
5(2[)152 — a1 — agcl) bQ — agCy Yy
segue-se que seu determinante é dado por
1
Det(b?> —ac) = (b3 —ajc1)(b3 — aseo) — Z(2blb2 — a1cy — ager)?
1
= *1(417%&262 + 4a1b301 — 4aqjagcico — 4bibacoa; — 4bibocias +
c3a? + 2ajasci ¢ + ciad)
1
= —1 ((a201 — a102)2 — 4(62@1 — blag)(blcg — bgcl)> .
Assim, Det(b? — ac) = 0 se, e somente se, vale a equacio (7).
2. Sabemos que a projecao m nao serd um difeomorfismo local em (z,y, p) se Fp(z,y,p) = 0.
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Por outro lado temos que

m N A) = {(x,y,p): w(x,y,p) € A}
= {(z,9,p) : (z,y) € A}
= {(z,y,p): b2 — ac = 0}

Assim devemos ter

. —2b £ V4b% —dac b

2a a

e portanto

—b
Fp=2ap+2b=2a—+20=0
a

Que é precisamente o conjunto
= 1(A) = {(z,y,p): F = F, =0}
|

Pela proposicao (1.1.1) M = {F(z,y,p) = ap? + 2bp + ¢ = 0} é uma superficie suave,
podemos fazer a seguinte construcdo. Notemos que cada ponto no plano onde b> — ac > 0
existem duas diregoes p1(x,y) e p2(x,y) que correspondem a dois pontos na superficie M sobre
a reta vertical que passa por (x,y) ver figura (1.1). Pelo teorema da fungao implicita, temos que

localmente duas componentes ou superficies que projetam-se difeomorficamente sobre o plano
—b+Vb? —ac

a

(z,y). Localmente nos pontos onde b*> —ac > 0, a EDI (1) define as diregoes p; =

—b—Vb% —ac
e pp = ———— que definem os campos vetoriais associados v1 = (1,p1) e va = (1,p2).
a

Definicao 1.2 (Levantamento). O campo vetorial & sobre M é dito o levantamento de EDI (1)

ou do campo bivaluado determinado se, e somente se d.(&)(x,y,p) € um vetor com dire¢ao p.
Em outras palavras, deve-se projetar um vetor no plano com a correspondente direcao p.

Proposicao 1.1.2. 1. O campo vetorial & denotado por:

0 0 0
§ p8x+p pay ( +p y)ap

é o levantamento para M do par de dire¢ées no plano definido por (1).

2. O campo vetorial € tem uma ou trés singularidades em 0 x RPL. Estas singularidades sao

do tipo sela ou nd.
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RP!
folha 2

(xaya p P2 £

folha 1 R Pl

(Iuyv D1

x?
" (z,y) .

Figura 1.1:
Prova.
1. Como £ é o levantamento do campo bivaluado v = 6% +p8%, isto é, dm(&(x,y,p)) = v(x,y)
temos 3 3 3
§=—-+p-+C4.

Ox oy Op

Além disso, como ¢ é um campo de vetores em M = F~1(0), £ é ortogonal a VF.

Figura 1.2:
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A condicao de tangéncia de £ em M d&
OF oF OF
VF = — —+C—=0
¢ oz +p8y + dp
= F,+pF,+CF,=0
Como F), # 0,
C = —(Fu+pF)/F
Segue-se que 5 5 5
= — — — (Fy +pF,)/F,—
3 &EJFI?@y (Fx + pFy)/ Pap
ou ainda, 5 5 5
=F,— +pF,— — (F, +pF,)—
§(,y,p) = Fpo +p "oy (Fo+p y)ap
2. Vamos mostrar que as singularidades de ¢ estdo na reta 0 x RP!, logo a singularidade tem

coordenada (0,0, p),

(a) (0,0,p) € M , entao F(0,0,p) = 0.

(b) 5(0,07]7) = O, entao Fp% —I—pr% — (Fx _|_pr)% =0
F,(0,0,p) =0 e F, +pF,(0,0,p) =0

Vamos estudar Fy + pFy, =0 em (0,0,p).

¢(p) = (Fx +pr)(07 0,p)
oF oF

—_— —(0,0

5 +pay( ,0,p)

= ap?+2bip+c1 + 10((12102 + 2bop + ¢2)
= agp® + (a1 + 2b2)p* + (201 +c2)p + 1

Supondo ay # 0 a fungao cibica ¢(p) tem uma ou trés raizes fora da variedade de codi-
mensao 1 no espago (a;, by, ¢;) gerado pelos anuladores do discriminante de ¢ .

Agora encontraremos a natureza de cada singularidade de &.

O ponto (0,0, p) é singularidade de £. Pela proposigao (1.1.1) M é suave, assim F, (0,0, p) #
0 ou Fy(0,0,p) # 0.

Seja p1 um zero de ¢. Supondo que Fy(0,0,p1) # 0, M serd localmente o gréifico da
funcao y = g(z,p). De fato,

F(z,y,p) = F(z,9(z,p),p) =0
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Derivando com respeito a x e p obtemos,

OF OF 0g

OF dg OF
yop oy "

Seja € a projecao de € no plano (z,p)

0 0
f(l’,p) = Fp% - (F;r +pr>afp

Vamos a escrever o polinomio de Taylor de ordem 1

-~ 0 -~ 0
5—51%4'52379

em torno de (0,p1)

&i(w,p) = az+a(p—p1)+0(2)
&(x,p) = B+ Po(p—p1) +O(2)

Assim,
~ -0 -0
5 - 5137‘% + 62879

= [oaix +ao(p—p1) + 0(2)]8853 + [Briz+ Bo2(p —p1) + 0(2)]881)-

Vamos agora obter a expressao de §~ em funcao de (a;, b, ¢;)

§ = Fy(w.9.0) 5 — (Fulr.0) + pEy(2.9.9) 5
Para tal procedemos como segue
Sejam,
ap = 5;51 = 889317;9(:1:,9,19)
~ (B +E),2 )0m)
ay = ;p& = ;}Fp(%g,p)
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Bi = by =~ (Fa(r,g,p) + PFy(r,.7)
0 0
= (e + B (B + (5, 52) ) 0)
b = b=~ (Fa(s.0.0) + pFy(0,.0)

_ <(Fx)ygf) +(F), +p<(Fy)ng + (Fy>p> + Fy> (0.p1)

o = + ZF 99 (g )
- 8:c8p OyOp Ox 1

B 82F PF 09\ )
Qy = ayapa y P1
a2F 82F g R2F  9F dg
h = ‘<axz  9udy or +p<axay + ayzax»(o )

5 _ (PE P09 0F (0F PG\
2 opdx  Oydx Op Oy b opdy  Oy? dp PL),

onde,

Oon) = (P + pE)(O.p1) = (=550 +p50)0.p1) = 5. (p ‘3’9) 0.p1).

oy Ox oy ox
B g g _ [oF]toF B
como (pn) =0 temos, 520, =1, 520.p1) =~ | 50| SE 0.5 =0

Assim,

0 0
ap = *(a1p2 +2bip+¢1)(0,p1) +p —(agpQ + 2bap + ¢2) | (0,p1)
dp dp
= 2(agp® + (by + ay)p1 + by)
g = 0
0
fo = — (ap((hpQ +2b1p + Cl) (0,p1) + (agp® + 2bap + ¢2))(0,p1) +

. ((9829(@}?2 T b+ c2>>) 0.;1))

= —(3a2pi + 2(a1 + 2b)p1 + (c2 + 2b1)) = —¢/(p1)

Para determinar a natureza das singularidades precisamos conhecer os autovalores da

parte linear de &, estes sao os autovalores da matriz da parte linear de é , ai(pr) =

2(agpi + (b2 + a1)p1 + b1) e —¢'(p1).

~ o o 2(agp? + (by + a1)p1 + b1) 0 )
D 0, — =
0 (m @) ( b —¢(m)

Como p; nao é uma raiz repetida da funcao cibica ¢, segue-se que ¢'(p1) # 0. Como

genericamente «a; e ¢ nao tém raizes em comum, obtemos que «aj(p;) # 0. Assim, as
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singularidades de §~ sao nds ou selas.

Existe a posibilidade de que A tenha dois ramos de zeros, onde o campo pode acumular
todos os pontos com a excecao de uma fibra correspondente a eles. Mais geralmente as
singularidades terao sempre autovalores diferentes de zero e que sao isolados.

Pela expansao de Taylor da funcao discriminante vemos que os pontos correspondentes

(0,0, p) satisfazem

o(p) = (Fz+pFy)0,0,p)
= aop® + (a1 + 2b2)p* 4 (201 + c2)p + 1

e, certamente, ¢(p) = 0. A condigdo de que a equagao quadrética e a equagao cibica
tenham raizes comun, determina uma subvariedade de codimensao 1 do espago (a;, b;, ¢;)

que corresponde a um autovalor zero.

1.2 Reducao formal das EDIs

Nesta sec¢ao formalizaremos a reducao de uma EDI do tipo (1) com a = ¢ = y.

Proposicao 1.2.1. Suponha que ¢ nao tem raizes repetidas, e que a1(p) e ¢(p) ndo tém raizes
em comun, entdo os termos lineares a,b,c da EDI ady? + 2bdzdy + cdz® = 0 pode ser reduzida

a forma:
ydy? + 2(b1x + byy)dzdy + yda? (8)
Prova. Comegamos reduzindo a parte linear das fungoes a, b, c.

a = a1+ axy
b = biz+ by

c = c1x+cy
Seja
L= (a1z+ agy)dy2 + 2(b1x 4 boy)dxdy + (c1x + CQy)da:2

Vamos escrever a parte linear com respeito a (z,y) na forma matricial

. da?
a b oa

L=z 2dxd
( y) (Cz b2 a2> Y

dy?
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Por abuso de notagao, vamos escrever

b
I c1 01 a
co by as.

Considerando a mudanga de coordenadas lineares

x=aX+pY
y=vX+0Y
Temos
der = adX + pdY
dy = ~dX +4ddY
di? = o2dX? +2aBdXdY + [2dY?
dedy = aydX?4 (@b + Bv)dXdY + B6dY?
dy* = ~*dX* 4 2y8dXdY + §2dY?
e
(o) = (x 1) (5 )
dx? o? 2a0 2 dX?
2zdy | = |20y 2(ad+By) 286 | | dXdY
dy? 72 276 52 ay?
o? af 32 dX?
= |20y ad+ By 285 2dXdY
72 ¥4 52 dY?
Pondo
a? af 2
U= (; z> e W= 12ay ad+ By 256
SR TN
temos que

S = ULW

a? af B2
a 1 b a1
= 20y ad+ By 260
B 0) \ca by a 5 )

Y Y0 0
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Assim nas novas coordenadas (X,Y) a parte linear se escreve como

dXx?

Lxy = (X Y)S 24X dY
dy?

Lxy = AdY?+2BdXdY + CdX?

com
A = A1 X+ AY
B = B X+ ByY
C = C1X+0yY
onde

Ay = 8*(aay + yag) + 20B(aby +vba) + 7 (act + ve2)

Ay = a6® 4+ (2by + a1)6%B + (201 + ¢2)38% + 183

By = ~6(aar +yaz) + (ad +vB)(abr + vb2) + aB(act + ye2)
By = ~d(Bai + daz) + (ad +vB)(Bb1 + db2) + aB(Ber + be2)
Ci = a’+ (2bg + a1)fy2a + (2b; + CQ)’ya2 + a8

Cy = ~*(Bay + daz) + 2ya(Bby + be) + a®(Bey + dea)

Para conseguir nosso objetivo precisamos de uma condicao genérica para qualquer mudanca de
coordenadas (a, 3,7,6) tal que C; =0e A7 = 0.
Lembrando que a expressao de ¢ proporciona os zeros ctibicos do levantamento de & em 0 x RP?,

entao

Ay = a8 + (2ba + a1)8°B + (2b1 + ¢2)85° + 18

3 53 52 1)
= f a2f3+(2b2+a1)f2+(2b1+62)*+61

8
ﬂ¢<ﬁ

C1 = a2y’ + (202 + a1)y’a + (2by + c2)v0” + c10®
s 7 7 gl
= L4 (2 L4 1

o <a2a3+( 2+a1)a2+( 1+C2)&+61>

- ()

Como ¢ tem pelo menos uma raiz, denotamos esta por p;.

o) () -

Pondo v = ap;, temos
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Observe que nao se pode tomar § = 8p;, uma vez que a mudanca de coordenadas se escreveria

(2)-0 )
g 5) "\ s

que tem determinante zero. Substituindo o valor de 7 nas expresstes de A1 e Cy temos:

como

A = 04{52(601 + praz) + 25B(by + pibe) + B%(e1 +p102)}
Cy = 042{(&1]?% + 2b1p1 + ¢1)B + (agp? + 2bopy + 02)5}

1. Genericamente temos que Cs # 0, pois se Cy = 0 temos que

(a1p3 + 2b1p1 + 1) B + (agp? + 2bapy + 2)6 = 0.

F.(0,0,p1) = aipi+2bip1 +
Fy(0,0,p1) = aopi + 2bap1 + 2

Logo,
F(0,0,p1)8 + Fy(0,0,p1)d =0

O que leva a uma contradicao pois, F, e F,, nao se anulam simultaneamente (do contrario
a fungao discriminante é degenerada).

Vamos supor que F,(0,0,p1) # 0 segue que

_Fx(oa Oupl)ﬁ

)=
Fy(O,O,pl)

A mudanca de coordenadas ficaria
o vy « ap1
E)=Ge (5 )= (G i)
B R Ty
O determinante desta matriz é

Fm(()?()?pl)
Fy(07 prl)

—af

— =
B Fy(oaoapl)

—afp; = P(p1) =0

O que nao pode acontecer.

Assim, genericamente para 8 e § temos que

Fuf+ Fy6 #0

2. Genericamente A; = 0.
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De fato, A1 = 0 se, e somente se,
(a1 + praz) + 263(b1 + p1ba) + B*(c1 + pic) =0

substituindo d = Bpy
A = Oéﬁzﬁb(Pl) =0

ja que pp € raiz de ¢.
Logo se 6 = fp1 , A1 = 0.

A equacéo tem outra solucdo para & = A3, se estas duas solugoes coincidem

—2(bap1 + b1) B3 £ \/4(bap1 + b1) — 4(agp1 + a1)(cop1 + 1)

= 2(agp1 +a1)
Bpy = — (b2p1 + b1)3
(asp1 + a1)
o o= — (b2p1 + b1)
(agp1 + a1)
Equivalentemente

agpt 4 (a1 4+ ba)p1 +b; =0
a1(p1) = 2(agpi + (b2 + a1)p1 +b1) =0

Se p1 = A, onde p; é uma raiz de ¢ e 3. Nao é generico, logo podemos assumir que

p1 # A, e 6 = Af anula a A; na nova EDI.

3. Genericamente Ay # 0
Como A = ,63¢(%), e pela condicao de que ¢ nao tem raiz repetida , genericamente para

a escolha de § tal que X\ néo é raiz de ¢. Por tanto Ay # 0.

Por uma nova mudanca de escala dada por As = 1,e Cy = £1 a equacio
L= AYdY? +2(B1X + ByY)dXdY + CYdX?
Pode ser escrita como
L=YdY?+2(B1X + ByY)dXdY +YdX?

Considerando que a mudanca de coordenadas feita foi linear, por abuso de notagao vamos

substituir (X,Y) — (z,y)

L = ydy? + 2(byx + boy)dzdy + yda*
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Observagao 1.2.2. Destaco aqui que as novas varidveis T e y nao saGo as originais da equacao

(1).

1.2.1 Uma redugao adicional da EDI

Pela proposicao (1.2.1), consideraremos a EDI da forma
(y + a(z,y))dy” + 2(b1z + boy + bz, y))dedy + (+y + c(x,y))da® = 0 (9)

onde a, b, ¢ sdo fungdes suaves sem termos constantes e lineares.

Mostraremos que esta EDI pode ser reduzida formalmente, ndao a uma forma linear, mas a uma
forma com os coeficientes de dz? e dy? lineares.

Procederemos como no caso de campos de vetores univaluados seguindo a teoria de Poincaré, de
transformar, na classe de série de poténcias formais, um campo vetorial "nao ressonante” para
sua forma linear em um ponto singular por um difeomorfismo formal.

Este processo consiste em anular sucessivamente todos os termos de grau (k > 2) na equagao.
Suponhamos que neste processo todos os graus sao menores ou iguais a k — 1 assim temos uma

nova EDI com

a = a,+0(k+1)
c = ¢+0(k+1)

onde aj e ¢ sdo polindbmios homogéneos de grau k. Consideramos a mudanca de coordenadas

Hj, em R? dada por

r = X +pg
y = Y+aq

onde pi € g sao polindomios de grau k em X e Y.

0 b 0 dx? dx?
1
L=(zx 2dxdy | + | c(x, b(z, a(z, 2dxd
( y)<i1 b, 1) de (( y) b(zy) al y)) de
Y Y

O difeomorfismo Hj, dara uma nova EDI,

k
ag(w,y) = D apat Ty
=0
k
— k—1 7
(X +peY +a) = > ain(X +p)" (Y + q)
=0
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k . .
= > XY 4Ok +1)
1=0
= a(X,Y)+O(k+1)
Op, Opy,
de = dX + Lrax + 2k gy
g Toaox ™ T oy
Oqr, Oqi
d Ay + 2k ax + Tk gy
Y Toax ™ Ty
2 2
wag | = | el el e R e R | [axar
dy? Ga 292 905 4 99 1+ 298 4 %% dy?
) Apy, 2 py, O ) py, 2
da? 1+25% + 5% 258 o +25% e dX?
_ 16) dqy, O O 0, Opr. O Opy. O 0 Opy. O
2drdy | = 2T§?+2§i§% 201+ 2% + 28 + 28500 + 9 04 2(%+%%’f2) dXdY
dy? S s 905 | 999 1+ 298 4 du dy?
2 2
ol + i s 1 o0 P e
Sa 9 0 4 9o 1+ 2% 1 9% dy?
2 2
L2+ %+ %
0 b 0 S, R T
S:<XY) ! W:(XY)lll
+1 by 1 So Ry Tp
onde
Oqr, ~ Oqi Opy;
S, = ob(22k Tk TPk
1 1(5x Taxax)
Oqr ~ Opr  Opp Oqr . Opi gy
R, = b(14 22k 9Pk OPkZk 9Dk Tk
1 Mty tax T oaxay T av ox
Opr, ~ Opx, Oqy;
T, = b =2k 4 2Pk Tk
! Loy "oy oy
opr,  Opi? Oqp  Oqr Opr,  Oq>
Sy = 4+(14228k L TPk oy Lk TR OPRy Tk
2 (I+255% Tox ) T2 Gx Y axax) T ox
Opr Opr. ~ Opi, Oqr  Opr  OppOqr  OprpOqi, OqpOq  Ogy
R, = +(2x9Pk | O9Pky |y (14 Lk 9Pk OPk 94k | 9Pk Y4k, | 94k 99k | 94k
2 Gxay Tav) TR0 v tox Taxay Tavax) T axay T ax
Opy 2 Opr . Opy Oqy, Oqr.  Oqr>
Ty = +(Z2E ) popy (kL ZER Ry | g | 9Pk Tk
2 Gy ) T2y Yoy ay) T T 2y oy
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Por outro lado
(c b a) w
o) (3 T 1)

Ry

(Ck+W1 b+ Wy ak-i-Wg)

(4 + SX.Y) bipe+ bag + RX,Y) i+ T(X,Y))

onde W1, Wy, W3, S, R,T tém grau maior que k

juntando todos os resultados temos

e
L= (Y +0(X,Y) B(X,Y) Y +A(X.Y)) | 2dXdY
dy?
onde
AX,Y) = 2b1X?;f+X?;fgfiY?;f2+2b2Y(?;f+?;fg$) %4—}/%24—%—1—%
+ Yg%?gqyk+Y3(§?+bk+b1pk+bQ%
C(X,Y) = 2blx(g§f+g§?%§)+2bgy(g§§+g§§%)izygﬁgiyg{';éf2+ygig2+ckiqk

E os termos de grau k sao dados por

Ay

Ck

qr + 2(b1X + bQY)i +2Y — + ay

+qr + 2(b1X + ng)i +2Y — + ¢

Op 0qx

(10)

(11)

oY
oqx

5) 4
Op

0X 0X

Aqui p, qx sdo polindémios homogéneos de ordem k nas varidveis X e Y que podem ser escritas

na forma

Pk

qk

Procurando py e ¢x (isto é Dik € Gk,

k
Z pz,ka_ZYZ
i=0

k
Z qukaflyl
=0

com (2k + 1) varidveis) de modo que a mudanga de
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coordenadas Hj, satisfazem as equagoes (10), (11), entdao Ay = Cr =0

g+ 20X +0Y) e +2Y S\ (e
tqp + 2(01 X + byY) 9% + 2y 9Bk Ch

) -0

Afirmacao: A matriz My s6 depende de by, bo, k

De fato, da primeira equacao

k k k k
= aip XY = Y i XY 201X 4+ 5oY) Y ipip XY 42 gy p XY
i=0 i=0 i=1 =
k o k—1 o k o
= D ax XY 42> (i Doapip kXY 42 ibop p XY
=0 =0 =1

k
+2 g p XY

i=1
k-1
= QO,ka + Qk,kYk’ =+ 2b1p1kak —+ Z 2((’L + 1)b1pi+1,k + ipri, k + Z'qu)Xk’—Zyz
i=1
kagphkyk + 2qu7kY’“
Da segunda equagao
k o k o k-1 o
— Z chXk—zY% = =+ Z qung_’YZ + Q(le + ng) (k‘ _ i)quXk_’_lYZ
=0 i=0 i—0
k—i ‘ '
+2Y Z(k — i)p; X FTIY
i=0
= ) XY 2> (k= i)bigip XY 42D (k= i+ D)bagi f XFTY
=0 =0 i=1

k
42 (k=i + Dpiy p XY
=1
_ k k k k
= Fqo X" £ qprY" + 2kb1go X" + 2b2qr_1 1Y
+2(k 4 1)pop X" =+ 2pp, 1 Y*
k—1

Z |::l: Qi’k + 2((k - Z)bl(,h,k + (k —1 + 1)(b2qi—1,k ipi—l,k)) Xk*lyz
=1

Logo, o determinante é um polindémio ndo nulo em termos de by, bs. Assim, o conjunto de pares

(b1,b2) que anulam Det(M},) tem medida zero em R?
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Definigao 1.3. O par (b1,b2) € dito ressonante, se existe um inteiro k > 2, tal que a matriz

My, € singular.
Podemos enunciar o seguinte teorema.

Proposicao 1.2.3. Se (b1, ba) € um par nao resonante, entio a EDI (9) pode ser reduzida por

um difeomorfismo formal a
ydy? + 2(b1x + boy + b(z,y))dzdy £ ydz* = 0,

onde b(x,y) € uma série de poténcias formal ndo constante e que nao tem termos lineares.

Prova. Se o par (b1, b2) é nao ressonante, entao o sistema linear

) -

tem uma unica solugao. Como o difeomorfismo correspondente Hj anula os termos de ordem k

em a e ¢, obtemos o sistema desejado. |

1.3 Topologia das formas normais

Na segao anterior ;,mostramos que em geral uma EDI (1) pode ser escrita na forma
ydy? + 2(b1x + byy)dzdy £ ydz® =0

Uma EDI desta forma, divide o plano de parametros (b1, b2) de acordo com o tipo de singulari-
dade do campo levantado £. Primeiro notemos que a mudanca de coordenadas (x,y) — (—z,y)
produz uma EDI equivalente a EDI do tipo (1) dada pelo par (by, —b2). A nova EDI se escreve
como L = ydy? + 2(biz — bay)dxdy + ydr?. Temos assim uma simetria com respeito ao eixo by
no plano (by, bs).

O plano (by, b2) é separado por trés curvas que sao os casos especiais quando ¢ tem raiz dupla,
para a1 e ¢ tenham uma raiz em comum e a curva nao é de Morse, isto é fazendo a prova da

primeira proposigao resolvemos o sistema (6) quando a superficie M nao é suave, obtendo que
b= (agc1 — arep)

2(1)2@1 — blaz)
A nao tenha uma singularidade de Morse precisamos de a1bs — asby = 0.

onde precisamos que bea; — bias # 0, assim para que a funcao discriminante

1. Vamos estudar a divisao do espago de parametros (b1, b2) para a EDI do tipo (1) reduzida a
equacao ydy? +2(b1z+bay)daxdy —ydxz? = 0 como a(x,y) = a1z +azy , b(z,y) = bz +boy,e

c(x,y) = c1x + coy, temos que ag =c; =0 e ag = —co = 1.
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Lembrando que

d(p) = agp® + (2by +a1)p® + (2by + c2)p + 1
= p®+209p* + (261 — 1)p
= p(p?* + 2bap +2by — 1)

a) Uma curva que nao é de Morse: b; =0

b) A curva ¢ tem uma raiz dupla: 2b; — 1 =0 ou by = (b3 + 1)
Assim para 2b; — 1 = 0 obtemos ¢(p) = p?(p + 2bs)
Outro caso é quando o discriminante da parte quadratica é zero, isto é, b2 —(2b; —1) =
0, onde by = (b3 + 1)

c) As curvas a; e ¢ tem uma raiz em comun: by =0

ap = 2(@2]92 + (ba +a1)p+ b1)
= 2(p* +bop+b1)

Observamos que p = 0 é uma raiz de ¢. Logo para que seja uma raiz de a1, precisamos
de b1 =0

A figura (1.3) mostra a divisao do plano de parametros (by, ba).

Figura 1.3:

P R\

Vamos analisar o tipo de cada uma das singularidades em cada uma dessas regioes, pela
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proposigao (1.1.2) temos que os autovalores de ¢ sdo a1(p) e Ba2(p), onde

ai(p) = 2(p° +bop+b1)
Ba(p) = —(3p* +4bop — 1+ 2by)

As rafzes de ¢(p) sdo p1 =0, po = —by + /b3 — 2b1 + 1, p3 = —by — /b3 — 2b; + 1 Assim
em cada singularidade os autovalores sao dados por

a1(p2) = 2(—bapz — b1 + 1)
Ba(p2) = —2(—bapa — 2b1 + 1)

ai(ps) = 2(—baps — by + 1)
B2(p3) = —2(—baps — 2b1 + 1)

Vamos determinar a natureza das singularidades em cada uma das regioes R; com 1 <1 <4

(a) Na regiao Ry, b <0
(a1) A singularidade p; = 0 é uma sela.
De fato, a1 (p1) = 2b; < 0, Ba2(p1) =1 — 2b; > 1. Por tanto Det(DE(py1)) < 0.
(a2) A singularidade ps é uma sela.
De fato, aj(p2) > —2bapa + 1 > 0, Ba(p2) = —(a1(p2) — 2b1) < 0. Segue-se que
Det(DE(p2)) = a1(p2).Ba(p2) = —af +2b1 <0
(a3) A singularidade ps é uma sela.
De fato, procendo-se como no caso ps concluimos que p3 é uma sela.
Assim as singularidades na regidao R; sao todas do tipo sela.
(b) Na regiao R, 0 < by < 1/2
com p3 < p1 < p2 e ai(p1)B2(p1) > 0, por enquanto ag B2 < 0 para py e p3.

ai(p1) = 2b1 >0
Ba(p1) = 1—2b1>0
(p2) = 2(—bapa — b1 +1)
(p2) = —2(=bap2 —2b; +1) = —(a1 — 2by)

a1(p2

Ba2(p2

Assim , temos em 0 < b; < 1/2 duas selas e um né entre elas.
(c) Naregido Rz, by > 1/2 e by < 1/2(b3 +1)

(c1) A singularidade p; = 0 é uma sela.

De fato, a1(p1) = 2by > 0, B2(p1) =1 — 2b; < 0. Segue-se que Det(DE(p2)) <0
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(c2) A singularidade p2 é um né.
De fato, a1 (p2) = 2(=bap2 — b1 + 1) < (=bap2 + 1/2) < 0, Ba(p2) = —2(—bapsy —
2b; + 1) < 2bgpa < 0. Segue-se que Det(DE(p2)) > 0.
(c3) A singularidade ps é uma sela.
De fato, a1 (p3) = 2(—bapa — b1 +1) = 2(b3 —I—bg\/b%—Tl—i—— b1 +1) > 2b; >0,
B2(p3) = —2(—bapa — 2b1 + 1) = —ay + 2b; < 0. Segue-se que Det(DE(p3)) < 0.
(d) Na regido R4, by > 1/2(b3 +1). O campo tem uma tinica singularidade p; = 0 que é
uma sela. De fato, ay(p1) = 2b; > 0, B2(p1) = 1 — 2b; < 0. Logo em Ry, p; é uma

sela.

3 selas |-—-4-

Figura 1.4: Parti¢ao do plano (b1, b2)

Observagao 1.3.1. A variacdo dos pardmetros by e by mostram que ao cruzar as fronteiras
das regioes do plano de parametros (bi,bs) algumas singularidades mudam de tipo.
O comportamento das singularidades sobre as fronteiras das regides ndo é genérico e por

esse motivo nao foram estudados aqui.

2. Vamos estudar a divisao do espaco de parametros (b1, b2) para a EDI do tipo (1) reduzida
a equacao
ydy? + 2(b1x + boy)dzdy + ydz* = 0
como a(z,y) = a1x +azy , b(x,y) = biz + bay,e c(x,y) = c1x + ¢y, temos que a3 = ¢; =0
€ ap = Cy = 1

Lembrando que

o(p) = azp® + (2by + a1)p® + (2b1 + c2)p + 1
= 3+ 2b0p® 4 (201 + 1)p
= p(p® +2bap+2by + 1)

a) Uma curva que nao é de Morse: by =0
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b) A curva ¢ tem uma raiz dupla: 2b; +1 =0 ou by = (b3 — 1)
Assim para 2b; 4+ 1 = 0 obtemos ¢(p) = p?(p + 2bs)
Outro caso é quando o discriminate da parte quadratica ¢é zero, isto é, b%— (2b1+1) =0,
onde by = (b3 — 1)

c) As curvas aj e ¢ tem uma raiz em comun: by =0 ou by = by — 1

ap = 2(a2p2 + (ba +a1)p+ b1)
= 2(p* + bop + b1)

Observamos que p = 0 é uma raiz de ¢. Logo para que seja uma raiz de a1, é necessario
que by = 0, as raizes da parte quadratica de ¢, sao p = —by + \/bg —2b; — 1. Logo

para que seja uma raiz de aj é necessirio que (—by £ /b2 — 2by — 1)% + ba(—bg £
/b3 —2by — 1) + b1 =0, o que d& (by + 1)? = b3 assim, by = +by — 1.

Vamos a analisar o tipo de cada uma das singularidades em cada uma dessas regides. Pela

proposigao (1.1.2) os autovalores de ¢ sao dados por a1(p) e por Ba(p).

a1(p) = 2(p*+bap+b1)
Ba(p) = —(3p* +4dbap + 1 + 2by)

As raizes de ¢(p) sado dadas por:

pr=0 ,pp=—by+/b5—2b1 =1 ,p3g=—by—/b5—2b -1
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Para cada singularidade temos os seguintes autovalores

a1(p2) = —2(bap2 + b1 + 1)
Ba(p2) = 2(bapa + 2by + 1)
a1(p3) = —2(baps + b1 + 1)
Ba2(p3) = 2(b2p3 + 201 + 1)

Vamos determinar a natureza das singularidades em cada uma das regioes R;, 1 <17 < 8.

(a) Naregiao Ry, by <bs—1leb < —by—1comb; < —1eby>0
(a1) A singularidade p; = 0 é uma sela.
De fato, ai(p1) = 201 < =2 < 0, Ba2(p1) = —1 —2b; > 1 > 0. Por tanto
Det(DE(p1)) < 0.
(a2) A singularidade ps é uma sela.
De fato, p2 < 0 ai(p2) > —2baps > 0, B2(p2) < 2bepa < 0. Segue-se que
Det(D¢(p2)) = o (p2)-P2(p2) <0
(a3) A singularidade p3 é uma sela.
De fato, procendo-se como no caso ps concluimos que p3 é uma sela.
Assim as singularidades na regiao R; sao todas do tipo sela.
(b) Na regiao Rg, by > —by — 1 ,b; <by—1com b < —1/2e by >0
(b1) A singularidade p; = 0 é uma sela.
De fato, a1 (p1) = 2by < 0, B2(p1) = —1 — 2b1 > 0. Por tanto Det(DE(p1)) < 0.
(b2) A singularidade ps é um né.
De fato, pa > 0 ay(p2) < —2bapa + 2b2 < 0, P2(p2) < 2(2b; + 1) < 0. Segue-se
que Det(Dg(p2)) = ai(p2)-fa(p2) > 0

(bs) A singularidade p3 é uma sela.
De fato, p3 < 0 ai(p3) > —2bapa — 2by > 0, B2(ps) < 2bap2 < 0. Segue-se que
Det(D¢(ps)) = e (ps)-B2(p3) <0

Assim as singularidades na regiao Ro sdo dois do tipo sela e um né.
(c) Na regiao Rg, by > —by —1 ,by > by —1eby >0
(c1) A singularidade p; = 0 é uma sela.
De fato, ai(p1) = 2b1 <0, B2(p1) = —1 — 2b; > 0. Por tanto Det(DE(p1)) < 0.
(c2) A singularidade ps é um né.
De fato, pa > 0 aj(p2) < —2bap2 + 2by < 0, Pa(p2) < 2(2b; + 1) < 0. Segue-se
que Det(DE¢(p2)) = cu1(p2)-B2(p2) > 0
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(c3) A singularidade ps é um né.
De fato, procendo-se como no caso ps concluimos que ps é um no.
Assim as singularidades na regiao R3 sdo dois do tipo né e uma sela.
(d) Naregiao Ry, by <ba—1,e—-1/2<b; <0
(d1) A singularidade p; = 0 é um né.
De fato, a1(p1) = 2b; <0, B2(p1) = —1 — 2b; < 0. Por tanto Det(DE(p1)) > 0.
(d2) A singularidade ps é uma sela.
De fato, p2 < 0 a1(p2) < —2bapa+2by < 0, f2(p2) > 0. Segue-se que Det(DE(p2)) =
a1(p2)-Ba(p2) <0
(ds) A singularidade p3 é uma sela.
De fato, procendo-se como no caso ps concluimos que p3 é uma sela.
Assim as singularidades na regiao Ry sdo dois do tipo sela e um né.
(e) Na regiao Rs, by <by—1,eb; >0
(e1) A singularidade p; = 0 é uma sela.
De fato, a1 (p1) = 2b1 > 0, B2(p1) = —1 — 2b; < 0. Por tanto Det(DE(p1)) < 0.
(e2) A singularidade py é uma sela.
De fato, pa < 0 com valores by = 1, e ba = 2.5 aj(p2) < 0, B2(p2) > 0. Segue-se
que Det(D¢(p2)) = a1 (p2)-Ba(p2) <0
(e3) A singularidade p3 é uma sela.
De fato, procendo-se como no caso po concluimos que p3 é uma sela.
Assim as singularidades na regidao Rs sao trés do tipo sela.
(f) Naregiao Rg, by >ba—1,eb; >0
(f1) A singularidade p; = 0 é uma sela.
De fato, a1 (p1) = 2by > 0, Ba2(p1) = —1 — 2b1 < 0. Por tanto Det(DE(p1)) < 0.
(f2) A singularidade ps é um né.
De fato, po < 0 com valores by = 1, e by = 1.8 a1(p2) > 0, B2(p2) > 0. Segue-se
que Det(D¢(p2)) = o1 (p2)-B2(p2) > 0
(f3) A singularidade ps é uma sela.
De fato,ps < 0 com valores by = 1, e by = 1.8 az(p3) > 0, Ba(p3) < 0. Segue-se
que Det(D¢(ps)) = ai(ps)-fa(ps) <0

Assim as singularidades na regiao Rs sao dois do tipo sela e um né.

(g) Na regido Rg, by > 1/2(b3 +1) e —1/2 < by < 0. O campo tem uma tnica singulari-
dade p; = 0 que é um né. De fato, a1(p1) = 2b; < 0, Ba(p1) = 1 — 2b; < 0. Logo em
Rg, p1 € um né.

(h) Na regidao R7, by > 1/2(b3 + 1) e by > 0. O campo tem uma tnica singularidade
p1 = 0 que é uma sela. De fato, a1(p1) = 2b1 > 0, B2(p1) =1 —2b; < —1 < 0. Logo

em R7, p; é uma sela.
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Figura 1.5:

2 nds+1 selaf

3 selas
.2 selas +1 no

<
N N
N

1 sela
[0 by

[~ \2 selas +1 né

3 selas

A figura (1.5) mostra a distribuicao das singularidades no plano (b1, b2) onde:

e Nas regioes 1 e 5 temos 3 selas.

e Nas regioes 2 , 4 e 8 tem-se 2 selas e 1 né.

Na regiao 3 tem-se 2 né e 1 sela.

Na regiao 6 tem-se 1 né.

Na regiao 7 tem-se 1 sela.

Dada uma EDI do tipo (1), suponha que a funcao discriminante A tem uma singularidade
de Morse na origem e que ¢(p) ndo tem raizes duplas ou raiz em comum com «;(p).

Podemos enunciar o teorema.

Teorema 1.3.2. Com as hipédteses acima, existe wm homeomorfismo genérico h : R%,0 — R2,0

que aplica as curvas integrais da EDI original nas curvas integrais de uma das formas normais:
1 O discriminante € um ponto isolado:

a) ydy? + 2xdrdy — ydz? = 0 (1 sela, lemon)
b) ydy? — 2xdxdy — ydx? =0 (3 selas, star)

c) ydy? + 1/2zdzdy — ydz® = 0 (2 selas e 1 nd, monstar)
II O discriminante € uma cruz de duas curvas suaves:

a) ydy? + 2zdrdy + ydx? = 0 (1 sela)

b) ydy? — 1/2zdxdy + ydx? = 0 (1 nd)

¢) ydy? — dxdxdy + ydx® = 0 (3 selas)

d) ydy* + 2(y — z)dxdy + yda® = 0 (2 selas+1 nd)
e) ydy® + 4/3zdxdy + ydx? = 0 (1 sela+2 nd)

O tipo € determinado pelas funcdes a, b, c. Mais ainda, este homeomorfismo € um difeomorfismo

fora de certas direcoes singulares que passam pelo origem.
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A importancia deste teorema é estabelecer a classificacdo das curvas integrais de nossa EDI por
meio de homeomorfismos.

Vamos a obter a configuracao das curvas integrais no caso 3 selas (Star).

Para F = p?y — 2px — y, obtemos suas derivadas parciais F,=2py—2x, F, = -2p, I}y = p?—1,
Resolvemos o sistema F = 0, F, = 0,F, + pFy = —2p + p(p* — 1) = p(p? — 3) = 0, tem-se 3
singularidades localizadas nos pontos (0,0), (0,p1), (0, p2); onde, p1 = V3, p2 = —/3.

Para obter as trajetérias do campo de linha no plano (p,x) faremos o mesmo processo que em
[6] e [9].

Em cada regiao do plano (p, z) onde este sistema de coordenadas estéd definido, as trajetérias do

campo de linha tem o mesmo comportamento que as trajetorias do campo de vetores de

. _2p2:(:+2:1:
SN 2R VR
. _ —p°—4p®*+3p
=612

Vamos estudar a natureza dessas singularidades.

P )]
T (P -1)?
i 4ap(p? + 3)
P (p? —1)3
. p*+3
b= 2oy

Assim obtemos que

(a) Para (0,0) temos que é uma sela. De fato,

_2(p2+1) 0 9.0
Dé(0,0) — x(p22_1)2 ) _ ( )
s 2t ) oo \ 03

(b) Para (0,p;) temos que é uma sela. De fato,

2(p?+1) —2.
DE(0,p1) = —(;;;1)2 40 _< ; 0) B <_2 0>
T e ) lewvs 0 2 0 3

(c) Para (0,p2) temos que é uma sela. De fato, procendo-se como no caso para p; concluimos

que (0,p2) é uma sela.

Assim, as singularidades para esta forma normal sdo todas do tipo sela. Nestas coordenadas a
curva F' =0, F,, = 0 dada por z(p) = 0 ¢ a curva de dobra no plano px. Temos entdo em (0, 0)
uma singularidade que tem o eixo x como variedade invariante para o autovalor —3. A outra

variedade invariante associada ao autovalor 2 da matriz tem a direcao do vetor

(=5(p? +1)2,p* + 3).



1.3. TOPOLOGIA DAS FORMAS NORMAIS 36

No plano zy a curva de dobra é um ponto isolado (0,0). Chamamos y,, a equagdo onde

colocamos em evidéncia y em F = yp? — 2ap —y = 0,

_ 2zp
prC - p2 _ 1

Projetando a variedade invariante, eixo x. Fazendo p = 0 na equacao yp:, € as outras variedades

invariantes sao fazendo p = p1,e p = pa respectivamente na equacao de y,.

ypr0 = 0
ypxp1r = V3
Yyprp2 = — V3z

Onde a configuragao local do campo é dada pela seguinte figura (esquerda), e projetada no plano

(z,y) dé a configuracdo mostrada na figura seguinte (direita).
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3 selas no plano px 3 selas no plano zy



Capitulo 2
Familias genéricas a 1-parametro de
EDIs do tipo Morse

No capitulo anterior fizemos a classificacao de Equacoes Diferenciais Implicitas
a(z,y)dy? + 2b(z, y)dady + c(z,y)dz? (1)

perto de pontos onde a funcio discriminante b*> — ac tem uma singularidade de Morse. Tais
pontos aparecem naturalmente em familias de equacoes diferenciais implicitas. Neste capitulo
descreveremos como a configuracao de curvas de solugao muda de acordo com a deformacao do

parametro.

2.1 Reducao das EDIs

Seja
a(z,y, t)dy2 + 2b(z,y, t)dxdy + c(x, vy, t)dac2 -0 (2)

uma familia de 1-parametro de EDIs do tipo Morse em ¢ = 0. Denotamos por F(z,y,t,dz, dy) =
0 a equacao acima, e o levantamento da familia do campo bivaluado que esta determinado por
esta equacdo & uma familia de campo vetorial univaluado sobre a hipersuperficie M em R3 x RP?,
dado por

M = {(z,y,t,p); F(z,y,t,p) = ap®+2bp+c =0}

A condigao de Morse em t = 0 garante que a superficie My = M|;—y ¢é suave pela Prop(1.1.1), e
consequentemente todo M é suave.

A projecao natural

M — R®*xR

(z,y,t,p) — (z,y,1)

Para cada ponto (z,y,t,p) escolhemos a diregao tangente de M que se projeta em linhas que

passam por (x,y,t) com uma inclinagao p no plano t—constante. A familia de campo de vetores
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dada por

0 0 0
=F,— +pF,— — (F, + pF,)—
§ pax“‘p pay ( +p y)ap

é um levantamento adequado para a familia de campo bivaluado. Espera-se, como no caso para
a EDI simples, que a parte linear da equacao (2) contenha toda a informagao topoldgica da
familia de EDIs.

Comegamos reduzindo a parte linear a uma forma simples. Denotemos por

a(z,y,t) = a1z +agy + it
b(x,y,t) = bix+ bay+ lat
clz,y,t) = c1x+ coy+ st

Como no capitulo anterior, supomos aqui que em ¢t = 0 a ctibica ¢,

¢(p) = (Fz+pFy)(0,0,0,p)
= ap® + (2bg + al)p2 + (2b1 + c2)p + 1,

que d& os zeros do campo &y = {|;—¢ nao tem raizes repetidas, e que os autovalores da matriz

derivada destas singularidades sao diferentes de zero.

Proposigao 2.1.1. A familia de equagdes do tipo (2) pode ser reduzida a
(y + t)dy* + 2(b1x + byy)dzdy + ydx?

(com um novo par by,bs), se a sequinte condi¢ao de versalidade € satisfeita

ap az ll
by by la |[#0
Cl1 C lg

Prova. Seja

L = a(z,y,t)dy* + 2b(z, y, t)dzdy + c(z, y, t)dz?

se a parte linear com respeito a (x,y,t) é representada por matrizes da seguinte forma

1 b oag dx?
Liayt) = (53 y t) co by as 2dxdy
I3 la Iy dy?
Fazemos a mudanca de coordenadas lineares
r=aX+ Y

y=v9X+4dY
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Sejam U a matriz de mudanca de coordenada (X,Y), e W a matriz que representa a mudanca

das formas quadraticas binarias correspondentes.

dr = adX + pdY
dy = ~dX +6dY
de? = o?dX?+208dXdY + B*dY?
dedy = aydX?+ (ad + Bv)dXdY + BédY?
dy? = ~42dX?+2v6dXdY + 6%dY?

a v 0
<:c Y t) = <X Y t) g o 0
0 0 1
dxz? a? 2a3 2 dx?
2dxdy | = |2ay 2(ad+py) 260 | | dXdY
dy? 72 270 52 ay?
a? af (2 ax?
= |20y ab+ By 2866 2dXdY
72 vé 52 dy?
a a? af B2
U=18 ¢ , W=12ay ad+ 8y 256
0 0 72 Y4 52
Assim temos que
R = USW
a v 0 c1 b ay o? af 3
= 6 6 0 co by as 2y ad + By 200
0 0 1 l3 lQ ll ’}/2 ’7(5 (52

porém a nova parte linear de L em coordenadas (X,Y) é

dx?
Lxyy = (X v t)R|2dxay
dy?

L = AdY?+2BdXdY + CdX?
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com
A = A1 X+ AY + Lqt
B = B1 X + ByY + Lot
C = C1X+CYY + Lst
onde

A1 = 8 (aar +yaz) + 268(aby + vba) + B (act + ve2)

Ay = a28® 4 (2b2 + a1)8%B + (2b1 + 2)8B% + c13°

B1 = ~vd(aar +yaz) + (ad + vB)(abr + vb2) + aB(act + yea)
By = ~6(Bar + daz) + (ad +~B)(Bb1 + db2) + aB(Bec1 + dez)
Cr = ay’ + (202 + a)) Y’ + (2by + e2)y0” + c10®

Cy = ~*(Bay + dag) + 2y (Bby + 6be) + a?(Bey + dea)

L1 = 6% 4208l + 52l3

Ly = ol + (vB + da)ly + afls

Ly = 72l1 + 2ayls + a?ls

Calculos diretos fornecem que

Ay = 5% (g) 01 =a (1)

onde ¢(p) é a cibica que da os zeros do levantamento em ¢ = 0, denotemos por v = pia como
no capitulo anterior (se¢do (1.2)) e § = A\gf5. Modificamos a funcdo ¢, para obter a seguinte

equagao quadratica

V(A) = Fp +p1Fy(0,0,0,)) = (a1A? + 261\ + 1) + p1(agd? + 200\ + ¢2)
= (agp1 + a1)A? + 2(bapy + b1)A + (cap1 + c1)

Como p; é uma raiz de ¢, também é raiz desta nova equacao quadratica.
De fato,

Y(p1) = aopi + (2bg + a1)pi + (2by + c2)p1 +¢1 = ¢(p1) =0
Seja Ao a outra raiz de ¥, \g # p1 segue que

PY(A) = (aop1 + al))\Q + 2(bop1 + b1)A + (cap1 + 1)
= (A =p1)[(azpr + a1)X + 2(bapy + by) + a1p1 + azp?]
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e portanto
2b
Ao = —p1 (2 + 1>
azp1 + ax

P(Xo) = fi(Xo) + f2(Xo)p1 =0

Outra forma de se escrever

Onde

filp) = ap® +2b1p+a
fa(p) = agp® +2bap + co

Por outro lado temos que A; = C1 = 0 (pela secao (1.2)).

Portanto obtemos uma EDI com a parte linear sem termos em X nos coeficientes de dX? e dY?,

isto é,
L= (AY + th)dY2 +2(B1X + BoY + Lot)dXdY + (CoY + Lgt)dX2
onde
3 4 3
Ay = f ¢<5> = 3°¢(Mo)

Cy = pia®(Bar + dag) + 2p1a”(Bby + 6bg) + o(Bey + bey)
= a”B((azpf + 2bap1 + c2)ho + (a1pf + 2b1p1 + 1))

Ly = A3B%h +2X008% + 52l = B2 (A5l + 2Xola + 1)

Ly = pially+20°pils + ols = o (pily + 2pily + 1)

uma nova mudanga de coordenadas da forma (X,Y,t) — (x+uT, y+vT,wT), na forma matricial

(x v t)=(c v 7) (1)

u v ow

Leva a parte linear & forma desejada se e s6 se o determinante da segunda matriz L é diferente
de zero, isto é, By #0 e Coly — AsL3 # 0

1 0 0 B O 0 By 0
CQ BQ A2 - 02 B2 A2 == LM
U v w Ls Lo I4 Cov+ Law Biu+ Bov+ Low  Asv + Liw

1. A condigao B; # 0, segue da proposi¢ao (1.1.1), uma vez que em ¢ = 0 tem-se uma
singularidade do tipo Morse, isto é, B1As — Ba A1 # 0, e mostramos anteriormente que

Aj = 0 e que genericamente Ag # 0.

2. Para mostrar que a condicao CoL; — AsL3 # 0 é valida, suponhamos CyL; — AsLg = 0.

Provamos no primeiro capitulo que em geral Co # 0, isto é, F;,3 + F,,6 # 0 Por outro lado,
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Fup + Fy6 = B(F, + F, é) = B(Fy + FyAo) dessa forma temos que
Co = a?B(Fy(p1) + F, y(p1)Ao) # 0, pondo g(p) = Lip? + 2lap + I3 obtemos que

Li = B*g(\o)

Ly = oa“g(p1)

Portanto a equagao se escreveria como

CoLy — AsLs = &?B°[(f(p1) + f2(p1)X0)g(Xo) — d(Xo)g(p1)] = 0 (3)

Usando fi e fa temos que ¢(Ng) = fi(Ao) + f2(Ao)p1 subtituindo ¢(Ng) na equagao (3)
obtem-se

[f1(X0) + f2(A0)Xolg(p1) = [f2(p1)Ao + f1(p1)]g(Ao)

Resolvendo para Ay e lembrando que \g = % temos

N = 9(X0) f1(p1) — g(p1).f1(Ao)
9(p1) f2(Xo) — g(Xo) f2(p1)
5 = 9QX0)fp) — g(p1)f1()\o)ﬂ
9(p1) f2(Xo) — g(Xo) f2(p1)
Assim a mudanga de coordenadas teria a matriz
a v 0 o ap1
_ - 9(X0) f1(p1)—g(p1)f1(Xo)
U=18 4 01 =18 sonntn-ghen”
0 0 1 0 0

cujo determinante é

(9(Xo) f1(p1) — g(p1) f1(Xo) — P1g(p1) f2(A0) + P19(No) f2(p1))
9(p1)f2(Ao) — g(Xo) fa(p1)
(9(Ao) f1(p1) — g(p1) f1(Ao) — P1g(p1) f2(Mo) — g(Ao) f1(p1)

det(U) = af

= aff g(p1)f2(Mo) — g(Xo) fo(p1)
o fitho) +p1fo(ho)
= Bg(pl)g(pl)fz()‘O) —g(Xo) fa(p1) 0

o que é uma contradi¢ao pois det(U) # 0 por hipotese.

Por uma nova mudanca de escala dada por Ao =1 e Cy = +1 podemos escrever

L=

(xy + (£v + Lsw)T)dz? + 2(Biz + Byy + (Biu + Bov + Low)T)dzdy + (y + (v + Liw)T)dy

2
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Lembrando que w e By sao diferentes de zero, tomando

Ly =1

Ls = 0
Low
Uy = ——
B

v = 0

A EDI se escreve como,
L = (y +t)dy* + 2(Biz + Bay)dzdy + ydz*

Proposicao 2.1.2. Para quase todos os pares (by,b2), a familia de EDIs cuja parte linear é

dada na Prop (2.1.1) pode ser reduzida por um difeomorfismo a
(y + t)dy® + 2(brx + bay + b(x, y))dwdy + ydz® = 0

onde b(x,y) € uma série de poténcias formal sem termos constantes nem termos lineares.

Prova. Segue-se da prova da proposigao (1.2.3) junto com a proposigao (2.1.1). |

2.2 Topologia das formas normais

Nao podemos aplicar o método do capitulo anterior diretamente para obter um modelo de familia
de EDIs pelo levantamento de &. Porém estes campos nos fornecem uma boa informacao das
familias dos campos bivaluados. De agora em diante, assumiremos que as familias de EDIs
satisfazem a condigao de versalidade da Proposigao (2.1.1).

Para nosso primeiro resultado, temos que dado um cone C' com a equacio x2 + 3% — 22 = 0 em
R3, existem dois germes de funcdes genéricas R?,0 — R, 0 que preserva o cone C. A menos de
difeomorfismo, sao as fungoes gi(x,y,2) = z e ga(x,y, z) = = cujos zeros no cone correspondem

a um ponto e um par de retas, respectivamente.

Proposigao 2.2.1. O discriminante A\ = {(z,y,t);b*> — ac = 0} € um cone, e a proje¢io ao

longo do pardametro t é uma familia genérica de secdes deste cone.
Prova. Segue-se da mudanga de coordenadas da Proposi¢ao (2.1.1), onde:
a(z,y,t) = y+t

b(l‘,y,t) = b1$+b2y

clz,y,t) = =y
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que

b —ac = (byx + bay)? Fy(y + 1)

Como by # 0 e by sem restricao, fazemos: by = 1,bo =0

¥ —ac = (bhx+by)? Fyly+1)
= " Fyly+t)
= FyPFut

2

t t
2 2

— Bl P
" F (y + 2) 4

Por uma nova mudanca dada por

T = x

o " t

y = ¥vyry

~ t

i = -

2
obtemos que o discriminante é dado por
A= FFF,

que tem a estructura de um cone. Além disso, as secoes para t = 0 sao preservadas. Observamos
que para o caso 2 + 32 — t? a secdo de zeros é dada pelo ponto zero e para o caso x2 — y? + t2

a secao de zeros é dada por um par de linhas.

Proposicao 2.2.2. As singularidades do campo levantado & se projetam em 1 ou 3 curvas suaves
mutuamente transversais através do ponto do cone. As singularidades resultantes da EDI para

um t fizo (t #0) sdo do tipo dobra-selas ou dobra-nds.

Observagao 2.2.3. A nomenclatura singularidade do tipo dobra-sela (dobra-né) é como em [3].

Significa que a projecdo m : My — R2?, M; superficie associada a EDI, tem uma singularidade
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do tipo dobra nesse ponto e que este ponto € uma singularidade do tipo sela (nd) do campo

levantado.

Prova. As singularidades(zeros) do campo levantado

0

0 0
=F,— 4+ pF,— — (Fy + pF,)—
§ pax“‘p pay ( +p y)ap

sao dados por
Fy=F=F,+pF,=0

Pelo teorema da funcao implicita, temos que a solucao da equacao acima tem curvas suaves
através da fibra exepcional nos zeros de &;. Assim obtemos 1 ou 3 curvas.
Fixando um ¢, obtemos que um campo levantado &; que terd 1 ou 3 zeros. Por continuidade a
natureza destes zeros nao trocam ao longo das curvas, isto é, os zeros de & sao do mesmo tipo
(selas e nés) do que &.
Seja

My = {(z,y,p) : F'(2,y,p) = F(x,y,t,p) =0} para t#0

Como a EDI é do tipo Morse em ¢t = 0, a superficie M; é suave.

A projecao para t # 0,

7Tt2Mt — RZ

(z,y,p) — (2,9)

¢ uma dobra sobre o discriminante levantado A\, (uma t— secao de A).

Afirmacao

A projecao m; nao serd uma dobra em F' = Fj, = 0 se e somente se, F},, = 0.

Se ' = F,, = 0 tem-se que F, = 0.

A reciproca é por contradicao. Suponhamos que 7; ¢ uma dobra para t # 0, com F),, = 0, isto ¢é
O*F

Tpg(x7y>t) =2a=0

assim sobre a t-secdo de A se tem que b> — ac = 0, por tanto b = 0.
De fato,

a(z,y,t) = ax+ay+4Lt=0
b(x,y,t) = bix+by+1lat=0
c(z,y,t) = cx+cy+ist=0
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Escrito na forma matricial

ap a ll T 0
b1 bQ lg Y == 0
C1 (&) l3 t 0

Como assumimos que esta familia de EDI satisfaz a condi¢ao de versalidade temos que a tinica
solucao desta equacao é (x,y,t) = (0,0,0) o que é uma contradi¢ao para t # 0.
Portanto obtemos que para t # 0 se tem que [}, # 0.

Precisamos mostrar que a involugao troca dois pontos de M;, e que estes sao projetados
sobre a mesma imagem, e esta serd &-bom ou seja, os autovetores da parte linear de &; avaliados
nas singularidades e a tangente ao conjunto critico de m — ¢ sdo dois a dois distintos.

Para simplificar a notacao, escrevemos F em lugar de F*. E assumimos que M é parametrizada

por (z,g(x, p),p)-

Assim no plano (z,p) a tangente de m; ao conjunto critico F' = F,, = 0 é dado por

) 7 k
w = F, F, F, :(Fprp_Fprpansz_F:ermFxpr_Fszp)
Fop Fyp Fpp

Como Fj, = 0 temos w = (FyFpp, —FypFpp, Fr Fyp — FyFyp)

Projetando no plano (z,p) tem-se
w = (Fprpanpr_Fnyp)
Em uma singularidade de & temos F 4 pF, = 0. Assim,

w o = (FprmFxpr - FyFw)
= (FyFpp, —pFyFyp — FyFyp)
= Fy(Fpp’_(prp+Fxp))

A tangente é dada ao longo de
v = (Fpp, —=(pFyp + Fap)) (4)
Agora projetamos o campo & no plano (x,p) e obtemos

0
Fy +pFy)—

- 0
gt—Fp 8]3

5p
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Procedendo como na prova da proposigao (1.1.2) temos que a parte linear de & dada por

PF  O°F dg
“= <8x8p+8y8p8x)(0’p)

0’°F  9%F 0g
o = (G * awpon) O

2F  9F dyg PF  9F dyg
hr = ‘<ax2+axayax p<axay+ayzax>)<°’p>
#2F  9°F dg OF R2F  92F g
b= ~(pon oywon 3y "L apy * a7 on) ) O
onde,
B OF dg  OF _OF g
0= 6(6) = (F: + pF)0.0) = (<5050 + 950,00 = 5 (= 2 ) 0up
Entao,
Jg
dg OF1 tor
87)(0’]9) = _[ay] 87?(0719)*0
Porém,
= a( 2 4 2b1p+ ¢1)(0,p) + 2( 2 4 2bop + ¢3) | (0,p)
o] = op a1p 1P T C1 , P p ap azp 2P T C2 » D
= 2(azp® + (b2 + a1)p1 + b1) = Fyp + pFyp
oy = Fpp
b1 = _(Fxx+prx+p(Fyar+pry))<Oap)
= —(Fyy +2pFy, + p*Fy,)
d
B = — (apmlp? T obp+ ) (0,0) + (asp? + 2bop + €2))(0,p) +

p (§9<a2p2 T b+ cm) 0.))

= —(3a2p} + 2(a1 + 2b2)p1 + (c2 + 2b1)) = —(F + Fyp + pFyp)

Assim a matriz da parte linear fica

A= Fop + pFyp Fpp
—(Fiz + 2pFy, +p2Fyy) —(Fy + Fup +pEyp)

A diregao v dada em (4) é um autovetor desta matriz, se e somente se, Fj,, = 0.
De fato,

1. Se v é um autovetor de A associado ao autovalor A, isto é.
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Av = v

ou ainda

( Fop +pEyp Fpp )( Fpp )_)\< Fpp >
—(Fez + 2pFy, +p2Fyy) —(Fy + Fup + pEyp) —(Fap + pFyp) —(Fup + pFyp)
Assim obtemos que Fjp, =0

2. Se Iy, =0

temos a nova A

s Frp +pFy, 0
—(Frz + 2pFy, +p2Fyy) —(Fy + Fap +prp)

os autovalores sao

A= Fpp+pFy

Ao = —(Fy+ Fpp+pFyp)
Encontramos o autovetor correspondente para cada autovalor.

a) Para A\ = Fy, + pFy,

0 0 vy (0
—(Fiz + 2pFy, +p2Fyy) —(Fy + 2Fyp + 2pFyp) v2 0

Assim v = (v1,v2) = (Fy + 2Fyp + 2pFyp, —(Fug + 2pFys + p*Fyy))
b) Para Ay = —(Fy, + Fyp + pFyp)

2F, + 2pFy, 0 v\ (0
—(Fyz + 20Fys + p*Fyy) 0/ \02 0
Assim, v1 = 0 e com vy = —(Fyp + pFyp).

Tem-se que v = (vy,v2) = (0, —(Fyp + pFyp)) € 0 autovetor associado ao autovalor Ay

Mas isto nao pode acontecer para t # 0. (Pela afirmacao anterior )
Portanto obtemos que o autovetor desta matriz e o vetor v sao diferentes; assim a involugao é
& — bom.

Obtemos nosso resultado, para ¢t # 0 todas as singularidades sdo dobras-selas (dobras-nés). W
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Proposicao 2.2.4. Quando o discriminante Ny = A|i=o € um nd, a posi¢cdo das curvas de

zeros e do discriminante g no cone depende apenas da parte linear da EDI em t = 0.

Observagao 2.2.5. O discriminante /\ € um né quando € o cruzamento transversal de dois

curvas suaves.

Prova. As curvas dos zeros sdo dadas por
F=F,=F,+pF,=0

onde se utiliza o produto vetorial generalizado como em [11], e se projetam em curvas de R3

com diregoes tangentes a origem ao longo de w;.

w = VF xVE, xV(F, +pF,)
= ((FyFyp — FiFyp)(Fpe + Fy + pFyy), (FiFop — FoFip)(Fpe + Fy + pFyy),
(FoFyp — FyFap)(Fpo + Fy + plpy), —Fo(Fyp(Fyx + pFyy) — Fip(Fya + pFyy)) +
Fy(Fop(Fio + pFiy) — Fip(Foz + pFry)) — Ft(Fap(Fya + pFyy) — Fyp(Fox + pFay)))
w; = (FyFyp — FiFyy, FiFyy — FoFy, FyuFyy — FyFyp) para F,=0

onde as componentes sao avaliadas em (0, 0,0, p;) com p; sendo zero da funcao cibica ¢.

O vetor w; depende s6 da parte linear da equacao
a(x,y, t)dy? + 2b(z,y, t)dzdy + c(z,y,t)dz? = 0
e pela proposicao (2.1.1) podemos tomar a parte linear de a, b, ¢ para obter a forma
(y + t)dy? + 2(byz + boy)dzdy + yda?

Ou seja as fungoes a, b, ¢ tem a seguinte forma normal

a(z,y,t) =y +t, onde {a; =0,a2=1,l; =1}
b(x,y,t) = bix + by, onde {ly =0}
c(z,y,t) =y, onde {c; =0,c0 =1,l3=0}
Portanto obtemos
Fy = lip? 4 2lop; + I3 = p? Fyp = 2p;
F, = ai1p? + 2bip; + c1 = 2b1p; Fyp =20y

F, = asp? + 2bap; + c2 = p? + 2bopi + 1 Fyp = 2(pi + bo)

Substituindo
w; = 2(bap; + pi, —p;b1, b1pt — bi)



2.2. TOPOLOGIA DAS FORMAS NORMAIS 50

onde p1 é zero de ¢(p) = p® + 2bop? + (2b1 + 1)p. A figura (2.1) (i) mostra a particdo do plano
(b1, b2) de acordo com as diferentes érbitas topolégicas da EDI em ¢ = 0. Os detalhes de como
foi feito esta figura estdo no primeiro capitulo.

E encontramos que as configuragdes dos vetores w; e /\g sobre o cone /A sdo as mesmas com-
ponentes para cada parti¢do. Pode se notar na Figura (2.2) as posigdes destas curvas sobre o

cone, e para as particoes dos zeros de & para t = constante.

3 selas
2 selas +1 né

~<
ORI
X
o

1 sela

N
=0
NN
N by
N

N \2 selas +1 né

3 selas

Figura 2.1: (i)

3 selas. 2 selas +1 no. 2 nés+1 sela.

Figura 2.2:

A partir da figura (2.2) podemos concluir que:

e As imagens das singularidades (x1,p1) e (x2,p2) do tipo sela pela projecao m estdo num
mesmo ramo da hipérbole, isto é sobre a mesma linha do cone, enquanto que a imagen da

singularidade (0,0) do tipo sela estd no outro ramo, a outra linha do cone.

e As imagens das singularidades (x1,p1) do tipo sela e (x2,p2) do tipo né pela projegao m
estdo num mesmo ramo da hipérbole, enquanto que a imagen da singularidade (0,0) do

tipo sela estd no outro ramo.

e Asimagens das singularidades (z1,p1) e (22, p2) do tipo né e a singularidade (0,0) do tipo

sela pela projecao 7 estdao num mesmo ramo da hipérbole.

|
Para provar nosso resultado principal precisaremos colar varios modelos locais para curvas in-
tegrais.
As faixas usadas neste processo de colagem consistem de familias paralelas de cispides, isto é,
dada pela forma 3® = ( —t)? com a familia de ciispides passando ao longo do eixo e a ctispide

tangente vertical.
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Primeiro precisamos de um resultado de homogeneidade, que mostra que qualquer duas faixas

dessa cuspide sao difeomorfas.

Lema 2.2.6. Seja r um numero real qualquer. Entao existe um difeomorfismo do plano preser-

vando as curvas da cispide y* = (x — t)? que levam o intervalo [-1,1] x {0} a [—r,7] x {0}.

Prova. Seja o um ntumero positivo, e g a aplicagao

g:R2 - R?

3

(z,y) — g(z,y) = (& z,a’y)

a0
Dg = )
0 «

Assim det(Dg) = o > 0. Verificando que g é um difeomorfismo.

onde g é continua e

E que também preserva as cuspides

(0%)* = (abz—1)
= o%2% — 2032t + 12
2
3 9 xt 1
= x° — 2— _
Y o3 + ob
£\ 2
= xr— —
a3

e para t = Z, tem-se y° = (z — )%
De fato g : [-1,1] x {0} — [~a3,a3] x {0}, e com a = r3 se tem o resultado. [ |

Agora vamos a enunciar e mostrar nosso resultado principal desta dissertacao, o qual diz assim,

Teorema 2.2.7. Suponha que a familia das EDIs é do tipo Morse em t = 0, e que a func¢do
cibica ¢ ndo tem raizes repetidas, os zeros de & sao mormais e a familia satisfaz a condicao de
versalidade da proposi¢do (2.1.1).

Entdo a familia € topologicamente equivalente a uma das sequintes formas normais.

I Ay é um ponto isolado

a)(y + t)dy?* + 2zdrdy — ydz? =0 (1 sela, lemon)
b)(y + t)dy? — 2xdxdy — ydx® =0 (3 selas, star)
) (y +t)dy? + taxdady — ydz> =0 (2 selas e 1 nd)
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II Ay € um cruzamento transversal de dois curvas suaves

a)(y +t)dy? + 2xdrdy + ydz? = 0 1 sela

b)(y + t)dy? — Ladady + ydz? = 0 1né

c)(y + t)dy? — dxdzdy + ydz?® = 0 3 selas

d)(y + t)dy? + 2(y — x)dxdy + ydz® =0 2 selas e 1 né
e)(y + t)dy® — %xdmdy +ydx? =0 1 sela e 2 nos

A normalizacdo é uma condicao técnica sobre os valores dos zeros de um campo vetorial que
vale para a maioria dos campos.
Prova. Pela proposigao (2.2.1) temos que o discriminante da familia de EDIs dada pela equagao
(1) é um cone e como o parametro na familia muda, obtemos 2 familias genéricas de segoes do

cone dependendo se o discriminante Ay é um ponto isolado ou é um né.

1. No primeiro caso, quando Ay é um ponto isolado, o discriminante A\, para t # 0 é uma
curva suave fechada. Além disso, existem 1 ou 3 zeros no campo & sobre /.
A natureza destes zeros dependem sé do tipo da EDI em ¢t = 0, e sao do tipo dobra-sela
ou dobra-n6 (Prop 2.2.2).
Aplicando o resultado de Davydov, encontramos um homeomorfismo tomando as curvas
integrais de & nestes zeros para nosso modelo.
Usando o Lema (2.2.6) estendemos este homeomorfismo a uma vizinhanga de A;.
Como o campo vetorial £ tem pontos nao singulares fora do origem, podemos fixar o

diametro da vizinhanca de AA; onde o homeomorfismo é definido.

2. No segundo caso, onde /Ay é um né, temos varios casos para cada tipo de EDI em ¢t = 0,
dependendo da possi¢ao dos zeros do campo & nas componentes de A\; (a uniao de dois
curvas suaves).

Como tinhamos observado na Proposi¢ao (2.2.4) que a forma destes zeros sao dados sobre
At dependem somente do tipo de EDI em ¢ = 0.

Assim procedemos igual ao caso onde Ay é um ponto isolado.

|
Vamos obter a configuracao das curvas integrais no caso 2 selas e um no.
Para F = (y + t)p? + 2(y — z)p + y = 0, obtemos seus derivadas parciais F, = 2p(y + t) +
2y — z), Fy = —2p, F, = p> + 2p + 1, Resolvemos o sistema F = 0, F, = 0, F,, + pFy =
—2p +p(p* +2p +1) = p(p? +2p — 1) = 0, tem-se 3 singularidades localizadas nos pontos
(0,0,0), (z1,y1,p1), (x2,y2,p2); onde p1 = V2 — 1, pp = —v/2 — 1.
Onde,

pr=v2-1 p=—-vV2-1
z1=5(pm+1) za=4(p2+1)
ylZ%m y2=%p2
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Para obter as trajetérias do campo de linha no plano (p,z) faremos o mesmo processo que em
[6] e [9].
Em cada regiao do plano (p, ) onde este sistema de coordenadas estd definido, as trajetérias do

campo de linha tem o mesmo comportamento que as trajetérias do campo de vetores de

. 2p + 2px — 2z
X

(p+1)(p*+2p+1)
5 o= pt+3p° +p* —p

(P+1)(p*+2p+1)

Vamos estudar a natureza dessas singularidades

. 2p — 2
xr =
’ (P+D(P*+2p+1)
_ 2(2p + 2pxr — 1 — 4x)
Ip = = 2 2
(P2 +2p+1)
3 2 .
. p°+3p°+5p—1
Pp = —

(P+1)(P*+2p+1)

Assim obtemos que para (0,0) temos que é uma sela. De fato,

g (p+1)?1€2f2p+1) 0 -2 0
Df(O, O) = _ 2(2p+2pr—1-4x) p3+3p2+5p—1 - 92 1
(p?+2p+1)? (p+1)(p?+2p+1) / 1(0,0)

para (z1,p1) temos que é um né. De fato,

2p—2
’ pripr—1—4dx + +5p— 1
et o ) ey 21 V2 (1-V2)V2

para (z2,p2) temos que é uma sela. De fato,

2p—2
Dg(x2 P2) = W) 3 302 5p—1 :< 14+v2 0 )
’ p+2pr—1—4x 1302 1 5p X
T ) e \317V2) —(4V2V2

Assim, as singularidades para esta forma normal sdo dois do tipo sela e um né. Nestas coorde-

nadas a curva F' = 0, F,, = 0 dada por z(p) = —p%l ¢é a curva de dobra no plano px. Temos
entao em (0,0) uma singularidade que tem ao eixo x como variedade invariante para o autovalor
—2. A outra variedade invariante associciada ao autovetor 1 da matriz tem a direcao do vetor
(2,3).

No plano zy a curva de dobra é um cruzamento transversal de dois curvas
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Chamamos ypzr a equacao onde colocamos em evidéncia y em F = yp? + 2(x — y)p +y = 0,

p(p — 2xp)

P i £4
vp pP+2p+1

Projetando a variedade invariante, eixo x. Fazendo p = 0 na equagao ypz, e as outras variedades

invariantes sao fazendo p = p1,e p = ps respetivamente na equacao de ypzx.

ypx0 = 0
ey = ~(3(V2-1)(V2-1-2)
yprp2 = —(%(\/5+1))(\/§+1+23:)

Onde a configuracao local do campo é dada pela seguinte figura (esquerda), e projetada no plano

(z,y) d& a configuracao mostrada na figura seguinte (direita).

2 selas e In6é no plano pret =1 2selase 1 nénoplanoxyet =1



Capitulo 3

Aplicacao

Neste capitulo aplicaremos as técnicas estudadas nos capitulos 1 e 2 como ferramentas para a
obtencao da configuracao topoldgica de um sistema de duas leis de conservagcao.

Dado um sistema de duas leis de conservacao
Ut + F(U)x = 0,

onde v € R;t > 0, U(x,t) € R2 e F : R? — R2, F(u,v) = (f(u,v),g(u,v)) se considerarmos

soluces continuas invariantes por escala do tipo U($), pondo s = § e substituindo no sistema
obtemos qU(s) d qU(s) d
U(s) ds U(s) ds
—+DFU).———— = 1
ds dt + () ds dx 0 (1)

denotando dl{igs) = U(s) obtemos que o sistema (1) é equivalente DF(U)U = sU, ou seja, U(s)

sao os autovetores da matriz derivada da funcao de fluxo, associados aos autovalores s, nesse
sentido, dizemos que as curvas de rarefacao sdo as curvas integrais do campo de linhas gerado

pelos autovetores da matriz derivada funcao de fluxo.

. . du
Se denotamos U por U = ( ), teremos

dv
fu fv du du
= S ,
Gu 9v) \dv ds
Eliminando-se s entre as duas equagoes que dao as coordenadas dos autovetores de DF' teremos

Foldv)® + (fu — go)dudv — gu(du)® =0, (2)

que é uma EDI do tipo 1, ou seja, as curvas de rarefagdo sao as curvas integrais da equacao (2).
Aqui consideraremos a funcio de fluxo F : R?> — R? com funcoes coordenadas polinémios ho-
mogéneos completos de grau 2. Seguindo [6], apés mudanga linear de coordenadas mostraremos

que ¢ suficiente considerar fungoes coordenadas da forma:

flz,y) = 2°—ay (3)
n+1 ,

g(z,y) = ma®+ v mneR. (4)
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Temos entao duas possibilidades:

(1) Se m < 0, existem regides do plano onde os autovalores da matriz DF sao complexos,
essas regides sao chamadas de regiao elitica, no problema em questao essas regioes sao

delimitadas por duas retas que passam pela origem.
(2) Se m > 0, estamos no problema do ponto umbilico isolado ndo hé uma regiao elitica.

A configuracao das rarefactes para o problema 1 com funcées f, g acrescidas de termos lineares
foi completamente descrita por Eschenazi em [6]. O acréscimo de termos lineares transformou a
regiao elitica numa regiao ilimitada cujo bordo é uma hipérbole. A configuracao para as fungoes
f,g como em (3) e (4) nao foi apresentada.
O problema 2, ou seja, estudar a configuragao das curvas integrais da equagao (2) na vizinhanga
de um ponto umbilico isolado foi estudado por Gutierrez-Sotomayor em [7] do ponto de vista de
sistemas dindmicos e por Shaeffer-Shearer em [10] do ponto de vista de leis de conservagao. Em
[10], por outro caminho, os autores reobtiveram os resultados de [7].

O acréscimo de termos lineares transformou o ponto umbilico isolado numa regiao elitica

limitada cujo bordo é uma elipse.

3.1 Formulagao do problema

Nesta secio mostramos que a equacdo diferencial sobre a superficie M? pode ter uma ou 3
singularidades. Usando as técnicas desenvolvidas nos capitulos 1 e 2 determinamos a natureza
dessas singularidades e descrevemos como obter as configuragdes das curvas de rarefacao (curvas
integrais dos campos de linhas gerados pelos autoespacos da matriz DF’) no espaco de estados.
Consideramos f(z,y) = az® +bxy +cy?, g(z,y) = a’z? +V'xy+ 'y?, a proposicao abaixo mostra
que existe uma mudanga de coordenadas linear que reduz o nimero de parametros da fungao F

de 6 para 2.

Proposigao 3.1.1. Seja F : R? — R? definida por F(x,y) = (f(x,y),9(x,y)) e denotemos
por X = <x>, Y = (:):j) Existe uma mudanca de coordenadas linear, P, tal que nas novas
coordenadagas fungéesyf,g se escrevem como:

fla'y) = (@) +a"y

n+1
g(@',y) = m) +——

5 ()

onde m,n € R.
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Prova. Queremos escrever X = PY, onde P = <

=™ 9
> 2
N———

Se escrevemos:

Temos que
X - F(X)=XTQX, XTQ'X)
E desta forma usando que X = PY ,obtemos

Y=P'!Xx > p! (YTPTQPY>

YTPTQ'PY

isto é, as novas f, g sao dadas por

() gy)) = F(O)
_ p YTPTQPrPY
YTPTQ' PY
B 1 § —v\ (YTPTQPY
- ad—v8\-p o ) \YTPTQ PY

_ 1 (YTPT(SQ - ny’)PY)

b =8 \YTPT(aQ' — BQ)PY
Escrevendo,
P YT PTQPY
YTPTQ'PY
COomo

A B
YT 21y
gc

AL
yr{—~ 2|y
§ o
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temos

A = b — B (a*(ad — a'y) + aB(bs — b'y) + B%(cd — 7))
W i B ((2a = )ayd — 2d'ay® + bad” + (b — 2¢') 370 — V'By* + 2¢5%)
© =W i By (e8® + (b= )6y + (a = V)dy* — d'y?)

A = T W W @084 (¢ - ag o)

e 5 (¥ = 20)a8 + 20/ — b3y + (2 — b)as + Vs — 25%)
c' = o i By (—aBy?* + d'ay — bBy + Hard — B2 + dad?)

1. Genericamente temos que C' = 0, pois se C' # 0,

(c6® 4+ (b— )%y + (a = V)57* —d'7*) #0

podemos escolher % como sendo uma raiz da equagcao
Y)=ct® + (b—)z*+(a—V)z—a=0
Assim,
_ 1 3 /N 52 / 2 1.3
C = a6—ﬁfy(05 + (b= )6y + (a — V)67 — a'v?)
3 3 2 3
g J N N 1Y
= w5 (C')’g+<b_c>’)’37+<a_b)’Y3Py —a$

_ 9\ _
- a5—ﬁ’7¢<7> ’

2. Tomamos «, 3 tal que ad — By # 0

Temos agora.

flz,y) = Az*+ Bay
g(z,y) = A2’ + Bay+C'y?

Fazemos uma nova mudanca de variaveis com
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obtemos :

A = dA+AB

B, = B¢

Ci =0

A/ B A/(O/)2 4 (B/—A)O/B/—i- (C/ _B)(B/)2

| =

6/

B, = (2¢'—B) +Bd

c; = C¢

1. Genericamente B] = 0, isto ¢,
(2C" - B)'+B'd = 0

5/ B/
o — B-20C

esta escolha é sempre possivel uma vez que a escolha % e o fato ad — v # 0 implica que
B-2C"#0

_ ) BB’
2. Temos Ay = o'A+ 557

A = JA+PB

= d <A+B,ﬁ>
a

BB’
o /
- <A+ B—2C’>

Fazemos

o B — 2’
~ BB'+ AB — 2AC"

tem-se A; =1

3. Temos By = 1, escolha dada por ¢’ = %

1. M =B (A + F4 B + 7555 (B)?) ()2

A’(o/)2 + (B/ —A)alﬂl-i- (C/—B)<ﬂ’)2

A =

5
_ AP (B AP (C = B)E )
- S 5o 5/(0/)2
. (a/)2 / B'—A _, C'-B n2
- (A M el +(B’—20’)2(B) >

B — A C'—B .,
20l —acpP) >
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5. Para C] = %, pela escolha de §

C’
STV
C=C'd = 2

Segue-se que as novas funcoes f, g se escrevem como:

flz,y) = A2 + Bizy + Cry
= x2+a:y
g(z,y) = A’ + Biay + Oy’
n+1,

_ 2
—mx+2y

Onde m,n € R . [ |

Os autoespacos da matriz DF sao dados pela equagao
=s
9o 9y) \dY dy
Eliminando-se s entre essas duas equacoes obtemos

dx
fydy2 + (fx - gy)dxdy — gxda:Q =0

dy\* d
fy( y> +(fx_gy)£_gm =0

Aqui dz e dy representam a primeira e a segunda coordenada de um autovetor de DF', respec-
tivamente.

Substituindo as derivadas parciais envolvidas, a equagao se escreve como:
xdy? + (22 — ny)dzdy — 2madz® =0 (5)
que é uma equacao diferencial implicita do tipo estudado no capitulo 1

a(z,y)dy? + 2b(z, y)dady + c(z, y)dz® = 0,

onde,
a(z,y) = amrtay==z
n
b(z,y) = bix+by=2— 5y
clr,y) = cx+cy=—2mzx
Seja

L(z,y) = (a12 + agy)dy2 + 2(byz + boy)dzdy + (c1x + CQy)daU2



3.2. ESTUDO DAS CONFIGURAGCOES 61

Escrevendo a parte linear com respeito a (x,y) na forma matricial temos

da?
—2m 1 1
L(z,y) = (x y> 2dzdy

0 -5 0 )

dy
Vamos considerar a mudanca linear de coordenadas
r=aY
y=pX
Substituindo z e y na expressao de L(z,y) obtemos

Lixy)y = 2mYdY?+ (nX —2Y)dXdY —YdX>.

Estamos interessados em estudar o problema considerando as fungoes f, g acrescidas de termos
lineares, isto é, estudaremos os campos de linhas gerados pelos autoespacos da matriz derivada

da funcao

F:R?> — R?

(z,y) — F(z,y) = (f(z,9),9(z,y))

onde

flx,y) = z? +xy + diz+ ey

n+1
g(z,y) = ma? + T?f + dox + egy

Calculos semelhantes aos desenvolvidos no capitulo 2 dao que

Lixyy = (@mY +t)dY?+ (2Y —nX)dXdY +YdX? (6)

3.2 Estudo das configuracgoes

Nesta secao obteremos as cofiguracoes das curvas integrais de algumas das EDI estudadas na
secao anterior. Para a obtengao das configuracoes usamos a mesma técnica de [6] e [9].

Conforme estudado no capitulo 2, o espago de parametros (m,n) é separada por trés curvas.
1. Uma curva que nao é de Morse.
2. A curva ¢ tem uma raiz dupla.

3. A curva onde @y e ¢ tem uma raiz em comun.
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Devemos considerar dois casos: m > 0 e m < 0. Queremos estudar a equagao
(2my + t)dy* + (nz — 2y)dxdy — ydz* = 0.

Fazendo a correspondéncia entre os coeficientes da equacao considerada no capitulo 2 com esta
temos a1 = ¢ = 0, as = 2m, by = %, by = —1, co = —1. Usando esta correspondéncia na
expressdao de ¢(p) temos que para esta equacio ¢(p) = p(2mp? —2p +n — 1).

Vamos determinar as curvas que separam regioes com diferentes tipos de sigularidades no espago
de parametros. Para isso faremos uso das técnicas descritas nos capitulos 1 e 2 para a EDI que

consideramos as trés curvas especiais de nosso interesse:

a) Para que a curva nao seja de Morse devemos ter 2mn = 0 o que dd n = 0 uma vez que

m # 0.

b) A curva ¢ tem uma raiz dupla: n =1 ou m = ﬁ
De fato, como uma raiz é p = 0 para que seja dupla, precisamos de n — 1 =10

O outro caso é quando o discriminante da parte quadratica é zero, isto é,

4—42m)(n—1) = 0

1
m = —
2(n—1)
c) As curvas o e ¢ tém uma raiz em comun:
Lembrando que
ar(p) = 2(agp® + (b2 + a1)p + b)
= 4dmp® —2p+n

1 Observamos que como p = 0 é uma raiz de ¢, e como «a1(0) = n, segue-se que n = 0.

2Param<0,n:2:tivfm2m

Se tem que :t\/_lzim sao raizes de ¢(p) e de a1(p), onde obtemos que n =2 +

vV —2m
BT

A divisao do espago de parametros é mostrado na figura (3.1)
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Figura 3.1: Separagdo do plano de parametros

Considerando o discriminante, o campo de linhas terd mais duas singularidades se
1—2m(n—1) > 0 e s6 terda uma singularidade se 1 —2m(n —1) < 0 o que corresponde as regioes
sombreadas na figura (3.1).

Seja p; com i = 0,1, 2 raizes de ¢(p), onde

po = 0
14+ +/1—=2m(n—1)
p1 =
2m
1—+y/1-2m(n-1)
b2 =
2m
os autovalores aq(p), S2(p) sdo dados por:
ar = 4dmp® —2p+n
By = —6mp*+4p+1—n

segue que a matriz DE(0, po) é dada por

~ . a1 0 B n 0
péoum = (3 )= (1 °)

Assim podemos concluir que a singularidade pg é do tipo
e n6sel<n<l1

e selasen<Ooun>1
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Calculos diretos mostram que

1++vV1-2mn+2m—nm-+2m

ar(p1) = -
1—+v1-2mn+2m—2nm+2m
Oél(p2) = m 5
—1 —+1-2mn+2m+ 2nm — 2m
ﬁl(pl) = m )
—1++V1-2mn+2m+ 2nm — 2m
Bi(p2) = .

m

Vamos analisar o tipo de cada uma das singularidades em cada uma destas regices

1. Comecamos com o caso m > 0, o sinal do denomiador é positivo, somente se analisara o
sinal de cada numerador. Fazendo part; = (1 — mn + 2m)?, party = 1 — 2mn + 2m,

partz = (1 — 2mn + 2m)?

sinal(a1(p1)) = 14+ V1 —=2mn+2m —nm+ 2m,
sinal(a1(p2)) = 1—+v1—=2mn+2m —2nm + 2m
= (Vpart; — v/parts)

= (party — parts)

= m?n? —4m®n + 4m? + 2m,
sinal(Ba(p1)) = —1—+/1—2mn +2m +2nm —2m,
sinal(Ba(p2)) = —1++/1—2mn+2m +2nm —2m
= (Vparty — \/parts)

= (party — parts)

= —4m?n® + 8m>n — 4m?> + 2mn — 2m.

Ry

Ry

Figura 3.2: m >0

(a) Na regiao Ry, n < 0 as trés singularidades sao tipo sela. De fato, a singularidade py

é uma sela, para p1, sinal(ai(p1)) > 1++/1 —2mn + 2m+2m > 0 e sinal(S2(p1)) <
—1—+v1-=2mn+ 2m—2m < 0, segue-se que a singularidade p; é do tipo sela, e para
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(d)

p2 sinal(ay(p2)) > 4m? + 2m > 0 e sinal(B2(p2)) < —4m? + 2mn — 2m < 0 segue-se

a singularidade py é do tipo sela.

Na regiao Ro, 0 < n < 1 as duas singularidades sao tipo sela e a outra um né. De fato,
a singularidade py é um né. para pi, sinal(ai(p1)) > 1+ 1 —=2mn+2m +m > 0
e sinal(Ba(p1)) < =1 — V1 =2mn+2m+ 1+ 2m — 2m = —/1 —2mn + 2m < 0,
seguie-se que a singularidade p; é do tipo sela, e para ps sinal(aj(p2)) > —4m?n +
4m? + 2m = 4m2(1 — m) + 2m > 0 sinal(B2(p2)) < 0 uma vez que essa fungio é
positiva para ﬁ < m < 0 e estamos no caso m > 0, segue-se que py é do tipo

sela.

Na regiao R3, 1 <n < ﬁ + 1 as duas singularidades sao tipo né e a outra uma sela.

De fato, a singularidade pg é sela. Para analisar a natureza das singularidades p; e ps

usaremos que n < 51—+ 1 para py, sinal(oq(p1)) > 14+ /1 —2mn + 2m — (1+22m) +
2m > 0 e sinal(B2(p1)) < —1 — /1 —=2mn +2m + (2m + 1) — 2m < 0, segue-se que
a singularidade p; é do tipo sela, e para py sinal(ai(p2)) > —2m + 4m? + 4m? +
2m > 8m? > 0 e sinal(B2(p2)) > 0 é positivo somente entre suas raizes. segue-se a
singularidade po2 é do tipo no.

Na regiao R4, n > ﬁ + 1. Para pg temos uma sela, e como 1 — 2m(n — 1) < 0, s6 se

tem uma singularidade.

A figura (3.3) mostra a distribucao das singularidades no semi plano m > 0

3sel
setas 1sela

Figura 3.3: Distribucao das singularidades para m > 0

2. Vamos considerar o caso m < 0

Vamos a analisar o tipo de cada uma das singularidades em cada uma dessas regides. Para

o caso m < 0, o sinal do denominador é negativo, assim o sinal do autovalor sera contrario

ao sinal do numerador. Fazendo part; = (=1 — mn + 2m)2, party = 1 — 2mn + 2m,

partz = (1 — 2mn + 2m)?
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(a)

(b)

()

(1(p1)) = —1—+1-=2mn+2m+nm—2m
sinal(ay(p2)) = —m?n® +4m?n — 4m? — 2m,

(B2(p1)) = 1++V1—2mn+2m —2nm + 2m,

(B2(p2))

= 4m®n® — 8m>n + 4m? — 2mn + 2m.

Re
R, g
¥ R,

R, |

m

Figura 3.4: m <0

Na regiao Rj, onde 1 + ﬁ < n < 0 existe somente uma singularidade em pg, e esta

é uma sela.

Na regiao Ro, onde 1+ ﬁ < n,n > 0 existe somente uma singularidade em pg, e esta
é um no.

vV —2m

Na regiao Rz, onde 2 + *—== < n < 1. Existem 3 singularidades 1 né e 2 selas.

1
A singularidade pg é um né, para pi, e para D) <m < 0 sinal(a1(p1)) < —1 —

V1I=2mn+2m+m — % —2m < 0 e para m < —% tem-se sinal(ai(p1)) < —1 —
V1 =2mn+2m + 2m + v/—2m — 2m < 0 logo sinal(B2(p1)) > 0, segue-se que a
singularidade p; é do tipo sela, e para a singularidade ps sinal(a;(p2)) = —2m(1 —
2mn — 2m) — m?n? > 0 e sinal(Ba2(p2)) < 4m? — 8m? — 4m + 4m? — 2m + 2m < 0
segue-se a singularidade po é do tipo sela.

Na regiao Ry, onde 0 < n < 2+ @ e n < 1 existem 3 singularidades 2 nés e 1
sela.

A singularidade py é um né. para p;, tem-se —% < m < 0, sinal(ai(p1)) <
—1 —/1=2mn+2m < 0 e logo sinal(B2(p1)) > 0, segue-se que a singularidade
p1 € do tipo sela, e para a singularidade py sinal(ai(p2)) < 0 para m > —1/4 o
sinal(B2(p2)) < —4m —1 < 0 e para m < —1/4 sinal(B2(p2)) < —8m?n — 2mn < 0
segue-se a singularidade py é do tipo né.

Na regiao Rs, onde 1 < n <2+ @ existem 3 singularidades 2 né e 1 sela.

A singularidade py uma sela, para py, sinal(ag(p1)) > —1 — /1 —2mn+2m +
V—=2m > 0 logo sinal(f2(p1)) > 0, segue-se que a singularidade p; é do tipo né, e
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para a singularidade ps2 sinal(aq(p2)) < 0 e com m < —2 sinal(B2(p2)) >4m—1>0

segue-se a singularidade po é do tipo sela.

(f) Na regiao Rg, onde 2 + @ <n<2-— ‘/jnzim, existem 3 singularidades 1 né e 2
selas.
Temos em pg uma sela, para p1, sinal(a1(p1)) < —1—+/1 — 2mn + 2m+2m-++/—2m—
2m < 0 logo sinal(f2(p1)) > 0, segue-se que a singularidade p; é do tipo sela, e para
a singularidade py sinal(aq(p2)) > —(2—+v/—2m)%+8m? —4m/—2m —4m? —2m > 0
e sinal(fa(p2)) > 4m? —8m? — 4m + 4m? — 2m + 2m > 0 segue-se a singularidade po
é do tipo né.

(g) Na regiao Ry, onde n > 2 — @ com n > 1, existem 3 sigularidades do tipo

sela, para py, sinal(ai(pr)) < —1 — /1 —=2mn+2m + 2m + v/—2m — 2m < 0,

sinal(B2(p1)) > 0, segue-se que a singularidade p; é do tipo sela, e para a singu-

laridade po sinal(a1(p2)) < —(2 — v/=2m)? 4+ 8m? — 4mv/—2m — 4m? —2m < O e

sinal(Ba(p2)) > 4m? — 8m? — 4m + 4m? — 2m + 2m > 0 segue-se a singularidade po

¢é do tipo sela.

A figura (3.5) mostra a distribuicao das singularidades no semi plano m < 0.

~
L

N
1sela/ 2selas |
+ | 3selas
] 1néd |
1noé:

m Pl

Figura 3.5: m <0

A figura (3.6) mostra a distribuicado das singularidades de todo o plano, juntando a natureza

param < 0em > 0.
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3selas
2selas

Figura 3.6: Natureza para m,n

Proposigao 3.2.1. Suponha que a EDI (6) é do tipo Morse, que a fun¢do cibica ¢(p) nao
tem raizes duplas, e que ¢(p),a1(p) ndao tém raizes em comum, entao a EDI € topologicamente

equivalente a sequinte forma normal.
(2my + t)dy* + (nx — 2y)dxdy — ydz® = 0

I- Ag € um ponto isolado: m > 0

(a) 1sela, 73— +1<n
(b) 3 selas, n <0

. 1
(c) 2selas +1n6,0<n <loul<n<g-+1
1I- Ao é um cruzamento transversal de duas retas suaves: m < 0

(a) 1 sela s~ +1<n<0

(b) 1né 5~ +1<n,n>0

(c) 3861d82—@<ﬂ,n>1
(d) 2 selas e 1 né2+ =22 <n<1

) V=2m -2
(e) 1selae2nis0<n<2+d¥>"oul<n<2+ =20

Para obter as trajetérias do campo de linha no plano (p,z) faremos o mesmo processo que
em [6] e [9].
Em cada regiao do plano (p, z) onde este sistema de coordenadas estéd definido, as trajetérias do

campo de linhas tem o mesmo comportamento que as trajetorias do campo de vetores de

2mnp’x — 2p*t + nx — 2pt
(2mp? —2p — 1)?
—4m?2p® — 2mnp® + 8mp* + dmp3 + 2np? — 4p> + np — 4p® — p
(2mp? — 2p — 1)?
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Nestas coordenadas a curva F' = 0, F}, = 0 se escreve como

2pt(p + 1)
n(2mp? + 1)

z(p) = —

A curva z(p) é a curva de dobra no plano pz. Temos entao em (0,0) uma singularidade que
tem o eixo x como variedade invariante para o autovalor n — 1. A outra variedade invariante
associada ao autovalor —n da matriz tem a diregao do vetor (1 — 2n, 2t).

No plano zy a curva de dobra tem equagoes paramétricas

2pt(p +1)
z(p) = ——(5 5~
n(2mp? +1)
2
p
y(p) omp? + 1

Projetando a variedade invariante, eixo z. Fazendo p = 0 na equacao yp,

p(nx — pt)

ps :_Qmp2—2p—1

Quando o campo tem somente uma singularidade, isto é, 1 +2m <0e 1 —2m(n — 1) < 0.

Temos as duas possibilidades: para m > 0 e m < 0.

1. m>0
1 sela

Fazemos os calculos para m = 1,n = 2, e para o parametro t = 1.

1 sela no plano zy

A configuragao local do campo no plano px é dada pela figura a esquerda que projetada

no plano (z,y) dé a configuracao mostrada na figura a direita.
2. m<0

(a) 1né,se0<n<1

Fazemos os cdlculos para m = —1,n = 1/3 e o parametro t = 1.
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F

~
~
~

- :" 0
\ 7\\(1
\ s

1 né no plano pzx 1 né no plano xy

A configuracao local do campo no plano px é dada pela figura a esquerda que proje-

tada no plano (z,y) da a configuragdo mostrada na figura a direita.

Vamos a considerar agora 1+2m < 0e1—2m(n—1) > 0, isto é, consideraremos o caso em que

o campo tem 3 singularidades localizadas nos pontos (0,0), (z1,p1), (z2, p2).
Onde,

1+4/1—2m(n—1) 1—4/1-2m(n—1)
b1 = om b2 = o°m
o t(2mp1+2p1—n+1) o — t(2mpa+2p2—n+1)
1= "mn(@p—n+2) 2 = T mn(2p2—n+2)
— 1tCp1—n+l) _ 1 t(2p2a—n+l)
= 2 m(2p1—n+2) Y2 = 2 m(2pz—n+2)

As outras variedades invariantes s@ao obtidas fazendo p = pi,e p = po, respectivamente, na

equacao de ypzx.

1A+ V=2mn+2m+ 1) (=2mnz +v-2mn+2m +1+1)

Ypepr = 4 an
1(=1++v=2mn+2m+1)2mnz +v/—2mn +2m+1—1)
ypsz = _Z an
Temos as duas possibilidades: para m > 0,m < 0.
1. m>0
(a) 3 selas
Fazemos os cdlculos com m = 1/4,n = —2 e com o parametro t = 1.

Obtemos que as variedades invariantes sao:

Ypeg = 0

~ 1(=54V10)(—5 + V10 — 30z)
Ypopr = 5 1+ 1010

15+ 10)(5+ V10 + 30z)
Ypzpa — _g _1+10m
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3 selas no plano px

3 selas no plano zy

A configuracao local do campo no plano px é dada pela figura a esquerda que proje-
tada no plano (z,y) da a configuragdo mostrada na figura a direita.
(b) 2 selas e 1 né

Fazemos os célculos com m = 1/4,n = 2 e com o parametro t = 3.

Obtemos que as variedades invariantes sao:

Yp,y = O
1
Yo = 524 V2)(6+3V2+20)

Ypupo %(—2 + \/5)(—6 +3V2 — 2x)

. . Monstar
2 selas e 1 né no plano px

A configuracao local do campo no plano px é dada pela figura a esquerda que proje-

tada no plano (z,y) da a configuragdo mostrada na figura a direita.

2. m<0

(a) 3 selas, se n > 2 — Y2

comn > 1.

Fazemos os calculos com m = —3,n = 3 e com o parametro ¢t = 1.
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Obtemos que as variedades invariantes sao:

ypaco =0
1

Yo = —1og(~1H V13)(-1+ VI3~ 182)
1

Ypap2 —m(1+\/ﬁ))(1+\/ﬁ+ 18z)

3 selas

3 selas no plano px 3 selas no plano zy

A configuracao local do campo no plano px é dada pela figura a esquerda que proje-
tada no plano (z,y) da a configuragdo mostrada na figura a direita.

(b) 2 selas e 1 né
Fazemos os calculos com m = —1,n = 3, e com o parametro ¢t = 1.

Obtemos que as variedades invariantes sdo:

Ypzy — 0
bum = —15(VB) = (V51— 62)
Ypapo —%(\/5—1—1)(\/54- 1+ 61)

I Y ' /7 7 g
- = Acias 110
-7 “} . 4 7

i o
1!
1! -
!
1!
v

2 selas e 1 né no plano px

2 selas e 1 n6 no plano zy
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A configuracao local do campo no plano pz é dada pela figura a esquerda que proje-

tada no plano (z,y) dé a configuragdo mostrada na figura a direita.



Conclusoes

As técnicas desenvolvidas por Bruce-Tari em [1] e [2] fornecem formas normais que descrevem

as configuragoes locais das curvas integrais de uma EDI do tipo
a(x,y, t)dy? + 2b(z,y, t)dzdy + c(z,y,t)dz? = 0,

onde a,b, ¢ sdo funcdes suaves que se anulam na origem e a funcdo discriminate A = b? — ac
tem uma singularidade do tipo Morse em ¢ = 0. Para cada tipo de singularidade da funcao A é
apresentada uma forma normal.

Aplicamos as técnicas estudadas na obtencdo das configuracoes das curvas de rarefacdo de um
sistema quadratico de leis de conservacao. Por ser um estudo de cardter local e com forma
normal diferente para singularidades diferentes o uso dessas técnicas se mostrou pouco eficiente
para descrever a configuracao das curvas de rarefagao, principalmente no caso em que a EDI

tem mais de um tipo de singularidade.



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

JJW.BRUCE and F.TARI. On binary differential equations, Nonlinearity
8(1995),255-271.

J.W.BRUCE and F.TARI. , Generic 1-parameter families of binary differential
equations of morse type, Discrete and Continuous Dynamical Systems 3 (1997),
no. 1, 79-90.

L. DARA, Singularité génériques des equations differentielles multiformes, Bole-
tim da Sociedade Brasileira de Matemaética 6 (1975), 95-128.

G.DARBOUX, Lecons sur la théorie générale des surfaces, Gaulthier-Villars 4(1896),

Paris.

A. A. DAVYDOV, Normal forms of differential equations unsolved with respect
derivatives in a neighborhood of singular point, Functional Analysis and Its
Applications 19 (1985), 81-89.

C.S. ESCHENAZI, Campos de rarefagcao em sistemas de duas e trés leis de con-
servagao, Tese de doutorado, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, Brasil, 1992.

C. GUTIERREZ and J. SOTOMAYOR, Structurally stable configurations of lines
of principal curvatures, Astérisque 98-99 (1982), 195-215.

C.S. ESCHENAZI, M.J.D. CARNEIRO and R. RADICH, On the topological classifica-
tion of rarefaction curves in systems of three conservation laws, Bulletim Brazilian
Mathematical Society-New Series 41 (2010), no. 1, 139-160.

C.F.PALMEIRA  Line fields defined by eigenspaces of derivatives of maps from the
plane to itself, Proceedings of the VIth International Conference of Diferential Geometry
(Santiago de Compostela, Spain), 1988, pp. 177-205.

D. G. SCHAEFFER and M. SHEARER, The classification of 2 x 2 systems of non-
strictly hyperbolic conservation laws, with application to oil recovery, Commu-

nications in Pure and Applied Mathematics XL (1987)



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 76

[11] L. Elon Lages Andlise no espago Rn V.2 Integrais de superficie, cap 7.(1929)

[12] Thom R. Sur les Equations Différentille Multiformes et leurs integrales Singu-

lares Boletim da Sociedade Brasileira de Matematica no.1,1972, vol.3 p 1-11.



	Agradecemientos
	Introdução
	Preliminares
	Equações Diferenciais Implícitas
	O recobrimento duplo de M e o levantamento de campos
	Redução formal das EDIs
	Uma redução adicional da EDI

	Topologia das formas normais

	Famílias genéricas a 1-parâmetro de EDIs do tipo Morse
	Redução das EDIs
	Topologia das formas normais

	Aplicação
	Formulação do problema
	Estudo das configurações

	Referências Bibliográficas

