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Dare You to Move
By Switchfoot

Welcome to the Planet
Welcome to existence
Everyone’s here
Everyone’s here
Everybody’s watching you now
Everybody waits for you now
What happens next?
What happens next?

I dare you to move
I dare you to move
I dare you to lift yourself up off the floor
I dare you to move
I dare you to move
Like today never happened
Today never happened before

Welcome to the fallout
Welcome to resistance
The tension is here
The tension is here
Between who you are and who you could be
Between how it is and how it should be

I dare you to move
I dare you to move
I dare you to lift yourself up off the floor
I dare you to move
I dare you to move
Like today never happened
Today never happened before

Maybe redemption has stories to tell
Maybe forgiveness is right where you fell
Where can you run to escape from yourself?
Where you gonna go?
Where you gonna go?
Salvation is here

I dare you to move...
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Resumo

Seja C uma curva inteira e projetiva; e seja C ′ seu modelo canônico. Estudaremos a relação

entre a gonalidade de C e a dimensão de um scroll racional normal S que pode conter C ′.

O nosso maior interesse está no caso em que C é singular, ou mais ainda não-Gorenstein,

em tal caso C ′ 6∼= C. Em um primeiro momento analisamos algumas propriedades de uma

inclusão C ′ ⊂ S quando esta é induzida por um pencil em C. Depois, na direção oposta,

assumimos que C ′ está contida em certo scroll, e verificamos algumas propriedades que C

deve satisfazer, tais como gonalidade e o tipo de suas singularidades. Por fim, provamos

que uma curva monomial racional C tem gonalidade d se e somente se C ′ está contida em

um scroll de dimensão d− 1.

Palavras-chave: curva não-Gorenstein, modelo canônico, gonalidade, scroll.
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Abstract

Let C be an integral and projective curve; and let C ′ be its canonical model. We study

the relation between the gonality of C and the dimension of a rational normal scroll S

where C ′ can lie on. We are mainly interested in the case where C is singular, or even

non-Gorenstein, in which case C ′ 6∼= C. We first analyze some properties of an inclusion

C ′ ⊂ S when it is induced by a pencil on C. Afterwards, in an opposite direction, we

assume C ′ lies on a certain scroll, and check some properties C may satisfy, such as

gonality and the kind of its singularities. At the end, we prove that a rational monomial

curve C has gonality d if and only if C ′ lies on a (d− 1)-fold scroll.

Keywords: non-Gorenstein curve, canonical model, gonality, scrolls.
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Introdução

F. Enriques e D. W. Babbage [15, 4] provaram que uma curva canônica suave não hipe-

relítica é a interseção conjuntista de hiperquádricas, a menos do caso em que a curva é

trigonal ou isomorfa a uma quíntica plana. Pode se deduzir de seus trabalhos a seguinte

proposição: “uma curva regular, integral e projetiva é trigonal se e somente se é isomorfa a

uma curva canônica que está contida em um scroll racional normal suave bidimensional".

Isto nos dá uma caracterização geométrica da trigonalidade.

A partir desta perspectiva, somos levados a duas generalizações naturais desta carac-

terização, que foram feitas de fato. Pode-se considerar gonalidades mais altas, ou, ao

invés, permitir que curvas trigonais tenham pontos singulares.

Na primeira linha encontramos, por exemplo, no trabalho de F.-O. Schreyer [30, Sec.

6], um estudo detalhado da relação entre uma curva canônica C de gonalidade d e o

scroll S de dimensão d − 1 em que ela está contida, quando d = 4, 5 (bem como d = 3).

Este estudo envolve verificar a unicidade do g1d; analisar a resolução de ciclos quando C

é uma interseção completa em S; e também encontrar cotas superior e inferior para os

invariantes de S em termos do gênero de C.

Na outra direção, em [28], K.-O. Stöhr e R. Rosa dedicaram seus estudos ao caso em

que ambos, a curva trigonal e o scroll bidimensional, são singulares. Os resultados em

que chegaram se encaixam perfeitamente com a afirmação acima trocando “regular” por

“Gorenstein”. Um ponto chave nesta abordagem foi admitir sistemas lineares com pontos

de base não-removíveis. Tal flexibilização na noção tradicional de pencil foi necessária

porque os autores demonstram que uma curva canônica (Gorenstein) contida em um cone

sempre passa pelo vértice, que não pode ser removido, se não a curva seria hiperelítica.

Na verdade, sistemas lineares com pontos de base não-removíveis aparecerem mais cedo

na literatura, sendo introduzidos por M. Coppens em [10]. Essencialmente, é o mesmo que

permitir feixes livre de torção de posto 1, no lugar de fibrados, na definição de sistemas
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lineares; e trocar morfismos por pencils, na definição de gonalidade (veja a Seção 1.1).

Quando este estudo é feito para curvas não-Gorenstein, logo se depara com a seguinte

questão: qual seria exatamente a generalização do enunciado acima neste caso? Os termos

“isomorfos” e “canônico” caminham agora em direções diferentes, dependendo da escolha

que fazemos. De fato, dada uma curva não-Gorenstein C com gonalidade d, podemos

procurar por um scroll de dimensão d− 1 contendo: (i) ou uma cópia isomorfa de C por

meio de um mergulho adequado; (ii) ou, então, uma curva C ′ que poderia ser naturalmente

chamada um “modelo canônico” de C.

No Exemplo 2.1.1, fazemos algumas observações sobre a dificuldade de obtermos o

item (i) acima já que os métodos usuais de induzir inclusões em scrolls via pencils podem

falhar em obter a dimensão esperada quando C é não-Gorenstein. Por outro lado, se (ii)

representa uma opção, pode-se lidar, por exemplo, com a noção de um modelo canônico

C ′ introduzido por Rosenlicht em [29] e também estudado por S. L. Kleiman e R. V.

Martins em [20] (veja a Seção 1.1). Além disso, dentro desta perspectiva, [20, Thm. 3.4]

que afirma que C ′ é a curva racional normal de grau g − 1 em Pg−1 se e somente se C

é ou hiperelítica ou racional nearly normal, se combinado com [23, Thm. 2.1], pode ser

reformulado como: C tem gonalidade 2 se e somente se C ′ está contida em um scroll de

dimensão 1. Daí o mero formalismo de considerar curvas racionais normais como scrolls

desempenha aqui o primeiro passo de um resultado geral, demonstrado no Teorema 4.2.2

para curvas monomiais.

No Capítulo 2, mostramos no Teorema 2.2.1 como obter uma inclusão C ′ ⊂ S induzido

por qualquer pencil em C. Em particular temos que S tem dimensão (d − 1) se C tem

gonalidade d. Este resultado estende o de Stöhr-Rosa [28, Thm. 2.1, Lem 2.3] sobre

curvas trigonais para qualquer gonalidade. O argumento usado é similar aos métodos de

Andreotti-Mayer [1]. Nós também damos um cota superior para a dimensão do conjunto

singular de S em termos de alguns invariantes do pencil e procuramos condições suficientes

para que S seja de fato singular.

Ainda discutindo o caso geral, no Capítulo 3, nós estudamos a recíproca. Assumimos

que C ′ está contida em um dado scroll S de dimensão d tal que o número de interse-

ção de C ′ com uma fibra genérica de S é `. Variando `, nós descrevemos propriedades

importantes de C em função de d e outros invariantes de S. Nosso principal objetivo é

estudar gonalidade, mas nós também estudamos o número de pontos não-Gorenstein de C
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e verificamos quando a curva pode ser, nearly Gorenstein, Kunz ou nearly normal. Estes

conceitos, baseados em princípios locais introduzidos por V. Barucci e R. Fröberg em [5],

tomaram uma caracterização geométrica em [20, Thms. 5.10, 6.5] onde foram conectados

com a normalidade projetiva e aritmética do modelo canônico. Eles se mostraram uma

ferramenta essencial ao fazer as primeiras distinções entre as curvas não-Gorenstein. Co-

locamos os resultados obtidos juntos no Teorema 3.2.1, que é uma generalização para d

arbitrário de [22, Thms. 2.1, 4.1], provado para d = 2, 3 por D. Lara, S. Marchesi e R.

V. Martins. No entanto, nós não obtemos a recíproca para o teorema da seção anterior.

De fato, nos parece que teoria de interseção pura é insuficiente para concluir que C tem

gonalidade d+1 quando S é um scroll de dimensão d até mesmo no caso mais simples em

que d = 2; E o leitor deve notar a dificuldade de ajustar os argumentos de, por exemplo,

[30] ou Brundu-Sacchiero [7] e Casnati-Ekedahl [8], para o caso em que o feixe dualizante

não é um fibrado. Terminamos o capítulo estudando o caso específico de curvas nearly

Gorenstein no Teorema 3.2.3

No Capítulo 4, assumimos que C é uma curva racional monomial e provamos que C

tem gonalidade d se e somente se C ′ está contida em um scroll de dimensão d−1 (Teorema

4.2.2). Este resultado generaliza [22, Thms. 3.3, 5.1] que foi provado assumindo d = 2, 3

e C com somente um ponto singular. O ponto chave é a descrição combinatória de C ′

no Teorema 4.1.1, que é uma extensão de [22, Prp 3.1] e foi obtido com argumentos

ligeiramente diferentes.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Modelo Canônico

Para nós, uma curva C é um esquema unidimensional integral e completo, definido sobre

um corpo algebricamente fechado k. Chamamos g o gênero aritmético da curva C com

feixe estruturalOC , ou simplesmenteO. Se π : C → C é a normalização, sejaO := π∗(OC)

e C := Hom(O,O), o condutor de O em O. Denotaremos por ωC , ou simplesmente ω, o

feixe dualizante de C.

Definição 1. Dizemos que uma curva C de gênero g é Gorenstein se satisfaz as seguintes

condições equivalentes:

(i) dim OP/OP = dim OP/CP para todo P ∈ C.

(ii) ω é invertível, isto é, ωP ∼= OP para todo P ∈ C.

(iii) g = 0 ou existe o morfismo ϕω : C −→ Pg−1.

Às curvas que não forem Gorenstein nos referimos simplesmente por não Gorenstein,

o mesmo valendo para os pontos que não satisfazem às igualdades dos itens (i) e (ii).

Definição 2. Uma curva C é dita hiperelítica se satisfaz as seguintes condições equiva-

lentes:

(i) Existe um morfismo de grau 2 de C −→ P1.

(ii) Existe um feixe invertível F tal que degF = h0(F) = 2.

Curvas hiperelíticas são Gorenstein, como verificado em [29, Teo 17].

4



1.1 MODELO CANÔNICO 5

Definição 3. Um sistema linear de dimensão r em C é um conjunto da forma

L = L(F , V ) := {x−1F | x ∈ V \ 0}

em que F é um feixe coerente de ideais fracionários em C e V é um subespaço vetorial

de H0(F) de dimensão r + 1. O grau de um sistema linear é o inteiro

d := degF := χ(F)− χ(O)

Note, em particular, que se O ⊂ F então

degF =
∑
P∈C

dim(FP/OP ).

Usaremos a notação grd para representar um “sistema linear de grau d e dimensão r”.

Comumente chamamos um g1d de pencil. O sistema linear é dito completo se V = H0(F),

neste caso escrevemos simplesmente L = |F|. Finalmente, a gonalidade de C é o menor

d para o qual existe um g1d em C, ou equivalentemente, um feixe livre de torção F de

posto 1 em C com grau d e h0(F) ≥ 2. Um ponto P ∈ C é dito um ponto de base de L

se xOP ( FP para todo x ∈ V . Um ponto de base é dito removível se L′(O〈V 〉, V ) não

possui ponto de base, onde O〈V 〉 é o subfeixe do feixe constante das funções racionais

gerado por todas seções de V ⊂ k(C). Então, P é um ponto de base não removível de L

se FP não é um OP -module livre; em particular, P é singular no caso afirmativo.

Esta definição difere da definição usual de sistema linear já que se troca feixe inver-

tíveis por feixe livre de torção de posto 1. Esta alteração é necessária por trabalharmos

com curvas singulares que podem admitir ponto de base não-removíveis (para maiores

detalhes ver M. Coppens [10]). Isto foi feito com sucesso por R. Rosa and K.-O. Stöhr

em [28] obtendo resultados geométricos para curvas trigonais Gorenstein que se encaixam

perfeitamente com os resultados conhecidos no caso de curvas suaves.

Exemplo 1.1.1. Considere a curva C := (t3, t4, t5) ⊂ P3.

C está contida no cone S := {(w : x : y : z) ∈ P3 |xz = y2}.
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Considere os pontos P := (1 : 0 : 0 : 0) e ∞ := (0 : 0 : 0 : 1) e as retas Lt := {(λ : θ : θt :

θt2) | (λ : θ) ∈ P1
k} e L∞ := {(λ : 0 : 0 : θ) | (λ : θ) ∈ P1

k}. Temos que Lt encontra C em P

e Pt = (t3, t4, t5) e L∞ encontra C em P e ∞

Geometricamente, isto é um g12 com ponto de base não-removível.

Escreva k(C) = k(t), considere F := OC〈1, t〉, temos para c ∈ k:

degQ((t− c)−1F) =


1 se Q = P

1 se Q = Pc

0 c.c.

degQ(F) =


1 se Q = P

1 se Q =∞

0 c.c.

Logo L(F , 〈1, t〉) descreve este sistema linear.

Mas OP = k⊕ t3OP e FP = OP + tOP = k⊕ kt⊕ t3OP , que não é um OP -módulo livre.

Logo F não é invertível, mas apenas livre de torsão de posto 1.

Dados um esquema integral A, uma aplicação ϕ : A→ C e um feixe G em C, seja

OAG := ϕ∗G/Torsion(ϕ∗G).

Dado um feixe coerente F em C seja Fn := SymnF/Torsion(SymnF). Se F é inver-

tível, então Fn = F⊗n.

Definição 4. Definimos Ĉ := Proj(⊕ωn) o blowup de C ao longo de ω. Se π̂ : Ĉ → C é

o morfismo natural, sejam Ô = π̂∗(OĈ) e Ôω := π̂∗(OĈω). Em [29, p 188 top] Rosenlicht

mostrou que o sistema linear L(OCω,H0(ω)) é livre de ponto base. Ele considerou então

o morfismo κ : C → Pg−1 definido por L e chamou C ′ := κ(C) de modelo canônico de C.

Ele também provou em [29, Teo 17] que se C é não hiperelítica, o mapa π : C → C se

fatora por π′ : C ′ → C. Neste caso, tome O′ := π′∗(OC′). Em [20, Dfn 4.9] encontramos

uma outra caracterização de C ′. Ele é a imagem do morfismo

κ̂ : Ĉ → Pg−1

definido pelo sistema linear

L̂(OĈω,H
0(ω)).

De acordo com o Teorema de Rosenlicht, como ω é gerado por seções globais, nós temos
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que

κ̂ : Ĉ → C ′

é um isomorfismo se C é não hiperelítica.

Seja Oω := π∗(OCω) e tome λ ∈ H0(ω) tal que (Oω)P = OPλ para todo ponto

singular P ∈ C. Tal diferencial existe pois H0(ω) gera Oω como foi provado em [29,

p 188 top], e também porque C possui finitos pontos singulares e k é infinito já que é

algebricamente fechado. Seja

W =Wλ := ω/λ

Assim, temos

CP ⊂ OP ⊂ WP ⊂ ÔP = O′P ⊂ OP

para todo ponto singular P ∈ C, e a igualdade acontece se C não hiperelítica.

Definição 5. Seja P ∈ C. De acordo com [5, p 433] dizemos que P é Kunz se

dim(OP/OP ) = dim(OP/CP ) + 1

e, de acordo com [5, p 418] dizemos que P é quase Gorenstein se

dim(OP/OP ) = dim(OP/CP ) + dim(Ext1(k,OP ))− 1.

Uma outra caracterização é dada por [5, Prp 21], um ponto P ∈ C é Kunz se

ηP := dim(WP/OP ) = 1

e qualquer tal ponto é não Gorenstein e também quase Gorenstein. Finalmente, dizemos

que C é Kunz se todos seus pontos não Gorenstein o forem. Por outro lado, pontos

Gorenstein são sempre quase Gorenstein, e para qualquer ponto não Gorenstein P de

uma curva (não hiperelítica) temos que P é quase Gorenstein se

µP := dim(O′P/WP ) = 1
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devido a [5, Prp 28]. Isso nos leva a definir dois invariantes

η :=
∑
P∈C

ηP µ :=
∑
P∈C

µP

que nos dá a seguinte relação

g = g′ + η + µ (1.1)

onde g′ é o gênero de C ′. É provado em [5, Prp. 21] que pontos Kunz são quase Gorenstein,

isto é,

ηP = 1 =⇒ µP = 1

Finalmente, seguindo [20, Dfn 5.7], dizemos que C é nearly Gorenstein se C tem um

único ponto não Gorenstein P que também é quase Gorenstein; e dizemos que C é nearly

normal se h0(O/C) = 1, isto é, C possui um único ponto não Gorenstein P e o feixe ideal

maximalM{P} é igual ao condutor C.

Vamos listar alguns resultados importantes envolvendo os conceitos acima:

(i) C é nearly Gorenstein se e somente se é não Gorenstein e C ′ é projetivamente

normal, segundo a [20, Thm. 6.5].

(ii) C é nearly normal se somente se é não Gorenstein e C ′ é aritmeticamente normal,

devido a [20, Thm. 5.10].

(iii) P é Gorenstein se e somente se ηP = µP = 0, e P é não Gorenstein se e somente se

ηP , µP > 0, mostrado em [5, p. 438 top]. Além disso, se ηP = 1 então µP = 1, o que

pode ser verificado em [5, Prp. 21]. Em particular, uma curva Kunz com um único

ponto não Gorenstein é o mais perto de Gorenstein que temos.

(iv) O grau em Pg−1 de C ′ é dado pela equação deg(C ′) = 2g− 2− η, onde g é o gênero

aritmético de C, segundo [23].

1.2 Semigrupo de Valores

Dado um ponto uniramificado P ∈ C e uma função x ∈ k(C)∗, seja

vP (x) := vP (x) ∈ Z
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em que P representa o ponto de C sobre P , e vP é a valorização do AVD OP . O semigrupo

de valores de P é

S = SP := vP (OP ).

Como OP é um anel, S satisfaz as propriedades de semigrupo de valores, a saber:

(i) se a, b ∈ S então a+ b ∈ S

(ii) 0 ∈ S

(iii) N \ S é finito.

Apresentamos também dois elementos de S, a saber:

α = αP := min(S \ {0}) e β = βP := min(vP (CP )). (1.2)

Para uso posterior vamos definir S∗ = S∗P := {a ∈ S | a ≤ β}, e δ = δP := #(N \ S) que

coincide com o grau de singularidade P , isto é, δ = dim(OP/OP ).

O número Frobenius de S é γ := β − 1 e um conjunto, cuja importância irá aparecer

mais tarde, é definido por

K = KP := {a ∈ Z | γ − a 6∈ S}. (1.3)

Definimos também, o seguinte conjunto K∗ = K∗P := {a ∈ K | a < β}. Chame GP :=

{a ∈ N | a /∈ SP} o conjunto das lacunas de SP . Defina para λ ∈ Z o conjunto GP + λ :=

{a+ λ | a ∈ GP} e note que, K∗P = GP − γ.

Definição 6. Seja P ∈ C. Definimos a multiplicidade de P por

mC(P ) = dim(OP/mPOP ),

então P é singular se sua multiplicidade é pelo menos 2. Dizemos que um ponto P

uniramificado é monomial se ÔP = k[[tn1 , . . . , tnr ]], onde t é um parâmetro local em P .

Exemplo 1.2.1. Seja k um corpo de característica zero e

ϕ : P1 → P4

(X : Y ) 7→ (X4Y 6 : X7Y 3 : X9Y : X10 : Y 10)
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e C = ϕ(P1). C é uma curva algébrica integral e completa, possui uma única singularidade

em P = (0 : 0 : 0 : 0 : 1) e tem gênero aritmético 5. Tome P = (0 : 1) a pré imagem de

P . Considerando x = X/Y , temos k(P1) = k(x) e OP ,P1 = k[x](x) e como ϕ = (x4 : x7 :

x9 : x10 : 1) e, vendo k(C) em k(P1) segue que

OP,C = k[x4, x7, x9, x10](x4,x7,x9,x10)

e que

ÔP = k + kx4 + kx7 + kx8 + kx9 + kx10 + kx11 + . . .

Temos g = δP = dim(OP/OP ) = dim(k[[x]], OP ) = 5. E,

S = SP = vP (OP ) = vP (ÔP ) = {0, 4, 7,→}

Temos α = 4, γ = 6 e K = KP = {0, 1, 3, 4, 5, 7,→}.

1.3 Scrolls

Um scroll racional normal S := Sm1,...,md ⊂ PN com m1 ≤ . . . ≤ md, é uma variedade

projetiva de dimensão d que, depois de uma mudança de coordenadas adequada, é o

conjunto dos pontos (x0 : . . . : xN) ⊂ PN tais que o posto da matriz

(
x0 x1 . . . xm1−1

x1 x2 . . . xm1

∣∣∣∣ xm1+1 . . . xm1+m2

xm1+2 . . . xm1+m2+1

∣∣∣∣ . . .

. . .

∣∣∣∣ . . . xN−1

. . . xN

)
(1.4)

é menor do que 2. Então, em particular,

N = e+ d− 1 (1.5)

onde e := m1 + . . .+md

Note que S é a união disjunta de (d− 1)-planos determinados por uma escolha (para-

metrizada) de um ponto em cada uma das d curvas racionais normais de grau md contidas

em espaços complementares em PN . Vamos nos referir a cada um destes (d − 1)-planos

como uma fibra. Então S é suave se m1 > 0. Atravéz desta descrição geométrica podemos
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ver que

deg(S) = e (1.6)

O scroll S pode também ser visto naturalmente como a imagem de um fibrado proje-

tivo. De fato, tomando E := OP1(m1)⊕ . . .⊕OP1(md), temos um morfismo birracional

P(E) −→ S ⊂ PN

definido por OP(E)(1). O morfismo é tal que qualquer fibra de P(E)→ P1 é levada a uma

fibra de S. O morfismo é um isomorfismo quando S é suave. Podemos usar, por exemplo,

[13, 27] para mais detalhes.

Neste caso, vamos descrever o grupo de Picard do scroll como

Pic(S) = ZH ⊕ ZF

onde F é a classe da fibra, e H é a classe hiperplana. Podemos também computar o anel

de Chow como

A(S) =
Z[H,F ]

(F 2 , Hd+1 , HdF , Hd − eHd−1F )
(1.7)

De (1.6) temos as relações

Hd = e and Hd−1F = 1 (1.8)

A classe canônica em S é dada por

KS = −dH + (e− 2)F (1.9)

De [26, Lem. 3.1, Cor. 3.2], temos também a fórmula

h0(OS(aH + bF )) =


(b+ 1)

(
a+ d− 1

d− 1

)
+ e

(
a+ d− 1

d

)
se a ≥ 0 e b ≥ −am1

0 nos outros casos
(1.10)

e

hi(OS(aH + bF )) = 0 se i ≥ 1, a ≥ 0 e b ≥ −(am1 + 1) (1.11)



Capítulo 2

Modelos Canônicos em Scrolls via

Sistemas Lineares

2.1 Motivação

Neste capítulo analisamos a relação entre pencils sobre uma curva e scrolls que devem

contê-la. Estamos particularmente interessados no caso em que a curva aparece como um

modelo canônico. Assim, seja L(F , V ) um pencil em uma curva C ⊂ Pn; e assuma F =

OC(D) onde D é um divisor de Weil efetivo em C com suporte não contido em Sing(C).

Seja aindaH uma seção hiperplana em C e suponha que a curva é linearmente normal, isto

é, as seções hiperplanas realizam um sistema linear completo. Nestas hipóteses, podemos

ajustar, por exemplo, o estudo de Schreyer em [30, pp. 113-115] para o caso singular, de

modo a induzir, por meio de L, uma inclusão C ⊂ S ⊂ Pn onde S é um scroll racional

normal.

De fato, considere a aplicação multiplicação

V ⊗H0(OC(H −D)) −→ H0(OC(H)) (2.1)

e assuma f := h0(OC(H − D)) ≥ 2. Então a aplicação (2.1) produz uma matriz em

M2×f (H
0(OC(H))) cujos menores 2 × 2 se anulam em C. Portanto C está contido no

scroll racional normal S definido por estes menores, que é tal que

dim(S) = h0(OC(H))− h0(OC(H −D)) (2.2)

12
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Podemos aplicar esta construção no seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.1. Nós já sabemos por [28] que qualquer curva trigonal canônica (Gorens-

tein) está contida em um scroll bidimensional. Considere então, por exemplo, a curva

C = (1 : t3 : t6 : t7 : t9 : t10) ⊂ P5

É uma curva racional monomial com somente um ponto singular P = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0).

Logo, seu gênero aritmético coincide com o grau de singularidade de P . Agora SP = 〈3, 7〉,

daí, C tem gênero g = δP = 6. Mais ainda, deg(C) = 10 então, C é canônica. Podemos

também verificar que C é trigonal, com a gonalidade sendo computada pelo sistema linear

|OC(3Q)|, onde Q = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1). Daí, podemos usar a teoria esboçada acima

para por C em um scroll bidimensional. Temos que V = 〈1, t3〉, H = 10Q e

H0(OC(H − 3Q)) = H0(OC(7Q)) = 〈1, t3, t6, t7〉 ⊂ k(t) = k(C)

Então, de acordo com (2.2), C está contida em um scroll bidimensional S já que

h0(OC(H))− h0(OC(7Q)) = 6− 4 = 2

Agora para ver este scroll de um modo que seja definido por uma matriz tal como (1.4),

podemos reordenar as coordenadas como

C = (t7 : t10 : 1 : t3 : t6 : t9) ⊂ P5 = {(x0 : x1 : x2 : x3 : x4 : x5)}

Assim, S é a superfície de P5 cortada pelos menores 2× 2 de

(
x0 x2 x3 x4

x1 x3 x4 x5

)

Note que o scroll é da forma S13. Note também que as seções da primeira linha (quando

restritas ao C) geram H0(OC(7Q)) = 〈1〉 ⊗H0(OC(7Q)), enquanto as seções da segunda

linha geram 〈t3〉 ⊗H0(OC(7Q)) exatamente como na aplicação (2.1).

Uma pequena perturbação no exemplo acima é suficiente para perceber como as coisas

pioram quando se passa para o caso não-Gorenstein. Por exemplo, seja agora C uma curva
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racional monomial com somente uma singularidade cujo semigrupo é o mesmo acima a

menos de removermos o 7. A saber, um modelo linearmente normal para tal curva com a

menor dimensão do espaço ambiente possível é

C = (1 : t3 : t6 : t9 : t10 : t12 : t13 : t14) ⊂ P7

O ponto singular é P = (1 : 0 : . . . : 0). Já que SP = 〈3, 10, 14〉, a curva tem gênero

g = δP = 7. E como βP = 12 6= 2δP , segue que P é não-Gorenstein, e então C é

não-Gorenstein. Mais ainda, a curva é também trigonal, com gonalidade computada por

|OC(3Q)|, onde Q = (0 : . . . : 0 : 1), é similar ao exemplo anterior. No entanto, este pencil

não induz uma inclusão de C em um scroll bidimensional, como seria esperado. De fato,

temos que H = 14Q e

H0(OC(H − 3Q)) = H0(OC(11Q)) = 〈1, t3, t6, t9, t10〉

Então, de acordo com (2.2), C está contida em um Scroll de dimensão

h0(OC(H))− h0(OC(11Q)) = 8− 5 = 3

A fim de alcançar a dimensão esperada, podemos trabalhar com o modelo canônico C ′

ao invés de C. Embora C ′ não é isomorfa a C (já que esta é não-Gorenstein), preserva

a propriedade relacionada com a gonalidade de C. De fato, pelo Teorema 4.1.1 adiante,

nós temos que

C ′ = (1 : t3 : t4 : t6 : t7 : t9 : t10) ⊂ P6

que está contida em um scroll bidimensional da forma S23. Esta inclusão do modelo canô-

nico C ′ ⊂ S23 pode ser obtida, por exemplo, trabalhando com o pullback |(π′)∗(OC(3Q))|

e seguindo os mesmos passos acima.

Embora, na sequência, usaremos um outro enfoque para se obter scrolls por meio de

sistemas lineares, vale destacar que a abordagem (extrínseca) acima é muito útil, mesmo

no caso singular, quando espaço ambiente é pré-determinado (ver, e.g., [11, 12])
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2.2 Curvas com Gonalidade Fixa

A maneira de induzir uma inclusão de C ′ em um scroll por meio de um g1d em C pode ser

ligeiramente modificada se o pencil tem um ponto de base (não-removível). É necessária

uma abordagem mais intrínseca. Esta foi feita por Stöhr e Rosa em [28] baseados no

trabalho de Andreotti e Mayer [1] no caso em que d = 3. O seguinte resultado usa

argumentos similares para estender [28, Thm. 2.1, Lem 2.3] para graus maiores.

Teorema 2.2.1. Seja C uma curva integral e projetiva com gênero aritimético g sobre

um corpo algebricamente fechado k, e C ′ seu modelo canônico. Seja L(F , V ) um g1d em

C. Então L induz uma inclusão C ′ ⊂ S ⊂ Pg−1 onde S é um scroll racional de dimensão

m, tal que:

(I) m ≤ d− 1, com igualdade se e somente se L é completo;

(II) Se S é singular então

dim(Sing(S)) < d− 2h0(F) + 1 +
deg(F ∩ x−1F)

2

com x ∈ V \ k; em particular,

(i) se a expressão acima não for extritamente positiva, então S é suave;

(ii) se L é completo e livre de ponto de base, então dim(Sing(S)) ≤ m− 3;

(III) Se C é Gorenstein e L é completo com um ponto de base então S é singular.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos tomar V = 〈1, x〉 ⊂ H0(F) ⊂ k(C).

Considere então a aplicação

ϕ : H1(F) −→ H1(OC)

f 7−→ xf

definida para qualquer f ∈ Hom(F , ω). Note que ϕ é não-estável, i.e., para todo subes-

paço W ∈ H1(F), se ϕ(W ) ⊂ W , então W = 0, porque {xif}i∈N forma um conjunto

linearmente independente (visto em k(C)). Como OC é um subfeixe de F , temos que

H1(F) ⊂ H1(OC). Então, por [1, Lem. 5, Cor. 1], podemos escrever

H1(F) =
r⊕
i=1

(mi−1⊕
j=0

kxjfi

)
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e

H0(ω) ∼= H1(OC) =
( r⊕

i=1

( mi⊕
j=0

kxjfi

))
⊕
( s⊕

i=1

khi

)
(2.3)

onde fi ∈ H1(F) \ ϕ(H1(F)) para 1 ≤ i ≤ r e hi ∈ H1(OC) \ (H1(F) + ϕ(H1(F))) para

1 ≤ i ≤ s. Daí por (2.3) o modelo canônico C ′ é a imagem do morfismo

(f1 : . . . : x
m1f1 : . . . . . . : fr : . . . : x

mrfr : h1 : . . . : hs) : C −→ Pg−1

e, em particular,

C ′ ⊂ S := Sm1,...,mr,0,...,0 ⊂ Pg−1

além disso,

dim(S) = r + s = dim(H1(OC)/ϕ(H1(F)))

= h1(OC)− h1(F)

= g − (h0(F)− deg(F)− 1 + g)

= deg(F)− (h0(F)− 1)

onde a terceira igualdade vale já que ϕ é injetora. Agora deg(F) = d e

dim(L) = 2 ≤ h0(F)

com a igualdade valendo se e somente se L é completo. Assim completamos a demons-

tração de (I).

Para demonstrarmos (II), ponha G := x−1F , e note que ϕ(H1(F)) = xH1(F) =

H1(G). Agora, para todo subfeixe F e G do feixe constante K de funções racionais da

curva C, podemos olhamos para os conjuntos H0(Hom(F , ω)) e H0(Hom(G, ω)) como

subconjuntos de H0(Hom(F ∩ G, ω)). Podemos também formar a sequência exata curta

0 −→ F ∩ G −→ F ⊕ G −→ F + G −→ 0 (2.4)

e aplicar o funtor exato a esquerda H0(Hom(•, ω)) para obtermos

H0(Hom(F , ω)) ∩H0(Hom(G, ω)) = H0(Hom(F + G, ω))
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relacionando os três subconjuntos de H0(Hom(F ∩ G, ω)). disso concluímos que

H1(F) ∩H1(G) = H1(F + G) (2.5)

De (2.4) também temos que χ(F) + χ(G) = χ(F + G) + χ(F ∩ G) o que nos dá

deg(F + G) = deg(F) + deg(G)− deg(F ∩ G) (2.6)

Para F como no enunciado do teorema, e G como posto anteriormente, é fácil ver pela

definição deste que

h0(G) = h0(F) e deg(G) = deg(F) = d (2.7)

Com isto em mente, temos que

dim(Sing(S)) = s− 1 = dim(H1(OC)/(H1(F) + ϕ(H1(F)))− 1

= dim(H1(OC)/(H1(F) +H1(G)))− 1

= h1(OC)− (h1(F) + h1(G)− h1(F + G))− 1

= g − (2(h0(F)− d− 1 + g)− h1(F + G))− 1

= 2(d− h0(F))− g + 1 + h1(F + G)

< 2(d− h0(F))− g + 1 + g − deg(F + G)
2

= 2(d− h0(F)) + 1−
(
2d− deg(F ∩ G)

2

)
= d− 2h0(F) + 1 +

deg(F ∩ G)
2

onde a quarta igualdade vale por (1.11), a quinta é devida a (2.7) e Riemann-Roch, a

desigualdade segue de [14, App.], e a sétima igualdade vale por (2.6). Daí demonstramos

o ítem (II)-(i). Agora, se L é livre de pontos de base, então F ∩G = O, e se for completo,

então h0(F) = 2, daí segue (II)-(ii).

Para demonstrar (III), vemos que o isomorfismo natural

Hom(F ∩ G, ω) = Hom(F , ω) +Hom(G, ω)
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nos dá a inclusão H1(F) +H1(G) ⊂ H1(F ∩ G), portanto

dim(H1(OC)/(H1(F) +H1(G))) ≥ dim(H1(OC)/H1(F ∩ G))

= g − (h0(F ∩ G)− deg(F ∩ G)− 1 + g)

= deg(F ∩ G) + 1− h0(F ∩ G)

se L é completo, então h0(F) = 2; mas já que H0(F ∩ G) ⊂ H0(F) e x 6∈ H0(F ∩ G)

segue que h0(F ∩G) = 1. Por outro lado, se L tem um ponto de base P , que é Gorenstein

uma vêz que C o é, então FP ∩ GP ) OP , portanto deg(F ∩ G) > 0 e daí s > 0, i.e., S é

singular.

Como uma consequência do resultado acima nós temos o seguinte corolário.

Corolário 2.2.2. Seja C uma curva projetiva integral de gonalidade d e seja C ′ seu

modelo canônico. Então C ′ está contida em um scroll de dimensão (d− 1).

Demonstração. Pelo ítem (I) do teorema anterior, é suficiente provar que se um sistema

linear L computa a gonalidade de C, então deve ser completo. Para isto escreva L =

(F , V ) onde F é livre de torsão de posto 1. Escolha qualquer ponto regular P ∈ C e

considere a sequência

0 −→ F(−P ) −→ F −→ F/F(−P ) −→ 0

Tomando característica de Euler temos

(
h0(F)− h0(F(−P ))

)
+
(
h1(F(−P ))− h1(F)

)
= 1

Agora as duas parcelas são não negativas; além disso, h0(F) ≥ dim(V ) = 2 e também

temos que h0(F(−P )) ≤ 1 já que este feixe tem grau d − 1 e a gonalidade de C é d.

Portanto h0(F) = 2 como desejado, i.e., L é completo.



Capítulo 3

Sistemas Lineares via Modelos

Canônicos em Scrolls

3.1 O Gênero de uma Curva no Scroll

Neste capítulo vamos usar as ferramentas da teoria de interseção para estudarmos curvas

cujo modelo canônico está contido em um scroll suave. Mas antes disso começamos com

um lema sobre combinatória elementar.

Lema 3.1.1. Seja A um anel comutativo e sejam a1, . . . , am elementos de A com m ≥ 2

então temos que

s∑
j=1

(
(−1)j−1

∑
1≤i1<...<ij≤s

(ai1 + . . .+ aij)
r

)
=



0 r < s

(−1)s+1s! a1... as r = s

(−1)rr!
2

s∑
i=1

a1...a
2
i ...as r = s+ 1

(3.1)

Demonstração. Pelo teorema do binômio de Newton temos que (a+ b)r =
∑r

j=0

(
r
j

)
ar−jbj

assim temos que

0 = (1− 1)r =
r∑
j=0

(−1)j
(
r

j

)
Em palavras: a soma alternada da r-ésima linha do Triângulo de Pascal é zero para r ≥ 1.

19
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Lembre ainda do teorema do multinômio

(a1 + a2 + . . .+ al)
r =

∑
k1+k2+...+kl=r

(
r

k1, k2, . . . , kl

)
ak11 a

k2
2 · . . . · a

kl
l

onde
(

r
k1,k2,...,kl

)
= r!

k1!k2!·...·kl!

Agora podemos mostrar o lema fazendo a contagem das parcelas iguais nas somas.

Vamos fazer o caso r < s. No primeiro somatório de 3.1 (j = 1) vemos que o a parcela ari
aparece uma vêz. No segundo somatório (j = 2) temos −(m − 1)ari e no terceiro temos(
m−1
2

)
ari , assim no l-ésimo somatório temos (−1)l−1 ·

(
m−1
l

)
ari e continuamos até o último

somatório onde teremos (−1)m−1 ·
(
m−1
m−1

)
ari = (−a)m−1ari . Daí quando efetuarmos a soma

de 3.1 teremos que

(
1− (m− 1) +

(
m− 1

2

)
− . . .+ (−1)m−1 ·

(
m− 1

m− 1

))
· ari = 0

para todo i = 1, . . . , m.

Já no segundo somatório aparece pela primeira vez a parcela −
(
r
k

)
ar−ki1

ai2 e aparece

somente uma vez. Já no terceiro somatório temos (m − 2) ·
(

r
r−k,k,0

)
ar−ki1

aki2a
0
i3
. Já no

quarto somatório temos −
(
m−2
2

)
·
(

r
r−k,k,0,0

)
ar−ki1

aki2a
0
i3
a0i4 , assim no l-ésimo somatório temos

(−1)l−1 ·
(
m−2
l

)
·
(

r
r−k,k,0,...,0

)
ar−ki1

aki2a
0
i3
. . . a0il e continuamos até o último somatório onde

teremos (−1)m−1 ·
(
m−2
m−2

)
·
(

r
r−k,k,0,...,0

)
ar−ki1

aki2a
0
i3
. . . a0im . Daí quando efetuarmos a soma de

3.1 teremos que

−
(
1− (m− 2) +

(
m− 2

2

)
− . . .+ (−1)m−1 ·

(
m− 2

m− 2

))
·
(
r

k

)
ar−ki1

ai2 = 0

para todo 1 ≤ i1 < i2 ≤ m.

Continuando, vemos que a parcela
(

r
k1,k2,...,kl

)
ak1i1 a

k2
i2
. . . aklil , onde k1 + k2 + . . .+ kl = r,

aparece pela primeira vez quando computamos o somatório
∑

(ai1 + ai2 + . . .+ ail)
r e

aparece uma só vez. Já no próximo somatório temos
(

r
k1,k2,...,kl,0

)
ak1i1 a

k2
i2
. . . aklil a

0
il+1

que apa-

rece (m−l) vezes. No somatório seguinte temos
(

r
k1,k2,...,kl,0,0

)
ak1i1 . . . a

kl
il
a0il+1

a0il+2
que aparece(

m−l
2

)
vezes. Assim, no (l+ t)-ésimo somatório temos

(
r

k1,k2,...,kl,0,...,0

)
ak1i1 . . . a

kl
il
a0il+1
· · · a0il+t

que aparece
(
m−l
t

)
. Daí quando efetuarmos a soma teremos, a menos de multiplicar por
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±1, que

(
1− (m− l) +

(
m− l
2

)
− . . .+ (−1)m−1 ·

(
m− l
m− l

))
·
(

r

k1, k2, . . . , kl

)
ak1i1 a

k2
i2
. . . aklil = 0

para todo 1 ≤ i1 < · · · < il ≤ m.

Resumindo o nosso argumento, quando computamos todos os somatórios de 3.1 co-

locamos o termo
(

r
k1,k2,...,kl

)
ak1i1 . . . a

kl
il

em evidência e o número pelo qual teremos que

multiplicar é, a menos de ±1, a soma alternada da (m − l)-ésima linha do Triângulo

de Pascal que é zero. Os outros casos são análogos, lembrando que se deve observar as

parcelas que só aparecem na última soma.

Voltemos agora nossa atenção para curvas. Começamos com X uma curva contida em

uma variedade suave S de dimensão d como

X = D1 · . . . ·Dd−1

onde os Di’s são divisores em S, e seja

E :=
d−1⊕
i=1

OS(Di).

Para calcular o gênero aritmético de X, considere sua resolução dentro de S via complexo

de Koszul dada por

0→
d−1∧
E∨ → . . .→

2∧
E∨ → E∨ → OS → OX → 0

o que nos dá

pa(X) = 1− χ(OS) + χ(E∨)− χ(∧2E∨) + . . .+ (−1)dχ(∧d−1E∨) (3.2)

Agora
j∧
E∨ =

⊕
1≤i1<...<ij≤d−1

OS(−Di1 − . . .−Dij) (3.3)
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e para um divisor arbitrário D ∈ Pic(S), o Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch nos dá

χ(OS(D)) = tdd +D · tdd−1 + . . .+
1

(d− 2)!
Dd−2 · td2 +

1

(d− 1)!
Dd−1 · td1 +

1

d!
Dd (3.4)

onde tdi é a componente de grau i-ésimo do polinômio de Todd do fibrado tangente TS.

Então aplique (3.4) a (3.3) usando a linearidade da característica de Euler. Em seguida

escreva a soma envolvendo as potências exteriores de E∨ em (3.2) como um polinômio

linear nas variáveis tdi e aplique (3.1) a cada um dos seus coeficientes. Assim, chegamos

a

pa(X) = 1− χ(OS) +
(
td −D1 · . . . ·Dd−1 t1 +

∑d−1
i=1 D1 · . . . ·D2

i · . . . Dd−1

2

)
Agora lembre que tdd = χ(OS) e td1 = c1(TS)/2, o que nos dá a fórmula

2pa(X)− 2 = D1 · . . . ·Dd−1 ·
(
D1 + . . .+Dd−1 − c1(TS)

)
(3.5)

Agora assuma que S é um scroll racional normal. Para qualquer curvaX ⊂ S considere

o parâmetro

` := X · F (3.6)

que será amplamente estudado aqui. Se X é uma interseção completa em S escreva

Di = aiH + biF

como acima. Então, de (1.7) e (1.8), temos facilmente que

` = a1 · . . . · ad−1 (3.7)

E também podemos usar essas relações para calcular X ·H e obtemos

deg(X) = a1 · . . . · ad−1 · e+
d−1∑
i=1

a1 · . . . · bi · . . . · ad−1 (3.8)

Para o restante e por razões de simplicidade, escreva

a := a1 + . . .+ ad−1 b := b1 + . . .+ bd−1
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Assim, referiremos a X como sendo de tipo (a, b), e note que

D1 + . . .+Dd−1 = aH + bF

enquanto de (1.9) nós temos que

c1(TS) = dH + (2− e)F

Daí, para computar o gênero aritimético de X, nós temos

D1 · . . . ·Dd−1 · c1(TS) = (de+ 2− e) a1 · . . . · ad−1 + d
d−1∑
i=1

a1 · . . . · bi · . . . · ad−1

= d deg(X) + (2− e)`

e analogamente

D1 · . . . ·Dd−1 · (D1 + . . .+Dd−1) = a deg(X) + b `

que combinado com (3.5), nos dá

2pa(X)− 2 = deg(X)(a− d) + `(b+ e− 2) (3.9)

essa é uma ferramenta útil e será usada aqui ao estudarmos modelos canônicos de curvas.

3.2 Modelo Canônico em Scrolls de Dimensão Fixa

Nesta seção generalizamos, para dimensão arbitrária, os Teoremas [22, Thms. 2.1, 4.1] que

estudam curvas C em que o modelo canônico C ′ está contido em um scroll de dimensão

d para d = 2, 3. A ideia é pôr o enunciado do teorema de modo que ambos os casos

possam ser deduzidos de fórmulas gerais envolvendo d. Para isto, relembre, da Seção 1.1,

as definições dos parâmetros η e µ. A razão de focarmos apenas nos casos ` = 1, 2, d,

d+ 1 ficará clara após o Teorema 3.2.3 adiante

Teorema 3.2.1. Seja C uma curva não hiperelítica de gênero g ≥ d + 3, cujo modelo

canônico C ′, de gênero g′, está contido em um scroll racional normal suave S de dimensão
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d como uma interseção completa de tipo (a, b). Seja ` o número de pontos de C ′ em uma

fibra genérica do scroll. Então vale o seguinte:

(I) gon(C) ≤ `+ g − g′

(II) Se b = −(g − (d + 2)) então ou bem C é Gorenstein e no máximo tetragonal ou

então, ` = 2 e C ′ é elítica. Caso contrário

` =
(a− d− 1)(2g − 2− η) + η + 2µ

b− d− 2 + g

em particular, ` ≤ 3 se d = 2.

(III) Vale o seguinte:

(i) se ` = 1 então C ′ ∼= P1 e C é racional com todos pontos singulares não-

Gorenstein;

(ii) se ` = 2 e C ′ não é elítica, então C ′ ∼= P1 se e somente se b = −(g − (d+ 1))

ou então b ≥ −(g − (d+ 3)).

(iii) se ` = d, então b = −(g − (d + 2)) − (η + 2µ + τ(2g − 2 − η))/d; onde

τ ∈ {−1, 0, 1, . . . , d−3}. Em particular, se d = 2 então C é nearly Gorenstein;

e se d = 3, então C é Kunz com somente um ponto não-Gorenstein se e

somente se b = −(g − 4).

(iv) se ` = d+1, então b = −(g− (d+2))− (η+2µ+ τ(2g− 2− η))/(d+1); onde

τ ∈ {0, 1, . . . , d − 2}. Em particular, se d = 2 então C é quase Gorenstein se

e somente se for Kunz; e se d = 3, então C é Kunz com somente um ponto

não-Gorenstein se e somente se b = −(3g − 2)/2 com g par.

(IV) Se C é não-Gorenstein e ` ≥ 3, escrevendo S = Sm1,...,md temos que:

g − d− 1

`+ d− 2
+
ν(g − 1) + 3− `
`(d+ `− 2)

≤ m1 ≤ . . . ≤ md ≤
2g − 2− η

`

onde ν := (d−1) d−1
√
`−d−1; a menos que a = d+1 onde m1 ≥ (g−d−1)/(d+1);

em particular, as duas fórmulas estendem o caso d = 2 onde m1 ≥ (g − 3)/3.

Demonstração. Primeiro, note que o item (I) e a cota superior em (IV) na verdade não

dependem de C ′ ser uma interseção completa em S. Então, começamos aí nossa de-

monstração. Para demonstrarmos (I), primeiramente note que, como S é não singular, `
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coincide com o número de interseção C ′ · F definido anteriormente. Mais ainda, as fibras

de S realizam um g1` que podemos escrever como L(OC′(D), V ). Podemos assumir que D

é efetivo, e considerar a seguinte sequência

0 −→ OC −→ π′∗(OC′(D)) −→ π′∗(OC′(D))/OC −→ 0

a partir da qual obtemos, depois de tomar as características de Euler, que

deg(π′∗(OC′(D))) = h0(π′∗(OC′(D))/OC)

Podemos ainda assumir que D é suportado fora de (π′)−1(Sing(C)) para vermos que

h0(π′∗(OC′(D))/OC) = deg(D) + h0(π′∗(OC′)/OC) = `+ g − g′

que é o grau do pencil L(π′∗(OC′(D)), V ) em C e, em particular, supera sua gonalidade.

Para verificarmos a cota superior em (IV), seguimos [30, pp. 113-115] para vermos que

OC′(mdD) ⊂ OC′(H)

Agora deg(OC′(mdD)) = md`; enquanto, por outro lado, OC′(H) = OC′ω = OĈω já que

C ′ ∼= Ĉ. Mas

deg(OĈω) = 2g − 2− η

como foi provado em [20, Cor. 4.9] e a cota superior segue comparando os graus.

Para demonstrar os itens restantes, vamos tomar X = C ′ em (3.9). Assim, note que

pa(C
′) = g−η−µ devido a (1.1), e deg(C ′) = deg(OC′(H)) = 2g−2−η como acabamos de

ver. Além disso, a dimensão do espaço ambiente é N = g− 1 o que implica que e = g− d

por (1.5). Portanto (3.9) nos dá

(a− d− 1)(2g − 2− η) + η + 2µ− `(d+ 2− b− g) = 0 (3.10)

Se b 6= d+ 2− g, a igualdade acima fornece a fórmula de (II). Caso contrário

η + 2µ = (d+ 1− a)(2g − 2− η) (3.11)
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Como o lado esquerdo da equação é positivo, nós temos que a ≤ d+1. Agora, note que C ′

é dada pela interseção de divisores efetivos, daí todos ai ≥ 0 devido a (1.10). Mais ainda,

por construção, C ′ é não degenerada; portanto ` ≥ 1, o que implica que todos ai ≥ 1 e

então a ≥ d−1. Sendo não degenerada em Pg−1, segue que C ′ tem grau pelo menos g−1.

Então se todos ai = 1, então (3.8) nos dá

deg(C ′) = e+ b = (g − d)− (g − d− 2) = 2

o que não pode ocorrer já que g ≥ d+3 ≥ 5. Portanto, pelo menos um dos ai 6= 1 e então

a ≥ d. Agora a = d se e somente se existe exatamente um ai 6= 1, e temos necessariamente

ai = 2, que acontece se e somente se ` = 2; além disso (3.11) estabeleçe a relação

g − η − µ = 1

que, por (1.1), é equivalente a g′ = 1, i.e., C ′ é elítica. Se a = d + 1, então ou bem nós

temos somente dois ai 6= 1 os dois com valor 2, e daí ` = 4, ou então existe exatamente

um ai 6= 1 com valor 3, e então ` = 3; além disso, o anulamento do lado esquerdo de (3.11)

implica que C é Gorenstein. Neste caso, C ∼= C ′ e, lembrando que as fibras realizam um

g1` em C ′, a gonalidade de C é pelo menos `, o que, como já vimos, deve ser 3 ou 4 em tal

caso. Logo demonstramos a primeira afirmação de (II) a menos da suficiencia, que será

analisada mais adiante quando lidarmos com o caso ` = 2.

Para terminarmos (II), falta demonstrar que ` ≤ 3 se d = 2. De fato, d = 2 é um caso

especial quando a = ` e b = d′− `(g− 2) com, digamos, d′ := deg(C ′), devido a (3.8). Daí

(3.9) se torna

2g′ = p(`) = −(g − 2)`2 + (2d′ + g − 4)`− 2(d′ − 1) (3.12)

Como y = p(x) é côncava para baixo com raízes 1 e 2(d′−1)/(g−2), e g′ é positivo, segue

que

` ≤ 2(d′ − 1)

g − 2
=

2(2g − η − 3)

g − 2
= 4− 2(η − 1)

g − 2

Então ` ≤ 4 como g ≥ 5. Se C é Gorenstein então g′ = g, daí tomando ` = 4 em (3.12)

nos dá g = 3 o que é excluído. E se C é não Gorenstein e ` = 4 então η = 1 e portanto

g′ = 0; mas pela Observação 1.1.(iii), µ = 1 e também g = 2 o que também não pode

ocorrer. Segue então que ` ≤ 3 em todo caso.
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Para demonstrarmos (III), assuma ` = 1. Assim, as fibras de S realizam g11 em C ′,

daí C ′ ∼= P1. Como C é não hiperelítica, C e C ′ são biracionalmente equivalentes, então

C é racional. Mais ainda, como C ′ é não singular, então todos os pontos singulares de C

são necessáriamente não-Gorenstein, porque OC′,P ∼= OC,P quando P é Gorenstein e C é

não hiperelítica.

Se ` = 2 então, como dissemos acima, a = d e (3.10) nos dá

η + µ+ b− d− 1 = 0

Daí podemos escrever b = d − g + g′ + 1. Se g′ = 0 então C ′ ∼= P1 com b = d + 1 − g;

se g′ = 1, isto é, C ′ é elítica, então b = d + 2 − g e a equivalência na primeira afirmação

do ítem (I) está completa agora. E, finalmente, se g′ ≥ 2, segue que b > d + 2− g como

desejado. Agora, por definição, C é nearly Gorenstein se e somente se µ = 1, que acontece

se e somente se b = d − η. Se d = 2 então, como dito acima, b = d′ − `(g − 2); daí se

` = 2, então

b = (2g − 2− η)− 2(g − 2) = 2− η

daí C é sempre nearly Gorenstein.

Se ` = d então (a fórmula em) (iii) segue de (3.10) pondo τ := a− d− 1 e observando

que a ≥ d, como vimos acima, e

a ≤ `+ d− 2 = 2d− 2.

Em particular, se d = 2 então τ = −1, e, como dissemos antes, b = d′−`(g−2) = 2−η, daí

substituindo em (iii) nos dá µ = 1, que é equivalente a dizer que C é nearly Gorenstein.

E se d = 3 então ou bem τ = −1, o que implica que a = d de onde nós temos ` = 2 como

discutido anteriormente; mas isto não pode ocorrer já que ` = d = 3; ou então τ = 0 o

que nos dá b = −(g − 4) + (η + 2µ)/3; o resultado segue já que C é Kunz com somente

um ponto não-Gorenstein se e só se η = µ = 1.

Se ` = d+1 então, similarmente, (iv) segue de (3.10) pondo novamente τ := a− d− 1

e observando que a ≥ d + 1 e a ≤ ` + d − 2 = 2d − 1. Em particular, se d = 2 então

τ = 0, e agora b = d′ − `(g − 2) = 4 − g − η, daí substituindo em (iv) nos dá η = µ, o

que implica que C é quase Gorenstein se e somente se for Kunz. E se d = 3 então ou bem

τ = 0, isto implicaria b = −g + 5 − (η + 2µ)/4 o que não permite o caso η = µ = 1 já
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que b é inteiro; ou então τ = 1 e b = −(3g − 2)/2 com g par para que C seja Kunz com

somente um ponto não-Gorenstein.

Para terminarmos a demonstração do teorema, vamos demonstrar a cota inferior do

ítem (IV). Lembre que m1 ≥ −b/a por (1.10). Já que estamos assumindo ` ≥ 3, podemos

tomar a ≥ d+ 1 como discutido acima. Se vale a igualdade então (3.10) nos dá

m1 ≥
g − d− 1

d+ 1
+
η + 2µ

`
− 1

d+ 1

E a cota inferior segue desconsiderando a soma dos dois últimos termos, que é positiva,

pois C é não-Gorenstein. Por outro lado, se a > d+ 1 então (3.10) nos dá

m1 ≥
g − d− 2

a
+

(a− d− 1)d′ + η + 2µ

a`

E a cota segue já que d′ ≥ g−1 como visto acima, η+2µ ≥ 3 porque C é não-Gorenstein,

e (d− 1) d−1
√
` ≤ a ≤ `+ d− 2 por definição.

Como foi mostrado em [22, Thm 4.1], se d = 3 tem-se um resultado similar enfra-

queçendo a hipótese e permitindo C ′ ser uma interseção completa local. Isto foi feito via

correspondencia de Hartshorne-Serre para variedades de codimensão 2 contidas em uma

variedade suave. Então podemos completar a tabela em [22, Sec. 5] para todas curvas ra-

cionais monomiais tetragonais exibindo suas equações explícitas nas cartas afins, usando

o método de H. Bresinsky [6] que prova que qualquer curva monomial no espaço afim é

conjuntistamente uma interseção completa (ver Exemplo 3.2.2 abaixo). Mas, antes disso,

mostraremos que o parâmetro ` definido acima pode ser calculado idependentemente para

tal curva. De fato, podemos escrever a carta afim do scroll Sm1...md onde C ′ está contido

como

(1 : x : . . . : xmd : y1 : y1x : . . . : y1x
md−1 : . . . : yd−1 : yd−1x : . . . : yd−1x

m1) ∼= Ad

O que nos dá o morfismo

ϕi : C
′ −→ P1 ∼= (1 : x : . . . : xm1)

e, por definição, ` nos dá o número genérico de pontos em uma fibra de ϕi para qualquer
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i ∈ {1, . . . , d}. Se C é monomial racional, então podemos escrever x = tr e yi = tsi . Daí

o número de pontos na pré-imagem de (1 : a : . . . : ami) é precisamente o número de

soluções da equação tr = a uma vez que todo t determina um único ponto de C ′ pois

é uma parametrização. Daí temos ` = r e, por construção, este r é a mesma razão da

progressão aritmética que aparece no Lema 4.2.1.

Exemplo 3.2.2. Considere a curva C = (1 : t4 : t9 : t11 : t15 : t16) que tem genêro 8 e

um único ponto singular P = (1 : 0 : . . . : 0). Esta curva tem gonalidade 4 computada

pelo sistema linear |OC(4Q)| onde Q = (0 : . . . : 0 : 1). Pelo Corolário 2.2.2, seu modelo

canônico C ′ está contido em um scroll de dimensão 3. De fato, pelo Teorema 4.1.1,

C ′ = (1 : t4 : t7 : t8 : t9 : t11 : t12 : t13), que está contido no scroll S113. Considere então a

carta afim:

U = {(1 : x : y : x2 : z : xy : x2 : zx)} ∼= {(x, y, z)} = A3

e seja X := C ′ ∩ U . Então podemos escrever X = (t4, t7, t9) ⊂ A3. Do trabalho de J.

Herzog [18] vemos que qualquer curva monomial X no espaço afim pode ser definida por

um ideal primo I gerado por polinômios da forma

f1 = xa1 − ya12za13 f2 = ya2 − xa21za23 f3 = za3 − xa31ya32

onde os expoentes satisfazem as relações

a1 = a21 + a31 a2 = a12 + a32 a3 = a13 + a23

Podemos ver no trabalho de H. Brezinsky [6] que é possível desconsiderar fi quando

ajk, akj 6= 0 para j, k 6= i. De fato, se, por exemplo, a21, a12 6= 0, então podemos mostrar

que

〈f1, f2, f3〉 ∩ 〈xa21 , ya12〉 = 〈f1, f2〉

Temos então que Z(f1, f2) = X ∪ L onde L = {x = y = 0} é o eixo z. Daí é suficiente

encontrar h ∈ I tal que f2 ∈
√

(f1, h) e h = zb + p com p ∈ 〈x, y〉. Então, claramente,

X = Z(f1, h). Em [6], também é esboçado um método para encontrar tal h, que aplicamos

no nosso exemplo. Logo, em nosso caso, X = Z(I) com I gerado por

f1 = x4 − yz f2 = y3 − x3z f3 = z2 − xy2
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A fim de encontrar h, primeiro tome

h1 :=
(
fa12 + (−1)a1+1xa1(a21−1)za1a23f1

)
/ya12

= (f 4
2 − x8z4f1)/y

= y11 − 4y8x3z + 6y5x6z2 − 4y2x9z3 + x8z5

Então tome

h2 :=
(
h1 + x4z5f1

)
/y

= y10 − 4y7x3z + 6y4x6z2 − 4yx9z3 + x4z6

Finalmente tome

h = h3 :=
(
h2 + z6f1

)
/y

= y9 − 4y6x3z + 6y3x6z2 − 4x9z3 + z7

Portanto y3h ∈ I e como I é primo e y /∈ I temos que h ∈ I. Além disso f 4
2 ∈ 〈f1, h〉

então f2 ∈
√
〈f1, h〉 e daí X = Z(f1, h). Apenas observamos que este procedimento pode

envolver a substituição de alguns termos binomiais para que a divisão ya12 seja possível.

Agora podemos melhorar a tabela que aparece em [22, pp. 18-19], onde, para qualquer

curva monomial racional tetragonal C com somente um ponto singular e de gênero até 8,

é exibido o modelo canônico C ′ e um scroll S onde aquele está contido. Aqui nós também

damos as equações de C ′ em S, o parâmetro `, e o tipo de singularidade. Com isto,

podemos uníficar as tabelas de [22] relativas a curvas com um ponto singular, conforme

explicitado abaixo

gênero 4

C C ′ eqs para C ′ ` scr

(1 : t5 : t6 : t7 : t8 : t9) (1 : t : t2 : t3) NN y − x2 1 S11

(1 : t3 : t7 : t8) (1 : t : 1
t3
: 1
t2
) – x3y − 1 1 S11
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gênero 5

C C ′ eqs para C ′ ` scr

(1 : t6 : t7 : . . . : t10 : t11) (1 : t2 : t4 : t : t3) NN y2 − x 2 S12

(1 : t3 : t8 : t9 : t10) (1 : t3 : t6 : t2 : t5) NG y3 − x2 3 S12

(1 : t3 : t7 : t10 : t11) (1 : t3 : t6 : t4 : t7) K y3 − x4 3 S12

(1 : t4 : t7 : t9 : t10) (1 : t : t2 : 1
t3
: 1
t2
) NG x3y − 1 1 S12

(1 : t4 : t5 : t10 : t11) (1 : t : t2 : 1
t4
: 1
t3
) – x4y − 1 1 S12

(1 : t5 : t7 : t8 : t9 : t10 : t11) (1 : t2 : t4 : t3 : t5) NG y2 − x3 2 S12

gênero 6

(1 : t7 : t8 : . . . : t12 : t13) (1 : t : t2 : t3 : t4 : t5) NN y − x4 1 S13

(1 : t3 : t8 : t12 : t13) (1 : t3 : t6 : t9 : t5 : t8) K y3 − x5 3 S13

(1 : t5 : t8 : t9 : t11 : t12) (1 : t : t2 : t3 : 1
t3
: 1
t2
) – x3y − 1 1 S13

(1 : t5 : t6 : t9 : t12 : t13) (1 : t : t2 : t3 : 1
t4
: 1
t3
) – x4y − 1 1 S13

(1 : t5 : t6 : t7) (1 : t : t2 : t3 : 1
t5
: 1
t4
) – x5y − 1 1 S13

(1 : t5 : t7 : t9 : t11 : t12 : t13) (1 : t2 : t3) NG y2 − x5 2 S13

(1 : t3 : t10 : t11) (1 : t3 : t6 : 1
t
: t2 : t5) – xy3 − 1 3 S22

(1 : t4 : t9 : t10 : t11) (1 : t : t2 : t4 : t5 : t6) – y − x4 1 S22

gênero 6

C e C ′ eqs para C ′ ` scr

(1 : t5 : t6 : t8 : t13 : t14) – f = x3 − z 2 S111

(1 : t2 : t5 : t6 : t7 : t8) h = y6 − 3x2y4z + 3x4y2z2 − z5

gênero 7

(1 : t3 : t11 : t12 : t13) – y3 − x2 3 S23

(1 : t3 : t6 : t9 : t2 : t5 : t8)

(1 : t3 : t10 : t13 : t14) – y3 − x4 3 S23

(1 : t3 : t4 : t6 : t7 : t9 : t10)
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gênero 7

C e C ′ eqs para C ′ ` scr

(1 : t5 : t6 : t13 : t14) – y − x5 1 S23

(1 : t : t2 : t5 : t6 : t7 : t8)

(1 : t5 : t9 : t11 : t12 : t13) – y − x4 1 S23

(1 : t : t2 : t4 : t5 : t6 : t7)

(1 : t6 : t7 : t10 : t11 : t14 : t15) – y − x4 1 S14

(1 : t : t4 : t5 : t6 : t7 : t8)

(1 : t6 : t7 : t8 : t10 : t11) – y − x5 1 S14

(1 : t : t5 : t6 : t7 : t8 : t9)

(1 : t6 : t7 : t8 : t9) – y − x6 1 S14

(1 : t : t6 : t7 : t8 : t9 : t10)

(1 : t6 : t9 : t10 : t11 : t12 : t13) – y − x3 1 S14

(1 : t : t3 : t4 : t5 : t6 : t7)

(1 : t6 : t8 : t10 : t11 : t13 : t14 : t15) NG y2 − x5 2 S14

(1 : t2 : t4 : t6 : t8 : t5 : t7)

(1 : t4 : t7 : t12 : t13) – f = x4 − y 1 S112

(1 : t : t4 : t5 : t7 : t8 : t9) h = x7 − z

(1 : t4 : t10 : t11 : t12 : t13) – f = y2 − x 4 S112

(1 : t2 : t3 : t4 : t6 : t7 : t8) h = z4 − 2xyz2 + x3

(1 : t5 : t8 : t11 : t12 : t13 : t14) – f = x3 − z 2 S112

(1 : t2 : t3 : t5 : t6 : t7 : t8) h = y2 − z

(1 : t5 : t7 : t8) – f = x4 − z 2 S112

(1 : t2 : t5 : t7 : t8 : t9 : t10) h = y8 − 4xy6z + 6x2y4z2

−4x3y2z3 + z5

(1 : t6 : t7 : t8 : t10) – f = x3 − y 2 S112

(1 : t2 : t6 : t7 : t8 : t9 : t10) h = y7 − 3x2y5z2 + 3x4y2z4 + z6
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gênero 8

C e C ′ eqs para C ′ ` scr

(1 : t4 : t10 : t13 : t14 : t15) – f = x3 − z 2 S222

(1 : t2 : t4 : t5 : t6 : t7 : t8 : t9 : t10) h = y6 − 3x2y4z

+3x4y2z2 + z5

(1 : t6 : t9 : t11 : t13 : t14 : t15 : t16) – f = x3 − z 2 S113

(1 : t2 : t3 : t5 : t6 : t7 : t8 : t9) h = y2 − z

(1 : t4 : t9 : t14 : t15) – f = x4 − y 1 S122

(1 : t : t4 : t5 : t6 : t8 : t9 : t10) h = y2 − z

(1 : t4 : t9 : t14 : t15) – f = y4 − x 4 S122

(1 : t : t4 : t5 : t6 : t8 : t9 : t10) h = y6 − z

(1 : t5 : t7 : t13 : t15 : t16) – f = x4 − z 2 S113

(1 : t2 : t3 : t5 : t7 : t8 : t9 : t10) g = y2 − x3

(1 : t5 : t7 : t9 : t10) – f = x5 − z 2 S113

(1 : t2 : t5 : t7 : t9 : t10 : t11 : t12) g = y2 − z

(1 : t4 : t10 : t11 : t16 : t17) NG f = x3 − y2 4 S113

(1 : t4 : t6 : t7 : t8 : t10 : t11 : t12) h = y7 − 3xy4z

+3x2yz4 + z6

(1 : t4 : t9 : t11 : t15 : t16) K f = x4 − yz 4 S113

(1 : t4 : t7 : t8 : t9 : t11 : t12 : t13) h = y9 − 4x3y6z

+6x6y3z2 − 4x9z3 + z7

(1 : t4 : t11 : t13 : t14) – f = x3 − y 1 S122

(1 : t : t3 : t4 : t5 : t7 : t8 : t9) h = x7 − z

(1 : t4 : t11 : t13 : t14) – f = y3 − x 4 S122

(1 : t : t3 : t4 : t5 : t7 : t8 : t9) h = y4 − z

(1 : t5 : t8 : t12 : t13 : t14) – f = x4 − z 2 S122

(1 : t2 : t4 : t5 : t7 : t8 : t9 : t10) h = y8 − 4xy6z + 6x2y4z2

−4x3y2z3 + z5
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onde convenientemente adotamos

K := Kunz

NG := nearly Gorenstein

NN := nearly normal

Note que na tabela acima não encontramos nenhuma curva trigonal nearly Gorenstein

(ou Kunz) C com modelo canônico C ′ contido em um scroll com ` = 1; e também não

achamos nenhuma C tetragonal nearly Gorenstein com C ′ em um scroll com ` = 1, 2.

Esta observação motiva o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3. Seja C uma curva nearly Gorenstein, cujo modelo canônico C ′ está

contido em um sroll racional normal S de dimensão d. Se as fibras de S geram um g1`

completo sobre C ′, então d ≤ ` ≤ d+ 1.

Demonstração. Como S é suave, o g1` não tem pontos de base e pode ser escrito como

L(OC′(D), V ). Agora, de acordo com [20, Thm. 6.5], C é nearly Gorenstein se e somente

se C ′ é linearmente normal. E se C ′ é linearmente normal e está contida em S, então, por

[30, Sec. 2], temos que

h0(OC′(H −D)) = deg(S).

Usando [20, Cor. 4.9] junto com Riemann-Roch em C ′ para o lado esquerdo da última

igualdade, e usando (1.5) e (1.6) para o lado direito nós obtemos

2g − 2− η − `+ 1− g′ + h1(OC′(H −D)) = g − d (3.13)

Lembre que g′ = g − η − µ e que C é nearly Gorenstein se e somente se µ = 1, daí temos

que (3.13) fica

` = d+ h1(OC′(H −D)) (3.14)

Defina F := π′∗(OC′(D)). Olhando a imagem direta e usando a dualidade de Serre em C

temos
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H1(OC′(H −D)) = H1(π′∗(OC′(H −D)))

= H1(Ôω ⊗F∨)

= H0(Hom(Ôω, ω)⊗F)

Ponha

G := Hom(Ôω, ω)⊗F .

. Claramente, H0(G) ⊂ H0(F) = H0(OC′(D)). Agora, já que C é nearly Gorenstein,

ela tem um único ponto não-Gorenstein que chamamos P . Podemos assumir que D

tem suporte fora de (π′)−1(P ). Então, por construção, GQ = FQ se Q 6= P , e também

GP = HomOP (ÔP ,OP ). Podemos ainda assumir que D é efetivo, daí k ⊂ H0(F); mas

note que k ∩ GP = 0, logo H0(G) ( H0(F). Portanto

h1(OC′(H −D)) = h0(G) < h0(F) = h0(OC′(D)) = 2

onde a última igualdade vale porque g1` é completo. O resultado segue de (3.14).

Da mesma maneira que observado em [22], os esforços feitos aqui para caracterizar

gonalidade via scrolls, mesmo que gerais, são ainda iniciais.

É possível que tal caracterização requeira mesmo um estudo mais detalhado de syzygies

de modelos canônicos nos mesmos moldes de, e.g., [9], o que seria um tema interessante

para trabalhos futuros.



Capítulo 4

Gonalidade de Curvas Racionais

Monomiais

4.1 Modelos Canônicos de Curvas Monomiais

Primeiramente, vamos estabelecer os objetos com os quais trabalharemos neste capítulo.

Considere o morfismo

P1 −→ Pn

(s : t) 7−→ (san : ta1san−a1 : . . . : tan−1san−an−1 : tan)

A imagem C de tal aplicação é o que chamamos de uma curva racional monomial, que,

por simplicidade, denotamos por

C = (1 : ta1 : . . . : tan−1 : tan)

com a1 < . . . < an. Note que C admite no máximo dois pontos singulares que são

P = (1 : 0 : . . . : 0) a origem do espaço afim An ⊂ Pn, e Q = (0 : 0 : . . . : 1) o ponto no

infinito sob a parametrização dada por t.

No próximo resultado, vamos olhar para a aritmética dos dois semigrupos SP e SQ de

uma curva racional monomial nos pontos, possivelmente singulares, para generalizar [22,

Prp. 3.1] com argumentos um pouco diferentes.

36
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Teorema 4.1.1. Seja C uma curva racional monomial. Então seu modelo canônico é

C ′ = (1 : tb2 : . . . : tbδP : tc1 : . . . : tcδQ )

onde {0, b2, . . . , bδP } = γP −GP , {c1, . . . , cδQ} = γP +GQ e GP (resp. GQ) é o conjunto

das lacunas de SP (resp. SQ).

Demonstração. Seja g o gênero de C e seja W um subfeixe livre de torção de posto 1 do

feixe constante de funções racionais K sobre C. Se h0(W) ≥ g e deg(W) = 2g − 2 então

existe uma imersão do feixe dualizante ω ↪→ K cuja imagem é W . De fato, isto pode ser

visto, por exemplo, reescrevendo [31, p. 110 top] em termos de feixes. Então considere o

subfeixe de K definido por

W := OC〈1, tb1 , . . . , tbδP−1 , tc1 , . . . , tcδQ 〉

isto é, o subfeixe gerado pelas seções (globais) 1, tbi , tcj ∈ k(t) = k(C) definidas no enun-

ciado do teorema. Uma vez que bi e cj são todos diferentes um do outro, estas seções são

linearmente independentes, daí h0(W) ≥ δP + δQ = g. Afirmamos que deg(W) = 2g − 2.

De fato para provar isto, primeiro note que 1 ∈ H0(W) assim W ⊃ O e então

deg(W) =
∑
R∈C

dim(WR/OR).

Agora se R 6= P,Q, então, claramente, WR = OR e então R não contribui para o grau

do feixe. Vamos computar a dimensão para o ponto Q. Relembre, por exemplo, de [25,

Prp. 1] que

dim(WQ/OQ) = #(vQ(WQ) \ SQ) (4.1)

Afirmamos que

vQ(WQ) \ SQ = −(γP +GQ)
⋃
{−γP + 1,−γP + 2, . . . ,−1}

⋃
GQ (4.2)

De fato, para demonstrar “⊃” note que γP + GQ = {ci}γPi=1, e que tci ∈ WQ por

construção; por outro lado, vQ(tci) = −ci então vale a inclusão no primeiro conjunto da

união acima. Agora seja r ∈ Z tal que r ≤ γP − 1; então, em particular, ci − r ≥ 2
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para todo i; como o número de ci é o número de lacunas de SQ e 1 é uma lacuna, temos

que cj − r ∈ SQ para algum j, então tome f ∈ OQ para qual vQ(f) = cj − r; portanto

tcjf ∈ WQ e vQ(tcjf) = −cj + cj − r = −r então valem as inclusões no segundo e terceiro

conjunto da união acima.

Agora para demostrarmos “⊂” usamos o fato que C é monomial e, em particular, o

anel local de Q também o é. Isto é, se escrevermos

SQ = {0, s1, . . . , sn, βQ,→} (4.3)

então temos que

OQ = k ⊕ kt−s1 ⊕ . . .⊕ kt−sn ⊕ CQ (4.4)

já que t−1 é um uniformizante local para Q. Daí concluímos que qualquer a ∈ vQ(WQ)

é da forma a = vQ(t
dt−s) = s − d onde d ∈ {0, b2, . . . , bδP , c1, . . . , cδQ} e s ∈ SQ. Logo é

suficiente mostrar que se s−d ≤ −γP então d−s−γP 6∈ SQ. Agora a desigualdade implica

que d ∈ {c1, . . . , cδQ} = γP + GQ. Portanto existe um ` ∈ GP para o qual d = γP + `

o que nos dá d − s − γP = ` − s que não pode pertencer a SQ caso contrário, ` também

pertenceria. Logo também provamos “⊂”.

De (4.1) e (4.2) concluímos que

dim(WQ/OQ) = 2δQ + βP − 2 (4.5)

Agora vamos computar a dimensão para o ponto P . Afirmamos que

WP = k ⊕ ktb2 ⊕ . . .⊕ ktbδP ⊕ CP (4.6)

De fato, “⊃” se deduz facilmente do fato de que

WP = OP + tb2OP + . . .+ tbδPOP (4.7)

Para demonstrarmos “⊂” primeiramente note que

vP (k ⊕ ktb2 ⊕ . . .⊕ ktbδP ⊕ CP ) = KP

onde a última parcela foi definida em (1.3). Uma vez que vale “⊃”, é suficiente mostrarmos
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que

vP (WP ) = KP (4.8)

Para vermos isto, relembre novamente que C é monomial e daí OP também satisfaz

(4.4) trocando Q por P e t−1 por t. Combinando isto com (4.7) é suficiente mostrarmos

que SP + KP ⊂ KP para termos (4.8); ou, em linguagem de semigrupos, que KP é um

SP ideal relativo; mas isto é conhecido, por exemplo, em [19], logo vale “⊂” e segue a

afirmação.

Assim, de (4.6), temos que dim(WP/CP ) = δP . Portanto, podemos escrever

dim(WP/OP ) = dim(OP/OP ) + dim(WP/CP )− dim(OP/CP )

= 2δP − βP

Combinando com (4.5) teremos

deg(W) = dim(WP/OP ) + dim(WQ/OQ)

= 2δP − βP + 2δQ + βP − 2

= 2g − 2

Então W é a imagem de ω em K por um isomorfismo, como queríamos. Chame

V := k ⊕ ktb2 ⊕ . . .⊕ ktbδP ⊕ ktc1 ⊕ . . .⊕ ktcδQ

Como W ∼= ω, em particular, h0(W) = g e daí H0(W) = V . Agora C = P1 então o

modelo canônico C ′ é a imagem do morfismo κ : P1 → Pg−1 definido pelo sistema linear

L(OCW , H0(W)) = L(OP1〈V 〉, V ), isto é, C ′ = κ(P1) onde

κ : P1 −→ Pg−1

(1 : t) 7−→ (1 : tb2 : . . . : tbδP : tc1 : . . . : tcδQ )

como queríamos demonstrar.
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4.2 Curvas Monomiais no Scroll

Vamos agora relembrar um resultado para scrolls de dimensão arbitrária que nos será

útil em nossos objetivos. Advertimos ao leitor que o enunciado – como todos envolvendo

monomialidade – depende de uma mudança de coordenadas adequada no espaço ambiente,

que sempre é possível pois se trata apenas de reordenarmos as coordenadas.

Lema 4.2.1. [22, Lem 3.2] A curva monomial racional (1 : ta1 : . . . : taN ) ⊂ PN está

contida em um scroll de dimensão d Sm1m2...md se e somente se existe uma partição do

conjunto {0 = a0, a1, . . . , aN} em d subconjuntos, com, respectivamente, m1 + 1,m2 +

1, . . . ,md + 1 elementos, tal que tais elementos de todos subconjuntos podem ser reorde-

nados formando uma progressão aritmética de mesma razão.

Com este lema em mãos, vamos demonstrar o nosso principal reultado.

Teorema 4.2.2. Seja C uma curva racional monomial de gênero g ≥ 1. Então gon(C) =

d se e somente se seu modelo canônico C ′ está contido em um scroll de dimensão d− 1,

e não está contido em qualquer scroll de dimensão menor.

Demonstração. A demonstração será por indução em d. Uma vez que g ≥ 1, então

gon(C) ≥ 2. Daí note que o enunciado do teorema para d = 2 corresponde a seguinte

afirmação: C tem gonalidade 2 se e somente se C ′ é a curva racional normal de grau g−1

em Pg−1. Mas isto foi provado em [20, Thm. 3.4] e [23, Thm. 2.1].

Para o restante, escreva

C ′ = (1 : tb2 : · · · : tbδP : tc1 : · · · : tcδQ ) ⊂ Pg−1

como no teorema 4.1.1 e chame

A := {0, b2, . . . , bδP , c1, . . . , cδQ}

Agora vamos provar o resultado para um número inteiro positivo arbitrário d assu-

mindo que o resultado é válido para qualquer inteiro positivo menor do que d. Para

provarmos a suficiência, suponha que C ′ está contida em um scroll de dimensão d − 1.

Pelo lema 4.2.1, existe uma partição de A em d− 1 subconjuntos, digamos A1, . . ., Ad−1,

todos formando uma progressão aritmética de mesma razão, digamos r.
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Colocamos

A1 = {0, r, . . . , e1}

A2 = {a2, a2 + r, . . . , e2}
...

Ad−1 = {ad−1, ad−1 + r, . . . , ed−1}

Supondo também que d − 1 é a menor dimensão de um scroll em que C ′ pode estar

contida, vemos do lema 4.2.1 que qualquer elemento final e = ei de Ai satisfaz e+ r /∈ A.

Agora considere o subfeixe de K em C definido por

F := OC 〈1, tr〉

gerado pelas seções (globais) 1, tr ∈ k(C) = k(t). Afirmamos que

deg(F) = d

De fato, para provar isto, note que como C é monomial e t (resp. t−1) é um uniformi-

zante local para P (resp. Q) temos que

vR(FR) =


SP
⋃
(SP + r) se R = P

N se R 6= P,Q

SQ
⋃
(SQ − r) se R = Q

Logo, como na demonstração do teorema anterior, concluímos que

deg(F) = #(SP + r \ SP ) + #(SQ − r \ SQ)

Agora seja e = ei ∈ Ai para algum i ∈ {1, . . . , d− 1}. Considere os seguintes casos:

(i) se e = γP − ` com ` ∈ GP e ` ≥ r então ` − r ∈ SP já que e + r 6∈ A, o que implica

que ` ∈ SP + r \ SP ;

(ii) se e = γP − ` com ` ∈ GP e ` < r então r − ` ∈ SQ já que e + r 6∈ A, o que implica

que−` ∈ SQ − r \ SQ;
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(iii) se e = γP + ` com ` ∈ GQ então `+ r ∈ SQ já que e+ r 6∈ A, logo ` ∈ SQ − r \ SQ;

Mais ainda, −r ∈ SQ− r \ SQ. Portanto, combinando este fato com as três afirmações

acima nós concluímos que deg(F) ≥ d. Vamos provar que vale a igualdade.

Se s ∈ SP com s+r /∈ SP , então γP−(s+r) ∈ A e γP−s /∈ A; portanto γP−(s+r) = ei

para algum i.

Se s ∈ SQ com s− r /∈ SQ temos dois casos. Primeiro, se s > r, então γP +(s− r) ∈ A

e γP + s 6∈ A; portanto γP + (s− r) = ei para algum i.

De outro modo, se s < r, separamos este caso em outros dois casos. Se r − s 6∈ SP ,

então γP − (r − s) ∈ A e γP + s /∈ A portanto γP − (r − s) = ei para algum i.

Se não, i.e., se r − s ∈ SP , tome uma nova partição de A em subconjuntos todos for-

mando uma progressão aritmética de mesma razão r−s. Note que sempre é possível fazer

isto mesmo que nenhum elemente do A esteja ligado a outro em um mesmo subconjunto

da nova partição. Mas afirmamos que, no nosso caso, a nova partição decompõe A em

d− 1 subconjuntos disjuntos. De fato, se γP − ` ∈ A para ` ∈ GP com ` ≥ r − s então

γP − l + r − s ∈ A

porque se não l − r + s ∈ SP o que implica que ` ∈ SP o que não ocorre. Daí se γP − `,

com ` ∈ GP , é o elemento final de um subconjunto A da nova partição então

` < r − s e γP + r − s− ` 6∈ A

logo r− s− ` ∈ SQ e portanto r− ` ∈ SQ. Mas isto implica que γP − ` é o elemento final

de um subconjunto de A na primeira partição. E se γP + `, com ` ∈ GQ, é o elemento

final de um subconjunto de A na nova partição então

γP + `+ r − s 6∈ A

o que implica que `+ r− s ∈ SQ e daí `+ r ∈ SQ; logo γP − ` também é um elemento final

de um subconjunto de A na primeira partição. Segue que se a nova partição subdivide

A em d′ subconjuntos, então d′ ≤ d − 1. Mas deve valer a igualdade se não, pelo lema

4.2.1, C ′ está contida em um scroll de dimensão d′ com d′ < d − 1, o que contraria a

nossa hipótese. Logo podemos trocar r por r − s e recomeçar. Fazemos isto até termos
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r − s 6∈ SP para todo s ∈ SQ com s − r 6∈ SQ. O processo certamente termina pois r

decresce a cada passo.

Daí deg(F) = d e gon(C) ≤ d. Mas é de fato d, porque se não C ′ estaria contida em

um scroll de dimensão menor do que d− 1 contrariando nossa hipótese de indução.

Reciprocamente, a necessidade segue do Teorema 2.2.1.(I) e indução.
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