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Dare You to Move
By Switchfoot

Welcome to the Planet
Welcome to existence
Everyone’s here

Everyone’s here

Everybody’s watching you now
Everybody waits for you now
What happens next?

What happens next?

I dare you to move

I dare you to move

I dare you to lift yourself up off the floor
I dare you to move

I dare you to move

Like today never happened

Today never happened before

Welcome to the fallout

Welcome to resistance

The tension is here

The tension is here

Between who you are and who you could be
Between how it is and how it should be

I dare you to move

I dare you to move

I dare you to lift yourself up off the floor
I dare you to move

I dare you to move

Like today never happened

Today never happened before

Maybe redemption has stories to tell
Maybe forgiveness is right where you fell
Where can you run to escape from yourself?
Where you gonna go?

Where you gonna go?

Salvation is here

I dare you to move...
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Resumo

Seja C' uma curva inteira e projetiva; e seja C’ seu modelo canoénico. Estudaremos a rela¢ao
entre a gonalidade de C' e a dimensao de um scroll racional normal S que pode conter C".
O nosso maior interesse esta no caso em que C' é singular, ou mais ainda nao-Gorenstein,
em tal caso C' 2 C'. Em um primeiro momento analisamos algumas propriedades de uma
inclusao €’ C S quando esta é induzida por um pencil em C. Depois, na dire¢ao oposta,
assumimos que C” esté contida em certo scroll, e verificamos algumas propriedades que C'
deve satisfazer, tais como gonalidade e o tipo de suas singularidades. Por fim, provamos
que uma curva monomial racional C' tem gonalidade d se e somente se C’ esta contida em
um scroll de dimensao d — 1.

Palavras-chave: curva nao-Gorenstein, modelo candnico, gonalidade, scroll.
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Abstract

Let C be an integral and projective curve; and let C” be its canonical model. We study
the relation between the gonality of C' and the dimension of a rational normal scroll .S
where C” can lie on. We are mainly interested in the case where C' is singular, or even
non-Gorenstein, in which case C" 2 C'. We first analyze some properties of an inclusion
C’" € S when it is induced by a pencil on C. Afterwards, in an opposite direction, we
assume C’ lies on a certain scroll, and check some properties C' may satisfy, such as
gonality and the kind of its singularities. At the end, we prove that a rational monomial
curve C' has gonality d if and only if C’ lies on a (d — 1)-fold scroll.

Keywords: non-Gorenstein curve, canonical model, gonality, scrolls.
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Introducao

F. Enriques e D. W. Babbage [15, 4] provaram que uma curva canonica suave nao hipe-
relitica é a intersecao conjuntista de hiperquadricas, a menos do caso em que a curva é
trigonal ou isomorfa a uma quintica plana. Pode se deduzir de seus trabalhos a seguinte
proposicao: “uma curva regular, integral e projetiva é trigonal se e somente se é isomorfa a
uma curva canodnica que esta contida em um scroll racional normal suave bidimensional".
Isto nos da uma caracterizacao geométrica da trigonalidade.

A partir desta perspectiva, somos levados a duas generalizacoes naturais desta carac-
terizacao, que foram feitas de fato. Pode-se considerar gonalidades mais altas, ou, ao
invés, permitir que curvas trigonais tenham pontos singulares.

Na primeira linha encontramos, por exemplo, no trabalho de F.-O. Schreyer [30, Sec.
6], um estudo detalhado da relagao entre uma curva canénica C' de gonalidade d e o
scroll S de dimensao d — 1 em que ela esta contida, quando d = 4,5 (bem como d = 3).
Este estudo envolve verificar a unicidade do gJ; analisar a resolucao de ciclos quando C
é uma intersecao completa em S; e também encontrar cotas superior e inferior para os
invariantes de S em termos do género de C.

Na outra dire¢éo, em [28], K.-O. Stohr e R. Rosa dedicaram seus estudos ao caso em
que ambos, a curva trigonal e o scroll bidimensional, sao singulares. Os resultados em
que chegaram se encaixam perfeitamente com a afirmacao acima trocando ‘“regular” por
“Gorenstein”. Um ponto chave nesta abordagem foi admitir sistemas lineares com pontos
de base nao-removiveis. Tal flexibilizagao na nocgao tradicional de pencil foi necessaria
porque os autores demonstram que uma curva canoénica (Gorenstein) contida em um cone
sempre passa pelo vértice, que nao pode ser removido, se nao a curva seria hiperelitica.
Na verdade, sistemas lineares com pontos de base nao-removiveis aparecerem mais cedo
na literatura, sendo introduzidos por M. Coppens em [10]. Essencialmente, é o mesmo que

permitir feixes livre de torcao de posto 1, no lugar de fibrados, na definicao de sistemas



lineares; e trocar morfismos por pencils, na definigdo de gonalidade (veja a Secao 1.1).

Quando este estudo é feito para curvas nao-Gorenstein, logo se depara com a seguinte
questao: qual seria exatamente a generalizacao do enunciado acima neste caso? Os termos
“isomorfos” e “canonico” caminham agora em dire¢oes diferentes, dependendo da escolha
que fazemos. De fato, dada uma curva nao-Gorenstein C' com gonalidade d, podemos
procurar por um scroll de dimensao d — 1 contendo: (i) ou uma copia isomorfa de C' por
meio de um mergulho adequado; (ii) ou, entao, uma curva C’ que poderia ser naturalmente
chamada um “modelo canénico” de C.

No Exemplo 2.1.1, fazemos algumas observagoes sobre a dificuldade de obtermos o
item (i) acima ja que os métodos usuais de induzir inclusées em scrolls via pencils podem
falhar em obter a dimensao esperada quando C' é nao-Gorenstein. Por outro lado, se (ii)
representa uma opgao, pode-se lidar, por exemplo, com a nocao de um modelo candnico
C" introduzido por Rosenlicht em [29] e também estudado por S. L. Kleiman e R. V.
Martins em [20] (veja a Se¢ao 1.1). Além disso, dentro desta perspectiva, [20, Thm. 3.4]
que afirma que C’ é a curva racional normal de grau g — 1 em P9~! se e somente se C
é ou hiperelitica ou racional nearly normal, se combinado com |23, Thm. 2.1], pode ser
reformulado como: C' tem gonalidade 2 se e somente se C” esta contida em um scroll de
dimensao 1. Dai o mero formalismo de considerar curvas racionais normais como scrolls
desempenha aqui o primeiro passo de um resultado geral, demonstrado no Teorema 4.2.2
para curvas monomiais.

No Capitulo 2, mostramos no Teorema 2.2.1 como obter uma inclusao ¢’ C S induzido
por qualquer pencil em C. Em particular temos que S tem dimensao (d — 1) se C' tem
gonalidade d. Este resultado estende o de Stohr-Rosa [28, Thm. 2.1, Lem 2.3| sobre
curvas trigonais para qualquer gonalidade. O argumento usado é similar aos métodos de
Andreotti-Mayer [1]. N6s também damos um cota superior para a dimensao do conjunto
singular de S em termos de alguns invariantes do pencil e procuramos condic¢oes suficientes
para que S seja de fato singular.

Ainda discutindo o caso geral, no Capitulo 3, nés estudamos a reciproca. Assumimos
que C’ esta contida em um dado scroll S de dimensao d tal que o namero de interse-
¢ao de ¢’ com uma fibra genérica de S é ¢. Variando ¢, nos descrevemos propriedades
importantes de C' em fungao de d e outros invariantes de S. Nosso principal objetivo é

estudar gonalidade, mas nos também estudamos o niimero de pontos nao-Gorenstein de C'



e verificamos quando a curva pode ser, nearly Gorenstein, Kunz ou nearly normal. Estes
conceitos, baseados em principios locais introduzidos por V. Barucci e R. Froberg em [5],
tomaram uma caracteriza¢ao geométrica em [20, Thms. 5.10, 6.5] onde foram conectados
com a normalidade projetiva e aritmética do modelo canonico. Eles se mostraram uma
ferramenta essencial ao fazer as primeiras distin¢oes entre as curvas nao-Gorenstein. Co-
locamos os resultados obtidos juntos no Teorema 3.2.1, que é uma generalizacao para d
arbitrario de [22, Thms. 2.1, 4.1], provado para d = 2,3 por D. Lara, S. Marchesi e R.
V. Martins. No entanto, nés nao obtemos a reciproca para o teorema da secao anterior.
De fato, nos parece que teoria de intersecao pura é insuficiente para concluir que C tem
gonalidade d + 1 quando S é um scroll de dimensao d até mesmo no caso mais simples em
que d = 2; E o leitor deve notar a dificuldade de ajustar os argumentos de, por exemplo,
[30] ou Brundu-Sacchiero 7] e Casnati-Ekedahl [8], para o caso em que o feixe dualizante
nao é um fibrado. Terminamos o capitulo estudando o caso especifico de curvas nearly
Gorenstein no Teorema 3.2.3

No Capitulo 4, assumimos que C' é uma curva racional monomial e provamos que C'
tem gonalidade d se e somente se C’ esta contida em um scroll de dimensao d—1 (Teorema
4.2.2). Este resultado generaliza |22, Thms. 3.3, 5.1] que foi provado assumindo d = 2,3
e C' com somente um ponto singular. O ponto chave é a descri¢ao combinatoria de C’
no Teorema 4.1.1, que é uma extensao de [22, Prp 3.1| e foi obtido com argumentos

ligeiramente diferentes.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Modelo Candnico

Para nés, uma curva C' € um esquema unidimensional integral e completo, definido sobre
um corpo algebricamente fechado k. Chamamos g o género aritmético da curva C' com
feixe estrutural O, ou simplesmente O. Se 7w : C — C' é a normalizagdo, seja O = m,(Og)
e C := Hom(O, O), o condutor de O em O. Denotaremos por w¢, ou simplesmente w, o

feixe dualizante de C.

Definicao 1. Dizemos que uma curva C de género g é Gorenstein se satisfaz as seguintes

condigoes equivalentes:
(i) dim Op/Op = dim Op/Cp para todo P € C.
(i) w é invertivel, isto é, wp = Op para todo P € C.
(iii) g = 0 ou existe o morfismo ¢, : C' — P9~1.

As curvas que nao forem Gorenstein nos referimos simplesmente por nao Gorenstein,

o mesmo valendo para os pontos que nao satisfazem as igualdades dos itens (i) e (ii).

Definicao 2. Uma curva C é dita hiperelitica se satisfaz as seguintes condig¢oes equiva-

lentes:
(i) Existe um morfismo de grau 2 de ¢ — P'.
(ii) Existe um feixe invertivel F tal que deg F = h%(F) = 2.
Curvas hipereliticas sdo Gorenstein, como verificado em [29, Teo 17].

4



1.1 MODELO CANONICO 5

Definicao 3. Um sistema linear de dimensao r em C é um conjunto da forma
L=LFV)={z'F|lreV\0}

em que F é um feixe coerente de ideais fracionarios em C' e V é um subespago vetorial

de H°(F) de dimensao r + 1. O grau de um sistema linear é o inteiro
d:=deg F = x(F) — x(0)
Note, em particular, que se O C F entao

deg F = Y dim(Fp/Op).
pPeC

Usaremos a notacao gj; para representar um “sistema linear de grau d e dimensao 7.
Comumente chamamos um g} de pencil. O sistema linear é dito completo se V.= H°(F),
neste caso escrevemos simplesmente £ = |F|. Finalmente, a gonalidade de C' é o menor
d para o qual existe um g em C, ou equivalentemente, um feixe livre de tor¢ao F de
posto 1 em C com grau d e h°(F) > 2. Um ponto P € C ¢é dito um ponto de base de L
se xtOp C Fp para todo x € V. Um ponto de base é dito removivel se L'(O(V), V) ndo
possui ponto de base, onde O(V') é o subfeixe do feixe constante das fung¢oes racionais
gerado por todas segoes de V' C k(C). Entao, P é um ponto de base nao removivel de £

se Fp nao ¢ um Op-module livre; em particular, P é singular no caso afirmativo.

Esta definicao difere da definicao usual de sistema linear ja que se troca feixe inver-
tiveis por feixe livre de torcao de posto 1. Esta alteragao é necessaria por trabalharmos
com curvas singulares que podem admitir ponto de base ndao-removiveis (para maiores
detalhes ver M. Coppens [10]). Isto foi feito com sucesso por R. Rosa and K.-O. Stéhr
em [28] obtendo resultados geométricos para curvas trigonais Gorenstein que se encaixam

perfeitamente com os resultados conhecidos no caso de curvas suaves.

Exemplo 1.1.1. Considere a curva C := (t3,14,¢5) C P3.

C esta contida no cone S :={(w:x:y:z) € P?|xz = y*}.
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Considere os pontos P:=(1:0:0:0)eco:=(0:0:0:1) e as retas L; := {(A:0: 0t :
0t2)|(A:0) €EPi} e Log :={(N:0:0:60)|(\:60) € P;}. Temos que L, encontra C' em P
e B = (3,t1,1°) e L, encontra C em P e oo

Geometricamente, isto ¢ um g4 com ponto de base nao-removivel.

Escreva k(C) = k(t), considere F := O¢(1,t), temos para ¢ € k:

( (

1 se@Q =P 1 se@ =P

dego((t—c)'"F) =91 seQ="P. dego(F)=41 se Q=00

0 c.c. 0 c.c.
\ \

Logo L(F,(1,t)) descreve este sistema linear.
Mas Op = k@ t30p e Fp=Op+tOp =k Bkt ®t3Op, que ndo é um Op-modulo livre.

Logo F nao é invertivel, mas apenas livre de torsao de posto 1.

Dados um esquema integral A, uma aplica¢ao ¢ : A — C e um feixe G em C seja
041G = ¢*G/Torsion(¢*G).

Dado um feixe coerente F em C' seja F" := Sym"F /Torsion(Sym"F). Se F ¢& inver-

tivel, entao F" = F®".

Definigao 4. Definimos C = Proj(®w™) o blowup de C' ao longo de w. Se 7 : C—Cé
0 morfismo natural, sejam O = 7(Og) e Ow = 7(Opw). Em [29, p 188 top| Rosenlicht
mostrou que o sistema linear £(Ozw, H®(w)) ¢é livre de ponto base. Ele considerou entao
o morfismo « : C — P9~! definido por £ e chamou C’ := x(C) de modelo canénico de C.
Ele também provou em [29, Teo 17| que se C' é ndo hiperelitica, o mapa 7 : C — C' se
fatora por 7’ : C" — C'. Neste caso, tome O := 7, (O¢r). Em |20, Dfn4.9| encontramos

uma outra caracterizagao de C’. Ele é a imagem do morfismo
R:C =Pt

definido pelo sistema linear

E(Oaw, H(w)).

De acordo com o Teorema de Rosenlicht, como w é gerado por se¢oes globais, nés temos
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que

k:C—C
¢ um isomorfismo se C' é nao hiperelitica.

Seja Ow = 7, (Ogw) e tome A € H°(w) tal que (Ow)p = Op\ para todo ponto
singular P € C. Tal diferencial existe pois H°(w) gera Ow como foi provado em [29,
p 188 top|, e também porque C' possui finitos pontos singulares e k ¢é infinito ja que é
algebricamente fechado. Seja

W:WA ::w/)\

Assim, temos

CPCOPCWPC@p:O}C@p
para todo ponto singular P € C, e a igualdade acontece se C' nao hiperelitica.

Definig¢ao 5. Seja P € C. De acordo com [5, p433| dizemos que P é Kunz se
dim(Op/Op) = dim(Op/Cp) + 1
e, de acordo com [5, p418| dizemos que P é quase Gorenstein se
dim(Op/Op) = dim(Op/Cp) + dim(Ext' (k, Op)) — 1.
Uma outra caracterizacao é dada por [5, Prp 21|, um ponto P € C' é Kunz se
np = dim(Wp/Op) =1

e qualquer tal ponto é nao Gorenstein e também quase Gorenstein. Finalmente, dizemos
que C' é Kunz se todos seus pontos nao Gorenstein o forem. Por outro lado, pontos
Gorenstein sao sempre quase Gorenstein, e para qualquer ponto nao Gorenstein P de

uma curva (nao hiperelitica) temos que P é quase Gorenstein se

pp = dim(O%/Wp) =1



1.2 SEMIGRUPO DE VALORES 8

devido a [5, Prp 28|. Isso nos leva a definir dois invariantes

ni= Yy np pi=Y_ pp

pPeC pPeC

que nos da a seguinte relagao

g=g +n+p (1.1)

onde ¢’ é o género de C’. E provado em [5, Prp. 21| que pontos Kunz sdo quase Gorenstein,
isto é,

Finalmente, seguindo [20, Dfn 5.7|, dizemos que C' é nearly Gorenstein se C' tem um
inico ponto nao Gorenstein P que também é quase Gorenstein; e dizemos que C' é nearly

normal se h°(O/C) = 1, isto ¢, C possui um tnico ponto nao Gorenstein P e o feixe ideal

maximal Mpy € igual ao condutor C.
Vamos listar alguns resultados importantes envolvendo os conceitos acima:

(i) C' é nearly Gorenstein se e somente se ¢ nao Gorenstein e C’ é projetivamente

normal, segundo a [20, Thm. 6.5].

(ii) C ¢é nearly normal se somente se ¢ ndo Gorenstein e C’ é aritmeticamente normal,

devido a 20, Thm. 5.10].

(iii) P é Gorenstein se e somente se np = pp = 0, e P ¢ nao Gorenstein se e somente se
np, ip > 0, mostrado em [5, p. 438 top|. Além disso, se np = 1 entdao pup = 1, 0 que
pode ser verificado em [5, Prp. 21|. Em particular, uma curva Kunz com um tnico

ponto nao Gorenstein é o mais perto de Gorenstein que temos.

(iv) O grau em P9~! de C” é dado pela equagao deg(C’) = 2g — 2 —n, onde g é o género

aritmeético de C, segundo [23].

1.2 Semigrupo de Valores

Dado um ponto uniramificado P € C' e uma fungao = € k(C)*, seja



1.2 SEMIGRUPO DE VALORES 9

em que P representa o ponto de C sobre P, e vp € a valorizagao do AVD Op. O semigrupo

de valores de P é

S =Sp:=vp(Op).
Como Op é um anel, S satisfaz as propriedades de semigrupo de valores, a saber:
(i) sea,be Sentaoa+be S
(ii) 0 € S
(ifi) N\ S ¢ finito.

Apresentamos também dois elementos de S, a saber:
a=ap:=min(S\ {0}) e [ =0p:=min(vp(Cp)). (1.2)

Para uso posterior vamos definir S* = S}, := {a € S|a < 8}, e d = 0p := #(N\ S) que
coincide com o grau de singularidade P, isto ¢, § = dim(Op/Op).
O nuamero Frobenius de S é v := 8 — 1 e um conjunto, cuja importancia ird aparecer

mais tarde, é definido por
K=Kp:={a€Z|vy—a¢gS} (1.3)

Definimos também, o seguinte conjunto K* = K% := {a € K |a < f}. Chame Gp :=
{a € N|a ¢ Sp} o conjunto das lacunas de Sp. Defina para A € Z o conjunto Gp + A :=
{a+ X|a € Gp} e note que, K} = Gp — 7.

Definicao 6. Seja P € C. Definimos a multiplicidade de P por
mc(P) = dim(ap/mpap),

entao P ¢ singular se sua multiplicidade é pelo menos 2. Dizemos que um ponto P
uniramificado é monomial se Op = K[[t™,... ,#"]], onde t & um parametro local em P.
Exemplo 1.2.1. Seja k£ um corpo de caracteristica zero e

<,0:]P’1 - P

(X:Y) = (XY XTY?: X% X107
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e C = p(P'). C ¢ uma curva algébrica integral e completa, possui uma tnica singularidade
em P=(0:0:0:0:1) e tem género aritmético 5. Tome P = (0 : 1) a pré imagem de
P. Considerando z = X/Y, temos k(P') = k(z) e Opp = k[z]() e como ¢ = (z* : 27

2% 21%: 1) e, vendo k(C) em k(P') segue que
OP,C = l{?[ZE4, 1’7, 1‘9, xlo](m4’m7’m9’m10)

e que

Op = k + ka* + ka7 + ka® + ka® + ka'® + ka't + ..

Temos g = 6p = dim(Op/Op) = dim(k[[x]],Op) = 5. E,
= Sp = UP(OP) = Up(ap) = {0,4, 7, —)}

Temos « =4, y=6e K=Kp={0,1,3,4,5,7, —}.

1.3 Scrolls

Um scroll racional normal S := Sp,,..m, C PN com m; < ... < my, ¢ uma variedade

projetiva de dimensao d que, depois de uma mudanca de coordenadas adequada, ¢ o

conjunto dos pontos (xg : ...: xy) C PV tais que o posto da matriz
( To T1 ... Tmy—1 ‘ Tmy+1l - Tmytme | o ‘ .. IN_—q ) (1.4)
r1 T2 ... Ly ’ Tmi+2 -+ Tmi+mo+1l | Ce } e N
¢ menor do que 2. Entao, em particular,
N=e+d-1 (1.5)

onde e :=mq +...+my

Note que S é a uniao disjunta de (d — 1)-planos determinados por uma escolha (para-
metrizada) de um ponto em cada uma das d curvas racionais normais de grau m, contidas
em espagos complementares em PY. Vamos nos referir a cada um destes (d — 1)-planos

como uma fibra. Entao S é suave se m; > 0. Atravéz desta descricao geométrica podemos
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ver que

deg(S) =e (1.6)
O scroll S pode também ser visto naturalmente como a imagem de um fibrado proje-
tivo. De fato, tomando & := Opi(m;) & ... ® Op1(my), temos um morfismo birracional

P(E) — S c PV

definido por Opg)(1). O morfismo ¢ tal que qualquer fibra de P(€) — P! ¢ levada a uma
fibra de S. O morfismo é um isomorfismo quando S é suave. Podemos usar, por exemplo,
[13, 27| para mais detalhes.

Neste caso, vamos descrever o grupo de Picard do scroll como
Pic(S) =ZH ® ZF

onde F' ¢ a classe da fibra, e H ¢ a classe hiperplana. Podemos também computar o anel

de Chow como

AlS) = (F2, Hot, ﬁ?@d — eHI1F) (17)
De (1.6) temos as relagoes
H'=e¢ and H"'F=1 (1.8)
A classe canonica em S é dada por
Kg=—dH + (e —2)F (1.9)

De |26, Lem. 3.1, Cor. 3.2|, temos também a formula

d—1 d—1
(b 1>(a+ >+e(a+ ) sea>0eb>—am
ho(Os(aH +bF)) = d—1 d

0 nos outros casos
(1.10)

R (Og(aH +bF)) =0 sei>1,a>0eb>—(am; +1) (1.11)



Capitulo 2

Modelos Canonicos em Scrolls via

Sistemas Lineares

2.1 Motivacao

Neste capitulo analisamos a relacao entre pencils sobre uma curva e scrolls que devem
conté-la. Estamos particularmente interessados no caso em que a curva aparece como um
modelo canénico. Assim, seja L(F, V) um pencil em uma curva C' C P"; e assuma F =
Oc(D) onde D é um divisor de Weil efetivo em C' com suporte nao contido em Sing(C').
Seja ainda H uma se¢ao hiperplana em C' e suponha que a curva é linearmente normal, isto
é, as secgoes hiperplanas realizam um sistema linear completo. Nestas hipoteses, podemos
ajustar, por exemplo, o estudo de Schreyer em [30, pp. 113-115] para o caso singular, de
modo a induzir, por meio de £, uma inclusao C' C S C P” onde S é um scroll racional
normal.

De fato, considere a aplicagao multiplicacao
V ® H(O¢(H — D)) — H°(O¢(H)) (2.1)

e assuma f := h°(O¢(H — D)) > 2. Entdo a aplicagao (2.1) produz uma matriz em
Moy i (H°(Oc(H))) cujos menores 2 x 2 se anulam em C. Portanto C esta contido no

scroll racional normal S definido por estes menores, que é tal que

dim(S) = h*(Oc(H)) = h*(Oc(H — D)) (2.2)

12
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Podemos aplicar esta construgao no seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.1. Nos ja sabemos por [28] que qualquer curva trigonal canonica (Gorens-

tein) esté contida em um scroll bidimensional. Considere entao, por exemplo, a curva
C=0::4°: 4" ' P

E uma curva racional monomial com somente um ponto singular P = (1:0:0:0:0: 0).
Logo, seu género aritmético coincide com o grau de singularidade de P. Agora Sp = (3,7),
dai, C' tem género g = dp = 6. Mais ainda, deg(C') = 10 entao, C' é candnica. Podemos
também verificar que C' é trigonal, com a gonalidade sendo computada pelo sistema linear
|Oc(3Q)], onde @ = (0:0:0:0:0:1). Dai, podemos usar a teoria esbogada acima

para por C' em um scroll bidimensional. Temos que V = (1,#3), H =10Q e
H(Oc(H - 3Q)) = H'(Oc(7Q)) = (1,£,1°,") C k(t) = k(C)
Entao, de acordo com (2.2), C' esta contida em um scroll bidimensional S ja que
R(Oc(H)) — h(Oc(TQ)) = 6 — 4 =2

Agora para ver este scroll de um modo que seja definido por uma matriz tal como (1.4),

podemos reordenar as coordenadas como
C=@":t"0:1:83: %) CP° ={(wo: 21179 : w3 : 24 : 75)}
Assim, S é a superficie de P° cortada pelos menores 2 x 2 de
( Tog X2 T3 T4 )
Ty T3 T4 Ts
Note que o scroll é da forma S;3. Note também que as se¢oes da primeira linha (quando
restritas ao C) geram H°(O¢(7Q)) = (1) ® H°(Oc(7Q)), enquanto as segoes da segunda
linha geram (t*) @ H°(Oc(7Q)) exatamente como na aplicagao (2.1).

Uma pequena perturbacao no exemplo acima é suficiente para perceber como as coisas

pioram quando se passa para o caso nao-Gorenstein. Por exemplo, seja agora C' uma curva
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racional monomial com somente uma singularidade cujo semigrupo é o mesmo acima a
menos de removermos o 7. A saber, um modelo linearmente normal para tal curva com a

menor dimensao do espaco ambiente possivel é
C= (18240870 2 ) C PT

O ponto singular ¢ P = (1 : 0: ... : 0). Ja que Sp = (3,10, 14), a curva tem género
g =0p =7 Ecomo fp = 12 # 20p, segue que P é nao-Gorenstein, e entao C é
nao-Gorenstein. Mais ainda, a curva é também trigonal, com gonalidade computada por
|0c(3Q)|, onde @ = (0:...:0:1), ¢ésimilar ao exemplo anterior. No entanto, este pencil
nao induz uma inclusao de C' em um scroll bidimensional, como seria esperado. De fato,

temos que H = 14(Q) e
H(Oc(H - 3Q)) = H'(Oc(11Q)) = (1,%,1°,°,1'7)
Entao, de acordo com (2.2), C' esté contida em um Scroll de dimensao
W (Oc(H)) = h°(0c(11Q)) =8 =5 =3

A fim de alcangar a dimensao esperada, podemos trabalhar com o modelo canénico C’
ao invés de C. Embora C’ nao é isomorfa a C' (ja que esta é nao-Gorenstein), preserva
a propriedade relacionada com a gonalidade de C'. De fato, pelo Teorema 4.1.1 adiante,

nos temos que

C'=1:8 45477 1% C PP

que esta contida em um scroll bidimensional da forma Ss3. Esta inclusao do modelo cand-
nico C" C Sy3 pode ser obtida, por exemplo, trabalhando com o pullback |(7")*(O¢(3Q))|

e seguindo os mesmos passos acima.

Embora, na sequéncia, usaremos um outro enfoque para se obter scrolls por meio de
sistemas lineares, vale destacar que a abordagem (extrinseca) acima é muito util, mesmo

no caso singular, quando espago ambiente é pré-determinado (ver, e.g., [11, 12])
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2.2 Curvas com Gonalidade Fixa

A maneira de induzir uma inclusao de C’ em um scroll por meio de um g} em C' pode ser
ligeiramente modificada se o pencil tem um ponto de base (ndo-removivel). E necessaria
uma abordagem mais intrinseca. Esta foi feita por Stohr e Rosa em [28] baseados no
trabalho de Andreotti e Mayer [1] no caso em que d = 3. O seguinte resultado usa

argumentos similares para estender [28, Thm. 2.1, Lem 2.3] para graus maiores.

Teorema 2.2.1. Seja C' uma curva integral e projetiva com género aritimético g sobre
um corpo algebricamente fechado k, e C' seu modelo candnico. Seja L(F,V) um g; em
C. Entdo L induz uma inclusio C' C S C P9~ onde S € um scroll racional de dimensdo

m, tal que:

(I) m <d—1, com igualdade se e somente se L é completo,

(II) Se S é singular entdo

deg(F Nz~ 1F)
2

dim(Sing(S)) < d — 2h°(F) + 1 +

com x € V \ k; em particular,

(i) se a expressao acima nao for extritamente positiva, entao S é suave;

(i1) se L é completo e livre de ponto de base, entao dim(Sing(S)) < m — 3;

(I1I) Se C ¢é Gorenstein e L é completo com um ponto de base entao S € singular.

Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos tomar V = (1,z) C H°(F) C k(C).

Considere entao a aplicagao

¢: HYF) — HY(Oc)

fo— af

definida para qualquer f € Hom(F,w). Note que ¢ é ndo-estavel, i.e., para todo subes-
pagco W € HY(F), se o(W) C W, entao W = 0, porque {z'f};cy forma um conjunto
linearmente independente (visto em k(C')). Como O¢ é um subfeixe de F, temos que
HY(F) c H'(O¢). Entao, por [1, Lem. 5, Cor. 1], podemos escrever

=

HY(F) = Q? (m@_%l ka:jfi>
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Hw) =2 HY(Op) = (E[? (é:%kﬂf)) ® (@kh) (2.3)

onde f; € HY(F)\ p(H'(F)) para 1 <i <reh; € H(Oc) \ (H'(F) + o(H'(F))) para

1 <i < s. Dai por (2.3) o modelo canénico C” é a imagem do morfismo
(freoca™fro o i fer o ia™fihy oo i hy) O —> P9

e, em particular,

0.0 C P91

----- 755y

além disso,

dim(S) = 7 + s = dim(H'(O¢) /o(H*(F)))
= h1(O¢) — hX(F)
=g — (h°(F) — deg(F) — 1 +9)
= deg(F) — (h°(F) - 1)

onde a terceira igualdade vale ja que ¢ é injetora. Agora deg(F) =d e
dim(L) = 2 < h(F)

com a igualdade valendo se e somente se £ é completo. Assim completamos a demons-
tragao de (I).

Para demonstrarmos (II), ponha G := z7'F, e note que p(H'(F)) = zH'(F) =
H 1(9). Agora, para todo subfeixe F e G do feixe constante K de fungoes racionais da
curva C, podemos olhamos para os conjuntos H°(Hom(F,w)) e H’(Hom(G,w)) como

subconjuntos de H°(Hom(F NG, w)). Podemos também formar a sequéncia exata curta
0 —FNG—FPGg—F+G—0 (2.4)
e aplicar o funtor exato a esquerda H°(Hom(e,w)) para obtermos

H°(Hom(F,w)) N H*(Hom(G,w)) = H*(Hom(F + G,w))
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relacionando os trés subconjuntos de H(Hom(F N G,w)). disso concluimos que
HY(F)NnH'Y(G) = H(F +G) (2.5)
De (2.4) também temos que x(F) + x(G) = x(F +G) + x(F N G) o que nos da
deg(F + G) = deg(F) + deg(G) — deg(F N G) (2.6)

Para F como no enunciado do teorema, e G como posto anteriormente, é facil ver pela

definicao deste que

Com isto em mente, temos que

dim(Sing(5)) = s — 1 = dim(H (O¢)/(H'(F) + p(H'(F))) — 1
= dim(H"(Oc)/(H'(F) + H'(9))) — 1
=h'(Oc) — (W(F)+h'(G) — M (F+G)) -1
=g— Q20 (F)—d=1+g)-h(F+G)) -1
=2(d—h(F))—g+1+h(F+G)

<2d - W(F) g +1+g- WETED
—2(d — W(F)) +1 - (2d—de§<fﬂg>)
deg(FNG)

=d—2r°(F)+1+ 5

onde a quarta igualdade vale por (1.11), a quinta é devida a (2.7) e Riemann-Roch, a
desigualdade segue de [14, App.], e a sétima igualdade vale por (2.6). Dai demonstramos
o item (II)-(i). Agora, se L é livre de pontos de base, entao F NG = O, e se for completo,
entdo h°(F) = 2, daf segue (II)-(ii).

Para demonstrar (III), vemos que o isomorfismo natural

Hom(F NG,w) = Hom(F,w) + Hom(G,w)
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nos da a inclusao H'(F) + H'(G) C H(F N G), portanto

dim(HY(Oc)/(H'(F) + H'(G))) > dim(H"(Oc)/H (F N G))
=g— (AAFNG) —deg(FNG) —1+9g)
=deg(FNG)+1-h"(FNQG)

se £ ¢ completo, entao h%(F) = 2; mas ja que H(FNG) C H'(F) ez ¢ H'(FNG)
segue que h’(FNG) = 1. Por outro lado, se £ tem um ponto de base P, que é Gorenstein
uma véz que C' o é, entdao Fp N Gp 2 Op, portanto deg(F NG) > 0e dai s >0, ie., Sé

singular. n
Como uma consequéncia do resultado acima noés temos o seguinte corolario.

Corolario 2.2.2. Seja C' uma curva projetiva integral de gonalidade d e seja C' seu

modelo canénico. Entao C' estd contida em um scroll de dimensdo (d — 1).

Demonstragao. Pelo item (I) do teorema anterior, é suficiente provar que se um sistema
linear £ computa a gonalidade de C', entao deve ser completo. Para isto escreva £ =
(F,V) onde F é livre de torsao de posto 1. Escolha qualquer ponto regular P € C e

considere a sequéncia
0 — F(—P) —F — F/F(-P)—0
Tomando caracteristica de Euler temos
(*(F) = BU(F(=P))) + (W (F(=P)) = h}(F)) =1

Agora as duas parcelas sdo nao negativas; além disso, h°(F) > dim(V) = 2 e também
temos que h°(F(—P)) < 1 ja que este feixe tem grau d — 1 e a gonalidade de C' é d.
Portanto h°(F) = 2 como desejado, i.e., £ ¢ completo. ]



Capitulo 3

Sistemas Lineares via Modelos

CanoOnicos em Scrolls

3.1 O Género de uma Curva no Scroll

Neste capitulo vamos usar as ferramentas da teoria de intersecao para estudarmos curvas
cujo modelo candnico estd contido em um scroll suave. Mas antes disso comegamos com

um lema sobre combinatéria elementar.

Lema 3.1.1. Seja A um anel comutativo e sejam ay, ..., a,, elementos de A com m > 2

entao temos que

;

0 r<s

S ((—1)j1 > (ail+...+aij)’">: (1)8“8'&1 r=s  (3.1)

j= 1<i1<...<i;<s —1)r!
’ Q)TZ Za, r=s+1

Demonstragao. Pelo teorema do bindmio de Newton temos que (a+b)" = >7"_ (;) a" Iy

assim temos que

0=(1-1) = Z (—1)] C)

Jj=0

Em palavras: a soma alternada da r-ésima linha do Triangulo de Pascal é zero para r > 1.

19
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Lembre ainda do teorema do multindmio

r ki k k
(a1 +as+...+aq) = E (k: I k>a11a22-...-all
ki4kot..+kj=r 1y N2y ooy V]

r _ 7!
onde (kl,kg,..‘,kl) = Tlkal !

Agora podemos mostrar o lema fazendo a contagem das parcelas iguais nas somas.
Vamos fazer o caso r < s. No primeiro somatorio de 3.1 (7 = 1) vemos que o a parcela a}

aparece uma véz. No segundo somatoério (j = 2) temos —(m — 1)a! e no terceiro temos

m—1

; )a;' e continuamos até o ultimo

(mz_ l)a;", assim no [-ésimo somatoério temos (_1)1_1 ’ (

- - -1 - §
somatorio onde teremos (—1)™! - ("~7)al = (—a)™ 'aj. Daf quando efetuarmos a soma

de 3.1 teremos que

<1—(m—1)+<m2_1)—...+(—1)m‘1-(Z:D>-a§=O

para todoi=1,..., m.

Ja no segundo somatorio aparece pela primeira vez a parcela —(")a’ *a;, e aparece
k) 12

somente uma vez. Ja no terceiro somatério temos (m —2) - (,_/, Jai "akad. Ja no

m—2)'( r )rfkk 0,0

9 ke k0.0) @iy QipQig @y, ASSIN NO [-ésimo somatoério temos

quarto somatorio temos —(

_ )=l (m=2) r r—k_k 0 0 . PSR -
(—1) ( p ) (T_k7k70’...’0) a; “a;a; ...a; e continuamos até o ultimo somatério onde

_ —2 — -
teremos (—1)™ 1+ (M22) - (_, o o)ai Fakad .. .al . Dai quando efetuarmos a soma de

3.1 teremos que

- (1—(m—2)+ (m;Z) — o+ (=)t (Z:E)) : <l:)a;kai2 =0

para todo 1 < iy <19 < m.

; r k1 ko ky _
Continuando, vemos que a parcela (/LW,@,MJW)CLZ-1 a;7...a;,onde ky +ka+...+ k=,

aparece pela primeira vez quando computamos o somatoério . (a;; + a;, + ... +a;,)" e

aparece uma so vez. Ja no proximo somatoério temos (k1 k; " 0) afll afj Coag) a?m que apa-
_ L. . r k1 ki 0 0
rece (m—1) vezes. No somatorio seguinte temos (kl,kg,...,kl,o,(]) a;, - @ a;, a;  que aparece
m—l . L . - r k1 ki 0 0
( 9 ) vezes. Assim, no (I 4 t)-ésimo somatorio temos (k17k2,~~,kl70,m,0) A it

—1 , .q.
que aparece (m ) Dai quando efetuarmos a soma teremos, a menos de multiplicar por

t
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+1, que

m—1 m—1 m —1 r ki ko ke
(1 (m l)+( 9 ) o+ (-1 (m—l)) (kl,kg,...,k)aila””'ai’_0

para todo 1 < iy < --- < i < m.
Resumindo o nosso argumento, quando computamos todos os somatoérios de 3.1 co-
T ) k1 k;

T a;' em evidéncia e o numero pelo qual teremos que

locamos o termo ( N

multiplicar é, a menos de +1, a soma alternada da (m — [)-ésima linha do Tridngulo
de Pascal que é zero. Os outros casos sao andlogos, lembrando que se deve observar as

parcelas que s6 aparecem na ultima soma. O]

Voltemos agora nossa atencao para curvas. Comeg¢amos com X uma curva contida em

uma variedade suave S de dimensao d como
X:Dl'...'Dd,1

onde os D;’s sao divisores em S, e seja

d—1
£ =P 0s(Dy).
=1

Para calcular o género aritmético de X, considere sua resolucao dentro de S via complexo

de Koszul dada por

d—1 2
0—>/\€V—>...—>/\EV—>€V—>OS—>0X—>O
o que nos da
Pa(X) =1 —=x(Os) + X(EY) = X(NEY) + ...+ (=1)x (AT 'EY) (3.2)

Agora
J
NE = B Os(-Di,-...-Di) (3.3)

1< <. <ij<d—1
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e para um divisor arbitrario D € Pic(S), o Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch nos da

1
D=2 tdy + DY tdy + — D (3.4)

X(OS(D)):tdd+D'tdd—1+---+(d_Q)! (d—l)! d!

onde td; é a componente de grau i-ésimo do polinémio de Todd do fibrado tangente 7.
Entao aplique (3.4) a (3.3) usando a linearidade da caracteristica de Euler. Em seguida

escreva a soma envolvendo as poténcias exteriores de £Y em (3.2) como um polinémio

linear nas variaveis td; e aplique (3.1) a cada um dos seus coeficientes. Assim, chegamos

a

Zf;le-...-Df-...Ddl)
2

pa(X):l_X(OS)+ (td—Dl'...'Dd1t1—|—

Agora lembre que td; = x(Og) e tdy = ¢1(Ts)/2, o que nos da a formula
QPQ(X) —2= D1 el Dd_1 : (Dl + ...+ Dd—l - 61(7;*)) (35)

Agora assuma que S é um scroll racional normal. Para qualquer curva X C S considere
0 parametro

(=X -F (3.6)
que serda amplamente estudado aqui. Se X é uma intersecao completa em S escreva
D; =a;H+b;F
como acima. Entao, de (1.7) e (1.8), temos facilmente que
{=ay ... ag_1 (3.7)

E também podemos usar essas relagoes para calcular X - H e obtemos
d—1
deg(X):al-...-ad,l-e—i—Zal-...-bim..-ad,l (38)

i=1

Para o restante e por razoes de simplicidade, escreva

a:=a1+ ...+ ag_1 b:=b+...4+bg_1
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Assim, referiremos a X como sendo de tipo (a,b), e note que
Di+...4 Dy =aH+bF
enquanto de (1.9) nds temos que
c1(Ts) =dH + (2—¢)F
Dai, para computar o género aritimético de X, nos temos
d—1
Dl-...~Dd_1-cl(7'g):(de+2—e)a1~...-ad_l—l—dZal-...-bi-...-ad_l
i=1
=ddeg(X)+ (2—e)l
e analogamente
Dy-...-Dg1-(D1+...4 Dgq1) =adeg(X)+ b/
que combinado com (3.5), nos da
2po(X) —2=deg(X)(a—d)+L(b+e—2) (3.9)

essa é uma ferramenta 1til e seré usada aqui ao estudarmos modelos canonicos de curvas.

3.2 Modelo Canénico em Scrolls de Dimensao Fixa

Nesta se¢ao generalizamos, para dimensao arbitraria, os Teoremas [22, Thms. 2.1, 4.1 que
estudam curvas C' em que o modelo candnico C” esta contido em um scroll de dimensao
d para d = 2,3. A ideia é pdr o enunciado do teorema de modo que ambos 0s casos
possam ser deduzidos de formulas gerais envolvendo d. Para isto, relembre, da Secao 1.1,
as definigdes dos parametros 1 e u. A razao de focarmos apenas nos casos ¢ = 1, 2, d,

d + 1 ficara clara apos o Teorema 3.2.3 adiante

Teorema 3.2.1. Seja C' uma curva nao hiperelitica de género g > d + 3, cujo modelo

canonico C', de género ¢, estd contido em um scroll racional normal suave S de dimensao
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d como uma interse¢io completa de tipo (a,b). Seja € o nimero de pontos de C' em uma

fibra genérica do scroll. Entao vale o sequinte:
(I) gon(C) <l+g—g

(II) Se b = —(g — (d + 2)) entdo ou bem C é Gorenstein e no mdzimo tetragonal ou

entao, { = 2 e C" € elitica. Caso contrdrio

(a—d—-1)29—2—n)+n+2pu

£= b—d—21g
em particular, £ < 3 se d = 2.
(III) Vale o sequinte:
(i) se £ = 1 entio C' =2 P' e C € racional com todos pontos singulares nao-

Gorenstein;

(ii) se £ =2 e C' nao € elitica, entio C' = P! se e somente se b= —(g — (d + 1))
ou entiao b > —(g — (d + 3)).

(iii) se ¢ = d, entao b = —(g — (d+2)) — (n +2u + 7(29g — 2 — n))/d; onde
7€ {-1,0,1,...,d—3}. Em particular, se d = 2 entao C é nearly Gorenstein;
e se d = 3, entao C' € Kunz com somente um ponto nao-Gorenstein se e
somente se b= —(g —4).

(iv) se L =d+1, entiob=—(g—(d+2))— (n+2u+7(29—2—n))/(d+1); onde
T7€{0,1,...,d—2}. Em particular, se d =2 entao C € quase Gorenstein se
e somente se for Kunz;, e se d = 3, entao C' € Kunz com somente um ponto

nao-Gorenstein se e somente se b= —(3g — 2)/2 com g par.

(IV) Se C' é nao-Gorenstein e £ > 3, escrevendo S = Sy, .. m, temos que:

-----

g—d—1 wv(g—1)+3—-/4 20—2—n
<mg< 221
(+d—2  fd+e—2) =™ M=y

onde v = (d—1) “Vl—d—1; a menos que a = d+1 onde my > (g—d—1)/(d+1);
em particular, as duas formulas estendem o caso d =2 onde my > (g — 3)/3.
Demonstragao. Primeiro, note que o item (I) e a cota superior em (IV) na verdade nao

dependem de C ser uma intersecao completa em S. Entao, comecamos ai nossa de-

monstra¢ao. Para demonstrarmos (I), primeiramente note que, como S é nao singular, ¢
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coincide com o nimero de interse¢cao C” - F' definido anteriormente. Mais ainda, as fibras
de S realizam um g} que podemos escrever como L(O¢/(D), V). Podemos assumir que D

é efetivo, e considerar a seguinte sequéncia
0— Oc — 7. (Oc(D)) — 7. (Oc(D))/Oc — 0
a partir da qual obtemos, depois de tomar as caracteristicas de Euler, que
deg(m.(Oc/(D))) = h’(7.(Oc/(D))/Oc)
Podemos ainda assumir que D é suportado fora de (7/)~!(Sing(C)) para vermos que
W (7. (Oci(D))/Oc) = deg(D) + h°(7.(Ocr) [Oc) = L+ g — ¢

que é o grau do pencil L(7,(Oc/(D)),V) em C e, em particular, supera sua gonalidade.

Para verificarmos a cota superior em (IV), seguimos [30, pp. 113-115] para vermos que
Ocl(mdD) C OC/(H)

Agora deg(Ocr(mgD)) = mgal; enquanto, por outro lado, Oc/(H) = Ocw = Opw ja que

C'"=(C. Mas
deg(Opw) =29 —2—1n

como foi provado em |20, Cor. 4.9 e a cota superior segue comparando os graus.

Para demonstrar os itens restantes, vamos tomar X = C’ em (3.9). Assim, note que
Pa(C") = g—n—p devido a (1.1), e deg(C") = deg(Oc (H)) = 29—2—n como acabamos de
ver. Além disso, a dimensao do espaco ambiente é N = g — 1 o que implica que e = g — d

por (1.5). Portanto (3.9) nos da
(a—d—1)29g—2—-n)+n+2u—L(d+2—-b—g)=0 (3.10)
Se b # d+ 2 — g, a igualdade acima fornece a formula de (II). Caso contrario

n+2u=(d+1—a)(2g—2—n) (3.11)
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Como o lado esquerdo da equacéo é positivo, nos temos que a < d+1. Agora, note que C’
¢ dada pela intersecao de divisores efetivos, dai todos a; > 0 devido a (1.10). Mais ainda,
por construcao, C’ é nao degenerada; portanto £ > 1, o que implica que todos a; > 1 e
entao a > d— 1. Sendo nao degenerada em P91, segue que C’ tem grau pelo menos g — 1.

Entao se todos a; = 1, entéo (3.8) nos da
deg(C)=e+b=(g—d)—(g—d—2)=2

o que nao pode ocorrer ja que g > d+3 > 5. Portanto, pelo menos um dos a; # 1 e entao
a > d. Agora a = d se e somente se existe exatamente um a; # 1, e temos necessariamente

a; = 2, que acontece se e somente se £ = 2; além disso (3.11) estabelege a relagao
g—n—p=1

que, por (1.1), é equivalente a ¢’ = 1, i.e., C" é elitica. Se a = d + 1, entao ou bem nos
temos somente dois a; # 1 os dois com valor 2, e dai ¢ = 4, ou entao existe exatamente
um a; # 1 com valor 3, e entao ¢ = 3; além disso, o anulamento do lado esquerdo de (3.11)
implica que C' é Gorenstein. Neste caso, C = (' e, lembrando que as fibras realizam um
gy em (', a gonalidade de C' é pelo menos ¢, o que, como ja vimos, deve ser 3 ou 4 em tal
caso. Logo demonstramos a primeira afirmagao de (II) a menos da suficiencia, que sera
analisada mais adiante quando lidarmos com o caso ¢ = 2.

Para terminarmos (II), falta demonstrar que ¢ < 3 se d = 2. De fato, d = 2 é um caso
especial quando a = ¢ e b= d —{(g—2) com, digamos, d' := deg(C"), devido a (3.8). Dai
(3.9) se torna

2¢ =p(l) = —(g—2)*+ (2d' + g —4)0 — 2(d' — 1) (3.12)

Como y = p(x) é concava para baixo com raizes 1 e 2(d'—1)/(g—2), e ¢’ & positivo, segue

que

g2 =Y 229-n-3) _ 20-1)

g —2 g—2 g—2

Entao ¢ < 4 como g > 5. Se C' é Gorenstein entao ¢’ = g, dai tomando ¢ = 4 em (3.12)
nos da g = 3 o que ¢é excluido. E se C' é nao Gorenstein e ¢ = 4 entao n = 1 e portanto
¢" = 0; mas pela Observagao 1.1.(iii), 4 = 1 e também g = 2 o que também nao pode

ocorrer. Segue entao que ¢ < 3 em todo caso.
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Para demonstrarmos (III), assuma ¢ = 1. Assim, as fibras de S realizam g{ em C’,
dai ¢’ = P!. Como C é nao hiperelitica, C' e (' sao biracionalmente equivalentes, entao
C' é racional. Mais ainda, como C’ é nao singular, entao todos os pontos singulares de C'
sao necessariamente nao-Gorenstein, porque O p = O¢ p quando P é Gorenstein e C' é
nao hiperelitica.

Se ¢ = 2 entdo, como dissemos acima, a = d e (3.10) nos da

n+p+b—d—-1=0

Dai podemos escrever b=d —g+¢ + 1. Se ¢ = 0 entao C' 2P com b =d+ 1 — g;
se ¢ = 1, isto é, C" é elitica, entdo b = d + 2 — g e a equivaléncia na primeira afirmacao
do item (I) esta completa agora. E, finalmente, se ¢’ > 2, segue que b > d + 2 — g como
desejado. Agora, por definigao, C' é nearly Gorenstein se e somente se y = 1, que acontece
se e somente se b = d —n. Se d = 2 entdo, como dito acima, b = d' — ¢(g — 2); dai se
{ =2, entao

b=(29—-2-n)—-2g—-2)=2—-1

dai C' é sempre nearly Gorenstein.
Se ¢ = d entao (a formula em) (iii) segue de (3.10) pondo 7 :=a — d — 1 e observando

que a > d, como vimos acima, e

a<l+d—2=2d-2.

Em particular, se d = 2 entdo 7 = —1, e, como dissemos antes, b = d'—{(g—2) = 2—n, dai
substituindo em (iii) nos da p = 1, que é equivalente a dizer que C' é nearly Gorenstein.
E se d = 3 entao ou bem 7 = —1, o que implica que a = d de onde nés temos ¢ = 2 como
discutido anteriormente; mas isto nao pode ocorrer ja que £ = d = 3; ou entao 7 = 0 o
que nos da b = —(g — 4) + (n + 2u)/3; o resultado segue ja que C' é Kunz com somente
um ponto nao-Gorenstein se e s6 se n = p = 1.

Se ¢ = d+1 entao, similarmente, (iv) segue de (3.10) pondo novamente 7 :=a—d —1
e observando que a > d+1ea < /{+d—2 = 2d— 1. Em particular, se d = 2 entao
7 =0,eagorab=d —{l(g—2) =4— g—mn, dai substituindo em (iv) nos da n = p, o
que implica que C' é quase Gorenstein se e somente se for Kunz. E se d = 3 entao ou bem

7 = 0, isto implicaria b = —g + 5 — (n + 2u)/4 0 que nado permite o cason = pu =1 ja
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que b é inteiro; ou entdo 7 =1 e b = —(3g — 2)/2 com g par para que C seja Kunz com
somente um ponto nao-Gorenstein.

Para terminarmos a demonstracao do teorema, vamos demonstrar a cota inferior do
item (IV). Lembre que m; > —b/a por (1.10). J& que estamos assumindo ¢ > 3, podemos

tomar a > d + 1 como discutido acima. Se vale a igualdade entao (3.10) nos da

g—d—1+77+2u 1
- d+1 14 d+1

my
E a cota inferior segue desconsiderando a soma dos dois tltimos termos, que é positiva,
pois C' é nao-Gorenstein. Por outro lado, se a > d + 1 entéo (3.10) nos da

g—d—2 (a—d—-1)d +n+2u
+
a al

E a cota segue ja que d’ > g—1 como visto acima, n+2u > 3 porque C' é nao-Gorenstein,

e(d—1) Vil < a<l+d—2 por definicio. O

Como foi mostrado em [22, Thm 4.1], se d = 3 tem-se um resultado similar enfra-
quecendo a hipotese e permitindo C” ser uma intersecao completa local. Isto foi feito via
correspondencia de Hartshorne-Serre para variedades de codimensao 2 contidas em uma
variedade suave. Entao podemos completar a tabela em [22, Sec. 5| para todas curvas ra-
cionais monomiais tetragonais exibindo suas equacgoes explicitas nas cartas afins, usando
o método de H. Bresinsky [6] que prova que qualquer curva monomial no espago afim é
conjuntistamente uma intersegao completa (ver Exemplo 3.2.2 abaixo). Mas, antes disso,
mostraremos que o parametro ¢ definido acima pode ser calculado idependentemente para
tal curva. De fato, podemos escrever a carta afim do scroll S,,, .., onde C’ esta contido

como
(Lia:. o ca™ iy ey ™ gy Yaa T . g a™) =2 AY
O que nos da o morfismo
0;: O — P2 (1:x:.. :2™)

e, por definicao, ¢ nos da o nimero genérico de pontos em uma fibra de ¢; para qualquer
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i€{l,...,d}. Se C' é monomial racional, entdao podemos escrever = t" e y; = t%. Dai
o nimero de pontos na pré-imagem de (1 : a : ... : a™) é precisamente o nimero de
solucoes da equacao t" = a uma vez que todo t determina um tnico ponto de C’ pois
¢ uma parametrizacao. Dai temos ¢ = r e, por construgao, este r ¢ a mesma razao da

progressao aritmética que aparece no Lema 4.2.1.

Exemplo 3.2.2. Considere a curva C' = (1 : t*:¢% : ¢1 . 15 : 116) que tem genéro 8 e
um unico ponto singular P = (1 : 0 : ... : 0). Esta curva tem gonalidade 4 computada
pelo sistema linear |O¢(4Q)| onde @ = (0:...:0:1). Pelo Corolario 2.2.2, seu modelo
candnico C’ estd contido em um scroll de dimensao 3. De fato, pelo Teorema 4.1.1,
C'= (1t 47 % % 1 1120 ¢13) ) que estéa contido no scroll Sy;3. Considere entdo a
carta afim:

U={(l:z:y:2*:z:oy:2%:20)} = {(2,y,2)} = A

e seja X := " NU. Entao podemos escrever X = (t*,¢",t%) C A3. Do trabalho de J.
Herzog 18] vemos que qualquer curva monomial X no espago afim pode ser definida por

um ideal primo [ gerado por polinémios da forma
fl — 70 _ ya12za13 fz — ya2 — 021 5023 f3 — 03 _ xa31ya32
onde os expoentes satisfazem as relagoes
ay = ag1 + az az = a1z + asz az = a1z + ags

Podemos ver no trabalho de H. Brezinsky [6] que é possivel desconsiderar f; quando
a;k, ar; 7 0 para j, k # i. De fato, se, por exemplo, as;, a1z # 0, entao podemos mostrar
que

(f1, far f3) N @™ y™2) = (f1, f2)

Temos entao que Z(f1, f2) = X UL onde L = {x =y = 0} é o eixo z. Dai é suficiente
encontrar h € I tal que fo, € \/(fi,h) e h = 2° +p com p € (z,y). Entdo, claramente,
X = Z(f1,h). Em [6], também é esbogado um método para encontrar tal h, que aplicamos

no nosso exemplo. Logo, em nosso caso, X = Z(I) com I gerado por

fi=at—yz =y -2’ fy=2—ay
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A fim de encontrar h, primeiro tome

hy = ( ;1 + (_1)a1+1xa1(a21—1)2a1a23fl)/yam
= (fy =22 f1) Jy
2.9_.3

=yt — 4By 4 6y 22 — 4y?a¥23 4 2B

Entao tome

ho = (h1 +2'2°f1) y

= — 4y 2Pz 4 6yt 02 — dya® + 212

Finalmente tome

h = hsz:= (h2 +Z6f1)/y

— 48232 + 61°052% — 42”3 + 7

Portanto y*h € I e como I é primo e y ¢ I temos que h € I. Além disso fi

30

€ (f1,h)

entdo fo € \/(f1,h) e dai X = Z(f1,h). Apenas observamos que este procedimento pode

envolver a substituicao de alguns termos binomiais para que a divisao y*? seja possivel.

Agora podemos melhorar a tabela que aparece em [22, pp. 18-19], onde, para qualquer

curva monomial racional tetragonal C' com somente um ponto singular e de género até 8,

é exibido o modelo canonico C’ e um scroll S onde aquele esta contido. Aqui nés também

damos as equacoes de C' em S, o parAmetro ¢, e o tipo de singularidade.

Com isto,

podemos unificar as tabelas de [22] relativas a curvas com um ponto singular, conforme

explicitado abaixo

género 4
C C’ eqs para C’ scr
(Lot t0 ™ %% | (1:¢:¢%:¢%) | NN y — S
(1:13:¢7:18) (1:t:tl3:tl2) — 2y —1 S
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género 5
C C’ eqs para C’ | £ | scr
(18270 g0 41 (L:82: ¢ttt 13) NN v — 2 | Sio
(1:3 180490 ¢10) (L:83:45:42:15) | NG| o3 —2? 3| Siz
(1:3 470410 1) (L:t3:45 ¢4 17) K v —a2t | 3| S
(1:th 7 4% ¢10) (T:it:t?: 5 5%) NG| 2%y—1 1| S
(1:¢h 150410 41l (T:it:t?: 50 5%) - iy —1 1| S
(15 g7 o8 12 0 410 0 1l (1:82:t4:43:1%) | NG y? — a3 2| Si2
género 6
(Lot™ a8t 413 (L:t:t?2:¢3:t1:45%) | NN y — at 1] 513
(1:83 486120 413) (L3569 85:1%) | K v —a2° 3| Sis
(1854849 ¢ ¢12) (1:t:t2:t3:t%:t%) - 2y —1 1| S3
(18548049 2 ¢12 1 ¢13) (1:t:t2:t3:tl4:t%) - rty — 1 1| 83
(1:5:1%:¢7) (Let:t?:t3: % 54) | — oy —1 1| 53
(LoD g7 o9 o gt 12 418 (1:¢%:13) NG y? —2° 2| 53
(1:¢3 410 ¢ (L3403 :8%2:8%) | — zy> —1 | 3] Sy
(1: %90 410041 (L:t:t?2:tt 2045 | — y—xt 1| Sy
género 6
Ce(C eqs para C’ ¢ | scr
(15 4048 ¢13 41 f=a%—2 2| Sin1
(182854587 2 %) h =y — 3222 + 3aty?22 — 25
género 7
(1:¢3 ¢t 12 ¢19) y® — 22 3| Sos
(L83 20489 1245 . 1%)
(1:¢3: 410 ¢13 . 1) y — at 3| Sas
43 g4 46 L 4T 49 . 110
(L83 ¢4 10 47140 0 10)

31
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género 7
CeC eqs para C’ scr
(1:45 140 : ¢13 : ¢14) - y — P Sa3
(Lot :t2:t5 40471 1%)
(18589 ¢t : 4120 ¢13) — y — at Sos
(Lot ot2oth2 45147
(120470 410 41 o g1 . 415) - y — at S
(Lot oth o t5 4847 1 18)
(16247 48 2 410 1 g1 ~ y — 2° Sia
(Lot t® 8047481 19)
(1:5:¢7:48:19) - y — b S1a
(Lot 87180491 410)
(120049 410 4112 ¢12 1 413) - y— a3 S14
(Lot oth 245047
(12048410 41 ¢13 . M 415) | NG y? — x° S
(Lot? 4548470 47)
(1:th g7 4120 13) - f=a*—y Sii2
(Lot oth o t5 47481 19) h=ax"—z
(1:¢h 10 g1 12 413 - f=vy>—x Si12
(1283 0 th 16 47 1 48) h = 2* — 2zyz? + 23
(185 48 gt 412 413 1 1) — f=a%—=z S119
(L2385 1847 1 18) h=y*—=z
(1:1°:¢7:18) - f=x2'—2 S112
(L:ot? 5ot 18 492 110 h =y® — 4xyS2 + 622y*2?
—4x3y?23 + 25
(1:5 .47 48 . ¢19) — f=2*—y Sii2
(1220047 18 192 ¢10) h =y" — 322522 + 3aty?24 + 26
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género 8
Ce(C eqs para C’ scr
(1 t4 tlU t13 t14 t15) _ f — x3 — 5'222
(1 tQ t4 t5 t6 t7 t8 t9 th) h = y6 _ 3:13'2 4
+3z4y22% 4 25
(1 t6 t9 tll t13 t14 t15 tlﬁ) _ f — .T3 — 5113
(L:ot? 27 10 47 4% 89) h=y*—z
(Lot g1 t19) - f=a*—y S1a2
(Lototht® 1048019 110) h=y*—z
(1 t4 t9 t14 tl5) _ f — y4 — 5'122
(Lot ot t5:t0: 48170 ¢19) h=y°—=z
(1 t5 t7 t13 t15 th) o f — .IA — 7 5113
(1 t2 t3 t5 t7 tS t9 th) g = y2 _ $3
(1:8°: 479 : ¢10) - f=a%—z S1i3
(1ot t5 o7 12 410 41 1 412) g=vy>—=z
(1:¢h 10 gt 416 . 41T) NG f=a%—q S113
(Lot b7 g o 10 411 2 12) h =y —3zy'z
+3x%y2t + 28
(14089 ¢t o 4152 ¢16) K f=a*—yz Sii3
(Loth o7 o8 g g 12 0 419) h =y —4x3y52
+625y322 — 42923 + 27
(1 : t4 : tll : tlg : t14) - f = 133 -y 5122
(Lot :t3 0t 547180 49) h=ax"—z
(1:th gt 13 ¢4 — f=y -z S122
(Lot t3 25 047 0480 49) h=yt—2
(1281213 0 1) - f=a"—2 S122
(Lot ot t0 7 1819 - 410) h=y® —4xyz + 62%y* 2>
—4a3y? 23 + 25

33
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onde convenientemente adotamos

K := Kunz
NG := nearly Gorenstein

NN := nearly normal

Note que na tabela acima nao encontramos nenhuma curva trigonal nearly Gorenstein
(ou Kunz) C' com modelo canénico C” contido em um scroll com ¢ = 1; e também nao
achamos nenhuma C' tetragonal nearly Gorenstein com C’ em um scroll com ¢ = 1, 2.

Esta observacao motiva o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3. Seja C' uma curva nearly Gorenstein, cujo modelo canénico C' estd
contido em um sroll racional normal S de dimensio d. Se as fibras de S geram um g;

completo sobre C', entao d < { < d+ 1.

Demonstragio. Como S é suave, o g; nao tem pontos de base e pode ser escrito como
L(Oc (D), V). Agora, de acordo com [20, Thm. 6.5], C' é nearly Gorenstein se e somente
se C' é linearmente normal. E se C' é linearmente normal e esta contida em S, entao, por
[30, Sec. 2|, temos que

h*(Oc/(H — D)) = deg(S).

Usando [20, Cor. 4.9] junto com Riemann-Roch em C’ para o lado esquerdo da tltima

igualdade, e usando (1.5) e (1.6) para o lado direito nés obtemos

29 —2-n—L+1—g +h(Oc(H—-D))=g—d (3.13)

Lembre que ¢’ = g —n — i e que C é nearly Gorenstein se e somente se y = 1, dai temos
que (3.13) fica
{=d+ h' (O (H — D)) (3.14)

Defina F := 7, (O (D)). Olhando a imagem direta e usando a dualidade de Serre em C'

temos



3.2 MODELO CANONICO EM SCROLLS DE DIMENSAO FIXA 35

H'(Oc/(H — D)) = H'(7/(Oc/(H — D)))
= H'(Ow® F)
= H(Hom(Ow,w) ® F)

Ponha
G := Hom(Ow,w) ® F.

. Claramente, H°(G) C H°(F) = H°(Oc(D)). Agora, ji que C' & nearly Gorenstein,
ela tem um tnico ponto nao-Gorenstein que chamamos P. Podemos assumir que D
tem suporte fora de (7')~'(P). Entao, por construgiao, Gg = Fg se Q # P, e também
Gp = Homp, (Op,Op). Podemos ainda assumir que D é efetivo, dai k C H°(F); mas

note que kN Gp = 0, logo H°(G) € H°(F). Portanto

hW'(Oc/(H — D)) = 1°(G) < h°(F) = h*(Oc/(D)) = 2
onde a tltima igualdade vale porque g; é completo. O resultado segue de (3.14). O

Da mesma maneira que observado em [22], os esforgos feitos aqui para caracterizar
gonalidade via scrolls, mesmo que gerais, sao ainda iniciais.

E possivel que tal caracterizacao requeira mesmo um estudo mais detalhado de syzygies
de modelos canénicos nos mesmos moldes de, e.g., [9], 0 que seria um tema interessante

para trabalhos futuros.



Capitulo 4

Gonalidade de Curvas Racionais

Monomiais

4.1 Modelos Canonicos de Curvas Monomiais

Primeiramente, vamos estabelecer os objetos com os quais trabalharemos neste capitulo.

Counsidere o morfismo

Pt — P

(s:t) > (% :t@gin= % [ f0ntgnTOnot ; ln)

A imagem C' de tal aplicacao é o que chamamos de uma curva racional monomial, que,

por simplicidade, denotamos por

C= (1t oottt
com a; < ... < a,. Note que C' admite no méximo dois pontos singulares que sao
P=(1:0:...:0) aorigem do espago afim A" CP", e @ = (0:0:...:1) o ponto no

infinito sob a parametrizacao dada por t.
No proximo resultado, vamos olhar para a aritmética dos dois semigrupos Sp e Sg de
uma curva racional monomial nos pontos, possivelmente singulares, para generalizar [22,

Prp. 3.1] com argumentos um pouco diferentes.

36
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Teorema 4.1.1. Seja C' uma curva racional monomial. Entao seu modelo candnico é
C' = (1:tP2 . o the 1 1%)

onde {0,by,...,bs,} =~vp —Gp, {c1,...,¢5,} =7p+Gq e Gp (resp. Gq) € o conjunto
das lacunas de Sp (resp. Sg).

Demonstracao. Seja g o género de C' e seja VW um subfeixe livre de tor¢ao de posto 1 do
feixe constante de fungoes racionais K sobre C. Se h°(W) > g e deg(W) = 2g — 2 entéo
existe uma imersao do feixe dualizante w — K cuja imagem é W. De fato, isto pode ser
visto, por exemplo, reescrevendo [31, p. 110 top| em termos de feixes. Entao considere o

subfeixe de K definido por
W= Oc(1,t, ... thp-1 ¢ %)

isto é, o subfeixe gerado pelas secoes (globais) 1,t%,t% € k(t) = k(C) definidas no enun-
ciado do teorema. Uma vez que b; e ¢; sao todos diferentes um do outro, estas segoes sao
linearmente independentes, dai h®(W) > dp + dg = g. Afirmamos que deg(W) = 2g — 2.

De fato para provar isto, primeiro note que 1 € H°(W) assim W D O e entao

deg(W) = > dim(Wg/Og).

ReC
Agora se R # P, (), entao, claramente, Wxr = Og e entao R nao contribui para o grau
do feixe. Vamos computar a dimensao para o ponto (). Relembre, por exemplo, de [25,

Prp. 1] que

dim(Wgo/Oq) = #(vq(Wq) \ Sq) (4.1)

Afirmamos que

vgWo)\Sq = —(vr + Go) J{—r+ L. - +2,.... -1} | Gqg (4.2)

De fato, para demonstrar “O” note que vp + Gg = {c;}/5, e que t% € Wg por
construcao; por outro lado, vg(t“) = —c¢; entao vale a inclusdo no primeiro conjunto da

uniao acima. Agora seja r € Z tal que r < vp — 1; entdo, em particular, ¢; —r > 2
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para todo 7; como o nimero de ¢; é o numero de lacunas de Sg e 1 é uma lacuna, temos
que ¢; — 1 € S para algum j, entdo tome f € Og para qual vg(f) = ¢; — r; portanto
t9f e Wg evg(t% f) = —c; +¢; —r = —r entao valem as inclusoes no segundo e terceiro
conjunto da uniao acima.

Agora para demostrarmos “C” usamos o fato que C' é monomial e, em particular, o

anel local de () também o é. Isto é, se escrevermos

SQ = {0,81,...,57“5@,—)} (43)

entao temos que

Og=kakt™&.. &k &Cy (4.4)

ja que t~! é um uniformizante local para Q. Dai concluimos que qualquer a € vo(Wo)
¢ da forma a = vg(t% ) = s —d onde d € {0,bs,...,bs,,c1,...,¢5,} € s € Sq. Logo ¢
suficiente mostrar que se s —d < —yp entao d—s—~yp € Sg. Agora a desigualdade implica
que d € {ci,...,¢s5,} = vp + Gg. Portanto existe um ¢ € Gp para o qual d = vp + ¢
o que nos dd d — s — yp = £ — s que nao pode pertencer a Sg caso contrario, ¢ também
pertenceria. Logo também provamos “C”.

De (4.1) e (4.2) concluimos que
dim(Wq/Oq) = 26g + Bp — 2 (4.5)

Agora vamos computar a dimensao para o ponto P. Afirmamos que

Wp=k@kt”o...0kt" ©Cp (4.6)
De fato, “D” se deduz facilmente do fato de que

Wp = Op +t20p + ...+ t%r Op (4.7)
Para demonstrarmos “C” primeiramente note que

vp(k @kt @ ... @ kt"r ©Cp) = Kp

onde a tltima parcela foi definida em (1.3). Uma vez que vale “ D", é suficiente mostrarmos
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que

UP(WP) = Kp (48)

Para vermos isto, relembre novamente que C' é monomial e dai Op também satisfaz
(4.4) trocando Q por P e t~! por t. Combinando isto com (4.7) é suficiente mostrarmos
que Sp + Kp C Kp para termos (4.8); ou, em linguagem de semigrupos, que Kp é um
Sp ideal relativo; mas isto é conhecido, por exemplo, em [19], logo vale “C” e segue a
afirmacao.

Assim, de (4.6), temos que dim(Wp/Cp) = dp. Portanto, podemos escrever

= 20p — Bp
Combinando com (4.5) teremos

deg(W) = dlm(Wp/OP) + dlm(WQ/OQ)
= 26p — Bp + 200 + fBp — 2

=29 —2
Entao W é a imagem de w em K por um isomorfismo, como queriamos. Chame
Vi=kokt?d.. Okt @kt @ ... ¢ kt%

Como W 2 w, em particular, h°(W) = g e dai H(W) = V. Agora C' = P! entdo o
modelo canonico C’ é a imagem do morfismo x : P! — P9~ definido pelo sistema linear

LOW, H'(W)) = L(Op1(V), V), isto &, C" = k(P') onde

K: P! — Pyt

(1:¢) — (1:tb2:...:tb5P:tclz...:tc‘sQ)

como queriamos demonstrar. O
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4.2 Curvas Monomiais no Scroll

Vamos agora relembrar um resultado para scrolls de dimensao arbitraria que nos sera
util em nossos objetivos. Advertimos ao leitor que o enunciado — como todos envolvendo
monomialidade — depende de uma mudanca de coordenadas adequada no espago ambiente,

que sempre é possivel pois se trata apenas de reordenarmos as coordenadas.

Lema 4.2.1. |22, Lem 3.2] A curva monomial racional (1 : t* : ... : ") C PN estd
contida em um scroll de dimensao d Sy, m,..m, S€¢ € somente se existe uma parti¢ao do
conjunto {0 = ag,ay,...,any} em d subconjuntos, com, respectivamente, my + 1,msy +
1,...,mq + 1 elementos, tal que tais elementos de todos subconjuntos podem ser reorde-

nados formando uma progressao aritmética de mesma razao.
Com este lema em maos, vamos demonstrar o nosso principal reultado.

Teorema 4.2.2. Seja C' uma curva racional monomial de género g > 1. Entdo gon(C') =
d se e somente se seu modelo candnico C' estd contido em um scroll de dimensdo d — 1,

e nao estd contido em qualquer scroll de dimensao menor.

Demonstracao. A demonstragao serd por inducao em d. Uma vez que g > 1, entao
gon(C) > 2. Dai note que o enunciado do teorema para d = 2 corresponde a seguinte
afirmagao: C' tem gonalidade 2 se e somente se C’ é a curva racional normal de grau g — 1
em P9~ Mas isto foi provado em [20, Thm. 3.4] e |23, Thm. 2.1].

Para o restante, escreva
C'= (1t tbop g %) C PO
como no teorema 4.1.1 e chame
A:={0,by,...,b5p,C1,...,C50}

Agora vamos provar o resultado para um ntmero inteiro positivo arbitrario d assu-
mindo que o resultado é valido para qualquer inteiro positivo menor do que d. Para
provarmos a suficiéncia, suponha que C’ esta contida em um scroll de dimensao d — 1.
Pelo lema 4.2.1, existe uma particao de A em d — 1 subconjuntos, digamos Ay, ..., A4 1,

todos formando uma progressao aritmética de mesma razao, digamos r.



4.2 CURVAS MONOMIAIS NO SCROLL 41

Colocamos

Alz{(),r,...,el}

AQI{CLQ,(ZQ—FT,...?eQ}

Agor ={ag—1,a0-1+71,. .. €41}

Supondo também que d — 1 é a menor dimensao de um scroll em que C’ pode estar
contida, vemos do lema 4.2.1 que qualquer elemento final e = ¢; de A; satisfaz e + 1 ¢ A.

Agora considere o subfeixe de I em C' definido por
F = 0c (1,t")
gerado pelas segoes (globais) 1,¢" € k(C') = k(t). Afirmamos que
deg(F) =d

De fato, para provar isto, note que como C' é monomial e ¢ (resp. ¢1) é um uniformi-

zante local para P (resp. Q) temos que

(

SpUSp+7r) se R=P
vr(Fr) =4 N se R# P, Q)

SQ U(SQ—T) SGRZQ

Logo, como na demonstracao do teorema anterior, concluimos que
deg(F) = #(Sp+ 1\ Sp) + #(S¢ — r\ Sq)

Agora seja e = e¢; € A; para algum i € {1,...,d — 1}. Considere os seguintes casos:
(i)see=vyp—Lcoml € Gpel>rentao ! —r € Spjaquee+r¢&A oqueimplica

que £ € Sp+ 1\ Sp;
(ii)see=yp—LCcoml € Gpel <rentaor—/{eSqijaquee+r¢A, oque implica

que—{ € Sg —r\ Sg;
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(ili) se e=yp+ L com £ € Gg entao £ +1r € Sy jaque e+ 1 & A, logo £ € Sg — 1\ Sg;

Mais ainda, —r € Sg —r \ Sg. Portanto, combinando este fato com as trés afirmagdes
acima nos concluimos que deg(F) > d. Vamos provar que vale a igualdade.

Se s € Sp com s+r ¢ Sp, entao yp—(s+r) € Aeyp—s ¢ A; portanto yp—(s+71) = ¢;
para algum 1.

Se s € Sg com s —1 ¢ Sp temos dois casos. Primeiro, se s > r, entdo yp+(s—1r) € A
e vp + s € A; portanto yp + (s — r) = e; para algum i.

De outro modo, se s < r, separamos este caso em outros dois casos. Se r — s & Sp,
entdo yp — (r—s) € Aeyp+ s ¢ A portanto vp — (r — s) = e; para algum 7.

Se nao, i.e., se r — s € Sp, tome uma nova particao de A em subconjuntos todos for-
mando uma progressao aritmética de mesma razao r —s. Note que sempre ¢ possivel fazer
isto mesmo que nenhum elemente do A esteja ligado a outro em um mesmo subconjunto
da nova particao. Mas afirmamos que, no nosso caso, a nova particao decompoe A em

d — 1 subconjuntos disjuntos. De fato, se yp — ¢ € A para £ € Gpcom ¢ > r — s entao

v —l+r—seA

porque se nao [ —r 4+ s € Sp o que implica que £ € Sp o que nao ocorre. Dai se yp — £,

com ¢ € Gp, é o elemento final de um subconjunto A da nova partigao entao

(<r—sevyp+r—s—(gA

logo r —s —{ € Sg e portanto r — £ € Sg. Mas isto implica que yp — £ ¢ o elemento final
de um subconjunto de A na primeira particao. E se yp 4 ¢, com ¢ € G, é o elemento

final de um subconjunto de A na nova parti¢ao entao

v+ Ll+r—sg¢A

o que implica que £ +7r —s € Sg e dai £+ 1 € Sg; logo yp — ¢ também é um elemento final
de um subconjunto de A na primeira partigdo. Segue que se a nova particao subdivide
A em d subconjuntos, entdao d’ < d — 1. Mas deve valer a igualdade se nao, pelo lema
4.2.1, C" esta contida em um scroll de dimensao d' com d’ < d — 1, o que contraria a

nossa hipotese. Logo podemos trocar r por r — s e recomecar. Fazemos isto até termos
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r—s & Sp para todo s € Sg com s —r € Sg. O processo certamente termina pois r
decresce a cada passo.

Dai deg(F) = d e gon(C') < d. Mas ¢ de fato d, porque se ndo C’ estaria contida em
um scroll de dimensao menor do que d — 1 contrariando nossa hipotese de indugao.

Reciprocamente, a necessidade segue do Teorema 2.2.1.(I) e indugao. O
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