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Resumo

Este texto tem o objetivo de introduzir as dlgebras de Lie, bem como apresentar suas propriedades
bésicas envolvendo subalgebras, ideais, homomorfismos e representacoes. Também definiremos
algebras de Lie soluveis e nilpotentes, e demonstraremos os teoremas de Engel e de Lie.

Palavras-chave: Algebras de Lie, Algebra de Lie nilpotente, Algebra de Lie soluvel, Teorema de
Engel, Teorema de Lie.



Abstract

The goal of the current work is to introduce Lie algebras and to present their basic properties
concerning subalgebras, homomorphisms and representations. We will also define nilpotent and
solvable Lie algebras and prove Lie’s and Engel’s Theorems.

Keywords: Lie algebras, Nilpotent Lie algebra, Solvable Lie algebra, Engel’s Theorem, Lie’s Theo-

rem.
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Introducao

Algebras de Lie sao espagos vetoriais juntamente com uma operacao produto, também denomi-
nada colchete, satisfazendo algumas propriedades. Elas surgiram na década de 1870, quando o
matemédtico noruegués Sophus Lie (1842-1889) decidiu estudar as equagdes diferenciais de maneira
similar ao estudo de Galois para as equagoes algébricas, dando origem a teoria de Lie. De acordo
com os trabalhos realizados por Lie, as algebras de Lie eram objetos infinitesimais associados a
grupos de transformacgoes (em espagos com determinadas simetrias), também conhecidos como
grupos de Lie. Alguns resultados desta teoria mostram uma relacdo entre as dlgebras de Lie (ob-
jetos algébricos), e os grupos de Lie (objetos de natureza geométrica). Alguns mateméticos como
Friedrich Engel (1820-1895), Wilhelm Killing (1847-1923), Felix Klein (1849-1925), Elie Cartan
(1869-1951) e Herman Weyl (1885-1955) também contribuiram com o desenvolvimento da teoria
de Lie.

O objetivo deste trabalho é introduzir as dlgebras de Lie, bem como apresentar diversas pro-
priedades e resultados basicos envolvendo conceitos como ideais, quocientes, homomorfismos, e
representagoes de algebras de Lie. Ao final, apresentamos os teoremas de Lie e de Engel, importan-
tes resultados que descrevem &algebras nilpotentes e soliiveis como algebras de matrizes triangulares
superiores. Como pré-requisito para a leitura deste trabalho, sao necessarios alguns resultados de
Algebra Linear. As principais referencias bibliograficas utilizadas para a elaboracao deste texto
foram os livros [?, ?], bem como as notas de aula [?].

Notacao: A menos que seja dito o contrario, todos os espagos vetoriais deste texto serao
considerados sobre um corpo k algebricamente fechado e de caracteristica zero. Se V' é um espago
vetorial e X C V um subconjunto, entao denotaremos por (X) o subespaco vetorial de V' gerado
por X, ou seja, (X) é o conjunto de todas as combinagoes lineares de elementos de X.



Capitulo 1

Conceiltos Basicos

Neste capitulo introduziremos a definicao de algebra de Lie e abordaremos algumas proposicgoes,
teoremas, exemplos e defini¢oes envolvendo subdlgebras, ideais, quocientes, homomorfismos, repre-
sentacoes e algebras de Lie soluveis e nilpotentes.

1.1 Definicoes e exemplos

Definicao 1.1 (Algebra de Lie). Uma dalgebra de Lie, sobre um corpo k, é um espago vetorial g
juntamente com uma operagao produto (também denominada colchete) g x g — g, (z,y) — [z,y],
que satisfaz as seguintes condigoes:

1. [-,+] é bilinear,
2. [z,x] =0, para todo x € g,

3. [z, [y, 2] + [y, [z, 2] + [z, [z, 9] = 0, para todos z,y,z € g.

A condigao 2, também conhecida como antissimetria, é equivalente a [z,y] = —[y, z], para todos
x,y € g (se o corpo k ndo tem caracteristica 2). De fato, suponha que [z,y] = —[y, ] para todos
z,y € g. Entao

[z,2] = —[z, 2] = 2[z,2] =0 = [z,2] =0,
para todo = € g. Reciprocamente, se [z,z] = 0 para todo = € g, e utilizando o fato de que o

produto é bilinear, temos que
O0=le+y oty =[z,a]+ oyl + [y, 2] + v, 9] = [z, 9] + [y, 2] = [2,9] = —ly, 2].
A condigdo 3 é conhecida como Identidade de Jacobi, e também pode ser escrita de duas maneiras:
[, [y, 2]] = [[z, 9], 2] + [y, [z, 2]},
[z, 9], 2] = [[=, 2], y] + [=, [y, 2]

Exemplo 1.2. Seja End(V) o espago vetorial das transformagoes lineares de um espago vetorial V'
em si mesmo. Tal espaco, juntamente com o colchete definido por

[A, B] = AB — BA,

10
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com A, B € End(V), é uma &lgebra de Lie. De maneira mais geral, dada uma algebra associativa
A, fica definida uma algebra de Lie, proveniente de A, se definirmos o colchete pelo comutador

[z, y] = 2y —yz, =,y € A
De fato, sejam x1, x2, =, y1, Y2, ¥y, 2 € A e a,B € k. O colchete sera bilinear, pois

[y + @2, y] = (ax1 + 22)y — y(axy + x2) = ax1y + X2y — ayx1 — Yoo = afz1, y] + [T2,9]

[z, By1 + y2] = 2(By1 + y2) — (By1 + y2)x = Bayr + xy2 — Byrw — yox = Blw, y1] + [z, y2].

O colchete é antissimétrico, pois [z, x] = zx — zx = 0. Por fim, A Identidade de Jacobi também é
satisfeita, ja que

[z, [y, 2] + [z, [=,9]] + [y, [z, 2]] = [z, (yz — 29)] + [z, (2y — y2)] + [y, (22 — 22)] =
=z(yz — 2y) — (yz — zy)x + z(zy — yz) — (xy —yz)z + y(2x — x2) — (22 — xz2)y = 0.

A Aalgebra de Lie associada a End(V') é denotada por gl(V). Além disso, note que se V tem
dimensao n, entao, fixando uma base de V', End (V') pode ser visto como sendo o espago das matrizes
n x n com entradas em k (tal identificagdo leva uma transformagao 7' na sua matriz com relagao
a base fixada). A dlgebra de Lie proveniente da algebra das matrizes n x n com entradas em k é
denotada por gl(n, k).

Definigao 1.3. Seja g uma éalgebra de Lie e h um subespaco vetorial de g. Dizemos que h é uma
subalgebra de g se b é fechado pelo colchete, ou seja, se

[z,y] € b, para todos z,y € b.

Exemplos de subdlgebras de Lie de gl(n, k)

Exemplo 1.4. O subespago das matrizes antissimétricas so(n,k) = {A € gl(n,k) | A + A = 0},
onde A! é a transposta da matriz A, é uma subalgebra de Lie de gl(n,k). De fato, sejam A, B €
s0(n,k). Entao A = —A e B' = —B. Assim, temos que

[A,B]" = (AB - BA)'
= (AB)' — (BA)'
— BtAt _ Atpt
(=B)(=A) = (=A4)(—=B)
= BA-AB
= —(AB - BA)
= —[AB],
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ou seja, [A, B] € so(n, k). Observe que o subespago das matrizes simétricas {A € gl(n,k) | A = A’}
nao é subalgebra se n > 2. De fato, dadas duas matrizes simétricas A, B, temos que

[A,B]" = (AB - BA)'
(AB)" — (BA)'
B'A' — A'B?
BA - AB
—(AB — BA)

= —[4,B],

o que mostra que [A4, B] nao é uma matriz simétrica.

Exemplo 1.5. O subespago sl(n,k) = {A € gl(n,k) | tr(A) = 0} é uma subélgebra de Lie de
gl(n, k). De fato, sejam A, B € sl(n,k). Lembrando do fato de que tr(A’B’) = tr(B’A’) para A’, B’
matrizes quaisquer, temos que

tr([A, B]) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0,
e assim [A, B] € sl(n, k).

Exemplo 1.6. O subespaco t(n,k) = {A € gl(n,k) | A é triangular superior} é uma subdlgebra de
Lie de gl(n,k). Para ver isso, basta notar que o produto de duas matrizes em t(n,k) é novamente
uma matriz em t(n, k).

Exemplo 1.7. O subespaco sp(n,k) = {4 € gl(2n,k) | AJ + JA" = 0}, em que J é escrita em
blocos n x n da forma
0 -1
(1 70):

onde 0 é a matriz nula e 1 é a matriz identidade n x n, é uma subalgebra de Lie de gl(2n,k). De
fato, observando que J? = —1, temos que A € sp(n,k) se, e somente se, A’ = JAJ. Assim, dados
A, B € sp(n,k), temos que

[A,B]" = (AB - BA)'
= —A'B'+ B'A!
= —JAJ’BJ + JBJ?AJ
J(AB — BA)J
= J[A, B]J,

ou seja, [A, B] € sp(n, k).

Exemplo 1.8. O subespago s0(p, q,k) = {4 € gl(n,k) | AJ + JA* = 0}, onde J é escrita na forma

(75 )
0 lgxq )~
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é uma subdlgebra de Lie de gl(n, k). Observando que J? = 1, segue que A € so0(p, ¢, k) se, e somente
se, At = —JAJ. Desse modo, dados A, B € so0(p, q,k), temos que

[A,B]" = (AB - BA)!
= —A'B'4+ B'A
= —JAJ?BJ - JBJ(-J)AJ
= —JABJ+ JBAJ
= —J(AB—BA)J
= —J[A, B]J,
ou seja, [A, B] € so(p, ¢, k).

Definicao 1.9. Uma élgebra de Lie g é dita uma dlgebra abeliana se [x,y] = 0, para todos z,y € g.

Exemplos de algebras de Lie abelianas

Exemplo 1.10. Seja g uma dlgebra de Lie. Se dim(g) = 1, entao g é abeliana. De fato, seja {v}
uma base de g. Assim, dados x,y € g, existem «, 5 € k tais que x = av, y = Sv. Entao

[x,y] = [awv, fv] = afv,v] = 0.

Ademais, se h é uma dlgebra de Lie qualquer, entao todo subespaco de dimensao 1 serd uma algebra
abeliana.

Exemplo 1.11. Seja D(n,k) = {A € gl(n,k) | A é diagonal}. Como o comutador de duas matrizes
diagonais é sempre nulo, segue que D(n,k) é uma subélgebra abeliana de gl(n, k).

Exemplo 1.12. O espaco das matrizes da forma

al —b1
b
(1.1.1)
af —bk
b ak

é uma subdlgebra abeliana de gl(2k,k). Vamos verificar o caso 2 x 2: Sejam
a —b a b
(3 a) »= (5 v)
Entao

aa’ — b —ab’ — bd’ ada—-bb —db—-"ba 0 0
[A’B]_AB_BA_<ba’+ab’ bb’+aa’>_<b’a+a’b b’b+a’a>_(0 0>'

Para o caso geral, basta observar que uma matriz 2k x 2k da forma (1.1.1) pode ser escrita como

Ay
Ay
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onde cada bloco A; é uma matriz 2 x 2, para a qual o resultado é verdade, pelo que foi verificado
acima. Portanto, para concluir o resultado, basta notar que o produto de matrizes da forma (1.1.1)
é dado em termos dos produtos dos blocos A4;, i =1,...,k.

Exemplo 1.13 (Algebras de Lie g com dimensao menor ou igual a 2). Seja g uma algebra de Lie.
Se dim(g) = 1, entdo ja vimos que g é abeliana. Se dim(g) = 2, temos duas possibilidades:

1. g é abeliana, ou
2. g possui uma base {u,v} tal que [u,v] = v.
De fato, suponha que g nao seja abeliana e tome {u’,v'} uma base de g. Como g nao é abeliana,

segue que [u/,v'] # 0. Seja v” = [u/,v'] e tome u” tal que {u”,v"} seja base de g. Assim, u” =
au' + v, v = ~u' + v/, onde a, 3,7,d € k. Entao,

[ 0" = [ + BV, yu’ + §v'] = (ad — BYy)[u/, V'] = (ad — By)v”.

Como g nao é abeliana, segue que ad — 3y # 0. Assim, fazendo u = M%ﬂvu” e v = v, obtemos
uma base {u,v} de g tal que [u,v] = v.

1.2 Morfismos e ideais

Definigao 1.14. Sejam g e h dlgebras de Lie. Dizemos que uma transformagao linear ¢ : g — h é
um homomorfismo de dlgebras de Lie se

o([z,y]) = [p(x), ¢(y)], para todos z,y € g.

Caso ¢ seja inversivel, entdo ¢ é chamado um isomorfismo de dlgebras de Lie. As dlgebras de Lie g
e b sao ditas isomorfas caso exista um isomorfismo ¢ : g — h. Dizemos que ¢ é um automorfismo
de dlgebras de Lie se este é um isomorfismo e g = b.

De agora em diante, os termos homomorfismos, isomorfismos e automorfismos serao sempre
entendidos como sendo de algebras de Lie, a menos que digamos o contrério.

Exemplo 1.15. Seja ¢ : gl(n,k) — k, ¢(A) = tr(A) a transformagao linear que associa a cada
matriz A € gl(n,k) o seu traco. Como tr(AB) = tr(BA) e k é uma &lgebra de Lie abeliana (pois
dim(k) = 1), temos que

©([A, B]) = ¢(AB — BA) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.
Por outro lado, verificamos que
[P(A),(B)] = [tr(A), tx(B)] = tr(4) tr(B) — tx(B) tr(A) = tr(AB) — tr(BA) = 0.
Portanto, ¢ é um homomorfismo.

Definigao 1.16. Sejam g uma &lgebra de Lie de dimensao finita e B = {z1,...,2,} uma base de
g. O colchete de dois elementos z;, x; quaisquer de B pode ser escrito da seguinte forma:

[zi, 5] = Z cfj(x):rk

k
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Os elementos cf] (x) € k sao chamados de constantes de estrutura de g em relacdo & base B.

Note que tais constantes de estrutura determinam a &dlgebra, a menos de isomorfismo. De fato,

sejam g e f) algebras de Lie, com bases {z1,...,2,} € {y1,...,yn}, respetivamente, e suponha que
cf](x) =ck (y), para todos i, j, k € {1,...,n}. Dessa forma, a transformacao linear ¢ : g — b tal
que p(x;) = y;, paratodoi=1,...,n deﬁne um isomorfismo de dlgebras de Lie. Vamos fazer o caso

em que dim(g) = dim(h) = 2. De fato, sejam {z1, 22} e {y1,y2} bases de g e h, respectivamente,
tais que suas constantes de estruturas sejam iguais, ou seja,

(21, 9] = c1pm1 + ¢awa e [y1, 2] = clayr + Claya.
Considere z,y € g, tais que z = ax1 + B2 e y = yx1 + 02, com «, 3,7, € k. Entao temos

o(lz,y]) = o(laz + Bmz,’m + b2
¢((ad — By)[z1, z2])
p((ad — 57)(%2951 + Ciama)
(ad — B7)(clap (1) + clop(m2)
(ad — B7)(ciay1 + Claya)
(ad = B7)[y1, y2]
(y)

= [w(@), o)),

S

0 que mostra que ¢ é um isomorfismo, ou seja, g e h sdo isomorfas.

Definigao 1.17. Seja g uma algebra de Lie e b um subespago vetorial de g. Dizemos que h é um
ideal de g se
[z,y] €h, paratodox €gey € b,

ou seja,
[0,0] = ([z,y] [z € g,y €b) Cb.
Dizemos que g é simples se

1. dim(g) #1e

2. os Unicos ideais de g sao {0} e g.

Excluimos o caso 1-dimensional na definicao de algebras de Lie simples, pois, caso contrario,
teriamos algebras de Lie que sao abelianas e simples, e isso nao é desejavel.

Exemplo 1.18. Vamos mostrar que sl(n, k) é ideal de gl(n, k). Basta verificar que [A, B] € sl(n, k)
para todos A € gl(n,k) e B € sl(n,k). De fato,

tr([A, B]) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) =
Portanto, sl(n, k) é ideal de gl(n, k).

Proposicao 1.19. Sejam g uma dlgebra de Lie e by, by ideais de g. Entao b, Nh,y também € ideal
de g.
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Demonstragdo. Sejam xz € g e y € by N hy quaisquer. Como y € b e bh; é ideal de g, segue que
[z,y] € ;. De maneira analoga, temos que [z, y| € hy. Portanto, concluimos que

[.’E, y] € bl N []2'

Proposicao 1.20. Seja ¢ : g — b um homomorfismo ei C g, j C .

1. Se i € subdlgebra de g, entao p(i) é subdlgebra de b.
2. Sei €ideal de g e ¢ € sobrejetivo, entdo ¢(i) € ideal de .
3. Sej ¢ subdlgebra de b, entdo o~ 1(j) € subdlgebra de g.
4. Sej € ideal de by, entdo p=1(j) € ideal de g.
5. ker(p) ={z € g| ¢(x) =0} € um ideal de g.
. im(p) ={y € h |y = e(x) para algum = € g} € uma subdlgebra de b.

6
7. ¢ € injetivo se e somente se ker(p) = {0}.

Demonstragao. Para a parte (1), sejam ¢(x), ¢(y) € ¢(i). Entao

[o(x), e(y)] = w([z, y]) € ¢(0),
pois como i é subdlgebra, [z,y] € i.
Para a parte (2), sejam h € h e p(y) € ¢(i). Como ¢ é sobrejetivo, existe x € g tal que ¢(x) = h.
Assim, temos
[h,o(y)] = [p(2), ()] = e[z, y]) € @),
pois [z,y] € i, uma vez que i é ideal.
Para a parte (3), sejam z,y € ¢~ !(j). Entdo
o([z,y]) = le(z), 0(y)] €,
j4 que j é subdlgebra e (), p(y) € j. Assim, temos que [z,y] € p~1(j).
Para a parte (4), sejam = € g e y € ¢~ 1(j). Entao
e([z,y]) = le(x), o(y)] €1,
uma vez que j é ideal de b e p(y) € j. Assim, temos que [z,y] € p~1(j).
Para a parte (5), sejam = € g e y € ker(p) quaisquer. Temos que

o([z,y]) = [o(x), ¢(y)] = [p(z),0] = 0.

Portanto, [z,y] € ker(¢), e ent@o ker(y) é um ideal de g.
Para a parte (6), considere (), ¢(y) € im(p) quaisquer. Entao

[p(2), e(y)] = ¢([z, y]) € im(p).
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Logo, im(y) é subélgebra de b.
Para a parte (7), suponha que ¢ é injetivo e tome x € ker(¢). Entao
p(x) =0 = ¢(0).

Como ¢ ¢é injetivo, segue que x = 0 e, portanto, ker(¢) = {0}. Reciprocamente, assuma ker(p) =
{0}. Entao, dados z,y € g tais que p(z) = ¢(y), temos

p(x) =(y) = o(x) —p(y) =0= oz —y) =0 =z —y € ker(p).
Como ker(p) = {0}, segue que z — y = 0, ou seja, x = y, o que mostra que ¢ é injetivo.

O]

Definigao 1.21. Seja h um ideal de uma dlgebra de Lie g. O espago quociente g/h possui uma
estrutura de dlgebra de Lie, onde o colchete é definido por

[z +b,y+b]=[z,y] +b.

Vamos mostrar que o colchete estd bem definido: Sejam z,2’,y,7 € gtaisque z+h=2'+he
y+b =19y +bh. Observando que z — 2’,y — 3/ € b, temos que

[ y]+h = [z+ @ —2),y+ @ —y]+h
[z, 9] + [2,y" =yl + 2" —2,y] + [r -2,y —y] + b
= [z,y]+b,
pois [z,y —y], [¢' —x,y], [z — 2,y — y] € b, uma vez que h é ideal.

Teorema 1.22 (1° Teorema do Isomorfismo). Seja ¢ : g — b um homomorfismo. Entao,
g/ ker(p) = im(p).

Demonstragao. Considere a transformacao linear ¢ : g/K — im(y), z + K — ¢(z), onde K :=
ker(p). Vamos mostrar que 1) é um isomorfismo. De fato, suponha z, 2’ € g tais que v+ K = 2/ + K.
Entdao x — 2’ € K, ou seja, v — 2’ = 0 + K = 0. Desse modo,

Pla—a') = $(0+K) = pla—2') = 9(0) = p(z)—p(a') = 0 = o(z) = p(a') = P(a+K) = Y(a'+K).
Logo, 1 estd bem definida. Note ainda que dados =,y € g,

Pl + K,y + K]) = ¢([z,y] + K) = o([z,y]) = [p(2), 0(y)] = [(z + K), ¥ (y + K],

mostrando que ¢ é um homomorfismo. Agora, se x + K € ker(¢), entdo 0 = ¢(z + K) = ¢(z), ou
seja, x € K. Logo,
r+K=K=ker()) =K=0+K =0,
e portanto ¢ é injetivo. Finalmente, tome y € im(y). Entao existe zo € g tal que p(zg) = y.
Assim,
Y(zo + K) = p(x0) =y,

ou seja, 1 é sobrejetivo. Desse modo, ¢ é um isomorfismo e, portanto, g/K = im(p).
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Teorema 1.23 (2° Teorema do Isomorfismo). Sejam g uma dlgebra de Lie e b, by C g ideais de
g. Entao,

(h1 +b2)/by = bo/(hy N hy).

Demonstragdo. Considere o diagrama abaixo, em que p é a projegdo candnica e i a inclusao de hy
em by + by:

b 5 by + by 2 (b1 + by)/by.
Note que a composicao p o i é um homomorfismo, pois dados x,y € by, temos
poi(lz,y]) = p([i(z),i(y)]) = [poi(z), poi(y)].
Considere agora z1 + z2 + by € (hy + by) /by, com 1 € by, z2 € bhy. Entédo
T1+ 22+ by =22+ b = poi(w),

o que mostra que p o i é sobrejetivo. O nucleo da composigao é dado por ker(poi) = {z € by |
z4+ b, =b} ={z€bhy|2z€bh;} =bh; Nbhy Portanto, pelo 1° Teorema do Isomorfismo, temos que
hy/ ker(poi) = im(poi), ou seja,

ba/(h1 M ba) = (hy + b2)/by.
O

Teorema 1.24 (3° Teorema do Isomorfismo). Sejam g uma dlgebra de Lie e by, i ideais de g tais
que i C . Entdo,

(9/1)/(b/i) = g/b.

Demonstragao. Seja ¢ o homomorfismo ¢ : g/i — g/b, x +1— x + h. ¢ é sobrejetivo, pois dado
x + b € g/h, temos que z + h = p(z +1). Observe que o nicleo de ¢ é dado por

ker(p) ={z+icg/ilz+h=bh}={z+icg/i|zch}=h/i

[as

Logo, pelo 1° Teorema do Isomorfismo, temos que (g/i)/ ker(y)

(9/1)/(b/i) = g/b.

im(y), ou seja,

O
Definicao 1.25. A soma de direta de algebras de Lie gq,...,g, ¢é a dlgebra de Lie g definida por

9=0:D...Dgy

como soma direta dos espacos vetoriais e com o colchete dado por

[x,y] = ([xlv yl]: R [wnayn])

em que x = (21,...,Ty) €y = (Yy1,...,Yn) sao elementos de g; B ... D g,,.
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1.3 Representacoes e derivagoes

Definigao 1.26. Sejam g uma algebra de Lie e V um espago vetorial. Uma representacdo de g em
V é um homomorfismo

@ :g— gl(V).

Caso ker(¢) = {0}, dizemos que ¢ é uma representacado fiel.

Exemplo 1.27. Seja g uma algebra de Lie nao abeliana de dimensao 2, com base {z,y} tal
que [z,y] = y (veja exemplo 1.13). Vamos mostrar que a transformacio linear ¢ : g — gl(k?),

satisfazendo
p(z) = ( 1/3 _1/2 > ely) = ( 8 é >,

é uma representacao fiel de g. De fato, por um lado temos que

eea)=e)=( ¢ o )-

Por outro lado,

o= (L) (8- 0% 8)-(42)

Desse modo, temos que ¢([z,y]) = [p(x), p(y)] e, portanto, ¢ é um homomorfismo. Para ver que ¢
é injetora, tome z € ker(¢). Como {z,y} é base de g, entao existem «, 8 € k tais que z = ax + SBy.
Assim, como ¢ ¢ linear, temos

< 8 8 ) =:¢(2)=:¢(ax4—ﬁy)==a¢(x)+-6¢(y)=:( a/§ __a/g >.

Logo, « = =0, e portanto z = 0. Sendo assim, ker(¢) = {0}, o que mostra que ¢ é de fato uma
representagao fiel de g.

Definicao 1.28. Seja g uma &dlgebra de Lie. Para cada elemento x € g podemos definir a funcao
ad(z) : g — g,
dada por ad(z)(y) = [z,y]. A funcao
ad: x € g— ad(z) € gl(g)

define uma representagao de g em g. De fato, a bilinearidade de [-, -] nos garante a linearidade de
ad: Sejam z,y, z € g. Entao

ad(z +y)(2) = [z +y, 2] = [z, 2] + [y, 2] = ad(2)(2) + ad(y)(2) = (ad(z) + ad(y))(2),

ou seja, ad(x + y) = ad(z) + ad(y). Também temos que ad(ax) = aad(x), pois Va € k, e para
todos z, z € g, temos que

ad(az)(z) = [ax, 2] = afz, 2] = aad(x)(2).



20 CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

Por fim, ad([z,y]) = [ad(z), ad(y)], pois dados z,y, z € g, temos

[ad(x), ad(y)](2) =

(oW
—~
8
~—
o
(oW
—~

<
~—
—~
N
~—
|
o
(o]
—
<
~—
o
(o}
—~
8
~—
—~
N
~—

= ad([z, y])(2),

onde a pentltima igualdade segue da identidade de Jacobi. Logo, ad é um homomorfismo. Tal
representacao é chamada de representacdo adjunta de g.

Definigao 1.29. O nucleo de uma representacao adjunta de uma algebra de Lie g é chamado de
centro de g, e denotado por

3(0) = {z c g [ad(2)(y) = [x,y] = 0, Vy € g}.

De maneira geral, se A é um subconjunto nao vazio de g, entdo o centralizador de A é definido
como

3(A)={yeg|[r,y =0, Vz € A}.

O centro de g é um ideal de g, pois para todo y € 3(g) e para todo = € g, temos que [x,y] € 3(g).
De fato, a identidade de Jacobi nos garante que dado z € g, [[z,v], 2] = [z, 2], y] + [z, [y, 2]] = 0,
pois y € 3(g), implicando [y, 2] =0, e [z, 2] € g, logo [[z, z],y] = 0. A identidade de Jacobi também
nos mostra que dado A C g, o centralizador de A é uma subélgebra de g: dados x,y € 3(A), e
z € A, entao [[z,y], 2] = [[z, 2], y] + [z, [y, z]] = [0, y] + [x,0] = 0, ou seja, [x,y] € 3(A).

Proposicao 1.30. Se b € ideal de g, entao o centralizador 3(h) também é um ideal de g.

Demonstragao. Novamente, pela identidade de Jacobi, temos que dados x € g, y € h e z € 3(b),

[[Z,.%'],y] = [[Z7y]?x] + [Z7 [x,y]] = [O7y] +0=0,
pois z € 3(h), logo [z,y] = 0 e [z,y] € b, entao [z, [z,y]] = 0. Portanto, [z,z]| € 3(h), o que mostra
que 3(h) é ideal de g.
O

Proposicao 1.31. Sejam g e h dlgebras de Lie e ¢ : g — b um homomorfismo sobrejetivo. Se
3:=13(9), entao
v(3) C3(h).

Demonstragdo. Sejam x € 3 ey € h. Como ¢ é sobrejetivo, existe xg € g tal que y = p(zp). Assim,
temos que

[p(z), y] = [p(2), p(w0)] = p([z, z0]) = p({0}) = {0},

ou seja, o(x) € 3(h).



1.3. REPRESENTACOES E DERIVACOES 21

Exemplo 1.32. Seja g a élgebra de Lie de dimensao dois ndo abeliana com base {z,y} tal que
[z,y] = y. Temos que

[z,2] =0, [z,9]=y, [y,2]=-y, [y,y]=0,

ad(a:):<8 (1)) ead(y)z(_(l) 8)

Seja z € g qualquer. Entdo existem a,b € k tais que z = ax + by. Assim,

e entao

ad(2) = aad(z) + bad(y) = < _2 2 ) .

Vamos mostrar que o centro de g é trivial. Seja w € 3(g) qualquer. Entao existem «, 8 € k tais que
w = az + Pfy. Como w € 3(g), w comuta com todos os elementos de g, e em particular com x e y.
Assim,

0= [wyl'] = [am—i—,@y,x] = a[x,x] +,6[y,1’] - _B:%

o que implica que 8 = 0. Mas entao

0= [w,y] = [ax + By,y] = alz,y] + Bly,y] = ay,
de onde segue que o = 0 e, portanto, w = 0. Desse modo, 3(g) = {0}.

Exemplo 1.33. Vamos determinar a representagao adjunta de s[(2,k). Seja a base {X, H,Y'} de

g = sl(2,k), em que
01 1 0 0 0

As constantes de estrutura sao dadas por
[H,X]=2X, [H)Y]=-2Y, [X,Y]=H.
Temos que

ad(X)(X) = [X, X] =0, ad(X)(H) = [X, H] = —2X e ad(X)(Y) = [X,Y] = H,

e entao
0 -2 0
ad(X)=10 0 1
0 00
De maneira analoga, obtemos
2 0 0 0 00
ad(H)= 0 0 0 ead(Y)=1| -1 0 0
00 -2 0 20
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Seja Z € g qualquer. Entdao Z = aX + bH + ¢Y, ou seja, Z = ( b Cg >, em que a,b,c € k.
c —

2b —2a 0
Assim, ad(Z) = aad(X) + bad(H) 4 cad(Y) = | —c 0 a |. Desse modo, temos que a
0 2c¢ —2b
representagao adjunta de g = sl(2,k) é dada por
2b —a 0
b a
ad : g — gl(g), < b ) | —c 0 a
¢ 0 2 —2b

Vamos agora mostrar que o centro de g é trivial. Seja W € 3(g). Entdo existem «, 3,7 € k
tais que W = aX + fH + Y. Como W € 3(g), W comuta com todos os elementos de g, e em
particular com Y e X. Assim,

0=[W,Y] = [aX + BH +~Y,Y] = a[X, Y] + B[H,Y] +~]Y,Y] = aH — 28Y,
o que implica o = 0 = 8, ou seja, W = Y. Mas como
0=[W,X]=}NY,X]=1[Y,X] = —H,
temos que v = 0 e, portanto, W = 0. Desse modo, 3(g) = {0}.

A base {X, H,Y} de sl(2,k) dada no exemplo (1.33) é chamada de base padrdo de sl(2,k).

Definigao 1.34. Seja ¢ uma representacao de g em V. Dizemos que W C V' é sub-representa¢do
de V, ou subespaco invariante por @, se

Vz € g, p(x)W CW.

Note que a soma e a intersecdo de duas sub-representacoes também é sub-representagao. A repre-
sentacao  é dita irredutivel se possui apenas as sub-representagoes triviais {0} e V. A representacao
i é denominada completamente redutivel se podemos decompor V' como

V=Vig- - &V,
onde cada V; é sub-representacao de V e a restricao de ¢ a V; é irredutivel.

Observagao 1.35. Seja g uma algebra de Lie com dimensao maior do que 1. Note que a repre-
sentacao adjunta de g é irredutivel se, e somente se, g é simples. Isso segue do fato que um subespaco
de g é um ideal se, e somente se, esse subespaco é uma sub-representacao da representagao adjunta
de g.

Proposicao 1.36. Seja ¢ uma representacdo de g em V de dimensao finita n. Entdo ¢ é com-
pletamente redutivel se, e somente se, toda sub-representacdao de V possui uma sub-representacao
complementar, ou seja, dada qualquer sub-representacao W de V', existe uma sub-representacdo

W' deV tal que V=W @ W'.
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Demonstragao. Primeiramente, vamos admitir que toda sub-representacao de V' possui uma sub-
representagdo complementar. Vamos utilizar inducao sobre a dimensao de V. Se dim(V) = 1,
entao V ¢ irredutivel, e escrevemos V = V. Suponha o resultado valido se dim(V)) < n — 1. Seja
agora V um espaco vetorial de dimensao n. Se V é irredutivel, podemos escrever V =V e o
resultado fica provado. Suponha que V nao é irredutivel e seja W C V sub-representagao de V.
Sabemos que existe W/ C V sub-representacao de V tal que V. =W & W’. Se ambos W e W’ sao
irredutiveis, basta fazer W = V; e W/ = V5, e a demonstracao est4 feita. Suponha entao, sem perda
de generalidade, que W nao é irredutivel. Logo, existe U C W sub-representacao de W. Como
UCW CV,segue que U é sub-representacao de V. Portanto, existe U’ C V sub-representacao de
V tal que V = U @ U’. Vamos mostrar que

W=UnW)a U NW).

De fato, sejaw € W C V. Como V =U @ U’, segue que w = u + v/, com v € U = U N W, pois
UCW,ecomu €eU. ComoUCW, ueW,eentao /' =w—u € W. Assim, v’ € U'NW. Como
UNU’ = {0}, segue que (UNW)N(U'NW) = {0} e, portanto, temos que W = (UNW) & (U'NW).
Como dim(W) < dim(V) =n e UNW = U é sub-representacao de W, segue que W satisfaz a
hipétese de inducao. Logo, W = W1 & ... ® W,, com cada W; sub-representacao de W. Caso W’
nao seja irredutivel, procedemos de maneira andloga, concluindo que W/ = Wi @ ... @ W/, com
cada W/ sub-representagao de W’'. Portanto, escrevemos

V=WeW=W1o..oW,eaW|a&...0 W,

e a demonstracao estd feita.

Para a reciproca, também aplicamos indugao sobre a dimensao n de V. Se dim(V') = 1, entao
V ¢ irredutivel, e escrevemos V' = {0} @ V. Suponha o resultado vélido se dim(V) < n — 1. Seja
agora V = V1 & ... @V, um espaco vetorial de dimensao n. Seja W C V sub-representagao de
V. Como cada W NV, é sub-representagao, e cada V; é irredutivel, segue que W NV; = {0}, ou
W NV, =V, para todo ¢. Vamos analisar os dois casos:

Caso I: Suponha que W NV, =V, para algum i. Podemos rearranjar os indices de modo a obter
i=1. Assim, WNV; =V, ouseja, Vi C W. Vamos mostrar que

W=vieWnWVaoa...a6V,)).

Sejaw e W CV, w=w;+wsy, comw; € Vi,ews €Vod...dV,. Como V; C W, entao w; € W.
Assim, wy = w —w; € W. Logo, wo e WN (Vo®...dV,). Como

ninWnWad...eV,)=Vin(Vad...aV,) ={0},

segue que W =V (WnN(Vad...®V,)). Observamos que WN (Vo @...®V,,) é sub-representacao
de Vo & ... ® V,. De fato, consideremos ¢ a representacdo de g em Vo @ ... ® V,. Seja v €
WnVed...®V,). Entdo v = vy + ...+ vy, com cada v; € W NV;. Para todo x € g, temos que

o(x)(v) = p(x)(va+...+v,) = p(x)va+...+o(x)v, € WNVa+...+WNV, CWN(Vad...&V,),

pois cada V; é sub-representacao. Como dim(Vo @ ...®V,) < n, temos que Vo @ ... DV, satisfaz a
hipétese de inducao. Logo, existe sub-representacao W', tal que

Vod®...0V,=Wnaod...0V,)oW.
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Mas entao W’ complementa W em V', pois
Vieo..oVeu=VioWnWhae...eW,))o W,

ousejaV=WaoW.

Caso II: Suponha agora que W N'V; = {0} para todo i. Entao W @ V; satisfaz as condigoes
anteriores, uma vez que (W @ Vi) N'Vy = Vi. Portanto, existe W’ sub-representacao de V' tal que
V=WeaV)aeW, ou seja,

V=Wao(VieW.

O]

Exemplo 1.37. Considere g = s[(2,k), com base padrao {X, H, Y}. Note que o homomorfismo

0 g — glk?), (i _Z)H(i _Z)

define uma representacdo de g em k2. Tal representacio é chamada de representacdo natural de g.
. 1 , ~ .
Vamos verificar se o subespaco W = << 0 )> é uma sub-representacio de k%. Para isso, temos

que verificar se o(x)W C W, Vx € g. Porém, se ¢ # 0, entao

b «a 1 b 1
()0l e
>> nao é sub-representagao.

1

Portanto, W = << 0

b 0

Exemplo 1.38. Seja g = sl(2,k), h = (H) = {( 0 b

> |be ]k} e considere a restricao da
representagao adjunta de g a b:
p:b—glg), A= p(A):g—g 2[4 7]

01

Vamos verificar que Wp = (X) = << 0 0

o(H)Wy; C Wy, VH € b. De fato,

>> é sub-representagao, ou seja, vamos verificar que

et < (1.0 = 2x) = (0 g )=

1
Portanto, W7 é uma sub-representacao de g. De maneira andloga, Wy = (H) = << 0 _(1) >>

também é sub-representagao, pois
e(H)W, C ([H, H]) = {0} € Wy,

0 0

ou seja, p(H)Wy C Wy, VH € bh. Similarmente, W3 = (V) = << 1 0

)> também é sub-

representacao, pois

et c (1Y) =2 = (1 g ) =m
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ou seja, o(H)W3 C W3, VH € h. Desse modo, temos que g = sl(2,k) pode ser escrito como
g=-sl(2,k) =W & Wy @ Ws,
onde cada W; é uma sub-representacao irredutivel (pois possui dimensao igual a 1) de g.

Lema 1.39. Sejam ¢ : g — gl(V') wma representagio de g, e v € V \ {0}. Entao

olg)v = (p(x1)...o(xp)v | k€N, z1,... 2% € @)

€ uma sub-representacao de V. Em particular, a representacdo V € irredutivel se, e somente se,
e(g)v =V, Yv e V\{0}.

Demonstragdo. Por definigao, W = ¢(g)v é subespago vetorial de V. Para ver que W é sub-
representagao, note que, para quaisquer x € ge o(z1) ... p(xg)v € W, temos que p(z)p(x1) . .. p(zK)v €
W. Assim, segue que W é sub-representagao de V. Assuma agora que V é irredutivel. Como V é
irredutivel e W # {0}, segue que W =V e, portanto, V = ¢(g)v.

Para a reciproca, considere U C V uma sub-representacao de V' tal que U # {0}, e tome
u € U \ {0}. Por hipétese, temos que p(g)u = V. Assim, V = p(g)u C U, pois U é sub-
representacao e u € U. Logo, U =V e, portanto, V' é irredutivel.

O

Exemplo 1.40. Seja g = sl[(2,k). Vamos verificar se a representagdo adjunta ad : g — gl(g),
Z +— ad(Z) ¢ irredutivel. Para isso, tome Z € g nao nulo e considere W = ad(g)Z. Entao,
Z =aX+pH+~Y, com a, 8,7 € k nao todos nulos, onde {X, H, Y} é a base padrao de sl(2,k).
Vamos dividir em casos:

Caso I: Suponha que Z é miltiplo de algum dos elementos da base. Se Z = aX, com a # 0,
entdo aplicando ad(Y) em Z obtemos H e aplicando ad(Y)? em Z obtemos Y. Logo, neste caso
todos os elementos da base estdo contidos em ad(g)Z, o que implica g = W. Se Z = vY, com
7y # 0, entdo aplicando ad(X) em Z obtemos H e aplicando ad(X)? em Z obtemos X. Logo, neste
caso todos os elementos da base estao contidos em ad(g)Z, o que implica g = W. Analogamente,
se Z = fH, com [ # 0, entdo temos que g = W.

Caso II: Suponha que Z = aX + SH, com «, 8 # 0. Neste caso, aplicando ad(H) em Z vemos
que X € W e usando o caso I, temos g = W. Se Z = aX +~Y, com «,v # 0, entdo aplicando
ad(Y') em Z vemos que H € W e pelo o caso I segue que g = W. Analogamente, se Z = SH +~Y,
com (3,7 # 0, aplicamos ad(H) em Z, e vemos que Y pertence a W e novamente temos que g = W
pelo caso I.

Caso III: Suponha que Z = aX + fH + Y, com «, 3,7 # 0. Neste caso, aplicando ad(X) em
Z vemos que —28X +vH € W e usando o caso II, temos g = W.

Pelos casos I, IT e III acima, temos que g = ad(g)Z para qualquer Z € g\ {0}. Logo, pelo
Lema 1.39, ad é uma representacao irredutivel.

Definicao 1.41. Uma derivacdo de uma dlgebra de Lie g é uma aplicacao linear D : g — g que
satisfaz

D([z,y]) = [D(z),y] + [z, D(y)],Vz,y € g.
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Uma das formas da identidade de Jacobi nos mostra que, para qualquer = € g, a transformacao
linear ad(z) é uma derivagao de g. De fato, dados y, z € g, temos que

ad(x)(ly, 2]) = [2, [y, 2]] = ([, 9], 2] + [y, [, 2]],

ou seja,
ad(z)([y, 2]) = [ad(2)(y), 2] + [y, ad(z)(2)].

As derivagoes da forma ad(z), com x € g, sdo chamadas de derivagées internas de g. Denote por
Der(g) o subespaco de gl(g) de todas as derivagoes de g, e por ad(g) o subespaco de Der(g) de todas
as derivagbes internas de g. Observe que Der(g) tem estrutura de algebra de Lie se definirmos o
colchete pelo comutador.

Proposicao 1.42. O subespaco ad(g) é um ideal de Der(g).

Demonstragao. Sejam z,y € g e D € Der(g). Temos que

[D,ad(2)l(y) = (Doad(z)—ad(z) e D)(y)

)
(

= Doad(z)(y) —ad(z) o D(y)
= D([z,y]) — [z, D(y)]
[D(x), y] + [, D(y)] — [z, D(y)]
= [D(=),y]
= ad(D())(y),

ou seja, [D,ad(z)] € ad(g). Logo, ad(g) é ideal de Der(g).
O

Exemplo 1.43. Seja g a algebra de Lie de dimensao dois nao abeliana com base {z,y} tal que
[z,y] = y. Considere D : g — g uma aplicagao linear que, nesta base, é dada por

a c
D= .
Vamos determinar as relagoes entre a,b,c, e d para que D seja derivacdo. A bilinearidade do

colchete nos garante que é suficiente analisar a relacao D([x,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)] com z,y os
elementos da base dada. Entao, temos que

D(y) = D([z,y]) = [D(z), y] + [z, D(y)]
é equivalente a
cx + dy = [ax + by, y| + [z, cx + dy| = a[z,y] + by, y] + c[z, x| + d]z,y] = ay + dy = (a + d)y.

Entao, D é derivacao se, e somente se, c =0 e d = a + d, ou seja, a = 0. Desse modo, as matrizes
das derivagoes D de g sao da forma
0 0
D= .
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1.4 Séries de composicao e algebras nilpotentes e soliveis

Sejam g uma dlgebra de Lie e A, B C g. Definimos [A, B] := ([z,y] | x € A, y € B).

Definicao 1.44. A série derivada de g é definida indutivamente por:

g9 = g

g = [gg=¢
4@ o, 0]

g® = [ghD) g D],

Tais subespagos sao ideais de g. Basta observar que se i,j sao ideais de g, entao [i,j] também é
ideal. De fato, dados z € g, ¢ €ie j €, a identidade de Jacobi nos mostra que

[z, i, 1) = [l i], 5] + 6, [, 41} € T3],

uma vez que i e j sdo ideais de g e, portanto, [z,i] € i e [z, j] € j. Assim, g’ = [g, g] é ideal, bem
como g?) = [¢', ¢'], etc.

Exemplo 1.45. Uma dlgebra de Lie g ¢ abeliana se, e somente se, g’ = 0. De fato, se g é abeliana,
entdo [x,y] = 0, Vz, y € g. Portanto, g’ = [g,g] = 0. Reciprocamente, se g’ = [g,g] = 0, entdo
[z,y] =0 Vz, y € g, ou seja, g é abeliana.

Exemplo 1.46. Sejam k um corpo com caracteristica diferente de 2 e g = s[(2,k), com base padrao
{X, H, Y}. Como
[H,X]=2X, [H)Y]=-2Y, [X,Y]|=H,

temos que X,H,Y € g = [g,g] e, portanto, g = g. Desse modo, g*) = g, Vk > 0. Se a
caracteristica de k é dois, segue que

[H,X]=0=[H,Y], [X,Y]=H,
e entdo g’ é o subespaco gerado por H. Assim, g(® = {0}.
Proposicao 1.47. Sejam g uma dlgebra de Lie e h C g um ideal.
1. g*=1/g*) ¢ abeliano.

2. g/b € abeliano se, e somente se, g’ C .

Demonstragio. Para a parte (1), dados z,y € g~ temos que

[+ oW,y + g™ = [2,y] + oW = ¥,

k—1) kfl)]'

pois [z,y] € g = [g—D gl

Para a parte (2), considere g/h abeliano e tome x,y € g. Entao

+by+b=[z,yl+b=b=[z,y]€h, Ve,ycg=[g,9] =g Ch.
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Suponha agora que [g,g] = ¢’ C h. Entao, Vz,y € g, temos que [z,y] € h, o que implica

[z +b,y+b]=[z,yl +h=b,

mostrando assim que g/h é abeliano.

O]

Proposicao 1.48. Sejam g uma dlgebra de Lie, h C g um ideal, e m : g — g/b o homomorfismo
canonico. Entao

m(g™) = (a/n)"

Demonstragao. Vamos provar utilizando inducao sobre k. Naturalmente, temos que W(g(o)) =
7(g) = (g/b) = (g/h)?). Assumindo o resultado vélido para k — 1, temos:

m(@®) = a(g* g

(g~ 1) m(g* )]
[(a/5) Y, (g/b)* D]
(a/5)™

Proposicao 1.49. Sejam g uma dlgebra de Lie e h C g uma subdlgebra. Entdo
hk) C gk,

Demonstragcao. Novamente, utilizaremos inducao sobre k. Naturalmente, [](0) =hCg= g(o).
Suponha o resultado verdadeiro para k — 1. Temos que

h) = oD, pE=D] C [hD), gt D) = ).

Definicao 1.50. A série central descendente da dlgebra de Lie g é definida indutivamente por:

1

> = logl=¢
g = [g,0%
g = [g.¢" "]

Por inducao sobre k podemos ver que gF é um ideal de g para todo k > 1. De fato, se k = 1,
o resultado é trivial. Suponha o resultado vélido para k, ou seja, suponha que g* é ideal de g e,

portanto, g"*! = [g, g*] C g*. Entao

k+1

M) =g, [g,0"]] C [9,0"] = "1,

9,9

ou seja, g"t! é ideal de g. Observe que ghét! = [g, g¥] C g*, para todo k > 1, e assim temos que
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Exemplo 1.51. Seja g = { } a édlgebra das matrizes triangulares superiores 3 x 3 com

o O O
oS O ¥
S ¥ ¥

}, 62 =1{0}, e gF={0} se k> 3.

o O O
S O ¥

0
zeros na diagonal principal. Entdo g2 = {| 0
0

Exemplo 1.52. Seja g = { } a algebra das matrizes triangulares superiores 3 x 3.

S O ¥
S ¥ ¥
*

Entdo g2 = { Lad=g%egh=g?sek>3.

o O O
S O ¥
S ¥ ¥

Proposicao 1.53. Seja g uma dlgebra de Lie.
1 [¢'¢/] C g,
2. g¢ = ([w1,...,[xr_1,2]...] | K €N, x; € g para todo 1 <i < k).
Demonstragao. Para a parte (1), utilizaremos indugao sobre j. Para j = 1, temos que

gttt = [g,0%] C ¢, j4 que g é ideal. Suponha o resultado verdadeiro para j. Utilizando a
identidade de Jacobi, temos:

o', ") = [0, o7, 0] € [[0", &), 0] + [¢7, [0, 0] C [0, 0] + [¢7, 0"F'] C g™ "

Para a parte (2), utilizaremos indugao sobre k. Para k =1 (ou 2), o resultado é imediato da
definicdo de g*. Assumindo o resultado vélido para k — 1, temos que os elementos de gF~!
sdo da forma 3 z;, em que z; é produto de k — 1 elementos de g. Desse modo, g* = [g, g*~!]

(2
é gerado por elementos da forma
Z[ﬂ%zi], zi € g,
i

ou seja, pelo produto de k elementos de g.

Proposicao 1.54. Seja g uma dlgebra de Lie. Entdo

gk/gk-i-l

€ uma dlgebra abeliana.

Demonstracdo. Sejam z,y € g*. Entao

[z + g"y + g" ] = [z,y] + gFT = gF T,

— qk+1

ja que [z,y] € [g,9"] = g". Logo, g*/gFt! &

¢ abeliana.
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Para a demonstracao das duas proposigoes abaixo, utilizaremos indugao sobre k.

Proposicao 1.55. Sejam g uma dlgebra de Lie, h C g um ideal, e m : g — g/b o homomorfismo
canonico. Entao

m(g") = (a/h)".

Demonstragdo. Naturalmente, 7(g') = 7(g) = (g/h) = (g/h)!. Assumindo o resultado vélido para
k — 1, temos que

m(g") = (g, 8" "))
[m(g), 7(g" )]
[(a/h), (8/b)" ']
= (g/n)".

Proposicao 1.56. Seja g uma dlgebra de Lie. Entdo

g(k) C ngrl’

ou seja, a série derivada tem decrescimento mais rdpido que a série central descendente.

Demonstracio. Para k = 1, tem-se que g!!) = ¢/ = [g,9] = g% C g?. Admitindo o resultado valido

para k, temos que
gt = [g®) g®)] € [gW, g") C [g, 0" '] = gF T2

Definicao 1.57. Uma algebra de Lie g é dita solivel se

g = {0},
para algum k > 1, ou seja, se alguma de suas dlgebras derivadas se anula.
Exemplo 1.58. Seja g uma algebra abeliana. Entao g é solivel, pois [g,g] = ¢’ = gt = 0.

Exemplo 1.59. Considere g = sl(2,k). Entao g nao é solivel, pois conforme visto no exemplo 1.46,
g®) = g V& > 0.

x % %
Exemplo 1.60. Sejag={| 0 * x |} adlgebrade Lie das matrizes triangulares superiores 3 x3
0 0 =
0 = = 0 0 =«
com entradas em k. Entdio g’ = {| 0 0 x |}, ag®@ ={[ 0 0 0 |}, g® ={0},eg® = {0}
000 000

se k > 3, o que mostra que g é solivel. Este resultado pode ser estendido para dimensoes maiores:
se g € a algebra de Lie das matrizes triangulares superiores n X n com entradas em k, entao existe
ko € N tal que g*) = {0} se k > ko.

Proposicao 1.61. Sejam g uma dlgebra de Lie soluvel e h C g. Temos:
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1. Se b € subdlgebra, entao b € soluvel.
2. Se b € ideal, entao g/b é solivel.

3. Se ¢ : g — m é um homomorfismo, entao @(g) € uma subdlgebra solivel de m. Em particular,
se @ € sobrejetivo, entao m € soluvel.

Demonstracio. Seja k € N tal que g®) = 0. Entao, pela proposicio 1.49,
b € o) = {0},

0 que mostra que se g € solavel, entao h também é solivel.

Para a parte (2), seja 7 : g — g/bh o homomorfismo canénico. Como g é solivel, existe k > 1
tal que g(¥) = {0}. Mas entéo

(9/6)*) = 7(g™) = =({0}) = {0},
ou seja, g/h também é soluvel.
Para a parte (3), como g é solitvel, existe k > 1 tal que g¥) = {0}. Assim,
p(0)™ = (g") = p(0) = 0.
Desse modo, segue que ¢(g) é soluvel. Se ¢ é sobrejetivo, entao ¢(g) = m e, portanto, m é solivel.
[
Proposicao 1.62. Sejam g uma dlgebra de Lie e b C g um ideal. Se b e g/b sao soliveis, entao

g também € soluvel.

Demonstragio. Como g/h é solivel, entdo existe k; > 1 tal que (g/h)*) = 0. Considerando
7 : g — g/b o homomorfismo canénico, temos que m(g*1)) = (g/h)*1) = 0, ou seja, g*1) C b.
Como h é solivel, existe ko > 1 tal que b(kQ) = 0. Entao

g(k1+k2) — (g(kl))(k2) C h(kQ) =0,

ou seja, g é soluvel.

Definigao 1.63. Uma algebra de Lie g é dita nilpotente se
k_o
para algum k > 1, ou seja, se sua série central descendente se anula em algum momento.

Exemplo 1.64. Se g é uma 4lgebra de Lie abeliana, entdo g é nilpotente, pois g* = [g,g] = ¢’ = 0.

Exemplo 1.65. Sejag = { } a dlgebra de Lie das matrizes triangulares superiores 3x3

o O

*
a
0

Q ¥ X

com entradas em k cujos elementos da diagonal principal sdo iguais. Entdo g2 = {

}7

o O O
o O ¥

S ¥ ¥
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0 0 =
g = 0 0 0 |}, g*=1{0},egh=1{0}sek > 4,0quemostraque g énilpotente. Este resultado
000

pode ser estendido para dimensoes maiores: se g é a dlgebra de Lie das matrizes triangulares
superiores n X n com entradas em k cujos elementos da diagonal principal sao iguais, entao existe
ko € N tal que g¥ = {0} se k > ko.

Proposigao 1.66. Algebms de Lie nilpotentes sao soluveis.

Demonstracdo. Seja g uma algebra de Lie nipotente. Entdo existe k¥ € N tal que g¥ = 0. A

proposicao 1.56 nos diz que
g* D C g = {0},

0 que mostra que g ¢é soluvel.

O]

A reciproca da proposi¢ao anterior nem sempre é verdadeira, como podemos ver no exemplo
abaixo:

Exemplo 1.67. Seja g a algebra de Lie nao abeliana de dimensao 2 com base {z,y} tal que
[z,y] = y. Observe que g é soluvel, pois

Por outro lado,

g' =g,
9> =9 =g, 9] = ([z,9]) = (v),
0’ =1[9,0°] = ([z,9]) = (v) = ¢,

0" =1[9,0°] = lo. 9] = ([z,9]) = (v) = ¢,

Assim, temos que g¥ = (y), V k > 2 e, portanto, g nio é nilpotente. Vale a pena mencionar que
este é o menor (com dimensdo minima) exemplo de uma algebra de Lie que ¢é solivel mas nao é
nilpotente.

Proposicao 1.68. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente. Entdo
3(g) # {0},

ou seja, seu centro nao € trivial.

Demonstracdo. Seja g uma algebra de Lie nilpotente. Entdo existe k¥ € N tal que gF¥ # 0 e
g"tl = 0. Como gFt! = [g,g"] = 0, segue que g* C 3(g), o que mostra que o centro de g nao é
trivial. Entretanto, o centro de uma algebra solivel pode se anular, conforme visto no exemplo

1.32.
O
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Proposicao 1.69. Sejam g uma dlgebra de Lie nilpotente e h C g. Temos:

1. Se by € subdlgebra, entao by é nilpotente.

2. Se by € ideal, entao g/b € nilpotente.

Demonstragao. Para a parte (1), vamos mostrar por indugao sobre k que se h C g, entao he C g
Para k = 1, o resultado é trivial. Suponha agora o resultado verdadeiro para k — 1. Temos que

b =, 6" C [, g" ] C g, 0" 1) =g,

ou seja, h* C g¥. Seja agora ko > 1 tal que g"° = 0. Entéo

hro C g*o = {0},

0 que mostra que se g é nilpotente, entao h também é nilpotente.

Para a parte (2), seja 7 : g — g/b o homomorfismo canénico. Como g é nilpotente, existe k > 1
tal que g* = {0}. Mas entdo
(g/0)" = n(g*) = =({0}) = {0},
ou seja, g/h também é nilpotente.

O

Proposicao 1.70. Sejam by, by ideais soliveis de uma dlgebra de Lie g. Entdo by + by também
€ ideal soluvel de g.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar que h; +h, é ideal de g. Sejam x € ge y1+y2 € by +bs,
com Y1 € by, y2 € hy. Entao

[x7y1 + yQ] = [xvyl] + [xva] € []1 =+ []27

uma vez que [z,y1] € by e [z,y2] € by, j4 que by, by s@o ideais. Observe que o 2° teorema do
isomorfismo nos garante que

(h1 +b2)/ba = by /by N by

Como b, é solivel, a proposi¢ao 1.61 nos garante que h;/h; N hy também é solivel e, portanto,
(b1 + by)/by é solivel. Por hipétese, hy é solivel, logo a proposigao 1.62 nos diz que h; + by é
soluvel.

O

Proposigao 1.71. Toda dlgebra de Lie g de dimensdo finita possui um ideal solivel maximal v que
contém todos os ideias soluveis de g.

Demonstracao. Seja t um ideal solivel de dimensao maximal n. Se h é ideal soluvel de g, entao, pela
proposigao anterior, t + h também é ideal de g, com dim(v + ) > dim(r). Mas, pela maximilidade
da dimensao, temos que dim(r + h) = dim(r) =n, ouseja, t+h Cr,e h Ct.

O
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Definigao 1.72. O ideal ¢ da proposicao anterior é chamado de radical solivel de g, e é denotado
por t(g).

Definigcao 1.73. Uma algebra de Lie g é dita semissimples se possui apenas 0 como ideal soltuvel,
ou seja, se
t(g) =0.

Proposicao 1.74. Se g é uma dlgebra de Lie simples, entao g é semissimples.

Demonstragao. Como g é simples e t(g) é ideal, devemos ter t(g) = 0 ou t(g) = g. Set(g) =0, o
resultado segue. Suponha que t(g) = g. Entéo, g é solivel, e g’ # g, pois caso contrario g*) = g
para todo k& > 1, e g nao seria solivel. Como g’ é ideal de g, segue que g’ = 0, ou seja, g é abeliana,
o que é um absurdo se dim(g) > 2, j4 que subespagos de algebras abelianas sao ideais. Portanto,
temos que t(g) = 0, ou seja, g é semissimples.

O]

Exemplo 1.75. Vamos mostrar que sl(2,k) é simples. De fato, pelo exemplo 1.40 sabemos que a
representagao adjunta de s((2,k) é irredutivel. Desse modo, pela observagao 1.35, sl(2,k) é simples.

Corolario 1.76. Se g = sl(2,k), entao g = [g,9] = ¢’ e 3(g) = 0.

Demonstragao. De fato, como g é simples e g’ e 3(g) sao ideais de g, segue que ¢ = {0} ou g’ ' =g
e 3(g) = {0} ou 3(g) = g. Como g nao é abeliana, nao podemos ter g’ = {0} e nem 3(g) = g. Logo,
segue que g’ = g e 3(g) = {0}

O

Exemplo 1.77. O radical solivel de g = gl(2,k) é

t(g) = 3(9) =5 = kla,

onde I5 denota a matriz identidade 2 x 2. De fato, o ideal 3 é solivel pois ¢é abeliano, e é também o
unico ideal solivel, j& que os ideais de g sao {0}, 3, sl(2,k) e g. Para ver isso, primeiramente note
que

g=sl2,k) ®3;

(nao s6 como espago vetorial, mas como algebras de Lie). De fato, basta observar que sl(2,k) N3 =
{0} e se A € gl(2,k), podemos escrever

tr(A)

A=(A- L) +

tr(A) I
n 2

em que (A — tIFEI—A)IQ) € sl(2,k) e %IQ € 3. Considere agora a transformagcao linear sobrejetiva
v :g=sl2k ®; — sl(2,k), A+ Z — A. Note que ¢ é um homomorfismo, pois dados
A, B € sl(2,k) e Z € 3, temos

[+ 2, B+ 7)) = ol[A, B) + Z) = [A, B = [p(A+ 2), (B + 2)).
Como ker(p) = 3 e im(p) = sl(2,k), o 1° Teorema do Isomorfismo nos garante que

9/3 = sl(2,k).
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Considere agora h um ideal de g e 0 homomorfismo 7 : g — g/3. O 2° Teorema do Isomorfismo nos
diz que w(h) = (h +3)/3 = h/h N 3. Vamos dividir em dois casos:

Caso I: Suponha que 3 C b.

Neste caso, m(h) = h/hNz="h/3 Se w(h) =h/3 # 0, entdo existe X € b tal que X =Y + aly,
comY #0, Y e€sl(2,k) ea € k. Masentdao Y = X —als € h, pois X € h e als € 3 Ch. Logo,
hNsl(2,k) # 0. Como hNsl(2, k) é ideal de sl(2,k) e s[(2, k) é simples, segue que hNsl(2,k) = sl(2, k),
ou seja, sl(2,k) C h. Como 3 C b, e g = sl(2,k) @ 3, segue que h = g. Agora, se w(h) = h/3 =0,
entao h C 3. Como 3 C b, segue que h = 3.

Caso II: Suponha que 3 Z b.

Neste caso, 3Nh = 0 (pois dim(3) = 1), ouseja w(h) = bh/hNz =bh. Se w(h) = h # 0, entao existe
Xebhtalque X =Y +aly,comY #0, Y € sl(2,k) e a € k. Pelo corolario 1.76, 3(sl(2,k)) =0,
logo existe Y’ € sl(2,k) tal que [Y,Y'] # 0. Logo, [X,Y'] = [Y + al,Y'] = [Y,Y']| + [aly, Y] =
[Y,Y’] # 0. Como b e sl(2,k) sdo ideais, temos que [X,Y’] € hNsl(2,k), logo b Nsl(2,k) # 0.
Como h Nsl(2,k) é ideal de sl(2,k) e sl(2,k) é simples, segue que h Nsl(2,k) = s[(2,k), ou seja,
5[(2,k) C h. Neste caso, h = s[(2,k), pois se existe A € h tal que A = B + 15, com B € sl(2,k) e
B #0 €k, temos que flo = A— B € 3Nh,pois A€ b, Besl(2,k) Che Bl €3 Mas isso é uma
contradigao, pois estamos no caso em que 3N h = 0. Agora, se w(h) = h = 0, segue que h = 0.

Por ambos os casos acima, vemos que se h é ideal de g, entao h = 0, 3, s[(2,k) ou g. Assim, o
radical de g s6 pode ser 3, como queriamos.

Proposicao 1.78. Sejam g uma dlgebra de Lie ndao solivel e h C g um ideal solivel. Entdo g/h €
semissimples se, e somente se,

h=r(g).

Demonstragao. Suponha g/h semissimples e seja hy ideal solivel de g. Entao h C t(g) e a proposigao
1.61 garante que t(g)/h é ideal soluvel de g/h. Mas como g/h é semissimples, t(g)/h = 0, ou
seja, t(g) € h. Logo, h = tv(g). Suponha agora que h = t(g), e considere 7 : g — g/t(g) o
homomorfismo canénico. Se i C g/t(g) é ideal solivel, entdao 7~ 1(i) ¢ ideal de g por 1.20. Tomando
o homomorfismo ¢ : 771(i) — i, o 1° Teorema do Isomorfismo nos garante que 7~ 1(i)/t(g) = i, e
aplicando a proposicao 1.62, segue que 7 '(i) é solivel. Desse modo, 7~ 1(i) C t(g), o que implica
que 71(i)/v(g) = i = 0 e, portanto, g/t(g) é semissimples.

O]



Capitulo 2

Os Teoremas de Engel e de Lie

2.1 O teorema de Engel

O fato de uma dlgebra de Lie g C gl(V') ser nilpotente ndo implica que todo X € g é nilpotente.
De fato, tome g a dlgebra de Lie das matrizes diagonais. Como g é abeliana, g é nilpotente,
porém nenhum elemento nao nulo de g é nilpotente. Por outro lado, o Teorema de Engel diz
que g ¢é nilpotente se, e somente se, ad(x) ¢é nilpotente, para todo x € g. Entretanto, antes de
demonstrarmos o Teorema de Engel, vamos enunciar o seguinte lema:

Lema 2.1. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo k e g C gl(V) uma
subdlgebra. Suponha que todo elemento de g seja nilpotente. Entao existe um vetor nao nulov € V
tal que Xv =0, para todo X € g.

Demonstragdo. A prova serd feita usando indugao na dimensado de g. Suponha que dim(g) = 1
eseja X € g, X # 0. Como X é nilpotente, existe k > 1 tal que X* = 0 e X*¥~ 1 #£ 0. Seja
w €V tal que X* 1w # 0. Tome v = X¥lw. Entdo v # 0e X(v) = XX 1w = XFw = 0.
Suponha o resultado vélido para subdalgebras de dimensao menor que n. Assuma dim(g) =n > 1.
A demonstracao da inducéao serd feita em alguns passos:

Passo I: Para cada X € g, ad(X) é nilpotente.

Como g C gl(V), o colchete de dois elementos X,Y € g quaisquer é dado pelo comutador:
[X,Y] = XY — YX. Tomando X € gl(V), denotaremos por Lx a multiplicagdo & esquerda por
X: Lx(Y) = XY. De maneira andloga, denotamos por Rx a multiplicagdo a direita por X,
Rx(Y)=YX. Como Lx o Rx(Y) = XYX = Rx oLx(Y), segue que Lx e Rx comutam. Por
hipétese, X é nilpotente, logo existe k& > 1 tal que X¥ = 0. Desse modo, L% (V) = X*Y = 0
e R’}(Y) = YX* = 0. Dados X,Y € g quaisquer, e utilizando o fato de Ly e Ry comutarem,

36
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podemos usar a férmula do Bindmio de Newton e escrever

(ad(X))*"(Y) = (Lx — Rx)*(Y)

2k
2 ) )
= Z( k) B(ORAQ)?*Z(Y)
1=0 ¢
2k
=Y <2,k)XiYX2k‘i(Y)
=0 L
= 0,

poisse i >k, entdo X' =0, esei < k, 2k—i > k e X2~ = 0. Logo, temos que ad(X) é nilpotente
para todo X € g.

Passo II: Se m é uma subdlgebra prépria maximal de g, entdo existe Xy € g\ m tal que
[Xo, m] Cm.

Sejam X € g, Z € m. Considere ad’ (Z)(X + m) = ad(Z)(X) + m. ad’ estd bem definido, pois
dados X, X’ € g tais que X + m = X' +m, temos que X = X' +Y, Y € m. Assim, para todo
Z € m, temos

ad(Z)(X +m) = ad(Z)(X)+m

= ad(Z
= ad(Z2)(X' +m),

onde ad(Z)(Y) € m, pois m é subdlgebra de g. Pelo Passo I, ad(Z) é nilpotente. Logo, existe k > 1
tal que ad(Z)* = 0. Assim, segue que ad’(Z) também é nilpotente, pois

(ad (Z2)F(Y +m) = (ad(2)*(Y) +m =0+ m =m.

A transformacio ¢ : m — gl(g/m), Z — ad’(Z) é um homomorfismo. De fato, ¢ é linear, pois
dados Z1, Z; € m e a € k, temos que

o(aZ1+ Zy) = ad (aZ1 + Z2) = ad(aZ1 + Z2) +m = aad(Z1) + m+ad(Z2) + m = ap(Z1) +¢(Z2).

Ademais, se X € ge Z1, Z» € m, temos

ad'([Z1, Zo])(Y +m) ad([Z1, Z])(Y) +m
[ad(Zl), ad(Zg)](Y) +m

= [ad(Z1),ad (Z2)](Y +m).

Desse modo, ad’(m) C gl(g/m) é uma subdlgebra cujos elementos sao nilpotentes. Como dim(ad’(m)) <
dim(m) < dim(g), a hipdtese de indugao do Lema nos garante que existe Xy + m € g/m nao nulo
tal que ad’(Z)(Xo+m) =m, VZ € m, ou seja, Xog € g\ me ad(Z)(Xy) = [Xo,Z] €m, VZ € mee,
portanto, [Xo, m] C m.

Passo ITI: Seja m uma subdlgebra prépria maximal de g, e tome Xy € g\ m dado pelo passo
II. Entao g = m + kXj.
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Note que m + kX é subélgebra de g, pois
[m + kXo, m + kXg] = [m,m] + [m,kXo] + [kXo, m] + [kXo, kXo] C m,

uma vez que [m,kXo], [kXo, m] C m, pois m é subalgebra e [kXo,kXo] = 0. Como Xg ¢ m, m C
m + kXp, com m + kX, subdlgebra de g. Mas dim(m) < dim(m + kXj) e, por hipétese, m é
subdlgebra prépria maximal de g. Logo, g = m 4+ kXy. Na verdade, m é ideal de g, pois

g, m] = [m + kXo, m] = [m,m] + kX, m] C m.

Passo IV: Existe v € V' \ {0} tal que Xv =0, VX € g.

Novamente, seja m uma subédlgebra prépria maximal de g. Observe que m C g C gl(V), ou seja,
m é uma subdlgebra de gl(V') cujos elementos sao nilpotentes. Como dim(m) < dim(g), a hipdtese
de inducao do Lema nos garante que o subespaco W = {v € V | Zv = 0, VZ € m} é nao nulo.
Dados w € W e Z € m, temos

Z(Xo(w)) = (ZXQ — X()Z)(w) + X()Z(w)

= [Z, X()](’w) + X()(O)

= 0,
uma vez que [Z, Xo] € m, pois m é ideal. Logo, concluimos que Xo(w) € W, ou seja, W é Xo-
invariante. Como X é nilpotente, existe k > 1 tal que XF =0 ¢ XF~! # 0. Tome wp € V' \ {0}
tal que X[’fflwo # 0. Faca vg = X(If*lwo. Entao vg # 0 e vg € W, pois W é Xg-invariante. Temos
que Xovg = XoXé“*lwo = X(’)“wg = 0. Agora, dado Z € m, temos que Zvy = 0, pois vg € W. Como
g =m+ kX, segue que Xvg =0, VX € g.

Com os 4 passos acima, o Lema fica demonstrado.
O

Teorema 2.2 (Teorema de Engel). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo
k. Entdo g € nilpotente se, e somente se, Vx € g, ad(z) € nilpotente.

Demonstracdo. Se g é nilpotente, entdo existe k > 1 tal que g¥ = 0. Sejam z,y € g. Temos

(ad(x))*(y) = [, [z, [..ale, y]]]] € g" = 0.

TV
k vezes

Logo, (ad(z))*(y) = 0 e, portanto, ad(x) é nilpotente para todo € g. Para demonstrar a reciproca,
utilizaremos inducao sobre a dimensao de g. Se dim(g) = 1, entdo g é abeliano e, portanto,
nilpotente. Suponha o resultado valido para dlgebras de Lie de dimensao menor que n. Suponha que
dim(g) = n e ad(x) é nilpotente, para todo = € g. ad(g) C gl(g) é subdlgebra. Cada ad(z) € ad(g)
é nilpotente, entdao podemos utilizar o Lema anterior e concluir que existe z € g\ {0} tal que
ad(z)(z) =0 Va € g. Logo, z € 3(g) = 3. Sejam agora g/3 e ad; sua adjunta definida por

ady(z +3)(y +3) = [v + 3y +3] =[x,y +3 = ad(x)(y) + 3.

Para cada x € g, ad;(z +3) é nilpotente, pois cada ad(z) é nilpotente. Como dim(g/3) < dim(g), a
hipétese de inducdo nos diz que g/3 é nilpotente. Logo, existe k > 1 tal que (g/3)* = 3. Considere
a projecao 7 : g — g/3, * — x + 3. Temos que

m(g") =7(0)" = (9/3)" =3,
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ou seja, g¥ C 3. Mas entdo
g =[g,0" C [9,3] = {0}.
Portanto, g é nilpotente.

O]

Teorema 2.3. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e g C gl(V') uma dlgebra de Lie cujos
elementos sao nilpotentes. Entdo existe uma base de V para a qual toda matriz de g em relagdo a
esta base € triangular superior com zeros na diagonal principal.

Demonstragdo. Utilizaremos indug@o sobre a dimensao de V. Se dim(V) = 1, o resultado segue
pois qualquer transformagcao linear nilpotente em V' serd nula. Suponha que o resultado seja valido
para espagos vetoriais de dimensao menor do que n, e considere dim(V) = n. Pelo Lema 2.1,
existe um vetor nao nulo v; tal que Xv; = 0, VX € g. Defina V; = kvy. Como Vi é g-invariante,
temos que a transformagao induzida X : V/Vi — V/Vi, X(v+ V1) = X(v) + Vi, Yo € V e
VX € g é bem definida. Como cada X € g é nilpotente, segue que cada X é nilpotente. Logo,
g={X e€gl(V/V1) | X € g} é uma subdlgebra de gl(V/V;) cujos elementos sdo todos nilpotentes.
Como dim(V/V7) < n, segue pela hip6tese de indugao que V/V; possui uma base {vo+Vi, ... v,+V1}
para a qual a matriz de cada X € g é triangular superior com zeros na diagonal principal. Portanto
X(v; + V1) € (v1 + V1, ...v, + V1), ou seja, Xv; € (v1,...v,). Assim {v1, vo,...,v,} é uma base
de V para a qual a matriz de cada X € g em relagao a esta base é triangular superior com zeros
na diagonal principal.

O]

2.2 O teorema de Lie

Lema 2.4. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo k e g C gl(V') subdlgebra.
Suponha que § € ideal de g e f € um funcional linear de §). Entao o subespaco

Vi={veV:T(v)=f(T)v, VT € b}

¢ g-invariante, ou seja, X (Vy) C Vi, VX € g.

Demonstragdo. Dados X € g e v € Vy, queremos mostrar que X (v) € V¢, ou seja, T'(X(v)) =
f(T)X(v), VT € h. Se v =0, o resultado ¢ trivial. Suponha v # 0 e tome T € fj. Temos

T(X(v) =X(T(v))+(TX = XT)(v)
= X(T(v)) + [T, X](0) o)
= X(f(T)o) + F(T, X])u &
= [(T)X(v) + f([T, X]).
Basta mostrar que f([T, X]) = 0. Para isso, consideremos vy = v,v; = X (v), v2 = X2(v),...,v; =

XJ(v). Para cada j > 0, seja V; o subespago de V gerado por {vp,...,v;}. Como V tem di-
mensao finita, seja k > 0 o menor inteiro tal que {vy,..., v} é linearmente independente, mas
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{vo,..., vk, vk41} € linearmente dependente. Para cada 0 < j < k, Vj ¢ invariante VI € b, e a
matriz de T restrita a V; em relacdo a base {vo,...,v;} é triangular superior, da forma
f(T) *
(2.2.2)
0 J(T)

De fato, se k =0, V; =V, = Vo = kuvg e T'(vg) = f(T)vo € Vj, pois vg € Vy. Assumindo k£ > 1, a
equagao (2.2.1) nos diz que VT € b,

T(v1) = f(T)or + f([T, X])vo € V1,

o que mostra que o subespago Vi = (vg,v1) = kvg + kv é invariante sobre 7. Ademais, a matriz
de T'|y, em relagao & base {vg,v1} é

( f(T()] f([T}élg >

Utilizaremos inducao sobre j < k: Suponha que todo V;_; é T-invariante e, para todo T" € b, a
matriz de T em relacao a base {vo,...,vj—1} é da forma (2.2.2). Entao, VI € b temos

T(v;) = T(X!(v))

= TX(X77(v))

= XT(X77(v)) + [T, X]X7 ™ (v)

= XT(vj1) + [T, X](vj-1)

= X(f v31+Zcsz FUT, X])vj— 1+Zde
1<j—1 1<j—1

= f(T)X(vj-1)+ Z CiX(Ui)+f([T,X])Uj_1+ Z d;v;
i<j—1 i<j—1

= fMuj+ Y cvipn+ F(T,XDvja+ Y divs

i<j—1 i<j—1
= f(T)vj + (uma combinacao linear de {vp,...,vj_1})

onde ¢; e d; sao constantes garantidas pela hipétese de inducao. Logo, Vi é h-invariante e a
matriz de Ty, em relacdo a base {vp,...,vx} é da forma (2.2.2). Desse modo, dado T' € b,
tr(T|v,) = (k+ 1) f(T). Entao, como [T, X] € b, tr([T, X]|v,) = (kK + 1) f([T, X]). Mas

tI’([T, X”Vk) = tr(T‘VkX|Vk) - tr(X|VkT|Vk) =0
Portanto, (k+ 1) f([T, X]) = 0, o que implica que f([7, X]) =0, e o Lema estd demonstrado.

O

Teorema 2.5. Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fechado
k. Considere g C gl(V') uma dlgebra solivel. Entdo existem v € V' \ {0} e f funcional linear em g,
tais que

T(v) = f(T)v, VT € g.
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Demonstragdo. Utilizaremos indugao sobre a dimensao de g: Se dim(g) =1, g =k7, T € g. Como
k é algebricamente fechado, T" possui autovalor A. Seja v um autovetor associado a A. Para cada
S € g, temos que S = ¢T, ¢ € k. Entao

S(v) = cT'(v) = elv.

Fazendo f(cT') = ¢\, obtemos o resultado desejado, uma vez que f assim definido é um funcional
linear em g. Considere agora dim(g) = n e suponha o resultado valido para toda subalgebra soltivel
de gl(V) com dimensao menor que n. Como g é solivel, g’ = [g, g] ¢é ideal préprio de g, logo g’ é
subélgebra de gl(V') com dimensao menor que n. Seja h um subespago vetorial de g com dimensao
n — 1 tal que g’ € h. Como

l9,h] C [g,0] =g' C b,

segue que h é ideal de g. Como g é soluvel, pela proposicao 1.61 h também é solivel. Entao,
pela hipétese de indugdo, o subespago Vi = {v € V : T'(v) = (T)v, VT € b}, em que [ é um
funcional linear de b, é ndao nulo. Seja S € g\ h ndo nulo. Como dim(h) =n—1, g =hdkS
como espagos vetoriais. Como b é ideal de g, o Lema 2.4 implica que V; é g-invariante e, portanto,
S-invariante. Entao a restrigdo S|y; possui um autovalor A, pois o corpo é algebricamente fechado.
Seja v € V; o autovetor correspondente a A (ou seja, S(v) = Av). Para cada T € g, temos
T=cS+Y, cek, Yebh Sejaf:g—k, f(cS+Y)=cA+1(Y). f é funcional linear de g, pois
dados a,c1,c0 €k e Y1,Ys € b, temos:

fetS+ Y1+ 2SS+ Ya) = (c1 + e2) A+ 1(Y1) + 1(Y2) = f(c1S + Y1) + f(c2S + Y2)

fla(aS+Y1)) = flacrS + oY1) =aci A+ al(Y1) = af(cS+Y).

Entao, dado T € g, T = ¢S + Y, temos:

Tw) = (¢S+Y)(v)
= cS(v)+Y(v)
e+ 1(Y)v
(eA+1U(Y))(v)
= f(T)v,

ou seja, v é autovetor de g, como queriamos.

O]

Teorema 2.6 (Teorema de Lie). Sejam V um espago vetorial nao nulo de dimensao finita sobre
um corpo algebricamente fechado k, e g C gl(V') uma subdlgebra solivel. Entdo V' possui uma base
{vi,...,u,} em relagcdo a qual cada elemento de g € uma matriz triangular superior.

Demonstragdo. Utilizaremos indugao sobre a dimensao de V. Se dim(V') = 1, entdo as matrizes
de g serdao 1 x 1 e, portanto, triangulares superiores. Considere dim(V) = n > 1 e suponha o
teorema de Lie valido para subespagos vetoriais de dimensao menor que n. Pelo Teorema anterior,
g possui um autovetor v;. Entao, VI' € g, o subespaco Vi = kwv; é T-invariante, pois dado
a €k, T(avy) = oT(v1) = alv; € V4. Considere a transformacio linear induzida T : V/V; —
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V/Vi, T(v+ V1) = T(v) + V4. Entdo ¢ : g — gl(V/V4), T — T é um homomorfismo. De fato,
dados 11,15, 5,T € g, veV e a €k, temos:

oM+ )W) =Ti+Th=(Ti+Ta)(v) + Vi =Ti(v) + Ta(v) + Vi =T1 + Ta = o(T1) + ¢(T2),

p(al)(v+ Vi) = (aT)(v+ V1) = (aT)(v) + Vi = ap(T)(v + V1)

P18, T+ W) = (S T))(v+ V) = ST -TS(v+ W) = (ST - TS)(v) + V1 =

=ST(W)+ Vi —TSw)+ Vi = (ST -TS)(v+V) =[S, T|(v+ V1) = [p(S), o(T)].

Como g é solivel, ¢(g) = g também é solivel. Assim, g C gl(V/V}) é subdlgebra solivel, e como
dim(V/V1) = n—1, a hipétese de inducdo nos da uma base {va+V1,...,v,+V1} de V/V; em relagao
a qual a matriz de cada T € g é triangular superior. Portanto, T(v; + V1) € (v1 + V4, ... v, + V1),
ou seja, T'(v;) € (v1,...vy). Assim {v1, v2,...,v,} é uma base de V para a qual a matriz de cada
T € g em relagao a esta base é triangular superior.

O

Proposicao 2.7. Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo algebricamente fechado k. Entdo g é
solivel se, e somente se, g’ = [g, g] € nilpotente.

Demonstra¢do. Suponha g’ nilpotente. Logo, existe k € N tal que (g/)* = 0. Da proposicao 1.56,
segue que (g')*~1) C (g')*¥ = {0}, o que mostra que g’ também é solivel. Utilizando a proposicao
1.54, temos que g/g’ é abeliano e, portanto, solivel (veja o exemplo 1.58). Portanto, pela proposigao
1.62, segue que g é solavel.

Suponha agora que g ¢é solivel. Pelo Teorema de Lie, existe uma base em relacao a qual a
matriz de ad(x) é triangular superior, para todo = € g. Logo, dados x,y € g quaisquer, a matriz
de ad([z,y]) = [ad(z),ad(y)] = ad(x) o ad(y) — ad(y) o ad(x) é triangular superior com diagonal
nula, uma vez que o colchete de matrizes triangulares superiores resulta em uma matriz triangular
superior com zeros na diagonal principal. Como matrizes triangulares superiores com diagonal nula
correspondem a transformagoes lineares nilpotentes, segue que ad(z) é nilpotente para todo z € g¢'.
Assim, a restricao ad(z) |y ¢ nilpotente, e o Teorema de Engel garante que g’ é nilpotente.

O]

Observagao 2.8. Existe um famoso teorema, o Teorema de Ado, que diz o seguinte: toda dlgebra
de Lie de dimensdo finita admite uma representacdo fiel de dimensao finita. Sendo assim, toda
algebra de Lie soluvel de dimensao finita é isomorfa a uma subalgebra de Lie soluvel de gl(n,k),
para algum n € N. Logo, por esse motivo juntamente com o teorema de Lie, temos que qualquer
algebra de Lie soluvel de dimensao finita é, essencialmente, uma algebra de matrizes triangulares
superiores.



Referéncias Bibliograficas

[Gon07] Fulton B. Gonzalez. Lie algebras. http://emerald.tufts.edu/~fgonzale/lie.
algebras.book.pdf, 2007.

[Hum72] J. Humphreys. Introduction to Lie algebras and representation theory. GTM9. Springer,
1972.

[SM99] L. A. B. San Martin. Algebras de Lie. UNICAMP, 1999.

43


http://emerald.tufts.edu/~fgonzale/lie.algebras.book.pdf
http://emerald.tufts.edu/~fgonzale/lie.algebras.book.pdf

	Introdução
	Conceitos Básicos
	Definições e exemplos
	Morfismos e ideais
	Representações e derivações
	Séries de composição e álgebras nilpotentes e solúveis

	Os Teoremas de Engel e de Lie
	O teorema de Engel
	O teorema de Lie


