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Resumo

Seja M uma variedade suave de dimensão n+1 e considere L : TM → R um

Lagrangiano Tonelli . Seja F2(M) o conjunto dos potenciais suaves u : M →

R, fixado com a topologia C2. Dado um potencial u ∈ F2(M), consideremos

o fluxo φut do Lagrangiano perturbado Lu = L+ u. Seja P(L, u, c) o conjunto

de todas as órbitas periódicas de φut no ńıvel de energia E−1
Lu

(c) e definimos

Per(L, u, c) :=
⋃

θ∈P(L,u,c)

θ(R) .

Nesse trabalho, provamos que se c > e0(L) := max{EL(x, 0); x ∈ M} e sob

certas condições no potencial u, então o conjunto

Λ := Per(L, u, c)

é um conjunto hiperbólico. Em particular, se o fluxo φut
∣∣
E−1
Lu

(c)
tem um número

infinito de órbitas periódicas então ele possui entropia topológica positiva. A

prova desse resultado é basseada num Teorema análogo ao Lema de Franks

para fluxos de Euler-Lagrange em variedades fechadas, que está provado nesse

trabalho, e técnicas de R. Mañé em splitting dominado. Também provamos

que se M é uma superf́ıcie fechada e c ≥ e0(L), o fluxo de Euler-Lagrange

admite uma perturbação por um potencial u, com norma C2 arbitrariamente

pequena, tal que o fluxo perturbado φut
∣∣
E−1
Lu

(c)
tem entropia topológica positiva.

Palavras-chave: Lagrangianos e Hamiltonianos de Tonelli. Órbitas periódicas.

Conjuntos Hiperbólicos.
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Abstract

Let be M a smooth manifold of dimension n + 1 and consider a Tonelli

Lagrangian L : TM → R. Let F2(M) be the set of smooth potentials u :

M → R, fixed with C2−topology. Given a potential u ∈ F2(M), consider the

flow φut of the perturbed Lagrangian Lu = L + u. Let P(L, u, c) be the set of

all periodic orbits φut on the energy level E−1
Lu

(c) and define

Per(L, u, c) :=
⋃

θ∈P(L,u,c)

θ(R) .

We prove that if c > e0(L) := max{EL(x, 0); x ∈ M} and under certain

conditions for the potencial u, then the set

Λ := Per(L, u, c)

is a hyperbolic set. In particular, if φut
∣∣
E−1
Lu

(c)
has an infinte number of periodic

orbits then it has positive topological entropy. The proof of this result is based

on an analogue of Franks’ Lemma for Euler-Lagrange flow on closed manifolds,

that is proven in this work, and R. Mañé’s techniques on dominated splitting.

We also show that if M is a closed surface and c ≥ e0(L), the Euler-Lagrange

flow admits a perturbation by potencial u, with C2-norm arbitrarily small,

such that the perturbed flow φut
∣∣
E−1
Lu

(c)
has positive topological entropy.

Keywords: Tonelli Lagrangians and Hamiltonians. Periodic orbits. Hy-

perbolic sets.
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Introdução

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana suave, fechada, de dimensão

n + 1 ≥ 2 e L : TM → R um Lagrangiano do tipo Tonelli, ou seja, convexo e

superlinear.

A Ação de L sobre uma curva absolutamente cont́ınua γ : [a, b] → M é

definida por:

AL(γ) =

∫ b

a

L(γ(t), γ̇(t)) dt.

Uma curva extremal para ação é dada pelas soluções das Equações de Euler-

Lagrange, que em coordenadas locais se escrevem como:

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂v
= 0. (1)

Uma vez que L é convexo e M é compacta, as equações de Euler-Lagrange

definem um fluxo completo φt : TM → TM , que é chamado Fluxo de Euler-

Lagrange de L e é definido por

φt(x, v) = (γ(t), γ̇(t)),

em que γ : R → M é a solução de (1) com condições iniciais γ(0) = x e

γ̇(0) = v.

Definimos a função Energia de L por

EL(x, v) =

〈
∂L

∂v
(x, v), v

〉
− L(x, v). (2)

Temos que todo ńıvel de Energia E−1
L (c) ⊂ TM é compacto e invariante pelo

fluxo de Euler-Lagrange.

A Entropia Topológica, denotada por htop(L), é um invariante que mede a

complexidade da estrutura das órbitas do fluxo φt. A saber, se θ ∈ E−1
L (c) e
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T, δ > 0, definimos a (δ, T )−bola dinâmica sobre θ como

B(θ, δ, T ) = {v ∈ E−1
L (c) : d(φt(v), φt(θ)) < δ para todo t ∈ [0, T ]},

em que d é a função distância em E−1
L (c). Seja Nδ(T ) a quantidade mı́nima de

(δ, T )−bolas dinâmicas necessárias para cobrir E−1
L (c). A entropia topológica

é o limite em δ da taxa de crescimento exponencial de Nδ(T ):

htop(L) := lim
δ→0

lim
T→∞

1

T
logNδ(T ).

Assim, se htop(L) > 0, alguma bola dinâmica deve se contrair exponencial-

mente em pelo menos uma direção. Uma maneira de obtermos entropia to-

pológica positiva é mostrar que o fluxo tem um conjunto básico hiperbólico

não-trivial. Neste trabalho, esse é o caminho que iremos seguir.

Seja ω0 a estrutura simplética canônica no fibrado cotangente T ∗M . O

fluxo Lagrangiano de L é conjugado ao fluxo Hamiltoniano em (T ∗M,ω0) pela

transformada de Legendre L : TM → T ∗M , definida por:

L(x, v) =

(
x,
∂L

∂v
(x, v)

)
.

O Hamiltoniano correspondente H : T ∗M → R, é dado por:

H(x, p) = max
v∈TxM

{p(v)− L(x, v)} = EL(L−1(x, p)), (3)

em que EL : TM → R é a função de Energia do Lagrangiano.

Seja C∞(M) o espaço das funções suaves u : M → R fixado com a to-

pologia C∞. Um subconjunto O ⊂ C∞(M) é chamado residual se contém

uma interseção enumerável de subconjuntos abertos e densos. Dizemos que

uma propriedade é genérica (no sentido de Mañé), se para cada Lagrangiano

L : TM → R, existe um subconjunto residual O ⊂ C∞(M) tal que essa

propriedade é verdadeira para todo Lu = L− u, com u ∈ O. A definição cor-

respondente no contexto de Hamiltonianos é obtida considerando perturbações

da forma Hu = H + u.

Este conceito de genericidade foi introduzido por R. Mañé em [Mañ96] para

estudar a teoria de Aubry-Mather (veja [Mat91]) para sistemas Lagrangianos.

Depois disso, muitos trabalhos foram desenvolvidos estudando propriedades
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genéricas de sistemas Lagrangianos e Hamiltonianos no sentido de Mañé, como

por exemplo [CI99], [CP02],[Mas03] e [BC08].

Ainda nesse contexto, E. Oliveira em [Oli08], provou uma versão do te-

orema de Kupka-Smale para Hamiltonianos genéricos em superf́ıcies. Em

[RR11], L. Rifford e R. Ruggiero provaram um teorema de perturbação de

1-jato da aplicação de Poincaré de uma orbita fechada para Hamiltonianos em

uma variedade fechada n-dimensional e, usando esse teorema de perturbação

e os resultados de E. Oliveira, obtiveram uma versão do teorema de Kupka-

Smale para Lagrangianos e Hamiltonianos de Tonelli em variedades fechadas

de qualquer dimensão.

Em [CM13], C. Carballo e J.A.G. Miranda provaram um teorema de per-

turbações para os k−jatos, com k ≥ 2, da aplicação de Poincaré de uma órbita

fechada do fluxo de um Hamiltoniano Tonelli H : T ∗M → R em uma variedade

fechada M . Como consequência, eles mostraram que existe um subconjunto re-

sidual O ⊂ C∞(M) tal que, para todo potencial u ∈ O, toda órbita periódica

de Hu em H−1
u (c) ou é hiperbólica ou fracamente monótona quase eĺıptica.

Como consequência, podemos mostrar o seguinte teorema:

Teorema A. Seja M uma variedade Riemanniana fechada de dimensão

n + 1 e H : T ∗M → R um Hamiltoniano Tonelli. Dado c ∈ R, existe um

subconjunto residual R = R(c) ⊂ C∞(M) tal que se para algum Hu = H + u,

com u ∈ R, o fluxo Hamiltoniano possui uma órbita não-hiperbólica no ńıvel

H−1
u (c) então o fluxo contém um conjunto hiperbólico não-trivial nesse ńıvel.

Em particular, φut |H−1
u (c) possui entropia topológica positiva.

Com isso, a existência de uma órbita periódica não-hiperbólica é importante

para dizermos que o fluxo de Euler-Lagrange, restrito a esse ńıvel, possui en-

tropia topológica positiva. Dessa maneira, podeŕıamos nos perguntar: qual

seria a dinâmica de um fluxo de Euler-Lagrange, restrito a um ńıvel de ener-

gia, que possui apenas órbitas periódicas hiperbólicas e que não conseguimos

perturbá-lo por um potencial de maneira a obtermos órbita não-hiperbólica?

A resposta para essa pergunta é o principal resultado desse trabalho.
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Seja F2(M) o conjunto dos potenciais suaves u : M → R, fixado com a

topologia C2. Dado um potencial u ∈ F2(M), seja P(L, u, c) o conjunto de

todas as órbitas periódicas φut no ńıvel E−1
Lu

(c) e definimos

Per(L, u, c) :=
⋃

θ∈P(L,u,c)

θ(R) ,

H(L, c) := {u ∈ F2(M) ; toda órbita periódica em P(L, u, c) é hiperbólica},

F2(L, c) := intC2H(L, c).

Por definição, Per(L, u, c) ⊂ E−1
Lu

(c) é um subconjunto compacto e invariante.

Lembramos que um subconjunto compacto e invariante Γ ⊂ E−1
L (c) é um

conjunto hiperbólico ( ou conjunto uniformemente hiperbólico) se existe uma

decomposição (cont́ınua) de TΓ(E−1
L (c)) = Es ⊕ Eu ⊕ Ec, em que Ec = 〈X〉 e

existem constantes C > 0 e 0 < λ < 1, tal que:

(a) dφt(E
σ) = Eσ, com σ ∈ {s, u},

(b) |dθφt(ξ)| ≤ Cλt|ξ| , ∀ t > 0, θ ∈ Γ, ξ ∈ Es,

(c) |dθφ−t(ξ)| ≤ Cλt|ξ| , ∀ t > 0, θ ∈ Γ, ξ ∈ Eu.

Provaremos o seguinte teorema:

Teorema B. Seja M uma variedade fechada de dimensão n+1 e considere

L : TM → R um Lagrangiano Tonelli. Suponha que c > e0(L), em que

e0(L) := max{EL(x, 0) ; x ∈ M}. Então existe um subconjunto dos potenciais

G(M,L, c) ⊂ F2(M) tal que G(M,L, c) é aberto em F2(M), G(M,L, c) ∩

C∞(M) é denso em C∞(M) e se u ∈ G(M,L, c) ∩ F2(L, c) o conjunto

Λ := Per(L, u, c)

é um conjunto hiperbólico.

A prova do Teorema B é baseada em técnicas usadas por R. Mañé e de uma

versão do Lema de Franks para Lagrangianos Tonelli em variedades fechadas

de dimensão n + 1, que será provado no Teorema 2.1. As técnicas usadas

para provar essa versão do Lema de Franks é baseada na versão para fluxos
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geodésicos feita por G. Contreras em [Con10]. Nesta prova, também faremos

as estimativas uniformes para cotar a derivada da aplicação de Poincaré numa

órbita fechada, em um espaço de perturbação adequado. Outra observação

importante é com relação a topologia C2. Esta é uma condição importante e,

no nosso caso, não podemos melhorá-la pois é uma condição que vem do Lema

de Franks.

Uma consequência que podemos obter é quando o fluxo Lagrangiano pos-

sui infinitas órbitas periódicas. Nesse caso, usando argumentos canônicos de

sistemas dinâmicos ([KH97]) e o Teorema Spectral de Smale para conjuntos

hiperbólicos ([Sma67]), podemos mostrar que:

Corolário C. Seja M uma variedade Riemanniana fechada, L : TM → R

um Lagrangiano Tonelli e u ∈ F2(L, c) ∩ G(M,L, c). Suponha que c > e0(L)

e que fluxo Lagrangiano φut |E−1
Lu

(c) possua infinitas órbitas periódicas. Então

φut |E−1
Lu

(c) tem entropia topológica positiva.

Um número muito importante e conhecido nas literaturas como Valor

Cŕıtico de Mañé é definido por

c(L) = inf{k ∈ R; AL+k(γ) ≥ 0 para toda curva fechada γ ∈M}.

Esta definição faz sentido uma vez que a superlinearidade do Lagrangiano L

implica que existe um número k ∈ R tal que AL+k(γ) ≥ 0 para toda curva

fechada γ ∈M . Existem outros valores cŕıticos que veremos com mais detalhes

no Caṕıtulo 1.

A existência de órbitas periódicas em ńıveis de energia E−1
L (c) foi bastante

estudada ao longo dos anos. Para um Lagrangiano Tonelli L em uma varie-

dade fechada M , G. Contreras, R. Iturriaga, G. P. Paternain, M. Paternain

mostraram em [CIPP00] que para todo ńıvel E−1
L (c), com

c > cu(L) := inf{k ∈ R; AL+k(γ) ≥ 0 para toda γ contrátil},

existe uma órbita minimizante para cada classe de homotopia não-trivial. De-

notando por Emin(L) = min{EL(x, 0); x ∈ M}, em [Con06], G. Contreras
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mostrou que para Lebesgue-quase todo ponto c ∈ (Emin(L), cu(L)), o ńıvel de

energia E−1
L (c) tem órbita periódica. O número cu(L) é conhecido na literatura

como Valor Cŕıtico de Mañé no recobrimento universal de M .

A existência de infinitas órbitas periódicas em ńıveis de energia E−1
L (c)

ainda é um problema em aberto em alguns casos. Se M é uma superf́ıcie fe-

chada e L um Lagrangiano Tonelli, L. Assele and M.Mazzucchelli mostraram,

em [AM16], que para Lebesgue-quase todo ponto c ∈ (e0(L), cu(L)), o fluxo

de Euler-Lagrange φt|E−1
L (c) possui infinitas órbitas periódicas com energia c

e ação negativa. Nesse artigo, os autores também mostraram que para todo

c ∈ (e0(L), cu(L)) o fluxo de Euler-Lagrange tem órbita periódica com ação ne-

gativa e é mı́nimo local para ação Tempo Livre (definida no Caṕıtulo 1). Esse

artigo estende o resultado de Taimanov em [Tai91],[Tai92] e Abbondandolo-

Macarini-Mazzucchelli-Paternain em [AMMP14] para um caso especial de La-

grangiano Magnético.

Dessa maneira, usando os resultados anteriores podemos mostrar, para

Lagrangiano Tonelli em superf́ıcies fechadas, o seguinte teorema:

Teorema D. Seja M uma superf́ıcie fechada, L : TM → R um Lagrangi-

ano Tonelli e c ≥ e0(L). Então existe uma perturbação de L por um potencial

u ∈ C∞(M), com norma C2-arbitrariamente pequena, tal que o fluxo φut |E−1
Lu

(c)

tem entropia topológica positiva.

Esse texto foi subdivido da seguinte maneira: O caṕıtulo 1 contém os resul-

tados gerais sobre o tema, escrito com o objetivo de uma melhor compreensão

do trabalho, e nele também será feita a prova do Teorema A. No caṕıtulo 2,

enunciamos a versão do Lema de Franks para Lagrangianos Tonelli e fazemos

a prova desse resultado. No caṕıtulo 3, apresentamos os resultados referentes

à dicotonomia no sentido de existirem apenas órbitas periódicas hiperbólicas.

Dessa maneira, são provados o Teorema B e o Corolários C. Finalizamos com

a parte de superf́ıcies no caṕıtulo 5, provando o Teorema D.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, discutiremos resultados prelimiares que irão nos auxiliar no

entendimento desse trabalho.

1.1 Lagrangianos e Hamiltonianos de Tonelli

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão n + 1 ≥

2. De agora em diante, denotaremos por M a variedade (M, g) com essas

caracteŕısticas, salvo algumas excessões em que explicitaremos sua dimensão.

Seja TM seu fibrado tangente.

Definição 1.1. Um Lagrangiano (autônomo) do tipo Tonelli em M é uma

função L : TM → R de classe C∞, satisfazendo as seguintes condições:

(i) Convexidade: A matriz Hessiana ∂2L
∂vi∂vj

(x, v), calculada em coordenadas,

é uniformemente positiva definida para todo (x, v) ∈ TM , isto é, existe

A > 0 tal que

w · Lvv(x, v) · w ≥ A|w|2 para todo (x, v) ∈ TM e w ∈ TxM.

(ii) Superlinearidade:

lim
|v|→∞

L(x, v)

|v|
=∞, uniformemente em x ∈M,

equivalentemente, para todo A ∈ R existe B ∈ R tal que

L(x, v) ≥ A|v| −B para todo (x, v) ∈ TM.
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Seja L : TM → R um Lagrangiano e γ : [a, b] → M uma curva de classe

C1. Definimos a ação de γ por L como

AL(γ) =

∫ b

a

L(γ(t), γ̇(t))dt. (1.1)

Uma curva minimizante da ação (ou extremal) é uma curva γ : [a, b] →

M tal que AL(γ) ≤ AL(α) para toda curva α, C1 por partes, com α(a) =

γ(b) e α(b) = γ(b). Denotando por C o conjunto das curvas γ : [a, b] → M

de classe C1, podemos mostrar que se a curva x(t) é ponto cŕıtico da ação

funcional em C, então x(t) satisfaz a equação de Euler-Lagrange

d

dt
Lv(x(t), ẋ(t)) = Lx(x(t), ẋ(t)). (1.2)

Com a hipótese de convexidade do Lagrangiano, temos Lvv invert́ıvel e isso

nos permite escrever a equação como um sistema de equações diferenciais de

primeira ordem em TM . De fato,

Lx(x, ẋ) =
d

dt
Lv(x, ẋ) = Lvx(x, ẋ)ẋ+ Lvv(x, ẋ)ẍ

como Lvv é invert́ıvel e fazendo a substituição ẋ = v, temos

v̇ = (Lvv)
−1(Lx − Lvxv)

e nosso sistema de primeira ordem em TM fica ẋ = v

v̇ = (Lvv)
−1(Lx − Lvxv)

O campo de vetores X em TM associado ao sistema acima, que em coor-

denadas se escreve como X(x, v) = (v, (Lvv)
−1(Lx−Lvxv)), é chamado Campo

de Vetores Lagrangiano e seu fluxo φt é o Fluxo Lagrangiano. Uma observação

importante é que devemos supor que L seja pelo menos C3 para que X e φt

seja pelo menos C1.

Definição 1.2. A função de Energia de um Lagrangiano L é EL : TM → R,

definida por

EL(x, v) =
∂L

∂v
(x, v) · v − L(x, v). (1.3)
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Se x(t) é uma solução da equação de Euler-Lagrange (E-L), temos

d

dt
EL(x, ẋ) =

d

dt
Lv(x, ẋ) · ẋ+ Lv(x, ẋ) · ẍ− Lx(x, ẋ) · ẋ− Lv(x, ẋ)ẍ

=

(
d

dt
Lv(x, ẋ)− Lx(x, ẋ)

)
· ẋ

= 0

ou seja, EL é constante ao longo do fluxo de E-L e portanto é uma integral

primeira para tal sistema. Dessa maneira, temos que o fluxo de Euler-Lagrange

é completo e diferenciável. As superf́ıcies de ńıvel da função E são chamados

ńıveis de energia. Para um ńıvel de energia fixo, denotaremos E−1
L (c).

Uma vez que o Lagrangiano L é convexo nas fibras podemos considerar

e0 := max
x∈M

EL(x, 0) = −min
x∈M

L(x, 0).

Observe que pela superlinearidade temos e0 > −∞.

Agora, definiremos os Hamiltonianos, que são funções definidas num espaço

munido por uma forma simplética e com valores reais. Além disso, veremos que

o fluxo Hamiltoniano é conjugado ao fluxo de Euler-Lagrange via transformada

de Legendre.

Definição 1.3. Seja (N,ω) uma variedade simplética. Um Hamiltoniano é

uma função H : N → R de classe Cr, r ≥ 2. O Campo Hamiltoniano XH

associado a H é definido por

ω(XH , ·) = dH(·). (1.4)

O fluxo associado ao campo Hamiltoniano é chamado fluxo Hamiltoniano.

Sejam T ∗xM o espaço dual de TxM e T ∗M = {(x, p) : p ∈ T ∗xM} o fibrado

cotangente de M . Definimos a 1-forma de Liouville Θ em T ∗M como

Θ(x,p)(ξ) = p(dπξ), para ξ ∈ T(x,p)(T
∗M)

onde π : T ∗M → M é a projeção canônica. A forma simplética canônica em

T ∗M é definida como ω = −dΘ.

Escrevendo x = (x1, · · · , xn) num sistema de coordenadas locais de M

e p ∈ T ∗M como
∑
i

pi · dxi, induzimos um sistema de coordenadas locais
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(x, p) = (x1, · · · , xn, p1, · · · , pn) de T ∗M . Assim, nesse sistema de coordena-

das, podemos escrever as formas Θ e ω como

Θ = p · dx =
∑
i

pidxi

ω = −dΘ = −dp ∧ dx =
∑
i

−dpi ∧ dxi.

Dessa maneira, escrevemos

dH =
n∑
i

∂H

∂xi
dxi +

n∑
i

∂H

∂pi
dpi

e assim,

XH(x, p) =
n∑
i

∂H

∂pi

∂

∂xi
−

n∑
i

∂H

∂xi

∂

∂pi
.

Portanto, o sistema Hamiltoniano que provém do campo XH é dado por ẋ = Hp

ṗ = −Hx

Podemos ver que o fluxo Hamiltoniano dado pelo sistema acima também é

constante ao longo das trajetórias. De fato,

d

dt
H(x(t), p(t)) = Hxẋ+Hpṗ = 0.

A Transformada de Fenchel Ĥ : T ∗M → R de um Lagrangiano L é dada

por

Ĥ(x, p) = sup
v∈TxM

{pv − L(x, v)}.

Observemos que ela está bem definida, pois, pela superlinearidade de L, temos

lim
||v||→∞

pv − L(x, v)

||v||
= −∞,

logo existe K > 0 tal que Ĥ(x, p) = supv∈TxM{pv−L(x, v)} = max||v||≤K{pv−

L(x, v)}.

Considere agora o Hamiltoniano obtido pela transformada de Fenchel de

um Lagrangiano. O fluxo associado a esse Hamiltoniano é conjugado ao fluxo

de Euler-Lagrange e a conjugação é dada pela proposição a seguir, cuja de-

monstração pode ser encontrada em [Fat08].
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Proposição 1.1. Seja L : TM → T ∗M definida por L(x, v) = (x, Lv(x, v)) a

Transformada de Legendre. Então Ĥ = EL ◦ L−1, em que EL é a função de

Energia definida em (1.3). E mais, L é a conjugação entre o fluxo Lagrangiano

e o fluxo Hamiltoniano.

1.2 O Valor cŕıtico de Mañé

Pela superlinearidade, temos L limitado inferiormente. Assim, existe k ∈ R

tal que AL+k ≥ 0. Uma vez que a aplicação k 7→ AL+k é não decrescente para

qualquer γ, temos k cota inferior para AL+k. Então o valor cŕıtico de Mañé

c(L) foi definido como:

c(L) = inf{k ∈ R; AL+k(γ) ≥ 0 para toda curva fechada γ ∈M}.

Considere agora M̂ um recobrimento de M com aplicação de recobrimento

p : M̂ →M . Definimos o levantamento do Lagrangiano L para M̂ como

L̂(x̂, v̂) = L(p(x̂), dp(v̂)).

Dessa maneira, temos definido o valor cŕıtico para L̂. Utilizando as propri-

edades de aplicação de recobrimento podemos mostrar que

c(L̂) ≤ c(L).

Temos como posśıveis recobrimentos de M o recobrimento universal, deno-

tado por M̃ , e o recobrimento abeliano, denotado por M . Este é definido como

o recobrimento de M cujo grupo fundamental é o núcleo do homomorfismo de

Hurewicz h : π1(M)→ H1(M,R).

O recobrimento universal de M dá origem ao valor cŕıtico

cu(L)
def
= c(L̃)

e o recobrimento abeliano de M dá origem ao valor cŕıtico

ca(L)
def
= c(L).
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R. Mañé também definiu o valor cŕıtico estrito de L como

c0(L) = min{c(L− ω) : ω é uma 1-forma fechada em M}.

Dessa maneira, temos quatro números reais, cu(L), ca(L), c0(L) e c(L), que

podem ser comparados. Podemos mostrar que cu(L) ≤ ca(L). G. P. Paternain

e M. Paternain construiram, em [PP97], um exemplo em superf́ıcie no qual

essa desigualdade pode ser estrita e também provaram que ca(L) = c0(L).

Vimos na seção anterior que

e0(L) = max
x∈M

E(x, 0) = −min
x∈M

L(x, 0),

e pela superlinearidade, temos e0 > −∞. Assim, podemos mostrar que

e0(L) = min{k ∈ R|π(E−1
L (k)) = M},

em que π : TM → M é a projeção canônica. Além disso, das observações

anteriores, segue que

e0(L) ≤ cu(L) ≤ c0(L) = ca(L) ≤ c(L).

1.3 Funcional Ação Tempo Livre

Nesta seção, iremos definir um funcional especial no espaço de loops. Antes

disso, vamos definir algumas condiçoes no Lagrangiano.

Definição 1.4. O Lagrangiano L é dito quadrático no infinito se existem R >

0, uma 1-forma θx em M e funções a, ψ ∈ C∞(M,R), com a > 0, tais que

L(x, v) = 1
2
a(x)|v|2x + θx(v) + ψ(x) para todo |v|x ≥ R, em que |v|x é a norma

Riemanniana de v ∈M .

Definição 1.5. O Lagrangiano L é dito Riemanniano no infinito se existe

R > 0 tal que L(x, v) = 1
2
|v|2x para todo |v|x > R.

ConsidereH1(M) o conjunto das curvas absolutamente cont́ınuas x : [0, 1]→

M tal que ∫ 1

0

|ẋ(s)|2ds <∞,
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cujo espaço tangente em x consiste dos campos de vetores fracamente dife-

renciáveis ao longo de x cuja derivada covariante é limitada em L2.

Seja R+ := {t ∈ R|t > 0}. Temos que H1(M) × R+ é uma variedade de

Hilbert com métrica Riemanniana

〈(ξ, α), (η, β)〉(x,t) = αβ + 〈ξ(0), η(0)〉x(s) +

∫ 1

0

〈
D

ds
ξ(s),

D

ds
η(s)

〉
x(s)

ds,

em que D
ds

é a derivada covariante ao longo de x(s). Tal métrica é localmente

equivalente à metrica induzida por H1(Rm)× R num sistema de cartas locais

(veja [Con06] para maiores detalhes).

Definição 1.6. Seja L um Lagrangiano Tonelli. Dado k ∈ R, definimos o

funcional Ação tempo livre Sk : H1(M)× R+ → R por

Sk(x, T ) =

∫ 1

0

[
L

(
x(s),

ẋ(s)

T

)
+ k

]
Tds. (1.5)

Observemos que se y(t) := x( t
T

), com 0 ≤ t ≤ T , então Sk(x, T ) = AL+k(y).

Seja ΛM o conjunto das curvas fechadas em H1(M) × R+. Este conjunto

é uma subvariedade de Hilbert de H1(M) × R+ e suas componentes conexas

consistem de curvas fechadas na mesma classe de homotopia.

Podemos mostrar que (veja [Abb13]) se L é Riemanniano no infinito então

o funcional Sk é de classe C1,1 e sua derivada é dada por

dSk(x, T ) · (ξ, α) =

∫ 1

0

T

[
Lx

(
x,
ẋ

T

)
ξ + Lv

(
x,
ẋ

T

)
ξ̇

T

]
ds+ α

∫ 1

0

[
k − E

(
x,
ẋ

T

)]
ds

=

∫ T

0

[Lx(y, ẏ)ζ + Lv(y, ẏ)ζ̇]dt+
α

T

∫ T

0

[k − E(y, ẏ)]dt, (1.6)

em que y = x( t
T

), ζ(t) = ξ( t
T

) para 0 ≤ t ≤ T e E : TM → M é a função

Energia.

Além disso, como mostrado em [CIPP00], dado um Lagrangiano convexo

L e k ∈ R, existe um Lagrangiano L0 tal que L = L0 no ńıvel [E ≤ k + 1] e

L0 é Riemanniano no infinito. Também é verdadeiro que se L = L0 no ńıvel

[E ≤ c(L) + 1] então c(L) = c(L0). Dessa maneira, para encontrar soluções da

equação de Euler-Lagrange com ńıvel de energia fixo, podemos assumir que L

é Riemanniano no infinito.

A proposição a seguir relaciona os pontos cŕıticos do funcional Sk com as

soluções da equação de Euler-Lagrange no ńıvel de energia k.
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Proposição 1.2. Se (x, T ) ∈ ΛM é um ponto cŕıtico do funcional Sk : ΛM → R

então a curva y : [0, T ]→ M definida por y(t) = x( t
T

) é solução diferenciável

da equação de Euler-Lagrange d
dt
Lv(y, ẏ) = Lx(y, ẏ), ou seja, (y, ẏ) é uma

órbita fechada do fluxo de Euler-Lagrange. Além disso, tem energia E(y, ẏ) =

k.

Demonstração. Cobrindo a imagem y([0, T ]) por imagens Ũi ⊂ M de cartas

Ui ∈ U, Ui ⊂ Rm, é suficiente provar que y é solução da equação de Euler-

Lagrange em cada interseção y([0, T ]) ∩ Ũi. Assumimos que y([0, T ]) ⊂ Ui ⊂

Rm. Usando a mesma notação como em (1.6), temos que

dSk(x, T ) · (ξ, 0) =

∫ T

0

[Lx(y, ẏ)ζ + Lv(y, ẏ)ζ̇]dt

= Lx · ζ|T0 +

∫ T

0

[Lv(y, ẏ)− Lx(t)] · ζ̇dt (1.7)

= 0 (1.8)

em que Lx(t) :=
∫ t

0
Lx(y(s), ẏ(s))ds. Uma vez que L é quadrático no infinito,

existe b > 0 tal que Lx(y, ẏ) ≤ b(1 + |ẏ|2x) com x ∈ H1(M). Com isso,

Lx(y, ẏ) ∈ L1([0, T ],Rm) e Lx é cont́ınua pelo teorema de Lebesgue.

Escolhendo ζ(0) = ζ(T ) = 0, temos que∫ T

0

[Lv(y, ẏ)− Lx(t)] · ζ̇dt = 0

para todo ζ̇ ∈ L2([0, T ],Rm) com
∫ T

0
ζ̇dt = 0.

Isto implica que Lv(y, ẏ) − Lx(t) é constante q.t.p. em [0, T ]. Uma vez

que Lx(t) é cont́ınua, ela é limitada em [0, T ]. Como L é superlinear e Lx
é limitada, temos que ẏ é limitado por uma constante em quase todo ponto.

Também temos que v 7→ Lv(y, v) é uma bijeção cont́ınua já que L é convexo.

Dessa maneira, podemos estender unicamente ẏ em [0, T ] tal que Lv(y, ẏ)−Lx
é constante para todo t ∈ [0, T ]. Como tanto Lx quanto Lv(y, ẏ) são cont́ınuas,

temos que ẏ(t) é cont́ınua.

Assim, temos que

Lv(y(t), ẏ(t)) = A+

∫ t

0

Lx(y, ẏ)dt (1.9)
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para algum A ∈ Rm. Da continuidade de ẏ(t), segue que o lado direito de (1.9)

é diferenciável e
d

dt
Lv(y, ẏ) = Lx(y, ẏ).

Logo y(t) é solução diferenciável da equaçao de Euler-Lagrange. Da teoria das

equações diferenciais ordinárias temos que y é de classe Cr se L é Cr+2.

Uma vez que y(t) é solução da equação de Euler-Lagrange, sua energia

E(y(t), ẏ(t)) é constante. Assim,

∂

∂T
Sk
∣∣∣∣
(x,T )

=
1

T

∫ T

0

[k − E(y, ẏ)]dt = 0,

ou seja, E(y, ẏ) = k.

Falta verificar que y não é apenas um pedaço de órbita, ou seja, y é uma

órbita fechada suave e com ẏ(0) = ẏ(T ). Escolheremos cartas Ui ⊂ U cujas

imagens contém y(0) = y(T ) e restringiremos a essas vizinhanças os campos de

vetores ζ sobre y com suporte na componente conexa de y([0, T ])∩Ũi contendo

y(0). Uma vez que já sabemos que (y, ẏ) é solução diferenciável da equação de

Euler-Lagrange, então integrando por partes em (1.7) temos que

dSk(x, T ) · (ξ, 0) = Lv · ζ|T0 +

∫ T

0

(
Lx −

d

dt
Lv

)
ζdt

= [Lv(y(T ), ẏ(T ))− Lv(y(o), ẏ(0))] · ζ(0) + 0, (1.10)

sempre que ζ(0) = ζ(T ) ∈ Rm. Então Lv(y(T ), ẏ)(T ) = Lv(y(o), ẏ(0)). Uma

vez que y(T ) = y(0) e v 7→ Lv(y(0), v) é injetiva, segue que ẏ(0) = ẏ(T ).

1.4 Existência de órbitas periódicas em ńıveis

de energia prescrito

A existência de órbitas periódicas em ńıveis de energia prescrito foi ao longo

dos anos, e ainda é, bastante estudado. Os valores cŕıticos e o funcional Ação

Tempo Livre, definidos anteriormente, tem papel importante na existência

de órbitas fechadas do fluxo de Euler-Lagrange. Os ńıveis de energia acima

de cu(L) são conhecidos como ńıveis altos e os ńıveis abaixo de cu(L) são

conhecidos como ńıveis baixos.
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Em [CIPP98, Corolário 2], G. Contreras, R. Iturriaga, G.P. Paternain e M.

Paternain mostraram que, numa variedade fechada M , se c > c0(L) então o

fluxo de Euler-Lagrange φt|E−1
L (c) pode ser visto como uma reparametrização

de um fluxo geodésico Finsler em M . Como consequência, temos que o fluxo

φt restrito a esses ńıveis de energia possui órbita periódica.

Definição 1.7. Uma sequência (xn, Tn)n∈N ⊂ ΛM é uma sequência de Palais-

Smale se

|Sk(xn, Tn)| é limitada e lim
n
||d(xn,Tn)Sk||(xn,Tn) = 0.

Dizemos que o funcional Sk satisfaz a condição de Palais-Smale em ΛM ou o

ńıvel de energia k satisfaz a condição de Palais-Smale em ΛM se toda sequência

de Palais-Smale admite subsequência convergente.

Observemos que se o ńıvel satisfaz a condição de Palais-Smale, então o

ponto limite da sequência (xn, Tn) é ponto cŕıtico do funcional Sk. Em par-

ticular, usando a Proposição 1.2, temos que esse ponto cŕıtico é uma órbita

periódica com energia k.

Em [CIPP00], supondo M compacta, os autores mostraram que

cu(L) := inf{t ∈ R ; E−1
L (c) satisfaz a condição de Palais-Smale para todo c > t}.

Dessa maneira, usando argumentos canônicos da teoria de pontos cŕıticos que

envolvem procedimentos de minimax e sequências de Palais-Smale, eles mos-

traram que existem órbitas periódicas do fluxo de Euler-Lagrange em todo

ńıvel de energia c > cu(L). Mais do que isso, se c > cu(L), o ńıvel E−1
L (c)

possui uma órbita periódica para cada classe de homotopia não trivial.

Como a condição de Palais-Smale pode falhar em alguns ńıveis baixos,

devido ao parâmetro T em H1(M)×R+, não podemos aplicar diretamente os

argumentos de [CIPP00]. Porém, usando um argumento de monotonicidade de

Struwe, G. Contreras mostrou, em [Con06], que em quase todo ńıvel o funcional

Sk admite uma sequência de Palais-Smale com subsequência convergente que

consistem de loops contráteis. Dessa maneira, ele concluiu que

(i) Se c > cu(L), existem órbitas periódicas em todo ńıvel de energia E−1
L (c).
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(ii) Se k < cu(L), existe um conjunto de medida de Lebesgue total nos ńıveis

de energia tal que, nesse conjunto, todo ńıvel tem órbita periódica.

Nesse sentido, ainda é um problema em aberto a existência de órbitas

periódicas em todo ńıvel de energia E−1
L (c), com c < cu(L), em variedades

fechadas de qualquer dimensão. No caso particular de superf́ıcies, L. Assele

e M. Mazzucchelli mostraram, em [AM16], a existência de órbitas periódicas

minimizantes locais do funcional ação tempo livre, em todo ńıvel de energia

E−1
L (c), com c ∈ (e0(L), cu(L)).

Sobre a existência de infinitas órbitas periódicas para fluxos Lagrangianos,

ainda é um problema em aberto em muitos casos. Existem alguns exemplos

em que não há infinitas órbitas periódicas, como no exemplo de Katok em

[Kat73] para fluxo geodésico Finsler em S2, no qual o fluxo tem exatamente

duas órbitas periódicas. Ainda nesse sentido, outro exemplo também aparece

em [AM16], no qual os autores exibiram um Lagrangiano Tonelli em S2 tal que

e0(L) > Emin(L) := min{EL(x, v) ; para (x, v) ∈ TM} e para todo ńıvel de

energia c suficientemente próximo de Emin(L), o Lagrangiano correspondente

possui apenas duas órbitas periódicas com energia c.

Ainda sobre a questão de existênia de infinitas órbitas periódicas em ńıveis

prefixados, também não conhecemos resultados em ńıveis baixos para vari-

edades compactas de dimensão n. Porém, em superf́ıcies, há um resultado

importante – que será usado na prova do Teorema 4.1 – dado por L. Assele e

M.Mazzucchelli em [AM16], que é o seguinte:

Teorema 1.1. [AM16, Teorema 1.2] Seja M superf́ıcie e L : TM → R um

Lagrangiano Tonelli. Para Lebesgue-quase todo ńıvel c no intervalo (e0, cu(L)),

o fluxo de Euler-Lagrange de L possui infinitas órbitas fechadas e geometrica-

mente distintas com energia c e ação negativa.

A prova desse teorema também é baseada na teoria local de pontos cŕıticos

do funcional ação tempo livre em espaços de loops. Em poucas palavras, vamos

tentar mostrar a ideia da prova desse resultado. Como a condição de Palais-

Smale pode falhar em alguns ńıveis baixos, como vimos anteriormente, usando
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argumentos de monotonicidade de Struwe, eles encontram uma órbita periódica

γ0, em Lebesque-quase todo ńıvel c ∈ (e0(L), cu(L)), que é ponto cŕıtico do tipo

passo da montanha por caminhos que ligam as órbitas minimizantes locais da

ação tempo livre, encontradas por eles em [AM16], com curvas na mesma

classe da minimizante mas com ação menor, que existem já que estamos em

ńıveis baixos e a ação tempo livre não é limitada inferiormente. Uma vez que

estão em dimensão 2, iteradas de minimizantes continuam minimizantes locais.

Então para cada iterado e seguindo o mesmo argumento, tem-se novas órbitas

periódicas. O passo seguinte seria mostrar que essas novas órbitas obtidas não

são iteradas γn0 para algum n ∈ N. E isso é mostrado por um argumento que

diz que para iteradas suficientemente grandes, essa nova órbita não pode ser

do tipo passo da montanha para o funcional ação tempo livre. Com isso, eles

obtêm infinitas órbitas periódicas geometricamente distintas.

1.5 Fluxos Lagrangianos com órbita periódica

não-hiperbólica

Sejam θ ∈ E−1
L (c) e γ = {φt(θ) , t ∈ [0, a]} uma órbita fechada de peŕıodo

a > 0. Consideremos Σ ⊂ E−1
L (c) uma hipersuperf́ıcie local que é transversal

a γ e que contenha θ. Definimos a aplicação de Poincaré P : Σ → Σ pelo

difeomorfismo v 7→ P (v) := φτ(v)(v), em que Σ é uma vizinhança aberta de θ

e τ : Σ→ R é diferenciável, diminiuindo Σ caso seja necessário.

Definição 1.8. Seja γ uma órbita periódica do fluxo de Euler-Lagrange restrito

a um ńıvel de energia E−1
L (c) e P a aplicação de Poincaré associada. Dizemos

que γ é uma órbita:

• não-degenerada se a derivada da aplicação de Poincaré P no ponto θ,

dθP , não tem autovalores que são ráızes da unidade;

• hiperbólica se dθP não tem autovalor de módulo 1;

• q-eĺıptica se dθP tem exatamente 2q autovalores de módulo 1 que são

não-reais;
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• eĺıptica se é q-eĺıptica para algum q > 0.

Se γ é uma órbita periódica e θ = γ(0), definimos as variedades estável e

instável forte de γ em θ por

W ss(θ) := {v ∈ E−1
L (c) ; lim

t→+∞
d(φt(v), φt(θ)) = 0}

e

W uu(θ) := {v ∈ E−1
L (c) ; lim

t→−∞
d(φt(v), φt(θ)) = 0},

respectivamente.

Também definimos as variedades estável e instável fraca por

W s(γ) :=
⋃
t∈R

φt(W
ss(θ)) e W u(γ) :=

⋃
t∈R

φt(W
uu(θ)).

Podemos mostrar que esses conjuntos são subvariedades imersas de dimensão

dimW s(θ) = dimW u(θ) = dimM = n+ 1.

Definição 1.9. Um ponto heterocĺınico é um ponto na interseção W s(γ) ∩

W u(η) para duas órbitas hiperbólicas γ e η. Dizemos que θ ∈ E−1
L (c) é um

ponto heterocĺınico transversal se θ é um ponto heterocĺınico e TθW
s(γ) +

TθW
u(η) = TθE

−1
L (c). Um ponto é dito ponto homocĺınico se está na interseção

de W s(γ) ∩W u(γ).

Vimos na Indrodução que um subconjunto O ⊂ C∞(M) é chamado resi-

dual se contém uma interseção enumerável de subconjuntos abertos e densos.

Dizemos que uma propriedade é genérica (no sentido de Mañé), se para cada

Lagrangiano L : TM → R, existe um subconjunto residual O ⊂ C∞(M) tal

que essa propriedade é verdadeira para todo Lu = L − u, com u ∈ O. A

definição correspondente no contexto de Hamiltonianos é obtida considerando

perturbações da forma Hu = H + u.

Este conceito de genericidade foi introduzido por R. Mañé em [Mañ96] para

estudar a teoria de Aubry-Mather (veja [Mat91]) para sistemas Lagrangianos.

Depois disso, muitos trabalhos foram desenvolvidos estudando propriedades

genéricas de sistemas Lagrangianos e Hamiltonianos no sentido de Mañé, como

por exemplo [CI99], [CP02],[Mas03] e [BC08].

24



Ainda nesse contexto, E. Oliveira em [Oli08], provou uma versão do te-

orema de Kupka-Smale para Hamiltonianos genéricos em superf́ıcies. Em

[RR11], L. Rifford e R. Ruggiero provaram um teorema de perturbação de

1-jato da aplicação de Poincaré de uma orbita fechada para Hamiltonianos em

uma variedade fechada n-dimensional e, usando esse teorema de perturbação

e os resultados de E. Oliveira, obtiveram uma versão do teorema de Kupka-

Smale para Lagrangianos e Hamiltonianos de Tonelli em variedades fechadas

de qualquer dimensão:

Teorema 1.2 (Kupka-Smale). Seja M uma variedade fechada e considere

H : T ∗M → M um Hamiltoniano Tonelli de classe C2. Então para cada

c ∈ R, existe um subconjunto residual KS = KS(c) ⊂ C∞(M) tal que para

todo Hamiltoniano Hu = H + u, com u ∈ KS, satisfaz:

(1) H−1
u (c) é ńıvel de energia regular;

(2) todas as órbitas fechadas em H−1
u (c) são não degeneradas;

(3) Todas interseções heterocĺınicas em H−1
u (c) são transversais.

Considere o espaço dos difeomorfismos simpléticos suaves f : R2n → R2n

tal que f(0) = 0. Dado k ∈ N, dizemos que os difeomorfismos f e g são

k-equivalentes se seus polinômios de Taylor de grau k em 0 são iguais. O k-

jato de um difeomorfismo simplético f em 0, denotado por jkf(0) = jkf , é a

classe de equivalência de f . O conjunto de todas as classes de equivalência é

chamado espaço dos k-jatos simpléticos Jks (n). Observemos que Jks (n) é um

espaço vetorial e também um grupo de Lie com produto definido por

jkf · jkg = jk(f ◦ g).

Dizemos que um subconjunto Q ⊂ Jks (n) é invariante se

σ ·Q · σ−1 = Q para todo σ ∈ Jks (n). (1.11)

Se M é uma variedade de dimensão n + 1, θ uma órbita do fluxo Hamil-

toniano de H : T ∗M → R num ńıvel de energia H−1(c), e Σ ⊂ H−1(c) é uma
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seção transversal local no ponto θ(0), então Σ também tem uma estrutura

simplética e a aplicação de Poincaré P = P (θ(0),Σ, H) : Σ → Σ é um difeo-

morfismo simplético. Usando coordenadas de Darboux, podemos assumir que

jkP (θ(0),Σ, H) ∈ Jks (n). Além disso, dado um subconjunto Q ⊂ Jks (n), segue

de (1.11) que a propriedade

PQ := “ O k-jato da aplicação de Poincaré de θ pertence a Q”

é independente da seção Σ e do sistema de coordenadas, portanto, está bem de-

finida. Em [CM13], Carballo e J.A.G.Miranda mostraram o seguinte resultado

perturbativo dos k−jatos:

Teorema 1.3 ([CM13], Teorema 2). Sejam M variedade fechada de dimensão

n + 1, H : T ∗M → R, k ≥ 1 e Q um subconjunto invariante de Jks (n).

Suponha que θ é uma órbita fechada não-trivial do fluxo Hamiltoniano de H.

Se o k−jato da aplicação de Poincaré de θ pertence a Q, então existe um

potencial suave u : M → R, Cr-próximo do potencial nulo 0, com r ≥ 1, tal

que:

1. θ também é uma órbita fechada do fluxo Hamiltoniano de Hu e

2. o k-jato da aplicação de Poincaré de θ, como uma órbita do fluxo Ha-

miltoniano Hu, pertence a Q.

Além disso, combinando os Teoremas 1.2 e 1.3, podemos mostrar também

que satisfazer a propriedade PQ é uma condição genérica:

Teorema 1.4 ([CM13], Teorema 3). Seja M variedade fechada de dimensão

n + 1. Para todo subconjunto aberto, denso e invariante Q ⊂ Jks (n) e todo

c ∈ R, existe um subconjunto residual O = O(Q, c) ⊂ C∞(M) tal que se

u ∈ O então o k-jato da aplicação de Poincaré de toda órbita fechada do fluxo

Hamiltoniano de Hu em H−1
u (c) pertence a Q.

Nesta seção, estudaremos fluxos Hamiltonianos com órbita periódica não-

hiperbólica num ńıvel de energia fixado. Dessa forma, podemos mostrar o

seguinte teorema, enunciado na introdução como Teorema A:

26



Teorema 1.5. Seja M uma variedade Riemanniana fechada de dimensão n+1

e H : T ∗M → R um Hamiltoniano Tonelli. Dado c ∈ R, existe um subconjunto

residual R = R(c) ⊂ C∞(M) tal que se para algum Hu = H + u, com u ∈ R,

o fluxo Hamiltoniano possui uma órbita não-hiperbólica no ńıvel H−1
u (c) então

o fluxo contém um conjunto hiperbólico não-trivial nesse ńıvel. Em particular,

φut |H−1
u (c) possui entropia topológica positiva.

Suponha que θ é uma órbita periódica q-eĺıptica com q ≤ n. Seja dθP =

dθP (θ,Σ) a derivada da aplicação de Poincaré. Considere TθΣ = Es⊕Ec⊕Eu

a decomposição subespaços estável, central e instável de dθP , respectivamente.

Ou seja, Es, Ec e Eu são subespaços invariantes por dθP e dθP |Es tem auto-

valores ρ de módulo |ρ| < 1, dθP |Eu tem autovalores ρ de módulo |ρ| > 1 e

dθP |Ec tem autovalores ρ de módulo |ρ| = 1. Dessa maneira, existem mergu-

lhos locais W s : (Rp, 0) → (θ,Σ) e W u : (Rp, 0) → (θ,Σ), com p = n − q,

e W c : (R2q, 0) → (θ,Σ), tal que TθW
s = Es, TθW

u = Eu, TθW
c = Ec

são localmente invariantes sobre P = P (θ,Σ). Elas são chamadas varieda-

des estável, instável e central para (θ,Σ). As variedades estável e instável são

únicas mas as variedades centrais podem não ser. Se P é de classe Ck(resp.

C∞) então W s, W u são de classe Ck(resp. C∞). Se P é de classe Ck então

W c pode ser escolhido Ck (resp. Cr, com r arbitrariamente grande). Além

disso, a forma simplética canônica ω|W c é não-degenerada e F = P |W c é uma

aplicação simplética numa vizinhança suficientemente pequena de θ.

Sejam λ1, · · · , λq, λ̄1, · · · λ̄q os autovalores de módulo 1 da derivada dθP da

aplicação de Poincaré de uma órbita θ q-eĺıptica.

Definição 1.10. Dizemos que θ é 4-elementar se
∏q

i=1 λ
mi
i 6= 1 sempre que os

inteiros mi satisfaçam 1 ≤
∑q

i=1 |mi| ≤ 4.

Teorema 1.6 (Forma Normal de Birkhoff). Seja F : R2n → R2n um

difeomorfismo simplético tal que 0 é um ponto fixo de F que é q−eĺıptico e 4-

elementar. Então existem coordenadas simpléticas (x, y) = (x1, · · · , xq, y1, · · · , yq)

numa vizinhança de 0 tal que

Fk(x, y) = Fk(z) = e2πiφk(z)zk +Rk(z), k = 1, · · · , q,
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em que z = x+ iy, φk(z) = ak+
∑q

l=1 βkl|z|2, λk = e2πiak e R(z) tem derivadas

até a ordem 3 iguais a zero no ponto 0.

A prova do Teorema 1.6 pode ser encontrada em [Kli78].

Definição 1.11. Dizemos que uma órbita fechada q-eĺıptica θ é fracamente

monótona se os coeficientes βkl de F = P |W c satisfazem det[βkl] 6= 0.

Observemos que fracamente monótona é a generalização da condição twist

para difeomorfismos em superf́ıcies. Além disso, a propriedade de det[βkl]

é independente da escolha particular da forma normal. Em coordenadas, a

matriz βkl pode ser detectada a partir do 3-jato da aplicação de Poincaré P

em θ = (0, 0) e pode ser vista que a propriedade de ser 4-elementar e fracamente

monótona é aberta e densa no espaço dos jatos J3
s (n).

Considere o seguinte diagrama:

(x, y) −→ (θ, ρ) −→ (θ, ρ2/ε) = (θ, r)

D∗ dθP−→ T× Rq
+

G−→ T× Rq
+

F

y yFε
D∗ dθP−→ T× Rq

+
G−→ T× Rq

+

em que D = {(x, y) ∈ Rq×Rq : |x|2+|y|2 < 1}, D∗ = D\{(0, 0)}, F = P |W c nas

coordenadas acima, T = Rq/Zq e (dθP )−1 é dada por xi = ρi cos(2πθi), yi =

ρisen(2πθi). Uma vez que as coordenadas na forma normal de Birkhoff são

simpléticas, a função F preserva a forma ω =
∑

i dxi ∧ dyi = dx ∧ dy. Seja

K = G ◦ dθP : D∗ → T × Rq
+ dada por K(x, y) = (θ, r), ri = ρ2

i /ε. Então

K∗(rdθ) = 1
2πε

(xdy − ydx) =: λε. Uma vez que D é simplesmente conexo,

F ∗(λε)− λε é exata. Logo, F∗ε (rdθ)− rdθ é exata.

Seja Gε(θ, r) := (θ + a + εβr, r) o difeomorfismo dado pelo primeiro termo

na forma normal de Birkhoff em coordenadas (θ, r). Sua N -ésima iterada é

dada por GNε := (θ +Na+ εNβr, r). Como visto em [Arn91], temos que GNε é

uma aplicação twist de Tq ×Rq
+ totalmente integrável e fracamente monótona

(ou seja, det(εNβ) 6= 0). Seja Bδ := {r ∈ Rq
+ :

∑
i(ri −

1
2q

)2 < δ2}, ou seja,

a bola aberta em Rq
+ de centro 1

2q
(1, · · · , 1) e raio δ. No apêndice de J. Moser
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em [Mos77], o mesmo provou que dado η > 0, existem δ > 0, N ∈ N e ε > 0

tal que

(i) ||FNε − GNε ||C1 < η em Tq × Bδ;

(ii) Existe um toro T q radialmente transformado por FNε em Tq×Bδ, ou seja,

T q = {(θ, r(θ) : θ ∈ Tq)} ⊂ Tq×Bδ tal que FNε (θ, r(θ)) = (θ,G(θ)) para

alguma função G : Tq → Rq
+.

Seja SN a função geradora para FNε , ou seja, SN : Tq × Bδ → R tal que

dSN = (FNε )∗(rdθ)− rdθ. No toro radialmente transformado T q temos que

dSN(θ, r(θ)) = (G(θ)− r(θ))dθ.

Assim, pontos cŕıticos de dSN |T q correspondem a pontos fixos de FNε em

T q. Portanto, FNε tem pelo menos q − 1 pontos fixos em T q. Se SN é uma

função de Morse, então FN
ε tem pelo menos 2q pontos fixos.

1.5.1 Prova do Teorema 1.5

Seja Q ⊂ J3
s (n) o conjunto dos 3-jatos de difeomorfismos simpléticos T de

R2n tal que a origem é

1. um ponto fixo hiperbólico ou

2. um ponto fixo q−eĺıptico, 4−elementar e fracamente monótono, para

algum q > 0.

É conhecido que Q é aberto, denso e invariante em todo Jks (n), para k ≥ 3

([CM13]), então podemos usar Q no Teorema 1.4.

Considere KS e O os subconjuntos residuais dados pelos Teoremas 1.2 e

1.4, respectivamente. Defina

R := KS ∩ O.

Por definição, R é residual tal que

• O k-jato da aplicação de Poincaré de toda órbita periódica pertence a Q;
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• Todas as interseções heterocĺınicas em H−1
u (c) são transversais.

Suponha que o fluxo do Hamiltoniano Hu, com u ∈ R, restrito ao ńıvel

H−1
u (c) contém uma órbita periódica não-hiperbólica θ. Se mostrarmos que,

arbitrariamente próximo de θ, existe uma órbita periódica com ponto ho-

mocĺınico transversal, então, por [KH97], existe uma “ferradura” contendo

esse ponto homocĺınico. Isso demonstra o Teorema 1.5, e será esse caminho

que iremos seguir.

Dessa maneira, suponha que θ é uma órbita periódica q-eĺıptica com q ≤

n. Como vimos na seção anterior, Moser provou que existe um subconjunto

T q×Bδ vizinhança de θ e um número N ∈ N tal que o N -ésimo iterado FNε da

aplicação de Poincaré Fε = P |W c é uma aplicação twist fracamente monótona

com pontos fixos que estão C1-próximos de uma aplicação twist totalmente

integrável GNε . Nessas condições, podemos usar o Teorema 4.1 em [Con10]

e então obtermos que F tem um ponto periódico 1-eĺıptico θ̃ próximo de θ.

Uma vez que a variedade central é normalmente hiperbólica, pelo Lema 8.6

em [Arn91], o ponto periódico θ̃ também será 1−eĺıptico para a aplicação de

Poincaré P : Σ→ Σ.

Como a variedade central W c tem dimensão 2, podemos usar o seguinte

resultado:

Proposição 1.3 (Le Calvez [Cal91]). Seja f um difeomorfismo do anel R×S1

tal que é uma aplicação twist, preserva área, a forma f ∗(rdθ)− rdθ é exata e

(i) Se x é um ponto periódico para f e q é seu peŕıodo minimal, os autova-

lores de dxf
q não são ráızes da unidade;

(ii) As variedades estável e instável de órbitas periódicas hiperbólicas de f se

interseptam transversalmente.

Então f tem órbita periódica hiperbólica com ponto homocĺınico.

Dessa maneira, temos que P |W c tem órbita periódica com ponto homocĺınico.

Essa órbita periódica hiperbólica também será hiperbólica na seção de Poin-

caré (veja [Arn91]). Um ponto homocĺınico na variedade central também é um
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ponto homocĺınico na seção de Poincaré e será transversal pela condição de

Kupka-Smale em R.
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Caṕıtulo 2

Lema de Franks

Neste caṕıtulo, vamos provar uma versão análoga da parte infinitesimal do

Lema de Franks [Fra71] para Lagrangianos Tonelli (ou Hamiltonianos Tonelli)

em variedades fechadas M de dimensão n + 1. Nesse teorema, iremos fazer

perturbações de classe C2 no Lagrangiano L adicionando potenciais suaves,

que correspondem a um tipo particular de perturbações de classe C1 no fluxo

Lagrangiano.

Para fluxos geodésicos, este teorema foi provado por G. Contreras em

[Con10, Theorem 7.1] fazendo perturbações de classe C2 na métrica g em

variedades fechadas de dimensão n. Uma prova para fluxos geodésicos em

superf́ıcies foi dada em [CP02]. Em [Mir07, Theorem 4.1], J. A. G. Miranda

provou uma versão do Lema de Franks para fluxos magnéticos em superf́ıcies.

Recentemente, A. Arbieto e F. Castro provaram o Lema de Franks para fluxos

magnéticos em variedades de dimensão n [AC16].

2.1 Potenciais e intervalo de injetividade

Sejam M como no caṕıtulo anterior e considere L : TM → R um Lagran-

giano Tonelli e H : T ∗M → R o Hamiltoniano correspondente.

Assim como no fluxo geodésico, precisamos de uma espécie de raio de inje-

tividade. Se c < c(L), a ação AL+c ( veja 1.1) não é limitada inferiormente e,

em particular, não existem curvas minimizantes globais da ação ligando dois
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pontos dados. Porém, L. Assele e M. Mazzuchelli mostraram em [AM16] que

se c > e0(L), ainda existem minimizantes locais ligando pontos suficientemente

próximos.

Lema 2.1 ([AM16], Lemma 2.3). Seja c > e0(L). Então existem τinj > 0 e

ρinj > 0 tais que a seguinte afirmação é verdadeira:

(i) Todo ponto q0 ∈ M admite uma vizinhança aberta Uq0 ⊂ M contendo a

bola Riemanniana compacta Bg(q0, τinj) = {q ∈M ; dist(q, q0) ≤ τinj} tal

que a função suave

ψq0 : [0, ρinj)× (E−1
L (c) ∩ Tq0M)→ Uq0

dada por ψ(τ, v0) = π ◦ φτ (q0, v0) se restringe a um difeomorfismo

ψq0 : (0, ρinj)× (E−1
L (c) ∩ Tq0M)→ Uq0 \ {q0};

A partir de agora, fixaremos uma constante k0 = (ρinj/4), com ρinj dado

pelo Lema 2.1. Considere θ(t) := φt(θ) = (γ(t), γ̇(t)), com θ : [0, 2k0] → TM ,

um segmento de órbita não trivial contido no ńıvel de energia E−1
L (c). Sejam

Σ0 ,Σt ⊂ E−1
L (c) seções transversais locais de φt|E−1

L (c) ao longo da órbita nos

pontos θ0 e θt, respectivamente. Então (se Σ0 é suficientemente pequeno),

existe uma função diferenciável τ : Σ0 → R tal que a aplicação de Poincaré

Pt : Σ0 → Σt definida por

Pt(ν) = φτ(ν)(ν) ∈ Σt,

é um difeomorfismo para t ∈ [0, 2k0].

É um fato básico que, via pull-back, a transformada de Legendre L∗ω,

induz uma estrutura simplética em TM . Além disso, a aplicação de Poincaré,

restrita às seções Σ0 e Σt, preserva tal estrutura. Sendo assim, via coordenadas

de Darboux, identificamos as derivadas das aplicações de Poincaré

dθPt : TθΣ0 → Tφt(θ)Σt

como uma matriz no grupo simplético Sp(n) =
{
A ∈ R2n×2n : A∗

[
0 I
−I 0

]
A =

[
0 I
−I 0

]}
.
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Seja F2(M) o conjunto das funções potenciais suaves u : M → R, fixado

com a topologia C2. Pela definição de k0, temos que γ([0, 2k0]) = πθ([0, 2k0]) ⊂

M não tem pontos de autointerseção. Assim, considere W ⊂ M uma vizi-

nhança tubular de γ([0, 2k0]). Definimos o conjunto F2(γ, k0,W ) ⊂ F2(M)

como o conjunto dos potenciais, com suporte em W , satisfazendo as condições

u(γ(t)) = 0 and Dγ(t)u = 0 ∀ t ∈ [0, 2k0]. (2.1)

Note que, para todo potencial u ∈ F2(γ, k0,W ), a curva θ(t) = (γ(t), γ̇(t))

é uma órbita do fluxo Lagrangiano para o Lagrangiano perturbado

Lu(x, v) := L(x, v)− u(x)

e que o ńıvel de energia E−1
Lu

(c) é tangente ao ńıvel E−1
L (c) ao longo de θ(t).

Sendo assim, podemos considerar a aplicação

St : F2(γ, k0,W ) −→ Sp(n) (2.2)

u 7−→ dθPt(u)

em que dθPt(u) : TθΣ0 → Tφt(θ)Σt, com 0 ≤ t ≤ 2k0, é a derivada da aplicação

de Poincaré para o fluxo Lagrangiano perturbado Lu no ńıvel de energia E−1
Lu

(c).

2.2 Coordenadas especiais

Nesta seção, introduziremos coordenadas naturais (x, p) numa vizinhança

do segmento de órbita φH[0,2k0](θ) em T ∗M , induzida por coordenadas especiais

na vizinhança W ⊂ π(E−1
L (c)) de γ([0, 2k0]). A ideia utilizada para encontrar

esse sistema de coordenadas foi dada inicialmente por Li & Nirenberg’s para

fluxos geodésicos Finsler em [LN05]. Estas coordenadas também foram utiza-

das em [RR11, Lemma 3.1] e [FR15, lemma C1]. Em fluxos geodésicos, esse

sistema de coordenadas é conhecido como coordenadas de Fermi definida ao

longo de geodésicas Riemannianas.

Para conseguirmos essas coordenadas especiais, seguindo [FR15, lemma C1],

aplicaremos o Lema de Li & Nirenberg’s [LN05, Lemma 3.1], obtendo coorde-

nadas locais para um fluxo geodésico Finsler para uma métrica Finsler local,

definida apenas numa vizinhança suficientemente pequena de γ([0, 2k0]).
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Primeiro, escolheremos coordenadas locais x = (x0, x1 · · · , xn) : W → Rn+1

numa vizinhança aberta W ⊂ π((E−1
L (c)) de γ([0, 2k0]), tal que

x0(γ(t)) = t and xi(γ(t)) = 0,

para todo t ∈ [0, 2k0], 1 ≤ i ≤ n. Para cada p ∈ T ∗xM , com x ∈ W , definiremos

p = (p0, p1, · · · , pn) em que p =
∑
pidxi. Então (x, p) = (x0, x1, · · · , xn, p0, p1, · · · , pn)

são coordenadas locais no cilindro π−1(W ) ⊂ T ∗M que são chamadas coorde-

nadas naturais associadas a x : W → Rn+1.

Em coordenadas naturais, a estrutura simplética canônica se escreve como

ω =
∑n

i=0 dxi ∧ dpi e as equações do campo Hamiltoniano são dadas por: ẋi(t) = Hpi(x(t), p(t))

ṗi(t) = −Hxi(x(t), p(t))
, i = 0, 1, . . . , n. (2.3)

É conhecido que se c > c(L), o subńıvel H−1(−∞, c) contém um gráfico

Lagrangiano exato ([CIPP98]), isto é, existe um função f : M → R, de classe

C∞, tal que

H(x, dxf) < c , ∀ x ∈M. (2.4)

O valor cŕıtico de Mañé c(L) também pode ser definido como o ı́nfimo dos

valores c ∈ R, no qual o subńıvel H−1(−∞, c) contém um gráfico Lagrangiano

exato ( cf. [CIPP98]). Consequentemente, se c < c(L), a inequação (2.4) não

tem solução global f : M → R suave.

Vamos observar agora que a inequação (2.4) admite uma solução local suave

definida numa vizinhança suficientemente pequena de γ([0, 2k0]) em M . Com

isso, o fluxo Lagrangiano pode ser, localmente, conjugado a um fluxo geodésico

Finsler.

Segue da convexidade de L que EL(x, 0) < EL(x, v), para todo x ∈ M e

para todo v 6= 0 ∈ TxM . Então,

H(γ(t), Lv(γ(t), 0) ) = EL(γ(t), 0) < EL(γ(t), γ̇(t)) = c, ∀ t ∈ R.

Para t ∈ [0, 2k0], podemos, localmente, escrever

∂L

∂v
(γ(t), 0) = (a0(t), a1(t), . . . , an(t)),
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e considerar funções f0 : W → R definidas por

f0(x0, . . . , xn) =

∫ x0

0

a0(t)dt+
n∑
i=1

xiai(x0).

Observemos que df0(t, 0, . . . , 0) = df(γ(t)) = ∂L
∂v

(γ(t), 0). Consequente-

mente, e diminuindo W se necessário , existe ε0 = ε0(W,k0) > 0 tal que

H(x, dxf0) < c , ∀ x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ [0, 2k0]× [−ε0, ε0]n. (2.5)

Seja Ω := [0, 2k0] × [−ε0, ε0]n. Por cartas locais x : W → Ω, considere o

novo Hamiltoniano H : Ω×Rn+1 → R definido por H(x, p) := H(x, p+ dxf0),

e o Lagrangiano correspondente L(x, v) := L(x, v)− dxf0(v). Observemos que

o fluxo de Euler-Lagrange de L e L coincide, e os fluxos Hamiltonianos φHt e

φHt são conjugados pela aplicação (x, p) 7→ (x, p+dxf0). Também note que, de

(2.5), H(x, 0) < c para todo x ∈ Ω. Dessa forma, para cada x ∈ Ω, o conjunto

Scx = {p ∈ Rn+1 : H(x, p) < c}

contém a origem e tem fronteira, denotada por ∂Scx, suave e estritamente

convexa .

Seja F (x, ·) : Rn+1 → R funções suporte de ∂Scx , ou seja ,

F (x, v) = max{〈p, v〉 : p ∈ ∂Scx}.

A função F é de classe C∞ em Ω× (Rn+1 \ {0}) e é positivamente homogênea

de grau 1 em v, ou seja,

F (x, λv) = λ · F (x, v) para todo λ > 0. (2.6)

Além disso, também é uma função convexa de v. Assim, para toda curva, de

classe C1, ξ : [a, b] → Ω, temos que F (ξ(t), ξ̇(t)) é uma métrica Finsler e o

comprimento de ξ é

lF (ξ) =

∫ b

a

F (ξ(t), ξ̇(t)) dt,

e uma curva α : [a, b] → Ω, de classe C1, é chamada Geodésica Finsler se α é

solução da equação de Euler-Lagrange para F , ou seja,

∂F

∂x
(α(t), α̇(t))− d

dt

∂F

∂v
(α(t), α̇(t)) = 0. (2.7)
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Uma vez que F é positivamente homogênea, derivando (2.6) com relação a

λ , temos que
∂F

∂v
(x, λv) · v = F (x, v) para todo λ > 0. (2.8)

Assim, denotando por p̂(x, v) ∈ ∂Scx o único elemento tal que

F (x, v) = 〈p̂(x, v), v〉 = max{〈p, v〉 : p ∈ ∂Scx}

para todo x ∈ Ω e v ∈ Rn+1, tomando λ = 1 em (2.8), temos que

∂F

∂v
(x, v) = p̂(x, v). (2.9)

Além disso, uma vez que H(x, p̂(x, v)) = c, temos que ∂H
∂x

(x, p̂(x, v)) = 0, ou

seja,
∂H

∂x
(x, p̂(x, v)) +

∂H

∂p
(x, p̂(x, v))

∂p̂

∂x
(x, v) = 0.

Dessa maneira, temos que

∂F

∂x
(x, v) = 〈v ∂p̂

∂x
(x, v)〉 = 〈λ(x, v)

∂H

∂p
(x, p̂(x, v))

∂p̂

∂x
(x, v)〉 =

= −λ(x, v)
∂H

∂x
(x, p̂(x, v)), (2.10)

em que λ(x, v) ∈ R satisfaz

v = λ(x, v)
∂H

∂p
(x, p̂(x, v)).

Além disso, se [a, b] 7→ (x(t), p(t)) ∈ Ω×Rn+1 é uma solução das equações

Hamiltonianas (2.3) para o Hamiltoniano H e satisfaz H(x(t), p(t)) = c, para

todo t ∈ [a, b], temos

λ(x(t), ẋ(t)) = 1, p̂(x(t), ẋ(t)) = p(t) e F (x(t), ẋ(t)) = 〈p(t), ẋ(t)〉, (2.11)

para todo t ∈ [a, b]. Então, de (2.3), (2.9), (2.10) e (2.11)

d

dt

∂F

∂v
(x(t), ẋ(t)) =

d

dt
p̂(x(t), ẋ(t))

= ṗ(t)

= −∂H
∂x

(x(t), p(t))

=
∂F

∂x
(x(t), ẋ(t)).
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Portanto, a curva x(t) é uma solução de (2.7). Em particular, a curva γ(t) =

(t, 0, . . . , 0), t ∈ [0, k0] é uma geodésica Finsler.

Aplicando agora [LN05, Lemma 3.1] ao segmento da geodésica Finsler

γ(t) = (t, 0, . . . , 0), obtemos uma mudança de variáveis suave e não-singular,

que ainda denotaremos por x = (x0, x1, . . . , xn), com as seguintes propriedades:

1. γ(t) = (t, 0, . . . , 0) 2. F (γ(t), γ̇(t)) = 1

3. ∂F
∂x

(γ(t), γ̇(t)) = 0 4. ∂F
∂vi

(γ(t), γ̇(t)) = 0

5. ∂F
∂v0

(γ(t), γ̇(t)) = 1 6. ∂2F
∂x∂v

(γ(t), γ̇(t)) = 0

7. ∂2F
∂v0∂vi

(γ(t), γ̇(t)) = 0

para todo t ∈ [0, 2k0] e 1 ≤ i ≤ n. Esta mudança de coordenadas especiais

é obtida por composição de quatro mudanças de variáveis ( veja a prova de

[LN05, Lemma 3.1]) de classe C∞.

Nestas variáveis, e da forma (2.9) e (2.11), temos que:

p(t) =
∂F

∂v
(γ(t), γ̇(t))

=

(
∂F

∂v0

(γ(t), γ̇(t)),
∂F

∂v1

(γ(t), γ̇(t)) · · · , ∂F
∂vn

(γ(t), γ̇(t))

)
= (1, 0, . . . , 0). (2.12)

Calculando a derivada parcial com relação a v em (2.10), e usando (2.3),

(2.9),(2.11) e (2.12), obtemos que

∂2H

∂p∂x
(γ(t), γ̇(t)) = 0.

Uma vez que γ(t) = (t, 0, . . . , 0), de (2.3) temos:

∂2H

∂x0∂xi
(γ(t), γ̇(t)) = 0 and

∂2H

∂p0∂pj
(γ(t), γ̇(t)) = 0,

para 0 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ n.

Finalmente e, pelo fato que Hpp é positiva definida, seja R : [0, k0]→ Rn×n

uma função suave tal que

R(t)

[
∂2H

∂pi∂pj
(γ(t), γ̇(t))

]
1≤i,j≤n

R(t)∗ = In ∀t ∈ [0, k0]
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e definimos a mudança de coordenadas Φ : Rn+1 → Rn+1 por

Φ(t, x̂) = (t, R(t)x̂) , ∀t ∈ [0, k0], and ∀x̂ ∈ Rn.

(Veja a prova de [FR15, Lemma C1]). Dessa maneira, obtemos o seguinte

lema:

Lema 2.2. Seja W ⊂ M uma vizinhança aberta de γ([0, 2k0]). Por uma

mudança de coordenadas suave e não-singular x : W → [0, 2k0] × [−ε0, ε0]n,

com x = (x0, x1, · · · , xn), podemos assumir que as seguintes propriedades são

satisfeitas para todo t ∈ [0, 2k0]:

(a) x0(γ(t)) = t and xi(γ(t)) = 0, para 1 ≤ i ≤ n.

(b) Tomando as coordenadas naturais correspondente (x, p) em π−1(W ) ⊂

T ∗M , temos

(b1) Hpx(γ(t), p(t)) = Hxp(γ(t), p(t)) = 0

(b2) Hpp(γ(t), p(t)) =

∗ 0

0 In

 .
(b3) Hxx(γ(t), p(t)) =

0 0

0 K(t)

 , em que K(t) ∈ Rn×n é uma matriz

simétrica dada por [K(t)]ij = Hxixj(γ(t), p(t)), para 1 ≤ i, j ≤ n.

Chamaremos a matriz K(t) de matriz curvatura, pela similaridade com a

equação de Jacobi do fluxo geodésico nas coordenadas de Fermi.

2.3 Perturbações locais

Nesta seção, vamos trabalhar no contexto de fluxos Hamiltonianos. Fixe-

mos γ|[0,2k0] e uma vizinhança aberta W como no Lema 2.2. Usando a identi-

dade básica d
dt
dθφ

H
t = dφHt (θ)X

H dθφ
H
t e de (2.3) obtemos as equações para a

derivada do fluxo Hamiltoniano ao longo da órbita φHt (θ), que é chamada de

equação de Jacobi:

d

dt

a
b

 =

 Hpx Hpp

−Hxx −Hxp

a
b

 .
39



Segue do Lema 2.2 e da equação de Jacobi que, para cada t ∈ [0, 2k0], o

subespaço 2n-dimensional

Nt = {(a, b) ∈ Tθ(t)T ∗M : a0 = 0; b0 = 0} ≈ Rn × Rn (2.13)

é invariante pela diferencial do fluxo Hamiltoniano de H ao longo da órbita

θ(t) := φHt (θ). Escolheremos uma famı́lia a 1-parâmetro de seções transversais

locais Σt ⊂ H−1(c) em θ(t), com t ∈ [0, 2k0], tal que Tθ(t)Σt = Nt. Então,

usando o sistema de coordenadas locais dado pelo Lema 2.2, obtemos que

X0(t) := dθPt = dθ φ
H
t

∣∣
N0

: N0 −→ Nt

é solução das equações:

Ẋ0(t) =

 0 In

−K(t) 0

X0(t). (2.14)

Lembrando que F2(M) denota o espaço dos potenciais suaves u : M → R,

fixados com a topologia C2, seja S(n) o conjunto das matrizes simétricas n×n.

Considere F2(γ, k0,W ) ⊂ F2(M) o conjunto de todos os potenciais u com

suporte em W , que satisfazem as condições (2.1) e que, em coordenadas locais,

tem a seguinte forma:

u(x) = u(x0, x1 . . . , xn) = α(x1, . . . , xn)
n∑

i,j=1

β(x0)ij xixj (2.15)

em que supp(α) ⊂ (−ε0, ε0)n e β : [0, 2k0]→ S(n) tem suporte em (0, t0) para

cada t0 com k0 < t0 < 2k0. Observe que o segmento γ é preservado pelas

funções potenciais, ou seja,

u(γ(t)) = u(t, 0, · · · , 0) = 0 e Dγ(t)u = D(t,0,··· ,0)u = 0 para todo t ∈ [0, 2k0].

Além disso, a matriz preserva a forma como no Lema 2.2 uma vez que

∂2

∂x0∂xj
u(t, 0 · · · , 0) = 0

para todo t ∈ [0, 2k0] e 1 ≤ j ≤ n. Então, se u ∈ F2(γ, k0,W ), o Hamiltoniano

Hu também satisfaz (a) e (b) no Lema 2.2. Assim, consideremos a função:

St : F2(γ, k0,W ) −→ Sp(n)

u 7−→ X(u, t)
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em que

X(u, t) := dθ φ
Hu
t

∣∣
N0

: N0 −→ Nt.

Por (2.14) e pelo Lema 2.2 , obtemos que X(u, t) é uma solução da equação

diferencial:

Ẋ(t) =

 0 In

−Ku(t) 0

X(t), (2.16)

em que

Ku(t)ij := K(t)ij +
∂2

∂xi∂xj
u(t, 0 . . . , 0) for 1 ≤ i, j ≤ n. (2.17)

2.4 Condição Genérica

Dado L : TM → R um Lagrangiano Tonelli suave e um potencial u ∈

F2(M), seja Lu(x, v) = L(x, v) − u(x) o Lagrangiano perturbado e considere

o Hamiltoniano correspondente Hu(x, p) = H(x, p) + u(x).

Fixado o sistemas de coordenadas dado pelo Lema 2.2, a matriz Hxx tem

um bloco K(t). Para provarmos o Teorema 2.1 (enunciado na próxima seção),

precisaremos escolher um potencial u ∈ F2(M) tal que todo segmento de

órbita θ(t), com t ∈ [0, k0
2

), contém pelo menos um ponto no qual a matriz

K(θ(t)) não tenha autovalores repetidos ao longo da órbita θ(t). Veremos que

essa condição é genérica.

Para isso, considere h : S(n)→ [0,∞) definida por

h(K(θ(t))) :=
∏

0≤i<j≤n

(λi − λj)2,

em que λ1, . . . , λn são autovalores reais da matriz simétrica K(θ(t)) . Fixado

o Lagrangiano Tonelli L (ou o Hamiltoniano Tonelli H), seja

H(L, c) = H(H, c) := min
θ∈E−1

L (c)

{
max
t∈[0, k02 ]

h(K(θ(t)))

}
.

Observe que h é cont́ınua. Mais ainda, se tomarmos um potencial u ∈

F2(M), a matriz Ku(θ(t)), do Hamiltoniano Tonelli perturbado, depende de

K(θ(t)) e da segunda derivada do potencial u (veja (2.17)). Então, a matriz

Ku(θ) depende continuamente de u ∈ F2(M).
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Seja JkS(n) o fibrado k−jato das curvas em S(n), ou seja, JkS(n) é o

conjunto das classes de equivalência de curvas suaves α : (−ε, ε)→ S(n) sobre

a relação α1 ∼ α2 se, e somente se, existem coordenadas suave Ψ : U → Rd

para S(n) sobre α1(0) tal que Dj(Ψ ◦ α1)(0) = Dj(Ψ ◦ α2)(0) para todo j =

0, 1, · · · , k, em que d := dimS(n) = n(n+1)
2

. Então JkS(n) é um fibrado suave

S(n) cujas fibras formam o conjunto Pk,d dos polinômios p : R → Rd de grau

≤ k com p(0) = 0. Portanto,

dim JkS(n) = dimS(n) + dimPk,d = d+ kd = (k + 1)d .

As perturbações dadas pela forma (2.15) e (2.17) mostram que todo cami-

nho suave α(t) em S(n) ou JkS(n) com α(0) = Ku(θ(t)) podem ser realizadas

por perturbações u ∈ F2(M), de classe C2, que preservam a órbita θ(t).

Seja G(M,L, c) ⊂ F2(M) o conjunto dos potenciais u : M → R definido

por

G(M,L, c) = G(M,H, c) := {u ∈ F2(M) ; H(Hu, c) > 0}. (2.18)

Pelas observações anteriores, podemos seguir de maneira similar os argu-

mentos de [Con10, Theorem 6.1] para mostrar que:

Proposição 2.1. O subconjunto G(M,L, c) ⊂ F2(M) é aberto em F2(M) e

G(M,L, c) ∩ C∞(M) é denso em C∞(M).

2.5 Lema de Franks para Lagrangianos Tonelli

Gostaŕıamos de aplicar o Teorema 2.1 (enunciado à frente) a uma extre-

mal fechada, que simplesmente chamamos de extremal. Se γ é uma extre-

mal fechada, podemos ter vários pontos de autointerseção. De maneira geral,

dado um conjunto finito de segmentos extremais que não se autointerceptam

F = {η1, · · · , ηm}, definidos em [0, 2k0], tal que as seguintes propriedades são

satisfeitas:

• Os pontos finais de ηi não estão contidos em W ;

• O segmento γ([0, 2k0]) intersecta cada ηi transversalmente.
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Denotemos por F2(γ, k0,W,F) o conjunto dos potenciais u ∈ F2(γ, k0,W ) tais

que u é nulo numa pequena vizinhança de W ∩ ∪mi=1ηi([0, 2k0]).

O análogo do Lema de Franks para Lagrangianos Tonelli é o seguinte Teo-

rema:

Teorema 2.1. Sejam L : TM → R um Lagrangiano Tonelli e H : T ∗M → R o

Hamiltoniano Tonelli correspondente. Seja c > e0(L) e suponha que H(L, c) >

0. Dados U ⊂ F2(M) uma vizinhança de u0(x) ≡ 0 na topologia C2, um

segmento extremal γ : [0, t0] → M e uma vizinhança tubular W ⊂ M de

γ|[0,t0], temos que para cada k0 < t0 ≤ 2k0, existe um δ = δ(L, c,U) > 0 tal que

a imagem de U ∩ F2(γ, k0,W,F) sobre a função St0 contém uma bola de raio

δ centrada em St0(u0) = dθPt0(u0) ∈ Sp(n).

2.6 Prova do Lema de Franks

Nesta seção, faremos a prova do Teorema 2.1. Em [RR11], L. Rifford e

R. Ruggiero, usando as mesmas coordenadas locais dada pelo Lema 2.2 e a

mesma famı́lia de perturbações (2.15), usaram um resultado geral de teoria

de controle para mostrar que a função St0(u) é uma submersão local se a

curvatura K(t) satisfaz uma versão local da condição genérica. Em particular,

existe δ = δ(θ) tal que toda matriz simplética na bola B(X(0), δ) é realizável

por algum potencial u na vizinhança de u0 = 0. Para provarmos o Lema de

Franks, seguiremos a mesma estratégia usada por G. Contreras em [Con10]

para obtermos estimativas uniformes da norma da derivada de St0 no ponto

0, restrita a um espaço de dimensão finita, conseguindo assim um δ uniforme

para todo θ ∈ H−1(c).

Seja U ⊂ F2(M) uma vizinhança de u0(x) ≡ 0, suficientemente pequena,

de maneira que U ⊂ G(M,H, c).

Fixaremos agora, algumas constantes e funções que usaremos para provar

a Proposição 2.2. De fato, o que faremos é adaptar as constantes em [Con10]

para adequarmos à nossa situação.

• Diminuindo U caso nessário, seja k1 = k1(U , c) > 0 tal que a matriz
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curvatura , dada em (2.17), satisfaz

‖Ku(θ(t))‖ < k1, para todo u ∈ U , θ ∈ (Hu)−1(c) e todo t ∈ [0, 2k0].

(2.19)

• Seja k2 = k2(U , c) > 1 tal que se u ∈ U , então

‖dθφH
u

t ‖ < k2 e ‖dθφH
u

−t ‖ < k2, para todo θ ∈ (Hu)−1(c) e todo t ∈ [0, 2k0].

(2.20)

• Dado 0 < λ << k0/8, seja k3 = k3(λ) = k3(U , c, λ) tal que limλ→0 k3(λ) =

0 e

‖dθφH
u

s − dθφH
u

t ‖ < k3, e ‖dθφH
u

−s − dθφH
u

−t ‖ < k3 (2.21)

para todo |s− t| < λ, s, t ∈ [0, 2k0], u ∈ U e todo θ ∈ (Hu)−1(c).

• Escolheremos λ = λ(U , c), pequeno o suficiente, tal que 0 < k3(λ) <

1/2k3
2, de maneira que

1

k2
2

− 2k2k3(λ) > 0. (2.22)

• Uma vez que H satisfaz a condição genérica, existe a0 > 0 tal que

H(M,H, c) > 2a2
0. Assim,

max
t∈[ k04 ,

3k0
4 ]

h(K(θ(t))) ≥ 2a2
0 para todo θ ∈ H−1(c). (2.23)

• Consideremos h̃(u, θ, t) := h(Ku(θ(t)). Uma vez que a função h é cont́ınua

e a matriz K(θ(t)) depende continuamente de u ∈ F2(M), a função h̃

também é cont́ınua. Seja

A0 := {(θ, t) ∈ (Hu)−1(c)× [0, 2k0] : h̃(0, θ, t) ≥ 2a2
0}.

Temos que A0 ⊂ (Hu)−1(c) × [0, 2k0] é um conjunto compacto e, por

(2.23), temos que A0∩
{
{θ} ×

[
k0
4
, 3k0

4

]}
6= ∅, para todo θ ∈ H−1(c). Uma

vez que h̃ é cont́ınua, existe uma vizinhança U0 ⊂ U de 0 ∈ F2(M) tal

que h̃(u, θ, t) > a2
0, para todo (u, θ, t) ∈ U0 × A0. Fixaremos τ = τ(θ,U)

tal que (θ, τ) ∈ A0. Então, se i 6= j, temos

a2
0 <

∏
1≤i<j≤n

(λi−λj)2 ≤ (2‖Hu
xx(θ(τ))‖)2(m−1) |λi−λj|2 ≤ (2k1)2(m−1)|λi−λj|2,
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para todo u ∈ U0, em que m =

 n

2

 =
n(n− 1)

2
. Logo,

min
i 6=J
|λi − λj| >

a0

(2k1)m−1
=: k4. (2.24)

• Seja

k5 := max{k−1
4 , 1 + 4k1k

−1
4 , k1}. (2.25)

• Seja δ : [0, 2k0] → [0,∞) uma função de classe C∞ tal que δ(s) = 0 se

|s − τ | ≥ λ, e
∫ t0

0
δ(t) dt = 1 , em que λ = λ(U0, c) segue de (2.22). A

norma C5 de δ depende apenas de U0 e não depende de τ(θ,U0).

• Por (2.22), existe ρ = ρ(U) > 0 tal que

k6 :=
k−2

2 − 2k2k3 − ρk2
2‖δ‖C0

k2k5

> 0. (2.26)

• Dado F = {η1, . . . , ηm} um conjunto finito de extremais que não se au-

tointerceptam , definidas em [0, 2k0], de maneira que o segmento γ([0, 2k0])

intercepta cada ηi transversalmente, seja h : [0, 2k0]→ [0, 1] uma função

de classe C∞, com suporte fora dos pontos de interseção

supp(h) ⊂ (0, 2k0) \ (γ)−1 [∪mi=1ηi]

e tal que ∫ t0

0

(1− h(t))dt < ρ . (2.27)

• Dado ε > 0, Seja αε : [−ε, ε]n → R uma função de classe C∞ tal que

αε(x1, . . . , xn) = 1 se (x1, . . . , xn) ∈ [− ε
4
, ε

4
]n, e αε(x1, . . . , xn) = 0 se

(x1, . . . , xn) /∈ [− ε
2
, ε

2
]n.

• Finalmente, fixaremos ε1 = ε1(γ,F,W ) < ε0 de maneira que nas mesmas

coordenadas locais x : W → [0, 2k0] × [−ε0, ε0]n, dada pelo Lema2.2, os

segmentos ηi não interceptam o conjunto supp(h)× [−ε1, ε1]n.
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Uma vez que o conjunto S(n) é formado por matrizes n × n simétricas e,

denotando por “∗” o operador transposta de uma matriz, podemos escrever

S(n) = {a ∈ Rn×n : a∗ = a},

S∗(n) = {d ∈ S(n) : d11 = · · · = dnn = 0} ,

AS(n) = {e ∈ Rn×n : e∗ = −e}.

Agora estamos prontos para iniciarmos a prova do Teorema 2.1, com a

seguinte proposição, que é semelhante à ([Con10, Prop. 7.3]):

Proposição 2.2. Seja F : S(n)3×S∗(n)→ Sp(n) uma função definida como

S(n)3 × S∗(n) 3 (a, b, c, d) = w 7−→ F (w) = dθφ
(Hu(w))
t0

∣∣∣∣
N0

,

em que

Hu(w)(x, p) = H(x, p) + u(w)(x)

com

u(w)(t, x1, . . . xn) = αε(x1, . . . xn)
n∑

i,j=1

[β(w)(t)]ij xixj, (2.28)

para algum 0 < ε ≤ ε1, e

β(w)(t) = h(t) [aδ(t) + bδ′(t) + cδ′′(t) + dδ′′′(t)] . (2.29)

Então, se u(w) ∈ U0 , existe uma constante k6 = k6(H, c,U) > 0 tal que

‖dwF (ξ)‖ ≥ k6‖ξ‖ ,

para todo ξ ∈ S(n)3 × S∗(n) ≈ R2n2+n.

Uma vez que temos espaços vetoriais de dimensão finita, para provar esta

proposição, vamos cotar dF para cada elemento da base desse subespaço. Esta

prova segue os mesmos argumentos de [Con10, Prop. 7.3], adaptando as cons-

tantes de maneira conveniente. Repetiremos os argumentos por completitude

dos resultados.

Demonstração. Dados ξ = (a, b, c; d) ∈ S(n)3 × S∗(n) e r ∈ R considere a

curva r 7→ Γ(r) := w + rξ e ur := u(Γ(r)). Então

dwF (ξ) =
d

dr
F (Γ(r))

∣∣∣∣
r=0

=
d

dr
F (ur)

∣∣∣∣
r=0

=
d

dr

(
dθφ

Hur
t0

∣∣∣
N0

)∣∣∣∣
r=0

.
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A equação de Jacobi para ur ao longo de γ é

Ẋr =

 0 I

−(K(t) + rβ(t)) 0

Xr, (2.30)

em que β(t) = β(ξ)(t) é (2.29). Derivando essa equação com respeito a r,

temos a seguinte equação diferencial para Z(t) := d
dr
Xr(t)

∣∣
r=0

Ż = AZ + BX, (2.31)

em que A =

 0 I

−K(t) 0

 e B =

 0 0

β(t) 0

.

Observemos que a equação diferencial (2.31) é a mesma equação para o

fluxo geodésico obtida em [Con10, eq. (35)]. Veja também em [RR11, eq. (15)],

em que a mesma equação foi estudada usando teoria de controle e sem as

estimativas uniformes para as equações integrais.

Escrevendo Z(t) = X(t)Y (t), temos de (2.30) e (2.31) que

X Ẏ = BX.

Uma vez que Xr(0) ≡ I, temos Z(0) = 0 e Y (0) = 0. Logo

Y (t) =

∫ t

0

X−1
s BsXs ds.

Observemos que

Bs
h(s)

=

 0 0

β(s)
h(s)

0

 =

 0 0

aδ(s) + bδ′(s) + cδ′′(s) + dδ′′′(s) 0


= δ(s)A+ δ′(s)B + δ′′(s)C + δ′′′(s)D (2.32)

em que

A =

0 0

a 0

 , B =

0 0

b 0

 , C =

0 0

c 0

 , D =

0 0

d 0

 .
Integrando por partes os três últimos termos de (2.32) e usando (2.30),
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temos que∫ t0

0

X−1
s δ′(s)BXs ds =

∫ t0

0

δ(s)
(
X−1
s ẊsX

−1
s BXs −X−1

s B AXs

)
ds

=

∫ t0

0

δ(s)X−1
s [A, B]Xs ds

=

∫ t0

0

δ(s)X−1
s

b 0

0 −b

Xs ds.

∫ t0

0

X−1
s δ′′(s)CXs ds =

∫ t0

0

δ′(s)X−1
s [A, C]Xs ds

=

∫ t0

0

δ(s)X−1
s [A, [A, C]] Xs ds

=

∫ t0

0

δ(s)X−1
s

 0 −2c

−(Kc+ cK) 0

Xs ds.

∫ t0

0

X−1
s δ′′′(s)DXs ds =

∫ t0

0

δ′(s)X−1
s [A, [A, D]]Xs ds

=

∫ t0

0

δ(s)X−1
s [A, [A, [A, D]]]Xs ds

=

∫ t0

0

δ(s)X−1
s

−Kd− 3dK 0

0 3Kd+ dK

Xs ds.

Então temos que

Wt0 :=

∫ t0

0

X−1
s

Bs
h(s)

Xs ds =

∫ t0

0

δ(s) X−1
s T (ξ) Xs ds (2.33)

em que T : S3(n)× S∗(n)→ sp(n) é a transformação linear

T (ξ) = T (a, b, c, d) =

β γ

α −β∗

 , (2.34)

definida por

α = a− (Kc+ cK),

γ = −2c , (2.35)

β = b−Kd− 3dK.

Gostaŕıamos de resolver esse sistema em s = τ , para a, b, c ∈ S(n) e d ∈ S∗(n),

em que α, γ ∈ S(n) e β ∈ Rn×n são arbitrários. Iniciaremos separando β como
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uma soma de uma matriz simétrica com uma matriz antisimétrica. Assim,

Kd− dK =
β − β∗

2
. (2.36)

Uma vez que a matriz Ku(θ(t)) é tal que H(Hu, c) > 0, o resultado geral

dado pelo Lema 2.3 abaixo, mostra que a equação (2.36) tem uma solução

d ∈ S∗(n).

Lema 2.3. [Con10, Lema 7.4] Sejam K uma matriz simétrica e LK : S∗(n)→

AS(n) definido por LK(d) := Kd− dK. Suponha que os autovalores λi de K

são todos distintos. Para todo e ∈ AS(n), existe d ∈ S∗(n) tal que LK d = e e

‖d‖ ≤ ‖e‖
min
i 6=j
|λi − λj|

.

As outras soluções do sistema (2.35) são dadas por

b =
1

2
(β + β∗) + 2 (Kd+ dK), (2.37)

c = −1

2
γ, (2.38)

a = α− 1

2
(Kγ + γK). (2.39)

Como

dim(S(n)3 × S∗(n)) = dim(Sp(n)) = n(2n+ 1) = 2n2 + n ,

provamos até aqui que F é um isomorfismo. Precisamos ainda, verificar a

estimativa uniforme

‖dwF (ξ)‖ ≥ k6‖ξ‖

para finalizarmos a prova da Proposição 2.2. Uma vez que Z(t0) = dwF (ξ) e

para melhorar a leitura, provaremos essa cota no Lema 2.4.

Lema 2.4. Seja Z(t) = d
dr
Xr(t)|r=0, em que Xr(t)|r=0 está associado a equação

(2.30). Então existe uma constante k6 = k6(H, c,U) > 0 tal que

‖Z(t0)‖ ≥ k6 ‖ξ‖.
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Para perturbações de Lagrangianos Riemannianos, A. Lazrag, L. Rifford e

R. Ruggiero mostraram, em [LRR16], que este Lema é verdadeiro por técnicas

da teoria do segundo controle. Não sabemos se tais técnicas são aplicáveis em

nosso caso, porém, como nosso resultado é perturbativo, apenas adaptaremos

as constantes em [Con10, p. 783].

Prova do Lema 2.4. Gostaŕıamos de estimar ‖T−1‖. Observe que

‖β‖ = sup
|u|=|v|=1

〈β u, v〉 = sup
|u|=|v|=1

〈u, β∗ v〉 = ‖β∗‖.

Por (2.36), Lema 2.3, (2.24) e (2.25), temos:

‖d‖ ≤
∥∥β−β∗

2

∥∥
min
i 6=j
|λi − λj|

≤ ‖β‖
k4

≤ k5 ‖β‖. (2.40)

Usando (2.37), (2.19), (2.40) e (2.24), temos:

‖b‖ ≤ ‖β‖+ 4 k1 ‖d‖ ≤
(
1 + 4 k1 k

−1
4

)
‖β‖ ≤ k5 ‖β‖.

Além disso, por (2.38), (2.24) e (2.39), podemos mostrar que:

‖c‖ ≤ ‖γ‖ ≤ k5 ‖γ‖,

‖a‖ ≤ ‖α‖+ k1 ‖γ‖ ≤ k5 max{‖α‖, ‖γ‖}.

Uma vez que

‖T (ξ)‖ ≥ max{‖α‖, ‖β‖, ‖γ‖},

conseguimos que

‖ξ‖ := max{‖a‖, ‖b‖, ‖c‖, ‖d‖} ≤ k5 ‖T (ξ)‖.

Dessa forma,

‖T (ξ)‖ ≥ 1

k5

‖ξ‖. (2.41)

Escreveremos

Q(s) := X−1
s T (ξ)Xs and P (s) := δ(s) X−1

s T (ξ)Xs.

Dada uma função cont́ınua f : [0, 2k0]→ R2n×2n, definiremos

Oλ(f, τ) := sup
|s−τ |≤λ

|f(s)− f(τ)|.
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Notemos que

Oλ(fg, τ) ≤ ‖f‖0Oλ(g, τ) +Oλ(f, τ) |g(τ)|,

em que ‖f‖0 := sup
s∈[0,2k0]

|f(s)|.

Dessa maneira, temos que

Oλ(Q, τ) = Oλ(X−1
s T (ξ)Xs, τ)

≤ ‖X−1
s ‖0Oλ(T (ξ)Xs, τ) +Oλ(X−1

s , τ) ‖T (ξ)‖ ‖Xτ‖

≤ ‖X−1
s ‖0 ‖T (ξ)‖Oλ(Xs, τ) +Oλ(X−1

s , τ) ‖T (ξ)‖ ‖Xτ‖

≤ 2 k2k3 ‖T (ξ)‖.

‖Wt0 −Q(τ)‖ =

∥∥∥∥∫ t0

0

δ(s) [Q(s)−Q(τ)] ds

∥∥∥∥ ≤ Oλ(Q, τ)

≤ 2 k2k3 ‖T (ξ)‖.

‖Y (t0)−Wt0‖ =

∥∥∥∥∫ t0

0

[h(s)− 1] P (s) ds

∥∥∥∥ ≤ ‖P‖0

∫ t0

0

|1− h(s)| ds

≤ ρ ‖P‖0

≤ ρ k2
2 ‖δ‖0 ‖T (ξ)‖.

‖Q(τ)‖ = ‖X−1
τ T (ξ) Xτ‖ ≥

1

k2
2

‖T (ξ)‖.

Portanto,

‖Y (t0)‖ ≥ ‖Q(τ)‖ − ‖Wt0 −Q(τ)‖ − ‖Y (t0)−Wt0‖

≥
(

1

k2
2

− 2k2 k3 − ρ k2
2‖δ‖0

)
‖T (ξ)‖,

e usando (2.41), temos

‖Z(t0)‖ = ‖X(t0) Y (t0)‖ ≥ k−1
2 ‖Y (t0)‖ ≥ k−2

2 − 2k2 k3 − ρ k2
2 ‖δ‖0

k2 k5

‖ξ‖ = k6 ‖ξ‖.

Lema 2.5. [Con10, Lema 7.5] Seja N uma variedade Riemanniana suave de

dimensão m e considere F : Rm → N uma função suave tal que

‖dxF (v)‖ ≥ a > 0 , para todo (x, v) ∈ TRm with ‖v‖ = 1 e ‖x‖ ≤ r.

(2.42)
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Então, para todo 0 < b < ar, temos que

{w ∈ N : d(x, F (0)) < b} ⊂ F ({x ∈ Rm : ‖x‖ < b/a})

Se f : [0, 2k0]→ R, definimos a norma Cr por

‖f‖Cr :=
r∑
s=0

sup
x∈[0,2k0]

|Dsf(x)| .

Observe que

‖fg‖Cr ≤ 2r‖f‖Cr‖g‖Cr .

A seguir, temos um lema geral que nos diz como controlar a norma C2 das

perturbações por potenciais que fizemos anteriormente. A inequação (2.43)

mostra que a norma C2 do potencial u é, essencialmente, limitada pela norma

C0 de β(t). A prova desse resultado pode ser encontrada em [Con10, Lemma 7.6].

Lema 2.6. [Con10, Lema 7.6] Existe uma constante k7 > 0 e uma famı́lia

αε : [−ε, ε]n → R , de funções de classe C∞, tal que αε(v) = 1 se v ∈ [− ε
4
, ε

4
]n,

e αε(v) = 0 se v /∈ [− ε
2
, ε

2
]n, e para toda função B : [0, 1] → Rn×n, de classe

C2, as funções G(t, v) := αε(v)v∗B(t)v satisfazem:

‖G‖C2 ≤ k7‖B‖C0 + εk7‖B‖C1 + ε2k7‖B‖C2 , (2.43)

com k7 independente de ε, com 0 < ε < 1.

Seja Gε : S(n)3 × S∗(n)× → F2(γ, ρ,W ) a função definida por

Gε(w) = αε(x1, . . . xn)
n∑

i,j=1

[β(w)(t)]ij xixj,

em que β(w) : [0, 2k0] → S(s) é dado por (2.29). Temos que o seguinte

diagrama comuta

S(n)3 × S∗(n) ⊃ B(0, k−1
6 η)

Gε //

F ''

F2(γ, k0,W )

St
��

Sp(n)

para algum 0 < ε ≤ ε1. Isso acontece pois da Proposição 2.2 e do Lema 2.5

temos que

B(St0(0), η) ⊂ F (B(0, k−1
6 η)) ⊂ Sp(n).
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Então, para completarmos a prova do Teorema 2.1 basta provarmos que

Gε(B(0, k−1
6 η)) ⊂ U0 pois assim B(St(u0), η) ⊂ St(U0).

Lema 2.7. Para ε suficientemente pequeno, existe η = η(U0, c), tal que,

‖w‖ ≤ η ⇒ Gε(w) ∈ U0.

Demonstração. Sejam 0 < r0 = r0(U0, c) < 1 tal que

‖u‖C2 < r0 ⇒ u ∈ U0, (2.44)

η = η(U0) satisfazendo

4ηk−1
6 k7‖δ‖C3 <

r0

2
(2.45)

e ε2 = ε2(U0, γ,W ) ≤ ε1 de maneira que

k−1
6 η(8k7ε2‖h‖C1‖δ‖C4 + 16k7ε

2
2‖h‖C2‖δ‖C5) <

r0

2
. (2.46)

Assim, se ‖w‖ < k−1
6 η, β(w)(t) definido por (2.29), e ε ≤ ε2, temos, pelo

Lema 2.6, que

‖Gε(w)‖C2 ≤ k7‖β(w)‖C0 + εk7‖β(w)‖C1 + ε2k7‖β(w)‖C2

≤ k7 4 k−1
6 η‖δ‖C3 + k7ε2 4 k−1

6 η (2‖h‖C1‖δ‖C4) + k7ε
2
2 4 k−1

6 η
(
22‖h‖C2‖δ‖C5

)
≤ r0

2
+
r0

2

em que a última inequação é por (2.45) e por (2.46). Então, por (2.44), Gε(w) ∈

U0.

53



Caṕıtulo 3

Fluxos Lagrangianos com

entropia topológica positiva

Neste caṕıtulo, provaremos o Teorema B juntamente com o Corolário C. O

Teorema B é o principal resultado deste trabalho e sua prova será feita numa

versão local na seção 3.3.

3.1 Fluxos Lagrangianos com apenas órbitas

periódicas hiperbólicas

Sejam M como no caṕıtulo anterior e L : TM → R um Lagrangiano

Tonelli com pelo menos uma órbita periódica no ńıvel de energia E−1
L (c), com

c > e0(L).

Dado um potencial u ∈ F2(M), seja P(L, u, c) o conjunto de todas as

órbitas periódicas φut no ńıvel E−1
Lu

(c) e definimos

Per(L, u, c) :=
⋃

θ∈P(L,u,c)

θ(R) ,

H(L, c) := {u ∈ F2(M) ; toda órbita periódica em P(L, u, c) é hiperbólica},

F2(L, c) := intC2H(L, c).

Por definição, Per(L, u, c) ⊂ E−1
Lu

(c) é um subconjunto compacto e invariante.
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Lembramos que um subconjunto compacto e invariante Γ ⊂ E−1
L (c) é um

conjunto hiperbólico (ou conjunto uniformemente hiperbólico) se existe uma

decomposição (cont́ınua) de TΓ(E−1
L (c)) = Es ⊕ Eu ⊕ Ec, em que Ec = 〈X〉 e

existem constantes C > 0 e 0 < λ < 1, tal que:

(a) dφt(E
s,u) = Es,u

(b) |dθφt(ξ)| ≤ Cλt|ξ| , ∀ t > 0, θ ∈ Γ, ξ ∈ Es,

(c) |dθφ−t(ξ)| ≤ Cλt|ξ| , ∀ t > 0, θ ∈ Γ, ξ ∈ Eu.

Provaremos o seguinte teorema, enunciado como Teorema B na Introdução:

Teorema 3.1. Seja G(M,L, c) definido em (2.18). Se u ∈ F2(L, c)∩G(M,L, c),

então o conjunto

Λ := Per(L, u, c)

é um conjunto hiperbólico.

Um conjunto hiperbólico Γ é chamado localmente maximal, se existe uma

vizinhança aberta U de Γ, tal que Γ é um conjunto maximal invariante de

U , ou seja, Γ =
⋂
t∈R φt(U). Um conjunto hiperbólico básico é um conjunto

hiperbólico maximal com uma órbita densa. Dizemos que um conjunto hi-

perbólico básico é não-trivial quando ele não é formado por apenas uma única

órbita periódica. Também é conhecido que um conjunto hiperbólico basico e

não-trivial tem entropia topológica positiva (cf.[Bow72]).

Argumentos canônicos de Sistemas dinâmicos em [KH97] implicam que o

conjunto Λ é localmente maximal. Então, segue pelo Teorema da decom-

posição Spectral de Smale [Sma67] (veja também [KH97]) que Λ tem um con-

junto básico não-trivial. Então, podemos reescrever o Corolário C da seguinta

maneira:

Corolário 3.1. Sejam c > e0(L), L um Lagrangiano Tonelli e u ∈ F2(L, c)∩

G(M,L, c). Suponha que o número de órbitas periódicas de peŕıodo minimal

do fluxo Lagrangiano φut |E−1
Lu

(c) é infinito. Então Λ := Per(L, u, c) tem um

conjunto hiperbólico básico não-trivial. Em particular, φut |E−1
Lu

(c) tem entropia

topológica positiva.
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Na próxima seção, prepararemos o leitor para provarmos o Teorema 3.1.

De fato, o que faremos é a prova de uma versão local que implica o resultado

principal.

3.2 Hiperbolicidade estável

Um isomorfismo linear T : R2n → R2n é hiperbólica se T não tem autova-

lores de norma igual a 1. Os subespaços estável e instável de T são definidos

como

Es(T ) =
{
v ∈ R2n; lim

n→∞
T n(v) = 0

}
e Eu(T ) =

{
v ∈ R2n; lim

n→∞
T−n(v) = 0

}
,

respectivamente.

Seja Sp(n) o grupo de isomorfismos lineares simpléticos de R2n. Dizemos

que uma sequência ξ : Z→ Sp(n) é periodica se existe n0 ≥ 1 tal que ξi+n0 = ξi,

para todo i ∈ Z. Dizemos que uma sequência periódica ξ é hiperbólica se a

aplicação linear
∏n0−1

i=0 ξi é hiperbólica. Neste caso, denotamos os subespaços

estável e instável de
∏n0−1

i=0 ξj+i por Es
j (ξ) e Eu

j (ξ), respectivamente.

Dizemos que uma famı́lia parametrizada ξ = {ξα}α∈A de sequências em

Sp(n) é limitada se existe Q > 0 tal que ||ξα|| < Q para cada α ∈ A e i ∈ Z.

Dadas duas famı́lias de sequências periódicas ξα = {ξα : Z → Sp(n); α ∈ A}

e ηα = {ηα : Z → Sp(n); α ∈ A}, dizemos que elas são periodicamente

equivalentes se ambas tem o mesmo conjunto de ı́ndices A e o peŕıodo minimal

de ξα e ηα coincidem, para cada α ∈ A. Dadas duas famı́lias de sequências

periodicamente equivalentes em Sp(n), ξ = {ξα}α∈A e η = {ηα}α∈A, definimos

a distância entre elas por:

d(ξ, η) = sup{‖ξαn − ηαn‖; α ∈ A, n ∈ Z}.

Dizemos que a famı́lia ξα é hiperbólica se para cada α ∈ A, a sequência

periódica ξα é hiperbólica. Dizemos que uma famı́lia periódica hiperbólica é

estávelmente hiperbólica se existe ε > 0 tal que toda famı́lia η, periodicamente

equivalente a ξ e satisfazendo d(ξ, η) < ε, também é hiperbólica.
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Finalmente, dizemos que a famı́lia de sequências periódica ξ é uniforme-

mente hiperbólica se existem K > 0, 0 < λ < 1 e subespaços invariantes

Es
i (ξ

α), Es
u(ξ

α), α ∈ A, i ∈ Z, tal que

ξj(E
τ
j (ξα)) = Eτ

j+1(ξα) para todo α ∈ A, j ∈ Z, τ ∈ {s, u}

e ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m−1∏
i=0

ξαi+j

∣∣∣∣
Esj (ξα)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < Kλm e

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
(

M∏
i=0

ξαi+j

∣∣∣∣
Euj (ξα)

)−1
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ < Kλm,

para todo α ∈ A, j ∈ Z, m ∈ N. Observemos que, neste caso, a sequência ξ

é hiperbólica e os subespaços Es
i (ξ

α), Eui (ξ
α) coincidem, necessáriamente, com

os subespaços estável e instável da aplicação
∏m−1

j=0 ξαi+j.

Em [Con10], G. Gontreras mostrou que:

Teorema 3.2 ([Con10], theorem 8.1). Se ξ = ξα é uma famı́lia de sequências

periódicas limitadas e estavelmente hiperbólicas de aplicações simpléticas line-

ares, então ξ é uniformemente hiperbólica.

3.3 Prova do Teorema 3.1

Fixemos c > e0(L) e consideremos a projeção canônica π : TM → M .

Sejam U ⊂M um subconjunto aberto, u ∈ F2(M) um potencial e P(L, u, c, U)

o conjunto de todas as órbitas fechadas φut em E−1
Lu

(c), tal que π ◦ φut estão

inteiramente contidas em U . Definimos

Per(L, u, c, U) :=
⋃

θ∈P(L,u,c,U)

θ(R) ,

H(L, c, U) := {u ∈ F2(M) ; toda órbita periódica em Per(L, u, c, U) é hiperbólica},

F2(L, c, U) := intC2H(L, c, U).

Proposição 3.1. Se u ∈ F2(L, c, U) ∩ G(M,L, c), então o conjunto

Λ := Per(L, u, c, U)

é um conjunto hiperbólico.
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Demonstração. Sejam c > e0(L) e k0 = ρinj/4, em que ρinj é dado pelo Lema

2.1. Para cada α ∈ Per(L, u, c, U), existe θ = (x, v) ∈ π−1(U)∩E−1
L (c) tal que

α(t) = φut (θ) = (γ(t), γ̇(t)). Seja Tα o peŕıodo minimal de α e n = n(α, u) tal

que Tα = nt0 para algum t0 ∈ (k0, 2k0]. Para cada 0 ≤ i ≤ n − 1, definimos

o segmento γi(t) = γ(it0 + t) e sejam Σi ∈ T (π−1(U)) as seções transversais

locais em α(it0) = φuit0(θ) tais que Tα(it0)Σi = N (α(it0)) = N (i, α). Definimos

por

ξαi,u = dP (u,Σi,Σ(i+1)) : N (i, α)→ N (i+ 1, α)

a derivada da aplicação de Poincaré.

Considere a famı́lia

ξ(u) = {ξα}α∈Per(L,u,c,U) := {ξαi,u ; α ∈ Per(L, u, c, U)}.

O Lema a seguir, nos diz que essa famı́lia é estavelmente hiperbólica. É na

prova desse Lema que utilizaremos o análogo ao Lema de Franks, dado pelo

Teorema 2.1.

Lema 3.1. A famı́lia ξ(u) = {ξα}α∈Per(L,u,c,U) é estavelmente hiperbólica.

Demonstração. Uma vez que u ∈ F2(L, c, u), existe uma vizinhança C2, de-

notada por U ⊂ F2(L, c, u), tal que cada órbita de Per(L, u, c, U) tem uma

continuação anaĺıtica φũt (θ) = β(α), com ũ ∈ U , pois caso contrário, produ-

ziŕıamos uma órbita periódica não-hiperbólica em Per(L, u, c, U). Então, cada

órbita β(α) intersepta a seção Σi, com 0 ≤ i ≤ n− 1 e assim, podemos cortar

β(α) no mesmo número de segmentos de α. Dessa forma e denotando por

τβi,ũ = dP (ũ,Σi,Σi+1) : Tφũi (θ)Σi → Tφũi+1(θ)Σi+1

a derivada da aplicação de Poincaré associada a β(t) = φũt (θ), temos que a

famı́lia

ξ(ũ) :=
{
τβi,ũ ; β é continuação anaĺıtica de α com 0 ≤ i ≤ n− 1

}
, (3.1)

é hiperbólica.
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Seja δ = δ(L, c, u) > 0 dado pelo Teorema 2.1 e suponha que ξ(u) não seja

estavelmente hiperbólica. Então existe uma órbita periódica α ∈ Per(L, u, c, U)

e uma sequência de aplicações simpléticas lineares ηi ∈ Sp(n) tal que

‖ξαi,u − ηi‖ < δ e

n(θt,u)∏
i=0

ηi é não-hiperbólica.

Note que o espaço de perturbações no Lema de Franks preserva a órbita sele-

cionada α. Pelo Teorema 2.1 , existe um potencial ũi ∈ U ∩ F2(θt, k0,W,F)

tal que α é uma órbita periódica de φũit e ταi,ũi = ηi. Seja ũ := ũ1 + · · ·+ ũn e,

uma vez que

dθ0P (ũ,Σ0,Σ0) =

n(α,u)∏
i=0

ταi,ũ =

n(α,u)∏
i=0

ηi,

a órbita α é não-hiperbólica para o fluxo de Euler-Lagrange φũt . Mas isto

contradiz a escolha de U .

Voltando à prova do Teorema 3.1, uma vez que ξ(u) é estavelmente hi-

perbólica, pelo Teorema 3.2, temos que ξ(u) é uniformemente hiperbólica. As-

sim, obtemos uma decomposição cont́ınua e hiperbólica em Per(L, u, c, U).

Pela continuidade dessa decomposição, a hiperbolicidade se estende para o

fecho Λ = Per(L, u, c, U). Portanto Λ é hiperbólico.
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Caṕıtulo 4

Lagrangianos Tonelli em

superf́ıcies

Neste caṕıtulo a dimensão da variedadeM é 2. Nesse caso particular, vamos

combinar os resultados vistos anteriormente e alguns outros para obtermos, em

superf́ıcies, um Lagrangiano Tonelli com entropia topológica positiva num ńıvel

de energia fixado.

A seguir, temos o resultado principal do caṕıtulo, enunciado na Introdução

como Teorema D.

Teorema 4.1. Sejam M uma superf́ıcie fechada, L : TM → R um Lagrangi-

ano Tonelli e c ≥ e0(L). Então existe uma perturbação de L por um potencial

u ∈ C∞(M), com norma C2-arbitrariamente pequena, tal que φut |E−1
Lu

(c) tem

entropia topológica positiva.

Demonstração. Inicialmente, fixemos c ∈ [e0(L), cu(L)]. Como vimos anteri-

ormente, em [AM16, Teorema 1.1], L. Assele and M. Mazzucchelli mostraram

que φt|E−1
L (c) tem uma órbita periódica. Ainda neste artigo, eles mostraram

que existe um conjunto A = A(L) ⊂ (e0(L), cu(L)), com medida de Lebesgue

total, tal que para todo c ∈ A o fluxo φt
∣∣
E−1
L (c)

tem infinitas órbitas periódicas

(veja Teorema 1.1 na seção 1.4).

Das observações feitas nos caṕıtulos anteriores, se para todo U ⊂ C∞(M)

aberto, vizinhança de 0 na topologia C2, existir um potencial u ∈ U tal que o

fluxo φut
∣∣
E−1
Lu

(c)
tem órbita periódica não-hiperbólica, então existe outro aberto
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V contendo u satisfazendo que se v ∈ V temos que φut
∣∣
E−1
Lu−v(c)

tem entropia

topológica positiva. Portanto, podemos supor que existe U ⊂ C∞(M), fixado

com a topologia C2, tal que para todo u ∈ U , o fluxo φut
∣∣
E−1
Lu

(c)
tem apenas

órbita hiperbólica.

Seja c̃ ∈ R suficientemente pequeno, tal que (c+ c̃) ∈ A e (−c̃) ∈ U (função

constante suficientemente pequena). O Lagrangiano L + c̃ = L − (−c̃) tem

o mesmo fluxo de L e todas as órbitas periódicas de φ−c̃t
∣∣
E−1
L+c̃(c)

são órbitas

periódicas hiperbólicas pois E−1
L+c̃(c) = E−1

L (c + c̃). Uma vez que c + c̃ ∈ A,

temos infinitas órbitas periódicas do fluxo de L no ńıvel E−1
L (c + c̃) e, com

isso, φ−c̃t
∣∣
E−1
L+c̃(c)

tem infinitas órbitas periódicas. Além disso, como c̃ ∈ U ,

existe uma vizinhança V 3 c̃ tal que para todo u ∈ V o ńıvel E−1
L+c̃−u(c) só

possui órbitas periódicas hiperbólicas. Dessa forma, pelo Corolário 3.1, existe

v ∈ F2(L + c̃, c) ∩ G(M,L + c̃, c) tal que o conjunto Λ = Per(L+ c̃, v, c) tem

conjunto hiperbólico básico não trivial e, portanto, φ−c̃+vt

∣∣
EL+c̃−v(c)

tem entropia

topológica positiva. Uma vez que E−1
L+c̃−v(c) = E−1

L−v(c+ c̃), seja u = −c̃+ v e

φut
∣∣
E−1
Lu

(c)
tem entropia topológica positiva.

Precisamos verificar agora quando c > cu(L). Levando em consideração a

topologia da superf́ıcie, separaremos em dois casos: M 6= S2 ou M = S2.

Suponha que M 6= S2. Para c > cu(L), observemos que o grupo fun-

damental π1(M) é um grupo livre com relações e que tem pelo menos dois

geradores (para maiores detalhes, veja [Mas87]) Fazendo combinações desses

geradores, obtemos infinitas classes de homotopia. Por [CIPP00, Teorema 27],

o fluxo de Euler-Lagrange associado a L tem uma órbita periódica minimizante

para cada classe de homotopia não-trivial. Portanto, existem infinitas órbitas

periódicas geometricamente distintas no ńıvel E−1
L (c) e, pelo Corolário 3.1, o

fluxo φt
∣∣
E−1
L (c)

tem entropia topológica positiva.

Suponha que M = S2. Da topologia de S2, temos que cu(L) = c0(L), em

que

c0(L) := inf{k ∈ R; AL+k(γ) ≥ 0 para toda γ homologamente nula}.

Além disso, para c > c0(L), o fluxo de Euler-Lagrange é conjugado a um

fluxo geodésico no fibrado tangente unitário para uma métrica Finsler apro-
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priada em M ([CIPP98, Corolário 2]). Neste caso, perturbando o Lagrangi-

ano para obtermos métricas Finsler bumpy caso seja necessário, Rademacher

([Rad89]) mostrou que ou existe pelo menos uma órbita não hiperbólica ou

existem infinitas órbitas periódicas. Então, para o caso em que existe pelo

menos uma órbita não-hiperbólica, existe um potencial u ∈ C∞(M) arbitrari-

amente próximo de 0, na topologia C2, tal que existe um conjunto hiperbólico

não-trivial em E−1
Lu

(c) e φt
∣∣
E−1
Lu

(c)
tem entropia topológica positiva (veja seção

1.5 ). Para o caso em que existem infinitas órbitas periódicas, o resultado

segue pelo Corolário 3.1.
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