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“We chooose to go to the moon in this
decaded and do the other things,
not because they are easy,

but because they are hard”.
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RESUMO

Nesta tese encontramos algumas formas normais para sistemas de Pfaff ndo-integraveis e
singulares, tais como sistemas de Goursat, sistemas de Goursat estendidos e para 1-formas e
2-formas polinomiais de graus 2 e 1, respectivamente. Por fim, demonstramos um teorema
de Darboux generalizado para sistemas diferenciais k-simpléticos. Aplicamos esses resultados
para obter informagdes sobre certas distribui¢cdes ndo-integraveis em espagos projetivos.
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ABSTRACT

In this thesis we find some normal forms for non-integrable and singular Pfaff systems,
such as Goursat systems, extended Goursat systems and for polynomials 1-forms and 2-forms of
degrees 2 and 1, respectively. Finally, we prove a generalized Darboux theorem for k-symplectic
differential systems. We applied these results to obtain information about certain non-integrable

distributions in projective spaces.
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NOTACOES

Neste trabalho utilizamos as seguintes notacoes:

e O} : Feixe de germes de fungdes holomorfas em (C”, 0).

e (C",0) : Espaco dos germes de formas diferenciais holomorfas em (C™, 0).

e OP(C™,0) : Espaco dos germes de p-formas diferenciais holomorfas em (C™, 0).

e Opn(1): Fibrado em retas tautolégico.

k—wvezes
7\

o Opn(k) = Opn(1) ® - ® Opn(1).

o Q2. (k) = Q8 @ Opn (k).

o7 = {(a',---  a®): Sistema diferencial exterior gerado pelas formas o, - - - | .

o 7(F) : k-ésimo sistema de derivadas de Z.

e A(Z) : Espago caracteristico do sistema Z.

e C(Z) : Sistema caracteristico do sistema Z.

X



o (1%, 2%) : Espago projetivo com peso com k entradas de peso 1 e k entradas de peso 2.

e A+ A Aniz1 A-+-my, : (n — 1)-forma, onde 7); significa a omissdo do termo 7;.

e ipa : contracdo da forma « na dire¢do do vetor R.



INTRODUCAO

Um sistema diferencial exterior sem singularidades em uma variedade M € definido como
um ideal finitamente gerado Z C 2(M), que é fechado pela diferencial exterior. Uma variedade
integral desse sistema diferencial é uma imersdo f : N — M tal que f*w = 0, para todo
w € Z. Assim, localmente, variedades integrais correspondem a solugdes de certos sistemas
de equacdes diferenciais parciais de primeira ordem. O problema fundamental em sistemas
diferenciais exteriores € estudar suas variedades integrais.

Uma equagdo da forma
ay(z)dx' + -+ ap(v)da” = 0,2 = (2, ,2"),

onde a; é uma funcdo C*°, é chamada equacgdo de Pfaff e o sistema formado por essa equacao
€ chamado sistema de Pfaff de codimensao 1. Encontrar as variedades integrais de dimensao
maxima desta equagdo € resolver o conhecido problema de Pfaff [1814-1815]. No inicio dos es-
tudos de sistemas diferenciais exteriores, Pfaff mostrou que podemos encontrar (localmente) ou
sitemas de fungdes (f1,- -+ , fry g1, -+ , gr), ousistemas (f, fi, -+, fry g1, -+ , g,) com diferen-
ciais independentes, tais que a 1-forma possa ser escrita como > ;_, fidg; oudf + > i, fidg;.

O trabalho de Pfaff continuou na direcdo do conhecido Teorema de Frobenius. Ainda, no
estudo de 1-formas, destaca-se o classico teorema de Pfaff-Darboux. Localmente, esse teo-
rema fornece uma forma normal para a 1-forma estudada, exigindo condi¢des sobre a classe
da mesma. Malgrange em [17] provou uma versdo singular de um teorema do tipo Frobenius,
enquanto Cerveau em [7] prova uma versao singular do teorema de Pfaff-Darboux.

Para sistemas de Pfaff ndo integraveis sem singularidades de codimensao 2, temos os traba-
lhos cléssicos de Engel [10] e Goursat [12]. O teorema das formas normais de Engel aplica-se
a sistemas de duas equacdes em um espaco de dimensdo 4. Corréa-Maza em [9] provam uma
versao singular do teorema das formas normais de Engel.

Um sistema de Goursat sem singularidades é um sistema de Pfaff de (n — 2) equagdes em
um espaco n dimensional, cujos geradores sdo escritos na forma normal do tipo dz; — z;_1dz2;,

t =1,---,n — 2. O teorema de Goursat regular descreve a forma normal a qual um sistema



pode ser reduzido. Motivados pelos trabalhos de Cerveau e Corréa-Maza, no capitulo 2, prova-

mos a seguinte versao para sistemas de Goursat holomorfos singulares.

Teorema A. Seja Z um germe de um sistema de Pfaff holomorfo em (C",0), comn = s + 2,

gerado pelas s 1-formas
TZ={(a' - ,a%,

tal que codim(Sing(Z)) > 2 e codim(Sing(dZ~Y)) > 3. Suponha que exista uma 1-forma

integrdvel m, com # 0 mod (Z), satisfazendo as congruéncias de Goursat,

do! = —a™' A7 mod (o}, - ,0),1<i<s—1,

do® # 0 mod (7).
Entdo, existem f1,--- , f, € Of tais que

I =(dfs — fadfr,- -+ ,dfn — fa-1df1).

Sendo Z um germe de sistema de Pfaff de codimensao k& em (C",0), dizemos que Sing(Z)
tem codimensdo esperada se ele é uma subvariedade de C" de codimensdo k£ + 1. Como apli-
ca¢do do teorema A, provamos no seguinte teorema que o conjunto singular de um sistema de

Goursat em P" tem codimensao atipica.

Teorema B. SejaZ = (a',--- ,a®), com o' € H'(P", QL. (r;)), um sistema de Pfaff de codi-
mensdo s em P" satisfazendo as congruéncias de Goursat. Entdo, ou Sing(dZ*=V) tem uma
componente de codimensdo 2, ou Sing(Z) tem uma componente de codimensdo 1. Além disso,

se codim(Sing(Z)) > 2, entdo Sing(ZL) tem uma componente de codimensdo 2.

Um sistema de Pfaff 7 de codimensao n em uma variedade de dimensao n + m + 1, esta na

forma normal de Goursat estendida se ela é gerada por n formas do tipo
I:{dzg—zgﬂdzozz': L---,sj55=1,---,m}.

As formas normais de Goursat podem ser pensadas como uma tnica cadeia de formas, ja as
formas normais de Goursat estendidas consistem de vérias cadeias de formas.

O teorema das formas normais de Goursat estendida regular, assism como o teorema das
formas normais de Goursat regular, descreve a forma normal a qual o sistema pode ser redu-
zido. Na segunda secdo do capitulo 2, provamos a seguinte versdo para sistema de Goursat

estendido holomorfo singular.



Teorema C. Seja T um germe de um sistema de Pfaff holomorfo em (C"*™ 1 0) de codimensédo
m + 1. Suponha que codim(Sing(Z)) > 2 e codim(Sing(d(Z%~")) > 3parai = 1,--- ,s;
ej =1,---,m. Se existe, {a{ ci=1,---,s;;5 = 1,---,m}, um conjunto de geradores
holomorfos para L e uma I-forma holomorfa integrdvel m tal que para todo j valem,

do! = —ozgﬂ Am mod (Z& D) i=1,--- s, —1

dol, # 0 mod (Z).
Entdo, existe um sistema de coordenadas holomorfas tal que
T = (df] — f;rldfozizl,---,sj;jzl,---,m>.

No capitulo 3 estudamos formas normais para 2-formas e 1-formas polinomiais homo-
géneas de graus 1 e 2, respectivamente. Primeiramente provamos o seguinte teorema para

2-formas polinomiais:

Teorema D. Seja w uma 2-forma polinomial homogénea, fechada e de grau 1 tal que, w* # 0

e Wt = (0. Entdo, existe um sistema de coordenadas (x1,- -+ , Tp, Y1, , Yr, 2) em C", com
z = (Zokq1, -+, 2n) tal que
1. w depende somente de (x1,- - X, Y1, ,Yg). Isto é,
W = Z f”dIZ A dl’j + Z rijdyi A dy] + Z Sijdfbi A dyj
i<j i<j ¥
com fij, rij, si5 € Clay, -+ o, 91, yrl, ou
2.
onde Q) € (dxy,--- ,dxyg,dyy,- - ,dyy) é uma I-forma quadrdtica, t,--- ,ty sdo fun-
coes lineares nas varidveis (1, -+ , Tk, Y1, ,Yx) € ha, -+, hy, sdo fungdes quadrdticas
em C".

Denote por IP(1%, 2%) o espago projetivo com pesos, onde temos k pesos iguais a 1 € k pesos
iguais a 2. Como consequéncia do teorema D, provamos o seguinte teorema de classificagao

para distribuicdes de grau 1 em P".



Teorema E. Seja F uma distribuicdo de grau 1 em P" e de classe k. Entdo, vale um dos itens

abaixo:

i) Existe um mapa racional linear p : P" — P?** ¢ uma distribuicdo G de grau 1 em P?*+1

tal que F = p*G .

ii) Existe um mapa racional & : P* — P(1¥71 281 tal que F = £*Gy, onde Gy é a distri-

buicdo de contato candnica

1

em P(1k+1, 2k+1)_

iii) Existe um sistema de coordenadas (xo : -+ ,xp : Yo, - : Yr : 2) e uma I-forma
quadrdtica © € (dxg,--- ,dxg, dyo,- - ,dyy) tal que F € induzida por ird® + £*0y,
onde R denota o campo radial e £*0y é o pull-back da I-forma de contato candnica em
P(15+1, 2841) via um mapa racional & : P — P(1FF1 2k+1),

Em [1], Aradjo-Corréa-Massarenti estudam distribuicdes de classe k£ em variedade Fano.

No capitulo 4 trabalharemos com sistemas k-simpléticos. Denote por X(n) o médulo de
germes de campos de vetores holomorfos em (C",0) e por 2?(C",0) os germes de p-formas
em (C",0). Considerando o € Q%(C",0), temos que o espaco caracteristico de «, denotado
por A(«), é dado por

Ala) ={X € X(n);ixa = 0}.

O espaco caracteristico € uma distribui¢do involutiva. O sistema caracteristico de «, denotado
por C(«), é o dual de A(«x) definido por

Cla) = {w € Q' (C",0);w(A(a)) = 0}.

Definimos um sistema diferencial gerado por k germes de 2-formas, oy, - - - , ax € Q?(CY,0),
sendo um sistema k-simplético com respeito a uma folheacdo F de codimensao r, quando este

satisfaz:

1. Colan) M-+ NCp(ay) = {0} para todo z € (CN,0) \ UL, Sing();

2. «a;(u,v) = 0, para todos u, v campos de vetores tangentes a F.

Inspirados na demonstracdo de Cerveau para k = 1, provamos o seguinte teorema de Darboux

generalizado singular.



Teorema F. Seja T = (ay,--- ,u) um sistema k-simplético em (C"**+1) 0) com respeito a

uma folhea¢do F de codimensdo n, onde as o/;s sdo formas fechadas. Suponha que:

1. Sejar;aclasse de o, entdo a;j é decomponivel em I-formas holomorfas e codim(Smg(C(a;j))) >

3;

2. codim(Sing(F)) > 3 e F é induzida por uma n-forma decomponivel.

Entdo, existem germes de fungdes holomorfas g, f1,-- - , fn € Of, tais que

Oéjzzdgji/\dfi,lﬁjﬁk-

i=1



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas notacdes, defini¢des e alguns resultados basico so-

bre sistemas diferenciais exteriores. Para maiores detalhes veja [3] e [23].

1.1 Sistemas Diferenciais Exteriores

O espaco dos germes de formas diferenciais holomorfas em (C", 0),
Q((C,0)) = Q°((C",0) & --- & Q"((C",0)),

junto com o produto exterior A produz uma dlgebra exterior em (C",0). Um ideal algébrico
desta dlgebra é definido como um subespaco I C Q((C",0)) tal que,se « € I entdo a A € [
para qualquer 8 € Q((C",0)).

Defini¢ao 1.1 Um ideal I C Q((C™,0)) é dito fechado em relagdo a diferencial exterior se, e

somente se,
o€l =dacel

Isto é, dI C I. Um ideal que é fechado em relacdo a diferenciacdo exterior é chamado ideal

diferencial.

Uma colegdo finita de formas diferenciais ¥ := {a!,--- , a*} gera um ideal algébrico



Iy = {w € QUC",0))/w = ¢, 6 A o para algum #” € Q((C",0))}.

Se R4 denota a colecdo de todos ideais diferenciais contendo 2., entdo o ideal diferencial gerado

por X € definido como o menor ideal diferencial contendo .,

IE = mIERd [

Definicio 1.2 Um sistema diferencial exterior é dado por um ideal T C Q((C™,0)) que é

fechado em relagdo a diferencial exterior.

Definicao 1.3 Uma variedade integral do sistema é dado por uma imersdo f : N — (C™,0)

tal que f*a = 0 para o € T.

1.1.1 Sistemas completamente integraveis

Considere um conjunto de 1-formas linearmente independentes o', - - - , a® na vizinhanca

de um ponto satisfazendo as condi¢cdes equivalentes:
1. do' é uma combinagio de ol, - - - | a®.

2. da* Aot Ao Na® =0,paral <i < s.

3.da" =375 07 N,

uando do é uma combinacdo de o, - - - , @® usamos a seguinte expressio,
¢ g P
do' =0 mod (a',---,a°), 1<i<s. (1.1)

A condigdo (1.1) é chamada condi¢ao de Frobenius, e um sistema satisfazendo tal condicdo é
dito ser completamente integrdvel. Um sistema completamente integravel assume uma forma
muito simples sobre uma escolha adequada das coordenadas locais. Este € o cldssico teorema

de Frobenius.

Teorema 1.4 (Teorema de Frobenius) Seja [ um ideal algébrico gerado pelas I-formas inde-
pendentes o, - - - | a® que satisfazem as condicdes de Frobenius. Entdo, em uma vizinhanga de

¥, existem fungdes h' com 1 < i < s tais que I é gerado por dh',- - - ,dh®.



Para mais detalhes deste teorema veja [3] paginas 27 e 28.
O teorema nos dd uma forma normal para o sistema, € as variedades integrais maximas deste

sao
hlzclv"' 7hS:Cs»

onde ¢; séo constantes complexas. Essas variedades tem dimenséo (n — s), portanto o sistema
define uma folheacao holomorfa de codimensao s.
Para sistemas diferenciais exteriores mais gerais as condi¢des de integrabilidade sdao dadas

pela distribui¢do caracteristica de Cauchy.

Definicao 1.5 (Espaco Associado de um Ideal). Seja 3. uma colecdo finita de formas e Iy, o

ideal algébrico gerado por este sistema. O espago associado ao ideal I, é definido por
A(]Z) = {X € TpM/iXa € IsVa € ]Z}

O dual do espago associado, ou espaco retrato do ideal é definido por
A(ly)" ={a e TjM/ixa=0; X € T,M},

e denotado por C(Is) C Ty M.

O espaco associado de Zs, € a chamada distribuicdo caracteristica de Cauchy e denotado
por A(Zs). A dimensdo do espago retrato C(Zx) em um ponto p é chamada a classe de Zy, em
.

O teorema a seguir, que pode ser encontrado em [3, pag. 31], nos fornece a condicdo para

que um sistema diferencial exterior seja integravel.

Teorema 1.6 Se a distribuicdo caracteristica de Cauchy A(Zs) de Ly, tem dimensdo constante

r em uma vizinhanga de x, entdo a distribui¢do A(Zy) é integrdvel.

Condig¢des sobre a dimensao de um espaco retrato de um ideal Z, podem ser dadas para que
este ideal seja gerado por um nimero menor de varidveis. O resultado abaixo € encontrado em
[3, pag. 31-33].

Teorema 1.7 Seja 7 um ideal diferencial finitamente gerado cujo espago retrato C(ZL) tem
dimensdo constante s = n — r. Entdo existe uma vizinhanca na qual existem coordena-
das (xy,--- ,2";y", -+ y®) tais que T tem um conjunto de geradores que sdo formas em

(y*, -+ ,y°) e suas diferenciais.



Definicao 1.8 As folhas definidas pela distribuicdo A(Z) sdo chamadas caracteristicas de
Cauchy.

1.1.2 Sistemas de Pfaff em Variedades

Definicao 1.9 Um sistema diferencial exterior singular da forma

onde os o'’s sdo 1-formas holomorfas em uma variedade n-dimensional M, é chamado um

sistema de Pfaff de codimensdo s.

As 1-formas o, - - - | o®, geram o ideal algébrico
I={ceQM):aNa*N---Na*=0}.

O ideal algébrico gerado pelas 1-formas o’ é também um ideal diferencial Z se satisfaz as
condi¢des de Frobenius.

Definimos o conjunto singular de um sistema de Pfaff por
Sing(Z) = {p € M;(a* A---ANa®)(p) = 0},

Dizemos que o sistema Z € regular se seu conjunto singular € vazio.

Um sistema consistindo de uma simples equagdo
a =0, (1.2)

com « uma l-forma regular, foi estudada por Pfaff [1814-15]. O correspondente ideal diferen-

cial Z tem os geradores « e da. O inteiro r definido por

a A (da)" #0
a A (da) ) =0

é chamado classe de a.
Para o estudo local do sistema (1.2), temos o cldssico teorema de Pfaff-Darboux, que pode
ser encontado em [3, capitulo II, teorema 3.1]. Este teorema nos fornece uma forma normal

para uma 1l-forma desde que satisfeita uma condicio sobre sua classe.
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Teorema 1.10 (Pfaff-Darboux) Seja o uma I-forma, suponha que T = () tenha classe cons-
tante r em uma vizinhanga em C" com Sing(Z) = (. Entdo existem f1,--- , fri1,91,** ,9r €

Oy tais que

= 22:1 fidg; + dfy 1.

Denotando por Q.. o feixe dos germes de p-formas em (C™,0), temos que um germe de
sistema de Pfaff de codimensio & em (C",0) é um subfeixe Z do feixe Qf. de (C", 0), gerado
por k germes de 1-formas diferenciais holomorfas o, - , o linearmente independentes em
um ponto genérico préximo a 0 e denotado por Z = {(a?,--- ,a*). Do exposto acima, vemos

que o conjunto singular de (Z) é o germe de subconjunto analitico dado por:
Sing(T) = {p € (C",0); (&' A--- Aa¥)(p) = 0}.

Sejaa = (fy,---, f-). Considere
C:V<a):{(a1"" 7an) EC”If(al,--- 7(1”):0Vf€a},

um germe de subconjunto analitico em (C”,0) de codimensao menor ou igual a k. Denotemos
por da o sistema de Pfaff gerado por dfy, - - - , df,.

Dizemos que C = V/(a) é uma variedade integral de Z = (!, - -+ , a*) se, e somente se,

o ANda€a@ O i=1, k.
Um sistema de Pfaff 7 € integravel se, e somente se,
dZ =0 mod (7).

Se 7 for integravel e codim(Sing(Z)) > 3, podemos utilizar um teorema do tipo Frobenius com
singularidade, provado por Malgrange em [17, pag. 73], para provar a existéncia de variedades

integrais que passam pelos pontos singulares do sistema.

Teorema 1.11 (Malgrange-Frobenius) Sejam w.,--- ,w, I-formas e L o sistema diferencial
integrdvel gerado por estas formas wy . Se codim(Sing(Z)) > 3, entdo existem germes de
fungdes holomorfas fi, ..., f, tais que T =< dfy, ..., df, >.

Se o ideal algébrico gerado pelo sistema de Pfaff ndo satisfaz a condi¢do de Frobenius, entdo
ele ndo € um ideal diferencial. Contudo, pode existir um ideal diferencial que é um subconjunto

do ideal algébrico, este ideal pode ser encontrado tomando a flag derivada do sistema.
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Definicao 1.12 Para um germe de sistema de Pfaff L, definimos sua flag derivada
7O 570 .
pelas relagoes,

709 = 1
7Y = {aeZW:da=0 mod (Z¥)}.

Esta defini¢do resulta na filtracio
To oo cZ® c7M) 70 — 7.

Assim, temos a flag derivada do sitema de Pfaff Z definida indutivamente pela sequéncia exata
0 — Z0H) — 70— 7O /(ZOgZ®).

Como a codimensio de cada sistema de Pfaff Z() é genericamente constante, entdo existe
um inteiro N tal que ZW) = T+ O sistema de Pfaff Z(") é sempre integravel pela defini¢io
pois

dI™ =0 mod (ZM).

Note que, ZN) é o maior subsistema integravel contido em Z. Se ZV) = ( dizemos que o
sistema Z é completamente ndo-holonémico.

Um sistema de contato em (C?, 0) é um exemplo de sistema completamente ndo-holondmico.
O Teorema de Pfaff-Darboux (1.10) nos fornece uma forma normal para o sistema de contato
nao-singular, isto €, se Z € um sistema de contato ndo-singular entdo existe um germe de sistema
de coordenadas em (C3,0) tal que Z = (dz3 — 20dz;). Uma versdo singular desse teorema foi

provada por Cerveau em [7]:

Teorema 1.13 (Pfaff-Darboux-Cerveau) Seja 5 um germe de I-forma holomorfa em (C",0)

de classe r e codim(Sing(df)) > 3. Entdo existem fi,--- , fri1,91, -, gr € Of tais que

B =3 [idg + dfiia.
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1.1.3 Sistema de Pfaff de codimensao 2

Para sistemas de Pfaff de codimensdo 2 regular, encontramos formas normais utilizando
as formas normais de Engel e as formas normais de Goursat para espacos de dimensdo 4 e n,

respectivamente.

Defini¢ao 1.14 Um germe de um sistema de Engel em (C*,0), é um sistema de Pfaff T = {(«, 3)

de codimensao 2 em (C*,0)tais que o e 3 satisfazem as condicoes:

1. aNBANda#0
2. aANBAdB=0

3. BAdB 20.

Friedrich Engel mostrou em [10] que um sistema de Engel ndo-singular é localmente iso-

morfo, em um ponto genérico, ao sistema candnico
I() = <d22 — ngZl, ng — Z4d21>.
Isto é, Engel prova um teorema do tipo Pfaff-Darboux para estes sistemas de codimensao 2.

Teorema 1.15 (Forma Normal de Engel). Seja T = (a',a?) um sistema de Pfaff de duas

equacoes em um espaco de dimensdo 4 com flag derivada satisfazendo,

dim(ZV) = 1,
dim(Z®) = 0.

Entdo, localmente, existem coordenadas (z1, za, 23, 24) tais que Ty = (dzo— z3dz1, dzz — z4dzy).

A demonstragdo desse resultado pode ser encontrada em [23, pag. 610].

Exemplo 1.16 No caso regular se um sistema é colocado na forma normal de Engel, entdo a

solucdo desse sistema é dada por

z = f(n),z = f'(21), 22 = f"(21),

onde f(z) é uma fungdo arbitrdria de z, e [’ significa derivada de f.
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Considerando o sistema de Engel do teorema (1.15), temos que Z(") = (a?) e denotamos

por dZ(" o sistema gerado por da?. Definimos o conjunto singular de dZ(") como

Sing(dZM) = {p € Sing(TW);da*(p) = 0}.

Sendo 8 = fa?, onde f € Of, temos que dB3(p) = df(p) A ®(p) + f(p)da®(p). Se
p € Sing(T) entio, do fato de que f € O, temos que dB(p) = 0 < da?(p) = 0. O conjunto
singular estd portanto bem definido.

Seguindo a linha de Cerveau, que provou uma versao singular do teorema de Pfaff-Darboux,

Corréa-Maza provam em [9, teorema 1.2] uma versao singular do teorema de Engel.

Teorema 1.17 (Corréa-Maza) Seja T um sistema de Engel de codimensdo 2 em (C*,0) com
codim(Sing(Z)) > 2 e codim(Sing(dZ")) > 3. Entdo existem fy,--- , f4 € O tais que,

Ty = (dfs — fadfr, dfs — fadft).

Mais precisamente, existe um germe de mapas holomorfos f = (f1, fa, f3, f1) : (C*,0) O que
¢ um biholomorfismo fora de Sing(Z) U Sing(dIM) tal que f*T, = T.

Este teorema nos d4 condicdes sobre o conjunto singular de Z de tal maneira que existam

variedades integrais passando pelos pontos singulares do sistema.
Defini¢iio 1.18 Um sistema de Pfaff T = (o', - - - , a®) regular em C**? que satisfaz as seguin-
tes condigoes:

do! = —a™' A7 mod (', - a'),1<i<s—1e

do® # 0 mod (), (1.3)

onde ™ # 0 é uma I-forma integrdvel, é chamado Sistema de Goursat.

O teorema seguinte, que pode ser encontrado em [23, pdg.611], nos fornece as condi¢des

necessdrias e suficientes para converter um sistema de Pfaff regular em um sistema de Goursat.

Teorema 1.19 (Formas Normais de Goursat). Seja T um sistema de Pfaff regular em C**2

dado por,
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Suponha que exista uma forma integrdvel m tal que 1 # 0 mod (Z) satisfazendo as congruén-
cias de Goursat (1.3). Sendo n = s+ 2, existe um sistema de coordenadas (z1,- - - , z,) ha qual

o sistema de Pfaff estd na forma normal de Goursat

T = (dz3 — z9d2y, - -+ ,dzy — 2p_1d2z1).

Se o sistema Z puder ser convertido a forma normal de Goursat, definindo

51(2’) = dzy, — zp—1dzy, - - - ,511—2(2) = dz3 — 2dz

entdo, pelas formas normais de Goursat, a flag derivada de Z € dada por

1 = <51<z)7"'aﬁn—3(z)vﬁn—2(z)>
W = (Bi(2), - Bu-s(2))

UALIE (Bi(2), P2(2))
79 = (Bi(2))
"2 = 0.

Na secdo 1 do capitulo 2 demonstramos uma versdao holomorfa singular para o teorema das

Formas Normais de Goursat.

1.1.4 Sistemas de Pfaff de codimensao maior que 2

Definicdo 1.20 Um sistema de Pfaff T = (o4, -+ ,al -+, o, -+ a2 ) regular em C"t™ 1,

s Yy

coni

S1+--+ S, =n,

que satisfaz

d&i = —Oéi_H /\ T mod (_’Z(SJ*Z)>7Z — 17 . e 75] — 1

do # 0 mod (), (1.4)

onde m # 0 é uma 1-forma integrdvel, é chamado Sistema de Goursat Estendido.
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Para converter um sistema de Pfaff regular em um sistema de Goursat estendido, podemos

utilizar o teorema abaixo cuja demonstracdo pode ser encontrada em [23, pag.624].

Teorema 1.21 (Formas Normais de Goursat Estendidas) Seja T um sistema de Pfaff regular
em C"*™ 1 dado por

1 1 m m
I=<a1,---,an,---,Ozl,---,oz >

Se existe uma 1-forma holomorfa integrdvel m tal que para todo j as congruéncias (1.4) sdo
satisfeitas, entdo existe um conjunto de coordenadas tal que 1 estd na forma normal de Goursat
estendida

T={(dfl —fladf’i=1,--s55=1,---,m). (1.5)

Se um sistema de Pfaft 7 puder ser convertido na forma normal de Goursat estendida, entdo

a flag derivada de Z tem a seguinte estrutura.

7= {a% 0‘;—1 O‘;l al ol
70 = {a! ol o .
I(Smfl) — {CV% e aisll—S"L—f—l P agn}
76 = {a} o}
7D = {af)
76V = {0}

Os sobrescritos j indica a torre que a forma pertence e o subscrito ¢ indica a posicdo da
forma com relagdo a j-€ésima torre. Existem s; formas na j-€sima torre.
Como um dos resultados desta tese, no capitulo 2, provamos uma versao holomorfa singular

da Forma Normal de Goursat estendida

1.2 Sistemas de Pfaff em Variedades Complexas

Definicao 1.22 Seja X uma variedade complexa. Um sistema de Pfaff F em X de codimensdo

k, é um subfeixe coerente Er C (X)) sobre Ox de posto k tal que,

Qr = Q'(X)/EF
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é livre de torgao.

Portanto, temos a sequéncia exata curta
0— & — QX)) — Qr — 0.

Tomando poténcias exteriores temos o morfismo

N Er = Q(X),

que por sua vez induz uma k-forma torcida

we H'(X, Q% @ (\Er)).

Definicao 1.23 Um sistema de Pfaff é uma folheacdo (a nivel de germes) se satisfaz

déx =0 mod (Ex).

Dizemos que o sistema w € HY(X, Q’}} ® N),onde N = N; ® --- ® Ny, é globalmente

decomponivel se existem w; € H°(X, QL ® N;) tais que

w=wi N AW

1.2.1 Sistemas de Pfaff em P"

Seja w € HO(P",QF, @ L). Se i : P* — P" é uma imersdo linear genérica, entdo
i*w € HO(P, Q]’;k ® L) é uma sec¢do de um fibrado em retas, e seu divisor de zeros refletem as
tangéncias entre Z e i(IP*). O grau de T é, por defini¢do, o grau de um tal divisor de tangéncia.
Seja d := deg(Z), como Qf, ® L = Opi(deg(L) — k—1), concluimos que £ = Opn (d+k+1).

Além disso, a sequéncia de Euler implica que uma segio w de QF,.(d + k + 1) pode ser
pensada como uma k-forma polinomial em C"*! com coeficientes homogéneos de grau d + 1.
Esta forma entdo satisfaz a identidade

tpw =0, (1.6)
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onde

0 0

Assim, o estudo de distribuicdes de grau d em P, se reduz ao estudo de k-formas homogéneas
de grau d + 1 localmente decomponiveis fora do conjunto singular em C"*?, satisfazendo a
relacdo (1.6).

O seguinte lema € fundamental nos estudos de sistemas de Pfaff em [P".

Lema 1.24 (Lema de Jouanolou) [13, lema 1.2, pag. 3] Seja w uma p-forma homogénea de
grau s, entdo
irdw + d(igw) = (p + s)w,

onde R é o campo de vetores radial e iy denota o produto interior ou contragdo com R.

1.3 r-Formas Diferenciais Polinomiais em C"
Considere a dlgebra exterior de r-formas polinomiais em C" dada por
Q" (n) := A.(C") ® C[z],

onde A, (C™) é o espaco das formas r-lineares alternadas em C". Seja S, o subespago de C|z]

de polindmios de grau < d. A dlgebra Q"(n) é naturalmente graduada:

r(n) = @D n).

deN

onde Q) (n) = A,.(C") ® S4. Note que §2;(n) é um C-espaco vetorial de dimensao finita com

dime(eym) = (77) - (1),

n
r

De fato, note que A, (C") ~ c( ), daf
Q(n) = A (C") @ Sy = 570

Entao,
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n
T

T

d+n

n ), temos que

aime(ogm) = (1) (7).

Tomando uma r-forma polinomial

Como dimcSy = (

W= Z -Pil...irdzil A A dZira

1< <..<ir<n

definimos o grau de w por
grau(w) = max{grau(Py, _;),1 <iy < .. <i, <n}.

Sew € (n),entdo P, ; € Sy

Observe que um sistema diferencial exterior formado por uma 1-forma polinomial é um
exemplo de sistema de Pfaff singular de codimensao 1. No capitulo 3 encontramos formas
normais para este sistema, onde a 1-forma polinomial tem grau 2. No teorema demonstrado foi

utilizado o cléssico teorema de Darboux, enunciado apds a defini¢do abaixo.

Definicao 1.25 Dada uma I-forma 0, considere sua diferencial, isto é, a 2-forma fechada df.

A classe de df em um ponto xo € C" \ Sing(df) é o niimero 2m onde

(d6)™ (o) # 0, (df)™*(x5) = 0.

Teorema 1.26 (Darboux) [3, capitulo I, teorema 3.3] Seja w uma 2-forma regular em (C™,0)

de classe constante 2m. Entdo, existe um sistema de coordenadas (x1, -+ , Tom, Y1, s Yms 21, * *

tal que

w=dzry Ndy, + ---dx, A dyp,.

9 Zn72m)



Capitulo 2

Formas Normais de Goursat

Na primeira sec@o deste capitulo demonstraremos uma versao singular do teorema das for-
mas normais de Goursat. Veremos, como uma aplicacdo do teorema demonstrado, que o con-
junto singular de um sistema de Goursat em P" tem codimensao atipica. Provaremos na segunda

secdo uma versao singular do teorema das formas normais de Goursat estendidas.

2.1 Formas Normais de Goursat

Virios teoremas sdo baseados em formas normais para provar a existéncia de variedades
integrais de um sistema diferencial. As formas normais de Goursat regular podem ser aplicadas,

por exemplo, no estudo equagdes diferenciais de ordem alta. Observe que as E.D.O’s

Ay e dyY
dx’ ’ dx

Y
podem ser associadas as 1-formas
o =dy —y'de, - 0 =dy® Y — ¢dz,

Se estamos em dimensdo s + 2, estas formas representam um sistema de Pfaff de codimensao
s que satisfazem as condicdes de Goursat, elas também sdo caracterizadas pelo teorema das

formas normais de Goursat:

Teorema 2.1 Seja I um sistema de Pfaff gerado pelas s 1-formas,



20

em um espaco de dimensdo n = s + 2. Suponha que exista uma I-forma integrdvel 7, com

7 # 0 mod (Z), satisfazendo as congruéncias de Goursat,

do! = —a'A7 mod (o}, - ,0"),1<i<s~—1

do® # 0 mod (7).

Entdo, existe um sistema de coordenadas (z1,- - - , z,) na qual o sistema de Pfaff estd na forma

normal de Goursat
T = (dz3 — z9dzq, -+ ,dzy — zp_1dz1).

Motivados pelos trabalhos de Cerveau [7] e Corréa-Maza [9] que provaram versdes singulares
para as formas de Pfaff-Darboux e sistemas de Engel, respectivamente, apresentamos a seguinte

versdo singular para o teorema das formas normais de Goursat.

Teorema A. Seja Z um germe de um sistema de Pfaff holomorfo em (C",0), n = s+ 2, gerado

pelas s 1-formas,

tal que codim(Sing(T)) > 2 e codim(Sing(dZ~V)) > 3. Suponha que exista uma 1-forma

integrdvel w, com 7 # 0 mod (Z), satisfazendo as congruéncias de Goursat,

do' = —a™ Am mod (o}, -+ ,a"),1<i<s—1

do # 0 mod (7).
Entdo, existem fi,--- , f, € Of tais que

I = (dfs — fadfr, - dfn — fa-1dfr).

Demonstracao: As congruéncias de Goursat podem ser expressas como

do! = —a*A7m mod (a)
do? = —a* A7 mod (o}, a?)
@.1)
do*™' = —a*Am mod (o, -+, 0"
do* = —a*"'Am mod (o, a),
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onde o**t! ¢ Z. Observe que
7#Z0 mod (Z)=7Aas A---Nag #0,

N EgT =N A ANa £0

do® 0= A7 #£0.

Portanto, {*™!, 7} formam um complemento para Z. Podemos associar a seguinte flag deri-

vada ao sistema Z:

(2.2)
I(s—l) _ <Oél>
¢ = 0
Das congruéncias de Goursat, concluimos que
do' = —a> A1 mod (a') = da' = —a* Am+a' A, (2.3)

para alguma 1-forma 7.
Dai,
da' Na' = —a? AT Aa' #0 e (da')* Aol =0,

que implica que a classe de o' é igual a 1. Note que
Sing(da*) = Sing(dZ®™Y).

De fato, por defini¢io Sing(dZ~Y) = Sing(a') N Sing(dat), ou seja, Sing(dZ*Y) C
Sing(dat). Por outro lado, sejam p € Sing(da') e f € dZ*™Y. Como dZC~V = (da'),
temos que 3 = fday, f € OF. Entdo, se p € Sing(da') temos B(p) = f(p)da'(p) = 0, ou
seja, p € Sing(dZ*V). Dai,

Sing(dT~V) = Sing(dat),
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entdo codim(Sing(da')) > 3, pelo teorema de Darboux-Cerveau-Pfaff (1.13) existem

f'm fn—la fl S O(T)L

tais que,
ol = dfy, — fordfy. (2.4)
Em particular,
d@l = _dfn—l VAN df1
Das flag derivadas do sistema, temos que Z2 = (a? ') C Z, dai Sing(Z~?) C

Sing(Z). Portanto, codimSing(Z(*~?)) > 2. Observe ainda que, das congruéncias de Goursat
(2.1), temos

A Aat Adat = 0,
Ao Ada? = —a' Ao Ada? =ar Ao A (P A7) #£0,
a' Ada' # 0.

Portanto, a® e o' geram um sistema do tipo Engel que satisfaz as condicdes do teorema de

Corréa-Maza (1.17), entdo existe f,,_» € Of tal que,

o = dfy_1 — fa_adfi. (2.5)
Nestas coordenadas temos, da! A ot = —df,_1 A df, A df, e dai, segue de (2.3) que

0 = da' Aol AT
= 7w A (=dfp_1 ANdfi Ndfy).

Portanto, fora de Sing(Z) temos que 7 é combinagdo linear de df;, df,,_1, df,,. De (2.4) e (2.5)

temos as congruéncias

df, = fao1dfi mod (a') e
dfpoi = faoodfi mod (a?)

que implicam que,

m = adfy + bdf,_y + &df, mod (at,a?)
= adf; + Z;fn—Qdfl + ¢fn—1dfi mod (0417 042)7
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com @, b, & holomorfas em (C",0) \ Sing(T) |J Sing(dZ~V). Como
codim(Sing(Z) U Sing(dZ®=V)) > 2,
pelo teorema de extensdo de Hartogs’ segue que

© = adfy +bdf,_, + cdf, mod (at,a?)
adfy + bfn—odfi + cfo1dfi mod (a',0?),

com a,b,c € Of. Considere v = a + bf,—2 + cf,—1. Note que ¥ é ndo nulo pois m # 0
mod (Z). Utilizando novamente as congruéncias de Goursat temos que,

do® = —a* A7 mod (o, a?). (2.6)
De (2.5) vemos que do? = —df,,_o A df; dai, utilizando (2.6) temos

dfpo Ndfi = o*Am mod (a,a?)
—dfp_a ANdfi = —1pa® Adfi mod (o', a?)
—dfp_g Ndfi +pa® Adfy, = 0 mod (at,a?)
Vo —df,_y = g-dfi mod (a',a?)
Yo’ = df,_, mod (', a? dfy).

Isto significa que, mod (o', a?, df;) temos que o® € um miltiplo ndo-nulo de df,,_». Entdo
o® = \Mx)df,_» mod (dfi,a’, a?), 2.7
para alguma func@o A(z) holomorfa ndo-nula. A congruéncia (2.7) pode ser reescrita como,

1
o =df_y — mdfl mod (o', a?).

Seja fr_3 = ﬁ, entdo

o’ = dfn—2 — fa—sdf.
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Continuando este processo, temos pelas congruéncias de Goursat a existéncia de fungdes coor-

denadas fs,--- , f,—3 € O tais que

at = dfn73_fnf4df17

o = dfs — fodf

do® 20 mod (Z).

Portanto,
a' AN A Aaf Adat # 0.

Substituindo o' = df,,—(;—1) — f,—1df1 na expressdo acima, obtemos
dft A+ Ndf, # 0

e assim as fungdes f,- - - , f, formam um sistema de coordenadas locais. 0

Como uma aplicacdo do teorema A, provaremos que o conjunto singular de um sistema de
Goursat em P" tem codimensao atipica. Sabemos que para sistemas de Pfaff de codimensao s
a codimensao esperada para o conjunto singular € s + 1. Pelo teorema a seguir veremos que o

conjunto singular do sistema de Pfaff em questdo tem codimensdao menor ou igual a 2.

Teorema B. SejaZ = (o', a®), o' € HY(P", QL. (1)), um sistema de Pfaff de codimensdo
s em P" satisfazendo as congruéncias de Goursat. Entdo, ou Sing(dZ*~)) tem uma compo-
nente de codimensdo 2, ou Sing(Z) tem uma componente de codimensdo 1. Além disso, se

codim(Sing(Z)) > 2, entdo Sing(Z) tem uma componente de codimensdo 2.

Demonstracao: Considerando as flags derivadas do sistema Z temos
6D = (al).
Seja Sing(dZ*V) = {p € Sing(Z~V); da*(p) = 0}. Por definigdo
Sing(dZ®=Y) = Sing(dat) N Sing(at).
Do lema de Jouanolou (1.24) temos que

irda' = (r +1)a’, (2.8)
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entdo Sing(da') C Sing(at), logo
Sing(dZ®™Y) = Sing(da*).

Supondo por contradi¢io que codim(Sing(Z)) > 2 e codim(Sing(dZ*~)) > 3 temos,

pelo Teorema 1, que existem f1,--- , f,, € Of tais que

T = (dfs — fodfr,- -+ ,dfn — furdf1).
Em particular,
da* Aot A Aot = (=) Ddfy Adfy A -+ A df,,.

Seja o' = df; o — fis1dfy parai € {1,--- s}, fazendo a contragdo de a; pelo campo radial
temos que

irQ" = ritafive — rifivif1s (2.9)

onde 7,5 € 7 sdo os graus de f;,; e fi, respectivamente. Por outro lado, pelo fato de o' ser
homogénea,
iga’ = 0. (2.10)

De (2.9) e (2.10) segue que

T .
dfisz = ——(finadfy + frdfisr) Vi € {1, cdots, s}.

i+2

Logo
da* Nal A+ Aaf =0,

uma contradigdo.
Suponha que codim(Sing(Z)) > 2. De (2.8) temos

Sing(dat) C Sing((irda')Aa*A- - -Na®) = Sing((r+1)a* Aa®A- - -Aa®) = Sing(a* Aa?A- - -Aa®).

Portanto, Sing(Z) tem uma componente de codimenséo 2. U
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Exemplo 2.2

Seja Z o sistema diferencial exterior induzido pelas 1-formas nas coordenadas homogéneas
[20 1+ 1 zn) € P™

al = ngz;), — Z()ZQdZ]_ + (2221 — ZoZg)dZo,
o = zidzy — z0z3dz + (2321 — 2024)d20,
s—1 2
a = 2jdzn_1 — 202n—2dz1 + (2n—221 — Z02n—1)d20,
s 2
o = zidz, — zozn—1dz1 + (Zn—121 — 202 )d2.
Considere
i 2
o = ZoerL'+2 — ZOZz'+1dZ1 + (ZZ‘+121 - ZoZZ'+2)dZO,
i+l 2
« = ZOdZZ'+3 — Zozz‘+2d21 + (Zi—l—QZl - Zozi+3)d20.
Note que,

dOéH_1 = 3ZOdZO A d2i+3 - 22i+2d20 AN le - ZOdZi+2 N le + ZleH_Q A dZO (211)

i i+1 4 3 3
o' A O./H— = ZodZi+2 A dZH_g + Zozi+2d21 N dZH_Q - ZOZi-i-lel AN dZH_g -

— 23 (24221 — 20%43)d2o A dzito — 22 (202143 — zf+2)dzo ANdz + (2.12)

+ Zg(ZiJrl 21 — ZoZi+2)dZO VAN dzi+3.
Fazendo o produto exterior de (2.11) com (2.12) temos que,

dOéiJrl A\ Cti N Cki+1 = 3232i+2d20 A le A d2i+2 A dZiJrg — 3Z§Zi+2d20 A le A deL'JrQ A d2i+3
+ Zng,ZiJrleO VAN le VAN dZi+2 N dZ/L'Jr:)) - 282122'+1d20 N le N dZ/L'JrQ A dZ,L'+3

= 0.
Entao,

da'™' = 0 mod (o, o).
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Logo,
da't' = —a' A7 mod (o),

onde ™ = 2pdz; — z1dzy € uma 1-forma ndo-nula. Reenumerando os indices das formas, pode-

mos ver Z sendo gerado por

1 2
o = zidz, — z0zp_1dz1 + (2n_121 — Z02n)d20
2 2
o = zijdzn—1 — 202n—2dz1 + (2n—221 — 202n—1)d20
ol = 2dzy — zozsdz + (2321 — 2024)d2
o = z2idzs — 2022dz1 + (2221 — 2023)d20.

Dai, as 1-formas que geram Z satisfazem a congruéncia
do = -/ A1 mod (Z),5 € {1,---,s},

com

"t = 22dzy — 2001d2y + (2] — 2022)d20 € T

Vemos entdo que Z satisfaz as condicoes do teorema das Formas Normais de Goursat. Como,
e’ =0V,

onde R é o campo de vetores radial, Z induz um sistema de Goursat em P". Observe ainda que

(s+2)(s+1)
2
' A ANt = 23dzy A Adz, + 20( Z Br),
k=1
onde () é uma s-forma homogénea de grau 2s — 1 em Crtleé gerada por dzy, - - - , dz,. Entdo

Sing(T) = {2 = 0}
tem codimensdo 1. Da flag derivada do sistema Z vemos que

Isfl — <a1>’
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onde

1 2
o = 25dz, — 202n—1dz1 + (Zn-121 — 20%n)d20.

Note que, sendo o € T~V entdio a = fa! para f € OF. Dai,
do = df Aot + fdo'.
Além disso, sendo p € Sing(Z(~V) temos

do(p) = df (p) A o' (p) + f(p)da'(p) = f(p)da’(p),

entdo da(p) = 0 se, e somente se, da' (p) = 0. Considere entio
Sing(dZ® V) = {p € Sing(Z®~V);da’*(p) = 0}.

Na demonstracio do teorema A vimos que Sing(dZ~Y) = Sing(da').

Como

dot = 3z0dzo A dzy, — 22, 1dzo A dzy — zodzn—1 A dzy + 21d2zp—1 A dzo

Sing(dT~V) = Sing(dat),

temos
Sing(dT¢V) = {z0 =21 = 2,1 = 0}.

Logo, codim(Sing(dZ*=V)) = 3.

2.2 Formas Normais de Goursat Singular Estendida

Enquanto as formas normais de Goursat sao utilizadas em sistemas de Pfaff de codimensao
igual a s em (C**2, 0), para encontrarmos formas normais para sistemas de Pfaff de codimenséo

n em (C"*™*1 0), podemos utilizar as formas normais de Goursat estendida.

Defini¢iio 2.3 Um germe de sistema de Pfaff T regular em (C"*" 1 0) de codimensdo n é um

sistema de Goursat estendido se é gerado por n formas do tipo

IT=(dz] -z, d:i=1,--- s55=1,---,m). (2.13)
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Essa € uma extensio direta das formas normais de Goursat.

Seja Z uma colecao de n 1-formas holomorfas independentes definidas em U C M,

T=Awl,wd, - wl ij=1,--,m}. (2.14)
Considere a 1-forma 7 # 0 mod (Z) talque paraj = 1,--- ;m,
dwi = 7r/\wiJrl mod (ZGi7M) k=1, 55— 1
dwl, # 0 mod (I). (2.15)

A flag derivada induzida pelas congruéncias (2.15) associada ao sistema Z € dada por

I(l):{wia wj j:177m}

? Sj—i

Dizemos que a flag derivada de Z tem m torres, e o conjunto de relagdes (2.15) chamamos de

congruéncias de Goursat estendidas.

As condig¢des para converter um sistema de Pfaff regular de codimensao maior que 2 em um
sistema de Goursat estendido regular sdo dadas pelo teorema seguinte, cuja demonstragdo pode

ser encontrada em [23].

Teorema 2.4 Seja T um sistema de Pfaff regular em (C"™™1 0) de codimensdo m + 1. Se (e
SO se) existem {ozf ci=1,---,s5,j =1,---,m} conjunto de geradores holomorfos para T e

uma I-forma holomorfa integrdvel m tal que para todo j,

—1

daf = —oz{+1 Am, mod (I(S-i—i))i =1, ,8;

daf, # 0 mod (Z),
entdo, existe um conjunto de coordenadas tal que

T=(dfl — fladf’i=1,--,s55=1,---,m).

Para o caso singular, as condi¢des para converter um sistema de Pfaff holomorfo de codi-

mensdo maior que 2 em um sistema de Goursat estendido sdo dadas pelo seguinte teorema.

Teorema C. Seja 7 um germe de um sistema de Pfaff holomorfo em (C"*™%1 0) de codimensdo
m + 1. Suponha que codim(Sing(Z)) > 2 e codim(Sing(d(Z*=9)) > 3 parai =1,--- ,s;

ej=1,---,m. Se existe, {a{ ci=1,---,s;,5 = 1,--- ,m}, um conjunto de geradores
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holomorfos para L e uma I-forma holomorfa integrdvel T tal que, para todo j valem

dod = —alynm, mod T i=1, s -1

doJ, # 0 mod (Z). (2.16)
Entdo, existe um conjunto de coordenadas holomorfas tal que

I:(dfg— Z‘-"Jrldfozizl,---,sj;jzl,---,m>.

Demonstrac¢do: Se o sistema estd na forma normal de Goursat estendida tome 7 = df" (que é

integravel) e considere a base de 1-formas, ag , dadas por:
J_ g7 J 0
a; =df] — fidf”.

Diferenciando «, temos

dod = —dfl , Adf°
= —afH N T. (2.17)

E portanto as congruéncias (2.16) sdo satisfeitas.
Suponhamos agora que uma base de 1-formas para Z, {af }, foi encontrada satisfazendo
(2.16). Observe que
k 1 1 2 2
I( ) :{a17'..asl—k7a17.”Oész—lﬁ... ’agn7...ag;_k}7

e dai,
W = (ad ii=1,--- 8, —k;j=1,--- ,m).

)

Como 7 € integravel, podemos tomar uma integral primeira qualquer de 7 para ser a coor-
denada f°. Reescalemos, se necessdrio, 0s ozf para que as congruéncias sejam satisfeitas com
dre:

dod = —ad , Adf® mod ()i =1

i ,"',Sj—l.

Reenumere as 1-formas para que

V
V
»

S1 =2
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Considere o dltimo sistema de derivadas ndo trivial Z(1=1. As I-formas al,--- , o} formam

uma base para esse sistema, onde s; = - - - = s,,. Como
dod = —ad Adf® mod (Z+7V),

temos
dod = —a NAf* +m AN ag + - Al

onde 7; sdo 1-formas. Dai,
doj Aab A---af AdfP =0,

Pelo fato de que Z(»~Y) C Z, temos por hipétese que codim(Sing(Z®~Y)) > 3 para j =

1, - - m. Entdo, pelo teorema de Frobenius com singularidade (1.11), existem f{,--- | f{* € O
tais que
o dfy
o =A : + B -df°.
ay’ dfy*

A matriz A é ndo-singular, pois os o7 formam uma base par Z(*1~) ¢ elas sdo independentes de

df°. Portanto, podemos definir uma nova base af tal que:

1 1
aq dfy
: = : + A7'B df°,
L 1
a dfy
onde,
1 1
aq (o%1
T r1
S| ay
Agora, as coordenadas f] := —(A~'B); sdo tais que as 1-formas o] tem a forma

of = df] = fdf° para j=1,--- .

—~

Diferenciando «], temos

dod) = —df A df°.
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Se existir alguma coordenada f¥ que possa ser expressa como uma fungdo das outras f3se fi’s,
entio existe alguma combinacio linear das o ’s cuja derivada exterior é zero médulo Z¢1~Y, o

que é uma contradigio. De fato, suponha f§ = f% + ff e considere o = dff — fXdf°, entdo

of = dff - fhdf®
= dff — (f§ + f)df°
— dft— faf — fidf°
— dff+af —df — fldf.

Isto implica que,

—_~

(of —af) = dff —df] — fldf°.

De onde temos que

dof —of) = —dff ndf°
= o Ndf°
E dai,
d(;% - ;;) = 0 mod (Z*7Y).
Isto é uma contradi¢do, pois as a{ sdo linearmente independentes para j = {1,--- ,r;}. Assim,

temos uma escolha vélida de coordenadas. Pela prova do teorema A, temos que todas as coor-
denadas da j-€ésima torre podem ser encontradas a partir de ff e f°. Pelo procedimento acima,
todas as coordenadas nas primeiras r; torres podem ser encontradas.

Devemos encontrar as coordenadas para as outras torres, para isso, consideraremos o0s
menores sistemas de derivadas na qual elas aparecem. Considere o menor inteiro k tal que
dimZ®*1 =% > kr,. Uma base para Z(1 %) ¢

1 1 1 “rori+l r1+r2
{al’...’akﬂ...7a17...7ak7a1 7...7061 }7
onde, o = df] — f] ,df° para j = 1,--- r sdo as formas encontradas acima e aj, j =
ri+1,---,7r1 + ry, sdo 1-formas que satisfazem as congruéncias (2.16) e sao adaptadas para
a flag derivada. Como
(1K) — fq1 0 gl QT ol gt gt cee QT L gt
7 - {alv ) O y Q1 70% y O ) 7asrl_(51_k)7 y O ) Q

’ 5r1+r2_(51_k)

2
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os comprimentos dessas torres S0 S, 11 = -+ = Sy, 4, = 51 —k-+ 1. Defina, por conveniéncia,
f(jk) = (fl,---,fl)yparaj = 1,--- ,r. Por (2.16), dod = —a A df® mod (I**~9) para

j =7r + 1’ N -+ 79. Portanto,

dof = —a NdfP+pi NG+ NG AGY

a 1 1+1 .
+ M;l A 0421 + M;H_ AN O/IH' 4+t Iu711+7”2 A a11"1+r2

para 1-formas /L{ , € isto implica que

dof = (o} = fopi = = figatth = = fo' 00 = = St ) A dfO +
+ AT TR A QP i A+ g A+
ot A A A

Assim, a condicao de Frobenius

dod NPT A AN QNN NdEE NN A N dET AN f° =0,

¢ satisfeitapara j =ry + 1,--- ,ry + 1o.

Temos ainda que codimSing(Z(*1=*)) > 3, segue novamente do teorema de Frobenius com
singularidades (1.11) que novas coordenadas holomorfas f***, ... | f/1*" podem ser encon-
tradas tais que

r1+1 dfm—i-l dfl
oy 1 (k)
: =A- : +B-df'+C -
0/1“1-&-7‘2 df1r1+r2 df(rkl

Como as congruéncias sio definidas apenas até mod (Z(1~*)), o grupo de termos multi-

plicados pela matriz C' pode ser eliminado pela adicdo de miiltiplos apropriados a{ = dfl-j —

fl dfparaj=1,--- ,ryei=1,--- k. Daf amatriz B serd alterada, deixando a equac@o:
_ri+1 —+1
ay' dfy*
: =A. : + B -df°.
O_C;I+T2 df{1+r2

Novamente, A deve ser ndo-singular, pois os a{’s sdo independentes mod (I¢17%) e inde-
pende de df°. Defina
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~r1+1 r1+1
a dfy
._ - 1R 340
~Tr1+72 r1+7r2
Qy df
onde,
~r1t1 ~ri+1
a oy
e
d71“1+r2 @71‘1—1—7"2
Entdo, teremos f3 := —(A~!'B);paraj =1y +1,--- , 7 + 1o de modo que &7 = df] — f3df°.

Novamente, pelo teorema das formas normais de Goursat singulares, as coordenadas das torres
ry+1,--+,71 + 7o agora estdo definidas a partir de f7 e f°.

Para as torres que restam, as coordenadas sdo definidas analogamente a segunda maior torre.



Capitulo 3

2-Formas Polinomiais e Classificacao de

Distribuicao de grau 1 em P"

Neste capitulo consideramos 1-formas e 2-formas polinomiais homogéneas. No teorema D
encontramos formas normais para um sistema formado por uma 2-forma polinomial fechada.
Como consequéncia desse teorema, demonstramos o teorema E, que classifica distribui¢des
ndo-integrdveis de grau 1 em P" com classe arbitraria. No caso integravel, em codimensao 1 tal
classificacdo foi feita por Jouanolou em [!3] e por Loray, Pereira e F. Touzet em [15] no caso
de codimensao arbitraria.

O teorema D, que demonstraremos a seguir, generaliza o teorema de Medeiros [19] para o

caso de 1-formas ndo-integraveis.

Teorema D. Seja w uma 2-forma polinomial homogénea, fechada e de grau 1 em C" tal que,

Wk # 0 e wrt = 0. Entdo existe um sistema de coordenadas (1, -+ ,Tg, Y1, , Yg, 2) em
C", onde z = (zop41, "+ , 2n) tal que:
1. w depende somente de (x1,- - Tk, Y1, - ,Yx)- Isto é,

w = Z f”dxz A dl’j + Z rijdyi N dyj + Z Sijdxi A dyj

i<j i<j i
com fij, 75,815 € Clxy, - T, y1,-+ , ya), ou
2.
w:dQ+dt1/\dh1+"'+dtk/\dhk,
onde Q) € (dxy,--- ,dxy,dyy, - ,dy) é uma l-forma quadrdtica, ty,--- ,ty sdo fun-
¢oes lineares nas varidveis (1, , Tr, Y1, ,Yk) € hq, -+, hy sdo funcbes quadrdticas

35
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em C".

Demonstracao: Seja w uma 2-forma polinomial de grau 1 tal que,

Wk £ 0; W =0,

Tomando x, € C™\ Sing(w), pelo cldssico teorema de Darboux, podemos encontrar em

uma vizinhanga de x coordenadas 0;, «; i € {1,--- k} tais que,
w=0Nay+---+ 0 AN ay. (3.1
Pela linearidade de w temos
w = 0] (z0) A ar(zo) — 01(z) A (z0) + - -+ + 01 (x0) A ar(z0) — Or(x0) A af(z0).

Podemos fazer a seguinte mudanga de coordenadas linear,

ar(z) =dxy, -+, ag(zo) = dxy,
Q1(900) =dy, -, Qk(%) = dyy,
o (o) = mp, ---, 042(5730) = Tk
01(z0) =m, -, On(x0) = M.
De onde obtemos,
w=mAdr;+ -+ Ndr+ - +m Ady; + -+ - + T A dyp. (3.2)

Escolhendo
m = liadry 4 -+ + Ligdxy + mudy, + - - + magdys + 71,

N2 = loadxy 4 -+ lagdxy + mardy; + - - - + mopdys, + 72,

N = ladry 4+ + lo1pdeg_y + myady; + - - + mygdyy, + g, (3.3)
T = Gi2dys + - -+ + gipdyr + hidxy + - - - + hygpdxy, + 7,
To = gudyr + -+ gordyy + hordxy + - - - + hopdxy, + T2,

T = gudyr + -+ Gr—1kdYr—1 + hpadzy + - - - + hypdxy, + 7,



37

onde 7;, T; € (dzak+1,- - ,dzn) € gij, hij, i, m;; sdo fungdes lineares para i,j € {1, -+, k},

teremos a seguinte expressao para w:

w=> (Li—lj)driAdz;+ > (gji—gi)dyindy;+ Y (hji—mij)deindy;+ > Tildri+ Y TiAdy.

1<J 1<j ,J

Por hipétese Wkt =0, com isso temos a seguinte identidade:

0=[D>,; wigTi AT+ D Vil AT + D Wil ATGI Adzy A= Adxg Adyy A+ A dyy, +
DU ATINA - ATEAdzi Adyy A=+ Ndyg + 32, ;i AT AT A= AT Adag A dg A
Adyp A= Ndyp + -+ D THA - AT AT Adzy A -+ - Adxy, A dy;,

onde u;; e v;; sdo produtos das (I;; — l;;) com as (g;; — ¢;;) e tém graus k — 2. Observe que
w;; também tem grau k — 2, porém sdo produtos das (h;; — h;;) com elas mesmas. Fazendo a

multiplicagdo exterior desta identidade por dx; A - - - c?x\z A - - - dz), obtemos,
MATIN - ATgAdry A+~ ANdxg N+~ Ndxg ANdyg A+~ ANdyp =0, 1€ {1,---k}.
Da independéncia linear dos dz’s e dy;’s e do fato de que 7;, 7; € (dzop+1, - - - ,dz,) segue que,

TATIA -7, =0, ie{l, - k},

e dai,
m=am+ -+ am, a;€CVije{l, -k}
Portanto, se 7; = 0 paratodo i,j € {1,--- , k} teremos
W = Z fzjdl’l N dl’j —+ erdyl A dyj + Z Sijdl'i A\ dyj, (34)
i<j i<j iv.j

onde f;;,7;; € s;; sdo fungdes lineares. Como dw = 0, concluimos que
fijsijs si € Cloy, -+ xp, 41, 5 Ykl
Suponha agora que 7; # 0 para algum i € {1,--- ,k}. Sendo w fechada, de (3.2) temos

0=dm Ndxy+---+dn ANdxg + dmy AN dyy + - - - dmg A dyg. 3.5
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Fazendo a multiplicacdo exterior de (3.5) por dza A - - - A dxp Ady; A -+ - A dyy, ficamos com
dm Ndxy ANdxg N ---dxg ANdyy A ---dy = 0.

Dai,
Ay = oy Ndxy + -0 Ndx + & Ndyy + - - § A dyg,

onde os 0,/ € &5 sd0 1-formas constantes. Existe entdo uma 1-forma linear
p1 € (dxy, -+ ,dxy, dyy, -+, dyr),
tal que dn; = dB;. Como d(n; — ;) = 0, existe uma fungdo quadratica f{ em C" tal que
m = B+ df}.

De maneira andloga, encontramos para os outros 7.s e m.s fungdes quadréticas, f}, f? em

C™, e formas lineares f3;, j1;, em {(dzy, - - - ,dxy, dyy, - - - , dyy) tais que,
w = (B1+dff ) Ndxy+- -+ (B +dfy) Ndzg+ (pa 4+ dfY) Adyy +- -+ (s +df) Adyy. (3.6)
Note que,

T — T = gandyr + -+ + gu—vwdyr + hadry + - + hydxy, Vie {l,--- k}.
Tomando as 1-formas y;’s encontradas acima, defina uma 1-forma §; como

0 = gadyr + -+ - + 9a-1kdyr + hindxy + - - - + hgday — g, Vi€ {1,--- k}.
Definida dessa maneira, 0; € (dxy, - ,dxg, dyy, - ,dy), Vi€ {l,--- k}. Como

™ = i + df7,

segue que
T = df? — 6;. (3.7)

7

Substituindo (3.7) nas expressoes 7; de (3.3) temos,

ni = lndry + -+ + lig-ndx -1y + ligr)deaey + - + lgdeg + madyr + - - + mgedyy, +
ay(dff — 01) + -+ + ai(df — Ox).

Tomando
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vi = lndxy + -+ lig-1ydx o1y + Ly deien + -+ ledeg + madys + - + mgpdyg —
aidy — - —atdy € (dwy, - dxy, dyy, -+, dyg),

pela expressao (3.6), segue que

w = (m+aidff + a3dfs + -+ apdff) Ndwy + - - + (e + afdff + a5df3 + - -+ apdff) A
day + (p + dff) Ndyr + -+ (e + dfE) A dy.

Obtemos assim a seguinte expressao para w,
w=C(+ (—aldry — - —a¥dxy, — dy) Ndff + -+ (—apday — -+ - — afdry, — dyg) A dfE,
onde ¢ € (dxy,--- ,dxy,dyy, -+ ,dyx) é uma 2-forma linear. Isto é,

w=CAdty NdfE -4 dt A df7,

com ti,- - -t lineares e dependentes apenas das variaveis (z1,- -, Tk, Y1, - ,Yr). Note daf
que

dw = d(,
e como dw = 0, existe uma I-forma Q € (dzy,- - ,dxy,dy;,- - -, dyg) com coeficientes qua-

dréaticos, tal que ( = df). Assim
w:dQ+dt1/\df12+---+dtk/\df,f.

O

Uma consequéncia importante desse teorema € que podemos classificar distribui¢do de grau

1 em P", generalizando a classificagdao de Jouanolou [ | 3] no caso integravel.

Teorema E. Seja F uma distribuicdo de grau 1 em P" e de classe k. Entdo, vale um dos itens

abaixo:

i) Existe um mapa racional linear p : P* — P?** ¢ uma distribuicdo G de grau 1 em P?*+1
tal que F = p*G .

ii) Existe um mapa racional & : P" — P(1¥F1 2%Y) tal que F = £*Gy, onde Gy é a distri-

buigdo de contato candnica

Oy =

i

Wl =
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em ]P)(lk_H, 2k+1).

iii) Existe um sistema de coordenadas (xq : -+ ,xp : Yo, - : Yr : 2) e uma I-forma
quadrdtica © € (dxg,--- ,dzrg, dyo, - - ,dyg) tal que F € induzida por ird® + £*0,,
onde R denota o campo radial e £*0y é o pull-back da 1-forma de contato candnica em

P(1%1, 25 via um mapa racional & : P* — P(1FF1 2k,

Demonstragio: Seja ¢ a 1-forma polinomial homogénea em C"*! de grau 2 e de classe k
que induz F. Considere a 2-forma polinomial w = df. Como 6 A (df)* # 0, derivando temos
(d9)¥*! 2 0. Temos ainda que (df)**2 = 0, ou seja, w tem classe 2(k + 1). Pelo teorema D,

existem coordenadas (zq, - , Tk, Yo, "+ , Yk, 2) onde z = {2zok13, - , Zn41} tais que,
1)
w = Z f”dl'z AN dl’j + Z n-jdyi AN dyj + Z Sijdl'i N dyj, (38)
i<j i<j ij

com fij?rij € Sij € (C[l’o, 5, Tk, Yo, 73/16]’ ou

2)

w:d@+dUOAdho++dUk/\dhk,

onde © € (dxg,--- ,dxy,dyo, - ,dyx) é uma 1-forma quadratica, ug, - - - , u sdo fun-
¢oes lineares nas variaveis (xo, - -, g, Yo, -+ ,Yx) € ho, - - - , hy sdo fun¢des quadrdticas
em C"*!,

O caso 1) prova 7). Suponhamos agora que estamos no caso 2). Por hipétese ¢ induz uma

distribui¢do F em IP", portanto a contragdo de 6 com o campo de vetores radial € zero, ou seja,
1zl = 0.

Do lema de Jouanolou (1.24),

Note ainda que

Utilizando a linearidade da contracdo segue que

K3 K3
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Fazendo entdo a contragdo da forma w com R obtemos,

k
ipw = igdd = ipd® + ip(Y_ du; Adh;). (3.11)

i=1

Substituindo (3.9) e (3.10) em (3.11) temos que,

1.
b= [sz@ + ;(uidhi - 2hidui)] .

Se ird® = 0, entdo vale o caso i) . De fato, nesse caso a forma 6 é o pull-back da forma de

1

contato canodnica

1

via 0 mapa racional

Ei(mo: 1 mpYoi- i Yp:2) EPY = (ug ... up ho, ..., hy) € P(IFFL 28,

Caso a 1-forma izdO seja ndo nula temos que a distribui¢ao € induzida por,

iRd® + > (uidh; — 2hidu;) = ipd® + 6.

Isso mostra o caso iii).

Considere o espago de distribui¢des de codimensao 1 em P, de grau d e classe k
D(d, k,n) = {w € PH(P", Q.. (d+2)), wA(dw)® # 0, wA(dw)*™ =0, cod(sing(w)) > 2}.

Temos que D(d, k,n) é uma subvariedade algébrica de PH?(P", Q.. (d +2)). Uma consequén-

cia da classificagio acima € o:
Corolario Se k > 1, entdo o espagco D(1, k,n) tem 3 componentes irredutiveis.

Em [1] Aratjo, Corréa e Massarenti ,em particular, estudam a geometria dos espagos D(0, k, n).



Capitulo 4

Teorema de Darboux Generalizado

Singular

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre sistemas k-simpléticos singulares com re-
peito a uma folheacdo /. Demonstraremos o teorema de Darboux generalizado singular, ou

seja, encontraremos uma forma normal para descrever um sistema k-simplético singular.

Seja a € Q*(C",0), vimos que o espago caracteristico de o é dado por
A(a) ={X € X(n);ixa = 0}.
O sistema caracteristico de «, denotado por C(«), é o dual de A(«) definido por

Cla) = {w e QYC",0);w(A(a)) = 0}.

Definicdo 4.1 Um sistema diferencial gerado por k 2-formas, oy, - - - , oy, € Q*(CY,0), é dito

k-simplético com respeito a uma folheagdo F de codimensdo r, se satisfaz:

1. Cp(ar) N---NCylay) = {0} para todo = € (CV,0) \ UL, Sing(ay);

2. a;(u,v) = 0, para todos u, v campos de vetores tangentes a F.

Em [2, pag.148] encontramos o seguinte teorema de Darboux generalizado sem singularidades:
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Teorema 4.2 Seja L = (v, - , oy sistema k-simplético em (C"*+1) 0) com respeito a uma
folheacdo F de codimensdo n, onde as os sdo 2-formas fechadas ndo-singulares. Entdo,

existem germes de fungées holomorfas g, f1,- -+ , fn € Of, tais que

O‘jzzdgji/\dfialéjék-

=1

Cerveau, em [7], demonstrou para £ = 1 uma versdo singular do teorema de Darboux.
Vamos, inspirados no trabalho de Cerveau, demonstrar o teorema de Darboux generalizado
singular para sistemas k-simpléticos.

Teorema F. Seja T = (ay,--- ,oy) um sistema k-simplético em (C"*+1) 0) com respeito a

uma folheag¢do F de codimensdo n, onde as o/;s sdo 2-formas fechadas. Suponha que

1. Sejar;aclasse de o, entdo o é decomponivel em I-formas holomorfas e codim(Sing(C(aj'))) >
3;

2. codim(Sing(F)) > 3 e F induzida por uma n-forma decomponivel.

Entdo, existem germes de fungdes holomorfas g, f1,-- - , fn € Of, tais que

on:ngﬂ/\dfl,lgjgk

i=1

Demonstracdo: Como codim(Sing(F)) > 3 entdo, pelo teorema de Malgrange, F é dada por
dFy,--- ,dF,, com F; € Oy. Como F esta contida em C(c;) = (a}*) paratodoi = 1,---  k

Ti
i

e a;' é decomponivel, integravel e codim(Sing(a;")) > 3, segue novamente do teorema de

Malgrange que
a; =Y aldGj NdF,a], € Op. (4.1)
s=1
Isto é,
C(O&j) = <dG]’1, s ’deTj y dFl, s ,an>
Logo,

Oé;j = Ajde1 AR de"'j VAN dF1 AR an
Como da; = 0,Vj =1,--- , k, temos de (4.1) que

0=do; =) (dal,) AdGj, AdF,. (4.2)

s=1



44

Multiplicando (4.2) por

dGj, A~ dG A -~ dGjp, NAFy A ---dFy A ---dF,,,
obtemos a seguinte identidade,

0=dal, NdGj, A---dGj, NAFA---dF,,.
Segue de [20] que existem funcdes bgs em C"i1™ tais que
al, =bl, 0 [G7, F),
onde [G7, F| := (G, -~ ,Gjrj,Fl, -+, F,). Isso mostra que
a; = [G?, FI"a,

onde @; = Y0, b, (2)dx;, A dxy, x € C5+". Como
af = Aj([G7, F)dGj, A ---dGj, NdFy A -+ - dF,

J

e A;([GY, F]) nunca se anula, temos que

a;j = Aj(l‘)dl’jl VAN dl‘jq,]_ AN dl’l JARER dmn-

Por hipétese, C(a')N---NC(a}*) = 0 para todo z € Ck+D\ U; Sing(«;), de onde se conclui
que C(ay') N---NC(azF) = 0. Portanto, segue do teorema (4.2) que

Tj
i=1

Logo,
Qj = ngji A dfs,
i=1

onde g;, = pji o ([G?, F) e fi = gi o (|G7, F)). D
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