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Resumo

Cooperacao pressupoe algum tipo de doacao, que pode nao ser retribuida.
Mesmo assim, diversos modelos matematicos [[6], [10], [8]] mostram que a
cooperacao é possivel como resultado de um processo biolégico evolutivo. O
Dilema do Prisioneiro (DP) é um paradigma capaz de representar situagoes
de cooperagao. Uma maneira para que a cooperacao se torne possivel é a
repeticao da interagao. Por este motivo estudaremos uma extensao do DP
simples denominada Dilema do Prisioneiro Infinitamente Repetido (DPIR).
Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é expor uma classe recentemente
descoberta de estratégias de memoria um para o DPIR, as estratégias de
determinante zero de Press e Dyson. Iremos analisd-las do ponto de vista
do trabalho de Akin [1]. Para fins de estudos do fenémeno da cooperagao,
o conceito de estratégias boas introduzido por Akin é bastante relevante.
Veremos que existem estratégias boas que nao sao de determinante zero e
estratégias de determinante zero que nao sao boas. Embora nesta dissertacao
nao introduziremos nenhum tipo de dinamica evolutiva, espera-se que ao final
da leitura, o leitor tenha percebido que as estratégias boas tornam possivel
o surgimento da cooperagao.

Palavras-chave: Teoria de Jogos, Cooperacao, Dilema do Prisioneiro,
estratégias de determinante zero, estratégias boas.



Abstract

Cooperation assumes a sort of donation, which may not be reciprocated.
Notwithstanding, several mathematical models [[6], [10], [8]] show that co-
operation is possible as outcome of an evolutionary biological process. The
Prisoner Dilemma (PD) is a paradigm able to represent several situations of
cooperation and the repetition of an interaction is a way in which cooperation
is possible. For this reason, we will study an extension of the simple PD cal-
led Infinitely Repetitive Prisoner Dilemma (IRPD). In this context, the aim
of this work is to expose a recently discovered class of memory one strategies
to the IRPD, the Press and Dysson’s zero determinant strategies. We will
analyze them from Akin’s point of view [1]. For the purpose of cooperation
phenomenon studies, the concept of good strategies introduced by Akin is
quite relevant. We will see that there exist good strategies which are not zero
determinant and zero determinant strategies that are not good. Although
we will not introduce any type of evolutionary dynamics in this dissertation,
after completing its reading the reader is expected to realize that the good
strategies make the emergence of cooperation possible.

Key-words: Game Theory, Cooperation, Prisoner Dilemma, zero deter-
minant strategies, good strategies.
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Introducao

Cooperacao é um termo que descreve todo comportamento que gera um
custo para um agente e um beneficio para o recipiente da agao. Segundo
Axelrod [2] a cooperagao pode surgir até mesmo entre inimigos. Durante
a Primeira Guerra Mundial, apesar de horriveis batalhas, o territério onde
acontecia a guerra foi cendrio para o surgimento da cooperacao. Em curto
espago de tempo, o melhor era atacar o inimigo para matar, independente
se houve ou nao ataque por parte do inimigo, mas como a convivéncia no
campo de batalha foi por um longo periodo de tempo, houve mudanca no
cenario. Inicialmente, a estratégia de ataque era dominante, mas com o
passar do tempo, as estratégias passaram a ser condicionais, ou seja, atacar
caso fossem atacados. Os seres humanos cooperam em grande escala, dando
origem a cidades, estados e paises. Mas a cooperagao é sempre vulneravel a
exploragao por traidores [6]. O comportamento humano esta ligado tanto ao
egoismo quanto a cooperagao.

Axelrod questiona em seu livro [2]: como desenvolver a cooperagdo em
situagoes em que cada individuo tem um incentivo para ser egoista? Seu ob-
jetivo foi desenvolver uma teoria da cooperacao que pudesse ser usada para
descobrir o que é necessario para emergir a cooperagao. Para ele, o indivi-
dualismo leva a um resultado ruim para todos. Uma poderosa ferramenta
capaz de representar situacoes de cooperacao é o famoso jogo do Dilema do
Prisioneiro (DP).

O DP em sua forma tradicional descreve a historia de dois individuos
suspeitos por cometerem um crime e que sao presos pela policia, porém sao
mantidos em celas separadas. O promotor lhes oferece separadamente um
acordo: se um dos prisioneiros delatar, ou seja, trair o outro, e o comparsa
ficar calado, ele saird livre enquanto o comparsa sera condenado a 10 anos de
prisao. Se ambos delatarem, os dois prisioneiros ficarao presos por 6 anos. Se
ambos ficarem em siléncio, isto é, cooperarem um com o outro, a policia s



poderd manté-los por 1 ano na cadeia por falta de provas. Cada prisioneiro
toma sua decisao sem saber da decisao do outro. Note que a traicao é a me-
lhor estratégia, independente do comportamento do outro jogador. Caso o
outro seja traidor, trai-lo leva a 6 anos de prisao, enquanto uma cooperacao
levaria a 10 anos. Se o outro for um cooperador, trai-lo traz a liberdade
imediata, enquanto cooperar com ele leva a um ano ainda na cadeia. Joga-
dores racionais e egoistas, ao jogarem o dilema do prisioneiro apenas uma
vez, optarao pela traicao, apesar de os jogadores se beneficiarem se ambos
cooperarem.

Este simples jogo nos forneceu a base para as analises usadas neste tra-
balho. Posteriormente, mostraremos que se houver repeticao da interacao
do dilema do prisioneiro, existem estratégias que de alguma forma estimu-
lam o surgimento da cooperacao. A mera repeticao do jogo acrescenta uma
grande quantidade de possiveis estratégias em vez de somente cooperar ou
trair. Temos entao, de acordo com o ntimero de repeticoes do jogo, diversas
modalidades possiveis para o Dilema do Prisioneiro Repetido (DPR).

Em 2012, Press e Dyson publicaram artigo [7] descrevendo o que chama-
ram estratégias de determinante zero para o Dilema do Prisioneiro Repetido.
O assunto ja era bastante explorado, mas as estratégias descobertas por Press
e Dyson tinham propriedades surpreendentes, o que causou grande furor na
comunidade de especialistas em Teoria de Jogos e sua aplicacao em Biologia.
Podemos destacar dentre as estratégias de Press e Dyson trés classes notaveis:
equalizadoras, extorsivas e generosas. Stewart e Plotkin [11] descrevem as
estratégias de Press e Dyson de maneira simples e instrutiva e fornecem re-
sultados sobre o sucesso dessas estratégias no contexto do torneio promovido
por Axelrod nos anos 1970 [2].

No capitulo 1, trabalhamos com ferramentas matematicas que sao pré
requisitos indispensaveis para se alcancar os resultados dos capitulos sub-
sequentes. Introduzimos cadeias de Markov, que sao processos estocasticos
de tempo discreto em que um acontecimento atual pode afetar o resultado
seguinte, mas os resultados futuros nao sofrem influéncias de acontecimentos
ocorridos ha mais de uma unidade de tempo no passado. Falaremos da con-
vergéncia de cadeias de Markov para distribuicoes estacionarias. Uma cadeia
nao convergente no sentido usual pode convergir no sentido de Cesaro. A
convergéncia de uma cadeia no sentido de Cesaro aparece no Teorema 8 do
capitulo 3 um dos principais resultados deste trabalho. Ainda no primeiro
capitulo, introduzimos formalmente o dilema do prisioneiro, que visa des-
crever situagoes que envolvem cooperacao. Definimos combinagoes lineares



convexas e mostramos que todos os pagamentos possiveis no DP para um
par de jogadores estao contidos em um quadrilatero convexo.

No Capitulo 2, falamos das estratégias de determinante zero usando o
formalismo original do artigo de Press e Dyson [7]. O objetivo foi mostrar os
métodos e resultados para estratégias de Determinante Zero (DZ).

Dentre os diversos artigos publicados apés [7] selecionamos [1] que, curio-
samente, nao foi publicado. Este artigo introduz um formalismo matematico
mais completo que o de [7] e permite entender melhor as estratégias de deter-
minante zero como um conjunto dentro do conjunto de todas as estratégias
de memoria um. No Capitulo 3 apresentamos alguns dos resultados de [1].
Em [1] o autor descreve as estratégias de memoéria um (ou Markovianas) para
o dilema do prisioneiro repetido, enfatizando as estratégias que chama boas,
que sao uma generalizagao das estratégias generosas descobertas por Stewart
e Plotkin em [11]. Nosso objetivo foi o de expor de manecira pedagégica
alguns dos resultados desse artigo.

Concluimos que as estratégias DZ equalizadoras e extorsivas, apesar de
permitirem que um jogador controle o resultado do jogo, nao devem ter
sucesso no contexto evolutivo [3]. No entanto, as estratégias DZ generosas
sao boas e tém potencial para serem bem sucedidas e dominarem a populacao,
como outras estratégias generosas [8].



Capitulo 1

Ferramentas matematicas

1.1 Cadeias de Markov

Uma varidvel aleatoria é, grosso modo, uma variavel quantitativa cujos valo-
res dependem de fatores aleatérios. Um exemplo classico de variavel aleatoria
é o lancamento de um dado em que pode resultar qualquer ntimero de 1 a
6. Seja €2 o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento
aleatorio, que chamaremos de espaco amostral. Os subconjuntos do espaco
amostral recebem o nome de eventos. Em teoria de probabilidades atribuimos
a cada evento A em uma o-élgebra de elementos de {2 um nimero P(A) que
chamaremos probabilidade de A.

Definigao 1 Seja p(Q2) uma o-dlgebra de subconjuntos de 2. Uma fun¢ao
P p(2) — R serd uma probabilidade se:

(i) P(A) >0, VA€ p(Q)
(i) P() =0
(iii) P(Q) =1

(iv) Se Ay, As, ... € p(Q) sao eventos mutuamente disjuntos, isto €, A; N

Aj=0sei#j, entao P(U,—_, An) => 0o P(A,).

Definigao 2 Sejam A e B eventos em p(Q2). Se P(B) # 0, podemos definir
a probabilidade condicional de A dado B por

P(A|B) = % | (1.1)



Julgamos suficiente esta breve passagem pela Teoria de Probabilidades para
chegarmos aos objetivos que propomos neste trabalho. Para aprofundamento
a respeito recomendamos, por exemplo, [9].

Um conjunto de varidveis aleatérias (X;)52, representando a evolucao de
uma série de valores no decorrer do tempo t € denominado processo estocdstico
de tempo discreto. O matemético russo Andrei Andreyevich Markov iniciou
um importante estudo dos processos em que um dado atual pode afetar o
resultado no instante seguinte, mas dados de um passado mais remoto sao
irrelevantes. Uma cadeia de Markov é um caso particular de um processo
estocastico e é formalmente definida como segue:

Definicao 3 Uma sequéncia de varidveis aleatorias Xo, X1, Xo, ..., todas as-
sumindo valores em um mesmo conjunto E, é chamada uma cadeia de Mar-
kov (CM) se, para qualquer t € N e quaisquer ig, i1, ...,51+1 € E,

P(Xt+1 - it+1|Xt = Z'tathl = Iitflu ---7X1 - Z'17X0 = Z'0) =
P(Xl - it+1|X0 — Zt) . (12)

A identidade (1.2) define a propriedade de Markov. A propriedade de Markov
diz que a funcao de distribuicao de probabilidade no tempo ¢t + 1 depende
do estado i; no tempo t sem depender dos estados nos tempos anteriores
0,1,....,t — 1 e é independente de t. Faz sentido portanto definir

mi; = P(Xyp1 = j[ Xy = i) (1.3)

como a probabilidade de que o sistema passe do estado ¢ no tempo t para o
estado j no tempo t + 1, sendo m;; independente de ¢. Caso E seja finito,
podemos chamar seus elementos de 1,2, ..., s e definir a matriz de transicao
da cadeia de Markov como

my; My -+ Mg
Mo1 Mo2 -+ Mag

M = , . (1.4)
Ms1 Mg2 = Mg

A matriz de transigao (1.4) pode também ser chamada de Matriz de Markov.
Observagao: Alguns autores usam uma definicao mais geral de CM em que
matriz de transicao pode depender do tempo. Nesse caso, a defini¢ao adotada
nesta dissertacao refere-se ao que eles chamam cadeia de Markov homogénea.
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Definicao 4 Uma matriz M ¢é dita nao-negativa se todos os elementos m;;
forem nao-negativos.

Como os elementos de uma matriz de transicao M de uma cadeia de Markov
sao probabilidades, entao todos devem estar em [0,1] e, consequentemente
toda matriz de transicao de cadeia de Markov é uma matriz nao-negativa.
Em M, a entrada mqo representa a probabilidade de sair do estado 1 e ir
para o estado 2, mq; é a probabilidade que o sistema vai continuar no estado
1 depois de ter estado em 1, e assim por diante.

Uma caracteristica importante da matriz de transicao associada a uma
Cadeia de Markov é que a soma de cada linha deve ser igual a 1:

S S
j=1 j=1
Uma matriz de elementos nao-negativos com essa propriedade é dita es-

tocdstica por linhas. Podemos chamar um vetor de componentes nao-negativas
com soma 1 de wvetor de probabilidade.

Proposicao 1 Se M ¢ uma matriz s X s estocastica por linhas, entao 1 €
autovalor de M.

Prova: Seja 1 € R® o vetor com todas as componentes iguais a 1. Ja que,
M é estocastica por linhas, a soma de cada uma das linhas de M é igual a
um. Dai, M1 = 1. Portanto, 1 é autovalor de M. B

Definicao 5 O autovalor dominante é o maior autovalor em valor absoluto
de uma matriz.

Além de mostrar que 1 é autovalor de uma matriz estocastica, necessita-
remos de argumentar que 1 é o autovalor dominante. Antes de provarmos
esse resultado demonstraremos um resultado geral e pouco conhecido, porém
simples de se provar.

Defini¢ao 6 Seja M uma matriz s x s com elementos m;; € C. O i-ésimo
disco de Gershgorin de M € definido por
s
Di={z€C:|lz=mu[ < > |myl},
J=1j#i
1=1,2,...,s. D; € portanto o disco fechado no plano complexo centrado no
ponto my; com raio R; = Z#i |



Teorema 1 (Gershgorin). Seja My, uma matriz compleza qualquer. Su-
ponha que v = (vy,...,v5) € C° seja autovetor de M com autovalor A € C
e que para um certo i tem-se |v;| < |v|, j = 1,2,...;s. Entdo A € D;. Em
particular, todos os autovalores de M se encontram na unido \J;_, D; dos
discos de Gershgorin de M.

Prova: Seja A autovalor de M e v um autovetor correspondente. Suponha
que 7 seja a posi¢ao da maior componente de v em modulo. Assim, a i-ésima
~ 7 S s .
componente da equacdo Mv = v é ) =1 MV = Av;. Separando o i-ésimo
termo da soma, obtemos

Passando o mdédulo em ambos os lados

1> miuil = (X = maljoi] |

J#i

aplicando a desigualdade triangular e o fato de que a i-ésima componente de
v é a maior em moédulo, temos

\Zmijvﬂ < Z|mij|!vj\ < Zlmijllvi| :

J#i JF#i J#i

Assim
IA = my||vg] < [vi| R .

Cancelando |v;| obtemos finalmente que A € D;. Em geral ndo temos controle
sobre qual das componentes de v serd a maior, mas podemos garantir que
A € U_;D;,. O mesmo argumento vale para qualquer dos autovalores e
portanto todos os autovalores de M estao em Uj_;D;. B

Corolario 1 Se M ¢é uma matriz s X s estocdstica por linha, e X € autovalor,
entao |\ < 1.

Prova: Os discos de Gershgorin sao centrados em m;; e possuem raio R; =
Z]. ;i myj. Temos que my; € [0, 1], ou seja, os discos possuem centro no eixo
real entre 0 e 1 e como m;; + R; = 1, todos possuem 1 em sua fronteira. O



fato de M ser estocastica por linhas nos fornece R; < 1, observe Figura 1.1.
Seja A autovalor qualquer de M. Se A € D;, temos

A=A— My; + My
o que implica

IA] <A —mu| + |mai| < Z |mij| + |mu| = Ri +my; = 1.
J#i

Figura 1.1: Tlustracao dos discos de Gershgorin para demonstragao do Co-
rolario 1.



Pode-se associar a uma matriz de transicao um grafo orientado segundo
a definicao seguinte:

Definicao 7 O grafo orientado de adjacéncia de uma matriz s X s € o grafo
orientado, ou digrafo, onde os vértices sao os estados 1,2, ..., s e existe uma
aresta orientada partindo do estado i e chegando ao estado j se, e somente

se, my; # 0.

Definicao 8 Um caminho em um grafo orientado partindo do estado i e
chegando ao estado j, com possiveis arestas intermedidrias, € um conjunto de
arestas do grafo que saia do estado i e chegue até o estado j. O comprimento
de um caminho que liga v a j € o numero de arestas no caminho.

Definicao 9 Um grafo orientado € dito fortemente conexo, se para quaisquer
dois vértices 1 e j do grafo existir um caminho que parta do estado i e cheque
até j.

Exemplo 1 O grafo orientado da Figura 1.2 é fortemente conexo. Por
exemplo, o caminho partindo do vértice 1, chega ao vértice 8 passando pelos

vértices 2 e 4. Note que a partir de qualquer estado, existe algum caminho
para alcancar qualquer outro estado. Por outro lado, o grafo orientado da

Figura 1.2: Exemplo de grafo orientado fortemente conexo.

Figura 1.3 nao € fortemente conexo, jd que nao existe caminho que parta do
estado 1 e cheque ao estado 4.
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Figura 1.3: Exemplo de grafo orientado nao fortemente conexo, o estado 4
nao ¢ acessivel.

Adiante, veremos resultados importantes da teoria de Perron-Frobenius
que dizem respeito a matrizes irredutiveis. Por simplicidade, faremos uma
definicao geométrica de irredutibilidade a partir dos grafos orientados de
adjacéncia. Existe uma outra definicao puramente algébrica e equivalente
para o conceito, veja [4].

Definicao 10 Uma matriz nao-negativa € dita irredutivel se o seu grafo ori-
entado de adjacéncias for fortemente conero. Se a matriz de transi¢ao de
uma cadeta de Markov for irredutivel, diremos também que a cadeia de Mar-
kov € irredutivel.

Esta definicao diz que é possivel passar de algum estado para qualquer outro
por um caminho sobre o grafo de adjacéncias, nao necessariamente em um
passo. A Figura 1.2 ilustra o grafo orientado de adjacéncias para uma cadeia
irredutivel, enquanto a Figura 1.3 ilustra o mesmo para uma cadeia redutivel.

O préximo teorema trata de autovalores de matrizes nao-negativas. Quan-
do aplicado as matrizes de transigao de cadeias de Markov, o mesmo garante
a existéncia e unicidade de distribuicao de probabilidade invariante para ca-
deias de Markov irredutiveis. Aqui vamos nos ater somente ao enunciado.
Para uma demonstragao, veja, por exemplo, [4].

Teorema 2 (Perron — Frobenius). Suponha que M seja uma matriz nao-
negativa irredutivel. Entao:

11



(1) O autovalor dominante r de M é estritamente positivo e € raiz simples
do polinomio caracteristico de M.

(2) O autoespago de M relacionado ao autovalor dominante possui di-
mensao 1.

(8) Existe um autovetor v correspondente ao autovalor dominante r com
todas as componentes estritamente positivas.

Apesar de o autoespaco relacionado ao autovalor dominante ser unidimen-
sional, a hipétese de irredutibilidade de M ainda nao ¢é suficiente para excluir
que h& possibilidade de que M possua algum outro autovalor com maddulo
igual ao do autovalor dominante. Uma condicao que garante a unicidade do
autovalor dominante é a chamada primitividade.

Definicao 11 Seja M,y uma matriz nao-negativa irredutivel com autovalor
dominante r. Suponha que M possua exatamente h autovalores de maodulo r.
O numero h € chamado o indice de imprimitividade de M. Se h = 1, entao
a matriz M € dita primitiva, caso contrdrio, € imprimitiva.

Teorema 3 O espectro de uma matriz irredutivel de indice de imprimitivi-
dade h € invariante sob uma rotacao do plano complexo de 27”, mas nao de

uma rotacao de angulo positivo menor do que 27“

A demonstracao deste resultado e do seguinte pode ser encontrada em [4].

Teorema 4 Uma matriz irredutivel que possui traco positivo € primitiva.

1.1.1 Argumento de convergéncia da cadeia de Markov

Frequentemente as situagoes modeladas por cadeias de Markov atingem es-
tados estacionarios. No caso do DPIR, a convergéncia para uma distribuicao
estaciondria sera o instrumento que nos permite definir pagamentos médios
para jogadores que repetem o jogo indefinidamente. No intuito de verificar-
mos o fenomeno da convergéncia, iremos predispor de mais algumas ferra-
mentas matematicas. O proximo resultado mostra a utilidade de se colocar
as probabilidades de transicao em forma de uma matriz.

Proposicao 2 Seja (X;)32, cadeia de Markov com espagos de estados E
finito e matriz de transicao M.

12



(i) Se w € vetor de probabilidade, entio v = wM também é um vetor de
probabilidade.

(i1) Se ai-ésima componente w; de w denota a probabilidade de que X; = i,
i€ E, entao Vj € E a probabilidade de que X1 = j vale (wM);.

Prova: (i)
S
V; = Z w;myiy -
i=1

Como os elementos m;; e as componentes de w; sao todos nao-negativos,
claramente as componentes de v; também o serao. Falta provar que a soma
das componentes v; também ¢ igual a 1.

s

s s
E Uj = E E wimij

j=1 =1 i=1

S S
= g wiE M5
i=1  j=1
S
i=1

= 1.

Como M é estocéstica por linhas e w é um vetor de probabilidade segue (i).
(ii) Note que

{Xt—l—l = j} = U({Xt-H = j} N {Xt = Z}) )

S

pois | J;cp{Xi = i} = Q. Como os {X; = i} sdo mutuamente disjuntos, ver
Definigao 1 (iii), usando a defini¢do de probabilidade condicional em (1.1),
temos

P(Xi1=7) = Z P{ X =j} N{Xy =1})

icE

- ZP(Xt = i)P<Xt+1 = j|Xt = 2)
icE

= > (w)imy = (wM); .
icE

13



Na pentltima para tultima linha usamos (1.3). W

Dada uma cadeia de Markov no estado ¢ no tempo ¢, queremos saber como
determinar a probabilidade de que a cadeia de Markov estara no estado j
apés r unidades de tempo.

Corolario 2 Seja Q) a matriz de transicao de v passos de uma cadeia de
Markov, isto €, a matriz cujos elementos sao

Gij = P(Xeyr = j|Xe = i) = P(X, = j|Xo = 1) .

Entio Q = M". Em outras palavras, a matriz de transicao a r passos € a
r-ésima poténcia da matriz de transicao.

Além dos resultados vistos até agora, devemos também observar que para
um vetor de probabilidade v ser estacionario devera acontecer que se a distri-
buicao de probabilidade dos estados for dada no tempo ¢ pelo vetor v, entao
nos tempos t + 1,t + 2,... a distribuicao de probabilidade continuard a ser
v. Portanto, pela Proposicao 2 sé teremos uma distribuicao estacionaria v
caso v seja um autovetor esquerdo da matriz de transicao M com autovalor
1, ou seja,

oM = . (1.5)

Apesar de ser pouco usual trabalhar com autovetores esquerdos, observe que
v é autovetor esquerdo de M se, e somente se, for autovetor da transposta
de M.

Para sumarizar toda discussao sobre a convergéncia de uma cadeia de
Markov para uma distribuicao estacionaria, usaremos o proximo teorema.

Teorema 5 Considere uma cadeia de Markov com s estados e matriz de
transicao M irredutivel e primitiva. Entao, para qualquer vetor de probabili-
dade x¢ € R?,

lim zoM" =v
rT—>00

onde v € a distribuicao estaciondria da cadeia de Markov. Em outras pa-
lavras, tomando qualquer vetor de probabilidade xo para o estado inicial, a
distribuicao de probabilidade da cadeia convergird para a distribuicdo esta-
clondria.

Prova: Vamos supor como simplificacao adicional que a matriz M seja dia-
gonalizavel. Caso essa hipdtese nao se verifique, as mesmas ideias da prova
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seguinte podem ser usadas trocando-se a base de C*® constituida por autove-
tores de M por uma base construida a partir da forma canonica de Jordan
da mesma matriz. Seja B = {v,wsy, ..., ws} uma base de C* composta por
autovalores de M. Pelo enunciado do teorema, temos que v é a distribuicao
estacionaria da cadeia de Markov. Pelo Teorema de Perron-Frobenius, v é
o unico elemento da base B associado ao autoespaco com autovalor 1. A
hipétese da primitividade de M, veja Teorema 4, implica que os autovalores
associados aos demais elementos de B possuem modulo estritamente menor
que 1. Se w = x( é o vetor de probabilidade que descreve a cadeia no instante
inicial, entao pela Proposi¢ao 2 e Corolédrio 2, temos que a distribuicao de
probabilidade dos estados da cadeia no tempo s é

Ty = xoM? .
Escrevendo a condicao inicial xy na base B,
To = C1U + CoW2a + ... + CsWy

obtemos
Ts = C1U + CoWa 5 + ... + CsW AL .

Como |Aj| < 1,5 =2,...,s, entdo ;s — v, quando s — oo. Como 1z é
vetor de probabilidade, xs também o é, veja Proposicao 2. Entao sé podemos
terecg=1. N

Com este argumento, podemos concluir que, independente da distribuicao
inicial w, cadeias de Markov com numero finito de estados irredutiveis e
primitivas sempre acabam convergindo para uma distribuicao estacionaria v,
que é o autovetor esquerdo de M, com autovalor 1.

Para ilustrar o que afirmamos acima, vejamos um exemplo simples com
dados ficticios.

Exemplo 2 Imagine uma situacao em que hd individuos que preferem uma
comunicacao através do uso de redes sociais, que denotaremos por produto 1,
e outros que preferem ligacoes telefonicas, denotado por produto 2. Suponha
que um individuo estd consumindo o produto 1 e volte a consumir o produto
1 com uma probabilidade de 90%. Se o indiwiduo consome o produto 2, a
probabilidade de voltar a consumir o produto 2 é 80%. O grafo orientado que
representa esta situacdo pode ser visto na figura 1.4. A matriz de transicao

s

e

M- [0,9 0,1}

0,2 0,8
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0.8 ' 0.9

Figura 1.4: Grafo orientado que representa o consumo dos produtos 1 e 2.

Note que o grafo orientado € fortemente conezxo (de qualquer estado consegue-

se chegar ao outro). Para encontrar o estado estaciondrio, basta fazer v =
vM. Assim,
o1 v] = [o1 vs] 0,9 0,1
1 2 1 2 ()7 2 0’ 8 )
obtendo o sistema

v = O, 9’01 + O, 2’02
Vo = O, 1U1 + O, 8U2

Resolvendo o sistema, encontramos vy = % € Vg = % Isto significa que o
estado estaciondrio é v = [% %] Em outras palavras, nao importa o estado

wmacial, a chance de um indiwviduo consumir o produto 1 € de aproximadamente
67% enquanto o consumo do produto 2 € cerca de 33%.

Este exemplo ilustrou o caso em que o grafo de adjacéncias de M é forte-
mente conexo, logo M ¢é irredutivel. Podemos concluir que M é convergente
ja que o limite v é a unica distribuicao estacionaria e nao importa o estado
inicial. A irredutibilidade e a primitividade sao a situacao mais tipica das
cadeias de Markov, mas para desenvolver o restante dessa dissertacao pre-
cisaremos entender o comportamento de cadeias de Markov em que uma ou
ambas essas hipdteses falham.

Para exemplificar o que acontece no caso de cadeias de Markov irre-
dutiveis, mas nao primitivas, comegamos por falar em convergéncia no sentido
de Cesaro. Uma generalizacao do conceito de convergéncia de uma sequéncia
é o de convergéncia de Cesaro.

Defini¢ao 12 Seja (a,) sequéncia infinita de elementos de R, m,, = 2-toatotan
a média dos primeiros elementos de (a,). Dizemos que a sequéncia (a,) €
convergente no sentido de Cesaro para o limite m se lim,,__,.o m,, = m.
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Se a sequéncia converge para um valor m no sentido usual, entao pode-se
provar facilmente que também converge no sentido de Cesaro para o mesmo
valor m. A caracteristica importante da convergéncia de Cesaro é que uma
sequéncia divergente pode ter um limite de Cesaro bem definido.

Exemplo 3 Sejaa, = 3(1—(—1)""") paran > 1. Obtemos a; =0, ay =1,

a3 =0,as=1, ... . Como

ag+a+..+a, 5, se n é par
n "Z—J;l, se n € tmpar ’
dat
. a1+a2+...+an 1
lim = —.
n—>o00 n 2

Concluimos que a sequéncia (a,), embora divergente no sentido usual, con-
verge para % no sentido de Cesaro.

[lustraremos agora, através de um exemplo, o comportamento periédico
de uma cadeia, que ocorre quando a matriz de transicao é irredutivel, mas
imprimitva. Neste caso nao ha uma convergéncia no sentido usual, mas a
cadeia ainda converge no sentido de Cesaro para a distribuicao estacionaria.

Exemplo 4 Seja n um nimero par e positivo. Considere n pedras em um
lago colocadas sobre wma circunferéncia e numeradas em ordem crescente no
sentido hordrio. A cada unidade de tempo um sapo pula com probabilidade
p € (0,1) para a pedra mais proxima no sentido hordrio e 1 — p para a pedra
mais proxima no sentido anti-hordrio. Suponha que mo instante 0 o sapo
esteja na pedra 1, isto €, vo = (1,0,0,...,0). Qual a probabilidade de o sapo
estar na posi¢ao j no instante k?
A matriz de transicao é

0 P 0 0 0 .. 0 0 1—p
1—p 0 p 0 0 0 0 0
0 1—p 0 0 0 0 0
M = :
0 0 0 0 0 0 D 0
0 0 0O 0 0 ... 1—p 0 P
i 0 0 0 0 0 l-p 0 |
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Note que M € irredutivel e que a distribui¢ao invariante é v = (%, ceey %) M
possui autovalores 1 e -1 e outros autovalores de modulo menor que 1. Por
possuir dois autovalores de modulo 1, M é imprimitiva com indice h = 2. Had
duas distribuicoes de probabilidade vy = (0, %, ..., 0, %) €Uy = (%, 0,..., %, 0)
concentradas uma nas pedras pares, outra nas pedras impares, que sao dis-
tribuicoes estaciondrias da cadeia com matriz M? e tais que vo = v M,
v = vuM. O estado inicial vy converge no sentido usual para um ciclo de

periodo 2 e no sentido de Cesaro para a distribuicdo invariante v = %(?}1 +v9).

Pode-se provar que se a cadeia € irredutivel, mas imprimitiva de indice
h havera um fenomeno de periodicidade da cadeia de Markov com periodo
h. Ou seja, existirao vetores de probabilidade vy, vy, ..., vy, tais que vy =
nM,v3 =voM, ... v =vp_1M,v; = v, M. A distribuicao da cadeia conver-
gira no sentido de Cesaro para a distribuicao estacionaria v = %(vl +- o).

1.1.2 Classificacao de estados em uma cadeia de Mar-
kov com numero finito de estados

Os resultados a seguir esclarecem os outros fendomenos que podem ocorrer no
limite de tempo infinito para qualquer cadeia de Markov com numero finito
de estados. Daqui em diante considere o conjunto de estados £ = {1,2, ..., s}
e uma cadeia de Markov com espaco de estados E. Seja GG o grafo orientado
de adjacéncias da matriz de transicao da cadeia.

Definicao 13 Dados i,j € E dizemos que j € alcanc¢dvel a partir de ©, de-
notado por, i — j, se ewiste algum caminho em G que parta de i e cheque a

J-

Definicao 14 Dados i,j € E, dizemos que i e j sao comunicantes se i — j
e j — 1. Denotamos a comunica¢ao de 1 e j por i <> J.

Como pode acontecer que i « i, entao <> nao €, em geral, uma relacao de
equivaléncia. Mas se definirmos E' C E como sendo o conjunto dos estados
que comunicam consigo mesmos, entao a relacao <+ restrita a E’ passa a ser
uma relacao de equivaléncia.

Observe que E’ # (). De fato, considere uma realizacao qualquer da
cadeia de Markov. Sejam i1, 19,13, ..., 75 0s estados sucessivos ocupados pela
realizacao da cadeia em s unidades de tempo. Como E é finito, algum estado
terd que se repetir, ou seja, existe k € F e instantes [, m tais que ¢; = i,,, = k.
Logo k € F'.
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Definigao 15 (i) Um conjunto de estados nao-vazio F C E é chamado
um conjunto fechado se todo caminho comecando em F nunca sai de
F. Em outras palavras, sei € F e j ¢ F, entio 1 —» j.

(i) Um conjunto terminal é um conjunto T C E' que é uma classe de
equivaléncia pela relagdo de comunicagao e € fechado.

(11i)) Um estado i € E € recorrente se pertence a algum conjunto terminal.

(iv) Um estado i € E € transiente se ndo pertence a nenhum conjunto
terminal. Ou ainda, um estado € transiente se, e somente se, nao é
recorrente.

Exemplo 5 Considere uma cadeia cujo grafo orientado de adjacéncias é
o da Figura 1.5. Observe neste exemplo que 5 - 5 e que {1,2,3,4,5,6},

1
Q.

) ‘O< 5
> O o 6

Figura 1.5: Grafo orientado do Exemplo 5.

{1,2,3,6}, {1,2,3} e {6} sdo exemplos de conjuntos fechados. Temos que
E' =1{1,2,3,4,6} e as classes de comunicagao sio {1,2,3}, {4} e {6}. Como
{4} nao € fechado, os conjuntos terminais desse exemplo sio {1,2,3} e {6}.
Os estados 1, 2, 3 e 6 sao recorrentes e 4 e 5 sao transientes.

Teorema 6 (i) Conjuntos terminais distintos sao disjuntos.
(i1) Qualquer conjunto fechado contém pelo menos um conjunto terminal.

(i1i) De qualquer estado transiente existe um caminho para algum conjunto
terminal.

Prova: (i) Pela definigdo de conjunto terminal como uma classe de equi-
valéncia, é claro que conjuntos terminais distintos sao disjuntos.

(ii) Seja F' conjunto fechado. Tomando um caminho de s passos em F,
pela finitude de E é necesséario que este caminho passe pelo menos duas vezes
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em pelo menos um estado j;. Seja C] a classe de comunicagao de j;. Caso
(' seja fechado, entao é terminal e acaba a demonstragao. Caso C; nao seja
fechado, entao existe algum caminho comegando em C que nao retorna a Cf.
Tomando tal caminho e requerendo que este tenha pelo menos s passos apés
sair de 4, encontraremos outro estado j, ¢ C; em que o caminho passou
pelo menos duas vezes. Defina C; como a classe de j,. Caso (5 nao seja
fechado, é s6 continuar o procedimento com j3 em Cj3, etc. Como o nimero
de estados é finito, em algum momento encontraremos um C,, que é terminal.

(iii) Dado i € E, o conjunto A; = {j € E,i — j} é claramente fechado. Se
i é transiente, por (ii) existe um caminho que liga i a um conjunto terminal.
|

Da teoria de Perron-Frobenius, se M ¢ irredutivel, entao todo o conjunto
E é um tnico conjunto terminal e a distribuicao estaciondria tinica preve
probabilidade positiva para todos os estados.

Tudo que foi feito até agora nesta primeira secao teve o propodsito de
nos fazer entender a questao da convergéncia de cadeias de Markov com
um numero finito de estados. A cadeia pode convergir no sentido usual,
independentemente do estado inicial, para a tnica distribuicao estacionaria,
quando se tem a matriz de transicao irredutivel e primitiva. No caso em
que a cadeia é irredutivel e imprimitiva, isto é, existe mais de um autovalor
de médulo 1, nao hé convergéncia usual, mas hé convergéncia no sentido de
Cesaro para a tunica distribuicao estacionaria.

Caso uma cadeia de Markov com um niimero finito de estados seja re-
dutivel, nao se pode aplicar diretamente o Teorema de Perron-Frobenius.
Neste caso, usando que conjuntos terminais sao fechados, podemos definir a
restricao da cadeia somente aos estados recorrentes. Basta tomar uma dis-
tribuicao de probabilidade inicial com probabilidade nula nos estados transi-
entes. Retirando da matriz de transicao as linhas e colunas correspondentes
aos estados transientes, obtemos uma nova matriz de transicao estocastica
por linhas correspondente a cadeia restrita.

Uma das possibilidades é que a matriz de transicao da cadeia restrita
seja irredutivel, podendo ser primitiva ou nao. Neste caso, podemos aplicar
a cadeia restrita a andlise ja feita para cadeias irredutiveis. Resulta que para
a cadeia completa, sem restricao, existe um tunico conjunto terminal e que
os estados fora desse conjunto terminal sao transientes. Neste caso, pelo
item (iii) do Teorema 6, para qualquer distribui¢ao de probabilidade inicial
teremos convergéncia (possivelmente sé no sentido de Cesaro) para a unica
distribuicao estacionaria v. Essa distribuicao sera suportada sobre os estados
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recorrentes, ou seja, o vetor v possuird componente v; > 0 se e somente se 0
estado ¢ for recorrente.

A outra possibilidade é que a matriz de transicao para a cadeia restrita aos
estados recorrentes ainda seja redutivel. Neste caso havera mais de um con-
junto terminal para a cadeia restrita. Podemos entao dividir a cadeia restrita
em novas restricoes suas a cada um dos conjuntos terminais. As restricoes
da restricao serao agora cadeias irredutiveis pois, pela definicao de conjunto
terminal como uma classe de comunicagao fechada, a restricao a um conjunto
terminal possui grafo orientado fortemente conexo. Para a cadeia completa,
sem restricao, havera uma distribuicao estacionaria para cada conjunto ter-
minal, e essa serd suportada sobre os estados desse conjunto terminal. Dada
uma distribui¢ao de probabilidade inicial, a cadeia convergird no sentido de
Cesaro para uma combinacao linear das distribuigoes estacionarias. Diferen-
tes realizacoes da cadeia convergirao em geral para distribuicoes estacionarias
distintas.

Exemplos de cadeias de Markov redutiveis serao encontradas no Capitulo
3 quando falaremos sobre a competicao entre jogadores que usam estratégias
de determinante zero.

1.2 O Dilema do Prisioneiro infinitamente re-
petido (DPIR)

Uma situagao comum em Teoria de Jogos é quando os individuos interagem
dois a dois. Cada individuo tem a sua disposicao n estratégias e recebe um
pagamento por sua escolha. Tais pagamentos sao dados por uma matriz
de pagamento A, n X n, em que o elemento a;; denota o pagamento de
um individuo jogando a estratégia ¢ contra um outro que joga a estratégia
j. O Dilema do Prisioneiro é um paradigma para situagoes que envolvem
cooperagao e as estratégias possiveis sao duas: cooperagao (C) e traigao
(D). Considerando C como estratégia 1 e D como estratégia 2, a matriz de

pagamento é
R S
a[ms]. »

onde o DP ¢ caracterizado pela ordem

T>R>P>S (1.7)
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T
P<SL<R. (1.8)

2
A condigao S*TT < R, tradicionalmente incluida como parte da definicao

do DP, significa que é mais vantajoso para um par de jogadores cooperarem
sempre em lugar de alternarem entre cooperacao e traicao, caso em que rece-
beriam pagamento médio %(T + 5). Sem essa condi¢do nao se consegue, no
caso em que a interacao é repetida (DPR), que a cooperagao seja suficiente-
mente favorecida de modo a permitir sua evolugao. A desigualdade S;—T > P,
incluida também aqui como parte da definicao do DP, nem sempre aparece.
Em [8] ela apareceu também como necesséria para a evolugao da cooperagao,
pois um periodo de alternancia entre cooperacao e traicao é frequentemente
necessario antes que jogadores comecem a cooperar. A desigualdade implica
entao que nesse periodo os jogadores recebam recompensas maiores que o
P da traicao mutua. Na secao 1.3 veremos uma interpretacao geométrica
das desigualdades (1.8): elas garantem que o conjunto de todos os pagamen-
tos para um par de jogadores esteja contido em um quadrilatero convexo.
Caso alguma delas seja violada, a regiao do plano que contém todos os pares
possiveis de pagamentos passa a ser um triangulo.

Se ambos os jogadores cooperam, cada um deles recebe o bom pagamento
de cooperagao mutua R (recompensa). Se ambos os jogadores traem, cada
um deles recebe a punigao por traicao, o mau pagamento P. No entanto, se
um jogador coopera e o outro nao, entao o traidor recebe o maior pagamento
T (tentagao), enquanto o cooperador obtém o menor pagamento, S (sucker’s
pay-off). Por causa da hierarquia (1.7), vemos que independentemente da
estratégia do adversario, a traigao é sempre a melhor escolha.

Ao considerarmos, por exemplo, o DP em sua forma tradicional onde as
recompensas sao dadas em anos de cadeia, se ambos os prisioneiros cooperam
um com o outro, sao condenados a 1 ano de prisao, enquanto se ambos traem,
ficam presos por 6 anos, mas se um trai e o outro coopera, o traidor sai livre
enquanto o cooperador fica condenado a 10 anos de prisao. A matriz de
pagamento que representa esta situagao obedece (1.7) e (1.8) com T = 0,
R=-1,P=—-6e S =—10. As recompensas sao negativas, pois sao anos
de prisao.

Definicao 16 Seja E, n x n, matriz de pagamento em um jogo entre dois
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jogadores e n estratégias.

€11 ... €15 ... €i1n
E = €ji1 ... €j; ... €jp
€n1 -« Enj ... Epp

A estratégia j € um equilibrio de Nash (EN) se ej; > e;; para todo i €
1,2,...,n. Se a desigualdade acima for estrita, a estratégia j € dita um EN
estrito.

Em outras palavras, quando ambos os jogadores jogam o equilibrio de Nash,
nenhum deles se arrepende de sua escolha caso o outro jogador mude de
estratégia.

Voltando ao jogo DP, a estratégia D é um equilibrio de Nash estrito,
enquanto a estratégia C nao é um equilibrio de Nash. Uma consequéncia é
que jogadores racionais irao sempre escolher a traicao.

Para que a cooperacao se torne possivel, o jogo deve ser repetido. O
cientista politico Robert Axelrod [2] estudou uma extensdao do DP simples
denominada Dilema do Prisioneiro Repetido (DPR). Axelrod [2] optou por
realizar sorteio, ao fim de cada rodada, com uma probabilidade w > 0 de
que o jogo continuasse por mais uma rodada. Desta forma, os jogadores nao
tinham conhecimento em que momento terminaria o jogo.

Para explorar o espaco das possiveis estratégias, Axelrod convidou es-
pecialistas em teoria de jogos para apresentar estratégias codificadas como
programas de computador e realizou nos anos 1970 um campeonato do DPR
2], onde as estratégias automatizadas competiam umas com as outras. A
estratégia que ganhou o torneio - dentre as submetidas - era a de “olho
por olho, dente por dente”ou Tit-for-Tat (TFT). Um jogador TFT comega
cooperando e em seguida faz o mesmo que o seu adversario fez na rodada
anterior, ou seja, retalia com traicao quando recebeu traicao e coopera apos
receber cooperacao. A estratégia TFT é um exemplo daquilo que definiremos
como estratégia de memoéria um. Em particular, é uma estratégia reativa,
que baseia sua resposta somente sobre o resultado da rodada imediatamente
anterior. Estratégias reativas aparecem por exemplo em [10], que encontrou
resultados interessantes em um experimento computacional para evolucao
de uma populacao de individuos adotando 100 estratégias reativas. Neste
experimento, apés um longo periodo de tempo, venceu a estratégia GTFT
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(Generous Tit For Tat), uma estratégia leal que, ao receber traicao, é capaz
de perdoar o adversdrio. Sugerimos também [8], que estudou a evolugao de
uma popula¢do no Dilema do Prisioneiro Infinitamente Repetido (DPIR),
provando rigorosamente que resultados semelhantes aos de [10] s@o obtidos
quando a populagao é composta por individuos adotando as trés estratégias
mais importantes dentre as do experimento computacional.

Neste trabalho, a versao que estudaremos do DP é o Dilema do Prisioneiro
Infinitamente Repetido (DPIR), caracterizado por w = 1, ou seja, os dois
jogadores tém a certeza de encontrar-se novamente para outra rodada do jogo.
Em cada rodada do DPIR o estado do par de jogadores X e Y pode ser um dos
quatro seguintes: CC, CD, DC ou DD. A primeira das duas letras representa
a jogada de um jogador X (cooperou ou traiu) e a segunda representa a
jogada de um segundo jogador Y. Uma estratégia de memoria um é descrita
por um vetor p = (p1,p2,Ps3,p4) €M que as componentes representam as
probabilidades de cooperacao do jogador para cada um dos quatro estados
possiveis para a rodada anterior:

e p; é a probabilidade de o jogador jogar C quando ambos os jogadores
cooperaram na rodada anterior (CC);

e p, é a probabilidade de o jogador jogar C quando cooperou na rodada
anterior, mas o outro jogador o traiu (CD);

e Similarmente, p3 e p; representam respectivamente as probabilidades
de cooperacao do jogador quando ele trai e o outro coopera e quando
ambos traem.

Quando o estado é CC, cada um dos dois jogadores ganha a recompensa
R. No estado CD, o jogador X recebe a menor recompensa S, enquanto Y
recebe a grande recompensa T'. Quando o estado é DC, X ganha T e Y ganha
S. Quando ambos traem, o estado ¢ DD e cada um recebe a punicao por
traicao P. Podemos definir os vetores de recompensa para cada jogador por

SX:(R,S,T,P) e SY:(R,T,S,P). (19)

Sx e Sy denotam portanto os pagamentos respectivos para os jogadores X e
Y em cada um dos 4 estados para o conjunto de dois jogadores.

Suponha que X use a estratégia p = (p1,p2,P3,p4) € Y use a estratégia
q = (q1,92,93,q1). Os estados sucessivos deste jogo sdo determinados por
probabilidades dependentes unicamente da rodada anterior, ou seja, seguem
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uma cadeia de Markov com quatro estados, onde a matriz de transicao é
dada por

P1q1 PlEl - Q1§ El - plgfh El - pl;gl - Ch%
| p2g3 p2(1—gs 1—p2)gs (1 —p2)(1—g3
M= P32 p3(l—q2) El —p3)g (1 —p3)(1— @&% ' (1.10)

Paqs pa(l —qq)

Para entendermos as entradas da matriz de transicao M, seja m,; entrada
da matriz de transigao, onde 7,5 = 1,...,4, representam os estados (CC,
CD, DC, DD). Para calcular, por exemplo, a entrada moy3 que significa a
probabilidade de passar do estado 2 para o estado 3, temos

= (1-p2)as - (1.11)

Para passar da primeira para a segunda igualdade, fizemos o produto da
probabilidade de X escolher D com a probabilidade de Y escolher C. Sendo
p2 a probabilidade de X escolher C se o estado anterior era CD assim 1 —p, é
a probabilidade complementar para X, ou seja, representa a probabilidade de
X escolher D ja que a rodada anterior foi CD. De forma analoga q3 representa
a probabilidade de Y escolher C, ja que na rodada anterior o estado foi CD.
Repare que o estado CD, é visto do ponto de vista de Y como se fosse DC,
o estado 3.

Se dois jogadores adotam estratégias de memoria um, acontece frequente-
mente, como visto na secao anterior, que existe uma unica distribuicao limite
v no sentido de Cesaro da cadeia de Markov. Na se¢ao seguinte veremos que
tal distribuicao define um pagamento médio por rodada para os jogadores.

1.3 Pagamentos médios por jogada no DPR

Suponha que X e Y sejam jogadores arbitrarios que jogam uma sequéncia
finita ou infinita de jogadas no DPR. Suponha que nessa sequéncia de jogadas
o vetor v = (v, V9, v3,v4) denote a distribuigao de frequéncia com que o par
de jogadores esteve nos estados 1, 2, 3 e 4. Portanto, para i = 1,2,3,4,
v; € [0,1] com Z?zl v; = 1. Os pagamentos médios sy e sy dos jogadores
nessa sequéncia de jogadas obedecem portanto

(Sx,Sy):(< ’U,Sx>, <’U,Sy >) . (112)
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Caso X e Y adotem estratégias de memoria um e M ¢ irredutivel, v se
aproxima da distribuicao limite no sentido de Cesaro da cadeia de Markov
com matriz de transi¢ao (1.10). Este resultado motiva as seguintes definigoes:

Definicao 17 Seja V' um espago vetorial e vy,v9,....;v, € V. Uma com-
binacao linear convexa de vy, va, ..., v, € uma combinacao linear c; v+ v+

n

o+ Uy, onde o € 10,1] e D7 o = 1.

Definicao 18 A envoltoria convera de um conjunto de pontos vy, vs, ..., U,
em V' € o conjunto de todas as combinacoes lineares convexas de vy, vV, ..., Uy,.

Se V = R?, é possivel ter uma visao intuitiva da envoltéria convexa de um
conjunto de n pontos como a regiao do plano delimitada por uma tira elastica
esticada ao redor dos pontos. Vejamos alguns exemplos para objetos restritos
ao plano:

e Se n = 2, a envoltéria convexa é o segmento de reta que tem os dois
pontos como extremos.

e Se n = 3, a envoltéria convexa é o triangulo que tem os trés pontos
como vértices, ou, o maior dentre os segmentos de reta com extremos
nos trés pontos dados caso os pontos estejam alinhados.

Definicao 19 Um conjunto C C V' € convexo se para todo vy,vs € C, todas
as combinagoes lineares convezras ayv; + (1 — a)vg estao em C.

A envoltéria convexa de qualquer conjunto é sempre um conjunto convexo.
Observagoes:

(i) Nem todo quadrilatero é convexo, embora todo triangulo o seja.
Na Figura 1.6, os pontos v e w do quadrilatero ABC'D sao tais que as
combinagoes lineares convexas suas nao estao todas contidas no qua-
drilatero ABCD. Este quadrilatero, portanto, nao é convexo.

(i) O ponto (sx,sy) em R? de (1.12) é uma combinacao linear convexa
dos pontos (S, T), (T,S), (P, P) e (R, R). De fato,

(Sx,Sy) = (< v,Sx >, <v,Sy >)
= U1 (R, R) —f—Uz(S,T) +03(T7 S) —I—?J4(P, P) .
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Figura 1.6: Exemplo de quadrildtero nao convexo.

Assim, o conjunto de todos os pares de pagamentos médios possiveis
no DPR estd contido na envoltéria convexa de (S,7), (T,S), (P, P) e
(R, R). O teorema a seguir mostra que essa envoltdria convexa sera um
quadrilatero se, e somente se, as desigualdades (1.8) forem satisfeitas.
Caso contrario, serd um triangulo.

Teorema 7 Os pontos (S,T), (T,S), (P,P) e (R,R) sao vértices de um
quadrilatero convexo se, e somente se, P < SJFTT < R.

Prova:

(a) Se P = 5L os pontos (P, P), (S,T) e (T,S) estardo alinhados, de
forma que os quatro pontos nao sao vértices de um quadrilatero. Se
P> %, o segmento que liga (S,T') e (T, S) estard fora do quadrildtero
com vértice nos quatro pontos. O quadrilatero sera, portanto, nao
convexo.

(b) Analoga.
]

27



Sy

(1)

(RR)

(P.P)

Sx
(T.S)

Figura 1.7: Quadrilatero do DPR. O ponto vermelho é o ponto médio do
segmento que liga os vértices (S,7T) e (T, .5).
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Capitulo 2

Estratégias de determinante
zero de Press e Dyson

Press e Dyson descobriram recentemente [7] uma nova classe de estratégias de
memoria um para o Dilema do Prisioneiro Infinitamente Repetido (DPIR),
que chamaram estratégias de determinante zero (DZ). Tais estratégias ser-
viram de inspiracao para trabalhos de outros autores como, por exemplo,
Stewart e Plotkin [11], Hilbe, Nowak e Sigmund [3] e Akin [1].

Mostraremos neste capitulo os métodos e resultados utilizados por Press
e Dyson em seu artigo [7].

2.1 Equacao de Press-Dyson

Suponha que X e Y sejam jogadores de memoria um com estratégias dadas
respectivamente por vetores p e q. Seja M a matriz de transigao (1.10) da
cadeia de Markov que descreve a mudanca temporal do estado do par de
jogadores. Suponha que M é irredutivel.

A matriz N = M — [ é singular, ja que M tem um autovalor unitario. Da
irredutibilidade de M segue que o espago nulo de N tem dimensao 1. Seja v
a distribuicao estacionaria da cadeia de Markov. Observe que v satisfaz

vM=vouvN=0. (2.1)

Seja Cy; = (—1)"* det(N;;) o cofator da entrada n;; onde N;; é o menor
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da matriz N e 7,7 = 1,...,4. Aplicando a extensao em cofatores N, obtemos

4
det(N) = ZC” Ngj -
i=1

Estes cofatores nao dependem da coluna j de N. Seja
Lj = (Cyj Cy Cs5 Cuj) -

Assim
det(N) = Lj Nj s

onde N; é a j-ésima coluna de N, j = 1,...,4. Se j # k, entao L;Nj, é
o determinante da matriz obtida trocando a j-ésima coluna de N por Ny,
sendo portanto zero. Logo

Lj Nk = 5jk det(N) s (22)

onde 0 ¢ o delta de Kronecker definido por
ETUL j=k

Seja L = adj(N) a adjunta cléssica de N, ou seja a transposta da matriz
dos cofatores de N. A j-ésima linha de L é portanto formada pelos cofatores
da j-ésima coluna de N. De (2.2) temos entao

LNk = adJ(N) Nk = det(N) Ck

com e representando a k-ésima coluna da matriz identidade, k£ = 1,...,4.
Juntando as colunas obtemos

adj(N) N =det(N) I,
que é uma forma da conhecida Regra de Cramer. Ja que N é singular, isto

implica

adj(N) N =0 . (2.3)

Ja que o espaco nulo de N é unidimensional, entdo (2.3) implica que cada
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linha de adj(N) é proporcional a v. Em particular, se I, é a 4% linha de
adj(N), temos que existe o € R tal que

ly =av (2.4)
ou, caso a # 0,
1

Deve ser verdade que o # 0, mas o artigo [7] ndo o prova. Embora tenhamos
tentado um pouco, também nao conseguimos uma prova desse fato. Por outro
lado, o formalismo rigoroso do capitulo seguinte para reconstruir os resultados
de [7] dispensa tal prova. Em [7] a equagao acima nem mesmo aparece
explicitamente. Aparentemente os autores tomaram « = 1 e consertaram o
erro mais adiante.

Seja N;; a matriz 3 x 3 obtida de N retirando a 4* coluna e a i-ésima
linha. Sabemos que somar multiplos de outras colunas a uma coluna de uma
matriz nao altera seu determinante. Somando a primeira coluna de N4 a
segunda e a terceira colunas da mesma, temos

p2gs p2— 1 q3
det(Nu) = | psg2 ps @ —1]. (2.6)
Paqa y2 q4

Analogamente, somando a primeira coluna a segunda e a terceira de Noy,
obtemos

pgr—1 pp—1 ¢g—1
det(Nos) = D342 ps @—1]. (2.7)
Paqs y2 q4

Finalmente, se f = (f1, fa2, f3, f4) é um vetor arbitrario, definimos

rag—1 pp—1 =1 f
P23 p2—1 @ fo
N(p.q, [) = P32 ps @—1 f3 | . (2.8)
P4qa D4 QG fa
~

P q
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Note que a segunda coluna da matriz no lado direito de (2.8), designada
p = (p1 — 1,ps — 1,p3,ps), depende apenas do vetor estratégia p de X.
Podemos dizer que p esta sob controle exclusivo de X. O mesmo ocorre com
a terceira coluna de (2.8) nomeada ¢ = (¢1 — 1,¢3,92 — 1,q4), que esta sob
controle exclusivo de Y.

Observe que, pelas expressoes anteriores para os determinantes das sub-
matrizes N4, entao, se definirmos D(p, q, f) = det[N(p, ¢, f)], usando a ex-
pansao em cofatores da 4* coluna, este pode ser escrito como

D(pv(Lf) = Zfl(_1>l+4 det(Nl4>

= <f7l4>7

onde usamos que o vetor dos cofatores da 4* coluna de N(p,q, f) coincide
com a 4 linha [, de adj(N). Usando (2.5) obtemos

D(p,q,.f) = < f,av>
= a< f,v>

Se 1 designa o vetor com todas as componentes iguais a 1, entao, usando a
férmula acima e a normalizacao de v, temos que

a = D(p,q,1).
Assim
< fiv>= D, f) (2.9)
’ D(p,q,1) '

A férmula (2.9) calcula o produto escalar de um vetor arbitrério f com
o vetor estacionario v da matriz de transigao (1.10) como uma razao de de-
terminantes em que a segunda e terceira colunas dependem respectivamente
somente das estratégias de X e Y. Esta férmula foi obtida originalmente em
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[7]. Sabendo que a matriz de recompensa de X é Sy = (R, S, T, P), enquanto
de Y é Sy = (R,T,S, P), no estado estaciondrio seus respectivos pagamentos
Sa0

D(p7q7 SX)
sy =< Sx,v>= ———= 2.10
* * D(p,q,1) (2.10)

D<p7 q, SY)
Sy =< Sy, v >= ————= 2.11
YT D) 24y

Por propriedades elementares de determinantes,
D(p,q,aSx + Sy +71

asy + BSY + N = (p q X B Y Y ) ) (212)

D(p,q,1)

A equagao (2.12) mostra que se X escolher uma estratégia que satisfaca
p = aSx+[Sy+71, ouse Y escolher uma estratégia tal que § = aSx+5Sy+
~v1, entao o determinante no numerador se anula ja que colunas iguais resul-
tam em determinante nulo. Assim, serd satisfeita uma relagao polinomial de
grau 1 entre os dois pagamentos

asx +fBsy +v =0. (2.13)

Press e Dyson [7] mostraram que de fato existem estratégias que anu-
lam o determinante no numerador de (2.12) e nomearam-nas estratégias de
determinante zero (DZ). No Capitulo 3 mostraremos a existéncia de uma
infinidade de estratégias de determinante zero, entenderemos a relagao entre
elas e as demais estratégias de memoéria um, assim como estudaremos algu-
mas classes especiais com interessantes propriedades, ja conhecidas por Press
e Dyson, dentre as estratégias de determinante zero.

Na Figura 2.1, extraida de [3], todos os quadros ilustram o pagamento
dos jogadores X e Y se ambos usam estratégias memdéria um no DPR (com
T=3 R=2 P=0eS=-1). Em cada um dos quadros, a estratégia do
jogador X foi fixada. O quadro A representa os pares de pagamento dos dois
jogadores quando o jogador X adota p = (1,0,0,1), estratégia conhecida
na literatura [6] por Win-Stay-Lose-Shift (ou WSLS). Deste quadro, vé-se
que a estratégia WSLS nao é DZ, ja que claramente os pontos nao estao
todos sobre uma reta, como em (2.13). Nos gréficos B, C e D o jogador
X adota estratégias DZ e, consequentemente, os pontos que representam os
pagamentos do par de jogadores estao todos alinhados. A estratégia adotada
por X em C estd na classe das chamadas estratégias equalizadoras. Em D a
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A p = (1 .0,0,1) = WSLS B p - (5/6'0‘1 Y1/6)
o= T
s R A
>
<
Q
ke)
5 P p
>
©
Qs s
s P R T

C p = (8/7,0,5/7,2/7) D p = (5/7,0,5/7,0)

a= T Ti

TR R

o

>

o

[o %

ke

= P P

o

g

o S S
S P R T S P R T
Payoff of player I, F’I Payoff of player I, F’I

Figura 2.1: Figura extraida de [3] que representa os pares de pagamentos de
dois jogadores que usaram estratégias de memoria um no jogo DPR.

estratégia de X esta na classe das estratégias de extorsao. Essas duas classes,
ja individualizadas no artigo do Press e Dyson, merecerao uma certa atengao
no Capitulo 3.

A descoberta das estratégias DZ, inspirou respostas de autores renomados
como Akin [1], Stewart e Plotkin [11], e também Hilbe, Nowak e Sigmund [3]
que produziram um texto sobre a evolucao da extorsao no DPR.

34



Capitulo 3

As estratégias de determinante
zero (DZ) como subconjunto de
todas as estratégias de
memoria um

A surpreendente descoberta em 2012 das estratégias de determinante zero
[7] despertou ideias importantes que estudaremos neste capitulo. Como vi-
mos no capitulo anterior, Press e Dyson [7] usaram na descoberta dessas
estratégias um formalismo arbitrario baseado nas propriedades de determi-
nantes e na regra de Cramer. Mostraremos outros resultados interessantes e
mais gerais para descrever as estratégias DZ, apresentados por Akin em [1].

Suponha que um par de jogadores X e Y interaja através do DPIR. Su-
poremos que X adota uma estratégia de memoria um com vetor p. Na maior
parte dos casos, embora faremos algumas exce¢oes pontuais, suporemos que
Y também adota uma estratégia de memoria um com vetor g. Neste caso, a
evolugao temporal dos estados do par de jogadores é descrita por uma cadeia
de Markov cuja matriz de transicao é dada por (1.10).

Conforme vimos na Sec¢ao 1.1, havera sempre pelo menos um vetor dis-
tribuicao de probabilidade v estacionario para a cadeia. Na maior parte dos
casos, a cadeia é irredutivel, v é tnico e a distribuicao da cadeia converge
para v no sentido de Cesaro, independente da condicao inicial. Caso a cadeia
seja redutivel, a distribuicao de probabilidade limite pode nao ser unica e a
distribuicao limite podera depender do estado inicial.

Em qualquer dos casos, seja v unico ou nao, podemos sempre afirmar
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que se X e Y adotam estratégias de memoria um, havera uma distribuicao
estacionaria v e, como visto na Secao 1.3, os pagamentos médios por jogada
Sx € sy estardao bem definidos.

Iremos supor que os elementos T', R, P e S da matriz obedecem a hierar-
quia (1.7) e as desigualdades (1.8).

Proposicao 3 Seja v a distribuicao de probabilidade limite para a evolucao
temporal dos estados do par de jogadores X e Y. Entao os pagamentos médios
para o par de jogadores no DPIR satisfazem

sy —sx = (va —v3)(T' = S) .
Em particular, sy = sx se e somente se vo = v3. Além disso:

(a) Se 3L < R, entdo
sy +sx < 2R, (3.1)
com igualdade se, e somente se, v = (1,0,0,0) se, e somente se, sy =

SX:R.

(b) Se P < 5L entdo

Sy +sx > 2P, (3.2)

com igualdade se, e somente se, v = (0,0,0,1) se, e somente se, sy =
Sx — P.

Prova: Se v = (v, v9,v3,v4), de (1.12) temos que

Sy —Sx = <’U,Sy>—<U,SX>
< (Ul,UQ,U37U4), (R7 T7 S7 P) > —< (Ul,'UQ,Ug,U4>,(R7 S7Ta P) >
= (UQ — ’Ug)(T — S) .
Portanto sy = sx se e somente se vy = v3. Além disso,

%(3Y+SX) — %(< v, Sy >+ < v,Sx >)
— %[< (v1, V2, v3,04), (R, T, S, P) > + < (vi,v2,v3,v4), (R, S, T, P) >]
= %(01R+v2T+v35+v4P+v1R+U2S+U3T+U4P)
= %[2@1]%—1— (va +v3)(T'+ S) + 2v4P] .
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Caso (S +T) < 2R, usando (1.7),

1
S(sy +5x) < R(or +oz + v +ua) = R.
Vale a igualdade <= v = (1,0,0,0) <= sy = sy = R, jd que v; = 1 indica
que o pagamento médio para o par de jogadores é R (cooperacao mitua).
Analogamente, caso 2P < (S +T),

1 1
§(Sy+8)(> > 5[2U1P—|—2(’U2—|—1}3)P+2’U4P] =P

com igualdade <= v = (0,0,0,1) <= sy = sx = P, ja que v, = 1 indica
que o pagamento médio para o par de jogadores é P, que é a nao-cooperagao
mutua. W

3.1 Estratégias boas

O vetor p que aparece na segunda coluna da matriz (2.8) tem um papel
especial no formalismo que desenvolvemos a partir daqui.

Definicao 20 O vetor de Press-Dyson p associado a estratégia p de memoria
um € p=p— e onde era = (1,1,0,0).

Como dissemos anteriormente, nem sempre consideraremos que o jogador
Y joga uma estratégia de meméria um. Em alguns resultados importantes é
suficiente que exista uma distribuicao de probabilidade que possibilite definir
pagamentos médios por jogada para os jogadores X e Y.

Definicao 21 Um padrao estratégico é uma estratégia para o jogador Y, nao
necessariamente de memoria um, tal que exista wma distribuicao de probabi-
lidade para a ocupagao dos estados CC, CD, DC e DD pelo par de jogadores
XeY.

Definicao 22 Uma estratégia de memoria um escolhida por X € chamada
boa se p; = 1 e se, para qualquer padrao estratégico escolhido pelo adversdrio
Y e qualquer distribuicao limite associada, 0s pagamentos médios satisfazem

sy>R = sy =sx=R. (33)
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Apesar de sua simplicidade, o resultado a seguir é um dos mais importantes
no que segue. A formulagao presente foi apresentada originalmente por Hilbe,
Nowak e Sigmund [3] e repetida por Akin [1]. Observe o papel proeminente
do vetor p associado a estratégia p.

Teorema 8 Suponha que X use a estratégia cujo vetor de Press-Dyson € p.
Se o adversdrio Y usa um padrao estratégico tal que v™ é a distribuicao de
probabilidade no tempo n, entdo lim,__, % S <vhp>=0. Sevt — 0
no sentido de Cesaro, entao

<v,p>= 0. (3.4)

Prova: Levando em conta que v} e v} sao as probabilidades dos estados
1 (CC) e 2 (CD), entao o produto escalar v}, =< v" e15 >= v + v} é a
probabilidade de X jogar C' na n-ésima rodada do jogo. Por outro lado, pela
definicao do vetor de estratégia p como sendo o vetor cujas componentes
sao probabilidades de cooperar em cada um dos quatro estados do par de
jogadores, temos que a probabilidade de X jogar C' na (n + 1)-ésima rodada

é < v™, p >. Portanto, vj5t =< o™ p >. Assim,

U{LQH—U{LZ =< p>—<vep>=<0v',p—ens =<0, p> .

Usando soma telescopica, obtemos

n
Z <V P> = (vl —vgy) + (0] —vh) 4 (U1 — oly)
k=1
= (viy — i) -

Multiplicando por % em ambos os lados, temos
1 < N 1
- <P p>= Z(vt—ol) .
n kz_; p n( 12 12)

Como o médulo da diferenga v]5 ™ — v}, é limitado superiormente por 1, entdo

o lado direito da ultima expressao tende a zero quando n tende ao infinito.
Logo, provamos que

1 n
lim —Y <ok p>=0.
k=1

n—oo N
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Agora, se v¥ — v no sentido de Cesaro, facamos

1 n
W, = — Z ok
=
Pela Definicao 12, W,, — v no sentido usual. Assim,
lim (< W,,p>) =0.
n—aoo

Como

| <Wy,p>—<v,p>| = | <(W,—v),p>|
[Wo = ol[[|p]] — 0,

IN

obtemos (3.4). W

Teorema 9 Suponha p = (p1,ps, ps3, p4) um vetor estratégia. Sejam

A=(T—R)ps — (1 —p2)(R—=5)

B=(T—-R)ps—(1—p2)(R—P).
Entdo p € uma estratégia boa se, e somente se, ps <1, A< 0 e B <0.

Prova: Seja v o vetor de probabilidade que descreve a distribuicao esta-
cionaria para o par de jogadores. Primeiramente, eliminamos a possibilidade
de po = 1. Suponha entdo que X use a estratégia p = (1,1,ps,ps). Vamos
mostrar que se a estratégia de Y é ¢ = (0,0,0,0), entao teremos sy > R com
sx < R. O grafo orientado de adjacéncias da cadeia de Markov para essa
situagao esta na Figura 3.1. Note que CC, DC e DD sao estados transientes
e assim v; = v3 = vy = 0. Portanto a tnica componente nao nula de v é
vg = 1. Assim, por (1.12) e pela hierarquia (1.7), temos sx = S < P e
sy =T > R. Portanto, quando p; = 1, a estratégia nao ¢ boa.

De agora em diante podemos entao supor que p, < 1. Podemos calcular

Sy—R = <Sy,U>—R<U1—|—UQ+U3+U4)
= < (R,T,S,P),(v1,v2,v3,v4) > —R(vy + v2 + v3 + 14)
(T - R)UQ + (S - R)Ug + (P - R)’U4 . (35)
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DC

CC..

1

Figura 3.1: Grafo orientado que representa a demonstracao do Teorema 9
quando py = 1.

Levando em conta que p; = 1, entdo p = (0,p2 — 1,p3,ps) € segue de (3.4)
que
vo(p2 — 1) + v3p3 + vaps = 0 (3.6)

que permite escrever o lado direito de (3.5) somente em termos de v3 e vy.
Multiplicando ambos os lados de (3.5) por (1 — ps), obtemos finalmente

(1 - pg)(Sy - R) = A’U3 + B’U4 s (37)

onde A e B estao definidos no enunciado deste teorema.

Suponha A < 0e B<0. Sesy >R, v3=v,=0. De (3.6) e ps <1
temos que vy = 0 e isto implica v = (1,0,0,0). Assim, pela Proposigao 3
temos sy = sy = R, mostrando que p é uma estratégia boa.

Mostraremos agora que caso nao valham A < 0 e B < 0, a estratégia
p nao pode ser boa. Suponha A > 0. Suponha que Y use uma estratégia
qg=(0,1,1,1). O grafo orientado que representa as transi¢goes na cadeia de
Markov para o par de jogadores X e Y estd na Figura 3.2. Note que o estado
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CC

Figura 3.2: Grafo orientado que representa a demonstracao do Teorema 9
quando p, < 1, A > 0.

DD ¢ transiente, portanto vy = 0. O estado C'C' nao é absorvente, logo
vy < 1. Como vy =0e A >0 entao (3.7) implica que

SyZR.

Ao mesmo tempo, ver Proposicao 3, como v; < 1, entao sy + sy < 2R, que
implica sx < R, provando que p nao ¢é boa.

Suponha agora B > 0. Se Y usa estratégia ALLD, ou seja, ¢ = (0,0,0,0)
entao as transigoes da cadeia de Markov estao ilustradas pelo grafo da Figura
3.3, em que os estados C'C e DC' sao transientes, logo v; = 0 e v3 = 0. De
(3.7) e jd que v3 =0 e B > 0, entao

Sy Z R.
Novamente, usando um argumento andlogo ao do caso A > 0, vemos que p

nao é uma estratégia boa. l

3.2 A base de Press-Dyson e as estratégias
DZ

Uma outra ideia muito importante de Press e Dyson foi de escrever p usando
uma boa base para R*.
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cc CD#

p2

Figura 3.3: Grafo orientado que representa a demonstracao do Teorema 9
quando p; =1, po <1, B > 0.

Proposicao 4 Os vetores Sx = (R,S,T,P), Sy = (R,T,S,P), 1= (1,1,1,1
e ea3 = (0,1,1,0) constituem uma base R*.

Prova: Basta verificar que

R R 10
S T 11

det | 7 ¢ | | = 2R=P)T=5)#0.
P P10

Chamaremos {Sx, Sy, 1, ex3} de base de Press-Dyson. O préximo resul-
tado, consequéncia direta do Teorema 8, nos leva bem proximos aos resulta-
dos obtidos por Press e Dyson em [7].

Teorema 10 Se p é uma estratégia com vetor de Press-Dyson p = aSx +
BSy +y1+dess3 e se Y joga um padrao estratégico qualquer tal que exista uma
distribuicao de probabilidade v no sentido de Cesaro, entao 0s pagamentos
médios sx e Sy satisfazem

asx + Bsy +v+ 0veg = 0, (38)
onde V93 =< €93,V >.

Prova: Temos que p = aSx + Sy + 71 + dess. Fazendo o produto interno
de v com p, obtemos

<v,p> = a< Sx,v>48<Sy,v>+y<1,v>46 < egs,v>
= asx + [Bsy +7 4 dvas
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e ja que < v,p >= 0 pelo Teorema 8, provamos o resultado (3.8). B

Definigao 23 Uma estratégia de determinante zero (DZ) é uma estratégia
p cujo vetor p, quando escrito na base de Press-Dyson, possui = 0.

A grande descoberta de Press e Dyson vem do fato de terem percebido que
existem de fato estratégias p com d = 0. Quando se substitui § = 0 em (3.8)
recupera-se o resultado (2.13) sem a necessidade de supor que Y adote uma
estratégia de memoéria um. Basta supor que Y adota um padrao estratégico
tal que exista uma distribuicao de probabilidade estacionaria v. Tampouco
precisamos supor que a cadeia de Markov seja irredutivel, assim como nos
livramos da dificuldade de dividir por a em (2.5) sem termos provado que
a # 0.

O mais surpreendente sobre as estratégias DZ é que enquanto § # 0, Y
tem algum controle sobre o pagamento de X e o seu proprio através da sua
capacidade de influenciar a distribuigao estacionaria v. Se X nao joga uma
estratégia DZ, os pares de pagamentos ficam espalhados, conforme visto no
primeiro quadro da Figura 2.1. Assim, se § # 0, Y tem uma maior liber-
dade de influenciar seu préprio pagamento e o de X. Mas quando X escolhe
uma estratégia DZ, com 6 = 0, os pares de pagamentos ficam concentrados
em uma linha reta e nenhuma escolha de Y pode fazer com que o par de
pagamentos (sx, Sy ) saia fora de uma reta.

3.3 Geometria do conjunto de estratégias de
memoria um na representacao da base de
Press-Dyson

Sabe-se que p = p — ez = (p1 — 1,pa — 1,p3,p4) € 0 < p1,pa, p3,pa < 1,
logo —1 < p1,p2 < 0e 0 <p3,ps < 1. As restrigoes p; <0, po <0, p3>0e
ps > 0 sao as chamadas restricoes de sinal. Ja que

P2 = aS+ BT +v+90
]53 = QT+BS+’Y+5 ’

pr = (a+B)P+y
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as restricoes de sinal se tornam

(a+B)R+~y < 0
aS+pT+~v+0 < 0 (3.9)
ol +BS+v+6 > 0 ‘
(a+B)P+vy > 0

Lema 1 Sep = aSx+ Sy +71+deo3 satisfaz as restricoes de sinal, entao

a+B<0 e v>0.

Além do mais
a+pf=0&~v=0.

Prova: Subtraindo a 4% desigualdade da 1* em (3.9), obtemos
(a+pB)(R—P)<O0.

Como (R — P) > 0, entdo (o + ) < 0. Da 4% desigualdade e do fato P > 0
resulta que v > 0. Finalmente, a 1* e a 4* desigualdades implicam que
a+p=0 & ~=0. 1

Observe que, ambos p; e py valerao zero se, e somente se, a« + 3 = v = 0.
Isto acontece quando p; =1 e py = 0.

Um outro tipo de restricao importante para um vetor p de Press-Dyson
é que suas entradas possuem valor absoluto no maximo 1. Estas sao as
restricoes de tamanho. Mais adiante voltaremos a falar das restrigoes de
tamanho.

3.3.1 Estratégias excepcionais

Definicao 24 FEstratégias excepcionais sao aquelas cujos vetores de Press-
Dyson possuem v = a + 3 = 0.

Decorre da definicao acima que p; = py = 0. Pelas restrigoes de sinal e
tamanho —1 < py < 0e 0 < p3 < 1, assim as estratégias excepcionais
sao representadas como pontos em um quadrado no plano pops com vértices
(0,0),(—1,0),(—1,1),(0,1), ver Figura 3.4.

Dois dos vértices do quadrado das estratégias excepcionais sao estratégias
j& mencionadas na literatura e de alguma importancia. O vértice (—1,0) é
conhecido como GRIM: coopera com cooperadores, mas, uma vez traido nao
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coopera nunca mais. O vértice (—1,1) ¢é a famosa estratégia TFT vencedora
dos torneios de Axelrod.

Os demais vértices nao sao muito notaveis. (0,0) é chamado REPETE,
pois simplesmente repete sua primeira jogada eternamente, independente do
que jogar o adversdrio. (0,1) foi chamada por Akin [1] de LAME.

As estratégias excepcionais possuem vetor p = (0,5 —a(T —S5), 6 +a(T —
S),0) fornecido pelas restrigoes de sinal (3.9) e o fato de a = —f. Colocando
0 = 0 nas equagOes para ps e ps3, as estratégias DZ excepcionais sao as da
diagonal do quadrado.

Para identificar as estratégias boas do quadrado, deve-se usar o Teorema
9. A condicao B < 0 s6 fornece p» < 0. A condicao A < 0 leva a p3 <
—%‘2]52. A reta p3 = —IT%T_;p} passa pela origem e possui inclinacao menor
que -1, pois, por (1.8), R — S > TT_S enquanto 7' — R < T%q Portanto,
essa reta intercepta o segmento TFT-LAME em algum ponto entre estas
estratégias. A regiao das estratégias excepcionais e boas é entao a parte do
quadrado a esquerda dessa reta. Observe que, com excecao de REPETE,
todas as estratégias excepcionais DZ sao boas. GRIM é boa, mas nao é DZ.

TF'T é excepcional, DZ e boa.

3.3.2 Estratégias nao excepcionais

Vamos agora tratar das estratégias mais tipicas, que sao as nao excepcionais,

ou seja, aquelas em que temos a + 5 < 0 ey > 0. Defina a = %, B = g,

§ = %. A primeira e a quarta das desigualdades em (3.9) fornecem
—-P'<a+pB<-R1, (3.10)
enquanto a segunda e terceira levam a
aS+pBT <—-1-6<aTl+pBSs. (3.11)
Em termos de @, 3 e &, podemos reescrever a equacio (3.8) como
asx + Bsy +0v +1=0. (3.12)
As restrigoes de sinal (3.10) identificam as estratégias ndo excepcionais com
pontos no plano af localizados entre as retas paralelas a + § = —Rte
a+ f = —P7'. Ja as restrigoes de sinal (3.11) identificam as estratégias

nao excepcionais com pontos do plano af em um quadrante determinado
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P3

TFT $® LAME

GRIM REPETE

Figura 3.4: As estratégias excepcionais sao representadas pelos pontos do
quadrado no plano pop3 aqui ilustrado. A diagonal mostrada na figura sao as
estratégias DZ excepcionais. A regiao sombreada corresponde as estratégias
boas e excepcionais.

por duas retas concorrentes. Para cada b €R, as estratégias estao portanto
associadas aos pontos da intersecao entre um quadrante e uma faixa. Esta
intersecdo estd ilustrada na Figura 3.5 para o caso § = 0.

Os pontos localizados sobre a reta & + f = —P~! correspondem as es-
tratégias nao excepcionais com ps = 0. E os pontos localizados sobre a reta
a+ B = —R™" correspondem as estratégias nio excepcionais com p; = 1.

Definicao 25 Seja p = y(aSx + BSy + 1) o vetor de Press-Dyson de uma
estratégia DZ nao excepcional. A regiao EDZ € definida por

EDZ :={(a,f)/aS+ T <—-1<al+p3S e-P'<a+pB<—-R'}.

Quando o ponto (@, ) estiver na regiao EDZ temos que as restri¢oes de sinal
sao satisfeitas. Desde que v > 0 seja pequeno o suficiente, as restricoes de
tamanho serao também respeitadas. Observe que o ponto de intersecao das
retas @S+ BT +1=0eal + BS+1 =0 que definem o quadrante da regido
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—SJ+T, —SJFLT) Das desigualdades (1.8) vé-se que

este ponto estd contido na faixa entre as retas @ + 3 = —P ' ea+ f =
—R~!. Este ponto de intersecdo estd portanto associado as estratégias DZ
que chamaremos estratégias vértice. Embora as estratégias vértice estejam
associadas a um tnico ponto no plano @B, é bom lembrar que hé infinitas
estratégias, pois hd infinitas escolhas de ~ tais que as restri¢oes de tamanho
sdo satisfeitas. Mais em geral, pelo mesmo motivo, a cada ponto (@, 3) na
regiao EDZ estao associadas a infinitas estratégias DZ.

EDZ possui coordenadas (

P2=0

Ql

P2=

|

p3=0

Figura 3.5: A intersecao do quadrante em cinza com a faixa entre as duas
retas paralelas vermelha e azul é a regiao EDZ. O ponto verde é a intersecao
(—L%LT, —L%LT) das retas po = 0 e p3 = 0 e representa as chamadas estratégias
vértice.

Teorema 11 Suponha que X utilize uma estratégia p DZ com p = y(aSx +
BSy + 1), v > 0. Seja Z = —(a+ B)7', de modo que P < Z < R. Para
qualquer padrao estratégico escolhido por Y os pares de pagamentos estao
contidos em uma reta que passa pelo ponto (Z,7):

sy — Z =x(sx — Z) (3.13)
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onde

leiiz (3:14)
¢ o coeficiente angular.
Prova:
a+pf=-2" = -—pZ=1+a7.
J& que 6 = 0 e multiplicando (3.12) por Z, obtemos
aZsx +pZsy +72 =0.

Substituindo 8Z encontramos a equacio

aZsx —(1+aZ)sy +Z=0. (3.15)
Definindo x = 72> +aZ’ obtemos

1
X(SX + T) = Sy,
a
que se torna (3.13) apds rearranjo dos termos. l

Corolério 3 Suponha que X utilize um vetor estratégia p com vetor de Press-
Dyson p = v(aSx + BSy + 1), v > 0. Seja a+ 3 = —Z"*. Suponha que Y
use um padrao estratégico arbitrario.

(a) Se & =0, entdo sy = Z. Se a # 0, entao as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(’1,) Sy = Sx
(ZZ) Sy — 7
(iii) sx = Z

(b) Se sy > sx, entdo

e a>0 = Z>sy >sy
e a=0 = Z=3sy >sx
e a<0 = sy>Z>sx

(c) Se sx > sy, entdo
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e a>0 = sx>sy>27

e a=0 = sy>sy=2

e <0 = sx>2Z>sy

Prova: Veja a Figura 3.6. Os pontos vermelhos sao para andlise do item (b)
e os pontos azuis sdo para analise do item (c). W

Sy

(ST

Sx
z (T,S)

Figura 3.6: Ilustracao das situagoes do Corolario 3.

Se & = 0, o coeficiente angular y serd nulo e (3.13) implica que sy = Z. As
estratégias DZ correspondentes sao chamadas equalizadoras e foram descritas
por Press e Dyson em [7]. Os pagamentos de X e Y estdo concentrados em
uma reta horizontal. Se & > 0, e Z = R as estratégias DZ sao chamadas
generosas e foram descritas primeiramente em [11]. As estratégias DZ com
a > 0 e Z = P foram reconhecidas ja em [7] e chamadas eztorsivas, ver
também [3]. Estes trés tipos particulares e interessantes de estratégias DZ
serao mais analisados mais adiante nas Subsecoes 3.4.1 a 3.4.3.
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3.4 Estratégias nao excepcionais DZ

As féormulas (2.13) de Press e Dyson e (3.12) com § = 0 impdem natural-
mente uma relagao afim entre os pagamentos dos dois jogadores do DPR. A
existéncia de tais estratégias tem consequéncias em longo prazo. Se um joga-
dor X usa estratégia DZ, ele pode impor fortes restrigoes ao pagamento de seu
adversario. J4 Y nao consegue variar com muita liberdade sua recompensa,
mesmo que suas escolhas possam afetar a recompensa de X [11].

No resto desta secao estudaremos classes interessantes de estratégias DZ.

3.4.1 Equalizadoras

Para obter uma estratégia equalizadora, basta tomar @ = 0, o que resulta
em p = y(BSy +1). O que caracteriza uma estratégia equalizadora é que

a equacao para os pagamentos (3.12) resulta em sy = —+. Ao usar uma
estratégia DZ, um jogador fixa o pagamento do seu adversario Y de forma
unilateral. Como a+3 = —Z~!, entdao @ = 0, implica que 3 = —Z~!. Escre-

vendo p em funcao p, encontramos as 4 equacoes que definem as componentes
do vetor estratégia para uma estratégia equalizadora:

pe = (=2 Z7'P+

po= VE Z'R+ 13
pr = Y(-Z7'T+1
mo= -z (10

onde v > 0 é pequeno o suficiente de modo a que todas componentes situem-
se em [0, 1]. Na Figura 3.7 ilustramos um exemplo de pagamentos para uma
estratégia equalizadora.

Observacgao: Ja que as estratégias equalizadoras permitem que X escolha
um pagamento fixo para Y, é natural perguntar-se se X poderia escolher um
pagamento fixo para si préprio. Press e Dyson [7] jd haviam respondido
negativamente a essa pergunta. Do ponto de vista de Akin [1], isto decorre
simplesmente do fato de que nao existem pontos da regidgo EDZ com § = 0.

3.4.2 Extorsivas

Uma estratégia de extorsao é uma estratégia em que o jogador X ganha mais
do que Y e este, no intuito de maximizar seu ganho, maximiza também o de
X. Press e Dyson mostraram que existem estratégias de extorsao dentre as
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Sy

Sx

Figura 3.7: Pagamentos para os jogadores X e Y quando X usa a estratégia
equalizadora p = (%, %, é—(l), 1%), obtida com v = 0.55, Z = 2.2 e a escolha
T=5 R=3,P=1eS =0 contra uma amostra de 10.000 estratégias q de

Y.

DZ. Do ponto de vista de Akin, basta tomar @ > 0 e Z = P. A equacao
(3.13) torna-se
SX—P:l(Sy—P>,
X

onde, por (3.14), 0 < x < 1. Se o jogador X escolhe uma estratégia de
extorsao, o adversario Y é forcado a cooperar com o extorsor porque essa
opcao lhe oferece melhor retorno. Ademais, o jogador X escolhe o fator
de extorsao i > 1 que lhe diz quantas vezes o excesso de sy com relacao
a P serd o seu proprio excesso com relagao a P. Hilbe, Nowak e Sigmund
[3] analisaram o desempenho evolutivo das estratégias de extorsao mostrando
que em populacoes razoavelmente grandes elas podem agir como catalisadores
para a evolucao da cooperacao, mas nao sao em geral o resultado final do
processo evolutivo.

Para adotar uma estratégia extorsiva, basta escolher 7 = P, a > 0,
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f=—P~!' —aem (3.13). Obtemos

pr = (1-P'R)+1

pp = @S —-T(P't+a)+1)+1
ps = @I —-S(Pt+a)+1) ’
pe = 0

(3.17)

onde, novamente, v > 0 é pequeno o suficiente para que as componentes de
p estejam em [0,1]. Note que as estratégias de extorsdo sempre possuem
pa = 0.

Suponha que X escolhe uma estratégia de extorsao. O seu pagamento
depende da estratégia ¢ de Y. Se Y quiser aumentar seu ganho, automatica-
mente aumentara o ganho de X. Por outro lado, Y pode também punir X por

sua extorsao e, caso adote a estratégia ALLD, ambos os jogadores ganharao
P.

Exemplo 6 X escolhe uma estratégia de extorsio com p = (p1,pe,ps,0).
Y decide cooperar plenamente na intencao de mazximizar seu ganho com
q=(1,1,q3,q4). Para encontrar o pagamento de X sob esta estratégia, serd
necessdario encontrar a distribuicao estaciondria v e substitui-la em sy =<

1—
v,Sx >. Pode-se checar que v = (p3+p13—p1 ,0, p3+1p_1p1 ,0). Logo

Sx = <U,Sx>
1_
_ <( b3 0, y4i
ps+1l—p p3s+1—p;
]__
b3 R b1
ps+1—p p3t+1—pr

,0),(R,S,T, P) >

Observe que quando Y coopera plenamente, o pagamento de X € maior que
R, uma vez que € uma combinacao linear convexa de R e T. Por outro lado,
se Y jogar ALLD, teremos v = (0,0,0,1) e ambos os jogadores recebem P.
Para ilustrar os pagamentos das estratégias de extorsao veja Figura 3.8 que
tlustra os pagamentos para a estratégia extorsiva p = (g, %, %, 0) obtida com
T=5 R=3, P=1,5 =0 escolhendo fator de extorsao i =3ev= 11—8.

3.4.3 Generosas

Em [7] Press e Dyson descrevem apenas as estratégias DZ equalizadoras
e extorsivas, mas Stewart e Plotkin [11] descobriram mais uma classe de
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Figura 3.8: Pagamentos para os jogadores X e Y quando X usa a estratégia

extorsiva p = (%, %, 3—76,0) obtida com i =3,7= 1—18 e a escolha de T' = 5,
R =3, P=1, 5 =0 contra uma amostra de 10.000 estratégias q. Observe

que os pagamentos estao sobre um segmento de reta na regiao sy < sx.

estratégias DZ, a qual nomearam estratégias DZ generosas. Em geral, uma
estratégia p é generosa quando ps > 0 ou py > 0, isto é quando hé uma
probabilidade positiva de que X ird cooperar se Y trair. As estratégias DZ
generosas sao definidas tomando @ > 0 ¢ Z = R. A equagao (3.13) torna-se
entao

1
Sx—R: —(Sy—R),
X

onde, por (3.14), 0 < x < 1.

Os pares de pagamentos situam-se em uma reta de inclinacdo menor que
1 passando por (R, R) e portanto o pagamento de X é sempre menor que o de
Y. Em particular, ambos os pagamentos sao menores ou iguais a R e quando
sy = R tem-se também sy = R e portanto as estratégias DZ generosas sao,
pela Definicao 22, boas. Podemos definir % > 1 como o fator de generosidade:

tudo que Y ganhar a menos que R, X receberd multiplicado por i
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Com as contas andlogas as da extorsao obtemos o vetor para as estratégias
DZ generosas p = (1,y(aS—T(R'+a)+1)+1,v(a@T—S(R'+a)+1),y(1—
R™'P)). Note que p; é sempre 1.

Quando X escolhe uma estratégia DZ generosa, estd incentivando a co-
operacao de seus adversarios, que precisam cooperar para maximizar seus
ganhos e, ao fazerem-no, aumentam também os ganhos de X. Este fato ex-
plica basicamente o motivo porque estratégias generosas em geral podem
ser o resultado final de um processo em que a cooperagao emerge de uma
populacao em que a maioria nao coopera. O fenomeno foi descoberto por
Sigmund e Nowak [10] muito antes da descoberta das estratégias DZ.

Logo apds o descobrimento das estratégias DZ, Stewart e Plotkin [11]
simularam um torneio com as mesmas estratégias participantes do torneio
de Axelrod [2] e acrescentaram a elas uma estratégia DZ generosa. Essa
estratégia generosa foi a vencedora do torneio que, originalmente, tinha sido
vencido por TFT.

Exemplo 7 Para valores T =5, R=3, P=1¢e¢ .5 =0 e escolhendo v =
e i = 2 uma estratégia generosa fixa p = (1, Zé, 25 24) A Figura 3.9 zlustm
0s pagamentos para essa estratégia.

3.4.4 Estratégias vértice

E interessante entendermos melhor as estratégias vértice, que foram mencio-
nadas na Subsecao 3.3.2 e definidas como as estratégias associadas ao ponto
(— SiT, 3 +T) no vértice da regiao EDZ. As estratégias vértice nao parecem
particularmente interessantes do ponto de vista da evolugao da cooperacao,
mas a sua posicao de destaque na fronteira da regiao EDZ chama a atencao.
Vamos descobrir que elas ilustram para estratégias DZ fenomenos interes-
santes de cadeias de Markov. J& que, @ + 3 = —Z~!, entdo Z = SJFTT
Substituindo os valores de & e Z em (3.14) resulta em x = —1. Assim, os pa-
gamentos de X e Y quando X adota uma estratégia vértice estao exatamente
sobre a diagonal do quadrildtero da Figura 1.7 que liga os pontos (S,7T) e
(T, S). Para obter o vetor p de uma estratégia vértice, deve-se substituir &
e B em p = y(aSx + BSy + 1) resultando

27R 2vP

_ 1— =12 1.0
p=(v+ R -

onde novamente v > 0 é pequeno o suficiente. Observe que, ao adotar es-
tratégias vértice sempre obtemos ps = 1 e p3 = 0. A Figura 3.10 ilustra os

=y, (3.18)
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Figura 3.9: Pagamentos para os jogadores X e Y quando X usa a estratégia
generosa p = (1, %, %, 51), obtida com % =2,7= 1—16 eaescolhaT =5, R = 3,
P =1eS =0 contra 10.000 estratégias q. Observe que os pagamentos estao

sobre um segmento de reta na regiao sy > sx.

pagamentos dessa estratégia para v > 0 pequeno o suficiente e valores T' = 1,
Rz%,P:%,S:O.

3.5 Estratégias DZ justas

Poder-se-ia perguntar se nao existiriam estratégias DZ simultaneamente ex-
torsivas e generosas. Como as estratégias nao excepcionais sao todas carac-
terizadas por Z = —#B e estratégias extorsivas e generosas possuem valores
diferentes de Z, entao isto sé poderia ser possivel dentre as estratégias DZ
excepcionais. Estas sao exatamente as do segmento que liga REPETE a
TFT na Figura 3.4. Como elas possuem v = 0 = 0 e f = —a, entao, se
a # 0, a equacdo (3.8) torna-se sx = sy, que é tanto a equagao (3.13) para

os pagamentos das estratégias de extorsao, quanto (3.13) para os pagamentos
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0.8 - =

Sy

0.4 =

0.2 .

Sx

Figura 3.10: Pagamentos para os jogadores X e Y quando X usa a estratégia
vértice p = (1 — %,1,0,3?7), obtida com Z = %, a=p=-1,y>0ea
escolha T'=1, R = g, P = %, S = 0. Observe que os pagamentos estao
sobre o segmento de reta que liga (S,7) a (7,.9).

das estratégias DZ generosas, desde que se tome em ambos os casos y = 1 (e
portanto Z é cancelado).

As estratégias DZ justas sao aquelas tais que sy = sy para qualquer
escolha de plano estratégico de Y. Sao portanto as estratégias com p =
a(Sx —Sy) = (0,—a(T — S),a(T — 5),0), a € (0,(T —5)71).

Para uma ilustracao dos pagamentos de uma estratégia DZ justa veja
Figura 3.11.

O exemplo mais notavel de estratégia DZ justa é TF'T, de grande interesse
histérico tanto por ter sido a vencedora dos torneios de Axelrod, quanto
por seu papel no experimento computacional de Sigmund e Nowak [10] de
evolugao da cooperacgao. Assim como TFT, as outras estratégias DZ justas
possivelmente também podem catalisar a evolucao da cooperacgao, pois sao
capazes de combaterem as estratégias mais traidoras e se beneficiarem da
cooperagao com as mais cooperativas.
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Sy

Sx

Figura 3.11: Para um valor fixo p de uma estratégia justa contra uma amostra
de 10.000 estratégias g, os pagamentos dos jogadores X e Y estao sobre a
diagonal sy = sx.

Por completeza convém mencionar que a estratégia na fronteira do seg-
mento das estratégias justas, ou seja, aquela com o = 0 em p = a(Sx — Sy)
é a estratégia REPETE. Os pagamentos para esta nao obedecem a equacao
sx = sy. Como a estratégia repete indefinidamente sua primeira jogada, os
pagamentos sy e sy dependem da primeira jogada de X e da estratégia de
Y. A cadeia de Markov possui pelo menos dois estados terminais, podendo
ter quatro estados terminais, caso Y também adote REPETE.

3.6 Competicao entre jogadores que escolhem
estratégias DZ
Nas competicoes vistas em secoes anteriores, as estratégias foram escolhidas

por X com vetor p contra um padrao estratégico arbitrario escolhido pelo
adversario Y. Suponha que ambos os jogadores escolham estratégias DZ.
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Vamos calcular o que acontece quando X e Y usam estratégias DZ associadas,
respectivamente, com os pontos (@, 3) e (@, b) na regiao EDZ. A situacao estd
ilustrada na Figura 3.12. A reta E; é o conjunto de todos os possiveis pares
de pagamentos quando X usa a estratégia DZ associada ao ponto (&, 3) na
regiao EDZ e Y usa uma estratégia qualquer. Se X usa uma estratégia DZ
associada ao ponto (a,b), entao, pelo Teorema 10, os pagamentos médios de
X e Y satisfazem a asyx + bsy = —1, que sdo os pontos da reta denotada
por F, na Figura 3.12. Mas como quem adota a estratégia DZ associada
ao ponto (@, b) é Y, entdo o conjunto de todos os pagamentos para todas as
possiveis escolhas para X sdo os pontos da reta bsy +asy = —1, que é a reta
E!l da mesma figura.

Encontramos portanto os pagamentos para X e Y resolvendo o sistema
de equacoes lineares

{ asy + sy = —1

BSX + (_ZSY = -1 <319>

Neste momento convém que nos preocupemos mais com a posi¢ao geométri-
ca das retas cujas equacoes formam o sistema acima. Para isto, vamos nomear
os lados do quadrildtero de pagamentos, ver Figura 3.12. Sejam ¢; o lado
que liga os vértices (P, P) e (S,T), {5 o que liga (S,T) a (R, R), {5 o que liga
(R,R) a (T,95) e, finalmente ¢4 o que liga (T, S) a (P, P).

Sabemos que se Y joga ALLD, entdao o ponto correspondente ao par de
pagamentos (sx, sy ) deve necessariamente estar sobre o lado ¢;. Se Y porém
joga ALLC, o ponto correspondente aos pagamentos de X e Y deve estar no
lado oposto 3. Portanto a reta E; de equacdo asy + sy = —1 deve ligar
um ponto de ¢; a um ponto de /3.

Por um raciocinio andlogo, trocando os papéis de X e Y, a reta E) de
equacio bsx + asy = —1 liga {5 a £,.

Dai, nao é dificil enxergar, a menos de dois casos especiais, que as duas
retas mencionadas se interceptam em um ponto do interior do quadrilatero,
o sistema (3.19) possui solucao tnica e os pagamentos de dois jogadores DZ
estao bem definidos por esse sistema.

Os dois casos especiais sao quando ambos os jogadores jogam estratégias
justas, ou quando ambos jogam estratégias vértice. Em ambos os casos, o
sistema (3.19) possui infinitas solugoes. Como calcular os pagamentos dos
jogadores em tais casos sera examinado nos exemplos a seguir.

Resumindo, o que ird acontecer em ambos os casos em que o sistema
(3.19) é indeterminado é que a cadeia de Markov para os estados do par X e
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Y sera redutivel e havera mais de um conjunto terminal. O vetor distribuicao
estacionaria v para a cadeia sera dependente do estado inicial do par de
jogadores. Os pagamentos sy e sy estarao bem definidos, como veremos,
mas dependem da condigao inicial do par.

Sy

Sx
(T.9)

Figura 3.12: Os pagamentos de dois jogadores X e Y que adotem estratégias
DZ sao as coordenadas do ponto de intersecao das retas E; e E explicadas
no texto.

Exemplo 8 Competicao entre dois jogadores que adotam estratégias justas.
Pode-se ver pela Figura 3.13 que {CC} e {DD} sdo conjuntos terminais e,
para valores genéricos dos vetores estratégia, sao os unicos conjuntos termi-
nais. A estratégia TFT é uma das estratégias justas. Caso X e Y joguem
TFT, {CD,DC} também é um conjunto terminal. Como nao hd unicidade
do congunto terminal, a distribuicao estaciondria da cadeia de Markov de-
pende da condicao inicial. Se o estado inicial for CC ou DD, o par de
jogadores permanece no estado inicial por todo o tempo. Os pagamentos
(sx,sy) serao respectivamente (R, R) e (P, P). Agora, para dois jogadores
que escolhem TFT, ha trés comportamentos possiveis: ou ficam em CC todo
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(1-p3)q2

Figura 3.13: Grafo orientado da competicao entre jogadores que escolhem
estratégia justa.

o tempo, ou ficam em DD todo o tempo, ou alternam entre CD e DC todo o
tempo.

Exemplo 9 Competicao entre dois jogadores que adotam estratégias vértice.
Os wvetores sao p = (p1,1,0,p4) € ¢ = (q1,1,0,q4). Pode-se ver pela Figura
3.14 que o0s unicos estados recorrentes sao CD e DC. FExistem neste caso,
dois conguntos terminais: {CD} e {DC}. A matriz de transi¢io é redutivel
e o pagamento médio de X e Y depende da condicdo inicial. Se o estado
final for CD, o pagamento médio serd (sx,sy) = (S,T) e se o estado final
for DC resulta no pagamento médio (sx,sy) = (T,5). Este ezemplo mostra
que os pagamentos dos dois jogadores nunca serao idénticos, ao contrdrio do
que afirma Akin em [1].
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out21]= 1

(1-pa)(1-qa)

Figura 3.14: Grafo orientado da competicao entre jogadores que escolhem
estratégia vértice.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos fenomenos que envolvem cooperacao para enten-
der o surgimento da mesma, apesar de nao termos introduzido nenhum tipo
de dinamica evolutiva. A ferramenta da Teoria de Jogos utilizada foi o jogo
Dilema do Prisioneiro, no qual acontece uma interacao entre dois individuos.
A cada rodada do jogo os jogadores possuem duas estratégias possiveis: co-
operar ou trair. Cada um dos participantes recebe um pagamento por sua
escolha. Os vetores de recompensa sao descritos por Sy = (R,S,T,P) e
Sy = (R,T, S, P). Pela hierarquia T > R > P > S, conseguimos perceber
que a traicao ¢ a melhor escolha quando se joga o DP apenas uma vez.

Para tornar possivel a cooperacao, o jogo deve ser repetido. Aqui utili-
zamos uma extensao do DP simples denominada Dilema do Prisioneiro In-
finitamente Repetido (DPIR). No DPIR, os dois jogadores tém a certeza de
que haverd uma nova rodada do jogo. Em cada rodada do DPIR, o par de
jogadores ocupa um dos quatro estados seguintes: CC,CD, DC, DD. Supo-
mos na maior parte das situacoes que os jogadores X e Y adotam estratégias
de memoéria um. Os resultados sucessivos deste jogo sao entao determinados
por probabilidades que s6 dependem da rodada imediatamente anterior, isto
é, seguem uma cadeia de Markov. Supomos v = (vy,ve, v3,v4) a distribuigao
limite no sentido de Cesaro da cadeia de Markov. Tal distribuicao define um
pagamento médio por rodada para os jogadores (sx,sy) = (< v,Sx >,<
v, Sy >).

Uma condigao imposta foi P < S*TT < R, a qual garante que todos os
pares de pagamento possiveis estao contidos em um quadrilatero convexo
com vértices (S,T), (T,S), (P, P),(R, R).

Uma nova classe de estratégias de memoria um para o DPIR, chamadas
estratégias de determinante zero (DZ), foram descobertas em 2012 por Press
e Dyson [7]. Eles usaram um formalismo arbitrdrio baseado nas proprieda-
des de determinantes e regra de Cramer. Estas estratégias permitem que o
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jogador que as adote tenha um grande controle sobre o resultado do jogo.

Diversos autores renomados ampliaram a analise de Press e Dyson. Por
exemplo, Stewart e Plotkin descobriram em [11] as estratégias DZ generosas
e forneceram resultados sobre o sucesso dessas estratégias ao repetir o torneio
promovido por Axelrod incluindo também estratégias DZ.

Escolhemos estudar [1] e mostrar seus resultados mais interessantes, que
situam as estratégias DZ no conjunto de todas as estratégias de memoria um.
Definimos estratégias boas e concluimos que as estratégias DZ generosas sao
boas. Pela Figura 3.9, conseguimos perceber que, quando Y aumenta seu
ganho, ele aumenta também o ganho de X. Mesmo que Y tenha somente
o interesse em aumentar o seu ganho, quando X adota uma estratégia boa,
os jogadores X e Y recebem o mesmo pagamento R de cooperagao mutua.
Concluimos também que as estratégias justas sao boas. Na Figura 3.11, em
todos os pontos, sx = sy e quando Y maximiza seu pagamento, ele maximiza
também o pagamento de X. Assim, X e Y também receberao o pagamento
R. Uma estratégia DZ extorsiva nao é boa. Podemos ver na Figura 3.8
que, quando Y maximiza seu ganho, ele maximiza também o ganho de X
sendo que, em geral, X ganhard mais do que Y. O tnico ponto em que
sx = sy ¢ quando ambos recebem o mesmo pagamento da traicao mutua
P. Isto acontece quando Y minimiza seu ganho. Descrevemos também as
estratégias DZ vértice, que nao sao boas ja que p, = 1. O interesse nas
estratégias vértice se justifica por sua posicao peculiar na fronteira da regiao
das estratégias DZ nao excepcionais, ver Figura 3.5. Também porque o
confronto de dois jogadores que adotam estratégias vértice exemplifica um
caso em que a cadeia de Markov que define os pagamentos dos jogadores
possui mais de um conjunto terminal e, consequentemente, os pagamentos
dependem da condicao inicial adotada pelos jogadores.
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