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Resumo

O centro da dissertacdo é o estudo do artigo: A disease transmission model in a nonconstant
population (Dereck e Driessche, J. Math. Biol, 1993).

Apresentamos o modelo epidemiologico SIRS (suscetiveis, infectados e recuperados) para uma
populacao de tamanho variavel e duas simplificagoes do modelo, SIR e SIRI.

Estes modelos sao descritos por sistemas de equagoes diferenciais ordinarias em Ri’_.

O interesse especial estd na descricdo das taxas de infecgdo, recuperacao, reinfecgio e sua de-
pendéncia em parametros. Mais especificamente, mostramos a influéncia dos parametros sobre o tipo de
solucoes possiveis. Além do estudo e classificacdo das solugoes de equilibrio, nos interessamos de maneira,
particular pela existéncia ou nao de solugoes periddicas.

Apresentamos e demonstramos uma generalizacdo do critério de Bendixson-Dulac.

Finalizamos com algumas simula¢des numeéricas usando o programa Mazima®.



Sumario

ntroducao

L

Modelos Epidemiologicos|

1.1  Modelo SIRSI . . . . . . oo

B

Aplicacao do critério de Bendixson-Dulac generalizado)

3.1 Aplicacao do critério para o modelo SIRS| . . . . . . . ... o000

Alguns exemplos da dependéncia dos modelos nos parametros|

4.1 Modelo SIR com populacao varidvel] . . . . . .. ..o oo

4.2 Sobre a existéncia de solucoes periddicas para o modelo SIR com populacao variavel] . . .

AP a

p.1  Equacoes diferenciais ordinarias|. . . . . . . . ..o i h e e e e e e e e e e
B.2 Estabilidadel. . . . . . . .
P.3  Equacoes lineares| . . . . . . ..o

[F.-4 Equacoes nao [ineares| . . . . . . . . oo e e e

Lo N O w W

10
10
12

15
22



Introducao

O estudo de modelos epidemioldgicos associa aspectos biologicos com sociais. Doencas epidémicas
podem se propagar rapidamente pela populagao, podendo persistir durante longos anos em algumas
comunidades. Em casos extremos a proliferacao de uma epidemia pode afetar uma geragao inteira como
foi o caso da peste negra que matou 20% da populagido na Europa num periodo de 7 anos.

Os modelos epidemioldgicos podem ser estocdsticos ou deterministicos. Nesse trabalho aborda-
remos apenas os modelos deterministicos chamados SIR, SIRI e SIRS.

Para esses modelos, consideramos uma determinada populagao e classificamos seus individuos
entre as classes: S- Suscetiveis, I- Infectados e R- Recuperados; onde S é formada pelos individuos
que estdo passiveis de receber a infecgdo; I é formada pelos individuos que adquiriram a infec¢do; e R é
formada pelos individuos que se recuperaram da infeccao.

Estudamos a dindmica de transicao, ao longo do tempo, dos individuos da populacao entre as
classes e as descrevemos por meio de equacdes diferenciais em R3. De maneira geral essa transicio é

esquematicamente representada por:

A populagdo é considerada homogénea, ou seja, as taxas de transicdo entre as classes sdo as
mesmas para todos os individuos, bem como as taxas de natalidade e mortalidade.

O ntmero de individuos em cada classe serd dado pelas fungoes S(t), I(t) e R(t), e portanto
N(t) = S(t)+ I(t)+ R(t) é namero total de individuos na populacdo, que pode ser constante ou néo, isto
é, consideraremos taxas de natalidade e mortalidade.

No Capitulo [I] apresentamos hipoteses especificas de cada modelo epidemiologico estudado.
Através delas, montamos os sistemas de equacgoes diferenciais correspondentes aos modelos, mostramos
que estao bem definidos quanto a solucoes em Ri.

Normalizamos as classes dos modelos epidemioldgicos, isto é, consideramos s = S/N, i =I/N e



SUMARIO 2

r = R/N e mostramos que os modelos SIRI e SIRS normalizados tem a forma

Yy =F(y) =My — (1- My)y + f(y) (1)

onde y = (s,4,r) é um vetor coluna com s + i+ r < 1 (regifdo D), M uma matriz quadrada de ordem 3
essencialmente nao negativa, isto é, todas as suas entradas s@o nao negativas com pelo menos uma delas
positiva; 1 matriz de ordem 1 x 3 que tem todas as entradas iguais a 1; e f um campo vetorial em Ri
que satisfaz f(y) -1 = 0 para todo y.

O principal resultado estudado neste trabalho é o Critério de Bendixson-Dulac generalizado,
apresentado no Capitulo[2] que fornece as condigdes que garantem a néo existéncia de solugdes periodicas
para campos vetoriais definidos em R3. Para sua demonstracdo, utilizamos os teoremas de Green e Stokes
e o critério de Bendixson-Dulac para campos em R2.

No Capitulo [3] mostramos como aplicar o Critério de Bendixson-Dulac generalizado para os
nossos modelos, na forma [1] acima. Na secao observamos que a aplicacao do critério de Bendixson-
Dulac independe dos parametros que diferenciam os modelos SIRI e SIRS normalizados, analisamos os
parametros que permitem os modelos nao admitirem solucoes peridédicas na regiao D, ou seja, quando
aplicar o critério de Bendixson-Dulac generalizado. E apresentamos alguns exemplos de taxas de contagio
e reinfeccao, usados em outros artigos, que satisfazem o critério.

No Capitulo[]fazemos um estudo mais detalhado da dependéncia do comportamento das solugoes
nos parametros em alguns exemplos dos modelos apresentados. Na secao discutimos as solugoes de
equilibrio do modelo SIR com crescimento populacional. Os exemplos/simulagoes utilizando sdo feitos
com o software Mazima®.

No Apéndice, apresentamos resultados/no¢oes basicas da teoria de equagoes diferenciais ordiné-

rias além dos fatores que influenciam a classificagao das solucoes de equilibrio quanto & estabilidade.



Capitulo 1

Modelos Epidemiolbgicos

Os modelos epidemiolégicos mais simples que descrevem a evolucao temporal de uma certa doencga

(infecgao) em uma populagao consideram que os individuos sdo divididos em trés classes:
S - suscetiveis individuos passiveis de receber a infecgao;

I - infectados individuos que adquiriram a infec¢ao e portanto podem transmiti-la;

R - recuperados individuos recuperados da infeccdo e em principio imunes a ela.

O numero total de individuos da populagdo, que pode ser constante ou ndo, é dado por
N=S+1+R.

Estes modelos, denominados de comportamentais deterministicos, visam descrever a evolucao no tempo
do numero de individuos em cada classe. A variacdo destes numeros se da em funcdo de infeccdo de
individuos sdos (susceptiveis ou recuperados), da recuperagio (tratamento) de infectados e de nascimento
e morte. Admite-se que a infeccio ocorre por contato entre individuos sdos e infectados e que nao existem
diferencas entre individuos de uma mesma classe. Em particular, consideramos o contato homogéneo entre
os individuos da populacao, isto é, os individuos tem a mesma chance de encontro com outro e a mesma

taxa de transicao para outra classe. Também admitimos que todos os individuos nascem livres de infeccao.

1.1 Modelo SIRS

O mais completo destes modelos é o chamado SIRS com populagao de tamanho variavel,
nele o individuo recuperado adquire imunidade parcial temporéaria (podendo ser reinfectado), ou seja, o
individuo recuperado pode voltar a classe dos individuos suscetiveis, além de poder ser reinfectado. O

modelo é esquematicamente representado por:

S — I +— R — S
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No contato entre os individuos das classes S e I, os suscetiveis podem se tornar infectados a uma taxa
I1®(S,1,N), denominada chamada taxa de contagio ou funcao de incidéncia. Os individuos sdo
recuperados da infeccio a uma taxa v > 0, chamada taxa de recuperacgao. A funcio ®: R? — Rt ¢
continuamente diferenciavel, nao negativa, limitada e homogénea de grau 0 em R3 satisfazendo

lim ®(S,I,N)=0, lim ®S,I,N)=0 e lim &(S,I,N) = .
S—0t I—0+ N—0+

Lembramos que uma funcdo f(x1,...,z,) de R™ é homogénea de grau k se

fla(zy,...,zpn)) = akf(xl,...,xn).

No modelo de Kermack-McKendrick (1927) ¢ utilizada ®(S,1,N) = o= com ¢ e N constantes. Outro
exemplo de funcao de incidéncia utilizado na literatura é ®(S,I, N) = wﬁ.

Além da taxa de contagio, considera-se uma taxa de reinfecgao dada por IV = I¥(R,I,N),
onde ¥ : R? — R' ¢ uma funcio com as mesmas propriedades de ®, isto é, continuamente diferenciavel,

limitada, ndo negativa e homogénea de grau 0 em R?, satisfazendo

Rliﬁr%Jr\I/(R,I,N) =0, Ilirng\I/(R,I,N) =0 e ngré+ U(R,I,N) = T,.
As derivadas S’, I’ e R’ representam a variacao, em funcio do tempo, da quantidade de individuos na
populacao nas classes de suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente.

Desde que a populacao seja de tamanho varidvel N, introduzem-se parametros que indiquem a
variacao no tamanho da populagao. Usaremos b como taxa de natalidade e d taxa de mortalidade na
populacao. Consideraremos o excesso de mortes na classe I e R que serdo denotadas por € e §, respec-
tivamente. A taxa com que os individuos recuperados perdem a imunidade temporaria, serd denotados
por p. Vale ressaltar que todos os parametros sao nao negativos. Desse modo, o sistema de equacoes

diferenciais que representa o modelo epidemiologico SIRS com populagao de tamanho variavel é

dado por:
S = bN —dS —I® + pR
I' = I®o—~I+1V—(d+¢)l (1.1)
R = ~AI—(d+6)R—1IY +pR

onde ® = &(S,I, N), U = (S, I, N).

Através das equagdes acima obtemos que a variacdo total da populacgio é dada por
N' =(b—-d)N —el —6R. (1.2)

O sistema é representado pela figura [T.1]
Notemos que s6 fazem sentido valores nao negativos de S, I, R. Portanto é necessario que o

sistema esteja bem definido em R‘i, isto é, qualquer solugao inicial em Rﬁ_ permanece em Ri.
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| pR |

\ - - ~. /

I ‘ / (d+)I \

\ e | R |
(d+6)R U
\‘ - /
Figura 1.1: Esquema do sistema de equacoes SIRS
O campo do sistema [I.1] é definido por
Y' = MY + f(¥),

onde

S b—d b b+p —I®
Y=|I|,M=| 0 —(d+e+7) 0 e f(Y)=|I®o+1V]. (1.3)
R 0 vy —(d+6+p) —Iv

Lema 1.1. O sistema de equagies que descreve o modelo SIRS com populagio varidvel [[1] estd bem
definido e possui solu¢do unica para qualquer condi¢do inicial em Ri. Além disto as solugdes com

condigdes iniciais em ]R3+ permanecem em ]Ri para todo t > 0

Demonstra¢do. A existéncia e unicidade das solugoes seguem diretamente do Teorema [5.1] Para que
o sistema esteja bem definido em relagdo a solu¢oes ndo negativas e tempo ¢t > 0, basta mostrar que
S’(0,I,R), I'(S,0,R) e R'(S,1,0) sdo ndo negativas no primeiro octante. Assim vamos analisar o que
acontece com cada equagao quando S,I e R tendem a zero (pelo lado positivo) para concluir que as

= 3
solugdes permanecem em RY . Temos que

limg_04 S'(S,I,R) =0bN + pR — Islirg+<1>(s, I,N)>0, YI,R>0
—
limg oy R'(S,I,R) =~I—1T lim U(R,I,N)>0, VS, I>0
R—0+4

limI*)0+ I/(S,I,R> ZO VS,RZO

O

A seguir vamos analisar a existéncia de solu¢des de equilibrio que correspondem a S’, I’, e R’
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iguais a zero. E claro que para qualquer escolha de parametros e funcoes de contégio, a origem em Rﬁ_
¢ uma solugao de equilibrio do sistema isto & (S(t),I(t),R(t)) = (0,0,0),Vt. Além desta solucao
trivial, podemos procurar solugdes de equilibrio sem doenga (DFE), ou seja solugoes com I = 0.

Se I =0 temos que I’ =0 e R’ = 0, logo as solugdes de equilibrio correspondem a (b — d)S =0

e portanto
e se b = d, qualquer (Np,0,0) é solugdo de equilibrio;
e se b # d, apenas a solugdo trivial (0,0, 0) é solugdo de equilibrio com I = 0.

Podemos analisar a estabilidade da solucao de equilibrio trivial. A matriz jacobiana do sistema

calculado na origem é dada por

b—d b— P b+ o
J(0,0,0)=1 0 —(d+e+7)+Po+ T 0

Que tem autovalores

M=b—d; do=(Po+¥o)—(d+e+7) e Ag=—(d+5+p).

Observando que A3 < 0 e tendo em vista a classificacao de solucoes de equilibrio apresentadas no Apéndice

temos que a origem é

(Po+%¥o)

(@+ety) ~ !

e equilibrio instavel se b > d, ouse b < d e

(Po+%o)

ey <1

e localmente assintoticamente estavel se b < d e

Em particular, se b < d temos da equacao que N’ < 0 e portanto a populacdo se extingue.
Como mencionado, o modelo SIRS com populagao de tamanho varidvel é o mais completo que

veremos nesse trabalho. A seguir apresentaremos algumas simplifica¢gbes do mesmo.

1.2 Modelo SIR

O modelo epidemiolégico mais simples é chamado SIR. Nele nao sdao considerados nascimentos
ou mortes e individuos recuperados ndo voltam a se infectar. Assim, a transicdo entre as classes de

individuos é esquematicamente representada por
S — I — R

O mais conhecido destes modelos é o Kernack-McKendrick dado por:

S = —£8I
I' = £SI—+I
R = ~I
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Solugoes de equilibrio para o modelo SIR (com populacdo constante) s6 ocorrem para I = 0, ou
seja sem infec¢do, mesmo no caso de taxas de contagio mais gerais.

Podemos considerar também um modelo SIR com populagdo nao constante, introduzindo taxas
de natalidade e mortalidade. Considerando que todos individuos nascem suceptiveis e que as taxas de

mortalidade sdo diferentes para suceptiveis, infectados e recuperados temos

S = —®I+bS-dS
I' = Il —(d+el
R = I —(d+ )R

O comportamento do sistema segue a figura

/m\"s -

o - (d+e)l ~
™ (d+8)R - R 1 I ‘

Ny

Figura 1.2: Esquema do sistema de equagdes SIR com populagio variavel.

Dependendo dos parametros, o modelo SIR com populacao nao constante pode ter solugoes de

equilibrio com presenca da doenga (I # 0) que serdo apresentadas no Capitulo [4] .

1.3 Modelo SIRI

O modelo SIRI é uma variagdo do modelo SIRS no qual os individuos da classe dos recuperados
ndo adquirem imunidade e podem ser reinfectados. Assim, a transicdo entre os individuos das classes no

modelo é esquematicamente representada por:
S — I +<— R

Seguindo os parametros e taxas de contagio e reinfeccao descritos anteriormente, e consideramos que a

mortalidade de recuperados é a mesma que de susceptiveis (§ = 0), o sistema de equagdes que descreve
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o modelo SIRI com populagdo de tamanho varidvel é dado por:

S = bN —dS — I
I' = I®—yI[+ 10— (d+e) (1.4)
R = ~I —dR — IV

O esquema do modelo segue a Figura[L.3

BB~ gy S

\

/W\/

(d+g)l

R e ™
@R

Figura 1.3: Esquema do sistema de equacoes SIRI.

1.4 Modelo SIRS normalizado

Faremos agora uma normalizacao das classes de individuos, isto é, vamos denotar por s,z e r
classes proporcionais as S, I e R com relacao & quantidade total de individuos na populacdo estudada.

Definimos,

2|

I
N
Para as classes normalizadas temos

s+i+r=1

Sabendo que as taxas de contégio e reinfecgdo sdo fungoes homogéneas de grau 0, temos

&(S,I,N) = &(

U(R,I,N) = (

Com um abuso, utilizamos a mesma notagao para as funcoes de duas e trés variaveis, sendo que o emprego
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de uma ou outra se torna claro no contexto. Obtemos assim o seguinte sistema de equagoes:

s = b(1 —8) + pr + esi+ dsr —i®(s, 1)
i = —(b+e+7)i+ €2+ Sir +i®(s,i) + iV (r, i) (1.5)
r o= vi — (b+ p+8)r + €ir + 6r® —iW(r, i)

Reescrevendo o sistema [I.5] na forma matricial e utilizando que 1 — s = i + r, obtemos:

v =Fy)=My—(1-My)y+ f(y), (1.6)
onde M é dado em [L.3] por
b—d b b4 p
M=]10 —(d+e+7) 0 ;
0 o —(d+6+p)
s —i®(s,1)
y=|i[, 1=[1 1 1] e flu) = |i®(s.0) + i)
r —iU(r,i)

O sistema acima esta definido no tridngulo que é a parte do plano s + i + r = 1 no primeiro

octante.



Capitulo 2

Nao existéncia de solucoes periodicas

Uma das questoes no estudo de equacoes diferenciais consiste em se identificar os tipos de solu-
¢oes possiveis. Em particular, além de solucoes de equilibrio e sua estabilidade, procura-se estabelecer
a existéncia ou nao de solugoes periddicas. No caso de modelos epidemiolégicos, o conhecimento da
ocorréncia, ou nao, de solugoes periddicas pode contribuir para o controle de epidemias.

O teorema de Poincaré-Bendixson [7] fornece condi¢bes para garantir a existéncia de orbitas
periddicas para equacgoes diferenciais bidimensionais definidas por um campo vetorial. Nesse capitulo
vamos apresentar o Critério de Bendixson-Dulac [8] que nos mostra quando é possivel afirmar a nao
existéncia de o6rbitas periddicas.

A demonstracdo do critério de Bendixson-Dulac e de uma versao generalizada do mesmo para
R3, utiliza os resultados classicos de analise vetorial na forma do Teorema de Green e do Teorema de

Stokes, que serdo também apresentados, assim como algumas defini¢bes necessérias.

2.1 Preliminares

Dizemos que uma regido regular C' tem bordo suave por partes quando este, denotado por 0C,
consiste da unido finita e disjunta de curvas simples fechadas, isto € sem auto intersecoes e tais que os
pontos inicial e final coincidem, e que sejam C> por partes. Nesse caso, a orientagao positiva do bordo
¢ a orientacdo de cada curva fechada: em R? | se t = (t1,t3) é 0 vetor tangente unitario em um ponto
x em OC, entdo o vetor vetor normal unitario n = (t2, —t1) obtido pela rotacgdo de ¢t em 90° no sentido
horario, aponta para dentro da regidao C.

Se f = (fi1, f2) ¢ um campo vetorial continuo em R?, denotamos por

f+-dx ou / frdxy + fadxs
ac le;

a soma das integrais de linha de f sobre as curvas fechadas positivamente orientadas que compoem 9C'.

Teorema 2.1. (Teorema de Green [9]) Seja C uma regiao regular em R? com bordo OC suave por

10
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partes. Se f é um campo vetorial de classe C* em C, entio

acf ~dx = //C(alfz — 0a2f1) dA.

O teorema de Green, que diz respeito & componente tangencial de um campo ao longo de uma

curva também pode ser enunciado com a componente normal.

Corolario 1. Seja C uma regidgo regular em R? com bordo OC suave por partes e n o vetor normal

unitdrio para OC em x € OC. Se f € um campo vetorial de classe C' em C, entio

acf -n ds = //C(61f1 —|—(92f2) dA.

Demonstragao. Para tal prova basta lembrar das rotagoes de vetores em sentido horario e anti-horario 90°
no plano, isto é, as transformacoes R (z,y) = (—y,z) e R_(z,y) = (y, —z). Através delas, se t = (t1,12)
é o vetor tangente a JC em algum ponto (z,y) € 0C, entdo n = R_(t) = (t2,—t1) € o vetor normal
unitério a 0C que aponta para C.

Portanto, dado f = (f1, fo) campo vetorial, consideramos f = Ry (f) = (—fa, f1) e obtemos

f'n:fltg—fgtlzf't.

Sendo assim,

fode = f-nds
ac ac

//0(81f2—32f1) dA://C(81f1+52f2) dA

Notemos que f e f satisfazem as hipéteses do teorema de Green, o que garante a igualdade

desejada. O

e também

Seja U € R™ um conjunto abertoe f : U — R uma funcao tal que suas derivadas parciais existam.

Definimos o campo gradiente de f como

grad f =N [ = (01f, -, 0nf);

o divergente de f como

div f=V-f=01fi+ -+ 0nfn:

e o rotacional de f como

rot f =V x f.

No caso de n = 3, o rotacional & dado pela formula

rot f = (0afs — 03f2)i+ (O3f1 — O1f3)j + (O1f2 — D2 f1)k. (2.1)
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O teorema de Green pode ser visto como um caso particular do teorema de Stokes que apresenta-
mos a seguir. Antes disso, vale ressaltar que o teorema de Stokes é valido para superficies em R™, embora

vamos utilizar somente n = 3.

Teorema 2.2. (Teorema de Stokes - [9]) Seja Co uma superficie suave em R® e C uma regidgo em

Cy com bordo suave por partes. Se f é um campo vetorial de classe C definido em alguma vizinhanca

8Cf-dx://c(rotf)~ndA.

2.2 Nao periodicidade

de C' em R3, entio

Consideremos um sistema de EDOs com um campo vetorial dado por
' = f(x). (2.2)

A seguir apresentamos um teorema que nos da condi¢des para a ndo existéncia de solugoes periodicas

para o sistema [2.2]

Teorema 2.3. Critério de Bendixzson-Dulac Seja f um campo vetorial de classe C' definido em
uma regido D simplesmente conexa no plano. Suponha que exista wma funcdo g real e de classe C' tal
que o divergente V - (fg) ndo troca de sinal em D. Entdo nao existem drbitas periddicas inteiramente

contidas em D que sejam solugées para &’ = f(x).

Demonstragdo. Vamos supor que exista uma o6rbita p em D que delimite uma regido C', como na figura

e seja solugdo para a =’ = f(z).

Figura 2.1: Curva pu que delimita a regiao C

Por construgao, p € uma curva simples fechada, suave por partes e positivamente orientada pelo
vetor normal unitario. Além disso, temos que f e g sdo funcdes de classe C'. Sendo assim, as hipoteses

do teorema de Green sdo satisfeitas e o corolario [I] nos garante a seguinte igualdade

/N (ta)-ndz = [[ -(fg) aa (2.3)
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Desde que p é uma solugao para temos que f tangencia a curva p em todo ponto. Desse
modo, temos que f-n =0 em todo ponto de D e assim a integral de linha do lado esquerdo da igualdade
23] é identicamente nula.

Por hipotese, temos que V - (fg) ndo troca de sinal em D, portanto a integral dupla do lado
direito da igualdade 2:3] deve ser diferente de zero. O que gera uma contradicao.

Sendo assim, concluimos que nao pode existir tal curva p em D. O

Apresentaremos a seguir uma generalizacdo do critério de Bendixson-Dulac para campos vetoriais
definidos em R? e portanto para sistemas de trés equacoes diferenciaveis como os modelos que estudamos

neste trabalho.

Teorema 2.4. (Critério de Bendizson-Dulac generalizado) Seja f : R® — R3 um campo vetorial
continuo e Lispchitz, ;n wma curva fechada, suave por partes que delimita wma superficie C C R? orientada

e suave. Suponhamos que existe uma funcao g : R? — R3 definida e suave na vizinhanca de C tal que

g(ut)) - F(u(t) <O (ou >0) para todo t, (2.4)

(rot g)-mn>0 (ou <0) em C, (2.5)
mas nao identicamente nula. Entdo u(t) ndo é uma unido finita de drbitas de 2’ = f(x).

Demonstragdo. Primeiro, notemos que u(t) € uma orbita de 2’ = f(x) se, e somente se, é orbita do sistema
x’ = — f(x) percorrida com orientacdo inversa. Sendo assim, sem perda de generalidade, podemos mostrar
o resultado considerando apenas as primeiras desigualdades em 2.4] e

Sendo as hipoteses do teorema de Stokes satisfeitas, garantimos que

A alutt)) - i(t) dt = [[ (rot g)-m aa (2.6)

A hipotese de (rot g) -n > 0 para alguns pontos de C significa que (rot g) - n ndo é identicamente nula e
sendo g de classe C!, temos o rotacional continuo e ndo estritamente nulo, segue que a integral dupla a

direita da igualdade deve ser estritamente positiva, isto &,

//C(rotg)-ndA>0.

Por outro lado, temos que se u(t) € uma orbita de z(¢)" = f(x(t)), entdo a(t) = f(u(t)), o que

nos leva a reescrever o lado esquerdo da igualdade [2.6] como

/ o(u(t)) - it) dt = / a(u(t)) - F(ult)) dt.

m

Mas por hipotese, g(u(t)) - f(u(t)) < 0 para todo ¢, o que implica que a integral

/ o(u(t)) - j(t) dt < 0.
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O que leva a uma contradi¢ao. Sendo assim, concluimos que p nao pode ser orbita de z(t)’ = f(z(¢)). O

Definimos um poligono de fase como uma curva fechada que conecta varios pontos de equilibrio
cujos segmentos sucessivos sao trajetorias de um sistema de equacgoes. Uma consequéncia direta do critério

de Bendixson-Dulac generalizado, aplicével neste caso, é dada como corolario a seguir:
Corolario 2. Seja C C R® uma superficie suave, orientdvel, e u(t) € C curva fechada e suave por

pedacos. Suponha que existe uma fungio g : R? — R3 suave e f : R3 — R3 Lipschitz tais que

9(u(t)) - f(u(t)) =0

(rot g)-n>0 (ou <0)
em C, entdo u(t) nio é um poligono de fase da equagio ' = f(x).

Demonstragio. Consideremos p(t) € C' um poligono de fase de x(t)’ = f(z(t)). Assim, {u(t); ¢t > 0} =
OC' para alguma superficie orientada suave C’ C C com a mesma dire¢do n. Como as hipoteses do
teorema sdo satisfeitas, podemos concluir que p ndo é uma unido finita de o6rbitas de z(t)’ = f(x(t))

portanto p ndo pode ser um poligono de fase. O



Capitulo 3

Aplicacao do critério de

Bendixson-Dulac generalizado

No Capitulo [I] vimos em [I.6] que o campo associado ao modelo SIRS normalizado ¢ da forma

F(y) = My — (1- My)y + f(y),

com y = (8,4,7).
Onde a constante matriz M ¢é essencialmente nado negativa, isto é, seus elementos m;; > 0 para

todo i # j, com pelo menos uma positiva.

Lema 3.1. Afirmamos que

1 fy) =0 (3.1)
e
(1-y) =(1-My)(1—(1-y)+(1-f(y)=0 (3.2)
s —i®(s,1)
Demonstra¢do. Lembrando que y = ||, 1= {1 1 1}, fly) = i®(s,i) +iV(r,i)| e
r —i¥(r, 1)
b—d b b+p
M=1] 0 —(d+e+7) 0 ;
0 y —(d+d+p)

a condicao [3.1] é verificada através da multiplicacdo de matrizes,

—i®(s,1)
{1 1 1} : Z@(S,’L) + i\I/(T, ’L) = _i(b(svi) + i(I)(S,’i) + i‘:[’(?",i) - i\I/(T,i) =0.
—i0(r, i)

15
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Do mesmo modo, verificamos a condigao [3.2}

b—d b b+p s
1~My:[1 1 1}- 0 —(d+e+7) 0 i
0 v —(d+d5+p) r

(b—d)s+bi+ (b+ p)r
=[1 1 1}~ —(b+e+7)i
vi—(d+ 0+ p)r

=0b-d)s+bi+b+pr—(b+e+y)i+~yi—(d+I+p)r
=0b-d)s—e€i+ (b—d—0)r;

e
1—(1-y)=1—[1 1 1}- i
=1—(s+i+r).
Portanto
1-My)A-0-y)+0-fly)=((b—d)s—ei+b—d—06r)- (1—(s+i+7))+0
se anula, pois s +17+r = 1. O

Vamos considerar agora y = (y1, Y2, y3) matriz coluna, arbitraria, que satisfaz y; + y2 + y3 = 1.

Lema 3.2. Considerando F(y) = My — (1- My)y+ f(y), fungdo que representa um campo vetorial em

1
Y1y2ys ”

R e g(y) = ay x F(y), onde o = Temos que g(y) - F(y) = 0.

Demonstragiao. Usando propriedades de produto vetorial, temos

9(y) - Fy) = (ay x F(y)) - F(y)
=ay- (F(y) x F'(y))

=0

O

Lema 3.3. Considerando uma matriz M = (m;;) de ordem 3 e f(y) = (f1, f2, f3) que satisfaz f(y)-1 =0,

1
Y1Y2Y3

para todo y; a fungdo g(y) = ay x F(y) com a = , pode ser reescrita como

g=9gm + 9y
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onde

g1 = m3i + m32y2 ma33 _ M2 _ Mm22 _ M23Y3

Y3 Y1ys Y1 Y2 Y1 Y1Y2

= = — M mi2 mi3ys _ M31Y1 _ M3z _ M33
g = (91,92, 93) = | go = Lt Az masls  melh iz 4
— m21Y1 ma2 m23 _ M1 _ Mi2Yy2  mi3z

93 Y2Y3 + Y3 + Y2 Ys Y1Y3 Y1

_ 1
Trvovs W2 fs —ysf2)

2
|

g9r = (01,92, 3) = = ylylzyB (ysf1 —y1f3)

_ 1
Trvams Wif2 = y2f1)

3
|

S
\

Demonstracdo. De e sabendo que y X y = 0, temos

9(y) = ay x F(y)
=ay x [My—(1-My)y+ f(y)]
:ayxMy—a(l-My)yXy+ay><f(y)

=ay x My +ay x f(y)

=9gm + g5
Temos
gum = ay x My
1 1 mi1 M1z Mi3 Y1
fry . X m m m .
Y1Y2Y3 Y2 21 22 23 Y2
Y3 m31 Mg3z2 M33 Ys
= (91»92,93)
onde

1 1
g1 = ——(m31y1 + ma2y2 + mazyz) — —— (Ma21y1 + Mmazy2 + Ma3ys3)
Y1Ys Y1Y2

ms1 +m32y2 +m33 mai ma2

Y3 Y1Y3 Y1 Y2 Y1 Y1Yy2

1 1
g2 = —— (M11y1 + Maa2y2 + Masys) — ﬁ(m:n:lh + m3aya + M33ys)
2Y3

Yi1y2

mii mi2 misys

Y2 U1 Y1Y2 Y293 Y3 Y2

1 1
g3 = —— (Ma1y1 + ma2y2 + Mmasys) — ——(Mm11y1 + Mizy2 + Mi3ys)
Y2Yy3 Y1

msiyi m32 mas3

m21Y1 ma2 ma3 mii1
— + — +

Y293 Y3 Y2 Ys Y1Y3 Y1

17
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Além disso,
gr = ay x f(y)
Y1 f1
Y1Y2Yy3 v 2
Y3 /3
= (g_la .9_25 .9_3)
onde
_ 1
g1 = (y2f3 — y3fe)
Y1Y2Y3
_ 1
g2 = (y3fi —y1f3)
Y1Y2Y3
_ 1
g3 = (yife —y2f1)
Y1Y2Y3
como queriamos. O

Lema 3.4. Calculando os rotacionais de gy e gy dados no lema anterior obtemos

(roth)~1——(

mi3 ma3 ms32 mi2 mai ms3i
2 2 7t 5 —+t 5+ 2 )
Yiy2 Y1Ys Y1y3 Y1Ys3 Y393 Y2Yy3

fi i O0fi Of  fzs fs  Ofs 5f3>
tgr)-1=a(t- 2t L8 8 S0 O09 3.6
(rot gy) “ <y2 y1 Oy Oy2 Y2 yz Oy Oy (36)

Demonstragdo. A formula nos indica como calcular o rotacional de uma funcio de R3. Desse modo,

precisamos das derivadas parciais de gas e gy. Temos

0 m m m

o991 82 , M 23Y3

0ya Y1yYs Y2Y2 Y1y292

0 m m m
og1 < 31, 32Y2 + 23>
dys3 Ysys  Y1Y3ys Y12

Oy YY1 Y1YiYe Y23
0 m

092 _ M3 + m3il n m32
Jys Y1y2  Y2y3Yys  Ysys

0 m m m
092 _< 12+ 13y3+ 31>

% _ M= n mi2y2 + mig

Oy1 yays  wiy1¥s i1

0 m m m
93:_< 21y1+ 23 12)
0ya Y2Y2Y3 Y2Y2 Y1Ys
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Temos que a = y1yl2y3 entao
Oa -1 _-a
0y1 niiveys W
Oa -1 _-a
0ya Y1Y2Y2Y3 Y2
Oa -1 _-a
0ys3 Y1Y2Y3Ys3 Y3
01 Oa ( 0fs3 3f2)
~J- _ + « + _
By B (y2f 3 — Y3 f: 2) f3+ 12— Y Ys S
89"1 B foJe} f3 an
dys Oy (y2fz —ysf2) + ( fot+y Qay?) 38y3
0ga  Oa ( of 3f3)
== — tal—fs+tysm— —
By~ o (ysfi —y1f3) fa+us i Y1 i
dg2  Oa 9f1 Ofs
Bys 9y (ysf1 —y1fs) + « (fl +y 38y3 Y1 905
0gs O ( Of2 3f1)
P _ + « + _Je
B A (y1f2 yzfl) fo+u D 28y1
gz Oa df2 0f1
Bus O (yr1fo —y2f1) + ( ity Noy oy,
Sendo assim,
rot gnr = (rot gary, rot gz, Tot gars)
onde
o <m21y1 mag mi2 > <m13 ms31Y1 ms32 >
rot gy = — - ’
Y2Y2Y3 Y2Yy2 Y1Y3 Y1Yy2 Y2Y3Ys3 Ysys
rot gars = — (m31 + m32Y2 m23> _ (m21 + mi2y2 m13> ’
YsYs  Y1Y3yYs  Y1y2 Y2Ys  Y1Y1Y3s Y11
rot gas = — (m12 n misys m31> _ (mgg n mai m23y3> )
Y11 Y1y1y2 Ya2Yys3 Y1ys Y212 Y1Yy292
e
rot gy = (rot gs1,T0t gpa,T0t gy3)
onde
da of2 af1 o 0f1 0f3
tgp = ~— - - - o= =
rot gr1 dy (yifo —yafr1) + ( i+ 90 3y2 " oy (ysfr —wyifs) —a | fr+ y:;ay 16y3 ;
80[ f3 6f2 80& fg (9f1
tgp = — - - -
TOt gfa 3y (Y2f3 — y3fo) + ( Jotya— 05 8y " o (yifo—wy2fi) —al fo+ypi5— 9 8y1 ,
da df1 Ofs da dfs df2
t = — — _— _ — — — _—
Tot gf3 3y (y3f1 —yifs) +a( fa+uy 38y lay 9 (Y2fs —ysf2) — fs-l-yza ysayz
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Usando o fato de y1 + y2 +y3 =1 e f1 + fo + f3 =0, temos

Y2Yy2Y3 Y292 Y1Ys3 Y1Y2 Y2Y3ys Ysys
m m m m m m
. ( 31 + 32Y2 + 23> o ( 21 + 12Y2 + 13>
Ysys Y1Ysys Y1y2 Y2Ys3 Y1y1ys3 Y1
m m m m m m
_ ( 12 13Y3 + 31) _ ( 82 , M 23y3>
Y1 Y1y1y2 Y2Yys3 Y1ys Y212 Y1Yy292
1 1 1 1
—Mmis ( + + U3 ) — Ma3 ( + + U3 )
Yi1y2 Y1y1 Y1Y1y2 Y2Y2 Y1Y2 Y1Y2Yy2
1 1 1 1
— Mg < + Y2 i ) — s < + Y2 T )
Ysys Y1ysys  Y1ys Yi1ys  Y1y1ys Y11
1 1 1 1
— Mg < L + + ) —ms31 ( L2 + + )
Y2Y2Yy3 Y293 Y292 Y2Y3ys Ysys Y2Yy3

13
- (y1 +y2 +y3) —
y%yQ )

(rot gar) -1 =— (mz1y1 + ma23 + m12> _ (m13 + m31 + m32>

3 m32
) (y1 +y2 +y3) — — (y1 +y2 +y3)
2 yly

2 mai
5— (y1 +y2 +y3) — yzy (y1 +y2 +y3) — (yl +y2 +y3)
2

1Y3

2
3

m m m m
:_< 213_|_ 2?;_|_ 322_|_ 212 )
Yiy2 Y1Ys Y1Yy3 Y1Ys yz Y3 y2 y3

e
(rot gy) -1 fz 0f2 df1 f3 0f3 df1
= th+ns — -+ =ity —
a "y fitum oy, T Py, fimn ys T oy T Poy,
/3 Ofs P fi o0fi 3f2
— =t fotyas — fo—yso— 4 fo— —foty
y2y f2 28y3 2 Say f2 zy f2 28y (9y1
0 0 0 0
_y3f1 + sty glt fl . f3 J2 f2 IE

LTy, TSy, Ty,
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Cotg) 1 h Ok 0h K, O 0%
a 2 ho dys Ttys  Toys oy
B O B 0f Of
%y 2y Says Py 2y Loy
I Oh Of fa 0h Of
Sy oy . Cya Oy 0y
(—f1—f3) A(—f1— f3) df1 /3 0f3 df1
Ny, N0y, 20y, Mys TV oys oy,
f3 Ofs O(—f1— f3) fi of1 O(—f1— f3)
Y2 Y2 9 Y3 T Y2 ” Y2 s U1 an
0 0 —f1 - o(—f1 — 0
—y3£+y3£—y1 s —ys( f1 = fa) + Y3 Ch-f) —yzﬁ
Y1 oy oy Y2 0y 0ya

:1(_y2_:y3+m+%)+f3(yl_m_y2+ >+fl(y2+y1+y3)
yi oy1 o Y2 Y2 Y2 Y3 Y3 Y2 0
of1

df1 df3 df3 /3
— Py e+ ys) — (s — )+ o — 2By ) Sy ye +
902 (y1 +y2 + v3) v (y3 — y3) o (1 — 1) 995 (Y1 +y2 +y3) " (y1 +y2 +ys3)

— 5 ( (y2+y3)+(y1+y3)>+f3<(y1+y3)_(y1+y2))+<9f1_<9f1_J”:s+<9f3
Y2 Y2 Y3

(yll y1+y3))+f3((y1+y3)+(y31)>+3f1 df1 3f3+5'f3

Y2 Y2 Y3
<_+1+ y1+y3)>+f3(y1+y3+1_ 1>+3f1 of1 3f3+3f3
Y2

Y2 y?

Portanto,

(mtgf).lza(fl(_l+l/2+yl+y3>+f3<%+y3+y2_1>+8f1_8f1_8f3+8f§)

Y1 Y2 Y2 Y3 Oy1 Oya  Oya  Oys
co(Bal b b 0% 04 0h Ok
Y1 Y2 Y2 Y3 oy 0y 0y 0ys

Como queriamos. O

Notemos que a regido estudada é dada por D = {y1,92,y5 > 0; y1 + y2 + y3 = 1}, logo o vetor
normal unitario associado a essa superficie é dado por n = (1,1, 1) que estamos denotando por 1.

Feito isso, chegamos a aplicacao do critério de Bendixson-Dulac generalizado, escrita como o

teorema a seguir.

Teorema 3.1. Seja M = (m;;) uma matriz quadrada de ordem 3, constante, essencialmente ndo
negativa, y = (y1, Y2, y3) matriz coluna que satisfaz 1-y =1, f: R3 — RS funcdo de classe C' tal que

1-f(y) =0, para todo y e g(y) = ay X F(y), onde o =

o yzys Se (rot g¢)-1<0 em D° =D — 9D onde
D= {y1, y2, Y3 > 0; y1 +y2 +y3 = 1} entdo nio existe solug¢do periddica em D° para

Y =F(y) = My — (1- My)y + f(y).

Além disso, se F;(y; = 0) > 0 para j = 1,2,3; e para pelo menos um j, F;(y; = 0) > 0 entdo esse

resultado vale na regidgo D.
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Demonstrag¢io. Vimos no lema que ¢g(y) - F(y) = 0. Além disso, as entradas de M s@o ndo negativas
com pelo menos uma delas positiva, ou seja (rot gar) - 1 < 0 e por hipotese, temos que (rot g¢) -1 <0,
sendo assim,

(rot g)-1=(rot g)-n<0.

Notemos que sao satisfeitas as hipoteses do corolario do critério de Bendixson-Dulac generalizado para u
curva qualquer em D. Portanto garantimos a nio existéncia de poligonos de fase em D, em particular
nao existe solugdo periodica para y' = F(y) em D°.

Agora, o fato de Fj(y; = 0) > 0 para j = 1,2,3 implica que o campo F' nunca tem pontos que
ultrapassem a regido D quando calculados em 9D, e como F;(y; = 0) > 0 para pelo menos um j, segue
que 9D também nao é um poligono de fase para o sistema. O que nos permite concluir que ndo existem

solugdes periodicas para y' = F(y) em D. O

3.1 Aplicacao do critério para o modelo SIRS

Utilizando as formulas obtidas no lema [3.4] da segdo anterior e a defini¢do do modelo SIRS dada
pela expressao da matriz M e da funcao f, dadas no Capitulo [I] respectivamente em e obtemos

para y = (s,4,r)

524 sr2 - s2p

(rotg)-l:—<b+p v b>+ 1 (@ io 00 0P iV iU 0V ia\l,’>

ou seja, se

0 (3.7)

(rotg)-l:—<b+p vy b) o} 100 100 0 18\I/+i87\11<

524 sr2 - s2p s2r  srds sr0i  sr: srOr srOi

nao existem orbitas periddicas para o modelo SIRS.
Corolario 3. Se as funcgoes ®(s,i) e U(r,i) satisfazem

® 100 10D W 19V 109V
— +——<0

— )

s2r  srds srOi sr2 srOr @ sr Oi

entdo o modelo SIRS normalizado, dado pelo sistema[L.5], ndo possui orbitas periddicas na regido

D={s,i,r>0;s+i+r=1}.

Demonstra¢ao. Todos os pardmetros do modelo SIRS sdo ndo negativos, com pelo menos b > 0. Sendo

assim, a formula nos da

b+p ~y b
- L+ ) <o,
(321' T

e por hipétese,
P 100 109 v 1 0V n 10w

-t — = - —— 4+ ——<0
s2r  srds srOi sr2 srOr sr Oi

entao

(rot g-1) < 0.
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Novamente temos g(y) - F'(y) = 0, pelo lema Aplicando o teorema concluimos que o sistema
y' = F(y) ndo possui o6rbitas periédicas em D° = D — dD.

Do capitulo [1| vimos que F(y) est4 bem definido no sentido de nenhum ponto calculado em 9D
sair da regido D. Além disso, s'(s = 0) = §'(0,4,7) = b+ pr > 0, ou seja, pelo menos na dire¢do j = 1,
temos s'(s = 0) = Fi(y; = 0) > 0. Portanto 9D também ndo pode ser um poligono de fase, o que,
consequentemente, implica que o modelo SIRS nao admite solucoes periédicas em D, como queriamos

demonstrar. O

Corolario 4. Se ®(s,i) = sha(s +1i) e ¥(r,i) = rhy(r + 1) onde hao(s + 1) e hy(s + i) sdo fungodes
diferencidveis ndo negativas, entdo o modelo SIRS normalizado representado pelo sistema[1.5] ndo possui

solugoes periodicas na regiao D.

Demonstra¢ao. Vamos simplificar a nota¢do usando he = he(s +4) € hy = hg(r +4). Considerando,

O(s,i) = sha(s+1i) e U(r,i) = rhy(r + i) temos que

e 1oe 102 ¥ 10¥ 10V she 1(,  Ohe) s0he  rhy
s2r  srOs | sr O0i | sr2  srOr  sr0i  s2r  sr\ T Os sr 04 sr2
——(hn gy Rl
sr( \P+r8r>+sr 0i

he he 10hs n 10he n hy hyg 10hy 10hy

_ L (0he Ohe) 1 (0Ohw Ohy
ooy s\ Or 0i

<0.

Sendo assim, podemos aplicar o corolario anterior e garantir a ndo existéncia de solugoes periodicas para

o modelo SIRS normalizado com tais funcoes de contagio e reinfeccao. O

Vale ressaltar que o ultimo resultado garante que para os casos triviais das fun¢oes de contagio
e reinfec¢do, o modelo SIRS normalizado ndo admite solugdes periddicas independente da escolha dos
parametros. E em diversos artigos encontramos a funcao de incidéncia satisfazendo

1 (@ 0P 8@)
+o— =) =0,

sr\ s 01 Jds
e portanto sem solucao periddica, como veremos a seguir.

Exemplo 3.1. Considerando ®(s,i) = s como a taxa de suscetiveis que se tornam infectados, a inten-
sidade da infecgdo, que é dada por ¢i, é proporcional ao tipo de mistura da populagdo (Nold 1980). Essa

funcado é usada em varios modelos em [2].

Exemplo 3.2. Considerando ®(s,i) = gp@ como a taxa de suscetiveis que se tornam infectados, a

intensidade da infeccao é dada por <p(SZT1) Essa funcao de incidéncia foi usada por Jacquez et al. (1988)

para o modelo de AIDS com entradas constantes.

As funcoes dos exemplos acima satisfazem % (% + % - %—f) = 0. Entao pelo corolério quando

¥ = 0, todos esses modelos nao admitem solucoes periddicas em D.

sr srr Os r Ot sr sr s Or s 01



Capitulo 4

Alguns exemplos da dependéncia dos

modelos nos parametros

Nesse capitulo apresentamos alguns exemplos/simulagdes para os modelos epidemioléogicos estu-

dados no capitulo 1}, utilizando o software Mazima®.

4.1 Modelo SIR com populacao variavel

No capitulo anterior vimos que os modelos epidemiologicos estudados com taxas de infeccao e
reinfecgao triviais nao admitem solugoes peridédicas independente a escolha dos parametros. O estudo da
existéncia e estabilidade de solugdes de equilibrio (que correspondem aos pontos onde o campo se anula)
tem grande importancia, especialmente neste caso.

O modelo epidemiolégico mais simples que apresentamos foi o SIR com populagdo constante
que tem apenas solugbes sem doenga (DFE) como equilibrio do sistema. Se considerarmos a populagio
variavel é possivel obter solucoes de equilibrio nao triviais para algumas escolhas de parametros. Isto é o
que faremos a seguir.

Seguindo a notacao usada no capitulo [1, o modelo SIR com populacao variavel e infeccao dada

por pS1T é descrito pelo sistema.

S' = bN —dS— pSI (4.1)
I' = @ST—(d+e)I—~I
R = ~AI—(d+R

Notemos que para o modelo SIR ndo existe reinfec¢do (¥ = 0) e nem perda de imunidade (p = 0).

24
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Utilizando as classes normalizadas, temos o sistema

s = b(1 — s) + esi + dsr — psi
i = —(b+e+7)i+ei®+ dir+ psi (4.2)
r o= vi — (b+ §)r + eir + or?

definido na regiao triangular D correspondente & parte do plano s+i-+7r = 1 contida no primeiro octante
s,i,7 > 0. Lembramos que b representa a taxa de natalidade, d a taxa de mortalidade de individuos
sdos (S ou R), € e § respectivamente o excesso de mortalidade de individuos infectados e recuperados
e v a taxa de recuperagdo. A funcio de contagio foi tomada como ¢(s,i) = ¢s. Eliminando a variavel

r=1—s—1, o sistema SIR normalizado é reescrito como

s = b(1—s)406s(1—5)+ (c—0—)si=Fy(s,i) (4.3)
7= (p—0)is+(€—0)i%— (b+etry—0d)i=Fy(s,i) '
com o campo F(s, i) definido no triangulo
T = {(s,4) tais que 5,7 >0e s+i < 1}. (4.4)

As solugoes de equilibrio correspondem aos pontos onde o campo F' se anula, isto é ' =i =0 .

E a estabilidade destas é determinada pela derivada do campo dada pela jacobiana

aF AR
J(s,i)= |9 &
OFs OFs
Os 01
com ~
F
Za; =—b—(p—e+8)i+d(1—2s)
F
o (p—e+0)s
8%3 (4.5)
6852 = (@ —08)i+ (1 —2s)
F
672 =—(b+e+7y)+2i+(p—0)s

De [£:3] temos que

e s’ =0 corresponde & hipérbole
b(1—3s)+ds(l—s)+(e—0—p)si=0 (4.6)
e i/ = 0 corresponde a duas retas
i=0 ou (p—0)s+(e—0)i=e+b+y—0

Lembramos que estamos trabalhando apenas no tridngulo 7. Como os parametros sdo todos nio nega-

tivos, a hipérbole s’ = 0 (4.6]) intercepta o eixo i = 0 apenas em s = 1, o que corresponde ao equilibrio
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livre da doenga (DFE) (s =1,i=0,r =0).
Para simplificar a busca de outras solugoes de equilibrio e a anélise de estabilidade, vamos fixar
6 = 0, isto é vamos considerar que a taxa de mortalidade dos recuperados é a mesma dos susceptiveis.

Neste caso temos que

e 2 hipérbole s’ = 0 é dada por

e as retas i = 0 sdo dadas por

ps+ei=€e+b+ry (4.8)

As equagoes acima dependem dos pardmetros ndo negativos ¢, e e da soma (b + v + €) que de certa
maneira representa o decrescimento proporcional na classe I conjugando a mortalidade, o nascimento de
individuos susceptiveis e a recuperados.

A orientacdo da hipérbole [£.7] depende do sinal de ¢ — € ou seja da relagdo entre a da taxa de
infeccdo ¢ e a taxa de mortalidade da doenca e. Em particular, se ¢ < € aos valores de 0 < s < 1,
correspondem valores de ¢ dados por 4.7 negativos, ou seja a hipérbole s6 intercepta o tridngulo 7" em
s = 1. Assim se ¢ < € s6 podemos ter como equilibrio a solu¢do DFE. No caso ¢ = ¢, temos que
s’ =0 = s = 1, ou seja também s6 teremos o DFE. Outras solu¢des de equilibrio s6 podem portanto
ocorrer para ¢ > €, isto é quanto a taxa mortalidade pela doenca é baixa com relagao a taxa de contagio.
Em outras palavras, quando a doenga mata mais rapido que o tempo de transmissao, s6 existe o equilibrio
sem doenca.

Por outro lado, para ¢,e # 0, a reta [L.8] tem inclinacdo negativa e intercepta os eixos s e i

respectivamente nos pontos (s*,0) e (0,4*) onde

b b
po2TITe o g 0PV TE
€ 2

Notemos que se € < ¢, podemos ter s* < 1 e logo a reta intercepta o tridngulo 7. As intersegoes desta
reta com a hipérbole s’ = 0 no triangulo, nos dao pontos de equilibrio do modelo SIR com populacdo
varidvel que pode assim neste caso ter solucoes de equilibrio além do DFE.

Os equilibrios do sistema [£.3] sdo dados pelos pontos que satisfazem
a—ps b s—1
e (e—¢) s )7

(@ = ps)(e = p)s = be(s — 1)

isto é, as raizes da equacao

= (as — ps?)(e — @) = bes — be

= (ps® —as)(p —€) —bes +be =0
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= o(p—€)s® —a(p —¢€)s —bes + be =0

= o(p — €)s? — (pa — ea + be)s + be = 0
que sao dadas por

—(eav — ap — be) = VA
2p(p —€)

onde
A = (a(e — ) — be)? — 4bep(p — €).

Tendo em vista que sé nos interessa os casos em que os pontos de equilibrio acontecem no tridngulo
T, isto é, 1 > 0 e s > 0, ainda sujeitos & condicao s + i < 1 e sabendo que as solugoes "nao triviais"sé
podem ocorrer com ¢ > €, entdo vamos olhar apenas o caso A > 0 com as duas raizes reais dentro da
regiao estudada que acontece quando (Efbw) <0e % <1l = a<e.

Para ilustrar a possibilidade de encontrarmos uma solugao de equilibrio diferente de DFE esco-

lhemos alguns parametros e apresentamos como gréfico na figura [4.1]

15 .
sti=1 ——
hiperbole —
1 i=0 ———
reta ——

05

Infectados

B I B

0 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 14
Suscetiveis

Figura 4.1: O tnico caso onde o DFE nao é o tnico ponto de equilibrio do modelo SIR com populacao
varidvel; parametros usados: b = 0.03, e = 0.01, ¢ = 0.4, v = 0.2.

Seguindo os parametros usados na figura [f.I} podemos encontrar quem é o ponto de equilibrio
do sistema [£.2] diferente de DFE, ¢ o que faremos a seguir.
Substituindo os paradmetros b = 0.03, ¢ = 0.01, ¢ = 0.4, v = 0.2 na equagao

(o — €)s% — (pa — ea 4 be)s + be = 0,

obtemos
0.4(04 — O.Ol)s2 —1[0.4-0.24 — 0.01 - 0.24 4 0.003 - 0.001]s + 0.003 - 0.001 =0

= 0.1565% — 0.0939s + 0.0003 = 0,

logo
A = (—0.0939)% — 4 - 0.156 - 0.0003 = 0.00863
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0.0939 4 v/0.00863
S =

2-0.156 ’
isto € s = 0.5987105 ou s = 0.0032125, assim
. 0.24 —0.5987105-0.4 . 0.24 -0.0032125-0.4
1= 0,01 =0.05158 ou 7= 0,01 = 23.8715.

Notemos que o ponto (s,i) = (0.0032125,23.8715) nao pertence a regiao estudada, portanto o ponto de

equilibrio diferente de DFE que estamos procurando é

(s,i) = (0.5987105,0.05158).

Sabendo os possiveis pontos de equilibrio do sistema, podemos classificd-los quanto a estabilidade,

para isso utilizamos a jacobiana dada em [£.5 calculada em cada ponto de equilibrio.

1. Analise da estabilidade do ponto DFE = (1,0):

A matriz jacobiana é dada por
b —(p—¢)

0 p—a

Seus autovalores sdo portanto
)\1 =-b e )\2 =P -«
Consideramos a taxa de natalidade b sempre positiva, logo A\; < 0.

Com relagdo ao segundo autovalor temos que

— se p>a=¢c+ b+ temos que Ay > 0 e DFE é um ponto de sela;

—sep<a=€e+b+yepFe+ytemos que 0 > Ay # A\ e DFE é um n6 atrator;

sep<a=c+b+vep=c¢e+ytemos que Ao = A\; e DFE é um n6 impréprio;

— se ¢ = « temos A2 = 0 e DFE é assintoticamente estéavel.

2. Analise da estabilidade do ponto (s,4) = (0.5987105,0.05158):

Note que o ponto (s,7) = (0.5987105,0.05158) representa a intersegio da reta i’ = 0 com a hipérbole

s’ = 0 seguindo os parametros da figura [4.1

A matriz jacobiana é dada por

—0.03 — (0.4 — 0.01)0.05158 —(0.4 — 0.01)0.5987105
0.4-0.05158 —0.2442-0.01-0.05158 4+ 0.4 - 0.5987105

J(0.5987105,0.05158) =

—0.0501162 —0.233497
0.020632  0.0005158
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Seus autovalores sdo portanto

\ = —0.0496004 £ /—0.0167067
= 5 ,

logo o ponto (s,4) = (0.5987105,0.05158) é classificado como um foco atrator.

Se considerarmos que a taxa de mortalidade dos individuos infectados é a mesma dos individuos
sdos (e = 0), areta i =0 é a vertical s = s** = (b+)/¢. Sua intersecdo com a hipérbole se d4 no ponto
P** = (s**,i**) onde i** = b/p(1/s** — 1) e portanto se s**,i** < 1 teremos um ponto de equilibrio com

doenca na regiao estudada. Neste ponto temos

—(b =+ i** —s**
J(S**, Z**) _ ( ¥ ) ¥

" 0

Notemos que o determinante dessa matriz é negativo enquanto seu traco é positivo, o que resulta

em dois autovalores negativos e com isso concluimos que o ponto (s**,i**) é um equilibrio estavel.

4.2 Sobre a existéncia de solucoes periédicas para o modelo SIR
com populacao variavel

Observamos na sec¢ao do capitulo anterior que a aplicacdo do critério de Bendixson-Dulac
generalizado, expressa pela equacao nao depende do excesso de mortes causadas pela infeccdo nos in-
dividuos recuperados nem da quantidade de individuos recuperados que perdem a imunidade temporaria,
isto é, independe dos pardmetros p e §. Sendo assim, a aplicagdo do critério vale para todos os modelos

epidemioldgicos estudados. Além disto, pelo corolario [3] na mesma sec¢do, vimos, também que, se

@ 10® 10 ¥ 10¥ 10¥
s2r  srds srOi sr2 srOr sr Oi

— 9

podemos aplicar o critério de Bendixson-Dulac generalizado e garantimos que o modelo SIRS normalizado
nao possui solugoes periddicas na regido triangular D = {s,i,r > 0,s+i+r = 1}.

Para ilustrar a aplicacao do critério de Bendixson-Dulac vamos apresentar algumas escolhas de
parametros e taxas de infeccao onde este o mesmo se aplica e outra onde ele nao pode ser aplicado, ou seja,
um caso em que é possivel obter solucdes periddicas para os modelos epidemiolégicos. Para simplificar

trabalharemos no modelo SIR de populagio varidvel como na se¢do anterior. Tomamos

D(s,i) = @si, U(r,i) =0, =0
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Assim Se reescreve como

524 sr2 - s2p

b b
(7"01HJ)'1(+’)+7 )+f.

Definindo
G(s,i,7) = @s%ir — (ysi 4 bri + (b+ p)r?),

que é um multiplo de (rot g) - 1, analisar a periodicidade das érbitas para o modelo SIR com populagio
variavel normalizado que tem as funges de contégio e reinfecgdo dadas por ®(s,i) = wsi e ¥(r,i) = 0,
equivale a analisar os pontos (s, 7, ) em que a funcdo G(s, i, r) assume valores positivos e negativos, ja que
onde a fun¢do é negativa, o critério de Bendixson-Dulac garante a ndo existéncia de dérbitas periodicas.

Considerando s =1 — i — r, a fungdo G(s,i,7) se reescreve como
G(i,r) = (1 —i—7r)%ir — (y(1 —i —r)i +bri 4+ (b + p)r?),

definida no triangulo i,7 > 0e i+ r < 1.

Nos vértices do triangulo temos

e no bordo

G(0,t) = —(b+ p)t* <0,
G(t,0) = —y(1 — )t <0,

G(1 —t,t) = —t(b+ pt) <0,

ou seja, no bordo do triangulo a fungao G(i,r) é nao positiva.

Vamos olhar na diagonal 0 < ¢ =1r < %,

G(t,t) = t(p(1 — 26)t — v(1 — 2¢) — (2b + p)1).

h(1—2t)

Chamando v =1 — 2t temos 0 < u < 1 sendo que h é negativa nos dois extremos. Temos que

R (u) = (2 — 3u)u — 2y + (2b + p)

se b= e p =0, 0o maximo de h acontece em u = %, ou seja t = % e vale %tp — 2b. Assim sendo este

maximo é positivo e ¢ > 13.5b e logo a funcdo G assume nestes casos valores positivos e negativos como

pode ser visto na figura abaixo onde amarelo corresponde a valores positivos e vermelho negativos.
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08
06
04

02

Figura 4.2: Funcao G para b=~ =0.001, p=0e ¢ =0.01,0.2,0.7.

Exemplo 4.1. Vamos considerar modelo SIR com populagdo varidvel normalizado que tem as fungoes

de contagio e reinfeccio dadas por ®(s,i) = psi e U(r,i) = 0 e os parametros:
=001, e=03, b=7=0.001 ¢ p=0
Com esses parametros podemos ver que

G(i,r) = 0.01(1 — 4 — r)%ir — (0.001(1 — 5 — 7)i + 0.0017ri + (0.001 + 0)r?)

= 0.0179(1 — i — 7)? — (0.001i + 0.001i? + 0.002r3 + 0.00172)
Sendo assim, G(i,7) é dada pela figura [{.2] reafirmando a figura calculamos a G(i,r) em alguns pontos:

G(0.5,0 —0.00025

G(0,0.5 —0.00025

—0.00075

) =
) =
G(0.5,0.5) = —0.0005
G(0.25,0.75) =
) =

G(0.75,0.25) = —0.00025

e podemos ver que trata-se de uma fungao negativa em D, portanto, é possivel aplicar o critério de
Bendixson-Dulac.

Tendo em vista a anélise de existéncia de pontos de equilibrio para o sistema SIR com populagao
varidvel normalizado na regido estudada apresentada na segao anterior, podemos ver que as solucoes

tendem ao equilibrio livre da doenga, como na figura [£.4]

Agora, vejamos um exemplo onde o critério de Bendixson-Dulac ndo pode ser aplicado e o modelo

SIR com populagao varidvel normalizado pode possuir solugoes periddicas.

Exemplo 4.2. Novamente vamos considerar o modelo SIR com populagao varidvel normalizado que tem

as fungdes de contégio e reinfeccio dadas por ®(s,i) = ¢si e ¥(r,i) = 0. E agora os parametros:

p=07 €¢=03, b=v=0.001 e p=0.
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Figura 4.3: Modelo SIR com populagao variavel e parametros ¢ = 0.01, e = 0.3, b =~ = 0.001 e p = 0.
Nele podemos aplicar o critério de Bendixson-Dulac e concluimos a nao existéncia de orbitas periddicas.
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Figura 4.4: Grafico Suscetiveis x Infectados que nos mostra as soluc¢oes do sistema tendem ao equilibrio
livre da doenga. Parametros usados: ¢ = 0.01, e =0.3, b=~ =0.001 e p = 0.
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Sendo assim, temos

G(i,r) = 0.7(1 —i —r)2%ir — (0.001(1 — i — )i + 0.0017i + (0.001 4 0)7-%)

=0.7ri(1 —i —r)* — (0.0015 + 0.001i* + 0.00277 + 0.0017%)
Observemos que G (i, r) é dada pela ﬁgura reafirmando a figura calculamos a G(i, ) em alguns pontos:

G(0.2,0.3) = 0.01025
G(0.5,0.5) = —0.0005

(G(0.4,0.7) = 0.00123

G(0.6,0.9) = 0.09615

G(0.75,0.25) = —0.00025

)

) =

)
G(0.25,0.75) = —0.00075

)

) =

) = 0.00174

G(0.7,0.1

e trata-se de uma funcao que nao é toda positiva nem toda negativa, portanto nao é possivel aplicar o
critério de Bendixson-Dulac.
Nesse caso, o critério nao se aplica mas apesar de poder ter 6rbitas periédicas nao as observamos.
Tendo em vista a anélise de existéncia de pontos de equilibrio para o sistema SIR com populagao
variavel normalizado na regiao estudada apresentada na secao anterior, podemos ter equilibrios do sistema

diferente do DFE, como podemos ver na figura
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Figura 4.5: Modelo SIR com populacao variavel e parametros o = 0.7, e = 0.3, b =~ = 0.001L e p = 0.

Nele nao podemos aplicar o critério de Bendixson-Dulac e nao garantimos a nao existéncia de Orbitas
periddicas
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Figura 4.6: Grafico Suscetiveis x Infectados onde a sinuosidade das 6rbitas nos leva a crer na possibilidade

de existéncia de outro equilibrio para o sistema, diferente do trivial. Parametros usados: ¢ = 0.7, ¢ = 0.3,
b=~v=0.001ep=0.



Capitulo 5

Apéndice

5.1 Equacgoes diferenciais ordinarias

Uma equacao algébrica se caracteriza por ter como incégnitas, ntimeros. Enquanto em uma
equacgao diferencial as incognitas sdo fungdes e a equagao é dada pelas derivadas destas funges.

Neste trabalho serdo abordadas apenas sistemas de equacgoes diferenciais ordinarias da forma

y' =fy) (5.1)

onde y : R — R"™.
Uma solugao da equagio [5.1]em um intervalo I € R é uma fungio ¢(t) definida no intervalo I
tal que sua derivada esta definida no intervalo I e satisfaz a equacdo neste intervalo.

Se y, A(t) e F(t) denotam, respectivamente, as matrizes

Y1 (t) a1(t) an2(t) - a(?) f1(t)
- Y2 (t) A = azi(t) az(t) -+ azn(t) o F(t)= fz'(t) 7
yn(t) An1 (t) QAn2 (t) T ann(t) In (t)

entao o sistema de equacgoes diferenciais

% =an(t)yr + ar2y2 + - + a1nyn + fi(t)

ddit? = a91(t)y1 + a22y2 + - - + agpyn + f1(t)

dg? = an1(t)y1 + an2y2 + - + annyn + f1(t)

pode ser escrito de forma matricial
dy
y' = i A(t)y + F(t).

35
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Seja ty um ponto no intervalo [ e

y1(to) si(t)
y2(to) s2(t)
Y = e Yy =
Yn(to) Sn(t)
onde os ¢; = 1,2,--- ,n, sdo constantes dadas a priori. Entdo o problema

y' = Aty + F (1)

(5.3)
y(to) = Yo

é denominado problema do valor inicial no intervalo I e denotado por PVI.

O proéximo teorema estabelece as condicoes de existéncia e unicidade de solucao para o PVI

Teorema 5.1 (Existéncia e unicidade). Suponhamos que os elementos das matrizes A(t) e F(t) sejam
funcgdes continuas em um intervalo comum I que contenha o ponto ty. Entdo existe uma solugdo inica

do problema do valor inicial [5.3] no intervalo I.

5.2 Estabilidade

Vamos considerar sistemas de equagoes auténomas, ou seja, equagoes que independem do tempo,

que tem a forma

v =f). (5.4)

Dizemos que um ponto y* € R"™ é um ponto critico para o sistema se f(y*) = 0. Observemos que
y'(t) = f(y*) =0, nos da p(t) = y* para todo t € R, solugdo constante do sistema.

Classificar um ponto critico quanto & estabilidade significa dizer o quanto uma solucao definida
na vizinhanca da solugao constante do problema, se aproxima ou nao da mesma.

Um ponto critico y* do sistema ¢ chamado estavel se dado € > 0 existir 4 > 0 tal que toda

solucdo ¢(t) do sistema satisfaz,

lo(to) —y*| <6 = |o(t) —y*| <e,

para todo t > tg. Isso é o mesmo que dizer que solugdes que se iniciam préximas da solu¢ao constante y*

tendem a permanecer préximas para todo t € R.

Dizemos que um ponto critico y* é assintoticamente estavel se for estavel e existir §g > 0 tal

que se uma solugao p(t) do sistema satisfizer

lo(to) —y™| < do
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entao

lim ¢(t) = y*.

t—o00

Isso significa que as solugoes que iniciam proximas de y* permanecem proximas e com o passar do tempo

tendem a y*.

Se um ponto critico nao for estével, dizemos que ele é instavel.

& D) L

Figura 5.1: Ponto critico estavel, assintoticamente estavel e instavel, respectivamente.

5.3 Equacoes lineares

Uma equacgao

onde f(y) é linear, é chamada equagao linear, caso contrério, ¢ dita nao linear.
Vamos considerar sistemas de equacgoes diferenciais lineares com coeficientes contantes, isto é,

sistemas reais da forma que é equivalente & equagoes lineares homogéneas do tipo

Y = Ay, (5.5)

onde A é uma matriz real de ordem n X n.

Uma solugao de equilibrio de uma equacao diferencial da forma ¢ dada pelos pontos que
satisfazem Ay = 0. Estas equagOes sdo associadas aos campos vetoriais lineares A € R™. Se det A # 0
temos que a origem é o tnico ponto onde o sistema se anula.

Se A for uma matriz de ordem n = 1, o sistema de equacoes tem a forma

!
Y1 = 1,

com c; constante arbitraria.

Caso n > 2, a solucdo do sistema [5.5] tem a forma

y(t) = e v,
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onde v é um vetor n x 1. Observamos que,
Moy =AMy = (A-=X)v=0.
Logo, y(t) é uma solugdo nao trivial de desde que
det(A— M) =0,

isto é, desde que \ é autovalor de A e v seu autovetor correspondente.

Dessa maneira, podemos ver que a natureza dos autovalores e seus autovetores correspondentes
definem a natureza das solugoes do sistema [5.5

Sendo A uma matriz real, seus autovalores podem ser divididos em trés classes: reais, iguais ou
distintos, ou complexos conjugados. O que nos leva aos seguintes casos, considerando ¢; e ¢y constantes

arbitririas e nao negativas:

Caso 1. Autovalores A1, A2 € R tal que A; # Ag: As curvas solugoes do sistema, chamadas trajetorias de

A sao dadas por

A Aot

o(t) = cre™tvy + coe™? g,

A classificacao da origem é dada por:
se Ay < A1 <0, é chamada n6 atrator;
se Ay > A1 > 0, é chamada né instavel ou fonte;

se Ao > 0 > A\q, é chamada sela.

Caso 2. Autovalores A1, Ao € R tal que A\; = Ag:

Se o nicleo de A — Al for unidimensional, as trajetorias de A sdo dadas por
©(t) = eM[(c1 + teg)vy + ¢o v
Se o nicleo de A — Al for bidimensional, as trajetorias de A sdo dadas por
o(t) = eM(c1 vy + ¢ vo)

e nesse caso a origem é chamada né impréprio.

Caso 3. Autovalores A\ = a+if e X\ = a —if € C: As trajetorias de A sdo dadas por
@(t) = c1p1(t) + cawpa(t)

onde ¢1(t) = e [cos (Bt)vy — sin (Bt)ve] e pa(t) = et [sin (Bt)vy + cos (Bt)va].

A classificacdo da origem é dada por:

Se a = 0, é chamada centro;
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Se a < 0, é chamada foco atrator;

Se o > 0, é chamada foco instavel.

Analisando a estabilidade de um ponto critico do sistema [5.5] temos a seguinte classificacao:
e Assintoticamente estével, se os autovalores de A forem reais negativos ou com parte real negativa;
e Estaveis, se os autovalores de A forem imaginarios puros;

e Instaveis, se os autovalores de A forem reais com pelo menos um deles positivos ou se ambos tem

parte real positiva.

Para mais detalhes, procurar [10] e/ou [15].

Caso a matriz A considerada seja de ordem 2, as solugbes podem ser vistas através de uma
representacao paramétrica no plano y;y2 que recebe o nome de plano de fase e o conjunto de trajetorias
é chamado retrato de fase.

Para ilustrar as possiveis trajetorias de sistemas bidimensionais fizemos no programa M azima®

alguns retratos de fase, conforme a figura[5.2]

5.4 Equacoes nao lineares

Esta se¢ao serd dedicada as equagoes diferenciais ordinérias nao lineares, as quais sdo geralmente
de resolucao analitica dificil ou mesmo impossivel. Sendo assim vamos apenas procurar obter informacao
qualitativa sobre o comportamento da solucdao na proximidade das solucoes de equilibrio. Esse estudo
ser4 feito através do Teorema de Linearizagao.

Consideremos um sistema nao linear auténomo, cujo ponto de equilibrio é dado pela origem:

Y = f(y) (5.6)

com f funcdo de classe C! e f(0) = 0.
A linearizagao em torno do ponto de equilibrio é baseada na expansao em série de Taylor de f(y)

em torno da origem.

fly) = f(0) +0f(0)(y — 0) + R(y)
= 0f(0)y + R(y)

onde R(y) satisfaz a seguinte condi¢ao

lig ( 20y

Sy o,
y=0" yl?

Sendo assim, se estivermos interessados em analisar o comportamento das trajetérias na proximi-

dade do ponto de equilibrio, nosso sistema nao linear pode ser substituido pelo chamado sistema linear
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IS F LS

R T N

Figura 5.2: Retratos de fase tipicos dos casos 1, 2 e 3. Em 1. a origem é classificada como sela, em 2.
fonte, em 3. centro, em 4. foco estavel e em 5. nd improéprio.
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associado, dado por:

y' =0f(0)y + R(y) (5.7)

Este novo sistema obtido é homogéneo, logo nés sabemos como obter as suas trajetorias em torno
da origem.

No entanto, é importante ressaltar que a solucao geral do sistema linear associado nao é a mesma
que a solucao geral do sistema nao linear original. Existe apenas uma semelhanca qualitativa no compor-
tamento de ambas as soluc¢oes na vizinhanca do ponto de equilibrio. Em outras palavras, o comportamento
das trajetorias do sistema linear associado nos da informacoes sobre o comportamento das trajetérias do
sistema nao linear. E assim a classificacao quanto a estabilidade de um sistema nao linear é dado pelo

teorema a seguir cuja demonstragao pode ser encontrada em [I5].

Teorema 5.2 (Linearizagao). Seja y* = 0 wm ponto critico para o sistema nao linear e do sistema

linear associado B0 Entdo

1. Se y* € um ponto assintoticamente estdvel do sistema linear associado, entdao y* € um ponto assin-

toticamente estdvel do sistema nao linear.

2. Se y* € um ponto instavel do sistema linear associado, entdao y* € um ponto instdvel do sistema nao

linear.
Em resumo,

e Se os autovalores do sistema linear associado ndo sao reais positivos, reais negativos ou nao sao
imaginérios puros, entao as trajetérias do sistema nao linear sao do mesmo tipo e tém a mesma

estabilidade.

e Se os autovalores do sistema linear associado sao reais, iguais e nao nulos, entao a origem é um né

ou um foco do sistema nao linear.

- Se os autovalores do sistema linear associado sao negativos, o ponto de equilibrio do sistema

nao linear é assimptoticamente estavel.

- Se os autovalores do sistema linear associado sao positivos, o ponto de equilibrio do sistema

nao linear é instéavel.

e Se os autovalores do sistema linear associado sdo imaginarios puros, entdo a origem é um centro ou
um foco do sistema n#o linear e a sua estabilidade é indeterminada (pode ser estavel, assintotica-

mente estavel ou instavel).

Para concluir esta discussao, consideramos a hipétese de o sistema nao linear possuir um ponto
de equilibrio diferente da origem. Nesse caso, precisaremos fazer uma mudanca de variavel de forma que

seja possivel aplicar a linearizagao como descrito anteriormente.
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