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Resumo

O centro da dissertação é o estudo do artigo: A disease transmission model in a nonconstant

population (Dereck e Driessche, J. Math. Biol, 1993).

Apresentamos o modelo epidemiológico SIRS (suscetíveis, infectados e recuperados) para uma

população de tamanho variável e duas simpli�cações do modelo, SIR e SIRI.

Estes modelos são descritos por sistemas de equações diferenciais ordinárias em R3
+.

O interesse especial está na descrição das taxas de infecção, recuperação, reinfecção e sua de-

pendência em parâmetros. Mais especi�camente, mostramos a in�uência dos parâmetros sobre o tipo de

soluções possíveis. Além do estudo e classi�cação das soluções de equilíbrio, nos interessamos de maneira

particular pela existência ou não de soluções periódicas.

Apresentamos e demonstramos uma generalização do critério de Bendixson-Dulac.

Finalizamos com algumas simulações numéricas usando o programa Maximar.
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Introdução

O estudo de modelos epidemiológicos associa aspectos biológicos com sociais. Doenças epidêmicas

podem se propagar rapidamente pela população, podendo persistir durante longos anos em algumas

comunidades. Em casos extremos a proliferação de uma epidemia pode afetar uma geração inteira como

foi o caso da peste negra que matou 20% da população na Europa num período de 7 anos.

Os modelos epidemiológicos podem ser estocásticos ou determinísticos. Nesse trabalho aborda-

remos apenas os modelos determinísticos chamados SIR, SIRI e SIRS.

Para esses modelos, consideramos uma determinada população e classi�camos seus indivíduos

entre as classes: S- Suscetíveis, I- Infectados e R- Recuperados; onde S é formada pelos indivíduos

que estão passíveis de receber a infecção; I é formada pelos indivíduos que adquiriram a infecção; e R é

formada pelos indivíduos que se recuperaram da infecção.

Estudamos a dinâmica de transição, ao longo do tempo, dos indivíduos da população entre as

classes e as descrevemos por meio de equações diferenciais em R3. De maneira geral essa transição é

esquematicamente representada por:

A população é considerada homogênea, ou seja, as taxas de transição entre as classes são as

mesmas para todos os indivíduos, bem como as taxas de natalidade e mortalidade.

O número de indivíduos em cada classe será dado pelas funções S(t), I(t) e R(t), e portanto

N(t) = S(t) + I(t) +R(t) é número total de indivíduos na população, que pode ser constante ou não, isto

é, consideraremos taxas de natalidade e mortalidade.

No Capítulo 1 apresentamos hipóteses especí�cas de cada modelo epidemiológico estudado.

Através delas, montamos os sistemas de equações diferenciais correspondentes aos modelos, mostramos

que estão bem de�nidos quanto a soluções em R3
+.

Normalizamos as classes dos modelos epidemiológicos, isto é, consideramos s = S/N , i = I/N e
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SUMÁRIO 2

r = R/N e mostramos que os modelos SIRI e SIRS normalizados tem a forma

y′ = F (y) = My − (1 ·My)y + f(y) (1)

onde y = (s, i, r) é um vetor coluna com s + i + r ≤ 1 (regiâo D), M uma matriz quadrada de ordem 3

essencialmente não negativa, isto é, todas as suas entradas são não negativas com pelo menos uma delas

positiva; 1 matriz de ordem 1 × 3 que tem todas as entradas iguais a 1; e f um campo vetorial em R3
+

que satisfaz f(y) · 1 = 0 para todo y.

O principal resultado estudado neste trabalho é o Critério de Bendixson-Dulac generalizado,

apresentado no Capítulo 2, que fornece as condições que garantem a não existência de soluções periódicas

para campos vetoriais de�nidos em R3. Para sua demonstração, utilizamos os teoremas de Green e Stokes

e o critério de Bendixson-Dulac para campos em R2.

No Capítulo 3 mostramos como aplicar o Critério de Bendixson-Dulac generalizado para os

nossos modelos, na forma 1 acima. Na seção 3.1 observamos que a aplicação do critério de Bendixson-

Dulac independe dos parâmetros que diferenciam os modelos SIRI e SIRS normalizados, analisamos os

parâmetros que permitem os modelos não admitirem soluções periódicas na região D, ou seja, quando

aplicar o critério de Bendixson-Dulac generalizado. E apresentamos alguns exemplos de taxas de contágio

e reinfecção, usados em outros artigos, que satisfazem o critério.

No Capítulo 4 fazemos um estudo mais detalhado da dependência do comportamento das soluções

nos parâmetros em alguns exemplos dos modelos apresentados. Na seção 4.1 discutimos as soluções de

equilíbrio do modelo SIR com crescimento populacional. Os exemplos/simulações utilizando são feitos

com o software Maximar.

No Apêndice, apresentamos resultados/noções básicas da teoria de equações diferenciais ordiná-

rias além dos fatores que in�uenciam a classi�cação das soluções de equilíbrio quanto à estabilidade.



Capítulo 1

Modelos Epidemiológicos

Os modelos epidemiológicos mais simples que descrevem a evolução temporal de uma certa doença

(infecção) em uma população consideram que os indivíduos são divididos em três classes:

S - suscetíveis indivíduos passíveis de receber a infecção;

I - infectados indivíduos que adquiriram a infecção e portanto podem transmiti-la;

R - recuperados indivíduos recuperados da infecção e em princípio imunes a ela.

O número total de indivíduos da população, que pode ser constante ou não, é dado por

N = S + I +R.

Estes modelos, denominados de comportamentais determinísticos, visam descrever a evolução no tempo

do número de indivíduos em cada classe. A variação destes números se dá em função de infecção de

indivíduos sãos (susceptíveis ou recuperados), da recuperação (tratamento) de infectados e de nascimento

e morte. Admite-se que a infecção ocorre por contato entre indivíduos sãos e infectados e que não existem

diferenças entre indivíduos de uma mesma classe. Em particular, consideramos o contato homogêneo entre

os indivíduos da população, isto é, os indivíduos tem a mesma chance de encontro com outro e a mesma

taxa de transição para outra classe. Também admitimos que todos os indivíduos nascem livres de infecção.

1.1 Modelo SIRS

O mais completo destes modelos é o chamado SIRS com população de tamanho variável,

nele o indivíduo recuperado adquire imunidade parcial temporária (podendo ser reinfectado), ou seja, o

indivíduo recuperado pode voltar à classe dos indivíduos suscetíveis, além de poder ser reinfectado. O

modelo é esquematicamente representado por:

S −→ I ←→ R −→ S

3



CAPÍTULO 1. MODELOS EPIDEMIOLÓGICOS 4

No contato entre os indivíduos das classes S e I, os suscetíveis podem se tornar infectados a uma taxa

IΦ(S, I,N), denominada chamada taxa de contágio ou função de incidência. Os indivíduos são

recuperados da infecção a uma taxa γ ≥ 0, chamada taxa de recuperação. A função Φ : R3 → R+ é

continuamente diferenciável, não negativa, limitada e homogênea de grau 0 em R3 satisfazendo

lim
S→0+

Φ(S, I,N) = 0, lim
I→0+

Φ(S, I,N) = 0 e lim
N→0+

Φ(S, I,N) = Φ0.

Lembramos que uma função f(x1, . . . , xn) de Rn é homogênea de grau k se

f(α(x1, . . . , xn)) = αkf(x1, . . . , xn).

No modelo de Kermack-McKendrick (1927) é utilizada Φ(S, I,N) = ϕ S
N com ϕ e N constantes. Outro

exemplo de função de incidência utilizado na literatura é Φ(S, I,N) = ϕ S
S+I+cN .

Além da taxa de contágio, considera-se uma taxa de reinfecção dada por IΨ = IΨ(R, I,N),

onde Ψ : R3 → R+ é uma função com as mesmas propriedades de Φ, isto é, continuamente diferenciável,

limitada, não negativa e homogênea de grau 0 em R3, satisfazendo

lim
R→0+

Ψ(R, I,N) = 0, lim
I→0+

Ψ(R, I,N) = 0 e lim
N→0+

Ψ(R, I,N) = Ψ0.

As derivadas S′, I ′ e R′ representam a variação, em função do tempo, da quantidade de indivíduos na

população nas classes de suscetíveis, infectados e recuperados, respectivamente.

Desde que a população seja de tamanho variável N , introduzem-se parâmetros que indiquem a

variação no tamanho da população. Usaremos b como taxa de natalidade e d taxa de mortalidade na

população. Consideraremos o excesso de mortes na classe I e R que serão denotadas por ε e δ, respec-

tivamente. A taxa com que os indivíduos recuperados perdem a imunidade temporária, será denotados

por ρ. Vale ressaltar que todos os parâmetros são não negativos. Desse modo, o sistema de equações

diferenciais que representa o modelo epidemiológico SIRS com população de tamanho variável é

dado por: 
S′ = bN − dS − IΦ + ρR

I ′ = IΦ− γI + IΨ− (d+ ε)I

R′ = γI − (d+ δ)R− IΨ + ρR

(1.1)

onde Φ = Φ(S, I,N), Ψ = ψ(S, I,N).

Através das equações acima obtemos que a variação total da população é dada por

N ′ = (b− d)N − εI − δR. (1.2)

O sistema é representado pela �gura 1.1.

Notemos que só fazem sentido valores não negativos de S, I, R. Portanto é necessário que o

sistema esteja bem de�nido em R3
+, isto é, qualquer solução inicial em R3

+ permanece em R3
+.
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Figura 1.1: Esquema do sistema de equações SIRS

O campo do sistema 1.1 é de�nido por

Y ′ = MY + f(Y ),

onde

Y =


S

I

R

 , M =


b− d b b+ ρ

0 −(d+ ε+ γ) 0

0 γ −(d+ δ + ρ)

 e f(Y ) =


−IΦ

IΦ + IΨ

−IΨ

 . (1.3)

Lema 1.1. O sistema de equações que descreve o modelo SIRS com população variável 1.1 está bem

de�nido e possui solução única para qualquer condição inicial em R3
+. Além disto as soluções com

condições iniciais em R3
+ permanecem em R3

+ para todo t ≥ 0

Demonstração. A existência e unicidade das soluções seguem diretamente do Teorema 5.1. Para que

o sistema esteja bem de�nido em relação a soluções não negativas e tempo t > 0, basta mostrar que

S′(0, I, R), I ′(S, 0, R) e R′(S, I, 0) são não negativas no primeiro octante. Assim vamos analisar o que

acontece com cada equação 1.1 quando S, I e R tendem a zero (pelo lado positivo) para concluir que as

soluções permanecem em R3
+. Temos que

limS→0+ S
′(S, I,R) = bN + ρR− I lim

S→0+
Φ(S, I,N) ≥ 0, ∀ I,R ≥ 0

limR→0+R
′(S, I,R) = γI − I lim

R→0+
Ψ(R, I,N) ≥ 0, ∀ S, I ≥ 0

limI→0+ I
′(S, I,R) ≥ 0 ∀ S,R ≥ 0

A seguir vamos analisar a existência de soluções de equilíbrio que correspondem a S′, I ′, e R′
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iguais a zero. É claro que para qualquer escolha de parâmetros e funções de contágio, a origem em R3
+

é uma solução de equilíbrio do sistema 1.1, isto é (S(t), I(t), R(t)) = (0, 0, 0),∀t. Além desta solução

trivial, podemos procurar soluções de equilíbrio sem doença (DFE), ou seja soluções com I = 0.

Se I = 0 temos que I ′ = 0 e R′ = 0, logo as soluções de equilíbrio correspondem a (b− d)S = 0

e portanto

• se b = d, qualquer (N0, 0, 0) é solução de equilíbrio;

• se b 6= d, apenas a solução trivial (0, 0, 0) é solução de equilíbrio com I = 0.

Podemos analisar a estabilidade da solução de equilíbrio trivial. A matriz jacobiana do sistema

calculado na origem é dada por

J(0, 0, 0) =


b− d b− Φ0 b+ %

0 −(d+ ε+ γ) + Φ0 + Ψ0 0

0 γ − Ψ0 −(d+ δ + %)


Que tem autovalores

λ1 = b− d; λ2 = (Φ0 + Ψ0)− (d+ ε+ γ) e λ3 = −(d+ δ + ρ).

Observando que λ3 ≤ 0 e tendo em vista a classi�cação de soluções de equilíbrio apresentadas no Apêndice

temos que a origem é

• equilíbrio instável se b > d, ou se b < d e (Φ0+Ψ0)
(d+ε+γ) > 1

• localmente assintoticamente estável se b < d e (Φ0+Ψ0)
(d+ε+γ) < 1

Em particular, se b < d temos da equação 1.2 que N ′ < 0 e portanto a população se extingue.

Como mencionado, o modelo SIRS com população de tamanho variável é o mais completo que

veremos nesse trabalho. A seguir apresentaremos algumas simpli�cações do mesmo.

1.2 Modelo SIR

O modelo epidemiológico mais simples é chamado SIR. Nele não são considerados nascimentos

ou mortes e indivíduos recuperados não voltam a se infectar. Assim, a transição entre as classes de

indivíduos é esquematicamente representada por

S −→ I −→ R

O mais conhecido destes modelos é o Kernack-McKendrick dado por:
S′ = − ϕ

N SI

I ′ = ϕ
N SI − γI

R′ = γI
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Soluções de equilíbrio para o modelo SIR (com população constante) só ocorrem para I = 0, ou

seja sem infecção, mesmo no caso de taxas de contágio mais gerais.

Podemos considerar também um modelo SIR com população não constante, introduzindo taxas

de natalidade e mortalidade. Considerando que todos indivíduos nascem suceptíveis e que as taxas de

mortalidade são diferentes para suceptíveis, infectados e recuperados temos
S′ = −ΦI + bS − dS

I ′ = ΦI − γI − (d+ ε)I

R′ = γI − (d+ δ)R

O comportamento do sistema segue a �gura 1.2.

Figura 1.2: Esquema do sistema de equações SIR com população variável.

Dependendo dos parâmetros, o modelo SIR com população não constante pode ter soluções de

equilíbrio com presença da doença (I 6= 0) que serão apresentadas no Capítulo 4 .

1.3 Modelo SIRI

O modelo SIRI é uma variação do modelo SIRS no qual os indivíduos da classe dos recuperados

não adquirem imunidade e podem ser reinfectados. Assim, a transição entre os indivíduos das classes no

modelo é esquematicamente representada por:

S −→ I ←→ R

Seguindo os parâmetros e taxas de contágio e reinfecção descritos anteriormente, e consideramos que a

mortalidade de recuperados é a mesma que de susceptíveis (δ = 0), o sistema de equações que descreve
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o modelo SIRI com população de tamanho variável é dado por:
S′ = bN − dS − IΦ

I ′ = IΦ− γI + IΨ− (d+ ε)I

R′ = γI − dR− IΨ

(1.4)

O esquema do modelo segue a Figura 1.3.

Figura 1.3: Esquema do sistema de equações SIRI.

1.4 Modelo SIRS normalizado

Faremos agora uma normalização das classes de indivíduos, isto é, vamos denotar por s, i e r

classes proporcionais às S, I e R com relação à quantidade total de indivíduos na população estudada.

De�nimos,

s =
S

N
, i =

I

N
e r =

R

N
.

Para as classes normalizadas temos

s+ i+ r = 1.

Sabendo que as taxas de contágio e reinfecção são funções homogêneas de grau 0, temos

Φ(S, I,N) = Φ(
S

N
,
I

N
,
N

N
) = Φ(s, i, 1) = Φ(s, i)

e

Ψ(R, I,N) = Ψ(
R

N
,
I

N
,
N

N
) = Ψ(r, i, 1) = Ψ(r, i).

Com um abuso, utilizamos a mesma notação para as funções de duas e três variáveis, sendo que o emprego
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de uma ou outra se torna claro no contexto. Obtemos assim o seguinte sistema de equações:
s′ = b(1− s) + ρr + εsi+ δsr − iΦ(s, i)

i′ = −(b+ ε+ γ)i+ εi2 + δir + iΦ(s, i) + iΨ(r, i)

r′ = γi− (b+ ρ+ δ)r + εir + δr2 − iΨ(r, i)

(1.5)

Reescrevendo o sistema 1.5 na forma matricial e utilizando que 1− s = i+ r, obtemos:

y′ = F (y) = My − (1 ·My)y + f(y), (1.6)

onde M é dado em 1.3 por

M =


b− d b b+ ρ

0 −(d+ ε+ γ) 0

0 γ −(d+ δ + ρ)

 ,

y =


s

i

r

 , 1 =
[
1 1 1

]
e f(y) =


−iΦ(s, i)

iΦ(s, i) + iΨ(r, i)

−iΨ(r, i)

 .
O sistema acima está de�nido no triângulo que é a parte do plano s + i + r = 1 no primeiro

octante.



Capítulo 2

Não existência de soluções periódicas

Uma das questões no estudo de equações diferenciais consiste em se identi�car os tipos de solu-

ções possíveis. Em particular, além de soluções de equilíbrio e sua estabilidade, procura-se estabelecer

a existência ou não de soluções periódicas. No caso de modelos epidemiológicos, o conhecimento da

ocorrência, ou não, de soluções periódicas pode contribuir para o controle de epidemias.

O teorema de Poincaré-Bendixson [7] fornece condições para garantir a existência de órbitas

periódicas para equações diferenciais bidimensionais de�nidas por um campo vetorial. Nesse capítulo

vamos apresentar o Critério de Bendixson-Dulac [8] que nos mostra quando é possível a�rmar a não

existência de órbitas periódicas.

A demonstração do critério de Bendixson-Dulac e de uma versão generalizada do mesmo para

R3, utiliza os resultados clássicos de análise vetorial na forma do Teorema de Green e do Teorema de

Stokes, que serão também apresentados, assim como algumas de�nições necessárias.

2.1 Preliminares

Dizemos que uma região regular C tem bordo suave por partes quando este, denotado por ∂C,

consiste da união �nita e disjunta de curvas simples fechadas, isto é sem auto interseções e tais que os

pontos inicial e �nal coincidem, e que sejam C∞ por partes. Nesse caso, a orientação positiva do bordo

é a orientação de cada curva fechada: em R2 , se t = (t1, t2) é o vetor tangente unitário em um ponto

x em ∂C, então o vetor vetor normal unitário n = (t2,−t1) obtido pela rotação de t em 90o no sentido

horário, aponta para dentro da região C.

Se f = (f1, f2) é um campo vetorial contínuo em R2, denotamos por

∫
∂C

f · dx ou
∫
∂C

f1dx1 + f2dx2

a soma das integrais de linha de f sobre as curvas fechadas positivamente orientadas que compõem ∂C.

Teorema 2.1. (Teorema de Green [9]) Seja C uma região regular em R2 com bordo ∂C suave por

10
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partes. Se f é um campo vetorial de classe C1 em C̄, então

∫
∂C

f · dx =

∫∫
C

(∂1f2 − ∂2f1) dA.

O teorema de Green, que diz respeito à componente tangencial de um campo ao longo de uma

curva também pode ser enunciado com a componente normal.

Corolário 1. Seja C uma região regular em R2 com bordo ∂C suave por partes e n o vetor normal

unitário para ∂C em x ∈ ∂C. Se f é um campo vetorial de classe C1 em C̄, então

∫
∂C

f · n ds =

∫∫
C

(∂1f1 + ∂2f2) dA.

Demonstração. Para tal prova basta lembrar das rotações de vetores em sentido horário e anti-horário 90o

no plano, isto é, as transformações R+(x, y) = (−y, x) e R−(x, y) = (y,−x). Através delas, se t = (t1, t2)

é o vetor tangente a ∂C em algum ponto (x, y) ∈ ∂C, então n = R−(t) = (t2,−t1) é o vetor normal

unitário a ∂C que aponta para C.

Portanto, dado f = (f1, f2) campo vetorial, consideramos f̄ = R+(f) = (−f2, f1) e obtemos

f · n = f1t2 − f2t1 = f̄ · t.

Sendo assim, ∫
∂C

f̄ · dx =

∫
∂C

f · n ds

e também ∫∫
C

(∂1f̄2 − ∂2f̄1) dA =

∫∫
C

(∂1f1 + ∂2f2) dA

Notemos que f e f̄ satisfazem as hipóteses do teorema de Green, o que garante a igualdade

desejada.

Seja U ∈ Rn um conjunto aberto e f : U → R uma função tal que suas derivadas parciais existam.

De�nimos o campo gradiente de f como

grad f = ∇f = (∂1f, · · · , ∂nf);

o divergente de f como

div f = ∇ · f = ∂1f1 + · · ·+ ∂nfn;

e o rotacional de f como

rot f = ∇× f.

No caso de n = 3, o rotacional é dado pela fórmula

rot f = (∂2f3 − ∂3f2)i+ (∂3f1 − ∂1f3)j + (∂1f2 − ∂2f1)k. (2.1)
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O teorema de Green pode ser visto como um caso particular do teorema de Stokes que apresenta-

mos a seguir. Antes disso, vale ressaltar que o teorema de Stokes é valido para superfícies em Rn, embora

vamos utilizar somente n = 3.

Teorema 2.2. (Teorema de Stokes - [9]) Seja C0 uma superfície suave em R3 e C uma região em

C0 com bordo suave por partes. Se f é um campo vetorial de classe C1 de�nido em alguma vizinhança

de C em R3, então ∫
∂C

f · dx =

∫∫
C

(rot f) · n dA.

2.2 Não periodicidade

Consideremos um sistema de EDOs com um campo vetorial dado por

x′ = f(x). (2.2)

A seguir apresentamos um teorema que nos dá condições para a não existência de soluções periódicas

para o sistema 2.2.

Teorema 2.3. Critério de Bendixson-Dulac Seja f um campo vetorial de classe C1 de�nido em

uma região D simplesmente conexa no plano. Suponha que exista uma função g real e de classe C1 tal

que o divergente ∇ · (fg) não troca de sinal em D. Então não existem órbitas periódicas inteiramente

contidas em D que sejam soluções para x′ = f(x).

Demonstração. Vamos supor que exista uma órbita µ em D que delimite uma região C, como na �gura

2.1 e seja solução para a x′ = f(x).

Figura 2.1: Curva µ que delimita a região C

Por construção, µ é uma curva simples fechada, suave por partes e positivamente orientada pelo

vetor normal unitário. Além disso, temos que f e g são funções de classe C1. Sendo assim, as hipóteses

do teorema de Green são satisfeitas e o corolário 1 nos garante a seguinte igualdade

∫
µ

(fg) · n dx =

∫∫
C

∇ · (fg) dA. (2.3)
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Desde que µ é uma solução para 2.2, temos que f tangencia a curva µ em todo ponto. Desse

modo, temos que f ·n = 0 em todo ponto de D e assim a integral de linha do lado esquerdo da igualdade

2.3 é identicamente nula.

Por hipótese, temos que ∇ · (fg) não troca de sinal em D, portanto a integral dupla do lado

direito da igualdade 2.3 deve ser diferente de zero. O que gera uma contradição.

Sendo assim, concluímos que não pode existir tal curva µ em D.

Apresentaremos a seguir uma generalização do critério de Bendixson-Dulac para campos vetoriais

de�nidos em R3 e portanto para sistemas de três equações diferenciáveis como os modelos que estudamos

neste trabalho.

Teorema 2.4. (Critério de Bendixson-Dulac generalizado) Seja f : R3 → R3 um campo vetorial

contínuo e Lispchitz, µ uma curva fechada, suave por partes que delimita uma superfície C ⊂ R3 orientada

e suave. Suponhamos que existe uma função g : R3 → R3 de�nida e suave na vizinhança de C tal que

g(µ(t)) · f(µ(t)) ≤ 0 (ou ≥ 0) para todo t, (2.4)

e

(rot g) · n ≥ 0 (ou ≤ 0) em C, (2.5)

mas não identicamente nula. Então µ(t) não é uma união �nita de órbitas de x′ = f(x).

Demonstração. Primeiro, notemos que µ(t) é uma órbita de x′ = f(x) se, e somente se, é órbita do sistema

x′ = −f(x) percorrida com orientação inversa. Sendo assim, sem perda de generalidade, podemos mostrar

o resultado considerando apenas as primeiras desigualdades em 2.4 e 2.5.

Sendo as hipóteses do teorema de Stokes satisfeitas, garantimos que

∫
µ

g(µ(t)) · µ̇(t) dt =

∫∫
C

(rot g) · n dA. (2.6)

A hipótese de (rot g) · n > 0 para alguns pontos de C signi�ca que (rot g) · n não é identicamente nula e

sendo g de classe C1, temos o rotacional contínuo e não estritamente nulo, segue que a integral dupla a

direita da igualdade 2.6 deve ser estritamente positiva, isto é,

∫∫
C

(rot g) · n dA > 0.

Por outro lado, temos que se µ(t) é uma órbita de x(t)′ = f(x(t)), então µ̇(t) = f(µ(t)), o que

nos leva a reescrever o lado esquerdo da igualdade 2.6 como

∫
µ

g(µ(t)) · µ̇(t) dt =

∫
µ

g(µ(t)) · f(µ(t)) dt.

Mas por hipótese, g(µ(t)) · f(µ(t)) ≤ 0 para todo t, o que implica que a integral

∫
µ

g(µ(t)) · µ̇(t) dt ≤ 0.
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O que leva a uma contradição. Sendo assim, concluímos que µ não pode ser órbita de x(t)′ = f(x(t)).

De�nimos um polígono de fase como uma curva fechada que conecta vários pontos de equilíbrio

cujos segmentos sucessivos são trajetórias de um sistema de equações. Uma consequência direta do critério

de Bendixson-Dulac generalizado, aplicável neste caso, é dada como corolário a seguir:

Corolário 2. Seja C ⊂ R3 uma superfície suave, orientável, e µ(t) ∈ C curva fechada e suave por

pedaços. Suponha que existe uma função g : R3 → R3 suave e f : R3 → R3 Lipschitz tais que

g(µ(t)) · f(µ(t)) = 0

e

(rot g) · n > 0 (ou < 0)

em C, então µ(t) não é um polígono de fase da equação x′ = f(x).

Demonstração. Consideremos µ(t) ∈ C um polígono de fase de x(t)′ = f(x(t)). Assim, {µ(t); t ≥ 0} =

∂C ′ para alguma superfície orientada suave C ′ ⊂ C com a mesma direção n. Como as hipóteses do

teorema 2.4 são satisfeitas, podemos concluir que µ não é uma união �nita de órbitas de x(t)′ = f(x(t))

portanto µ não pode ser um polígono de fase.



Capítulo 3

Aplicação do critério de

Bendixson-Dulac generalizado

No Capítulo 1 vimos em 1.6 que o campo associado ao modelo SIRS normalizado é da forma

F (y) = My − (1 ·My)y + f(y),

com y = (s, i, r).

Onde a constante matriz M é essencialmente não negativa, isto é, seus elementos mij ≥ 0 para

todo i 6= j, com pelo menos uma positiva.

Lema 3.1. A�rmamos que

1 · f(y) = 0 (3.1)

e

(1 · y)′ = (1 ·My)(1− (1 · y)) + (1 · f(y)) = 0 (3.2)

Demonstração. Lembrando que y =


s

i

r

, 1 =
[
1 1 1

]
, f(y) =


−iΦ(s, i)

iΦ(s, i) + iΨ(r, i)

−iΨ(r, i)

 e

M =


b− d b b+ ρ

0 −(d+ ε+ γ) 0

0 γ −(d+ δ + ρ)

 ,

a condição 3.1 é veri�cada através da multiplicação de matrizes,

[
1 1 1

]
·


−iΦ(s, i)

iΦ(s, i) + iΨ(r, i)

−iΨ(r, i)

 = −iΦ(s, i) + iΦ(s, i) + iΨ(r, i)− iΨ(r, i) = 0.

15
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Do mesmo modo, veri�camos a condição 3.2:

1 ·My =
[
1 1 1

]
·


b− d b b+ ρ

0 −(d+ ε+ γ) 0

0 γ −(d+ δ + ρ)

 ·

s

i

r



=
[
1 1 1

]
·


(b− d)s+ bi+ (b+ ρ)r

−(b+ ε+ γ)i

γi− (d+ δ + ρ)r


= (b− d)s+ bi+ (b+ ρ)r − (b+ ε+ γ)i+ γi− (d+ δ + ρ)r

= (b− d)s− εi+ (b− d− δ)r;

e

1− (1 · y) = 1−
[
1 1 1

]
·


s

i

r


= 1− (s+ i+ r).

Portanto

(1 ·My)(1− (1 · y)) + (1 · f(y)) = ((b− d)s− εi+ (b− d− δ)r) · (1− (s+ i+ r)) + 0

se anula, pois s+ i+ r = 1.

Vamos considerar agora y = (y1, y2, y3) matriz coluna, arbitrária, que satisfaz y1 + y2 + y3 = 1.

Lema 3.2. Considerando F (y) = My− (1 ·My)y+ f(y), função que representa um campo vetorial em

R3
+ e g(y) = αy × F (y), onde α = 1

y1y2y3
. Temos que g(y) · F (y) = 0.

Demonstração. Usando propriedades de produto vetorial, temos

g(y) · F (y) = (αy × F (y)) · F (y)

= αy · (F (y)× F (y))

= 0

Lema 3.3. Considerando uma matrizM = (mij) de ordem 3 e f(y) = (f1, f2, f3) que satisfaz f(y)·1 = 0,

para todo y; a função g(y) = αy × F (y) com α = 1
y1y2y3

, pode ser reescrita como

g = gM + gf
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onde

gM = (g1, g2, g3) =


g1 = m31

y3
+ m32y2

y1y3
+ m33

y1
− m21

y2
− m22

y1
− m23y3

y1y2

g2 = m11

y2
+ m12

y1
+ m13y3

y1y2
− m31y1

y2y3
− m32

y3
− m33

y2

g3 = m21y1
y2y3

+ m22

y3
+ m23

y2
− m11

y3
− m12y2

y1y3
− m13

y1

(3.3)

e

gf = (ḡ1, ḡ2, ḡ3) =


ḡ1 = 1

y1y2y3
(y2f3 − y3f2)

ḡ2 = 1
y1y2y3

(y3f1 − y1f3)

ḡ3 = 1
y1y2y3

(y1f2 − y2f1)

(3.4)

Demonstração. De 1.6 e sabendo que y × y = 0, temos

g(y) = αy × F (y)

= αy × [My − (1 ·My)y + f(y)]

= αy ×My − α(1 ·My)y × y + αy × f(y)

= αy ×My + αy × f(y)

= gM + gf .

Temos

gM = αy ×My

=
1

y1y2y3
·


y1

y2

y3

×

m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

 ·

y1

y2

y3


= (g1, g2, g3)

onde

g1 =
1

y1y3
(m31y1 +m32y2 +m33y3)− 1

y1y2
(m21y1 +m22y2 +m23y3)

=
m31

y3
+
m32y2

y1y3
+
m33

y1
− m21

y2
− m22

y1
− m23y3

y1y2

g2 =
1

y1y2
(m11y1 +m12y2 +m13y3)− 1

y2y3
(m31y1 +m32y2 +m33y3)

=
m11

y2
+
m12

y1
+
m13y3

y1y2
− m31y1

y2y3
− m32

y3
− m33

y2

g3 =
1

y2y3
(m21y1 +m22y2 +m23y3)− 1

y1y3
(m11y1 +m12y2 +m13y3)

=
m21y1

y2y3
+
m22

y3
+
m23

y2
− m11

y3
− m12y2

y1y3
− m13

y1
.
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Além disso,

gf = αy × f(y)

=
1

y1y2y3
·


y1

y2

y3

×

f1

f2

f3


= (ḡ1, ḡ2, ḡ3)

onde

ḡ1 =
1

y1y2y3
(y2f3 − y3f2)

ḡ2 =
1

y1y2y3
(y3f1 − y1f3)

ḡ3 =
1

y1y2y3
(y1f2 − y2f1)

como queríamos.

Lema 3.4. Calculando os rotacionais de gM e gf dados no lema anterior obtemos

(rot gM ) · 1 = −
(
m13

y2
1y2

+
m23

y1y2
2

+
m32

y1y2
3

+
m12

y2
1y3

+
m21

y2
2y3

+
m31

y2y2
3

)
(3.5)

e

(rot gf ) · 1 = α

(
f1

y2
− f1

y1
+
∂f1

∂y1
− ∂f1

∂y2
+
f3

y2
− f3

y3
+
∂f3

∂y3
− ∂f3

∂y2

)
(3.6)

Demonstração. A fórmula 2.1 nos indica como calcular o rotacional de uma função de R3. Desse modo,

precisamos das derivadas parciais de gM e gf . Temos

∂g1

∂y2
=
m32

y1y3
+
m21

y2y2
+
m23y3

y1y2y2

∂g1

∂y3
= −

(
m31

y3y3
+
m32y2

y1y3y3
+
m23

y1y2

)

∂g2

∂y1
= −

(
m12

y1y1
+
m13y3

y1y1y2
+
m31

y2y3

)
∂g2

∂y3
=
m13

y1y2
+
m31y1

y2y3y3
+
m32

y3y3

∂g3

∂y1
=
m21

y2y3
+
m12y2

y1y1y3
+
m13

y1y1

∂g3

∂y2
= −

(
m21y1

y2y2y3
+
m23

y2y2
+
m12

y1y3

)
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Temos que α = 1
y1y2y3

então

∂α

∂y1
=

−1

y1y1y2y3
=
−α
y1

∂α

∂y2
=

−1

y1y2y2y3
=
−α
y2

∂α

∂y3
=

−1

y1y2y3y3
=
−α
y3

∂ḡ1

∂y2
=

∂α

∂y2
(y2f3 − y3f2) + α

(
f3 + y2

∂f3

∂y2
− y3

∂f2

∂y2

)
∂ḡ1

∂y3
=

∂α

∂y3
(y2f3 − y3f2) + α

(
−f2 + y2

∂f3

∂y3
− y3

∂f2

∂y3

)

∂ḡ2

∂y1
=

∂α

∂y1
(y3f1 − y1f3) + α

(
−f3 + y3

∂f1

∂y1
− y1

∂f3

∂y1

)
∂ḡ2

∂y3
=

∂α

∂y3
(y3f1 − y1f3) + α

(
f1 + y3

∂f1

∂y3
− y1

∂f3

∂y3

)

∂ḡ3

∂y1
=

∂α

∂y1
(y1f2 − y2f1) + α

(
f2 + y1

∂f2

∂y1
− y2

∂f1

∂y1

)
∂ḡ3

∂y2
=

∂α

∂y2
(y1f2 − y2f1) + α

(
−f1 + y1

∂f2

∂y2
− y2

∂f1

∂y2

)

Sendo assim,

rot gM = (rot gM1, rot gM2, rot gM3)

onde

rot gM1 = −
(
m21y1

y2y2y3
+
m23

y2y2
+
m12

y1y3

)
−
(
m13

y1y2
+
m31y1

y2y3y3
+
m32

y3y3

)
,

rot gM2 = −
(
m31

y3y3
+
m32y2

y1y3y3
+
m23

y1y2

)
−
(
m21

y2y3
+
m12y2

y1y1y3
+
m13

y1y1

)
,

rot gM3 = −
(
m12

y1y1
+
m13y3

y1y1y2
+
m31

y2y3

)
−
(
m32

y1y3
+
m21

y2y2
+
m23y3

y1y2y2

)
.

e

rot gf = (rot gf1, rot gf2, rot gf3)

onde

rot gf1 =
∂α

∂y2
(y1f2 − y2f1) + α

(
−f1 + y1

∂f2

∂y2
− y2

∂f1

∂y2

)
− ∂α

∂y3
(y3f1 − y1f3)− α

(
f1 + y3

∂f1

∂y3
− y1

∂f3

∂y3

)
,

rot gf2 =
∂α

∂y3
(y2f3 − y3f2) + α

(
−f2 + y2

∂f3

∂y3
− y3

∂f2

∂y3

)
− ∂α

∂y1
(y1f2 − y2f1)− α

(
f2 + y1

∂f2

∂y1
− y2

∂f1

∂y1

)
,

rot gf3 =
∂α

∂y1
(y3f1 − y1f3) + α

(
−f3 + y3

∂f1

∂y1
− y1

∂f3

∂y1

)
− ∂α

∂y2
(y2f3 − y3f2)− α

(
f3 + y2

∂f3

∂y2
− y3

∂f2

∂y2

)
.
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Usando o fato de y1 + y2 + y3 = 1 e f1 + f2 + f3 = 0, temos

(rot gM ) · 1 =−
(
m21y1

y2y2y3
+
m23

y2y2
+
m12

y1y3

)
−
(
m13

y1y2
+
m31y1

y2y3y3
+
m32

y3y3

)
−
(
m31

y3y3
+
m32y2

y1y3y3
+
m23

y1y2

)
−
(
m21

y2y3
+
m12y2

y1y1y3
+
m13

y1y1

)
−
(
m12

y1y1
+
m13y3

y1y1y2
+
m31

y2y3

)
−
(
m32

y1y3
+
m21

y2y2
+
m23y3

y1y2y2

)
= −m13

(
1

y1y2
+

1

y1y1
+

y3

y1y1y2

)
−m23

(
1

y2y2
+

1

y1y2
+

y3

y1y2y2

)
−m32

(
1

y3y3
+

y2

y1y3y3
+

1

y1y3

)
−m12

(
1

y1y3
+

y2

y1y1y3
+

1

y1y1

)
−m21

(
y1

y2y2y3
+

1

y2y3
+

1

y2y2

)
−m31

(
y1

y2y3y3
+

1

y3y3
+

1

y2y3

)
= −m13

y2
1y2

(y1 + y2 + y3)− m23

y1y2
2

(y1 + y2 + y3)− m32

y1y2
3

(y1 + y2 + y3)

− m12

y2
1y3

(y1 + y2 + y3)− m21

y2
2y3

(y1 + y2 + y3)− m31

y2y2
3

(y1 + y2 + y3)

= −
(
m13

y2
1y2

+
m23

y1y2
2

+
m32

y1y2
3

+
m12

y2
1y3

+
m21

y2
2y3

+
m31

y2y2
3

)

e

(rot gf ) · 1
α

= −y1
f2

y2
+ f1 + y1

∂f2

∂y2
− f1 − y2

∂f1

∂y2
+ f1 − y1

f3

y3
− f1 + y1

∂f3

∂y3
− y3

∂f1

∂y3

− y2
f3

y3
+ f2 + y2

∂f3

∂y3
− f2 − y3

∂f2

∂y3
+ f2 − y2

f1

y1
− f2 + y2

∂f1

∂y1
− y1

∂f2

∂y1

− y3
f1

y1
+ f3 + y3

∂f1

∂y1
− f3 − y1

∂f3

∂y1
+ f3 − y3

f2

y2
− f3 + y3

∂f2

∂y2
− y2

∂f3

∂y2
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(rot gf ) · 1
α

= −y1
f2

y2
+ y1

∂f2

∂y2
− y2

∂f1

∂y2
− y1

f3

y3
+ y1

∂f3

∂y3
− y3

∂f1

∂y3

− y2
f3

y3
+ y2

∂f3

∂y3
− y3

∂f2

∂y3
− y2

f1

y1
+ y2

∂f1

∂y1
− y1

∂f2

∂y1

− y3
f1

y1
+ y3

∂f1

∂y1
− y1

∂f3

∂y1
− y3

f2

y2
+ y3

∂f2

∂y2
− y2

∂f3

∂y2

= −y1
(−f1 − f3)

y2
+ y1

∂(−f1 − f3)

∂y2
− y2

∂f1

∂y2
− y1

f3

y3
+ y1

∂f3

∂y3
− y3

∂f1

∂y3

− y2
f3

y3
+ y2

∂f3

∂y3
− y3

∂(−f1 − f3)

∂y3
− y2

f1

y1
+ y2

∂f1

∂y1
− y1

∂(−f1 − f3)

∂y1

− y3
f1

y1
+ y3

∂f1

∂y1
− y1

∂f3

∂y1
− y3

(−f1 − f3)

y2
+ y3

∂(−f1 − f3)

∂y2
− y2

∂f3

∂y2

= f1

(
−y2

y1
− y3

y1
+
y1

y2
+
y3

y2

)
+ f3

(
y1

y2
− y1

y3
− y2

y3
+
y3

y2

)
+
∂f1

∂y1
(y2 + y1 + y3)

− ∂f1

∂y2
(y1 + y2 + y3)− ∂f1

∂y3
(y3 − y3) +

∂f3

∂y1
(y1 − y1)− ∂f3

∂y2
(y1 + y2 + y3) +

∂f3

∂y3
(y1 + y2 + y3)

= f1

(
− (y2 + y3)

y1
+

(y1 + y3)

y2

)
+ f3

(
(y1 + y3)

y2
− (y1 + y2)

y3

)
+
∂f1

∂y1
− ∂f1

∂y2
− ∂f3

∂y2
+
∂f3

∂y3

= f1

(
(y1 − 1)

y1
+

(y1 + y3)

y2

)
+ f3

(
(y1 + y3)

y2
+

(y3 − 1)

y3

)
+
∂f1

∂y1
− ∂f1

∂y2
− ∂f3

∂y2
+
∂f3

∂y3

= f1

(
− 1

y1
+ 1 +

(y1 + y3)

y2

)
+ f3

(
y1 + y3

y2
+ 1− 1

y3

)
+
∂f1

∂y1
− ∂f1

∂y2
− ∂f3

∂y2
+
∂f3

∂y3

Portanto,

(rot gf ) · 1 = α

(
f1

(
− 1

y1
+
y2 + y1 + y3

y2

)
+ f3

(
y1 + y3 + y2

y2
− 1

y3

)
+
∂f1

∂y1
− ∂f1

∂y2
− ∂f3

∂y2
+
∂f3

∂y3

)
= α

(
−f1

y1
+
f1

y2
+
f3

y2
− f3

y3
+
∂f1

∂y1
− ∂f1

∂y2
− ∂f3

∂y2
+
∂f3

∂y3

)

Como queríamos.

Notemos que a região estudada é dada por D = {y1, y2, y3 ≥ 0; y1 + y2 + y3 = 1}, logo o vetor

normal unitário associado a essa superfície é dado por n = (1, 1, 1) que estamos denotando por 1.

Feito isso, chegamos a aplicação do critério de Bendixson-Dulac generalizado, escrita como o

teorema a seguir.

Teorema 3.1. Seja M = (mij) uma matriz quadrada de ordem 3, constante, essencialmente não

negativa, y = (y1, y2, y3) matriz coluna que satisfaz 1 · y = 1, f : R3
+ → R3

+ função de classe C1 tal que

1 · f(y) = 0, para todo y e g(y) = αy×F (y), onde α = 1
y1y2y3

. Se (rot gf ) ·1 ≤ 0 em D0 = D− ∂D onde

D = {y1, y2, y3 ≥ 0; y1 + y2 + y3 = 1} então não existe solução periódica em D0 para

y′ = F (y) = My − (1 ·My)y + f(y).

Além disso, se Fj(yj = 0) ≥ 0 para j = 1, 2, 3; e para pelo menos um j, Fj(yj = 0) > 0 então esse

resultado vale na região D.
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Demonstração. Vimos no lema 3.2 que g(y) · F (y) = 0. Além disso, as entradas de M são não negativas

com pelo menos uma delas positiva, ou seja (rot gM ) · 1 < 0 e por hipótese, temos que (rot gf ) · 1 ≤ 0,

sendo assim,

(rot g) · 1 = (rot g) · n < 0.

Notemos que são satisfeitas as hipóteses do corolário do critério de Bendixson-Dulac generalizado para µ

curva qualquer em D. Portanto garantimos a não existência de polígonos de fase em D0, em particular

não existe solução periódica para y′ = F (y) em D0.

Agora, o fato de Fj(yj = 0) ≥ 0 para j = 1, 2, 3 implica que o campo F nunca tem pontos que

ultrapassem a região D quando calculados em ∂D, e como Fj(yj = 0) > 0 para pelo menos um j, segue

que ∂D também não é um polígono de fase para o sistema. O que nos permite concluir que não existem

soluções periódicas para y′ = F (y) em D.

3.1 Aplicação do critério para o modelo SIRS

Utilizando as fórmulas obtidas no lema 3.4 da seção anterior e a de�nição do modelo SIRS dada

pela expressão da matriz M e da função f , dadas no Capítulo 1 respectivamente em 1.6 e 1.3 obtemos

para y = (s, i, r)

(rot g) · 1 = −
(
b+ ρ

s2i
+

γ

sr2
+

b

s2r

)
+

1

sir

(
iΦ

s
− iΦ

i
− i∂Φ

∂s
+ Φ + i

∂Φ

∂i
− iΨ

i
+
iΨ

r
− i∂Ψ

∂r
+ Ψ + i

∂Ψ

∂i

)

ou seja, se

(rot g) · 1 = −
(
b+ ρ

s2i
+

γ

sr2
+

b

s2r

)
+

Φ

s2r
− 1

sr

∂Φ

∂s
+

1

sr

∂Φ

∂i
+

Ψ

sr2
− 1

sr

∂Ψ

∂r
+

1

sr

∂Ψ

∂i
≤ 0 (3.7)

não existem órbitas periódicas para o modelo SIRS.

Corolário 3. Se as funções Φ(s, i) e Ψ(r, i) satisfazem

Φ

s2r
− 1

sr

∂Φ

∂s
+

1

sr

∂Φ

∂i
+

Ψ

sr2
− 1

sr

∂Ψ

∂r
+

1

sr

∂Ψ

∂i
≤ 0,

então o modelo SIRS normalizado, dado pelo sistema 1.5, não possui órbitas periódicas na região

D = {s, i, r ≥ 0; s+ i+ r = 1}.

Demonstração. Todos os parâmetros do modelo SIRS são não negativos, com pelo menos b > 0. Sendo

assim, a fórmula 3.7 nos dá

−
(
b+ ρ

s2i
+

γ

sr2
+

b

s2r

)
< 0,

e por hipótese,
Φ

s2r
− 1

sr

∂Φ

∂s
+

1

sr

∂Φ

∂i
+

Ψ

sr2
− 1

sr

∂Ψ

∂r
+

1

sr

∂Ψ

∂i
≤ 0

então

(rot g · 1) < 0.
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Novamente temos g(y) · F (y) = 0, pelo lema 3.2. Aplicando o teorema 3.1 concluímos que o sistema

y′ = F (y) não possui órbitas periódicas em D0 = D − ∂D.

Do capítulo 1 vimos que F (y) está bem de�nido no sentido de nenhum ponto calculado em ∂D

sair da região D. Além disso, s′(s = 0) = s′(0, i, r) = b + ρr > 0, ou seja, pelo menos na direção j = 1,

temos s′(s = 0) = F1(y1 = 0) > 0. Portanto ∂D também não pode ser um polígono de fase, o que,

consequentemente, implica que o modelo SIRS não admite soluções periódicas em D, como queríamos

demonstrar.

Corolário 4. Se Φ(s, i) = shΦ(s + i) e Ψ(r, i) = rhΨ(r + i) onde hΦ(s + i) e hΨ(s + i) são funções

diferenciáveis não negativas, então o modelo SIRS normalizado representado pelo sistema 1.5 não possui

soluções periódicas na região D.

Demonstração. Vamos simpli�car a notação usando hΦ = hΦ(s + i) e hΨ = hΨ(r + i). Considerando,

Φ(s, i) = shΦ(s+ i) e Ψ(r, i) = rhΨ(r + i) temos que

Φ

s2r
− 1

sr

∂Φ

∂s
+

1

sr

∂Φ

∂i
+

Ψ

sr2
− 1

sr

∂Ψ

∂r
+

1

sr

∂Ψ

∂i
=
shΦ

s2r
− 1

sr

(
hΦ + s

∂hΦ

∂s

)
+

s

sr

∂hΦ

∂i
+
rhΨ

sr2

− 1

sr

(
hΨ + r

∂hΨ

∂r

)
+

r

sr

∂hΨ

∂i

=
hΦ

sr
− hΦ

sr
− 1

r

∂hΦ

∂s
+

1

r

∂hΦ

∂i
+
hΨ

sr
− hΨ

sr
− 1

s

∂hΨ

∂r
+

1

s

∂hΨ

∂i

= −1

r

(
∂hΦ

∂s
− ∂hΦ

∂i

)
− 1

s

(
∂hΨ

∂r
− ∂hΨ

∂i

)
≤ 0.

Sendo assim, podemos aplicar o corolário anterior e garantir a não existência de soluções periódicas para

o modelo SIRS normalizado com tais funções de contágio e reinfecção.

Vale ressaltar que o ultimo resultado garante que para os casos triviais das funções de contágio

e reinfecção, o modelo SIRS normalizado não admite soluções periódicas independente da escolha dos

parâmetros. E em diversos artigos encontramos a função de incidência satisfazendo

1

sr

(
Φ

s
+
∂Φ

∂i
− ∂Φ

∂s

)
= 0,

e portanto sem solução periódica, como veremos a seguir.

Exemplo 3.1. Considerando Φ(s, i) = ϕs como a taxa de suscetíveis que se tornam infectados, a inten-

sidade da infecção, que é dada por ϕi, é proporcional ao tipo de mistura da população (Nold 1980). Essa

função é usada em vários modelos em [2].

Exemplo 3.2. Considerando Φ(s, i) = ϕ s
(s+i) como a taxa de suscetíveis que se tornam infectados, a

intensidade da infecção é dada por ϕ i
(s+i) . Essa função de incidência foi usada por Jacquez et al. (1988)

para o modelo de AIDS com entradas constantes.

As funções dos exemplos acima satisfazem 1
sr

(
Φ
s + ∂Φ

∂i −
∂Φ
∂s

)
= 0. Então pelo corolário 3, quando

Ψ ≡ 0, todos esses modelos não admitem soluções periódicas em D.



Capítulo 4

Alguns exemplos da dependência dos

modelos nos parâmetros

Nesse capítulo apresentamos alguns exemplos/simulações para os modelos epidemiológicos estu-

dados no capítulo 1, utilizando o software Maximar.

4.1 Modelo SIR com população variável

No capítulo anterior vimos que os modelos epidemiológicos estudados com taxas de infecção e

reinfecção triviais não admitem soluções periódicas independente a escolha dos parâmetros. O estudo da

existência e estabilidade de soluções de equilíbrio (que correspondem aos pontos onde o campo se anula)

tem grande importância, especialmente neste caso.

O modelo epidemiológico mais simples que apresentamos foi o SIR com população constante

que tem apenas soluções sem doença (DFE) como equilíbrio do sistema. Se considerarmos a população

variável é possível obter soluções de equilíbrio não triviais para algumas escolhas de parâmetros. Isto é o

que faremos a seguir.

Seguindo a notação usada no capítulo 1, o modelo SIR com população variável e infecção dada

por ϕSI é descrito pelo sistema.

S′ = bN − dS − ϕSI (4.1)

I ′ = ϕSI − (d+ ε)I − γI

R′ = γI − (d+ δ)R

Notemos que para o modelo SIR não existe reinfecção (Ψ = 0) e nem perda de imunidade (ρ = 0).

24
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Utilizando as classes normalizadas, temos o sistema
s′ = b(1− s) + εsi+ δsr − ϕsi

i′ = −(b+ ε+ γ)i+ εi2 + δir + ϕsi

r′ = γi− (b+ δ)r + εir + δr2

(4.2)

de�nido na região triangular D correspondente à parte do plano s+ i+ r = 1 contida no primeiro octante

s, i, r ≥ 0. Lembramos que b representa a taxa de natalidade, d a taxa de mortalidade de indivíduos

sãos (S ou R), ε e δ respectivamente o excesso de mortalidade de indivíduos infectados e recuperados

e γ a taxa de recuperação. A função de contágio foi tomada como ϕ(s, i) = ϕs. Eliminando a variável

r = 1− s− i, o sistema SIR normalizado é reescrito comos′ = b(1− s) + δs(1− s) + (ε− δ − ϕ)si = F̃1(s, i)

i′ = (ϕ− δ)is+ (ε− δ)i2 − (b+ ε+ γ − δ)i = F̃2(s, i)
(4.3)

com o campo F̃ (s, i) de�nido no triângulo

T = {(s, i) tais que s, i ≥ 0 e s+ i ≤ 1}. (4.4)

As soluções de equilíbrio correspondem aos pontos onde o campo F̃ se anula, isto é s′ = i′ = 0 .

E a estabilidade destas é determinada pela derivada do campo dada pela jacobiana

J(s, i) =

∂F̃1

∂s
∂F̃1

∂i

∂F̃2

∂s
∂F̃2

∂i


com

∂F̃1

∂s
= −b− (ϕ− ε+ δ)i+ δ(1− 2s)

∂F̃1

∂i
= −(ϕ− ε+ δ)s

∂F̃2

∂s
= (ϕ− δ)i+ δ(1− 2s)

∂F̃2

∂i
= −(b+ ε+ γ) + 2εi+ (ϕ− δ)s

(4.5)

De 4.3 temos que

• s′ = 0 corresponde à hipérbole

b(1− s) + δs(1− s) + (ε− δ − ϕ)si = 0 (4.6)

• i′ = 0 corresponde a duas retas

i = 0 ou (ϕ− δ)s+ (ε− δ)i = ε+ b+ γ − δ

Lembramos que estamos trabalhando apenas no triângulo T . Como os parâmetros são todos não nega-

tivos, a hipérbole s′ = 0 (4.6) intercepta o eixo i = 0 apenas em s = 1, o que corresponde ao equilíbrio
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livre da doença (DFE) (s = 1, i = 0, r = 0).

Para simpli�car a busca de outras soluções de equilíbrio e a análise de estabilidade, vamos �xar

δ = 0, isto é vamos considerar que a taxa de mortalidade dos recuperados é a mesma dos susceptíveis.

Neste caso temos que

• a hipérbole s′ = 0 é dada por

i =
b

(ϕ− ε)

(
1− s
s

)
(4.7)

• as retas i′ = 0 são dadas por

i = 0

ϕs+ εi = ε+ b+ γ (4.8)

As equações acima dependem dos parâmetros não negativos ϕ, ε e da soma (b + γ + ε) que de certa

maneira representa o decrescimento proporcional na classe I conjugando a mortalidade, o nascimento de

indivíduos susceptíveis e a recuperados.

A orientação da hipérbole 4.7 depende do sinal de ϕ − ε ou seja da relação entre a da taxa de

infecção ϕ e a taxa de mortalidade da doença ε. Em particular, se ϕ < ε aos valores de 0 < s < 1,

correspondem valores de i dados por 4.7 negativos, ou seja a hipérbole só intercepta o triângulo T em

s = 1. Assim se ϕ < ε só podemos ter como equilíbrio a solução DFE. No caso ε = ϕ, temos que

s′ = 0 ⇒ s = 1, ou seja também só teremos o DFE. Outras soluções de equilíbrio só podem portanto

ocorrer para ϕ > ε, isto é quanto a taxa mortalidade pela doença é baixa com relação a taxa de contágio.

Em outras palavras, quando a doença mata mais rápido que o tempo de transmissão, só existe o equilíbrio

sem doença.

Por outro lado, para ϕ, ε 6= 0, a reta 4.8 tem inclinação negativa e intercepta os eixos s e i

respectivamente nos pontos (s∗, 0) e (0, i∗) onde

i∗ =
b+ γ + ε

ε
> 1 e s∗ =

b+ γ + ε

ϕ
.

Notemos que se ε < ϕ, podemos ter s∗ < 1 e logo a reta intercepta o triângulo T . As interseções desta

reta com a hipérbole s′ = 0 no triângulo, nos dão pontos de equilíbrio do modelo SIR com população

variável que pode assim neste caso ter soluções de equilíbrio além do DFE.

Os equilíbrios do sistema 4.3 são dados pelos pontos que satisfazem

α− ϕs
ε

=
b

(ε− ϕ)

(
s− 1

s

)
,

isto é, as raízes da equação

(α− ϕs)(ε− ϕ)s = bε(s− 1)

⇒ (αs− ϕs2)(ε− ϕ) = bεs− bε

⇒ (ϕs2 − αs)(ϕ− ε)− bεs+ bε = 0
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⇒ ϕ(ϕ− ε)s2 − α(ϕ− ε)s− bεs+ bε = 0

⇒ ϕ(ϕ− ε)s2 − (ϕα− εα+ bε)s+ bε = 0

que são dadas por
−(εα− αϕ− bε)±

√
∆

2ϕ(ϕ− ε)

onde

∆ = (α(ε− ϕ)− bε)2 − 4bεϕ(ϕ− ε).

Tendo em vista que só nos interessa os casos em que os pontos de equilíbrio acontecem no triângulo

T , isto é, i ≥ 0 e s ≥ 0, ainda sujeitos à condição s + i ≤ 1 e sabendo que as soluções "não triviais"só

podem ocorrer com ϕ > ε, então vamos olhar apenas o caso ∆ > 0 com as duas raízes reais dentro da

região estudada que acontece quando b
(ε−ϕ) < 0 e α

ϕ < 1 ⇒ α < ϕ.

Para ilustrar a possibilidade de encontrarmos uma solução de equilíbrio diferente de DFE esco-

lhemos alguns parâmetros e apresentamos como grá�co na �gura 4.1.

Figura 4.1: O único caso onde o DFE não é o único ponto de equilíbrio do modelo SIR com população
variável; parâmetros usados: b = 0.03, ε = 0.01, ϕ = 0.4, γ = 0.2.

Seguindo os parâmetros usados na �gura 4.1, podemos encontrar quem é o ponto de equilíbrio

do sistema 4.2 diferente de DFE, é o que faremos a seguir.

Substituindo os parâmetros b = 0.03, ε = 0.01, ϕ = 0.4, γ = 0.2 na equação

ϕ(ϕ− ε)s2 − (ϕα− εα+ bε)s+ bε = 0,

obtemos

0.4(0.4− 0.01)s2 − [0.4 · 0.24− 0.01 · 0.24 + 0.003 · 0.001]s+ 0.003 · 0.001 = 0

⇒ 0.156s2 − 0.0939s+ 0.0003 = 0,

logo

∆ = (−0.0939)2 − 4 · 0.156 · 0.0003 = 0.00863
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e

s =
0.0939±

√
0.00863

2 · 0.156
,

isto é s = 0.5987105 ou s = 0.0032125, assim

i =
0.24− 0.5987105 · 0.4

0.01
= 0.05158 ou i =

0.24− 0.0032125 · 0.4
0.01

= 23.8715.

Notemos que o ponto (s, i) = (0.0032125, 23.8715) não pertence a região estudada, portanto o ponto de

equilíbrio diferente de DFE que estamos procurando é

(s, i) = (0.5987105, 0.05158).

Sabendo os possíveis pontos de equilíbrio do sistema, podemos classi�cá-los quanto a estabilidade,

para isso utilizamos a jacobiana dada em 4.5 calculada em cada ponto de equilíbrio.

1. Análise da estabilidade do ponto DFE = (1, 0):

A matriz jacobiana é dada por

J(1, 0) =

−b −(ϕ− ε)

0 ϕ− α


Seus autovalores são portanto

λ1 = −b e λ2 = ϕ− α

Consideramos a taxa de natalidade b sempre positiva, logo λ1 < 0.

Com relação ao segundo autovalor temos que

� se ϕ > α = ε+ b+ γ temos que λ2 > 0 e DFE é um ponto de sela;

� se ϕ < α = ε+ b+ γ e ϕ 6= ε+ γ temos que 0 > λ2 6= λ1 e DFE é um nó atrator;

� se ϕ < α = ε+ b+ γ e ϕ = ε+ γ temos que λ2 = λ1 e DFE é um nó impróprio;

� se ϕ = α temos λ2 = 0 e DFE é assintoticamente estável.

2. Análise da estabilidade do ponto (s, i) = (0.5987105, 0.05158):

Note que o ponto (s, i) = (0.5987105, 0.05158) representa a interseção da reta i′ = 0 com a hipérbole

s′ = 0 seguindo os parâmetros da �gura 4.1.

A matriz jacobiana é dada por

J(0.5987105, 0.05158) =

−0.03− (0.4− 0.01)0.05158 −(0.4− 0.01)0.5987105

0.4 · 0.05158 −0.24 + 2 · 0.01 · 0.05158 + 0.4 · 0.5987105


=

−0.0501162 −0.233497

0.020632 0.0005158
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Seus autovalores são portanto

λ =
−0.0496004±

√
−0.0167067

2
,

logo o ponto (s, i) = (0.5987105, 0.05158) é classi�cado como um foco atrator.

Se considerarmos que a taxa de mortalidade dos indivíduos infectados é a mesma dos indivíduos

sãos (ε = 0), a reta i′ = 0 é a vertical s = s∗∗ = (b+γ)/ϕ. Sua interseção com a hipérbole se dá no ponto

P ∗∗ = (s∗∗, i∗∗) onde i∗∗ = b/ϕ(1/s∗∗ − 1) e portanto se s∗∗, i∗∗ < 1 teremos um ponto de equilíbrio com

doença na região estudada. Neste ponto temos

J(s∗∗, i∗∗) =

−(b+ ϕi∗∗) −ϕs∗∗

ϕi∗∗ ϕs∗∗ − ε− b− γ


=

−(b+ ϕi∗∗) −ϕs∗∗

ϕi∗∗ 0


Notemos que o determinante dessa matriz é negativo enquanto seu traço é positivo, o que resulta

em dois autovalores negativos e com isso concluímos que o ponto (s∗∗, i∗∗) é um equilíbrio estável.

4.2 Sobre a existência de soluções periódicas para o modelo SIR

com população variável

Observamos na seção 3.1 do capítulo anterior que a aplicação do critério de Bendixson-Dulac

generalizado, expressa pela equação 3.7 não depende do excesso de mortes causadas pela infecção nos in-

divíduos recuperados nem da quantidade de indivíduos recuperados que perdem a imunidade temporária,

isto é, independe dos parâmetros ρ e δ. Sendo assim, a aplicação do critério vale para todos os modelos

epidemiológicos estudados. Além disto, pelo corolário 3 na mesma seção, vimos, também que, se

Φ

s2r
− 1

sr

∂Φ

∂s
+

1

sr

∂Φ

∂i
+

Ψ

sr2
− 1

sr

∂Ψ

∂r
+

1

sr

∂Ψ

∂i
≤ 0,

podemos aplicar o critério de Bendixson-Dulac generalizado e garantimos que o modelo SIRS normalizado

não possui soluções periódicas na região triangular D = {s, i, r ≥ 0, s+ i+ r = 1}.

Para ilustrar a aplicação do critério de Bendixson-Dulac vamos apresentar algumas escolhas de

parâmetros e taxas de infecção onde este o mesmo se aplica e outra onde ele não pode ser aplicado, ou seja,

um caso em que é possível obter soluções periódicas para os modelos epidemiológicos. Para simpli�car

trabalharemos no modelo SIR de população variável como na seção anterior. Tomamos

Φ(s, i) = ϕsi,Ψ(r, i) ≡ 0, δ = 0
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Assim 3.7 se reescreve como

(rot g) · 1 = −
(
b+ ρ

s2i
+

γ

sr2
+

b

s2r

)
+
ϕ

r
.

De�nindo

G(s, i, r) = ϕs2ir − (γsi+ bri+ (b+ ρ)r2),

que é um múltiplo de (rot g) · 1, analisar a periodicidade das órbitas para o modelo SIR com população

variável normalizado que tem as funções de contágio e reinfecção dadas por Φ(s, i) = ϕsi e Ψ(r, i) ≡ 0,

equivale a analisar os pontos (s, i, r) em que a função G(s, i, r) assume valores positivos e negativos, já que

onde a função é negativa, o critério de Bendixson-Dulac garante a não existência de órbitas periódicas.

Considerando s = 1− i− r, a função G(s, i, r) se reescreve como

G(i, r) = ϕ(1− i− r)2ir − (γ(1− i− r)i+ bri+ (b+ ρ)r2),

de�nida no triangulo i, r ≥ 0 e i+ r ≤ 1.

Nos vértices do triangulo temos

G(0, 0) = 0,

G(1, 0) = 0,

G(0, 1) = −(b+ ρ) < 0,

e no bordo

G(0, t) = −(b+ ρ)t2 ≤ 0,

G(t, 0) = −γ(1− t)t ≤ 0,

G(1− t, t) = −t(b+ ρt) ≤ 0,

ou seja, no bordo do triangulo a função G(i, r) é não positiva.

Vamos olhar na diagonal 0 ≤ i = r ≤ 1
2 ,

G(t, t) = t(ϕ(1− 2t)t− γ(1− 2t)− (2b+ ρ)t)︸ ︷︷ ︸
h(1−2t)

.

Chamando u = 1− 2t temos 0 ≤ u ≤ 1 sendo que h é negativa nos dois extremos. Temos que

h′(u) = ϕ(2− 3u)u− 2γ + (2b+ ρ)

se b = γ e ρ = 0, o máximo de h acontece em u = 2
3 , ou seja t = 1

6 e vale 4
27ϕ − 2b. Assim sendo este

máximo é positivo e ϕ > 13.5b e logo a função G assume nestes casos valores positivos e negativos como

pode ser visto na �gura 4.2 abaixo onde amarelo corresponde a valores positivos e vermelho negativos.
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Figura 4.2: Função G para b = γ = 0.001, ρ = 0 e ϕ = 0.01, 0.2, 0.7.

Exemplo 4.1. Vamos considerar modelo SIR com população variável normalizado que tem as funções

de contágio e reinfecção dadas por Φ(s, i) = ϕsi e Ψ(r, i) ≡ 0 e os parâmetros:

ϕ = 0.01, ε = 0.3, b = γ = 0.001 e ρ = 0

Com esses parâmetros podemos ver que

G(i, r) = 0.01(1− i− r)2ir − (0.001(1− i− r)i+ 0.001ri+ (0.001 + 0)r2)

= 0.01ri(1− i− r)2 − (0.001i+ 0.001i2 + 0.002ri+ 0.001r2)

Sendo assim, G(i, r) é dada pela �gura 4.2, rea�rmando a �gura calculamos a G(i, r) em alguns pontos:

G(0.5, 0) = −0.00025

G(0, 0.5) = −0.00025

G(0.5, 0.5) = −0.0005

G(0.25, 0.75) = −0.00075

G(0.75, 0.25) = −0.00025

e podemos ver que trata-se de uma função negativa em D, portanto, é possível aplicar o critério de

Bendixson-Dulac.

Tendo em vista a análise de existência de pontos de equilíbrio para o sistema SIR com população

variável normalizado na região estudada apresentada na seção anterior, podemos ver que as soluções

tendem ao equilíbrio livre da doença, como na �gura 4.4.

Agora, vejamos um exemplo onde o critério de Bendixson-Dulac não pode ser aplicado e o modelo

SIR com população variável normalizado pode possuir soluções periódicas.

Exemplo 4.2. Novamente vamos considerar o modelo SIR com população variável normalizado que tem

as funções de contágio e reinfecção dadas por Φ(s, i) = ϕsi e Ψ(r, i) ≡ 0. E agora os parâmetros:

ϕ = 0.7, ε = 0.3, b = γ = 0.001 e ρ = 0.
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Figura 4.3: Modelo SIR com população variável e parâmetros ϕ = 0.01, ε = 0.3, b = γ = 0.001 e ρ = 0.
Nele podemos aplicar o critério de Bendixson-Dulac e concluímos a não existência de órbitas periódicas.

Figura 4.4: Grá�co Suscetíveis x Infectados que nos mostra as soluções do sistema tendem ao equilíbrio
livre da doença. Parâmetros usados: ϕ = 0.01, ε = 0.3, b = γ = 0.001 e ρ = 0.
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Sendo assim, temos

G(i, r) = 0.7(1− i− r)2ir − (0.001(1− i− r)i+ 0.001ri+ (0.001 + 0)r2)

= 0.7ri(1− i− r)2 − (0.001i+ 0.001i2 + 0.002ri+ 0.001r2)

Observemos que G(i, r) é dada pela �gura 4.2, rea�rmando a �gura calculamos a G(i, r) em alguns pontos:

G(0.2, 0.3) = 0.01025

G(0.5, 0.5) = −0.0005

G(0.4, 0.7) = 0.00123

G(0.25, 0.75) = −0.00075

G(0.6, 0.9) = 0.09615

G(0.75, 0.25) = −0.00025

G(0.7, 0.1) = 0.00174

e trata-se de uma função que não é toda positiva nem toda negativa, portanto não é possível aplicar o

critério de Bendixson-Dulac.

Nesse caso, o critério não se aplica mas apesar de poder ter órbitas periódicas não as observamos.

Tendo em vista a análise de existência de pontos de equilíbrio para o sistema SIR com população

variável normalizado na região estudada apresentada na seção anterior, podemos ter equilíbrios do sistema

diferente do DFE, como podemos ver na �gura 4.6.



CAPÍTULO 4. ALGUNS EXEMPLOS DA DEPENDÊNCIA DOS MODELOS NOS PARÂMETROS34

Figura 4.5: Modelo SIR com população variável e parâmetros ϕ = 0.7, ε = 0.3, b = γ = 0.001 e ρ = 0.
Nele não podemos aplicar o critério de Bendixson-Dulac e não garantimos a não existência de órbitas
periódicas

Figura 4.6: Grá�co Suscetíveis x Infectados onde a sinuosidade das órbitas nos leva a crer na possibilidade
de existência de outro equilíbrio para o sistema, diferente do trivial. Parâmetros usados: φ = 0.7, ε = 0.3,
b = γ = 0.001 e ρ = 0.



Capítulo 5

Apêndice

5.1 Equações diferenciais ordinárias

Uma equação algébrica se caracteriza por ter como incógnitas, números. Enquanto em uma

equação diferencial as incógnitas são funções e a equação é dada pelas derivadas destas funções.

Neste trabalho serão abordadas apenas sistemas de equações diferenciais ordinárias da forma

y′ = f(y) (5.1)

onde y : R→ Rn.

Uma solução da equação 5.1 em um intervalo I ∈ R é uma função ϕ(t) de�nida no intervalo I

tal que sua derivada está de�nida no intervalo I e satisfaz a equação neste intervalo.

Se y, A(t) e F (t) denotam, respectivamente, as matrizes

y =


y1(t)

y2(t)
...

yn(t)

 , A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)

a21(t) a22(t) · · · a2n(t)
...

...
. . .

...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

 e F (t) =


f1(t)

f2(t)
...

fn(t)

 ,

então o sistema de equações diferenciais



dy1
dt = a11(t)y1 + a12y2 + · · ·+ a1nyn + f1(t)

dy2
dt = a21(t)y1 + a22y2 + · · ·+ a2nyn + f1(t)

...
dyn
dt = an1(t)y1 + an2y2 + · · ·+ annyn + f1(t)

(5.2)

pode ser escrito de forma matricial

y′ =
dy

dt
= A(t)y + F (t).

35
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Seja t0 um ponto no intervalo I e

Y =


y1(t0)

y2(t0)
...

yn(t0)

 e Y0 =


ς1(t)

ς2(t)
...

ςn(t)


onde os ςi = 1, 2, · · · , n, são constantes dadas a priori. Então o problemay′ = A(t)y + F (t)

y(t0) = y0

(5.3)

é denominado problema do valor inicial no intervalo I e denotado por PVI.

O próximo teorema estabelece as condições de existência e unicidade de solução para o PVI 5.3.

Teorema 5.1 (Existência e unicidade). Suponhamos que os elementos das matrizes A(t) e F (t) sejam

funções continuas em um intervalo comum I que contenha o ponto t0. Então existe uma solução única

do problema do valor inicial 5.3 no intervalo I.

5.2 Estabilidade

Vamos considerar sistemas de equações autônomas, ou seja, equações que independem do tempo,

que tem a forma

y′ = f(y). (5.4)

Dizemos que um ponto y∗ ∈ Rn é um ponto crítico para o sistema 5.4 se f(y∗) = 0. Observemos que

y′(t) = f(y∗) = 0, nos dá ϕ(t) = y∗ para todo t ∈ R, solução constante do sistema.

Classi�car um ponto crítico quanto à estabilidade signi�ca dizer o quanto uma solução de�nida

na vizinhança da solução constante do problema, se aproxima ou não da mesma.

Um ponto crítico y∗ do sistema 5.4 é chamado estável se dado ε > 0 existir δ > 0 tal que toda

solução ϕ(t) do sistema satisfaz,

|ϕ(t0)− y∗| < δ ⇒ |ϕ(t)− y∗| < ε,

para todo t ≥ t0. Isso é o mesmo que dizer que soluções que se iniciam próximas da solução constante y∗

tendem a permanecer próximas para todo t ∈ R.

Dizemos que um ponto crítico y∗ é assintoticamente estável se for estável e existir δ0 > 0 tal

que se uma solução ϕ(t) do sistema satis�zer

|ϕ(t0)− y∗| < δ0
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então

lim
t→∞

ϕ(t) = y∗.

Isso signi�ca que as soluções que iniciam próximas de y∗ permanecem próximas e com o passar do tempo

tendem a y∗.

Se um ponto crítico não for estável, dizemos que ele é instável.

Figura 5.1: Ponto crítico estável, assintoticamente estável e instável, respectivamente.

5.3 Equações lineares

Uma equação

y′(t) = f(y)

onde f(y) é linear, é chamada equação linear, caso contrário, é dita não linear.

Vamos considerar sistemas de equações diferenciais lineares com coe�cientes contantes, isto é,

sistemas reais da forma 5.2 que é equivalente à equações lineares homogêneas do tipo

y′ = Ay, (5.5)

onde A é uma matriz real de ordem n× n.

Uma solução de equilíbrio de uma equação diferencial da forma 5.5 é dada pelos pontos que

satisfazem Ay = 0. Estas equações são associadas aos campos vetoriais lineares A ∈ Rn. Se det A 6= 0

temos que a origem é o único ponto onde o sistema se anula.

Se A for uma matriz de ordem n = 1, o sistema de equações tem a forma

y′1 = c1y1,

com c1 constante arbitrária.

Caso n ≥ 2, a solução do sistema 5.5 tem a forma

y(t) = eAt v,
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onde v é um vetor n× 1. Observamos que,

(eλt v)′ = A eλt v ⇒ (A− λI) v = 0.

Logo, y(t) é uma solução não trivial de 5.5 desde que

det(A− λI) = 0,

isto é, desde que λ é autovalor de A e v seu autovetor correspondente.

Dessa maneira, podemos ver que a natureza dos autovalores e seus autovetores correspondentes

de�nem a natureza das soluções do sistema 5.5.

Sendo A uma matriz real, seus autovalores podem ser divididos em três classes: reais, iguais ou

distintos, ou complexos conjugados. O que nos leva aos seguintes casos, considerando c1 e c2 constantes

arbitrárias e não negativas:

Caso 1. Autovalores λ1, λ2 ∈ R tal que λ1 6= λ2: As curvas soluções do sistema, chamadas trajetórias de

A são dadas por

ϕ(t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2.

A classi�cação da origem é dada por:

se λ2 < λ1 < 0, é chamada nó atrator;

se λ2 > λ1 > 0, é chamada nó instável ou fonte;

se λ2 > 0 > λ1, é chamada sela.

Caso 2. Autovalores λ1, λ2 ∈ R tal que λ1 = λ2:

Se o núcleo de A− λI for unidimensional, as trajetórias de A são dadas por

ϕ(t) = eλt[(c1 + tc2)v1 + c2 v2]

Se o núcleo de A− λI for bidimensional, as trajetórias de A são dadas por

ϕ(t) = eλt(c1 v1 + c2 v2)

e nesse caso a origem é chamada nó impróprio.

Caso 3. Autovalores λ1 = α+ iβ e λ2 = α− iβ ∈ C: As trajetórias de A são dadas por

ϕ(t) = c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t)

onde ϕ1(t) = eαt [cos (βt)v1 − sin (βt)v2] e ϕ2(t) = eαt [sin (βt)v1 + cos (βt)v2].

A classi�cação da origem é dada por:

Se α = 0, é chamada centro;



CAPÍTULO 5. APÊNDICE 39

Se α < 0, é chamada foco atrator;

Se α > 0, é chamada foco instável.

Analisando a estabilidade de um ponto crítico do sistema 5.5, temos a seguinte classi�cação:

• Assintoticamente estável, se os autovalores de A forem reais negativos ou com parte real negativa;

• Estáveis, se os autovalores de A forem imaginários puros;

• Instáveis, se os autovalores de A forem reais com pelo menos um deles positivos ou se ambos tem

parte real positiva.

Para mais detalhes, procurar [10] e/ou [15].

Caso a matriz A considerada seja de ordem 2, as soluções podem ser vistas através de uma

representação paramétrica no plano y1y2 que recebe o nome de plano de fase e o conjunto de trajetórias

é chamado retrato de fase.

Para ilustrar as possíveis trajetórias de sistemas bidimensionais �zemos no programa Maximar

alguns retratos de fase, conforme a �gura 5.2

5.4 Equações não lineares

Esta seção será dedicada às equações diferenciais ordinárias não lineares, as quais são geralmente

de resolução analítica difícil ou mesmo impossível. Sendo assim vamos apenas procurar obter informação

qualitativa sobre o comportamento da solução na proximidade das soluções de equilíbrio. Esse estudo

será feito através do Teorema de Linearização.

Consideremos um sistema não linear autônomo, cujo ponto de equilíbrio é dado pela origem:

y′ = f(y) (5.6)

com f função de classe C1 e f(0) = 0.

A linearização em torno do ponto de equilíbrio é baseada na expansão em série de Taylor de f(y)

em torno da origem.

f(y) = f(0) + ∂f(0)(y − 0) +R(y)

= ∂f(0)y +R(y)

onde R(y) satisfaz a seguinte condição

lim
y→0

( R(y)

‖y‖2
)

= 0.

Sendo assim, se estivermos interessados em analisar o comportamento das trajetórias na proximi-

dade do ponto de equilíbrio, nosso sistema não linear pode ser substituído pelo chamado sistema linear
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Figura 5.2: Retratos de fase típicos dos casos 1, 2 e 3. Em 1. a origem é classi�cada como sela, em 2.
fonte, em 3. centro, em 4. foco estável e em 5. nó impróprio.
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associado, dado por:

y′ = ∂f(0)y +R(y) (5.7)

Este novo sistema obtido é homogêneo, logo nós sabemos como obter as suas trajetórias em torno

da origem.

No entanto, é importante ressaltar que a solução geral do sistema linear associado não é a mesma

que a solução geral do sistema não linear original. Existe apenas uma semelhança qualitativa no compor-

tamento de ambas as soluções na vizinhança do ponto de equilíbrio. Em outras palavras, o comportamento

das trajetórias do sistema linear associado nos dá informações sobre o comportamento das trajetórias do

sistema não linear. E assim a classi�cação quanto a estabilidade de um sistema não linear é dado pelo

teorema a seguir cuja demonstração pode ser encontrada em [15].

Teorema 5.2 (Linearização). Seja y∗ = 0 um ponto crítico para o sistema não linear 5.6 e do sistema

linear associado 5.7. Então

1. Se y∗ é um ponto assintoticamente estável do sistema linear associado, então y∗ é um ponto assin-

toticamente estável do sistema não linear.

2. Se y∗ é um ponto instável do sistema linear associado, então y∗ é um ponto instável do sistema não

linear.

Em resumo,

• Se os autovalores do sistema linear associado não são reais positivos, reais negativos ou não são

imaginários puros, então as trajetórias do sistema não linear são do mesmo tipo e têm a mesma

estabilidade.

• Se os autovalores do sistema linear associado são reais, iguais e não nulos, então a origem é um nó

ou um foco do sistema não linear.

- Se os autovalores do sistema linear associado são negativos, o ponto de equilíbrio do sistema

não linear é assimptoticamente estável.

- Se os autovalores do sistema linear associado são positivos, o ponto de equilíbrio do sistema

não linear é instável.

• Se os autovalores do sistema linear associado são imaginários puros, então a origem é um centro ou

um foco do sistema não linear e a sua estabilidade é indeterminada (pode ser estável, assintotica-

mente estável ou instável).

Para concluir esta discussão, consideramos a hipótese de o sistema não linear possuir um ponto

de equilíbrio diferente da origem. Nesse caso, precisaremos fazer uma mudança de variável de forma que

seja possível aplicar a linearização como descrito anteriormente.
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