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Resumo

Neste trabalho, a menos de equivaléncia derivada, classificamos as algebras derivadamente
mansas do produto tensorial de algebras basicas, nao semissimples, de dimensao finita
sobre um corpo algebricamente fechado.

Palavras-chave: Categoria derivada, dlgebras derivadamente mansas, derivadamente
selvagens, produto tensorial de algebras.



Abstract

In this thesis we describe the derived tame tensor products A ®y B of basic, connected,
nonsimple, finite-dimensional algebras A and B over an algebraically closed field k.

Key Words: Derived category, derived tame, tensor product of algebras, group alge-
bras.
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Introducao

Neste trabalho, o corpo k serd sempre algebricamente fechado e as algebras serao k-
algebras associativas, com unidade, basicas, conexas e de dimensao finita. Dada uma
algebra A, definimos mod—A, como a categoria de A-moddulos & direita finitamente ge-
rados. Sabemos que a categoria mod—A ¢é de Krull-Schmidt, e portanto, é natural que
se queira classificar todos os objetos indecomponiveis. O estudo dos modulos indecom-
poniveis de uma algebra é, entre outros, um dos principais interesses da area de Teoria
de Representacoes de &lgebras associativas. Em geral, distinguimos os diversos tipos
de representacoes de uma categoria, pelo comportamento quantitativo dos seus objetos
indecomponiveis.

Dizemos que uma &algebra é mansa se em cada dimensao n, os moédulos indecom-
poniveis de dimensao n ocorrem parametrizados por uma quantidade finita de familias a
um parametro, a menos de uma quantidade finita. Enquanto que as selvagens tem familias
de moédulos indecomponiveis dependendo de uma quantidade arbitraria de parametros
continuos. As duas caracteristica em questao sao invariantes por equivaléncias entre ca-
tegorias, cuja condi¢ao necessaria e suficiente foi estabelecida pelo Teorema de Morita ao
final da década de 50 [Mor58|. Drozd enunciou e demonstrou o Tame and Wild Teorema
[Dro79]|, determinando que todas as dlgebras sdo mansas ou selvagem, e jamais sdo ambas,
dividindo as categorias de médulos em duas classes disjuntas.

Dados um corpo k de caracteristica p, um grupo finito G e uma algebra A, denotamos as
algebras de grupo com coeficientes em A, por A[G]. As élgebras de grupo do tipo k|G| de
representacao finita foram classificadas por Higman na década de cinquenta [Higb4|. Nos
anos setenta, Bondarenko e Drozd classificaram as do tipo k[G] de representa¢do mansa
[BD77]. Meltzer e Skowroniski classificaram as algebras de grupo A[G] de representacio
finita [MS83][MS84| na década de oitenta. No inicio deste século, Leszcezynski e Skowronski
classificaram as algebras de grupo A[G] mansas [LS03].

As algebras do tipo T),(A) sao as algebras das matrizes triangulares inferiores de ordem
n X n com entradas em uma algebra A. Nos anos 70, Brenner [Bre71| e Auslander [AR76]
iniciaram a classificacdo de indecomponiveis na categoria de modulos do caso Th(A).
Na década de 90, Leszczynski obteve alguns resultados na classificacdo do caso T,,(A)
mansa |Les94|. E no inicio deste século, Leszczynski e Skowronski [LS00| classificaram
alguns casos particulares do tipo T5(A) mansa. Para n > 3, Leszczynski e Skowronski
classificaram todas as algebras T,,(A) mansas, a menos de isomorfismo [LS03].

Destacamos o artigo |L.S03| de Leszczyniski e Skowroniski, que citamos anteriormente,
pela classificacao das algebras de grupo mansas e das algebras de matrizes triangulares
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inferiores de ordem maior ou igual a trés mansas. Neste mesmo trabalho, Leszczynski e
Skowroniski obtiveram alguns resultados da classificacao das algebras do produto tensorial
A ®x B mansas e classificaram as algebras envolventes A¢ = A ®, A mansas.

Grothendieck e Verdier iniciaram os estudos das categorias trianguladas e catego-
rias derivadas, introduzidas inicialmente, na Geometria Algébrica e Algebra Homologica.
Hartshorne [Har66|, Beilinson, Bernstein e Deligne [BBDS82| e Iversen [Ive86] também tra-
balharam com estas categorias. Passados alguns anos Happel [Hap88| comegou o estudo
sistematico de categorias derivadas de categorias de mdédulos de algebras associativas de
dimensao finita.

Sabemos que a categoria derivada de uma algebra é de Krull-Schmidt, motivando novos
trabalhos na busca por classificar os objetos indecomponiveis. De La Pena [d1Pn98| deu as
primeiras ideias de mansidao da categoria derivada, via &lgebras repetitivas. Em seguida,
Vossieck [Vos01] introduziu o conceito de algebras derivadamente discretas. Motivados
por estes dois trabalhos, Geift e Krause [GK02| deram a defini¢ao classica de algebras
derivadamente mansas. A grosso modo, as algebras derivadamente mansas, sao as que
em sua categorias derivada, em cada dimensao cohomolégica = (1;)icz, 08 complexos
indecomponiveis podem ser parametrizados por uma quantidade finita de familias a um
parametro. Enquanto que as derivadamente selvagens, sao aquelas que em uma dimen-
sao cohomologica, os complexos indecomponiveis sao parametrizados por uma quanti-
dade arbitraria de parametros continuos. Neste mesmo trabalho, foi demonstrado que o
tipo de representacao derivada é preservado por equivaléncia triangulada entre as cate-
gorias derivadas, cujas condigoes necessarias e suficientes foram enunciadas por Rickard
no conhecido Teorema de Rickard [|[Ric89], Teorema 6.4]. Bekkert e Drozd demonstraram
o Derived Tame and Wild Teorema [BDO03], determinando que todas as algebras sao
derivadamente mansas ou derivadamente selvagens, mas nunca ambas.

Neste trabalho classificamos os pares de algebras A e B, que nao sao semissimples, cujo
produto tensorial A ®, B é uma algebra derivadamente mansa. Nés também classificamos
as algebras derivadamente mansas do tipo A[G], T,,(A) e A°. Nos resultados a seguir,
kA,, kD, e kE, sao algebras do tipo Dynkin, Dy, Sim) € Qm) sao grupos e Xosze, Xog
e X333 sao retas projetivas com pesos.

Teorema Principal. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bdsicas, conexas, nao
simples de dimensao finita. As afirmacoes abaizo sao equivalentes:

1. A ®y B ¢ derivadamente mansa.
2. as dlgebras A e B satisfazem um dos sequintes casos:

(a) uma é derivadamente equivalente a KAy e a outra a kDy;
(b) uma é derivadamente equivalente a kAy e a outra a kA,, em que 2 < n < 5;
(¢) ambas sao derivadamente equivalentes a kAs.

3. A ®yx B € derivadamente equivalente a uma das dlgebras de Dynkin kD4, kFEg ou

kEg, ou a uma das categorias de feizes coerentes das retas projetivas com pesos
Xose, Xoga ou Xsz3.
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Nestes casos, a dlgebra A ®y B € hereditdria por partes.

E conhecido que uma 4lgebra basica é derivadamente equivalente a algebra de Dynkin
kA, se, e somente se, é isomorfa a kA;. As algebras derivadamente equivalentes a kD,
e kA, com 3 < n < 5 também sdao conhecidas, cujas classificagoes estao descritas na
Proposicao 1.35 e no Corolario 1.34, respectivamente. Segue abaixo algumas consequén-
cias do Teorema Principal.

Corolario 1. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bdsicas, conexas, nao simples de
dimensao finita. O produto tensorial das dlgebras A e B é derivadamente discreto se, e
somente se, uma € derivadamente equivalente a KAy e a outra a kA, em que 2 < n < 4.
Nestes casos, A Qi B € derivadamente equivalente a kD4, kEg ou kKFEg.

Corolario 2. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bdsicas, conezras, nao simples
de dimensao finita. A dlgebra A ®yx B € derivadamente discreta se, e somente se, A @B
¢ derivadamente finita.

Corolario 3. Dados um niumero natural n > 8 e n dlgebras Ay, ..., A, associativas, bdsi-
cas, conexras, nao simples de dimensao finita. A dlgebra A; ®y ... A, € derivadamente
mansa se, e somente se, n =38 ¢ A; =2 Ay = Ag = kA,. Neste caso, o produto tensorial
kA; ®x kAs @k kAs € derivadamente equivalente a categoria de feives coerentes da reta
projetiva com pesos Xss33.

Teorema 1. Sejam G um grupo finito, kK um corpo de caracteristica p e B uma k-dlgebra
associativa, bdsica, conexa de dimensao finita. A dlgebra de grupo B[G] é derivadamente
mansa se, e somente se, ocorre um dos sequintes casos:

1. p nao divide a ordem de G e B € derivadamente mansa;
2. p divide a ordem de G, B =2k e k|G| é derivadamente mansa.

Corolario 4. Sejam k um corpo de caracteristica 2 e B uma k-dlgebra associativa, bdsica,
conexa de dimensdo finita. Se G é um dos grupos listados abaizo, entio B[G] é derivada-
mente selvagem.

1. grupo diedral D,y = (g,h | g* = h*" =1,hg = gh™"'), em que m > 1;
2. grupo semidiedral S(,,y = (g, h | g* = h*" =1,hg = gh2m*1_l>, em que m = 3;

3. grupo dos quatérnios Qmy = (g,h | > = h*" ', g* =1, hg = gh™"), com m > 2.

Corolario 5. Sejam k um corpo de caracteristica p, G um grupo ciclico de ordem p" e
B uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexa de dimensao finita. A dlgebra de grupo B|[G]
¢ derivadamente mansa se, e somente se, p =2, B2k e G € o grupo ciclico de ordem
2. Neste caso, B[G| € derivadamente discreta.

Teorema 2. Seja A uma Kk-dlgebra associativa, bdsica, conezxa, nao simples de dimensao
finita. A dlgebra envolvente A° € derivadamente discreta se, e somente se, A € isomorfa
a kAs. Neste caso, A° € derivadamente equivalente a KD,.
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Teorema 3. Seja A uma k-dlgebra associativa, basica, conezxa, nao simples de dimensao
finita. A dlgebra envolvente A° é derivadamente mansa se, e somente se, A € derivada-

mente equivalente a kAy ou kAz. Nestes casos, A ¢ derivadamente equivalente a kD,
ou X244.

Teorema 4. Sejam n > 1, B uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexa de dimensao finita
e T,,(B) a dlgebra de matrizes triangulares inferiores de ordem n X n com coeficientes em
B. T,(B) ¢ derivadamente discreta se, e somente se, ocorre um dos sequintes casos:

1. B=k;

2. n =2 e B é derwadamente equivalente a T,,(k), em que 2 < m < 4;
3. n=3e¢B=Tyk),

4. n=4eB=Tyk).

Teorema 5. Sejamn > 1, B uma k-dlgebra associativa, bisica, conexa de dimensao finita
e T,,(B) a dlgebra de matrizes triangulares inferiores de ordem n X n com coeficientes em

B. A dlgebra T,(B) € derivadamente mansa se, e somente se, ocorre um dos sequintes
casos:

1. BZk;
2. n=2 e B ¢ derivadamente equivalente a um dos casos abaixo;

(a) Tr(k), em que 2 < m < 5,
(b) T (T2<k)>;

3. n =23 e B ¢ derivadamente equivalente a T,,(k), em que m =2 ou m = 3;
4. n=4eB=Tyk);
5. n=>5¢e¢ B =Tyk).

Teorema 6. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bisicas, conexas, nao simples de
dimensao finita. A dlgebra A ®y B € derivadamente mansa se, e somente se, o par de

dlgebras A e B € isomorfo a um dos pares de dlgebras listados nas Tabelas 3.1, 3.2, 3.3
e 3.4.

Corolario 6. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bdsicas, conezras, nao simples
de dimensado finita. As afirmacoes abairo sdo equivalentes:

1. A ®« B € derivadamente finita.
2. A ®y B € derivadamente discreta.

3. O par de dlgebras A e B ¢é isomorfo a um dos pares de dlgebras da Tabela 3.1.
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Organizamos o texto em trés capitulos. No primeiro, apresentamos os conceitos basi-
cos e fixamos a notacao ao longo do trabalho. Ressaltamos que muitos dos resultados
enunciados no primeiro capitulo sao essenciais em nossas demonstracoes.

No segundo capitulo, iniciamos nossos resultados, dividindo em trés secoes. Na primeira
secao, demonstramos que algumas algebras estrategicamente escolhidas sao derivadamente
selvagens. Na segunda secao, obtemos varios lemas que comparam o tipo da representacao
derivada do produto tensorial A®,B com o tipo das representagoes derivadas das 4lgebras
A, B e do produto tensorial de uma delas com kA;. Nesta mesma se¢do, iniciamos uma
caracterizacdo do quiver destas algebras, mais especificamente, do comportamento em
cada vértice. Na terceira secao, demonstramos que se A ®y B é derivadamente mansa,
entdo as algebras A e B sao algebras do tipo arvore ou isomorfas a kA ®y kAs.

No terceiro e tltimo capitulo, demonstramos o Teorema Principal e damos as conse-
quéncias nas algebras de grupo, algebras envolventes e algebras de matrizes triangulares
inferiores.
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Capitulo 1

Conceitos e Resultados Iniciais

De maneira suscinta, neste capitulo definimos, fixamos notacoes e apresentamos resultados
que sao utilizados ao longo deste trabalho. O corpo k é sempre algebricamente fechado e as
algebras A sao k-algebras associativas, com unidade, basicas, conexas e de dimensao finita,
exceto por algumas dlgebras que especificamos. Definimos mod—A, como a categoria de
A-modulos a direita finitamente gerados.

1.1 A Algebra e as Representacoes de um Quiver com
Relacoes

Nesta secao definimos, fixamos notagoes e apresentamos resultados sobre algebras de
caminhos e representacoes de quivers. Quiver, a grosso modo, pode ser visto como uma
representacao grafica de uma algebra associativa, que também permite visualizar seus
mo6dulos como familias de k-espacos vetoriais conectados por aplicacoes lineares. Segundo
Assem, Simson e Skowronski a ideia de tal representagao grafica retorna ao final dos
anos quarenta por Grothendieck [Gro57| e Thral [Thr47|, mas a no¢ao mais explicita de
quiver e representacdo de quiver foi apresentada por Gabriel em [Gab72|, dando inicio a
Teoria Moderna de Representacoes de Algebras Associativas de dimensao finita. Maiores
detalhes sobre o assunto e as demonstragoes de todas as propriedades e teoremas citados
nesta se¢do podem ser vistos em [ASS06].

Defini¢ao 1.1 (Quiver). Um quiver Q = (Qo, @1, s,t) € uma quddrupla formada por um
conjunto Qg de vértices, um conjunto ()1 de flechas e duas aplicacoes s,t : Q1 ——= Qo ,
que associam cada flecha o € Q1 aos vértices inicio s(a) € Qo e final t(a) € Q.

Usualmente, representa-se um quiver por um grafo orientado, em que cada flecha o €
(@)1 € uma seta do grafo, ligando os vértices s(a) e t(a), como abaixo:

s(a) —=t(a).

Quando nao faz diferenca, omitimos o nome de cada flecha ou até mesmo sua orientacao
no grafo de ). Dizemos que dois vértices ¢, 7 € (Qy sao vizinhos se um ¢ inicio e o outro é

7



8 CAPITULO 1. CONCEITOS E RESULTADOS INICIAIS

final de algum « € )1. Neste texto, usamos letras gregas minusculas para as flechas e as
denotamos por «: s(a) —=t(«). Nos casos em que s(a) = t(«) = i, chamamos « de
laco e o representamos no grafo orientado como abaixo:

i o

Em geral, por depender somente das flechas e dos vértices, denotamos o quiver por apenas
Q = (Qo, Q1). Dizemos que um quiver Q) é finito se QQy e Q1 sdo conjuntos finitos e é conexo
se o grafo nao orientado do quiver é conexo. Um caminho ¢ = ay ..., de comprimento
n do vértice ¢ para o vértice j € uma sequéncia de n flechas (i | ay,...,a, | j), em que
s(ay) =1, t(ay,) = je t(ag) = s(agy1) para qualquer 1 < k < n—1. Embora as aplicacgoes
s,t sejam de (1 em @y, extendemos para caminhos, definindo para ¢ = a;...aq, seu
inicio s(¢) = s(aq) e final ¢(¢) = t(a,). Para cada vértice i € @)y, associamos um caminho
g; = (i]] i) de comprimento 0, chamado de caminho trivial ou estaciondrio. Um caminho
¢ de comprimento n ¢ um ciclo se n > 1 e s(¢) = t(¢). Um quiver Q é acicliclo se nao
possui ciclos.

Exemplo 1. Os trés quivers abaizo sao aciclicos:

3 1
l——2——4, 1 2 3

Enquanto que os proximos dois quivers possuem ciclos:
12 o127

Para estabelecermos a no¢ao de caminho nao orientado, associamos para cada flecha
a:1——=2 de Q, o seu inverso formal a™':2——=1 com inicio s(a™!) = t(a) e fi-
nal t(a~!) = s(a). Extendemos a definicao para os proprios inversos formais definindo
(a™!)™! = a e denotando a = a!. Um passeio p de comprimento n > 1 do vértice s(p) = 1
para o vértice t(p) = j € uma sequéncia p = aj' ...a%", em que z; € {—1,1}, s(a?) = 1,
t(azr) = je t(af*) = s(apty') para qualquer 1 < k < n — 1. Dizemos que um passeio
p = of'...afr &um ciclo nao orientado se s(p) = t(p) e (aj*)™" # o)’ para i # j.
Dizemos que um quiver () é uma drvore se nao tem ciclos nao orientados.

Exemplo 2. Os dois quivers abaizo sao aciclicos, mas tém ciclos nao orientados.
1—2

L

3—4.

172

Sejam () um quiver e k um corpo. Denotamos k(@) o k-espaco vetorial que tem como
base o conjunto dos caminhos de ). Induzimos em k() uma operacao composicao entre
dois caminhos c= a4 ..., e d= ;... [, dada por:

0, set(c)# s(d)

aj...apfr...Bm, set(c)=s(d).

cd =
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Para um ciclo ¢ e um nimero natural m, denotamos a composi¢cao de m ciclos ¢ por

m

c =¢cC...C.

—

m vezes

Com a operacao composicao, o espaco vetorial k() é uma k-algebra associativa chamada
dalgebra de caminhos.

Exemplo 3. Seja (Q o quiver de um unico vértice 1 e que a unica flecha é um laco «,
conforme abaizo:
1 Q o,

Sua dlgebra de caminhos € isomorfa a dlgebra de polinomios kx|, que ndo € de dimensao
finita.

Exemplo 4. Seja Q) o quiver abaizo:

1 2 3 n.

Sua dlgebra de caminhos k@) € isomorfa a algebra de matrizes triangulares inferiores
T,(k), que é definida pelas malrizes triangulares inferiores de ordem n X n, como abaizo:

k 0 ... 0
k k ... 0
Lk=|. . . .
k k ... k

Exemplo 5. Um dos quivers mais conhecidos € o quiver de Kronecker dado por:
1 2.
—

Chamamos sua dlgebra de caminhos de adlgebra de Kronecker que € isomorfa a sequinte

dalgebra:
k 0 a 0
{w k}‘{{@c}d]'“aadek}

cuja multiplicacao € dada por

a 0 e 0 ae 0
(b,c) d (f,9) h | | (be+df,ce+dg) dh |’
De maneira similar, define-se o quiver e a algebra trés-Kronecker a partir do quiver

abaizo:
_—

1—=2.

Se () ¢ um quiver conexo, finito e aciclico, a dlgebra de caminhos k@) é uma algebra
associativa, basica, conexa, de dimensao finita com unidade, cujo conjunto de caminhos
triviais {e; | i € Qp} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos. O
ideal de flechas Rg de uma algebra de caminhos k() ¢ o ideal gerado pelas flechas de ;.
Um ideal I de kQ é dito admissivel se existe m = 2 tal que Rjy C I C Ré. E possivel
demonstrar que os ideiais admissiveis de um quiver finito sao gerados por um conjunto
finito {py, ..., pn}, em que cada p; é uma combinagio linear de caminhos de comprimento
maior ou igual a 2 de mesmo inicio e final chamada rela¢cdo. O par (Q,I) formado por
um quiver e um dos seus ideais admissiveis é chamado quiver com relacoes, enquanto que
o quociente kQ /I é a dlgebra de quiver com relagdes.
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Proposicao 1.2. Se um quiver Q) € finito e conexo, entao para qualquer ideal admissivel
I € kQ a dlgebra com relagoes kQ/1 € associativa, bdsica, conexa, de dimensao finita,
em que {e;+ 1| i€ Qo} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos.

Enunciamos a seguir, um dos resultados mais relevantes das k-algebras associativas
de dimensao finita, demonstrado por Gabriel [Gab72|, que nos permite obter resultados
sobre k-algebras associativas via algebras de quiver .

Teorema 1.3. Seja A uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexa e de dimensao finita.
Ezistem um quiver QQ e um ideal admissivel I € kQ, tais que A = kQ/I. O quiver Q da
dlgebra A € unico.

Chamamos o quiver (), descrito no Teorema 1.3, de quiver de Gabriel da algebra A.
Alertamos, que embora o quiver de Gabriel seja tinico, podemos obter ideais I distintos
que realizam o mesmo isomorfismo A = k@) /I. Em cada um destes casos, dizemos que
k@/I é uma presentagio de A.

Exemplo 6. A dlgebra local k[x]/(z™) € isomorfa a dlgebra de quiver com relagoes kQ/I,
em que I = (") e Q € o quiver abaizo:
1 Q a.

Enquanto que a dlgebra k ¢é isomorfa a dlgebra de quiver com relagées kQ'/I', em que
I'=0¢eQ ¢ o quiver sem flechas abaizo:

O quiver de Gabriel pode facilitar a identificacao de caracteristicas relevantes, como por
exemplo, das dlgebras hereditdrias. Dizemos que uma algebra bésica de dimensao finita é
hereditaria se todo submo6dulo de um moédulo projetivo também é projetivo. Conforme o
teorema a seguir, podemos identifica-las observando o respectivo quiver.

Teorema 1.4. Seja A uma dlgebra bdsica, coneza e de dimensao finita. A é uma dlgebra
hereditdria se, e somente se, A =2 kQ, em que ) é um quiver finito, conexo e aciclico.

Também identificamos as algebras do tipo drvore, pelo seu quiver de Gabriel. Dizemos
que A = k@Q/I é uma algebra do tipo arvore se o quiver ) é uma arvore.

Seja @ um quiver finito. Uma representacio M = M(Q) = (M;, M,) de @ é definida
associando para cada vértice ¢ e para cada flecha « : i——=j, um espaco vetorial M; e uma
transformacao linear M, : M; —— M; , respectivamente. Dizemos que M é de dimensao

finita se cada M; é um espaco vetorial de dimensao finita. Se cada M; tem dimensao finita,
definimos a dimensao de M por:

i€Qo

Dadas duas representagoes M = (M;, M,) e N = (N;, N,) de um mesmo quiver @, defini-
mos um morfismo entre representacoes f : M—— N por uma familia de transformacoes
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lineares f = ( fi : Mi—— N, )icq, que satisfazem a igualdade N, o f; = fjo M, para cada

flecha «:i1——=7, isto é, o diagrama abaixo comuta:

Mo

J
/|
N

|

— N..
No J

-~

As representacoes de um quiver finito () e seus morfismos entre representacoes formam
uma categoria abeliana denotada por Rep, (Q)). A subcategoria plena de Rep,(Q) das
representacoes de dimensao finita de @) é denotada por rep, (Q). Associamos para cada
caminho w = «; - - - j a composigao de aplicagoes lineares ¢,, = M0+ - -oM,,. Fixando um
ideal admissivel I C k@), dizemos que uma representacao M(Q) = (M;, M,,) de Q satisfaz
as relagoes de I ou é uma representagao do quiver com relagoes (Q,I) se a combinagao
linear das composicao de transformacoes lineares ), i, é igual a transformacdo nula
sempre que a respectiva combinacao linear de caminhos ) . Ajw; pertence a I. Denotamos
a subcategoria plena das representagoes de um quiver com relagoes e das representacoes de
dimensao finita de um quiver com relagoes por Repy (@, I) e rep, (@, I), respectivamente.
Nestas categorias, dizemos que uma representagao é indecomponivel se nao é soma direta
de duas representacoes nao nulas.

Exemplo 7. Considere o ideal admissivel I = (a?) de kQ, em que Q ¢ o quiver abaizo:

JQa.

A representacao M descrita abaizo € uma representacao indecomponivel do quiver com
relagoes (Q,I):
01
2
D)0 0]

Podemos estudar as categorias de modulos a direita Mod—A e mod—A de uma al-
gebra A = k@/I estudando as categorias Rep, (Q, ) e rep,(Q, ). Isto é possivel por

existir uma conhecida k-equivaléncia linear F': Mod—A = Rep,(Q, ) esuarestrigdo

F |mod—a: mod—A ——rep, (Q,]) . Em particular, podemos estudar os modulos inde-
componiveis pelas representacoes indecomponiveis. Dentre os modulos indecomponiveis,
destacamos os modulos projetivos indecomponiveis. Tomando A = k@ /I e o conjunto de
caminhos triviais {e;+ [ | i € Qp}, podemos ver Ax em mod—A e decompor como soma
de projetivos indecomponiveis, conforme abaixo:

Apr =17AAx = (Z 5i> Ap = Z giAA,
1€Q0 1€Qo

Denotamos cada um destes projetivo indecomponiveis nao isomorfos por P; = £;AA\.
Destacamos que os elementos de P; sao combinagoes lineares de caminhos wy com inicio
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s(wg) = 4. Cada caminho ndo nulo ¢ de inicio s(¢) = j e final ¢(¢) = i induz um
homomorfismo entre projetivos c: P;—— P;, definido nos elementos de P; por:

n n
c ( E kak> = E Icwy, em que Iy € k.
k=1

k=1

1.2 Algebras Mansas e Selvagens

Distinguimos os diversos tipos de representacoes de algebras, pelos seus modulos indecom-
poniveis na categoria de moédulos. Mais precisamente, pelo comportamento "quantitativo”
dos médulos indecomponiveis. Conforme Simson e Skowroniski em [SS07]| e Erdmann em
[Erd90], definimos as algebras de representacao finita, mansa e selvagem como a seguir:

Definicao 1.5. Seja A uma dlgebra de dimensao finita.

1. A ¢ de representacgao finita se a quantidade de classes de isomorfismos de mddulos
indecomponiveis em mod—A ¢ finita;

2. A ¢ de representacao infinita se a quantidade de classes de isomorfismos de mddulos
indecomponiveis em mod—A € infinita;

3. A ¢ mansa se em cada dimensio d > 0, ezistir uma quantidade finita de k[x]-A-
bimodulos M; tais que:

(a) cada M; € finitamente gerado como k|x]-mddulo,
(b) exceto por uma quantidade finita, todo mddulo indecomponivel N de dimensao

(r[_ﬁ]\) R[] M; para algum X € k;

d € isomorfo a
4. A € selvagem se existe um k{x,y)-A-bimddulo M tal que:

(a) M ¢€ finitamente gerado como k(x,y)-mddulo;

(b) o funtor _ Qr<zy> M : fin mod-k < x,y > ——mod-A preserva classes de
1somorfismo e maodulos indecomponiveis, em que fin mod-k < x,y > € a sub-
categoria plena dos maodulos indecomponiveis de mod-k < x,y >.

Segue da definicdo, que as algebras de representagao finita sdo mansas, mas as de
representacao infinita podem ser mansas ou selvagens. A grosso modo, dizemos que em
uma algebra mansa, podemos classificar os modulos indecomponiveis, visto que estes
ocorrem parametrizados por uma quantidade finita de familias a um parametro. Drozd
em |Dro79] demonstrou que as algebras de dimensao finita sdo dividas em duas classes
disjuntas, as mansas e as selvagens.

Teorema 1.6. Toda dlgebra de dimensao finita é mansa ou selvagem, mas nao ambas.



1.2. ALGEBRAS MANSAS E SELVAGENS 13

Finitas

Mansas

Selvagens

Figure 1.1: Tipos de Representacao

Pela equivaléncia entre as categorias mod—A e rep,(Q, ), podemos quantificar os
modulos indecomponiveis via representacoes indecomponiveis. Consequentemente, pode-
mos determinar o tipo de representacao de uma algebra, estudando suas representacoes
indecomponiveis. Nos proximos exemplos, determinamos seu tipo de representacao, es-
tudando e quantificando suas representagoes indecomponiveis. Maiores detalhes para
obtenc¢ao destas representagoes indecomponiveis podem ser vistos em [Barl5].

Exemplo 8. Vimos o quiver da dlgebra Ty(k) no Exemplo 4. Suas representagoes inde-
componiveis Sao as sequintes:

k—0, ko k, 0——=k
em que I; € a matriz identidade de ordem 1 x 1.
Portanto, a dlgebra Ty(k) € de representagao finita
Para os proximos exemplos, denotamos por J(n,\) a matriz de Jordan que é a soma

das matrizes A, + J(n,0), em que I, é a matriz identidade de ordem n x n e J(n,0) é a
matriz triangular superior com entradas:

1 sei=j5—1,
J(n’o)ij_{o sei#£j—1

k k
Exemplo 9. Detalhamos o quiver das dlgebras % € % no Fxemplo 6. As represen-
x x
klz]

tacoes indecomponiveis de — sao as sequintes:

(z2)
k Q 0, k2 D J(2,0).
k[z]

As representacoes indecomponiveis de —— sao as sequintes:

()
k, D 0, k2 D J20), k3 D J(3,0) .
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k[z] k]

Portanto, —= e —— sao dlgebras de representacao finita.

2 3
(%) (2%
Exemplo 10. Definimos a dlgebra de Kronecker no Exemplo 5. Suas representacoes
indecomponiveis em dimensoes pares e impares $Go as sequintes:

Dimensoes impares iguais a 2n + 1

Iy
0 [ I, 0]
k™ —_— kn—‘rl’ kn—i—l - k™
[0 ] [0 1, ]
_['ﬂ_

e as dimensoes pares iguais a 2n
k" k" k" k"

. ) N,

Observa-se que nas dimensoes pares, temos uma série de infinitos modulos indecom-

poniveis, mas que sao parametrizados por um unico pardmetro . Portanto, a dlgebra
de Kronecker nao ¢ de representacao finita, mas é mansa.

Exemplo 11. No Ezemplo 5 definimos a dlgebra Trés-Kronecker. Observa-se que obtemos
pelo menos uma familia de representacoes indecomponiveis de dimensao 8 parametrizada
por dois pardmelros, como a sequir:

Ty
T 1o 11 10 | ™
k—>T3k,emqueTI—lO],TQ—ll]eT;;-l)\}

Portanto, a dlgebra Trés-Kronecker € selvagem.

A &lgebra do Exemplo 11 é uma das algebras selvagens listadas por Erdmann em
[[Erd90], 1.9.0, 1.10.8]. Listamos algumas destas algebras nos Lemas 1.7 e 1.8, que sao
Uteis nas nossas demonstragoes.

Lema 1.7. Seja A = kQ uma dlgebra, em que ) € um dos quivers listados abaizo. Entao
A ¢ selvagem.
1—=2, 1—2 3.
Lema 1.8. Suponha que o quiver de Gabriel de uma dlgebra A contenha um dos quivers
listados abaizo ou um dos seus duais. Entao A € selvagem.
17 T 2<—3 Ci1—o»

RS

No mesmo trabalho [Erd90|, Erdmann relaciona o tipo de representacao da algebra
com seus quocientes e suas subalgebras plenas, conforme o Lema 1.9.
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Lema 1.9. Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Valem as sequintes afirmacoes:

1. Se % ¢ selvagem, em que I é um ideal nao necessariamente admissivel, entio A €
selvagem;

2. se eAce € selvagem para algum idempotente €, entdo A € selvagem.

O item 2 do Lema 1.9, cuja demonstragao pode ser vista em [Bon80|, afirma que basta
termos uma subdlgebra plena selvagem para que a algebra também seja. Consequente-
mente, pelo Teorema 1.6, toda subdlgebra plena de uma algebra mansa também é mansa.
Do item 1 do Lema 1.9, concluimos que se k@ é mansa, k@Q)/I também é. Desta maneira,
o quiver de Gabriel de uma algebra pode determinar o seu tipo de representacao. Em
particular, os diagramas de Dynkin e Dynkin estendidos, listado abaixo, determinam o
tipo de representacao de todos os quivers aciclicos, conforme Teorema 1.10 enunciado a
seguir:

Diagramas de Dynkin:

A, : 1 2 n— 1 n n>=1
1
AN
D, : F—"-- n— 1 n n= 4
/
2
4
|
Eg 1 2 3 5 6
4
|
Er; 1 2 3 5 6 7
4
|
Eg : 1 2 3 5 6 7 8

Diagramas de Dynkin estendidos:

n+1

1 2 n—1——n n
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1 n
N e
ﬁn: J—"-- n— 1 n= /4
/ AN
2 n+1
7
|
4
|
Es : 1 2 3 5 6
4
|
E; 8 1 2 3 5 6 7
4
|
Ey : 1 2 9 5 6 7 8 9

Para um quiver , definimos seu grafo ou grafo subjacente QQ, desconsiderando a orientacio
das flechas de ). Pelos trabalhos de Nazarova [Naz67], Gabriel [Gab72|, Donovan e
Freislich [DEF73], obtemos o teorema abaixo:

Teorema 1.10. Sejam A = kQ uma dlgebra hereditdria. Valem as sequintes afirmagoes:

1. A € de representacio finita se, e somente se, QQ € um diagrama de Dynkin;

2. A ¢ mansa se, e somente se, Q é um diagrama de Dynkin ou um Diagrama de
Dynkin estendido.

Dizemos que uma algebra de dimensao finita A = k@ ¢ igual a kD,,, kFs, kEg ou
kA, se Q é o grafo de Dynkin Dy, Fg, Es ou A, respectivamente. Nestes casos, dizemos
que A = k@ é do tipo Dynkin e que @ é igual a D,,, Fs, Eg ou A,, respectivamente.
De maneira analoga, definimos e denotamos as dlgebras do tipo Dynkin estendidos por
an, kEg, kFs e kA,. Usamos esta notagao, quando a orientagao nao faz diferenga nos
resultados obtidos.
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1.3 Produto Tensorial de quivers com relacoes

Leszczynski discutiu a importancia do produto tensorial A ®y B em |Les94|, por alguns
exemplos que citamos a seguir:

Exemplo 12. A dlgebra de Grupo B[G] de um grupo finito G com coeficientes em uma
dlgebra B ¢ isomorfa ao produto tensorial B[G] = B ®y k[G|;

Exemplo 13. A dlgebra das matrizes triangulares inferiores de ordem n xn com entradas
em B

B 0 .. 0
T,(B) = B B .. 0
B B .. B

¢ isomorfa ao produto tensorial T,,(B) = B ®y T,,(k);
Exemplo 14. Algebras envolventes A® = A ®y A%.

Exemplo 15. A dlgebra de caminhos BQ de um quiver Q com coeficientes em B, que
em particular é o produto BQ) = B ®y k(Q.

A proxima defini¢ao descreve a construgao do quiver com relagoes (Q ® @', IOI"), cuja
algebra é isomorfa ao produto tensorial kQ/I @y kQ'/I'.

Defini¢ao 1.11. Sejam (Q,I) e (Q',I') quivers com relagées, em que Q@ = (Qo, Q1)
e @ = (Qp,@1). O produto tensorial entre (Q,I) e (Q',I') é o quiver com relagies
(Q ® @', I0I"), em que os conjuntos de vértices, flechas e o ideal admissivel IO sao
definidos abaizo:

1 (Q® Q)= Qo x Qp,
2. (Q®Q")1 = (Qox Q) U(Q1xQy),

3. 101" € gerado por (Qo x I') U (I x Q) e as relagoes (o, m)(4, B) — (4, B)(a, n), em
que a: i—=3j e f: m——=n sao flechas de Q1 e Q, respectivamente.

Segue direto da defini¢do, que se A = kQ/I e B = k(Q'/I’ sdo algebras ndo semissim-
ples, o ideal IJI" é nao nulo mesmo que I e I’ sejam triviais. A existéncia das relagoes
(o, m) (4, B) — (4, B)(cr, n) na definigdo de I0I" faz todo sentido, quando comparamos com
a igualdade do produto entre os elementos da base de k@ /I ®y kQ'/I’ abaixo:

(0 @kem) (R fP)=a-6;Qkem-B=a@kxf=ci-a@P e,= (5, ) (@ ®xkey)

Em grande parte dos exemplos e demonstracoes, abrimos mao da notacao das flechas
(e, 9), (1, B8) e dos vértices (i, ), pelas respectivas notacoes ay,, 5; € ij, ou por simplesmente
«, [, i ou j, em busca de uma notacao mais conveniente e menos carregada para cada
caso.
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Exemplo 16. Tomando QQ = As e I = {0}, como abaizo:

1—=2

Obtemos o produto tensorial (Q ® Q, I11), em que IO = (aff — fa) e QR Q = Ay ® Ay
€ o quiver abairo:

2.0

1
|
3

[e%
—_—

Mantendo Q = Ay, I =0 e considerando o quiver com relagoes (Q',I'), em que I' = (7?)
e Q' € o quiver abairo:
1 Q 7.

Obtemos o produto tensorial (Q @ Q', ITII"), em que IOI' = (¥*,va —ay) e Q Q' € o

quiver abaizo:
v C 122 Q 7.

A Proposigdo 1.12 foi enunciada e demonstrada por Leszczyriski em [[Les94|,1.3],
fornecendo uma maneira pratica de se obter o quiver de Gabriel do produto tensorial
de duas algebras. Enquanto que o Corolario 1.13 mostra como os idempotentes e as
subalgebras plenas sao preservados pelo produto tensorial.

Proposicao 1.12. Para quaisquer quivers com relagoes (Q,1) e (Q',I'), existe um iso-

morfismo entre as dlgebras k(Q ® Q") /I0OI" e kQ/I @ kQ'/I'.

Segue do isomorfismo k(Q® Q')/I0I" = kQ /I @ kQ'/I', que {e4 = €; @k 5} (ij)eQoxq),
¢ um conjunto completo de ortogonais primitivos do produto tensorial kQ/I ®y kQ'/I'.
Facilmente, vemos que se ¢ € A e & € B sao idempotentes, ¢ ®y &’ também é. Conse-
quentemente, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 1.13. Sejam A = kQ/I, B = kQ'/I' e duas subdlgebras plenas eAc e £'Be’.
Entio e Ae®@ye'Be’ € uma subdlgebra plena de ARy B isomorfa a (e®ye’)(ARkB)(e®@xke’).

Dois resultados de Leszczyniski [[Les94],1.5 e 2,1] estdo enunciados nos Lemas 1.14 e
1.15, os quais sao tteis na classificacao dos tipos de representagoes dos produtos tensoriais
de algebras nao semissimples.

Lema 1.14. Para qualquer k-dlgebra A = kQ/I, existe um isomorfismo entre as dlgebras
T.(A) e kA, @ kQ/I.

Lema 1.15. Sejam A, B e C dlgebras nao semissimples. Valem as sequintes afirmacoes:

1. A ®x B ®yx C € mansa se, e somente se, A =B = C = kA,;
2. se kA, ®x B € de representacao finita, entao n < 4;

3. se kA, ®x B € mansa, entao n < 5.
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1.4 Algebras de Grupo

Como ja citamos no Exemplo 12 da Segao 1.3, as algebras de grupo sao isomorfas a
produtos tensoriais, cuja classificacao tem um longo historico de trabalhos envolvidos. De
acordo com Skowroniski e Leszczynski, as algebras de grupo k[G] de representacao finita
foram classificadas a mais de sessenta anos por Higman [High4]. Ja as de representagiao
infinita e mansa foram classificadas por Bondarenko e Drozd [BD77]. O caso A[G] de
representacao finita foi classificado por Meltzer e Skowronski [MS83][MS84], conforme o
proximo Teorema 1.16. Em 2003 Leszczynski e Skowronski classificaram as &lgebras de
grupo de representagio infinita e mansa [LS03|, conforme o Teorema 1.17.

Para a classificacao das algebras de grupo mansas, definimos algumas algebras de quiver
com relagoes, utilizando as mesmas notacoes de [LS03|. Definimos L, e C,, com n > I,
pelos quivers a seguir:

L, ) n—"sn+ 1
7
C,: 1 2 n—2 n— 1.
ay a2 Un—2

Alertamos, que embora C,, = gn,l para n > 2, ha o caso ] abaixo:

Cli 13041.

Dizemos que A é uma dlgebra de Nakayama se os moédulos projetivos a esquerda e a direita
tém uma tnica decomposicao como série de poténcias. E conhecido que uma algebra é de
Nakayama se, e somente se, seu quiver de Gabriel ¢é igual a L,, ou C,.

Para n > 2 e inteiros 1 < n; < n— 1, tais que n; + I < n;y;, definimos as seguintes
algebras de quiver com relagoes:

1. A" =kL,/I", com I" = (a1 | 1 <1< n— 1);

2. A% s):kLn/J” , com [ = (| 1<i<n—T1ei#ng,...,ng;

(n1,..m (M1yeesms) (n1,00ms)
3. B" =kC,/J", com J" = (a1 | 1 < i< n);

n
com J(nl ----- Ns

4. BT

(goms) :kC’n/J(Z“ )= (aopg | 1<i<nei#ng,...,ng.

7"'7”5)7

Na definicao de J" e J(’j“ consideramos a,; = a;.

7"'7”5)7

Destacamos o grupo ciclico Z,, = {g | g™ = 1) e alguns 2-grupos de ordem 2"*!
definidos abaixo:

1. grupo diedral D,y = (g, h | ¢* = h*" =1,hg = gh™'), em que m > 1;

2. grupo semidiedral Sy = (g, h | g* = h*" =1,hg = gh2M71_1), em que m > 3;
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3. grupo dos quatérnios Q) = (g9,h | ¢* = 2" gt =1,hg = gh™'), com m > 2.

Teorema 1.16. Sejam G um grupo finito, k um corpo de caracteristica p e B uma k-
dlgebra associativa, bdsica, conera de dimensao finita. A dlgebra de grupo B|G| € de
representacao finita se, e somente se, satisfaz um dos sequintes casos:

1. p nao divide a ordem de G e B € de representacdo finita;
2. p diwide a ordem de G e ocorre um dos sequintes casos:

(a) B =k e um p-subgrupo de Sylow de G € ciclico;

(b) p =3, um 3-subgrupo de Sylow de G € isomorfo a Z3 e B = kAs;

(¢c) p =2, um 2-subgrupo de Sylow de G ¢é isomorfo a Zy e B € isomorfo a kA,
A?m), A™ ou uma das dlgebras abaizo:

1. kKQ em que QQ é um dos quiver abaixo;
11— 2<—23, 1=—2—— 3

i. kQ/I em que (Q,I) € um dos quivers com relagoes abaizo;

- - - - - -

1 2% 3 4, 1 2= 88—

Teorema 1.17. [[LS03|, Teorema 5.2] Sejam G um grupo finito, k um corpo de carac-
teristica p e B uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexa de dimensao finita. Entao a
Algebra de Grupo B[G] é de representagdo infinita e mansa se, e somente se, satisfaz um
dos sequintes casos:

1. p nao divide a ordem de G e B € de representacio infinita e mansa;
2. p divide a ordem de G e ocorre um dos sequintes casos:

(a) p = 3, um 3-subgrupo Sylow de G ¢é isomorfo a Z3 e B ¢é isomorfo a dlgebra
de quiver com relacoes A?;

(b) p =2 e ocorre um dos sequintes casos:

i. B=k eum 2-subgrupo de Sylow de G € isomorfo a um dos grupos D),
Sm) 0t Qm);
i. B =kAy e um 2-subgrupo de Sylow de G € isomorfo a Zy,
i, um 2-subgrupo de Sylow de G € isomorfo a Zo ¢ B ¢é isomorfo a uma das

dlgebras de quiver com relagoes A?m A" B! ou B™.

7-~~7ns)7 (n17~~-7ns)

Nos Teoremas 1.16 e 1.17, os casos em que p divide a ordem de G sao tratados sepa-
radamente. Por volta de 1898-1899, Heinrich Maschke (1853-1908) demonstrou que estes
casos sao equivalentes a kG ser uma algebra nao semissimples, conforme o Teorema 1.18
a seguir:

Teorema 1.18. Sejam G um grupo finito e k um corpo de caracteristica p. A dlgebra de
grupo KG € semissimples se, e somente se, p nao divide a ordem de G.



1.4. ALGEBRAS DE GRUPO 21

Na classificacao dos tipos de representacao das algebras de grupo, a relevancia dos
p-subgrupos de Sylow é notoéria, conforme os Teoremas 1.16 e 1.17. Segundo Skowronski
em [Sko87|, obtemos a partir dos trabalhos de Bodarenko e Drozd [[BD77], Secao 1] e
[Dro79]|, a relagao entre o tipo de representagao da algebra de grupo e de um dos seus
p-subgrupos de Sylow, enunciada no Lema 1.19.

Lema 1.19. Sejam B uma dlgebra sobre um corpo k de caracteristica p, G um grupo
finito e H um p-subgrupo de Sylow de G. Valem as sequintes afirmacoes:

1. B[G] é mansa se, e somente se, B[H]| também é.

2. BIG| é de representacgdo finita se, e somente se, B[H| também é.

Pela importancia do tipo de representacao das algebras de grupos dos p-subgrupos de
Sylow, é natural que se estude seus respectivos quivers de Gabriel. Segundo Erdmann
em [[Erd90], III.13], para um corpo de caracteristica 2, as algebras de grupo dos gru-
pos diedral, semidiedral e quatérnios tém o mesmo quiver de Gabriel, cujas respectivas
algebras de quiver com relacoes estao descritas no Lema 1.20.

Lema 1.20. Sejam k um corpo de caracteristica 2, ¢ = 2™ 1 e Q o quiver abaizo:

s(C17)a.

Temos os sequintes isomorfismos:

1. kD(m) = kQ/[7 em que I = <Oé2,527 (aﬁ)q - (6a)q>;

2. KSum) 2 kQ/I', em que I' é o ideal
((aB)" = (Ba)?,a* = (Ba)™™" B — c(aB)?, B2 — b(ap)?, (af) a),
para quaisquer ¢, b € k;
3. kQum) =kQ/I",em que I" € o ideal
((aB)" = (Ba)", 0 = (Ba)™™" B — c(aB)?, B2 — (aB)"™" a — b(ap)?, (aB) a, (Ba)? B)

para quaisquer ¢, b € k.

O Lema 1.21 fornece as algebras de quiver com relacoes dos grupos ciclicos de ordem
p", obtidas por um conhecido isomorfismo de algebras.

Lema 1.21. Sejam k um corpo de caracteristica p e G um grupo ciclico de ordem p"
para algum natural n. Entao k|G] = k[z]/(zP"). Isto é, k[G] 2 kQ/I, em que I = (aP")
e (Q € o quiver abairo:

1 3 @,

Demonstragao. Seja G = (g). Tomamos o epimorfismo de algebras ¢ : k[z] —=k[G],
definido por ¢(z) = g. Segue que um polinomio f(x) € Ker(y) se, e somente se, f(x) €
(zP" —1). Além disso, pela caracteristica p de k, #P" —1 = (z — 1)P". Portanto, fazendo
as devidas mudancas de varidveis, obtemos:

k[G] = kla]/(aP" —1) = K[a]/((z — 1)®") = kly + 1]/ (4"") = kly]/ (")
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1.5 Algebras de Matrizes e Algebras Envolventes

Nesta secdo, trabalhamos com as algebras das matrizes triangulares inferiores 7,,(B) e as
algebras envolventes A€, que estao definidas nos Exemplos 13 e 14, respectivamente.

Leszczyniski e Skowronski classificaram casos particulares de algebras do tipo T5(B)
selvagens [[LS00], lista W]. Selecionamos alguns destes casos no Lema 1.22. A omissao
do sentido nas flechas, indica que devemos considerar todos os quivers com os dois sentidos.

Lema 1.22. Se A = kQ/I for uma das dlgebras listadas abaizo, entdo a dlgebra de
matrizes triangulares inferiores To(A) € selvagem.

I—e9——5  {——>2 I—2 1—2
/ / / /
| ] 1] AN
/ / / /
/ / / /
3L §ef—5  3—y——es5 3y 5
1= 9w 3~y —9— 3
5 5
e e i+J+ 2

emquet,j=>1ei1+75>3;

Em 2003 [LS03|, Leszczynski e Skowronski classificaram as algebras de matrizes tri-
angulares inferiores 7,,(A) com n > 3. Enunciamos esta classificagdo nos teoremas a
seguir:

Teorema 1.23. Sejam n > 3 e B uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexa de dimensao
finita. T,,(B) € de representacao finita se, e somente se, ocorre um dos casos abaizo:

1. B=k;

2. n =3 ea dlgebra B € isomorfa a uma das dlgebras de Nakayama de radical quadrado
igual a zero A™ ou B™.

Teorema 1.24. Sejam n > 3 e B uma k-dlgebra associativa, bdsica, conezra de dimensao
finita. T,,(B) € de representacdo infinita e mansa se, e somente se, ocorre um dos casos
abaizo:

1. n=5eB = kAy;
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2. n =4 ea dlgebra B ¢é isomorfa a uma das dlgebras de Nakayama de radical quadrado
igual a zero A™ ou B™;

3. n =3 e ocorre um dos sequintes casos:
(a) B ou B ¢ isomorfa a dlgebra de caminhos kKQ, em que Q € o quiver abaizo:

1—=2<—3,

(b) B € isomorfa a uma das dlgebras By, . ou AT

No mesmo trabalho [LS03|, Leszczynski e Skowronski classificaram as algebras envol-
ventes A° = A ®x A°? mansas e as de representacao finita, que enunciamos nos Teoremas
1.25 e 1.26. Dizemos que uma &algebra A ¢é simplesmente conezra se o grupo fundamental
I, (@, I) é trivial, para qualquer presentacdo k@ /I de A. Segue de [[Les94],2.3], que as
algebras de Nakayma A = k@ /I sdo simplesmente conexas se, e somente se, Q = L.
Caso contrario, () = C),. Para maiores detalhes sobre algebras simplesmente conexas,
recomendamos [Ass99).

Teorema 1.25. Seja A uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexa, nao simples de dimen-
sao finita. A° € de representacao finita se, e somente se, A é uma dlgebra de Nakayama
simplesmente coneza de radical quadrado igual a zero. Isto é, A = A™.

Teorema 1.26. Seja A uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexra, nao simples de di-
mensao finita. A° € de representacao infinita e mansa se, e somente se, ocorre um dos
sequintes casos:

1. A ou A° é isomorfa a dlgebra de um dos sequintes quivers com relagoes:

— ~

1-(—2—)-37 1—>2—>3, 1 2/ 3 \4a

2. A ¢ isomorfa a uma dlgebra de Nakayama de radical quadrado igual a zero, que nao
€ simplesmente coneza, isto €, A = B™.

1.6 Categoria Triangulada e Categoria Derivada

Sejam € uma categoria aditiva e 7'um automorfismo de €, usualmente chamado de funtor
translagio, com inversa T '. Um tridngulo (X,Y,Z,u,v,w) em C é definida por trés
objetos X,Y,Z € € e trés morfismos v: X —=Y , v: Y —7 e w: Z— T(X).
Além da notacao (X,Y, Z, u, v, w), usamos:

Xty —Ue 7" T(X),

ou
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Um morfismo de tridngulos de (XY, Z,u,v,w) para (X', Y’ Z' v/, v',w’) é uma tripla
(f,9,h) de morfismos que comutam o diagrama abaixo:

Se f, g e h sdo isomorfismos, dizemos que (f, g, h) é um isomorfismo de tridngulos.

Uma triangulagao 7 ¢ uma colecao de triangulos em €, chamados distinguidos, que
satisfazem as hipdteses TR1, TR2, TR3 e TRA4, listadas a seguir.

(TR1) Todo triangulo isomorfo a um triangulo distinguido, também é distinguido. Para
cada objeto X € €, o triangulo X —X~ X 0 T(X) ¢é distinguido e para

cada morfismo u: X ——=Y , existem morfismos v e w e um objeto Z, tais que o
triangulo X —=Y —= 7 — T(X) ¢ distinguido;

(TR2) se (X,Y, Z,u,v,w) é distinguido, entao (Y, Z, T(X),v,w,—T(u)) também é;

(TR3) se existem dois triangulos distinguidos (X,Y, Z,u,v,w) e (X', Y', Z' v/, 0", w'), e
dois morfismo f: X ——=X' e ¢g:Y —=Y"' tais que gou =u' o f, entdo existe

um morfismo h: Z ——= 27" tal que (f, g, h) é um morfismo de tridangulos, conforme
diagrama abaixo:

X—tey—Yeg7 " T(X)

|
lg I'h lT(f)

V /
X/ u Y/ v Z/ w T(X/);

(TR4) Sejam u: X —=Y e v:Y —— Z dois morfismos em €, que por (TR1) garantem
a existéncia dos triangulos distinguidos abaixo:

Existem morfismos f:Z'——=Y' e ¢g:Y' ——= X' em C, tais que o tridngulo
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y T(i)og’

T(X) é distinguido e comuta o diagrama abaixo:

XX . x

QL u vou
. . .

Ty v g Ty
7 k 1)(/[ T('L)j
g8 T
i’ 14
T(X) 5L 7(X)

A hipotese (TR4) é conhecida como Azioma do Octaedro.

Uma categoria aditiva C, um funtor translacao 7' e uma triangulacao 7 definem uma
categoria triangulada C = (C, T, T).

Sejam C = (C, T, 7) e € = (€', T', ') categorias trianguladas. Dizemos que um funtor
F : @ ——= @ & ezxato, se existe uma transformacao natural invertivel « : Fo T——= T o F,
tal que (F(X), F(Y), F(Z), F(u), F(v),ax o F(w)) € 7" sempre que (X,Y, Z,u,v,w) € 7.
Dizemos que um funtor exato F :C——=C' ¢é uma equivaléncia triangulada, se é um
quase isomorfismo. Nesta caso, dizemos que as categorias € = (C, T,7) e € = (€', T, 1)
sao equivalentes como categorias trianguladas.

Um subconjunto S C C gera € como categoria triangulada, se € é a menor categoria
triangulada que contém S.

Seja € uma categoria abeliana, que em particular, pode ser mod—A. Um complexo
X = (X, di)ieZ sobre € & uma colecdo de objetos X* € € e morfismos d' : X' — X!,
tais que d™ o d' = 0 para qualquer 7. Usualmente, descrevemos um complexo como uma
sequéncia, conforme abaixo:

X AL L

Um complexo X* = (X“', di)ieZ & limitado inferiormente se existe i € Z tal que X* = 0
para qualquer k£ < ¢, de maneira andloga, é limitado superiormente se existe j € Z, tal
que X* = 0 para qualquer k > j. Se satisfaz ambas as condicoes, dizemos apenas que é
limitado. X* = (Xi, di) é um complezo stalk, se existe k tal que X = 0 para qualquer

j#k.

Dados dois complexos X* = (W,f) e Y = (W,di), definimos um morfismo de
complezos f*: X®— Y*, por uma sequéncia de morfismos f : X' —— Y' tais que
fttod = d of para qualquer i, comutando os diagramas abaixo:

D QR G

e bk

yi-1 d-! yi 4 yitl
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Os complexos e os morfismos de complexos definem a categoria C'(C), que trivialmente
contém uma copia de €, tomando os complexos stalks na posicao k£ = 0. Para um objeto
Z € @, denotamos por Z°, o complexo stalk com X’ = Z. Denotamos as subcatego-
rias plenas dos complexos limitados inferiormente, superiormente e limitados, por C*(C),
C~(€) e C(C), respectivamente.

Dizemos que dois morfismos f°: X*——=Y* e ¢*: X° —— Y* sao homotopicamente
. H : o - . :
equivalentes [* ~ ¢°, se existe uma sequéncia de morfismos s’ : X' —— Y"! | tais que

f—g¢=d'os +s*od, conforme diagrama abaixo:

PP, G N (U ¢
i—1_ i1 L/_z i+1/ i+1_ it
f 9 /s f'—g / =g
di71 . d’L Y7+1

vt Y

Dizemos que um morfismo de complexos f*: X*——= Y* & homotdpico a zero se [°

é homotopicamente equivalente ao morfismo nulo. Segue da definicao que f° K g° se, e
somente se, f* — ¢g* ¢ homotopico a zero. A categoria homotdpica K(C) é a categoria cujos
os objetos sdo os mesmos de C'(€) e os morfismos sdo os morfismos de complexos modulo

os homotopicos a zero. Isto é, f* e ¢* sdo iguais em K (C) sempre que f° S ¢°. De maneira
anéloga, definimos as subcategorias plenas K+ (€), K~ (€) e K°(€), inserindo a relagdo de
equivaléncia homotopica nos morfismos das subcategorias plenas CT(C), C~(€) e C*(€),
respectivamente.

Para cada i € Z, definimos o i-ésimo funtor cohomologia H': C(€) —= € , que leva
cada complexo X* na i-ésima cohomologia H'(X*) = Ker(d')/Im(d"') e cada mor-
fismo f*: X*—— Y* no morfismo H'(f*): H(X*) —— H'(Y"), definido pela igualdade

H(f*)(z) = f (). O funtor H’ estd bem definido em K (€), pois a equivaléncia homotépica
I ~ ¢® implica na igualdade das cohomologias H'(f*) = H'(¢®), cuja demonstragao pode
ser vista em [Pic10]. Um complexo X* tem cohomologia limitada se H'(X®) # 0 somente
para uma quantidade finita de indices i. Denotamos por, C*+*(C), C~(C), K+*(C)
e K=%(€) as subcategorias de complexos com cohomologia limitada de C*(C), C~(€),
K*(€) e K~(C), respectivamente.

Um morfismo entre complexos f* : X* —— Y* é um quase isomorfismo se H'(f*) ¢ um
isomorfismo para qualquer i. O conjunto Quis de todos os quase isomorfismos de C(C) é
um conjunto multiplicativo na categoria K(C), e em especial, chamamos sua localizagdo
D(C) := K(€)[Quis™!] de categoria derivada de C. De maneira analoga, definimos D~ (@),
D*(C) e D°(C).

A partir de um morfismo de complexos f*: X* ——= Y*, definimos outro complexo
Ct = (Xt oy, ch;), chamado de complezo cone, conforme sequéncia a seguir:

—d* 0

i+1
L —= Xl g Y f XPgpytt o
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Fixado j € Z, o automorfismo T1j] : K(€) — K(C), leva o complexo X* = (X', d") e o
morfismo f* nos respectivos X*[j] = (X'[4], d[5]) e f°[§], em que X'[j] = X', d'[j] =
e f[i] = f™7. A categoria homotopica K(C) = (K(C), T[1],7) é triangulada, em que os
triangulos distinguidos em 7, sdao os triangulos isomorfos aos seguintes:

X° r Ve a(f*) c B(°)

X1,

em que a(f*)’ = [ 10’ } e B(f) = [ 1y~ 0]. Esta triangulacio de K(€) induz uma
yi

triangulacdo em D(C) via localizagdo, que se encontra mais detalhada em [Frel6|. Dizemos

que duas categorias aditivas € e B sdo derivadamente equivalentes se D°(C) e D°(B) sao

equivalentes como categorias trianguladas.

Neste trabalho, focamos nas categorias de complexos, homotopica e derivada de mod—A,
que usualmente sdo denotadas por simplesmente C'(A), K(A) e D(A), respectivamente.
Usamos uma notacao analoga para a subcategoria plena P dos mddulos projetivos de
mod—A. Em geral, descrever os morfismos ou identificar os indecomponiveis em D°(A)
nao é tao simples. O Lema 1.27 minimiza estas dificuldades, obtendo informacoes de
D(A) via K=*(A). Este resultado estd demonstrado no trabalho de Kénig e Zimmer-
mann [KZ98].

Lema 1.27. Seja A uma dlgebra. A categoria D~ (A) € equivalente a categoria K~ (Pa).
Em particular, D°(A) é equivalente a K~°(Pa).

Se adicionarmos a hipotese de dimensao global finita, obtemos uma equivaléncia entre
Db(A) e K*(Pa). Um complero minimal P* = (X', d") em C(P4), é um complexo tal
que d'(X') C rad(X""'). Chamamos a subcategoria plena dos complexos minimais de
categoria minimal de A e a denotamos por P;;,(A). Em [GM09]|, Giraldo e Merklen
demonstraram o Lema 1.28 atribuido a Drozd.

Lema 1.28. Todo complexo P* € C(P4a) € isomorfo a um complezo minimal em K(P4).

1.7 Equivaléncia Derivada

Morita em [Mor58|, deu as condigbes necessarias e suficientes para que duas categorias de
modulos mod—A e mod—B sejam equivalentes. Nestes casos, dizemos que A e B sao
Morita equivalentes. A equivaléncia entre as categorias de moédulos preserva o tipo da
representacao.

Dizemos que duas algebras A e B sao derivadamente equivalentes se suas categorias
derivadas D°(A) e D°(B) sdo equivalentes como categorias trianguladas. Denotamos a
equivaléncia derivada entre A e B por A ~; B. Um complexo P* € K°(P,) é dito
inclinante se satisfaz as seguintes condicoes:

1. Hompgsp,)(P*, P*[i]) = 0 para i # 0,
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2. add(P*) gera K°(PA) como categoria triangulada,

em que add(P*) é a subcategoria plena das somas diretas finitas dos somandos diretos de

P°.

Rickard demonstrou um resultado similar ao de Morita, dando as condic¢oes necessérias
e suficientes para que se tenha uma equivaléncia derivada [[Ric89]|, Teorema 6.4]. Este
resultado é conhecido como o Teorema de Rickard. O Teorema 1.29 é um dos resultados
enunciados no Teorema de Rickard.

Teorema 1.29. Duas dlgebras A e B sao derivadamente equivalentes se, e somente se,
existe um complezo inclininante P* € K°(P4), tal que B = Endgep ) (F°).

Uma das vantagens do Teorema 1.29 é que o complexo inclinante depende exclusiva-
mente dos morfismos em K°(P,). Conforme discutido na Segdo 1.6, em geral, preferimos
trabalhar em K°(P,) a detalhar os morfismo de D*(P,). O proximo Lema 1.30 também
¢ um dos resultados enunciados em outro teorema demonstrado por Rickard, desta vez
em [Ric91].

Lema 1.30. Sejam A, B e C dlgebras de dimensao finita. Se B e C sao derivadamente
equivalentes, entao os produtos tensoriais A @ B e A @y C também sao.

Exemplo 17. O produto tensorial kA, @y kAy € derivadamente equivalente a dlgebra de
Dynkin kD,.

De fato, conforme Exemplo 16 da Segao 1.3, kAs @y kAy € isomorfo a dlgebra de quiver
com relagoes k(Ay ® Ag)/IOI, em que IOI = (aff — Pa) e Ay ® Ay € 0 quiver abaizo:

1—=2

S

8—= 4.

Mantemos a notagao da Secao 1.1 dos projetivo indecomponiveis P; = ¢;,Aa. Seja T; o
complexo com entradas iquais a zero nas posicoes diferentes de —1, 0 e 1, e nestas posicoes

as entradas a sequir:
0 P; 0, sei# 1,

T =
pyep, Lt 0]

P, sei=1.

Definimos o complexo

4
r=@Pr.
=1

Afirmamos que T° é um complexo inclinante. De fato, é dbvio que para k # —1,0,1,
Homys p, (T, T°[k]) = 0 . Além disso, Homye p,\(T7, T;[k]) = 0, para quaisquer 4,5 # 1
e k€ {—1,1}, conforme diagramas abaizo:

) ——P;—0 0—=P;—0
Pj——=0——>0 0—=0—>P;
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Restando o0s casos que envolvem Tj. Seque que, Homys p, (T3, T3 [—1]) e Homys p (T3, T3[1])
sao tguais a zero para qualquer i # 1, conforme os diagramas abaizo:

0 Pg@Pg[a a i P; 0 0
| | L | (a5 ]
P; 0 0 0 Py @ P; P,

Seque também, que Home(PA)(T}, T3[1]) = 0 para qualquer i, por ndo existir nenhum
caminho no quiver Ay @ Ao, que tenha final em 1 e inicio em i # 1, ficando mais evidente

nos diagramas abaizo:

0 PQEBPg[a ﬁ] P, Py @ Py [Oé 6] P, 0
l | g | o) (0 8] |
0 0 P; 0 Py @ Ps Py

Jd nos casos Homys p (T3, T3[—1]) para i = 2, 3 e 4, temos o0s respectivos trés diagramas
abaizo, em que x,y,z € k:

Py

)

Py 0

70 Ta S0 yB to zaf3

o o) o o) o

Py, ® Py P, Py ® Py P, Py, ® Py

1

Definimos nos trés diagramas acima, as trés respectivas sequéncias de morfismos {r;}icz,
{si}icz € {ti}icz iguais a:

1. rg= xg‘g er; =0, para i # 0;
Qs—_o_es-—O ara 1 # 0;
. Oi_y{;‘g_ i =Y, D ’

3. toz[zoﬁ} et; =0, para i # 0.

Compondo [ a f ] com 0s morfismos g, So e tg, obtemos xa, yB e zaf, respectivamente.
Logo, o0s trés morfismos de complexos dos diagramas anteriores sao homotdpicos a zero,
implicando em Homy p, (17, T5[—1]) = 0, para i = 2, 3 e 4. De mancira andloga,
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Homye p, (T3, T3[=1]) = 0, conforme o diagrama abaizo:

0 P, ® Py [a ﬁ] P,
P B T
Py @ Py [a 6] P, 0

Logo, Homgsp ) (T7, T"[k]) = 0 para k # 0. Restando provar que add(T") gera K°(P,)
como categoria triangulada. De fato, basta provar que o complero 0 —— P, ——0 ¢

gerado pelos complexos de add(T”).

Seja ¢° = (gr)rez 0 morfismo entre os complezos T e Ty @ Ty em add(T*), dado nas
posicoes —1, 0 e 1 por:

a f
0 Py ® Py [ ] P,
9-1=0 go{ 1(? 10 } 91=0
A
0 Py d Py 0

Obtemos o complezo cone C3, detalhado abaizo nas posicoes —2, —1, 0 e 1:

—a -8
1o O
0 1a

0 P, ® Py P, @ Py® Py 0

Afirmamos que o complexo cone C ¢ isomorfo a 0 ——= P;——=0 em Kb(PA). De fato,
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tomamos os morfismos de complexos f* = (fx)rez € b* = (hg)kez, dados por:

—a -8
1o O
0 1a
Py® Py Py ® Py® Ps 0
f():[ 1o « ﬁ]
0 P, 0
0 P, 0
1N
—Q _ﬁ ho= 0
1a 0 0
0 1a
Py, ® Py Py @ Py® Py 0

Diretamente da composicao dos morfismos de complezos, obtemos que f*oh® € o morfismo
identidade. Enquanto que h® o f* € igual a:

( 0 0
{001 , sek=—1,

_ la a f
(hole=9"10 0 0| .sek=o0
0 0 0

0 , se k¢ {—1,0}.
Definimos a sequéncia de morfismos s = (Sk)kez, em que

{0 —14 0

0 0 _1A} , se k=0,

S —

0 , se k#0.
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. . - H
Pelo diagrama abaizo e a composicao dos morfismos, h® o f* ~ Lee:

—a -8
s 0
0 1a
Py @ Py P, ® P, ® Ps
0 0 1, 0 0 -1, 0 la o f la 00
00| ] o0 1 o 0 -1 00 0= 0 1a 0
A A 0 0 0 0 0 1y4
P, & Py P, @ P, Py
—a -8
1o 0
0 1a

Com isto, concluimos que add(T*) gera K°(P4) como categoria triangulada. Portanto,
T* € um complexo inclinante. Pelo Teorema 1.29, o produto tensorial kA @y kA €
derivadamente equivalente a dlgebra de endomorfismos Endyop,)(17).

Afirmamos que Ende(PA)(T') =~ kD,. De fato, os morfismos identidades entre os
complezos indecomponiveis T; formam um conjunto completo de idempotentes ortogonais
primitivos de Ende(PA)(T), fazendo com que seu quiver de Gabriel Q) tenha quatro vér-
tices, identicados por i para cada T;. Consequentemente, as flechas de ) de inicio i e

2
final j estao em bijecao com os morfismos de qualquer base fixada de Homys p, (T' T'-)

Para i,j € {2,8,4}, as bases de Homysp, (17, T7) repetem o comportamento das
flechas de Ay ® Ag invertendo o sentido. Enquanto que os morfismos entre complexos
nao nulos que envolvem T3, sao multiplos escalares dos listados abaizo:

N S Ay

)

P, Py P P,

e 0] [0 <] )

0 Py® Py

P, 0 P P,

[« 8]

Finalmente, temos que os morfismos de complexos de Homys p, (T’ T3) sio multiplos
escalares das composigoes do terceiro diagrama acima com o pmmezm enquanto que o0s
morfismos de Homys p, (T3, T3) sao multiplos escalares das composigoes do terceiro di-
agrama acima com o sequndo. Segque que Endgop,)(17) € isomorfo a kQ em que Q € o
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quiver abaizo:

~N<—

2<—1—3

Portanto, kA @y kAs ~4 kD,.

A equivaléncia derivada do Exemplo 17, obtida via Teorema de Rickard, também é uma
consequéncia dos Lemas 1.31 e 1.36, demonstrados por Ladkani [[Lad13|, Corolario 1.2]
e por Happel e Seidel [[HS10], Teorema Principal], respectivamente. Nestes resultados,
sdo estabelecidas equivaléncias derivadas envolvendo as dlgebras de Nakayama A(m,n),
definidas pela dlgebra de quiver com relagoes kL,,_1/R} _, em que L,,_; ¢ o quiver
definido na Segao 1.4 e R} ¢ o ideal gerado pelos caminhos de comprimento n. O
Lema 1.36 também indica quais destas algebras sao ditas hereditdrias por partes, objeto
de estudo da Segao 1.8. A equivaléncia derivada do Lema 1.32 é garantida pelo trabalho
sobre algebras de poset de Ladkani [Lad08|.

Lema 1.31. Sejam m,n > 1. As dlgebras kA,,@xkA, e A(m-n,n+1) sio derivadamente

equivalentes. Consequentemente, A(m -n,n + 1) e A(m -n,m + 1) sdo derivadamente
equivalentes.

Lema 1.32. Sejam A =kQ/I e B=XkQ'/I', tais que (Q,I) e (Q',I') sdo os quiver com
as relacoes de comutatividade abaizo. Entdo A ~4 B.

AN

N7

No Corolario 1.34, listamos as algebras de quiver com relagoes derivadamente equiva-
lentes a kA,,, devido ao protagonismos das mesmas no Teorema Principal. Esta lista é uma
consequéncia direta do Lema 1.33, cuja demonstragao pode ser vista em [[Hap88|, IV 6.7].

Lema 1.33. Uma dlgebra de quiver com relagcoes A = kQ/1 € derivadamente equivalente
a kA, se, e somente se, satisfaz todas as cinco condicoes a sequir:

1. Q) € uma drvore com exatamente n vértices;
2. I pode ser gerado por caminhos de comprimento dois;

3. todo vértice tem no mdximo quatro vértices vizinhos;
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4. se um vértice tem quatro vizinhos, entdo kQ'/I' é uma subdlgebra plena de kQ/I,
em que I' = (af,vp) e Q' € o quiver abaizo:

1i>\3//{2
N,

5. se um vértice tem trés vizinhos, entao kQ" /1" é uma subdlgebra plena de kQ/I, em
que 1" = (af) e Q" é um dos quivers abaizo:

4 4
X |
—ep g 1—e-p g

A omissao da orientacao de uma flecha na lista de quivers do Corolario 1.34 indica que
se deve considerar todos os quivers com os dois sentidos em cada flecha nao orientada.

Corolario 1.34. Seja n < 5. Uma dlgebra A é derivadamente equivalente a kA, se, e
somente se, é isomorfa a kQ/I, em que (Q,1) é um dos quivers com relagoes listados
abaizo:

1. Ay

2. Ay;

3. 1—2——3 JEP Ry

41 2 PR R Ay Ny S S A Plaly iy

4
e et DLy By}

5. 1 2 3——|J 5, ERP R S 5,
1 LA Ry 5, 1 2 9 25,
EAp ey iy | —— 9 g5y "o
[P Ry SRR | [P Y FLaRy PRy
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5 5 5
AN
| | 5
AN
AN
1 2\ 3 /4, 1 2\ 3 /4, 1 2 3 4,
5 5 5
/{ /L ‘
/ /
/ /
1 2 9 4, 1 2 3 4, I—2—=3——=4,
5 5 5
AN AN
‘ T \\ ] \\
1\ 2\ /5’ /4, 1\ 2 /3 4, 1\ 2 /3 4,
5 )
/] /j
7 /
/ /
/ /
1\ 2 /5) 47 1\ 2 /3 4

1 2
/ \
/\/\
I \
[ 3 [
\ ]
\/\/
\ /
4 5.

As algebras derivadamente equivalentes a kD, estao classificadas na Proposicao 1.35,
conforme artigo de B. Keller [Kel91]. Veja também o trabalho de Assem e Skowronski
[[AS88], Lema 4.10 (F1)-(F5)].

Proposicao 1.35. Uma dlgebra é derivadamente equivalente a kD, se, e somente se, €
isomorfa a kQ/I, em que (Q,I) é um dos quivers com relagoes listados abaizo:

4 4 4 I—2
7/ p N\ VERTRN N\
/ AN / N\ AN
/ AN / AN AN
/ N / N N
1—2—- 35 11— 2<~——23, 1<—2——3, 3 — 4,

A lista das algebras derivadamente equivalentes as &lgebras de Dynkin kFy e kg é
consideravelmente extensa. A saber, considerando somente as algebras do tipo arvore,
Barot, Briistle e de la Pena classificaram todas as 208 classes nao isomorfas de algebras
derivadamente equivalentes a kEg [[BBdIPn00], 3].
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1.8 Algebras Hereditarias por partes

Dizemos que uma &lgebra de dimensao finita A é hereditdria por partes se existe uma
categoria abeliana hereditaria J, tal que D°(H) e D*(A) sdo equivalentes como categorias
trianguladas. Segundo Happel [Hap01], se uma algebra de dimensao finita A é hereditaria
por partes, entao A é derivadamente equivalente a uma algebra hereditaria B = k@) ou
a uma categoria de feixes coerentes de uma reta projetiva com pesos (ver Segao 1.9).
No primeiro caso, dizemos que A é hereditdria por partes do tipo (). Enquanto que no
segundo caso, dizemos que A é hereditdria por partes do tipo feixe. Conforme o Teorema
1.4 da Secao 1.1, B = k(@ é uma &lgebra hereditaria se, e somente se, () é um quiver
finito, conexo e aciclico.

Exemplo 18. Vimos no exemplo 17, que kA @y kAy ~43 kD,4. Portanto, kAs @y kAy €
uma dlgebra hereditdria por partes.

Conforme discutido na Secao 1.7, Happel e Seidel classificaram as dlgebras hereditarias
por partes do tipo A(m,n) = kL,,_1/R} _, em que L, 1 ¢ o quiver do tipo A,
da élgebra de Nakayama e R} ¢ o ideal gerado pelos caminhos de comprimento n
[[HS10], Teorema Principal]. O resultado envolve dlgebras hereditarias por partes do tipo
Dynkin, Dynkin estendido, feixes coerentes e Ts3,. Detalhamos o primeiro e o segundo
tipos na Secao 1.2. O terceiro tipo estd na Secao 1.9. Enquanto que Ts3, ¢ definido pela
arvore abaixo:

g+ 3

Lema 1.36. Sejam m e n naturais tais que m > n > 2. Entao A(m,n) é hereditdria
por partes se, e somente se, a entrada na coluna m e linha n da Tabela 1.1 € diferente de

—. Nestes casos, a respectiva entrada, indica o lipo da dlgebra hereditdria por partes de
A(m,n).

Com os Lemas 1.31 e 1.36, obtemos todas as algebras kA,, ®x kA, que sao hereditérias
por partes.
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Tabela 1.1: Tabela de Happel e Seidel das algebras A(m,n) hereditarias por partes

A3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
2| As | Ay | As | A | Ar | As | Ay | A | An | A | A
3 Dy | Ds | Ee | Er | Es | Es | Xogs | Xogr | — | —
4 Ds | Ee | Er | BEr | Xogs | Xogs | — — —
5 Dg | Eq | Es | Es | Tosr | — — —
6 D7 | BEs | Es | Xogs | Xogr | — -
7 Dg | Eg | Tozr | Xozr | — | —
8 Dy | Tozy | Tazs | Xozs | —
9 .

1.9 Algebras Canonicas e Retas Projetivas com Pesos

Parat>2ep=(p;...p;) com p; > 2 para I < i < t, definimos @, = @ (p;...p:) pelo
quiver abaixo:

ai, aig ap,—1
1; 1y 1y, 1
&1y 24 29 ce 2.1 \P1
g, Q2g Qpy—1 P2—
Al OZA
a : : b
\\O‘il op,
Qtg Qtg Qpy—1
t, t L tr 1

Definimos A por:
\ = Mgy ) €KT2 set > 8,
- 0, set=2,

em que \; # 0 Vi. Sem perda de generalidade podemos supor que A3 = 1.

A dlgebra candnica C(p, \) é a algebra de quiver com relagdes k@), /I,, em que [, é o
ideal gerado pelas relacoes oy, ...ap, + Ny, ... ap, — @, ..., para qualquer 3 < ¢ < 2.
Segue da definigao, que para ¢ = 2, temos C(p, \) = kQ),.

Definimos X,,, pela formula abaixo:

A Proposicao 1.37 relaciona o valor de X, com o tipo de representacao da algebra. Além
disso, se X, = 0, C(p, ) ¢ uma algebra tubular, cuja defini¢ao e resultados podem ser
vistos em [SSO7] e [Rin84]. Happel e Ringel demonstraram em [[HR86], 1], que uma
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algebra tubular é derivadamente equivalente a uma &algebra canonica, conforme o Lema
1.38. Maiores detalhes e resultados envolvendo dlgebras canonicas estao em [Rin90].

Proposicao 1.37. Seja A = C(p, \) uma dlgebra candnica. A é mansa se, e somente
se, X, = 0. Em particular, é uma dlgebra tubular se, e somente se, X, = 0

Lema 1.38. Dada uma dlgebra tubular A, existe uma dlgebra canénica tubular C(p, \),
tal que A e C(p, \) sdo derivadamente equivalentes.

Mantendo propositalmente a notacao usada na definicdo das algebras canonicas, seja
t = 3. Uma reta projetiva com pesos X = X(p,A) é definida por uma sequéncia de
pesos p = (py,...,py) e uma sequéncia de parametros X = (s, ..., \;) € k7%, tais que
pi € Z, \i € k, p; = 2, \; # 0 e os \;’s sdo distintos entre si. Novamente, sem perda da
generalidade, supomos que A3 = 1.

Seja . = L(p, A) o grupo abeliano gerado por elementos x,...,z; com as relagoes
piTi = pjx; para quaisquer I < 4,j < t. Chamamos ¢ = p;x; de elemento candnico de
L. Definimos o mapa grau 0 : L——7Z , dado por é(x;) = m/p;, em que m é o minimo
multiplo comum de py, ..., p:.

Seja S =k [X,, ..., Xy /I,emque I = (X7 4N\ X5*— X" | 3< i< t). Segue que S é LL-
graduada, em que X; tem grau z;. Seja mod”(S) a categoria dos S-modulos L-graduados
finitamente gerados e mody a subcategoria de Serre de mod“(S) dos submodulos de
dimensao finita. Definimos a categoria dos feixes coerentes de uma reta projetiva com
pesos X, por coh(X) = mod"(S)/mod;(S). Em especial, coh(X) & uma k-categoria
noetheriana, conexa e abeliana, dando sentido a categoria derivada D°(coh(X)).

Segue de [GL87| e [GL91] a seguinte equivaléncia derivada:

Teorema 1.39. As categorias D°(coh(X(p, )\))) e D’(mod(C(p, \))) sdo equivalentes.

Dentre as categorias de feixes coerentes de uma reta projetiva com pesos, desta-
camos X333. Pelo Teorema 1.39, ela é derivadamente equivalente a algebra canodnica
Cass3, que por sua vez, é derivadamente equivalente a kA, ®y kA Qi kAs, conforme
[[Len99|, Exemplo 18.6.2]. Enunciamos este resultado no Lema 1.40.

Lema 1.40. A dlgebra kA; @i kAs Q@ kAy € derivadamente equivalente a categoria de
feixes coerentes da reta projetiva com pesos Xsss.

1.10 Tipos de Representacoes da Categoria Derivada

Definimos a dimensdo cohomoldgica de um complexo de A-modulos X* € DP(A), pelo
vetor h-dim(X*) = (dimy(H*(X"))),.,, em que dim(H*(X*)) é a dimensio da i-ésima
cohomologia de X°.

SV

Definicao 1.41. Seja A uma dlgebra de dimensao finita.
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1. A ¢ derivadamente finita se a menos do automorfismos T[i| e de isomorfismos,
existe somente uma quantidade finita de complezos indecomponiveis em D°(A);

2. A ¢ derivadamente discreta se para cada vetor com entradas naturais W= (n4)icz,
a menos de automorfismos Ti] e de isomorfismos, eriste somente uma quantidade
finita de complexos indecomponiveis X* € D*(A), tais que h-dim(X®) = T

3. A ¢ derivadamente mansa se para cada vetor com entradas naturais = (n4)icz,
existe uma localizacao R = K[t]; para algum f € Kk[t], e um nimero finito de com-
plexos limitados de R-A-bimddulos X;, tais que:

(a) cada X; ¢ finitamente gerado e livre como R-mddulo a esquerda,

(b) a menos de uma quantidade finita, todo complexo indecomponivel X* € D°(A)

com dimensao cohomoldgica h- dim(X') =7 é isomorfo a um complexo da
forma S®@g X} = (S ®r X;, 15 Qp d‘) para algum j e algum R-maodulo simples

S;

4. A ¢ derivadamente selvagem se eziste P* € Py

(k(z,y) @k A), tal que o funtor
_ @y P*: fin mod-k(x,y) —= D°(A) preserva classes de isomorfismos e obje-

tos indecomponiveis, em que L Rz, P* = (L Qk(z,y) Pd, 11 Ow(ay) di)ieZ

Segundo Geif e Krause em [GKO02|, a grosso modo, uma algebra é derivadamente
mansa, se para cada vetor com entradas naturais = (n;)icz, 0s complexos indecom-
poniveis com h-dim(X®) = 7 ocorrem parametrizados por uma quantidade finita de
familias a um parametro continuo. Segue da definicao que as algebras derivadamente
finitas sao derivadamente discretas e que as derivadamente discretas sao derivadamente
mansas. Bekkert e Drozd demonstraram em [BD03|, que as algebras sdo divididas em
duas classes disjuntas, as derivadamente mansas e as derivadamente selvagens, conforme
Teorema 1.42 enunciado a seguir:

Teorema 1.42. Toda dlgebra de dimensao finita é derivadamente mansa ou derivada-
mente selvagem, mas nao ambas.

Exemplo 19. Conforme Happel [Hap88], se A é uma dlgebra do tipo Dynkin, entao A é
derivadamente finita.

k
Exemplo 20. Seja A = % descrita no Exemplo 6, que é isomorfa a kQ/I, em que
x
1 Q a,

I={(a?) eQ € o quiver abaizo:
Pelo Exemplo 9, A ¢ de representacao finita. Mas sequndo o trabalho de Vossieck [Vos01],
A ¢ derivadamente discreta, cujos complexos indecomponiveis sao da forma:
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Derivadamente Finitas

Derivadamente Discretas

Derivadamente Mansas

Derivadamente Selvagens

Figure 1.2: Tipos de Representacao Derivada

k[z]

Exemplo 21. Seja B = m Pelo Exemplo 9, B ¢ de representacao finita, com ape-
x

nas trés classes nao isomorfas de modulos indecomponiveis. Mas sequndo o trabalho de
Bekkert, Drozd e Futorny [BDF09], B € derivadamente selvagem.

Observamos nos exemplos anteriores, que mesmo nos casos em que uma algebra A é
de representacao finita nao podemos afirmar o tipo da representacao derivada. Mesmo
tendo uma quantidade finita de médulos indecomponiveis, podemos perder o controle da
quantidade de indecomponiveis na categoria derivada. Outra curiosidade é que A pode
ser derivadamente mansa, mas A /I pode ser derivadamente selvagem para algum ideal I.
A equivaléncia derivada preserva o tipo da representacao derivada, conforme o enunciado
do Lema 1.43. O caso em que a equivaléncia derivada preserva algebras derivadamente
mansas foi demonstrado por Geif e Krause em [[GKO02|, Teoremal.l]. Enquanto que o
caso derivadamente discreto foi demonstrado por Vossieck [[Vos01], Proposigao 1.1].

Lema 1.43. Sejam A e B dlgebras derivadamente equivalentes. Valem as sequintes afir-
macoes:
1. A ¢ derwadamente discreta se, e somente se, B também é.

2. A € derivadamente mansa se, e somente se, B também ¢é.

A Proposigao 1.44, relaciona o tipo de representacao na categoria de modulos com o
da categoria derivada, e o tipo de representacao derivada da algebra com o tipo de uma
de suas subalgebras plenas. Nesta Proposicao, o item 1 foi demonstrado por Vossieck em
[VosO01]. Os itens 3 e 4 estao no trabalho de Bekkert, Drozd e Futorny [BDF09]. Enquanto
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que os itens 2 e 5 seguem do Teorema 1.42. O item 2 também estd demonstrado com
mais detalhes na tese de Freitas [Frel6].

Proposicao 1.44. Seja A uma k-dlgebra. Valem as sequintes afirmacoes:

~

. Se A ¢ derivadamente discreta, entao A € de representacao finita;
2. Se A ¢ derivadamente mansa, entao A é mansa;
3. Se A € selvagem, entao A é derivadamente selvagem;

4. Se € € um tdempotente de A e a subdlgebra plena cAce € derivadamente selvagem,
entdo A também ¢é derivadamente selvagem;

5. Se e é um idempotente de A e A € dertvadamente mansa, entao a subdlgebra plena
eAe também é derivadamente mansa.

Os dois proximos teoremas fazem parte dos principais resultados de [BDF09|, quando
restringimos as dlgebras de dimensao finita. O primeiro classifica o tipo de representagao
derivada das algebras locais, enquanto que o segundo classifica as &lgebras de dois pontos.

Teorema 1.45. Seja A uma k-dlgebra local, associativa, bdsica, conexa de dimensao
finita. Entdo A ¢é derivadamente mansa se, e somente se, A € isomorfa a uma das
sequintes dlgebras:

1. L;=k
2. Ly = k[z]/(2?)

Teorema 1.46. Seja A = kQ)/I uma k-dlgebra coneza de dimensao finita, em que Q) tem
exatamente dois vértices. A é deriwadamente mansa se, e somente se, kQ/I ¢é isomorfa
a uma das sequindes dlgebras de quiver com relacoes:

1. 1—2~2, 1=0;

«

4. 1 2, em que I = (avy,70);
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8. aC1—5>237, I = {a?~%.

Thomas Briistle classificou as algebras do tipo arvore derivadamente mansas, a menos
de equivaléncia derivada [[Bru01], Teorema 1.2]. Enunciamos este resultado no teorema
1.47, que envolve algebras tubulares, hereditarias por partes do tipo E, e Ep, e as dlgebras
de semicadeia S(n, m), definidas pela algebra de poset do quiver abaixo, em que todos os
quadrados comutam.

1+—>2+_>.3+ ............. (m_1)+ m+\\
] —= 0 — = § (m_1>— m—

Teorema 1.47. Seja A uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexra, nao simples de di-
mensao finita. Se A é uma dlgebra do tipo drvore deriwadamente mansa, entao A €
derivadamente equivalente a uma dlgebra tubular, ou a wma das dlgebra hereditdria dos
tipos E, ou E, (p=16,7,8), ou a uma das dlgebras de semicadeia S(n,m).

Os casos das dlgebras dos tipos E,, Ep e tubulares estao caracterizados na Proposicao
1.48, enunciada por Castonguay em [[Cas05|, Proposi¢ao 2.6].

Proposicao 1.48. Seja A uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexa, nao simples de
dimensao finita. Se A é uma dlgebra do tipo drvore derivadamente mansa, entao as
afirmacoes abairo sao equivalentes:

1. A ¢ derwadamente equivalente a uma dlgebra tubular ou a uma das dlgebras here-
ditdrias dos tipos E, ou E, (p =6,7,8).

2. A tem uma subcategoria plena derivadamente equivalente a dlgebra hereditdria do
tipo Eg.

Lema 1.49. As dlgebras tubulares sao deriwadamente mansas. Consequentemente, as
algebras canonicas tubulares Cozg, Cosg € Csszz sao derivadamente mansas.

Bekkert e Drozd classificaram as &lgebras com radical quadrado igual zero derivada-
mente mansas em [[BD09|, Teorema 3.1]. O Lema 1.50 reproduz este resultado limitando-
se as algebras de dimensao finita.
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Lema 1.50. Uma dlgebra A = kQ/I de dimensao ﬁm‘ﬁz, conezxa, com radical quadrado
wual a zero é derivadamente mansa se, e somente se, () € um dos grafos de Dynkin ou
Dynkin estendidos.
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Capitulo 2

A Categoria Derivada de A Q) B

Todas as algebras deste capitulo sao associativas, basicas, conexas de dimensao finita, que
pelo Teorema 1.3, sdo isomorfas a algebras de quivers com relagoes k@) /I. Para evitar
conflitos nas notagoes, denotamos por {g; | i € Qo}, {c} | i € Qy} e {e] | i € Qf}
os conjuntos dos caminhos triviais das algebras de quiver com relacoes kQ /1, kQ'/I' e
k@" /1", respectivamente. Conforme a Secdo 1.1, este conjuntos sdo exemplos de conjuntos
completos de idempotentes ortogonais primitivos.

2.1 Algebras A ®y B Derivadamente Selvagens

Nesta secao, demonstramos que algumas &algebras sao derivadamente selvagens. Estas
algebras foram estrategicamente escolhidas para facilitar a demonstracao do Teorema
Principal.

Lema 2.1. A dlgebra kA3 @y kA, € selvagem e derivadamente selvagem.

Demonstra¢ao. Conforme a Proposicao 1.12, a algebra kA3 ®y kA, é isomorfa a dlgebra
de quiver com relagoes k(A3 ® Ay)/IO1I", em que IOI' = (aff — fa) e A3 ® Ay é 0 quiver
abaixo:

[—=2—"s3-2%
O R |
S5—~6—"~7—=8
Pk bk
99—~ 10—~ 11—=12

Seja B, a subalgebra plena de kA; ®x kA4 com vértices 2, 5, 6, 7, 8 e 10. Entao a
subalgebra plena B ¢é isomorfa a algebra de quiver sem relacoes k@), em que ) é o quiver

45
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aciclico abaixo:

Pelo Teorema 1.4, B é uma algebra hereditaria. Além disso, Q nao é um grafo de Dynkin
nem Dynkin estendido. Pelo Teorema 1.10, k@ é selvagem. Mas segundo o item 2 do
Lema 1.9, se uma subalgebra plena ¢ selvagem, entao a algebra também é. Portanto,
kA; ®y kA, é selvagem.

Finalmente, pelo item 3 da Proposicao 1.44, toda algebra selvagem é derivadamente
selvagem. Portanto, kA; ®y kA, é derivadamente selvagem. O

Corolario 2.2. Sejam m e n naturais tais que m > 3 en > 4. A dlgebra kA,, @i kA, €
selvagem e deriwvadamente selvagem.

Demonstracao. Temos que kA3 e kA, sdo subéalgebras plenas de kA, e kA,,, respectiva-
mente. Consequentemente, pelo Corolario 1.13, kA3 ®y kA, é uma subélgebra plena de
kA, @k kA,. Além disso, pelo Lema 2.1, kA3 ®y kA, é selvagem. Mas segundo o item 2
do Lema 1.9, se uma subéalgebra plena é selvagem, entao a algebra também é. Portanto,
kA, ®x kA, é selvagem,

Finalmente, pelo item 3 da Proposicao 1.44, toda algebra selvagem ¢é derivadamente
selvagem. Portanto, kA,, ®y kA, é derivadamente selvagem. O

Lema 2.3. Seja B uma dlgebra nao semissimples. A dlgebra kKA, @i B € derivadamente
selvagem, para qualquer n > 6.

Demonstracao. Suponha que n > 6. Pelo item 3 do Lema 1.15, kA, ®y B é selvagem para
qualquer B nao semissimples, que consequentemente é derivadamente selvagem, conforme
o item 3 da Proposicao 1.44. O]

Lema 2.4. A dlgebra do produto tensorial kAs ®y kD,, € derivadamente selvagem, para
qualquer n = 5.

Demonstracao. Seja n > 5. Segue que o grafo subjacente Ay ® D,, do quiver de Gabriel
de kAs ®y kD,, é o descrito abaixo:

n+ 1

/

1

n+2—— n+ 3 n
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Tomando o subquiver pleno @' dos vértices 1,2,...,n e n+ 3, obtemos a subalgebra
plena sem relacoes k@', em que ()’ é o grafo abaixo:

n+ 38

Pelo Teorema 1.4, k@)’ é uma 4lgebra hereditaria. Além disso, como n > 5, Q ndo é um
grafo de Dynkin nem Dynkin estendido. Pelo Teorema 1.10, k@)’ é selvagem. Mas segundo
o item 2 do Lema 1.9, se uma subdlgebra plena é selvagem, entao a algebra também é.
Portanto, kA ®y kD,, é selvagem.

Finalmente, pelo item 3 da Proposicao 1.44, toda algebra selvagem ¢ derivadamente
selvagem. Portanto, kAs; ®y kD,, é derivadamente selvagem. O

Lema 2.5. A dlgebra kA; @y kEg € derivadamente selvagem.

Demonstracao. Pelos Lemas 1.36 e 1.31, obtemos as seguintes equivaléncias derivadas:
kEg ~4 A(6,3) ~4 kA @y kAs3.
Logo, pelo Lema 1.30, obtemos:
kA; @y kFEg ~4 kA; @ kAy @y kAs.

Mas pelo item 1 do Lema 1.15, kA, ®y kAs @ kAs é selvagem. Finalmente, pelo item 3 da
Proposicao 1.44, toda algebra selvagem é derivadamente selvagem. Portanto, kA, @y kFg
é derivadamente selvagem. O

Corolario 2.6. Se B € uma dlgebra hereditdria por partes do tipo E, ou Ep (p=6,7,8),

entdo kA, ®i B € derivadamente selvagem.

Demonstragao. Temos que B ~; k@), em que ) é igual a E, ou Ep (p=6,7,8). Logo,
k() tem uma subdlgebra plena isomorfa a kFEg, isto é, existe idempotente € € k(@) tal que
kFEg = ckQe. Pelo isomorfismo proposto no Corolario 1.13, temos que:

kA; @k kEg 2 kA @y ekQe = (1xa, Rk €) (kAs @ kQ) (1xa, Rk €)-

Pelo isomorfismo descrito acima e o Lema 2.5, obtemos que kA; ® k() tem um subélgebra
plena derivadamente selvagem. Pelo item 4 da Proposicao 1.44, concluimos que kA, ® k@
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¢ derivadamente selvagem. Além disso, a hipétese B ~; k@) e o Lema 1.30 fornecem a
seguinte equivaléncia derivada:

kA @k kQ ~q kA; ®y B.

Finalmente, pela equivaléncia derivada preservar o tipo de representacao derivada, con-
cluimos que kA; ®y B é derivadamente selvagem. O

Lema 2.7. O produto tensorial da Algebra de Kronecker com qualquer dlgebra néio se-
missimples € selvagem e deriwadamente selvagem.

Demonstra¢ao. Seja A = k@/I uma algebra ndo semissimples. Pela nao semissimpli-
cidade de A, garantimos a existéncia de pelo menos uma flecha a € Q). Segue da
Proposicao 1.12, que o quiver de Gabriel do produto tensorial de A com a algebra de
kronecker contem pelo menos um dos subquivers (nio necessariamente plenos) abaixo:

1~ T2<"3 o(C17 72

Consequentemente, pelo Lema 1.8, este produto tensorial é selvagem. Além disso, pelo
item 3 da Proposicao 1.44, toda algebra selvagem é derivadamente selvagem. Portanto, o
produto tensorial de uma algebra nao semissimples com a algebra de Kronecker é derivada-
mente selvagem. O]

Consideremos a algebra kW, = kA, ® kAg. Logo W1 é o quiver com relagdes abaixo:

\\\\\\

W,

NN TN TN TN

Pelo item 3 do Lema 1.15, kW, é selvagem. Portanto, existe um k(x, y)-kW-bimodulo
M(W ;) que satisfaz o item 4 da Definigdo 1.5. Isto é, M(W/) é finitamente gerado
como k(z,y)-modulo e o funtor induzido abaixo preserva indecomponiveis e classes de
isomorfismos.

_ QKe<zy> M(W,) : fin mod-k < z,y > — mod-kW,

Pela equivaléncia entre as categorias de modulos e de representacoes, citada na Secao 1.1,
tomamos o bimodulo M(W;) como a k < z,y >-representacao abaixo:

\”\ \”\ \;\ \”\ \” \”

ag

\ Mo,

~

11

12

2

My,
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Nas demonstracoes dos Lemas 2.8 e 2.9, utilizamos o bimédulo M(W;) para obtermos
um complexo de bimodulos que satisfaz o item 4 da Definicao 1.41 tornando a algebra
derivadamente selvagem.

Lema 2.8. Seja B? = kCy/J? a dlgebra de Nakayama com dois vértices, nao simples-
mente conexa, com radical quadrado igual a zero. Entio B* @y B? ¢ derivadamente
selvagem.

Demonstragao. Conforme ja definimos na Secao 1.4, J? = (Bv,v8) e Cy é o quiver abaixo;

Pela Proposi¢ao 1.12, obtemos que B? @ B? = k (Cy, @ Cy) /J*0J?, em que J*J? é o
ideal dado por (¢, v, T, T, VT — T, v — ¢y) e Cy ® Cy é 0 quiver abaixo:

A partir do k(z,y)-kW-bimoédulo M (W) e dos B? ®, B2 -modulos projetivos indecom-
poniveis P;, definimos os k(z, y) — B2 @y B2—bimodulos P, ¢ os morfismos de bimodulos
M,c, como a seguir:

d

S

kiz,y) | @ P; e Myc= M, ® c,
k=1

em que d; é posto de M; como k(z,y)—modulo, w € {e, 5;} é uma flecha de Wy e ¢ & um
caminho do quiver Cy ® C5.

Em seguida, a partir do diagrama abaixo, definimos o complexo Py, descrito logo em
seguida:

~d1 Mal’}’ dQ MQQQZJ dg MQB“/ ~d4 Mﬂ/"/" ~d5 Ma5'y ~d5

\ N X x go — )
x /3290 /3 34 5 Mﬂg
\ \ \ \
N \ N
N

N
~d ~ds \ ~dyg ~di9 S ~dyy N ~dig

Py ——P, P P P,

3 Moy Magh = 3 Magy ™ 4 Ma,y” 3 May,v
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5], L i

~d; M, , _ _ —-M M,

0 Pfll B8:¥ PZQ @ P§7 B2 P 7Y
28]y L

~d3 ~dg Mﬁs‘SO Moésw ~dy ~dg —Mmgp Ma97 ~ds  ~dig

l: 1”0;57 0 :|
Mg (Y2 ]Wal Qﬂ ~d ~d —Mg (2 ]Wall/}/ ~d;
5 0 P 6 P311 [ 6 ] P4 2 0

Afirmamos que o funtor _ ®u,) Py, : fin mod-k(z,y) — Phy;, (B® ®x B?) preserva
indecomponiveis e classes de isomorfismos. De fato, definimos o funtor F'da categoria das
representagoes rep, (W) na categoria dos complexos projetivos minimais P, (B? ®x B?),

que leva uma representacdo N(W1) = N(Ay; ® Ag) = (N, Ny) no complexo F(N), que é
obtido de maneira analoga a Py, a partir do diagrama abaixo:

N1®P1a—1®1N2®P2i®fN3®P1a—3®1N4®P2—>N5®P1&—5®1N5®P2

~ - ~
\\ \%\ \\ \; - \\ \
N51®Lp S — g2®4p S Nﬁ Rp N —Ngy, ®§0 o Nﬁ5®g0 ~ — ﬁ6®gﬂ
\\\ \\\ %;;\ \\\ aw;k\ \\\

No,® Noy® 0y ®
N7®P3—71N8 4ﬁN9®P3—g>ﬁ/N10 P,—N;® 3$'7N12®P4

Cada morfismo de representacoes f = (f;) ie(As@Ag)0 © levado no morfismo de complexos
F(f), definido nas sete entradas nao nulas dos complexos F'(IN) por:

f2®52 0 f3®51 0 f4®€2 0
f1®€17|: 0 f7®€3:|’|i 0 f8®54:|’|: 0 f4®53:|7

{f5®51 0 } |:f6®€2 0
0 fio®ey |’ 0  fu®es

Concluimos que F preserva indecomponiveis e classes de isomorfismo. Além disso, M (W)
¢ um bimodulo, tal que _ ®k(zyy M(W1) : fin mod-k(z,y) —mod-kW; preserva in-

] , f12 Qk gy

decomponiveis e classes de isomorfismo. Logo, a composi¢ao F o (_ QK (2,y) M) é um
funtor isomorfo a _ Ry, Py, que preserva indecomponiveis e classes de isomorfismo.
Portanto, B? @y B? é derivadamente selvagem. O

Lema 2.9. Sejamn > 2 e B" = C,,/J" a dlgebra de Nakayama de radical quadrado igual
a zero, que nado € simplesmente conexa. O produto tensorial kAy ®y B" € derivadamente
selvagem.

Demonstragao. Conforme a Secdo 1.4, B" = kC,,/J", em que J" é o ideal gerado pelos
caminhos de comprimento dois e C,, é um ciclo orientado com n vértices. Pela Proposicao
1.12, obtemos kA, @y B" 2 k (A, ® C,,) /I0J" em que I0OJ" = {(py —vo,7%) e Ay @ C),

é o quiver abaixo:
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n— 1 n—,?\
/ \\\
n \\\
7 ® ®
1 ¢
4 on — 1 o on — 2
. o D2 s
\ -
v 2 v 4//
n+ 1 v
! ] ]
n+ 2 P
\ //
n+ 3 ! nt 4

Definimos os k(z, y)-kA; ®x B"-bimodulos P;” e os morfismos de bimodulos M,, ¢, com
a mesma constru¢ao da demonstracao do Lema 2.8, dada por:

@k<$;y> Rk Pz € MajC:Maj Rk ¢,

em que d; = dimy, ,» M; e ¢ € um caminho do quiver A, ® C,,.
J (zy) 45

Supondo n > 6, definimos o complexo Py, a partir do diagrama abaixo:

~d1 Mo~ ~dQ Mo,y d3 Magy ~d4 Mo,y ~ds Mayy ~ds
P5 P6

N
MBQ(P N M,B/(p N MB
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Nos casos em que n < §, obtemos o mesmo complexo repetindo os projetivos de maneira
andloga a construcao do complexo da demonstracao do Lema 2.8.

De maneira analoga ao Lema 2.8, o funtor _ ®y(,,) Py, preserva indecomponiveis e
classes de isomorfismo. Portanto, kAs; ®y B™ é derivadamente selvagem. O

Lema 2.10. Se B =kQ/I é uma dlgebra do tipo ,an com radical quadrado igual a zero,
entao o dlgebra kA, @y B € derivadamente selvagem.

Demonstracao. Os casos em que B é a algebra de Kronecker ou () é um ciclo orientado
estao demonstrados nos Lemas 2.7 e 2.9, respectivamente. Logo, podemos supor que () é
um ciclo nao orientado com pelo menos 3 vértices.

Seja m a quantidade de vértices de (). Sem perda de generalidade, supomos que no
vértice 2, h4 uma mudanca de orientagao no quiver (), conforme abaixo:

Q : 2
/ X
1 3
N am /
N /
AN s/ as
N /

Tomamos o quiver da algebra kA, abaixo:

1——2.

Obtemos o quiver A, ® @, abaixo:
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m+ 3
O%/
m+ 2 8
m—+1
B 3 B m+ 1

Tomamos a subalgebra plena A de kA; ®y B, com vértices 1,2,3,...,me m+ 2, em que
m+ 2 é o tinico vértice que é final de uma flecha 5, conforme o quiver abaixo:

/ X
1 5
\\Olm //
AN s/ as

N /s

Como B tem radical ao quadrado igual a zero e 8 composto com qualquer flecha desta
subalgebra é igual a zero, concluimos que a subalgebra plena A também tem radical ao
quadrado igual a zero. Mas pelo Lema 1.50, uma algebra com radical ao quadrado igual a
zero ¢ derivadamente mansa se, e somente se, ¢ do tipo Dynkin ou Dynkin estendido. Logo
A ¢ derivadamente selvagem. Pelo item 4 da Proposicao 1.44, se uma subéalgebra plena é
derivadamente selvagem, entao a algebra também é. Portanto, kA; ®y B é derivadamente
selvagem.

]
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Lema 2.11. Seja B = kQ/I uma dlgebra, tal que (Q,I) é um dos dois quivers com
relagoes abaizo. O produto tensorial kA; @y B € derivadamente selvagem.

5 5
/ A
/ 7 S
/ - /
/ - /
(1) §—=4 (1) §——=4
1 1
/ 7
s ]/ / T/
/ / / /
1—2 1—2

Demonstracao. Afirmamos que as algebras de quiver com relagoes (1) e (I1) sao derivada-
mente equivalentes as algebras de quiver com relagoes abaixo, respectivamente:

1~<—2 [ — 1 2 3 4.
| |
5 5

De fato, para demonstrarmos esta afirmagao, nomeamos as flechas dos quivers de (I) e
(I1) como abaixo, diferenciando na demonstracao por Caso (/) e Caso (I]):

5
4
_.
V

(63
—_—

3 4
]

1 2
Sejam 717 os complexos com entradas iguais a zero nas posi¢oes diferentes de —1, 0 ou 1,
e nestas posicoes temos as seguintes entradas:

0 P; 0, se 1 # 1,

T? =
pyep, 0]

P, sei=1.

Definimos o complexo
5
=T
i=1

Afirmamos que T° é um complexo inclinante de ambos os casos. De fato, observamos que
em ambos os casos, a subalgebra plena dos vértices 1, 2, 3e 4 é a dlgebra kAs®@yxkAs. Segue
do complexo inclinante do Exemplo 17, feito de maneira anéloga ao desta demonstracao,
que basta verificar os morfismos envolvendo T3 para termos Homysp, (7%, T*[k]) = 0.

E 6bvio que Homysp, (T, T°[k]) = 0 para k # —1,0,1. Nos casos que envolvem T3 e
T}, com k # 1, teremos:

0——P;——0 0——P;——0 0 ——P,——0 0——P,——0

R

Py,——0——=0 0——0——=F; P;——0——0 0——0——=2P;
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Restando os casos que envolvem T3 e T3. Mas pelos diagramas abaixo, recebemos
Home(PA)(T;7 T3[-1])=0e Home(PA)(T;, 3[]) =o.

0 Pg@Pg[a a I P; 0 0
| | | | | a5 |
Ps 0 0 0 Py @ P; P,

Como nao ha caminhos ndo triviais com inicio em 5, concluimos que Homgo p,) (17, T5[1])
também ¢ igual a zero, restando apenas verificar Homy(p, (73, 77[—1]). Mas em ambos
0s casos, nao hi caminhos do vértice I para § que nao pertencem a I, que implica em
Homysp, (T3, T3[—1]) = 0. Logo, Homyep,) (7", T"[k]) = 0 para k # 0. Restando
provar que add(7*) gera K°(P4) como categoria triangulada. De fato, basta provar que o
complexo 0 —— P;——=0 é gerado pelos complexos de add(7*). Mas este complexo é

isomorfo ao complexo cone C em K’(Py4), em que ¢* = (gi)rez € 0 morfismo de complexos
descrito abaixo. A demonstracao detalhada desta afirmacao estd no Exemplo 17, que
independe de T3.

a f
0 Py, d Py [ ] P,
g—1=0 go{ 1(? 1(11 } 91=0
0 Py, d P, 0

Concluimos que add(7T*) gera K’(P4) como categoria triangulada. Portanto, 7° é um
complexo inclinante. Pelo Teorema 1.29, B é derivadamente equivalente a algebra de
endomorfismos Endyep,) (7).

Para i,j € {2, 3, 4,5}, as bases de Home(PA)(T:, T7) repetem o comportamento das
flechas invertendo o sentido, mas mantendo as relagoes. Enquanto que os morfismos entre
complexos nao nulos que envolvem 77, sdo multiplos escalares dos listados abaixo:

(1°) (2°) (3%)

P, ® Py [a ﬁ] P, Py, ® Py [a 6] P, P, 0

e 0] [0 2] -

PQ 0 P3 0 PQ@Pg /@ P]
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(4°) Caso (1) (5°) Caso (II)

Ps 0 P; 0

]

PQ@P:;) [aﬁ] P] PQ@P:} {Oéﬁ] P]

Em ambos os Casos (I) e (I1), os morfismos de Homysp,\(T7, T3) sdo miiltiplos escalares
da composicao do terceiro com o primeiro diagrama acima, enquanto que os morfismo de
Homygo(p, (1%, T%) sdo multiplos escalares da composi¢do do terceiro e o segundo diagrama
acima. No Caso (I), os morfismos de Homy p, (75, 77) sdo miiltiplos escalares do quarto
diagrama acima, os de Homyo PA)(T;, T%) sao miltiplos escalares da composi¢ao do quarto
com o segundo diagrama acima, enquanto que Homgo p, (T3, T3) s6 tem o morfismo nulo.
No Caso (I1), Homysp, (T3, T7) s6 tem o morfismo nulo, conforme o quinto diagrama
acima. Obtemos, respectivamente, para os Casos () e (/1), que Endgs(p,)(7*) é isomorfo
akQ'/I' e kQ"/I", em que (Q',I") e (Q",I") sao os quivers com relagoes abaixo:

5 5

/ \

| K

/ \

(1) S 4 (1) 4!

J ¥
Qe—1—8 Q2=—1—38

Isto completa a equivaléncia derivada do Caso (I). Mas para o Caso (I/]), nomeamos as
flechas como abaixo e chamamos de A = kQ" /1" a algebra de quiver com relacdes desta
algebra derivadamente equivalente a algebra do Caso (I1).

Sejam 17 os complexos com entradas iguais a zero nas posicoes diferentes de —1, 0 ou 1,
e nestas posicoes temos as seguintes entradas:

{ 0 P; 0, sei#s,

0 P4 = Pg, se 1= .

Definimos o complexo
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De maneira andloga aos complexos anteriores. Basta analisar os casos que envolvem T3.

N<~—o
-
o<—/
o<=—"1
Ep—
0o

OS=—2720
-

o
-
-

o
-
O

0 P, 0 P—>p;
TEY TQ /0/ yo ys/
P, 2 Ps P, = Ps 0

Logo, Homys p, ) (1°, T°[k]) = 0 para k # 0. Restando provar que add(1*) gera K°(Py)
como categoria triangulada. De fato, basta provar que o complexo 0 —— Ps——=0 ¢
gerado pelos complexos de add (7).

Seja g* = (gr)rez 0 morfismo entre os complexos Ty e T em add(T"), dado nas posigoes
—1,0e 1 por:

o
3
Q
o0

Obtemos o complexo cone €7, detalhado abaixo nas posigoes —2, —1, 0 e 1:

N

0 P, Ps® P, 0

Afirmamos que o complexo cone Cj é isomorfo a 0 —— P; —0 em K°(P,). De fato,
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tomamos os morfismos de complexos f* = (fi)kez € h* = (hg)kez, dados por:

N

P4 P5@P4 0
f0=[ 1A Oé]
0 Ps 0
0 Ps 0
1a }
ho=
. K
IDN
P4 P5@P4 0

Diretamente da composicao dos morfismos de complexos, obtemos que f*oh® é 0 morfismo
identidade. Enquanto que h°® o f* é igual a:

1AOé

0 0] , se k=0,

(hof) = [
0 , se k # 0.
Definimos a sequéncia de morfismos s = (s )kez, €m que

[0 1a] ,sek=0,
S =

0 , se k#0.

Pela composicao de morfismos, segue que h® o f* i Les:

N

P, P; & P, 0
1 0 1 o
S T AR
/_a
IN
P, P, P, 0

Concluimos que add(T®) gera K°(P4) como categoria triangulada. Portanto, T é um
complexo inclinante. Pelo Teorema 1.29, A ¢é derivadamente equivalente a algebra de
endomorfismos Endye p,\(T7).
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Analisando os morfismos que envolvem o complexo T3, obtemos:

P, Ps P, Ps P, Ps P, Ps
0 0 0 1a

PI 0 P2 0 P3 0 P4 0

P, 0 P, 0 Py 0 P, 0
B B By 0

p—*—-pP, P—* P, P—° P, P—°" P

Observamos que os morfismos de 1% e 1% para T3, fatoram-se por 73. Além disso,
os morfismos para T3, fatoram-se por T3. Segue que A ¢ derivadamente equivalente a
algebra de quiver sem relacoes kD5, descrita abaixo:

|

Concluimos que em ambos os casos, B é derivadamente equivalente a uma algebra
A, que esta listada no Lema 1.22. Mas isto implica que em ambos os casos, TH(A) é
selvagem, que por sua vez é isomorfa a kAs ®x A, conforme o Lema 1.14. Segue que
kA; Rk B ~; kA; ®y A, conforme o Lema 1.30. Além disso, o item 3 da Proposicao 1.44
diz que toda algebra selvagem também é derivadamente selvagem. Finalmente, utilizando
o Lema 1.43, que diz que equivaléncia derivada preserva o tipo da representacao derivada,
obtemos que kA; ®, B é derivadamente selvagem. O

Alertamos que as algebras do Lema 2.11 sao derivadamente equivalentes a algebras sel-
vagens, mas isto nao implica que as algebras deste lema sao selvagens. Uma equivaléncias
derivada nem sempre preserva o tipo da representacao da categoria de modulos.

2.2 A Algebra kA; ®x B

Nesta secao, demonstramos que a nao mansiddao da categoria derivada de kA, ®y B
implica na retirada de B da lista de algebras A ®y B derivadamente mansas. Além disso,
demonstramos que se A ®y B é uma algebra derivadamente mansa, entao A e B também
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sao. Ressaltamos que em nossos resultados as algebras sao sempre associativas, basicas,
conexas de dimensao finita, que pelo Teorema 1.3, sao isomorfas a algebras de quivers
com relagoes k@)/I. Para evitar conflitos nas notagoes, denotamos por {g; | i € Qp},
{ei|ie @i} el | i€ Q) os conjuntos dos caminhos triviais das algebras de quiver
com relagoes kQ/I, kQ'/I" e kQ"/I", respectivamente. Conforme a Secdo 1.1, estes
conjuntos sao exemplos de conjuntos completos de idempotentes ortogonais primitivos.

Lema 2.12. Uma dlgebra local derivadamente mansa nao € isomorfa ao produto tensorial
de duas dlgebras nao semissimples.

Demonstra¢ao. Vamos supor por absurdo, que A @, B = k(Q ® Q')/IOI" é uma algebra
local derivadamente mansa, em que A = kQ/I e B = k@Q'/I’ sao algebras nio semis-
simples. Pela construcao de Q ® ', descrita na Definicao 1.11, @ e Q' tem somente um
vértice. Além disso, a ndo semissimplicidade de A = kQ/I e B = kQ’/I' implica na
existéncia de lacos o e § em Q e (', respectivamente. Consequentemente, Q ® Q' tem
pelo menos dois lagos. Mas pelo Lema 1.45, a menos de isomorfismo, k e k[z]/(z?) sdo
as unicas algebras locais derivadamente mansas e ambas nao tem mais que um lago nos
seus respectivos quivers de Gabriel. O

Lema 2.13. Uma dlgebra derivadamente mansa cujo quiver de Gabriel tem exatamente
dois vértices nao € isomorfa ao produto tensorial de duas dlgebras ndo semissimples.

Demonstra¢ao. Vamos supor por absurdo, que existem algebras A = kQ/I e B =kQ'/I’
nao semissimples, tais que o produto tensorial A ® B = k(Q ® Q’)/I0I" é uma algebra
derivadamente mansa, em que Q ® Q' tem exatamente dois vértices. Pela construcao de
Q ® (Q', descrita na Definicao 1.11, podemos supor sem perda de generalidade, que () tem
somente um vértice e ' tem exatamente dois. A nao semissimplicidade de A = kQ/I
implica na existéncia de um laco a em @, enquanto que a conexidade de B = kQ'/I
implica na existéncia de uma flecha 8 em Q)" que liga seus dois vértices. Consequentemente,
@ ® Q' tem pelo menos uma flecha ligando seus dois vértices e um laco em cada vértice.
Mas pelo Lema 1.46, a menos de isomorfismo, a tnica algebra de quiver com relacoes
derivadamente mansa com estas hipoteses é a algebra kQ”/I”, em que I" = (¢* 72) ¢ Q"

é o quiver abaixo:
e C 1—1-2 Q T

Segue da unicidade do quiver de Gabriel, que Q" = Q ® )'. Logo Q e )’ sdo os quivers
abaixo, respectivamente:
o(C 1, 12

Isto implica que B = kAs e A = k[z]/(z") para algum n. Além disso, pelo isomorfismo
proposto no Corolario 1.13, A é uma algebra local nao semissimples isomorfa a uma
subalgebra plena de A ®y B, conforme a descri¢cao abaixo:

A= A@k k = (81A€1) Rk (e’:JIBE/I) = (81 Xk 8/1) (A Rk B) (81 Xk 6/1) .

Pelo item 5 da Proposicao 1.44, uma subéalgebra plena de uma algebra derivadamente
mansa também é derivadamente mansa. Entao A é uma &algebra local nao semissimples
que ¢ derivadamente mansa. Segue que A é isomorfa a k[z]/(2?), conforme o Lema 1.45.
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Concluimos que A = k[z]/(2?) e B 2 kA,. O que é um absurdo, pois a dimensdo de
k[z]/(z?) @y kA € igual a 6, enquanto que a dimensao de kQ"”/I” é igual a 8. O

Lema 2.14. Sejam A = kQ/I e B = kQ'/I' dlgebras nao semissimples. Se A @ B ¢

uma dlgebra derivadamente mansa, entao ¢;Ae; = k e Eg-Bg;- = k para quaisquer i € Qg
N !/
ou j € Q.

Demonstracao. Vamos supor por absurdo que existe i € )y tal que £;Ae; 2 k, isto é,
g;Ag; é uma élgebra local ndo semissimples. Trataremos primeiro o caso em que @) tem
apenas um vértice e em seguida o caso em que tem pelo menos dois.

Se @ = {j}, entdo B = /B¢’ ¢ uma algebra local ndo semissimples. Pelo isomorfismo
citado no Corolério 1.13, obtemos:

(eiAg;) @k B = (g;As;) @k (€7Be)) = (¢; Ok €5) (A @k B)(g; @k €)).

Logo (£;A¢;) ®x B é isomorfa a uma subalgebra plena local de A ®y B, que consequente-
mente ¢ derivadamente mansa, conforme item 5 da Proposicao 1.44. Mas isto contradiz
o Lema 2.12 que confirma o absurdo.

Se @ tem pelo menos dois vértices, pela conexidade de B, existe uma flecha o € @}
entre vértices distintos j, k € Q. Segue que (¢} + })B(g; + €}) ¢ uma algebra conexa,
nao semissimples e com exatamente dois vértices. Novamente pelo isomorfismo citado no
Corolario 1.13, obtemos:

(eilAe;) @k (g + ) B(e) + €)) = (6 O € + €i D €3,) (A @k B) (g5 @y €5 + €5 D €}).

Logo (giA¢;) ®y (g5 + €})B(e] + €}) é isomorfa a uma subdlgebra plena de A ®, B com
exatamente dois vértices, que consequentemente é derivadamente mansa, conforme item
5 da Proposicao 1.44. Mas isto contradiz o Lema 2.13 que confirma o absurdo.

Portanto, €;Ae; = k. De maneira analoga, £;Be; = k para qualquer j € Q.

O

Os isomorfismos ¢;As; 2 k e E;BS;- = k sao equivalentes a inexisténcia de ciclos em @)
ou Q)" que nao pertencem a I ou I’, respectivamente. Uma das consequéncias deste Lema
é que A e B também sao derivadamente mansas, conforme o Corolério 2.15 a seguir.

Corolario 2.15. Sejam A =kQ/I e B=kQ'/I' dlgebras nao semissimples. Se A @y B
¢ derivadamente mansa, entao A e B também sao.

Demonstracao. Seja i € Qp. Temos que a subélgebra plena (¢; ®y 1) (A ®k B) (¢; ®x 1)
¢ derivadamente mansa, conforme o item 5 da Proposicao 1.44. Usando o Lema 2.14 e o
isomorfismo do Corolario 1.13, obtemos:

(Ei Rk 1]3) (A Rk B) (61' Rk 1]3) = (51'A5i) Rk (1BB1B) = (gz'AEZ') Rk B=k Rk B = B.

De maneira analoga, (1a ®x €;) (A ®x B) (14 ®xk ;) = A, para qualquer j € ()'. Portanto,
A e B sao derivadamente mansas. O
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Lema 2.16. Sejam A = kQ/I e B = kQ'/I' dlgebras nao semissimples, i e j vértices
distintos de Q). Se a dlgebra do produto tensorial A @y B ¢ derivadamente mansa, entao
a subdlgebra plena (e; 4 £;)A(g; + ;) € isomorfa a kAy ou k*. Em particular, a menos
de isomorfismo, kAy é a unica subdlgebra plena de A = kQ/I nao semissimples com
exatamente dois vértices.

Demonstragao. Pelo Lema 2.14, ¢;Ae; = ¢;Ae; = k. Logo, se nao existe caminho ¢ ¢ [
entre os vértices i e j, temos que (g; +¢;)A(e; + ;) = k2

Suponhamos que existe um caminho ¢ € [ entre os vértices 7 e j. Pelo Lema 2.14,
(ei+¢€j)A(ei+¢5) =2 kQ"/I" & uma subalgebra plena ndo semissimples de A, em que Q"
tem exatamente dois vértices e qualquer ciclo pertence a I”. Além disso, pelo Corolario
2.15 e o item 5 da Proposicao 1.44, (g;,+¢;)A(e;+¢;) = kQ" /1" também é derivadamente
mansa. Segue do Lema 1.46, que a menos de isomorfismo, as tnicas possibilidades para
k@" /1" sdo quando Q" e 1" sdo iguais a um dos seguintes casos:

1. o quiver i——j ¢ o ideal (0);

2. o quiver 1 j e o ideal (0);

3. o quiver i j e oideal (af, fa).
B

Pelo Lema 2.14 e a ndo semissimplicidade de B = kQ'/I’, existe uma flecha v € @’
que liga dois pontos distintos k e . De maneira aniloga a (¢; +¢;)A(e; +¢,), a subalgebra
plena (g}, +¢;)B(e}, +¢)) ¢ isomorfa a kQ" /I, em que Q" e I" também sio iguais a uma
das trés possibilidades listadas para QQ” e I”. A primeira possibilidade é kA,, a segunda
¢ a algebra de Kronecker e a terceira ¢ a dlgebra de Nakayama B2.

Tomando os idempotentes e, = ¢; ®x €}, €4 = €; Ok €), €ji, = € Pk €}, € €j1 = € Pk €]
em A ®yx B, obtemos via o isomorfismo proposto no Corolario 1.13, a subalgebra plena
abaixo:

(ci+eatepmten)(AB) (e +eatepten) =kQ"/I" @ kQ" /I,

Esta subalgebra plena é derivadamente mansa, conforme item 5 da Proposicao 1.44.
Mas demonstramos nos Lemas 2.9, 2.8 e 2.7, que kA, @y B%, B? @k B? e qualquer
produto tensorial com a algebra de Kronecker sao derivadamente selvagens. Portanto,
(5i+5j)A(€i+€j) g1{142 ]

Se A ®y B ¢é derivadamente mansa, o Lema 2.16 garante a inexisténcia de mais de uma
flecha entre quaisquer dois pontos do quiver de A = k@ /I ou de qualquer subalgebra
plena de A. Neste caso, Q e qualquer grafo de uma das suas subalgebras plenas nio
podem coincidir com Aj;.

1 2.
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Lema 2.17. Sejam A e B dlgebras nao semissimples. Se a dlgebra do produto tensorial
A ®yx B ¢ derivadamente mansa, entao valem as sequintes afirmagoes:

1. A e qualquer uma das suas subdlgebras plenas nao semissimples nao sao dlgebras
locazis.

2. A tem uma subdlgebra plena isomorfa a kA,.

Demonstracao. Seja (Q o quiver de Gabriel de A isto ¢, A = k@/I. Demonstramos cada
afirmacao acima separadamente a seguir:

1. Suponhamos por absurdo que A tem uma subalgebra plena local nao semissimples.
Isto é, existe um vértice 7 em (g tal que €;Ae; é uma algebra local nao semissimples.
Mas isto contradiz o isomorfismo £;Ae; = k garantido pelo Lema 2.14. Portanto,
A nao tem subalgebras plenas locais nao semissimples. Consequentemente, A nao
¢ uma algebra local.

2. A nao semissimples implica na existéncia de pelo menos uma flecha o € ;. Pelo
Lema 2.14, (s(a)) A (s(a)) = k. Por sua vez, (s(a)) A (s(a)) = k implica em
s(a) # t(a). Isto é, existem pelo menos dois vértices distinto s(a) = ie t(a) = jem
(). Finalmente, pelo Lema 2.16 ¢ a existéncia de a em (g,4¢;)A(g;+¢;), concluimos
que (82' + 6j)A(€i + 6j) = kA,.

]

Lema 2.18. Seja B uma dlgebra nao semisimples. Se a dlgebra kAs @B é derivadamente
selvagem, entao A ®yx B € derivadamente selvagem para qualquer dlgebra nao semisimples

A.

Demonstracao. Por contraposicao, suponhamos que existe uma algebra nao semissimples
A =kQ/I, tal que A ®x B é derivadamente mansa. Pelo item 2 do Lema 2.17, A tem
uma subalgebra plena isomorfa a kA,. Usando o isomorfismo proposto no Corolario 1.13,
obtemos que kA; ®i B é isomorfa a uma subalgebra plena de A ®, B. Finalmente, pelo
item 5 da Proposicao 1.44, que diz que uma subdlgebra plena de uma &algebra derivada-
mente mansa também é derivadamente mansa, obtemos que kA, ®y B é derivadamente
mansa. O

Corolario 2.19. Seja B = kQ/1, tal que uma de suas subdlgebras plenas é derivadamente
equivalente a uma das dlgebras listadas abaixo. Entao A ®y B € derivadamente selvagem,
para qualquer dlgebra ndao semissimples A.

1. dlgebra local nao semissimples;
2. dlgebra do tipo ;In com radical quadrado igual a zero;
3. dlgebra do tipo E, ou Ep (p=26,7,8);

4. dlgebra do tipo D,, comn = 5.
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Demonstracao. Suponhamos que eBe é derivadamente equivalente a uma das quatro &l-
gebras listadas acima. Demonstramos nos Lemas 2.17, 2.10, 2.6 e 2.4 que kA; ®x eBe
é derivadamente selvagem em ambos os casos. Segue do Lema 2.18, que A ®y cBe é
derivadamente selvagem para qualquer A nao semissimples. Além disso, pelo Corolario
1.13, A ®y €Be é uma subalgebra plena de A ®y B. Pelo item 4 da Proposicao 1.44, se
uma subalgebra plena é derivadamente selvagem, entao a algebra também é. Portanto,
A ®y B ¢ derivadamente selvagem. O]

2.3 Algebras do tipo Arvore

Nesta secao, mostramos que se A ®y B é derivadamente mansa, entao as algebras A e
B sao algebras do tipo arvore ou uma delas é isomorfa a kA; ®y kA,. Ressaltamos que
em nossos resultados as algebras sao sempre associativas, basicas, conexas de dimensao
finita, que pelo Teorema 1.3, sdo isomorfas a algebras de quivers com rela¢oes kQ/I.
Para evitar conflitos nas notagoes, denotamos por {g; | i € Qo}, {€i | i € Qp} e {e} |
i € Qp} os conjuntos dos caminhos triviais das algebras de quiver com relacoes kQ/I,
k@' /I' e kQ" /1", respectivamente. Conforme a Secao 1.1, estes conjuntos sdo exemplos

de conjuntos completos de idempotentes ortogonais primitivos.

Lema 2.20. Seja A = kQ/I uma dlgebra nao semissimples, que ndao € do tipo drvore, tal
que para quaisquer vértices distintos 1,7 € @, tenhamos as sequintes hipdteses:

1. €Z‘A€Z‘ = k,

2. (ei+¢j) A (g +¢5) isomorfo a k* ou kAs,.
Entao A tem uma subdlgebra plena do tipo Zn com pelo menos 3 vértices.

Demonstracao. Pela nao semissimplicidade de A, existe uma flecha o € (). Pela hipdtese
1, s(a) # t(«), que garante a existéncia de pelo menos dois vértices em ). Mas, pela
hipotese 2, nao podemos ter um ciclo nao orientado com somente dois vértices. Portanto,
() tem pelo menos trés vértices.

Se A nao é do tipo arvore, entdo existe um subquiver Q¢, C @, com vértices {1, 2, ..., m},
nao necessariamente pleno, cujo grafo subjacente ()¢, é um ciclo, conforme abaixo:

1-2. 9
>N
T 3
O‘(nll)l/ ]O‘S‘

m A

Cli
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Se o quiver da subélgebra plena (e, + - -+ e, )A(e; + - - - + &5,) coincide com Q¢,, esté
demonstrado, caso contrario, existe um caminho wy € (e, 4+ -+ 4+ en,)A(e; + -+ &4,),
que nao pertence a QQc, nem a I. Sejam i e j, os vértices s(w;) e t(w;), que pertecem a

{1,2,...,77,1}.

.wp .

P—]
Para facilitar nossa notacao, identificamos os vértices k e k+ n;. Pelas hipoteses 1 e 2,
concluimos que ¢ # j, i # j— 1 e i # j+ 1. Desta maneira, o caminho w; divide Q¢,
em dois subquivers, cujos grafos também sao ciclos no grafo subjacente de (), com pelo
menos trés vértices, conforme abaixo:

J

N

j—1 Jj+1

it 1 i 1
N %1

Excluimos um dos lados, definindo Q¢, o subquiver com vértices {j,j+ 1,...,i— 1,4}
e flechas {oy, ajis, ..., iy, w1}, que para facilitar a notacdo, renomeamos seus vértices
e flechas por {1,2,...,n0 — 1,n2} e {ay, g, ..., Qn,—1,ap, }, respectivamente. Segue da
construcao de Q¢,, que 3 < ny < ny e que cada oy nao é combinagao linear de outras
flechas do quiver da subalgebra plena (e;+---+¢ep,)A(e;+- - - +&,,) nem de outras flechas
de (e/+ -+ ¢en,)A(es+ -+ - +&y,), conforme abaixo:

%1

Se o quiver da subdlgebra plena (e, + -+ + €,,)A(e; + -+ + &5,) coincide com Qg¢,,
estd demonstrado, caso contrario, repetimos o processo, que a cada passagem diminui a
quantidade de vértices, obtendo um subquiver ()¢, cujo quiver subjacente tem pelo menos
trés vértices.

Pela finitude de n;, obtemos um subquiver pleno Q¢, de vértices {1, 2,...,n}, tal que

Qc, = A,_1, com pelo menos trés vértices. n

Observamos, que no processo de demonstracao do Lema 2.20, se o subquiver inicial
¢, for um ciclo orientado, é possivel escolher cada ()¢, de maneira que ainda tenhamos
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um ciclo orientado.

N N
j—1 Jj+1 Jg—1 J+1
A : A :
Ym—1 Ym—1
¥ v
1+ 1 1— 1 i+ 1 1— 1
I 7
J J
X a/
Jj+1 jg—1
: A
Ym—1 Ym—1
v :
i1 — 1 i+ 1
/1‘_1 \N
I 1

Lema 2.21. Seja A = kQ/I uma dlgebra nao semissimples, que nao € do tipo drvore, tal
que para quaisquer vértices distintos 4, j € @, tenhamos as sequintes hipoteses:

1. 61'A€,' = k,
2. (ei+¢) Al(ei+¢gj) isomorfo a k? ou kAs,.

Entao A tem uma subdlgebra plena do tipo Zn com pelo menos trés vértices e radical
quadrado igual a zero, ou uma subdlgebra plena igual a kA; ®y kAs.

Demonstracao. Pelo Lema 2.20, A tem uma subalgebra plena €Ae do tipo ﬁn com pelo
menos 3 vértices. Supomos primeiro, que o quiver de Gabriel eAe é um ciclo orientado,
isto &, igual a C,, da defini¢ao da algebra de Nakayama B™ = C,,/J™, conforme o quiver
abaixo:

ayg a2 Am—1
O

Para facilitar a notagao, identificamos os vértices k e m + k. Pela hipdtese 1, escolhendo
um vértice aleatorio i € C,, existe o caminho 8 = ;... o;_; que nao pertence a I, tal que
Boy € I. Em seguida, novamente pela hipotese 1, existe caminho By = ay... ;8 € I
tal que ay_ ;8 € I. Ao retirarmos os vértices k+ 1,...,7— 1, obtemos uma subalgebra
plena, cujo quiver de Gabriel é um ciclo C,, com pelo menos trés vértices, garantidos
pelas hipoteses 1 e 2. Renumerando os indices, fazendo k = 1, temos que C,,, ¢ o quiver
abaixo, em que o, 3, fag € 1
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Em seguida, iniciamos o processo a partir de 2. Repetindo quantas vezes for necessario,
obtemos uma subélgebra plena do tipo A,,, com pelo menos 3 vértices e radical quadrado
igual a zero.

Supomos que ha exatamente dois sentidos entre as flechas de eAe, conforme o quiver
abaixo.

/LR - -y — 1
C/ Yl
1 P
nmn—] """""" >p2+1

Se nao houver relacoes em cAe¢, a subdlgebra plena dos vértices 1 e p, é a algebra de
Kronecker, que contradiz a hipotese 2. Concluimos que o quiver de eAe tem uma das
seguintes relacoes:

L. ajag...ap 1 €1,

2. apap_yg...ap, €1,

3. ayap..ap, &1 e qay. ..y = ApQy_g ...y, para algum A # 0 em k.
Nos dois primeiros casos, repetimos o processo do caso C,, nos dois sentidos, que obtemos
uma subalgebra plena do tipo A,, com pelo menos 3 vértices e radical quadrado igual a
zero. No terceiro caso, renomeamos os caminhos 3; = a4, B3 = ay, f2 = ag...qp, 4,

B, = Qp_j...ap, e tomamos a subélgebra plena B = (e,+¢€2+¢,, +en)A(e;+e2+6p, +€0),
que tem o quiver Ay ® Ay com relacoes I = (5,82 — A\330,), conforme abaixo:

2
S
1 Do
N

n

Neste caso, por uma simples mudanca de base, obtemos B = kA, ®y kA,.

Finalmente, nos casos com mais de dois sentidos, repetimos a estratégia realizada no
caso C,, em cada sentido. No fim do processo, obtemos uma subélgebra plena do tipo A,
com pelo menos 3 vértices e radical ao quadrado igual a zero. O

Lema 2.22. Sejam A = kQ/I e B dlgebras nao semissimples. Se A®yB € derivadamente
mansa, entao A é uma dlgebra do tipo drvore ou € isomorfa a KAy @i kAs. Em particular,
se A 2 kA; kA, entao B = kA,.

Demonstracao. Suponhamos que A nao é do tipo arvore.
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Entdo @ possui ciclos. Pelos Lemas 2.14 e 2.16, a algebra A satisfaz as hipotese 1 e
2 do Lema 2.20. Segue do Lema 2.21, que A tem uma subélgebra plena do tipo A, com
n > 2 e radical quadrado igual a zero, ou uma subélgebra plena igual a kA, @y kA;. Mas
pelo item 2 do Corolario 2.19, A nao pode ter uma subéalgebra plena do tipo A, com

radical quadrado igual a zero. Concluimos que A tem uma subalgebra plena isomorfa a
kA; ®y kA,.

Afirmamos que A = kA, ®y kA,. De fato, suponhamos que existe vértice k& € @, tal
que k € Ay ® Ay. Tomando a subdlgebra plena dos vértices do quiver Ay ® As com o
vértice k, obtemos uma subdalgebra plena eAe = kQ'/I’. Para atender os Lemas 2.14,
2.16 e o item 2 do Corolério 2.19, eAe = kQ'/I’ é isomorfo a um dos quiver com relagoes
abaixo ou seus duais.

1—2—-35 1—2 1—2

1 A 2 O i O i

3y 5 3y 3 5

() (1) (111) (v)

SN, AN, S T

K

% (V1) (VII) (VIII)

Lo —=> Mk
N \
N\
N
AN

Se eAe é uma das cinco primeiras algebras de quiver com relagdes acima, entao cAe
¢ umas das algebras listadas no Lema 1.22. Isto é, Th(cAe) é uma &algebra selvagem.
Consequentemente, pelo item 3 da Proposicao 1.44, Ty(cAg) é derivadamente selvagem.
Além disso, o isomorfismo kA, @xeAe = Ty (e Ae) garante que kA, ®yxeAce é derivadamente
selvagem. Finalmente, pelo Lema 2.18, cAe ®y B é derivadamente selvagem.

Se cAc é a sexta algebra de quiver com relagoes acima, entao o Lema 1.32 garante que
eAce é derivadamente equivalente a &lgebra de quiver com relacoes a seguir:

5

F——1—>2
4
Mas este quiver com relagoes contradiz o Lema 2.7, pois a subalgebra plena de vértices 3
e 2 é isomorfa a algebra de Kronecker.
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Desta maneira, restam apenas a sétima e oitava algebras de quiver com relagoes. Mas
demonstramos no Lema 2.11, que em ambas, kA; ®y cAe é derivadamente selvagem. Pelo
Lema 2.18, cAc ®y B é derivadamente selvagem. Portanto, nao existe k£ € As ® Ay e
A 2 kA; ®y kA,.

Em particular, A = kA, ®i kA, faz com que tenhamos A®B = kA, kA, @1 B. Mas
pelo item 1 do Lema 1.15, se B nao é isomorfo a kA,, entao kA; ® kAs; @y B é selvagem.
Por outro lado, pelos Lemas 1.40 e 1.49, se B é isomorfo a kA,, entdao kA; ®x kA ®x B
é derivadamente mansa. Portanto, B = kA,. O]
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Capitulo 3

O Teorema Principal e Suas
Consequéncias

3.1 Demonstracao do Teorema Principal

Teorema Principal. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bdsicas, conexas, nao
simples de dimensao finita. As afirmacoes abaizo sao equivalentes:

1. A ®y B € derivadamente mansa.
2. as dlgebras A e B satisfazem um dos segquintes casos:

(a) uma é derivadamente equivalente a KAy e a outra a kDy;
(b) uma é derivadamente equivalente a kAy e a outra a kA, em que 2 < n < 5;
(¢) ambas sao derivadamente equivalentes a kAs.

3. A ® B € derivadamente equivalente a uma das dlgebras de Dynkin kD,, kFs ou

kEg, ou a uma das categorias de feizes coerentes das retas projetivas com pesos
Xose, Xoga ou Xsz3.

Nestes casos, a dlgebra A @y B € hereditdria por partes.

Nesta segao, demonstramos o Teorema Principal, seguindo a ordem abaixo:
2 =3=1= 2

Dividimos a demonstracao do primeiro caso, Afirmacao 2 implica na Afirmacao 3, nas Sub-
secoes 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3, analisando cada um dos trés itens 2a, 2b e 2c¢, separadamente.
Em seguida, na Subsecao 3.1.4, demostramos que a Afirmacao 3 implica na Afirmagao
1. Encerramos a demonstracao na Subsecao 3.1.5, onde demonstramos que a Afirmacao
1 implica na Afirmacao 2. Lembramos que as hipotese do Teorema Principal sao que as
algebras A e B sao associativas, bésicas, conexas, nao simples de dimensao finita.

71
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(2 = 3)
3.1.1 A ~d kA2 eB ~d kD4

Se A e B satisfazem o item 2a, entao
A ®x B ~; kA; @y kDy.
Pelos Lemas 1.36 e 1.31, temos que
kDy ~4 A(4,3) ~q kAs @k kAs.
Consequentemente, pelo Lema 1.30
kA; @ kDy ~g kA; @y kA; @y kA,
Finalmente, pelo Lema 1.40

kA2 ®k kAg ®k kAQ ~a ngg.

312 A~;kAseB~;kA,,emque 2<n<5

Se A e B satisfazem o item 2b, entao A ®x B é derivadamente equivalente a uma das
algebras abaixo:

kA; ®x kAs, kA ®x kAs, kA @k kAy, kA; ®y kAs.
Pelos Lemas 1.31 e 1.36, temos as seguintes equivaléncias derivadas:
kA; @y kAs ~4 A(4,3) ~4 kDy,
kA, @k kAs ~4 A(6,3) ~4 kEg,

kA2 Rk kA4 ~a A(8, 3) >~ kEg,
kAQ Xk kA5 >~ A(lO, 3) >~ X236-

3.1.3 A >~ B ~d kAg

Se A e B satisfazem o item 2c, entao A ®yx B ¢ derivadamente equivalente a &lgebra
abaixo:
kA; @k kAs.

Pelos Lemas 1.31 e 1.36, temos as seguintes equivaléncias derivadas:

kAg Rk kAg ~4 A(g, 4) ~a X244.
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(3=1)
3.1.4 Feixes Coerentes e Algebras de Dynkin

Pelo Lema 1.43, a equivaléncia derivada preserva o tipo de representacao derivada. Conse-
quentemente, se A @y B é derivadamente equivalente a uma das algebras de Dynkin kD,
kEs ou kFg, ou a uma das categorias de feixes coerentes das retas projetivas com pesos
Xos6, Xogq ou X333, entao A ®y B herdara o tipo da representacao derivada da respectiva
categoria. Afirmamos que ambas sao derivadamente mansas.

De fato, no Exemplo 19, vimos que as algebras de Dynkin sao derivadamente mansas,
conforme Happel em [Hap88|. Enquanto que no Teorema 1.39, vimos que a categoria
de feixes coerentes das retas projetivas com pesos Xoszg, Xoss € Xzz3 sao derivadamente
equivalentes as categorias de modulos das algebras canonicas Cozg, Coyy € Csss, respec-
tivamente. Que por sua vez, sao algebras tubulares canoénicas derivadamente mansas,
conforme o Lema 1.49.

Portanto, a Afirmacao 3 do Teorema Principal implica que A ®y B é derivadamente
mansa.

(1= 2)

3.1.5 A ®yx B Derivadamente Mansa

Seja A ®i B derivadamente mansa. Pelo Corolario 2.15, A ¢ B também sao algebras
derivadamente mansas. Além disso, pelo Lema 2.22, A e B sao algebras do tipo arvore
ou uma delas é isomorfa a kA, @y kAs € a outra a kA,.

No segundo caso, sem perda de generalidade, supomos que A = kA, ®y kAs. Pelos
Lemas 1.31 e 1.36, temos que:

kA2 Rk kA2 >~ A<4, 3) >~ kD4

Portanto, A e B sao derivadamente equivalentes a kD, e kA,, respectivamente. Isto
implica no item 2a da Afirmagao 2.

Desta maneira, restam os casos em que A e B sao dlgebras derivadamente mansas
do tipo arvore. Pelo Teorema 1.47, uma &algebra derivadamente mansa do tipo arvore é
derivadamente equivalente a uma algebra tubular, ou a uma algebra hereditaria por partes
do tipo E, ou E, (p = 6,7,8), ou a uma algebra de semicadeias S(n, m). Afirmamos que os
dois primeiros casos nao ocorrem. De fato, supomos por absurdo que estes casos ocorrem
nos dois itens abaixo:

1. Se A é uma algebra tubular, pelo Lema 1.38, A ~; C(p, A), em que C(p, \) é uma
algebra tubular canonica, cujos possiveis quivers de Gabriel estao definidos na Secao
1.9. Mas pelo Lema 2.22, o grafo subjacente @) de A é uma arvore e nio pode ser
igual a um quiver de uma algebra canonica;
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2. se A é uma algebra hereditaria por partes do tipo do tipo E, ou Ep (p=6,7,8),
entao A ®yx B é derivadamente selvagem, conforme item 3 do Coroléario 2.19, que é
uma contradigao.

Com isto, restam apenas os casos que A e B sao derivadamente equivalentes a algebras
de semicadeias S(n, m).

1+é2+é3+ ............. (m_l)-‘r m+\
I — 0 = 9 (m— 1)~ m-

Seja A ~4 S(n,m). Se m > 1, o quiver de S(n, m) ndo serd uma arvore, contradizendo
o Lema 2.22. Portanto, m < I e S(n,m) ¢ a algebra kD, 5 ou kA,

1+

2——s ... —=n+1

1 2 0

Mas pelo Lema 2.3 e o item 4 do Corolario 2.19, A e B nao sao derivadamente equiv-
alentes a kA,, nem kD,, para m > 6 e n > 5. Restando somente os casos kA, kA3,
kAy, kA5 e kD4, Mas a algebra kD, ~; kA, ®y kAs ja foi tratada no inicio desta secao,
implicando no item 2a da Afirmacao 2.

Finalmente, restam somente os casos em que A e B sao derivadamente equivalentes as
algebras kAs, kAs, kA, ou kA5, os quais analisamos separadamente a seguir:

kA; @ kA, com 2<n<bh

Conforme a Subsecao 3.1.2, as algebras kAs; ®y kA,, com 2 < n < 5 sao derivadamente
mansas. Confirmando o item 2b da Afirmacao 2.

kA3 @k kA;

Conforme a Subsecao 3.1.3, a algebra kA3 ®y kA3 é derivadamente mansa. Confirmando
o item 2¢ da Afirmacao 2.
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kAg Rk kA4, kA3 Rk kA5, kA4 Rk kA4, kA4 Rk kA5 (S] kA5 Rk kA5

Demonstramos no Corolario 2.2, que kA,, R kA, é derivadamente selvagem para qualquer
par m e n, em que m > 3 e n > 4, impossibilitando estes casos.

Portanto, a Afirmacgao 1 implica na Afirmacao 2. E assim, encerramos a demonstrac¢ao
do Teorema Principal.

3.1.6 Corolarios do Teorema Principal

Corolario 1. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bdsicas, conexas, nao simples de
dimensao finita. O produto tensorial das dlgebras A e B é derivadamente discreto se, e
somente se, uma € derivadamente equivalente a KAy e a outra a KA, em que 2 < n < 4.
Nestes casos, A @y B € derivadamente equivalente a kD4, kFg ou kFs.

Demonstracao. Inicialmente, supomos que A®yB é derivadamente discreta. Pela definicao
1.41, A®y B é derivadamente mansa. Além dissso, pelo item 1 da Proposicao 1.44, ARy B
é de representacao finita. Logo, a dlgebra A®yB ¢ de representacao finita e derivadamente
mansa. Mas pelo Teorema Principal, os tinicos casos em que A ®y B é de representacao
finita derivadamente mansas sao as derivadamente equivalentes as listadas a seguir:

kA2 Rk kAz ~a kD4, kA2 Rk kAg ~a kEG, kA2 Rk kA4 ~a kEg

Para a reciproca, se uma é derivadamente equivalente a kA, e a outra a kA,,, em que
2 < n < 4, entao A ®, B é derivadamente equivalente a kD,, kEg e kEg, conforme as
equivaléncias derivadas acima. Que por sua vez, sao derivadamente discretas. O

Corolario 2. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bdsicas, conezras, nao simples
de dimensao finita. A dlgebra A ®yx B € derivadamente discreta se, e somente se, A @B
¢ derivadamente finita.

Demonstragao. Inicialmente, supomos que A®yB é derivadamente discreta. Pelo Corolario
1, A ®¢ B é derivadamente equivalente a kD,, kFEs ou kFEg. Por sorte, kD,, kFEg e kEy
sao algebras do tipo Dynkin. Portanto, A ®yx B é derivadamente finita.

A reciproca é uma consequéncia imediata da Definicao 1.41. O

Corolario 3. Dados um niumero natural n > 3 e n dlgebras Ay, ..., A, associativas, bdsi-
cas, coneras, nao simples de dimensao finita. A dlgebra A; Ry ... Qx A, € derivadamente
mansa se, e somente se, n=3 e N; = Ny = Ay =2 kA,. Neste caso, o produto tensorial
kAs; @y kAs @ kAy € derivadamente equivalente a categoria de feixes coerentes da reta
projetiva com pesos Xsss.

Demonstracao. Suponhamos que n =3 e A; = Ay =2 A3 = kA,. Pelos Lemas 1.31 e 1.36,
temos que

A1 Rk ... QK An = kA2 Rk kA2 Rk kAQ ~a kA2 Rk A(47 3) >~ kAg Rk kD4



76 CAPITULO 3. O TEOREMA PRINCIPAL E SUAS CONSEQUENCIAS

Por sorte, kA, @y kD, é derivadamente mansa, conforme o Teorema Principal. Portanto,
A ®x ... Qk A, é derivadamente mansa.

Suponhamos que a édlgebra A; ®y ... ®x A, é derivadamente mansa. Pelo item 2 da
Proposicao 1.44, a algebra A; ®y ... ®x A, também é mansa. Mas pelo item 1 do Lema
1.15, Ay ®k ... ®k A, ¢ mansa se, e somente se, n =3 e Ay 2 Ay = Ay = kA,.

Finalmente, pelo Lema 1.40,

kA; @k kAs @k kAy ~g Xsas.

3.2 Algebras de Grupo Derivadamente Mansas

Na Secao 1.4 discutimos a importancia das algebras de grupo e o longo historico da
classificacao de suas categorias de médulos. Uma das consequéncias do Teorema Principal
é a classificacao das algebras de grupo derivadamente mansas.

Lema 3.1. Seja G um grupo finito, k um corpo de caracteristica p e B uma k-dlgebra
associativa, bdsica, conexa de dimensdo finita. Entao a dlgebra de grupo B[G] € derivada-
mente mansa se, e somente se, ocorre um dos sequintes casos:

1. B ¢ derivadamente mansa e kK[G] € semissimples;

2. B € semissimples e kK[G] ¢ derivadamente mansa.

Demonstracao. Seja B[G] uma algebra derivadamente mansa. Supomos por absurdo que
ambas as algebras B e k[G] ndo sdo semissimples. Do isomorfismo B ®y k[G] = B[G]
segue que B[G] é um produto tensorial de duas algebras nao semissimples. Pelo Teorema
Principal, k[G] é derivadamente equivalente a kD4 ou a kA,,, em que 2 < n < 5. Segue
da Proposigdo 1.35 e do Corolario 1.34 que k[G] é uma &lgebra cujo quiver de Gabriel
é aciclico. Mas isto é um absurdo, pois segundo [Erd90], as éalgebras de grupo k|G| sdo
algebras simétricas cujos quivers de Gabriel possuem ciclos. Portanto, pelo menos uma
das algebras B ou k|G| é semissimples.

A reciproca é imediata. n

Teorema 1. Sejam G um grupo finito, k um corpo de caracteristica p e B uma k-dlgebra
associativa, bdsica, conexa de dimensao finita. A dlgebra de grupo B[G] é derivadamente
mansa se, e somente se, ocorre um dos sequintes casos:

1. p nao divide a ordem de G e B é derivadamente mansa;

2. p divide a ordem de G, B =k e k|G| é derivadamente mansa.

Demonstra¢ao. Suponhamos que B[G] é uma algebra de grupo derivadamente mansa.
Dividimos a demonstracao nos dois casos distintos a seguir:
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1. Se p nao divide a ordem de G, entao kG é semissimples, conforme o Teorema 1.18
(Maschke). Mas pelo item 1 do Lema 3.1, a algebra B ¢é derivadamente mansa.
Portanto, p nao divide a ordem de G e B é derivadamente mansa.

2. Se p divide a ordem de G, entao kGG nao é semissimples, conforme o Teorema 1.18
(Maschke). Segue do item 2 do Lema 3.1 que a algebra B é semissimples e kG ¢é
derivadamente mansa. Além disso, a hipotese de B[G] ser derivadamente mansa
implica que B[G] é uma élgebra mansa, conforme o item 2 da Proposicdo 1.44. Mas
pelos Teoremas 1.16 e 1.17, os tnicos casos com as hipoteses B[G] mansa, p divide
a ordem de G e B semissimples ocorrem com B = k. Portanto, p divide a ordem
de G, B = k e k[G] é derivadamente mansa.

Reciprocamente, segue do Teorema 1.18 (Maschke) que os casos 1 e 2 deste Teorema
implicam nos casos 1 e 2 do Lema 3.1, respectivamente. Portanto, B[G] é derivadamente
mansa. O

Para classificar melhor as algebras do item 2 do Teorema 1, mantemos as hipdteses do
Teorema 1, supomos que B[G] é derivadamente mansa e que p divide a ordem de G. Segue
do item 2 do Teorema 1 que B = k. Além disso, sabemos que se B[G] é derivadamente
mansa, entdo B[G] é uma élgebra mansa. Logo, B[G] é uma algebra mansa, p divide a
ordem de G e B = k. Segue diretamente dos Teoremas 1.16 e 1.17, que p e G satisfazem
um dos dois casos abaixo:

e Um p -subgrupo de Sylow de G é ciclico;
e p = 2 e um 2-subgrupo de Sylow de G ¢ isomorfo a um dos grupos D), Sim) ou

Q(m) .

Entretanto, nos Corolérios 4 e 5 a seguir, provamos que existem &algebras que satisfazem
um dos casos acima e sao derivadamente selvagens.

Corolario 4. Sejam k um corpo de caracteristica 2 e B uma k-dlgebra associativa, bdsica,
coneza de dimensao finita. Se G € um dos grupos listados abaizo, entio B|G| é derivada-
mente selvagem.

1. grupo diedral D,y = (g,h | g* = h*" =1,hg = gh™"'), em que m > 1;
2. grupo semidiedral Siy = (g,h | g> = h*" = 1,hg = gh®" =1}, em que m > 3;

3. grupo dos quatérnios Qumy = (g,h | > = h*" ', g* = 1,hg = gh™"), com m > 2.

Demonstracao. De fato, a caracteristica de k é igual a 2 e divide a ordem de todos estes
trés grupos. Além disso, o Lema 1.20 diz que o quiver de Gabriel de k[G] em todos os

trés casos é o seguinte:
B C 1 3 @

Mas conforme o Lema 1.45, k[G] é uma élgebra local que nao ¢ derivadamente mansa.
Portanto, pelo Teorema 1, B[G] é derivadamente selvagem. ]
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Corolario 5. Sejam k um corpo de caracteristica p, G um grupo ciclico de ordem p" e
B uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexa de dimensao finita. A dlgebra de grupo B[G]
¢ derivadamente mansa se, e somente se, p =2, B =k e G € o grupo ciclico de ordem
2. Neste caso, B[G] ¢ derivadamente discreta.

Demonstrac¢ao. De fato, p divide a ordem de G. Pelo Teorema 1, B[G] é derivadamente
mansa se, e somente se, B = k e k[G] é derivadamente mansa. Além disso, o Lema 1.21
diz que k[G] 2 kQ/I, em que [ = (aP") e Q) é o quiver abaixo:

1 Da

Segue que k[G] é uma algebra local nao semissimples. Finalmente, pelo Lema 1.45, a
algebra local k@) /I é derivadamente mansa se, e somente se, p” = 2. Como queriamos
demonstrar.

Neste caso, conforme vimos no Exemplo 20, kQ /I é derivadamente discreta. O

3.3 Algebras Envolventes Derivadamente Mansas

Nesta secao, descrevemos as dlgebras envolventes A® = A ®y AP derivadamente discretas
e derivadamente mansas.

Teorema 2. Seja A uma k-dlgebra associativa, bdsica, conezxa, nao simples de dimensao
finita. A dlgebra envolvente A° é derivadamente discreta se, e somente se, A € isomorfa
a kAs. Neste caso, A° é derivadamente equivalente a KD,.

Demonstracao. Pelo Corolario 1, a dlgebra A ®y B é derivadamente discreta se, e somente
se, A ~; kAy e B ~; kA, para 2 < n < 4. Logo, o linico caso em que A ®, AP
é derivadamente discreta ocorre quando A ~; kA,. Mas A ~; kA, se, e somente se,
A =2 kA,. Portanto A = kA,

Neste caso, A® = kA, @y kAy ~4 kDjy. O

Teorema 3. Seja A uma k-dlgebra associativa, basica, conezxa, nao simples de dimensao
finita. A dlgebra envolvente A° é derivadamente mansa se, e somente se, A € derivada-
mente equivalente a kAy ou kAz. Nestes casos, A°® € derivadamente equivalente a kD,
ot Xoaq.

Demonstracao. Segue do Teorema Principal, que A ®, A é derivadamente mansa se, e
somente se, A é derivadamente equivalente a kA; ou kAj3. Nestes casos, pelas equivalén-
cias derivadas demonstradas nas Subsecoes 3.1.2 e 3.1.3, A° é derivadamente equivalente
a k.D4 ou X244. ]

Em que pese a importancia, observamos que embora tenhamos infinitas classes nao
isomorfas de A, em que a algebra envolvente A° é de representacao finita, ha apenas
uma quantidade finita de algebras nao isomorfas cujas respectivas algebras envolventes
sao derivadamente mansas.
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3.4 Algebras de Matrizes Triangulares Inferiores

Conforme o Lema 1.14, uma algebra de matrizes triangulares inferiores com coeficientes
em uma algebra B é isomorfa ao seguinte produto tensorial:

T,(B) = kA, ®y B.

Tendo em mente este isomorfismo e o resultado do Teorema Principal, obtemos a classifi-
cacao das algebras de matrizes triangulares inferiores derivadamente discretas e derivada-
mente mansas, nos teoremas a seguir;

Teorema 4. Sejamn > 1, B uma k-dlgebra associativa, bisica, conexa de dimensao finita
e T,,(B) a dlgebra de matrizes triangulares inferiores de ordem n x n com coeficientes em
B. T,,(B) ¢ derivadamente discreta se, e somente se, ocorre um dos segquintes casos:

1. B¥Kk;
2. n =2 e B ¢ derivadamente equivalente a T,,(k), em que 2 < m < 4;
3. n=23eB=Tyk),

4. n=4eB=Tyk).

Demonstracao. De fato, T,,(B) = kA, ®x B.

Inicialmente, supomos que B nao é semissimples. Pelo Corolério 1, temos os casos:

(i) n=2e B ~; kA, em que 2 < m < 4;
(i) n =3 e B ~; kAy;

Pelo isomorfismo T,, (k) = kA,, ¢ o Corolario 1.34, os Casos (i), (ii) e (iii) sdo equivalentes
aos Casos 2, 3 e 4, respectivamente.

Finalmente, se B é semissimples, entao B = k. Portanto, ocorre o Caso 1. O

Teorema 5. Sejam n > 1, B uma k-dlgebra associativa, bdsica, conexa de dimensao finita
e T,(B) a dlgebra de matrizes triangulares superiores de ordem n X n com coeficientes em
B. A dlgebra T,(B) € derivadamente mansa se, e somente se, ocorre um dos sequintes
casos:

1. B2k;

2. n=2 e B ¢ derivadamente equivalente a um dos casos abaizo;

(a) Ti(k), em que 2 < m < 5,
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(b) Ts (Tr(k));
3. n =23 e B € derivadamente equivalente a T,,(k), em que m =2 ou m = 3;
4. n=4eB=Tyk);

5. n=5e¢B=Tyk).

Demonstracao. De fato, T,,(B) = kA, ®y B.

Inicialmente, supomos que B nao é semissimples. Pelo Teorema Principal, temos os
Casos:

Pelo Corolario 1.34 e os isomorfismos T, (k) = kA,,, os Casos (iii), (iv), (v), (i) e (ii) sdo
equivalentes aos Casos 3, 4, 5 e os itens (a) e (b) do Caso 2, respectivamente.

Finalmente, se B é semissimples, entao B = k. Portanto, ocorre o Caso 1.

3.5 Listas das Algebras A ®x B Derivadamente Mansas

Pelo Coroléario 1.34 e a Proposicao 1.35, listamos os pares de algebras A e B do Teorema
Principal a menos de isomorfismo nas Tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4. Na Tabela 3.1, listamos os
pares de algebras derivadamente equivalentes as algebras kAs e a kA,,, em que 2 < n < 4.
Na Tabela 3.2, listamos os pares de algebras em que uma ¢é derivadamente equivalente a
kA, e a outra a kAs. Na Tabela 3.3, listamos os pares de dlgebras em que ambas sao
derivadamente equivalentes a kA3. Na Tabela 3.4, listamos os pares de &lgebras em que
uma é derivadamente equivalente a kA e a outra a kDj,.

Teorema 6. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bisicas, conexas, nao simples de
dimensao finita. A dlgebra A ®y B € derivadamente mansa se, e somente se, o par de
dlgebras A e B € isomorfo a um dos pares de dlgebras listados nas Tabelas 3.1, 3.2, 3.3
e 3.4.

Demonstracao. Pelo Teorema Principal, A ®y B é derivadamente mansa se, e somente se,
o par de algebras A e B satisfazem um dos seguintes casos:
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uma é derivadamente equivalente a kA, e a outra a kA, em que 2 < n < 4;

)
(ii) uma é derivadamente equivalente a kA, e a outra a kAs;;
) ambas sao derivadamente equivalentes a kAs;

)

uma é derivadamente equivalente a kA, e a outra a kD,.

Mas as algebras dos Casos (i), (ii), (iii) e (iv) sao exatamente as algebras listadas a menos
de isomorfismos nas Tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, respectivamente.

m
Corolario 6. Sejam A e B duas k-dlgebras associativas, bdsicas, conezras, nao simples
de dimensao finita. As afirmacoes abairo sio equivalentes:
1. A ®y B € derivadamente finita.
2. A ®y B € derivadamente discreta.

3. O par de dlgebras A e B ¢é isomorfo a um dos pares de dlgebras da Tabela 3.1.

Demonstracao. Pelo Corolario 2, A ®x B é derivadamente finita se, e somente se, é
derivadamente discreta. Além disso, pelo Corolario 1, o produto tensorial de duas al-
gebras é derivadamente discreto se, e somente se, uma é derivadamente equivalente a kA,
e a outra a kA,, em que 2 < n < 4. Mas estas sao exatamente as algebras listadas a
menos de isomorfismos na Tabela 3.1.

Portanto, as trés afirmacoes sao equivalentes. ]

Tabela 3.1: Uma é derivadamente equivalente a kA, e a outra a kA,,, em que 2 < n <4

I—2 1—2 I—2 53

I—2 17 ap "3 I—2 23

1—2 AP Sy S 1—2 JE et By
4

I— 2 9t g "5y 1—2 =23
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Tabela 3.2: Uma é derivadamente equivalente a kA, e a outra a kAs

11— 2 1 2 R 51 1——2 179 x5y
1——2 1 275 ">y 51 1—2 1 2 37y
1——2 19t "y 51 1—2 1 97 g7 sy
11— 2 179337 oy S5 | —— 2 179 392" g
1——2 12937y 51— 2 179759 sy
T T
1—2 1 R — 1—2 1 P
5 5
AN /
N\ /
| -
N\ /
1——2 1 2 3 1—2 1 2 R
5 5
/ AN
/ N\
s - ~ . N
1—2 1 2 3 1—2 1 2 3
T T
1—2 e 92— 8« 1—2 [—2—s8—~
5 5
AN /
B g
AN /
AN /
11— 2 I~ 2«83« 11— 2 1—2t 35—
5 1 2
/ / \
’ l : \ / \
/
p I \
1—2 1~ 2%~ 95— 1—— 2 | 3 |
T \ / \ /
\ /
4




3.5. LISTAS DAS ALGEBRAS A @ B DERIVADAMENTE MANSAS

Tabela 3.3: Ambas sdo derivadamente equivalentes a kAs

l1—2——-3

1—2——-3

1—2—-23

1=——=2—=23

— ~

1=——=2—=28

— ~

1=——=2—=23
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Tabela 3.4: Uma é derivadamente equivalente a kA e a outra a kD,

4
1—2 — 23
4
7/ AN
/ AN
P
/ N
1—2 10 3
4
/ AN
p l N
/ N
/ AN
1—2 1~ 923
[——2
AN
|
AN
AN
11— 2 R
1— 2 (= .5 sy
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