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Resumo

Neste trabalho, a menos de equivalência derivada, classi�camos as álgebras derivadamente
mansas do produto tensorial de álgebras básicas, não semissimples, de dimensão �nita
sobre um corpo algebricamente fechado.

Palavras-chave: Categoria derivada, álgebras derivadamente mansas, derivadamente
selvagens, produto tensorial de álgebras.



Abstract

In this thesis we describe the derived tame tensor products A⊗kB of basic, connected,
nonsimple, �nite-dimensional algebras A and B over an algebraically closed �eld k.

Key Words: Derived category, derived tame, tensor product of algebras, group alge-
bras.
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Introdução

Neste trabalho, o corpo k será sempre algebricamente fechado e as álgebras serão k-
álgebras associativas, com unidade, básicas, conexas e de dimensão �nita. Dada uma
álgebra A, de�nimos mod−A, como a categoria de A-módulos à direita �nitamente ge-
rados. Sabemos que a categoria mod−A é de Krull-Schmidt, e portanto, é natural que
se queira classi�car todos os objetos indecomponíveis. O estudo dos módulos indecom-
poníveis de uma álgebra é, entre outros, um dos principais interesses da área de Teoria
de Representações de álgebras associativas. Em geral, distinguimos os diversos tipos
de representações de uma categoria, pelo comportamento quantitativo dos seus objetos
indecomponíveis.

Dizemos que uma álgebra é mansa se em cada dimensão n, os módulos indecom-
poníveis de dimensão n ocorrem parametrizados por uma quantidade �nita de famílias a
um parâmetro, a menos de uma quantidade �nita. Enquanto que as selvagens tem famílias
de módulos indecomponíveis dependendo de uma quantidade arbitrária de parâmetros
contínuos. As duas característica em questão são invariantes por equivalências entre ca-
tegorias, cuja condição necessária e su�ciente foi estabelecida pelo Teorema de Morita ao
�nal da década de 50 [Mor58]. Drozd enunciou e demonstrou o Tame and Wild Teorema
[Dro79], determinando que todas as álgebras são mansas ou selvagem, e jamais são ambas,
dividindo as categorias de módulos em duas classes disjuntas.

Dados um corpo k de característica p, um grupo �nitoG e uma álgebraA, denotamos as
álgebras de grupo com coe�cientes em A, por A[G]. As álgebras de grupo do tipo k[G] de
representação �nita foram classi�cadas por Higman na década de cinquenta [Hig54]. Nos
anos setenta, Bondarenko e Drozd classi�caram as do tipo k[G] de representação mansa
[BD77]. Meltzer e Skowro«ski classi�caram as álgebras de grupo A[G] de representação
�nita [MS83][MS84] na década de oitenta. No início deste século, Leszczy«ski e Skowro«ski
classi�caram as álgebras de grupo A[G] mansas [LS03].

As álgebras do tipo Tn(A) são as álgebras das matrizes triangulares inferiores de ordem
n×n com entradas em uma álgebra A. Nos anos 70, Brenner [Bre71] e Auslander [AR76]
iniciaram a classi�cação de indecomponíveis na categoria de módulos do caso T2(A).
Na década de 90, Leszczy«ski obteve alguns resultados na classi�cação do caso Tn(A)
mansa [Les94]. E no início deste século, Leszczy«ski e Skowro«ski [LS00] classi�caram
alguns casos particulares do tipo T2(A) mansa. Para n > 3, Leszczy«ski e Skowro«ski
classi�caram todas as álgebras Tn(A) mansas, a menos de isomor�smo [LS03].

Destacamos o artigo [LS03] de Leszczy«ski e Skowro«ski, que citamos anteriormente,
pela classi�cação das álgebras de grupo mansas e das álgebras de matrizes triangulares
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2 INTRODUÇÃO

inferiores de ordem maior ou igual a três mansas. Neste mesmo trabalho, Leszczy«ski e
Skowro«ski obtiveram alguns resultados da classi�cação das álgebras do produto tensorial
A⊗k B mansas e classi�caram as álgebras envolventes Ae = A⊗k A

op mansas.

Grothendieck e Verdier iniciaram os estudos das categorias trianguladas e catego-
rias derivadas, introduzidas inicialmente, na Geometria Algébrica e Álgebra Homológica.
Hartshorne [Har66], Beilinson, Bernstein e Deligne [BBD82] e Iversen [Ive86] também tra-
balharam com estas categorias. Passados alguns anos Happel [Hap88] começou o estudo
sistemático de categorias derivadas de categorias de módulos de álgebras associativas de
dimensão �nita.

Sabemos que a categoria derivada de uma álgebra é de Krull-Schmidt, motivando novos
trabalhos na busca por classi�car os objetos indecomponíveis. De La Peña [dlPn98] deu as
primeiras ideias de mansidão da categoria derivada, via álgebras repetitivas. Em seguida,
Vossieck [Vos01] introduziu o conceito de álgebras derivadamente discretas. Motivados
por estes dois trabalhos, Geiÿ e Krause [GK02] deram a de�nição clássica de álgebras
derivadamente mansas. A grosso modo, as álgebras derivadamente mansas, são as que
em sua categorias derivada, em cada dimensão cohomológica −→n = (ni)i∈Z, os complexos
indecomponíveis podem ser parametrizados por uma quantidade �nita de famílias a um
parâmetro. Enquanto que as derivadamente selvagens, são aquelas que em uma dimen-
são cohomológica, os complexos indecomponíveis são parametrizados por uma quanti-
dade arbitrária de parâmetros contínuos. Neste mesmo trabalho, foi demonstrado que o
tipo de representação derivada é preservado por equivalência triangulada entre as cate-
gorias derivadas, cujas condições necessárias e su�cientes foram enunciadas por Rickard
no conhecido Teorema de Rickard [[Ric89], Teorema 6.4]. Bekkert e Drozd demonstraram
o Derived Tame and Wild Teorema [BD03], determinando que todas as álgebras são
derivadamente mansas ou derivadamente selvagens, mas nunca ambas.

Neste trabalho classi�camos os pares de álgebras A e B, que não são semissimples, cujo
produto tensorial A⊗kB é uma álgebra derivadamente mansa. Nós também classi�camos
as álgebras derivadamente mansas do tipo A[G], Tn(A) e Ae. Nos resultados a seguir,
kAn, kD4 e kEn são álgebras do tipo Dynkin, D(m), S(m) e Q(m) são grupos e X236, X244

e X333 são retas projetivas com pesos.

Teorema Principal. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não
simples de dimensão �nita. As a�rmações abaixo são equivalentes:

1. A⊗k B é derivadamente mansa.

2. as álgebras A e B satisfazem um dos seguintes casos:

(a) uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kD4;

(b) uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kAn, em que 2 6 n 6 5;

(c) ambas são derivadamente equivalentes a kA3.

3. A ⊗k B é derivadamente equivalente a uma das álgebras de Dynkin kD4, kE6 ou
kE8, ou a uma das categorias de feixes coerentes das retas projetivas com pesos
X236, X244 ou X333.
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Nestes casos, a álgebra A⊗k B é hereditária por partes.

É conhecido que uma álgebra básica é derivadamente equivalente a álgebra de Dynkin
kA2 se, e somente se, é isomorfa a kA2. As álgebras derivadamente equivalentes a kD4

e kAn com 3 6 n 6 5 também são conhecidas, cujas classi�cações estão descritas na
Proposição 1.35 e no Corolário 1.34, respectivamente. Segue abaixo algumas consequên-
cias do Teorema Principal.

Corolário 1. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não simples de
dimensão �nita. O produto tensorial das álgebras A e B é derivadamente discreto se, e
somente se, uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kAn, em que 2 6 n 6 4.
Nestes casos, A⊗k B é derivadamente equivalente a kD4, kE6 ou kE8.

Corolário 2. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não simples
de dimensão �nita. A álgebra A⊗kB é derivadamente discreta se, e somente se, A⊗kB
é derivadamente �nita.

Corolário 3. Dados um número natural n > 3 e n álgebras Λ1, . . . ,Λn associativas, bási-
cas, conexas, não simples de dimensão �nita. A álgebra Λ1⊗k . . .⊗k Λn é derivadamente
mansa se, e somente se, n = 3 e Λ1

∼= Λ2
∼= Λ3

∼= kA2. Neste caso, o produto tensorial
kA2 ⊗k kA2 ⊗k kA2 é derivadamente equivalente a categoria de feixes coerentes da reta
projetiva com pesos X333.

Teorema 1. Sejam G um grupo �nito, k um corpo de característica p e B uma k-álgebra
associativa, básica, conexa de dimensão �nita. A álgebra de grupo B[G] é derivadamente
mansa se, e somente se, ocorre um dos seguintes casos:

1. p não divide a ordem de G e B é derivadamente mansa;

2. p divide a ordem de G, B ∼= k e k[G] é derivadamente mansa.

Corolário 4. Sejam k um corpo de característica 2 e B uma k-álgebra associativa, básica,
conexa de dimensão �nita. Se G é um dos grupos listados abaixo, então B[G] é derivada-
mente selvagem.

1. grupo diedral D(m) = 〈g, h | g2 = h2
m

= 1, hg = gh−1〉, em que m > 1;

2. grupo semidiedral S(m) = 〈g, h | g2 = h2
m

= 1, hg = gh2
m−1−1〉, em que m > 3;

3. grupo dos quatérnios Q(m) = 〈g, h | g2 = h2
m−1

, g4 = 1, hg = gh−1〉, com m > 2.

Corolário 5. Sejam k um corpo de característica p, G um grupo cíclico de ordem pn e
B uma k-álgebra associativa, básica, conexa de dimensão �nita. A álgebra de grupo B[G]
é derivadamente mansa se, e somente se, p = 2, B ∼= k e G é o grupo cíclico de ordem
2. Neste caso, B[G] é derivadamente discreta.

Teorema 2. Seja A uma k-álgebra associativa, básica, conexa, não simples de dimensão
�nita. A álgebra envolvente Ae é derivadamente discreta se, e somente se, A é isomorfa
a kA2. Neste caso, Ae é derivadamente equivalente a kD4.
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Teorema 3. Seja A uma k-álgebra associativa, básica, conexa, não simples de dimensão
�nita. A álgebra envolvente Ae é derivadamente mansa se, e somente se, A é derivada-
mente equivalente a kA2 ou kA3. Nestes casos, Ae é derivadamente equivalente a kD4

ou X244.

Teorema 4. Sejam n > 1, B uma k-álgebra associativa, básica, conexa de dimensão �nita
e Tn(B) a álgebra de matrizes triangulares inferiores de ordem n×n com coe�cientes em
B. Tn(B) é derivadamente discreta se, e somente se, ocorre um dos seguintes casos:

1. B ∼= k;

2. n = 2 e B é derivadamente equivalente a Tm(k), em que 2 6 m 6 4;

3. n = 3 e B ∼= T2(k);

4. n = 4 e B ∼= T2(k).

Teorema 5. Sejam n > 1, B uma k-álgebra associativa, básica, conexa de dimensão �nita
e Tn(B) a álgebra de matrizes triangulares inferiores de ordem n×n com coe�cientes em
B. A álgebra Tn(B) é derivadamente mansa se, e somente se, ocorre um dos seguintes
casos:

1. B ∼= k;

2. n = 2 e B é derivadamente equivalente a um dos casos abaixo;

(a) Tm(k), em que 2 6 m 6 5,

(b) T2 (T2(k));

3. n = 3 e B é derivadamente equivalente a Tm(k), em que m = 2 ou m = 3;

4. n = 4 e B ∼= T2(k);

5. n = 5 e B ∼= T2(k).

Teorema 6. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não simples de
dimensão �nita. A álgebra A ⊗k B é derivadamente mansa se, e somente se, o par de
álgebras A e B é isomorfo a um dos pares de álgebras listados nas Tabelas 3.1, 3.2, 3.3
e 3.4.

Corolário 6. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não simples
de dimensão �nita. As a�rmações abaixo são equivalentes:

1. A⊗k B é derivadamente �nita.

2. A⊗k B é derivadamente discreta.

3. O par de álgebras A e B é isomorfo a um dos pares de álgebras da Tabela 3.1.
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Organizamos o texto em três capítulos. No primeiro, apresentamos os conceitos bási-
cos e �xamos a notação ao longo do trabalho. Ressaltamos que muitos dos resultados
enunciados no primeiro capítulo são essenciais em nossas demonstrações.

No segundo capítulo, iniciamos nossos resultados, dividindo em três seções. Na primeira
seção, demonstramos que algumas álgebras estrategicamente escolhidas são derivadamente
selvagens. Na segunda seção, obtemos vários lemas que comparam o tipo da representação
derivada do produto tensorialA⊗kB com o tipo das representações derivadas das álgebras
A, B e do produto tensorial de uma delas com kA2. Nesta mesma seção, iniciamos uma
caracterização do quiver destas álgebras, mais especi�camente, do comportamento em
cada vértice. Na terceira seção, demonstramos que se A ⊗k B é derivadamente mansa,
então as álgebras A e B são álgebras do tipo árvore ou isomorfas a kA2 ⊗k kA2.

No terceiro e último capítulo, demonstramos o Teorema Principal e damos as conse-
quências nas álgebras de grupo, álgebras envolventes e álgebras de matrizes triangulares
inferiores.
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Capítulo 1

Conceitos e Resultados Iniciais

De maneira suscinta, neste capítulo de�nimos, �xamos notações e apresentamos resultados
que são utilizados ao longo deste trabalho. O corpo k é sempre algebricamente fechado e as
álgebrasA são k-álgebras associativas, com unidade, básicas, conexas e de dimensão �nita,
exceto por algumas álgebras que especi�camos. De�nimos mod−A, como a categoria de
A-módulos à direita �nitamente gerados.

1.1 A Álgebra e as Representações de um Quiver com
Relações

Nesta seção de�nimos, �xamos notações e apresentamos resultados sobre álgebras de
caminhos e representações de quivers. Quiver, a grosso modo, pode ser visto como uma
representação grá�ca de uma álgebra associativa, que também permite visualizar seus
módulos como famílias de k-espaços vetoriais conectados por aplicações lineares. Segundo
Assem, Simson e Skowro«ski a ideia de tal representação grá�ca retorna ao �nal dos
anos quarenta por Grothendieck [Gro57] e Thral [Thr47], mas a noção mais explícita de
quiver e representação de quiver foi apresentada por Gabriel em [Gab72], dando início a
Teoria Moderna de Representações de Álgebras Associativas de dimensão �nita. Maiores
detalhes sobre o assunto e as demonstrações de todas as propriedades e teoremas citados
nesta seção podem ser vistos em [ASS06].

De�nição 1.1 (Quiver). Um quiver Q = (Q0, Q1, s, t) é uma quádrupla formada por um
conjunto Q0 de vértices, um conjunto Q1 de �echas e duas aplicações s, t : Q1

// Q0 ,
que associam cada �echa α ∈ Q1 aos vértices início s(α) ∈ Q0 e �nal t(α) ∈ Q0.

Usualmente, representa-se um quiver por um grafo orientado, em que cada �echa α ∈
Q1 é uma seta do grafo, ligando os vértices s(α) e t(α), como abaixo:

s(α) α // t(α).

Quando não faz diferença, omitimos o nome de cada �echa ou até mesmo sua orientação
no grafo de Q. Dizemos que dois vértices i, j ∈ Q0 são vizinhos se um é início e o outro é

7



8 CAPÍTULO 1. CONCEITOS E RESULTADOS INICIAIS

�nal de algum α ∈ Q1. Neste texto, usamos letras gregas minusculas para as �echas e as
denotamos por α : s(α) // t(α) . Nos casos em que s(α) = t(α) = i, chamamos α de
laço e o representamos no grafo orientado como abaixo:

i αdd .

Em geral, por depender somente das �echas e dos vértices, denotamos o quiver por apenas
Q = (Q0, Q1). Dizemos que um quiverQ é �nito seQ0 eQ1 são conjuntos �nitos e é conexo
se o grafo não orientado do quiver é conexo. Um caminho c = α1 . . . αn de comprimento
n do vértice i para o vértice j é uma sequência de n �echas (i | α1, . . . , αn | j), em que
s(α1) = i, t(αn) = j e t(αk) = s(αk+1) para qualquer 1 6 k 6 n−1. Embora as aplicações
s, t sejam de Q1 em Q0, extendemos para caminhos, de�nindo para c = α1 . . . αn seu
início s(c) = s(α1) e �nal t(c) = t(αn). Para cada vértice i ∈ Q0, associamos um caminho
εi = (i || i) de comprimento 0, chamado de caminho trivial ou estacionário. Um caminho
c de comprimento n é um ciclo se n > 1 e s(c) = t(c). Um quiver Q é acícliclo se não
possui ciclos.

Exemplo 1. Os três quivers abaixo são acíclicos:

3 1

��

// 2

��
1 // 2

OO

// 4, 1
//
// 2 3 // 4.

Enquanto que os próximos dois quivers possuem ciclos:

1
//
2,oo 1α 99

β // 2 γee .

Para estabelecermos a noção de caminho não orientado, associamos para cada �echa
α : 1 // 2 de Q, o seu inverso formal α−1 : 2 // 1 com início s(α−1) = t(α) e �-
nal t(α−1) = s(α). Extendemos a de�nição para os próprios inversos formais de�nindo
(α−1)−1 = α e denotando α = α1. Um passeio p de comprimento n > 1 do vértice s(p) = i
para o vértice t(p) = j é uma sequência p = αx11 . . . αxnn , em que xi ∈ {−1, 1}, s(αx11 ) = i,
t(αxnn ) = j e t(αxkk ) = s(α

xk+1

k+1 ) para qualquer 1 6 k 6 n − 1. Dizemos que um passeio
p = αx11 . . . αxnn é um ciclo não orientado se s(p) = t(p) e (αxii )−1 6= α

xj
j para i 6= j.

Dizemos que um quiver Q é uma árvore se não tem ciclos não orientados.

Exemplo 2. Os dois quivers abaixo são acíclicos, mas têm ciclos não orientados.

1

��

// 2

��
1

//
// 2, 3 // 4.

Sejam Q um quiver e k um corpo. Denotamos kQ o k-espaço vetorial que tem como
base o conjunto dos caminhos de Q. Induzimos em kQ uma operação composição entre
dois caminhos c = α1 . . . αn e d = β1 . . . βm dada por:

cd =


0, se t(c) 6= s(d)

α1 . . . αnβ1 . . . βm, se t(c) = s(d).



1.1. A ÁLGEBRA E AS REPRESENTAÇÕES DE UM QUIVER COM RELAÇÕES 9

Para um ciclo c e um número natural m, denotamos a composição de m ciclos c por
cm = c . . . c︸ ︷︷ ︸

m vezes

.

Com a operação composição, o espaço vetorial kQ é uma k-álgebra associativa chamada
álgebra de caminhos.

Exemplo 3. Seja Q o quiver de um único vértice 1 e que a única �echa é um laço α,
conforme abaixo:

1 αee .

Sua álgebra de caminhos é isomorfa a álgebra de polinômios k[x], que não é de dimensão
�nita.

Exemplo 4. Seja Q o quiver abaixo:

1 // 2 // 3 // . . . // n .

Sua álgebra de caminhos kQ é isomorfa a álgebra de matrizes triangulares inferiores
Tn(k), que é de�nida pelas matrizes triangulares inferiores de ordem n× n, como abaixo:

Tn(k) =


k 0 . . . 0
k k . . . 0
...

...
. . .

...
k k . . . k

 .
Exemplo 5. Um dos quivers mais conhecidos é o quiver de Kronecker dado por:

1
//
// 2.

Chamamos sua álgebra de caminhos de álgebra de Kronecker que é isomorfa a seguinte
álgebra: [

k 0
k2 k

]
=

{[
a 0

(b, c) d

]
| a, b, c, d ∈ k

}
,

cuja multiplicação é dada por[
a 0

(b, c) d

] [
e 0

(f, g) h

]
=

[
ae 0

(be+ df, ce+ dg) dh

]
.

De maneira similar, de�ne-se o quiver e a álgebra três-Kronecker a partir do quiver
abaixo:

1 // //// 2 .

Se Q é um quiver conexo, �nito e acíclico, a álgebra de caminhos kQ é uma álgebra
associativa, básica, conexa, de dimensão �nita com unidade, cujo conjunto de caminhos
triviais {εi | i ∈ Q0} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos. O
ideal de �echas RQ de uma álgebra de caminhos kQ é o ideal gerado pelas �echas de Q1.
Um ideal I de kQ é dito admissível se existe m > 2 tal que Rm

Q ⊆ I ⊆ R2
Q. É possível

demonstrar que os ideiais admissíveis de um quiver �nito são gerados por um conjunto
�nito {ρ1, . . . , ρn}, em que cada ρi é uma combinação linear de caminhos de comprimento
maior ou igual a 2 de mesmo início e �nal chamada relação. O par (Q, I) formado por
um quiver e um dos seus ideais admissíveis é chamado quiver com relações, enquanto que
o quociente kQ/I é a álgebra de quiver com relações.
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Proposição 1.2. Se um quiver Q é �nito e conexo, então para qualquer ideal admissível
I ∈ kQ a álgebra com relações kQ/I é associativa, básica, conexa, de dimensão �nita,
em que {εi + I | i ∈ Q0} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos.

Enunciamos a seguir, um dos resultados mais relevantes das k-álgebras associativas
de dimensão �nita, demonstrado por Gabriel [Gab72], que nos permite obter resultados
sobre k-álgebras associativas via álgebras de quiver .

Teorema 1.3. Seja A uma k-álgebra associativa, básica, conexa e de dimensão �nita.
Existem um quiver Q e um ideal admissível I ∈ kQ, tais que A ∼= kQ/I. O quiver Q da
álgebra A é único.

Chamamos o quiver Q, descrito no Teorema 1.3, de quiver de Gabriel da álgebra A.
Alertamos, que embora o quiver de Gabriel seja único, podemos obter ideais I distintos
que realizam o mesmo isomor�smo A ∼= kQ/I. Em cada um destes casos, dizemos que
kQ/I é uma presentação de A.

Exemplo 6. A álgebra local k[x]/(xn) é isomorfa a álgebra de quiver com relações kQ/I,
em que I = 〈αn〉 e Q é o quiver abaixo:

1 αee .

Enquanto que a álgebra k é isomorfa a álgebra de quiver com relações kQ′/I ′, em que
I ′ = 0 e Q′ é o quiver sem �echas abaixo:

1 .

O quiver de Gabriel pode facilitar a identi�cação de características relevantes, como por
exemplo, das álgebras hereditárias . Dizemos que uma álgebra básica de dimensão �nita é
hereditária se todo submódulo de um módulo projetivo também é projetivo. Conforme o
teorema a seguir, podemos identi�cá-las observando o respectivo quiver.

Teorema 1.4. Seja A uma álgebra básica, conexa e de dimensão �nita. A é uma álgebra
hereditária se, e somente se, A ∼= kQ, em que Q é um quiver �nito, conexo e acíclico.

Também identi�camos as álgebras do tipo árvore, pelo seu quiver de Gabriel. Dizemos
que A = kQ/I é uma álgebra do tipo árvore se o quiver Q é uma árvore.

Seja Q um quiver �nito. Uma representação M = M(Q) = (Mi,Mα) de Q é de�nida
associando para cada vértice i e para cada �echa α : i // j , um espaço vetorialMi e uma

transformação linear Mα : Mi
//Mj , respectivamente. Dizemos que M é de dimensão

�nita se cadaMi é um espaço vetorial de dimensão �nita. Se cadaMi tem dimensão �nita,
de�nimos a dimensão de M por:

dimkM =
∑
i∈Q0

dimkMi.

Dadas duas representações M = (Mi,Mα) e N = (Ni,Nα) de um mesmo quiver Q, de�ni-
mos um mor�smo entre representações f : M // N por uma família de transformações
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lineares f = ( fi : Mi
// Ni )i∈Q0 que satisfazem a igualdade Nα ◦ fi = fj ◦Mα para cada

�echa α : i // j , isto é, o diagrama abaixo comuta:

Mi
Mα //

fi
��

Mj

fj
��

Ni
Nα

// Nj.

As representações de um quiver �nito Q e seus mor�smos entre representações formam
uma categoria abeliana denotada por Repk(Q). A subcategoria plena de Repk(Q) das
representações de dimensão �nita de Q é denotada por repk(Q). Associamos para cada
caminho w = αi · · ·αj a composição de aplicações lineares φw = Mαj◦· · ·◦Mαi . Fixando um
ideal admissível I ⊂ kQ, dizemos que uma representação M(Q) = (Mi,Mα) de Q satisfaz
as relações de I ou é uma representação do quiver com relações (Q, I) se a combinação
linear das composição de transformações lineares

∑
i λiφwi é igual a transformação nula

sempre que a respectiva combinação linear de caminhos
∑

i λiwi pertence a I. Denotamos
a subcategoria plena das representações de um quiver com relações e das representações de
dimensão �nita de um quiver com relações por Repk(Q, I) e repk(Q, I), respectivamente.
Nestas categorias, dizemos que uma representação é indecomponível se não é soma direta
de duas representações não nulas.

Exemplo 7. Considere o ideal admissível I = 〈α2〉 de kQ, em que Q é o quiver abaixo:

1 αee .

A representação M descrita abaixo é uma representação indecomponível do quiver com
relações (Q, I):

k2

 0 1
0 0


gg .

Podemos estudar as categorias de módulos à direita Mod−A e mod−A de uma ál-
gebra A ∼= kQ/I estudando as categorias Repk(Q, I) e repk(Q, I). Isto é possível por

existir uma conhecida k-equivalência linear F : Mod−A
∼= //Repk(Q, I) e sua restrição

F |mod−A: mod−A
∼= // repk(Q, I) . Em particular, podemos estudar os módulos inde-

componíveis pelas representações indecomponíveis. Dentre os módulos indecomponíveis,
destacamos os módulos projetivos indecomponíveis. Tomando A = kQ/I e o conjunto de
caminhos triviais {εi + I | i ∈ Q0}, podemos ver AA em mod−A e decompor como soma
de projetivos indecomponíveis, conforme abaixo:

AA = 1AAA =

(∑
i∈Q0

εi

)
AA =

∑
i∈Q0

εiAA,

Denotamos cada um destes projetivo indecomponíveis não isomorfos por Pi = εiAA.
Destacamos que os elementos de Pi são combinações lineares de caminhos wk com início
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s(wk) = i. Cada caminho não nulo c de início s(c) = j e �nal t(c) = i induz um
homomor�smo entre projetivos c : Pi

// Pj , de�nido nos elementos de Pi por:

c

(
n∑

k=1

xkwk

)
=

n∑
k=1

xkcwk, em que xk ∈ k.

1.2 Álgebras Mansas e Selvagens

Distinguimos os diversos tipos de representações de álgebras, pelos seus módulos indecom-
poníveis na categoria de módulos. Mais precisamente, pelo comportamento "quantitativo"
dos módulos indecomponíveis. Conforme Simson e Skowro«ski em [SS07] e Erdmann em
[Erd90], de�nimos as álgebras de representação �nita, mansa e selvagem como a seguir:

De�nição 1.5. Seja A uma álgebra de dimensão �nita.

1. A é de representação �nita se a quantidade de classes de isomor�smos de módulos
indecomponíveis em mod−A é �nita;

2. A é de representação in�nita se a quantidade de classes de isomor�smos de módulos
indecomponíveis em mod−A é in�nita;

3. A é mansa se em cada dimensão d > 0, existir uma quantidade �nita de k[x]-A-
bimódulos Mi tais que:

(a) cada Mi é �nitamente gerado como k[x]-módulo,

(b) exceto por uma quantidade �nita, todo módulo indecomponível N de dimensão
d é isomorfo a k[x]

(x−λ) ⊗k[x] Mi para algum λ ∈ k;

4. A é selvagem se existe um k〈x, y〉-A-bimódulo M tal que:

(a) M é �nitamente gerado como k〈x, y〉-módulo;

(b) o funtor ⊗K<x,y>M : �n mod-k < x, y > // mod-A preserva classes de
isomor�smo e módulos indecomponíveis, em que �n mod-k < x, y > é a sub-
categoria plena dos módulos indecomponíveis de mod-k < x, y >.

Segue da de�nição, que as álgebras de representação �nita são mansas, mas as de
representação in�nita podem ser mansas ou selvagens. A grosso modo, dizemos que em
uma álgebra mansa, podemos classi�car os módulos indecomponíveis, visto que estes
ocorrem parametrizados por uma quantidade �nita de famílias a um parâmetro. Drozd
em [Dro79] demonstrou que as álgebras de dimensão �nita são dividas em duas classes
disjuntas, as mansas e as selvagens.

Teorema 1.6. Toda álgebra de dimensão �nita é mansa ou selvagem, mas não ambas.
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Finitas

Mansas

Selvagens

Figure 1.1: Tipos de Representação

Pela equivalência entre as categorias mod−A e repk(Q, I), podemos quanti�car os
módulos indecomponíveis via representações indecomponíveis. Consequentemente, pode-
mos determinar o tipo de representação de uma álgebra, estudando suas representações
indecomponíveis. Nos próximos exemplos, determinamos seu tipo de representação, es-
tudando e quanti�cando suas representações indecomponíveis. Maiores detalhes para
obtenção destas representações indecomponíveis podem ser vistos em [Bar15].

Exemplo 8. Vimos o quiver da álgebra T2(k) no Exemplo 4. Suas representações inde-
componíveis são as seguintes:

k // 0, k
I1 // k, 0 // k

em que I1 é a matriz identidade de ordem 1× 1.

Portanto, a álgebra T2(k) é de representação �nita

Para os próximos exemplos, denotamos por J(n, λ) a matriz de Jordan que é a soma
das matrizes λIn + J(n, 0), em que In é a matriz identidade de ordem n× n e J(n, 0) é a
matriz triangular superior com entradas:

J(n, 0)ij =

{
1 se i = j − 1,
0 se i 6= j − 1

Exemplo 9. Detalhamos o quiver das álgebras
k[x]

(x2)
e
k[x]

(x3)
no Exemplo 6. As represen-

tações indecomponíveis de
k[x]

(x2)
são as seguintes:

k 0,ee k2 J(2,0).gg

As representações indecomponíveis de
k[x]

(x3)
são as seguintes:

k, 0,gg k2 J(2,0),gg k3 J(3,0)gg .
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Portanto,
k[x]

(x2)
e
k[x]

(x3)
são álgebras de representação �nita.

Exemplo 10. De�nimos a álgebra de Kronecker no Exemplo 5. Suas representações
indecomponíveis em dimensões pares e ímpares são as seguintes:

Dimensões ímpares iguais a 2n+ 1

kn

 In
0


// 0

In


// k
n+1, kn+1

[
In 0

]
//[

0 In
] // kn .

e as dimensões pares iguais a 2n

kn
In //

J(n,λ)
// k
n, kn

J(n,0) //

In
// k
n .

Observa-se que nas dimensões pares, temos uma série de in�nitos módulos indecom-
poníveis, mas que são parametrizados por um único parâmetro λ. Portanto, a álgebra
de Kronecker não é de representação �nita, mas é mansa.

Exemplo 11. No Exemplo 5 de�nimos a álgebra Três-Kronecker. Observa-se que obtemos
pelo menos uma família de representações indecomponíveis de dimensão 3 parametrizada
por dois parâmetros, como a seguir:

k
T2 //

T1 //

T3 //
k2 , em que T1 =

[
1
0

]
, T2 =

[
0
1

]
e T3 =

[
α
λ

]
Portanto, a álgebra Três-Kronecker é selvagem.

A álgebra do Exemplo 11 é uma das álgebras selvagens listadas por Erdmann em
[[Erd90], I.9.0, I.10.8]. Listamos algumas destas álgebras nos Lemas 1.7 e 1.8, que são
úteis nas nossas demonstrações.

Lema 1.7. Seja A ∼= kQ uma álgebra, em que Q é um dos quivers listados abaixo. Então
A é selvagem.

1
//
//// 2, 1 // 2

//
// 3.

Lema 1.8. Suponha que o quiver de Gabriel de uma álgebra A contenha um dos quivers
listados abaixo ou um dos seus duais. Então A é selvagem.

1
//
// 2 3,oo 1

%% //
// 2.

No mesmo trabalho [Erd90], Erdmann relaciona o tipo de representação da álgebra
com seus quocientes e suas subálgebras plenas, conforme o Lema 1.9.
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Lema 1.9. Seja A uma álgebra de dimensão �nita. Valem as seguintes a�rmações:

1. Se A
I
é selvagem, em que I é um ideal não necessariamente admissível, então A é

selvagem;

2. se εAε é selvagem para algum idempotente ε, então A é selvagem.

O item 2 do Lema 1.9, cuja demonstração pode ser vista em [Bon80], a�rma que basta
termos uma subálgebra plena selvagem para que a álgebra também seja. Consequente-
mente, pelo Teorema 1.6, toda subálgebra plena de uma álgebra mansa também é mansa.
Do item 1 do Lema 1.9, concluimos que se kQ é mansa, kQ/I também é. Desta maneira,
o quiver de Gabriel de uma álgebra pode determinar o seu tipo de representação. Em
particular, os diagramas de Dynkin e Dynkin estendidos, listado abaixo, determinam o
tipo de representação de todos os quivers acíclicos, conforme Teorema 1.10 enunciado a
seguir:

Diagramas de Dynkin:

An : 1 2 · · · n− 1 n n > 1

1

Dn : 3 · · · n− 1 n n > 4

2

4

E6 : 1 2 3 5 6

4

E7 : 1 2 3 5 6 7

4

E8 : 1 2 3 5 6 7 8

Diagramas de Dynkin estendidos:

n + 1

Ãn : 1 2 · · · n− 1 n n > 1
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1 n

D̃n : 3 · · · n− 1 n > 4

2 n + 1

7

4

Ẽ6 : 1 2 3 5 6

4

Ẽ7 : 8 1 2 3 5 6 7

4

Ẽ8 : 1 2 3 5 6 7 8 9

Para um quiverQ, de�nimos seu grafo ou grafo subjacente Q, desconsiderando a orientação
das �echas de Q. Pelos trabalhos de Nazarova [Naz67], Gabriel [Gab72], Donovan e
Freislich [DF73], obtemos o teorema abaixo:

Teorema 1.10. Sejam A = kQ uma álgebra hereditária. Valem as seguintes a�rmações:

1. A é de representação �nita se, e somente se, Q é um diagrama de Dynkin;

2. A é mansa se, e somente se, Q é um diagrama de Dynkin ou um Diagrama de
Dynkin estendido.

Dizemos que uma álgebra de dimensão �nita A = kQ é igual a kDn, kE6, kE8 ou
kAn, se Q é o grafo de Dynkin D4, E6, E8 ou An, respectivamente. Nestes casos, dizemos
que A = kQ é do tipo Dynkin e que Q é igual a Dn, E6, E8 ou An, respectivamente.
De maneira análoga, de�nimos e denotamos as álgebras do tipo Dynkin estendidos por
kD̃n, kẼ6, kẼ8 e kÃn. Usamos esta notação, quando a orientação não faz diferença nos
resultados obtidos.
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1.3 Produto Tensorial de quivers com relações

Leszczy«ski discutiu a importância do produto tensorial A ⊗k B em [Les94], por alguns
exemplos que citamos a seguir:

Exemplo 12. A álgebra de Grupo B[G] de um grupo �nito G com coe�cientes em uma
álgebra B é isomorfa ao produto tensorial B[G] ∼= B⊗k k[G];

Exemplo 13. A álgebra das matrizes triangulares inferiores de ordem n×n com entradas
em B

Tn(B) =


B 0 ... 0
B B ... 0
... ... ... ...
B B ... B


é isomorfa ao produto tensorial Tn(B) ∼= B⊗k Tn(k);

Exemplo 14. Álgebras envolventes Ae = A⊗k A
op.

Exemplo 15. A álgebra de caminhos BQ de um quiver Q com coe�cientes em B, que
em particular é o produto BQ = B⊗k kQ.

A próxima de�nição descreve a construção do quiver com relações (Q⊗Q′, I�I ′), cuja
álgebra é isomorfa ao produto tensorial kQ/I ⊗k kQ

′/I ′.

De�nição 1.11. Sejam (Q, I) e (Q′, I ′) quivers com relações, em que Q = (Q0, Q1)
e Q′ = (Q′0, Q

′
1). O produto tensorial entre (Q, I) e (Q′, I ′) é o quiver com relações

(Q ⊗ Q′, I�I ′), em que os conjuntos de vértices, �echas e o ideal admissível I�I ′ são
de�nidos abaixo:

1. (Q⊗Q′)0 = Q0 ×Q′0,

2. (Q⊗Q′)1 = (Q0 ×Q′1) ∪ (Q1 ×Q′0),

3. I�I ′ é gerado por (Q0 × I ′) ∪ (I × Q′0) e as relações (α,m)(j, β) − (i, β)(α, n), em
que α : i // j e β : m // n são �echas de Q1 e Q′1, respectivamente.

Segue direto da de�nição, que se A = kQ/I e B = kQ′/I ′ são álgebras não semissim-
ples, o ideal I�I ′ é não nulo mesmo que I e I ′ sejam triviais. A existência das relações
(α,m)(j, β)− (i, β)(α, n) na de�nição de I�I ′ faz todo sentido, quando comparamos com
a igualdade do produto entre os elementos da base de kQ/I ⊗k kQ

′/I ′ abaixo:

(α⊗k εm) · (εj ⊗k β) = α · εj ⊗k εm · β = α⊗k β = εi · α⊗k β · εn = (εi ⊗k β) · (α⊗k εn)

Em grande parte dos exemplos e demonstrações, abrimos mão da notação das �echas
(α, j), (i, β) e dos vértices (i, j), pelas respectivas notações αm, βi e ij, ou por simplesmente
α, β, i ou j, em busca de uma notação mais conveniente e menos carregada para cada
caso.
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Exemplo 16. Tomando Q = A2 e I = {0}, como abaixo:

1 α // 2.

Obtemos o produto tensorial (Q⊗Q, I�I), em que I�I = 〈αβ− βα〉 e Q⊗Q = A2⊗A2

é o quiver abaixo:
1 α //

β
��

2

β
��

3 α // 4.

Mantendo Q = A2, I = 0 e considerando o quiver com relações (Q′, I ′), em que I ′ = 〈γ2〉
e Q′ é o quiver abaixo:

1 γee .

Obtemos o produto tensorial (Q ⊗ Q′, I�I ′), em que I�I ′ = 〈γ2, γα − αγ〉 e Q ⊗ Q′ é o
quiver abaixo:

1γ 99
α // 2 γee .

A Proposição 1.12 foi enunciada e demonstrada por Leszczy«ski em [[Les94], 1.3],
fornecendo uma maneira prática de se obter o quiver de Gabriel do produto tensorial
de duas álgebras. Enquanto que o Corolário 1.13 mostra como os idempotentes e as
subálgebras plenas são preservados pelo produto tensorial.

Proposição 1.12. Para quaisquer quivers com relações (Q, I) e (Q′, I ′), existe um iso-
mor�smo entre as álgebras k(Q⊗Q′)/I�I ′ e kQ/I ⊗k kQ

′/I ′.

Segue do isomor�smo k(Q⊗Q′)/I�I ′ ∼= kQ/I⊗kkQ
′/I ′, que {εij = εi⊗k εj}(i,j)∈Q0×Q′0

é um conjunto completo de ortogonais primitivos do produto tensorial kQ/I ⊗k kQ′/I ′.
Facilmente, vemos que se ε ∈ A e ε′ ∈ B são idempotentes, ε ⊗k ε

′ também é. Conse-
quentemente, obtemos o seguinte corolário:

Corolário 1.13. Sejam A ∼= kQ/I, B ∼= kQ′/I ′ e duas subálgebras plenas εAε e ε′Bε′.
Então εAε⊗kε

′Bε′ é uma subálgebra plena de A⊗kB isomorfa a (ε⊗kε
′)(A⊗kB)(ε⊗kε

′).

Dois resultados de Leszczy«ski [[Les94],1.5 e 2,1] estão enunciados nos Lemas 1.14 e
1.15, os quais são úteis na classi�cação dos tipos de representações dos produtos tensoriais
de álgebras não semissimples.

Lema 1.14. Para qualquer k-álgebra A = kQ/I, existe um isomor�smo entre as álgebras
Tn(A) e kAn ⊗k kQ/I.

Lema 1.15. Sejam A, B e C álgebras não semissimples. Valem as seguintes a�rmações:

1. A⊗k B⊗k C é mansa se, e somente se, A ∼= B ∼= C ∼= kA2;

2. se kAn ⊗k B é de representação �nita, então n 6 4;

3. se kAn ⊗k B é mansa, então n 6 5.
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1.4 Álgebras de Grupo

Como já citamos no Exemplo 12 da Seção 1.3, as álgebras de grupo são isomorfas a
produtos tensoriais, cuja classi�cação tem um longo histórico de trabalhos envolvidos. De
acordo com Skowro«ski e Leszczy«ski, as álgebras de grupo k[G] de representação �nita
foram classi�cadas a mais de sessenta anos por Higman [Hig54]. Já as de representação
in�nita e mansa foram classi�cadas por Bondarenko e Drozd [BD77]. O caso A[G] de
representação �nita foi classi�cado por Meltzer e Skowro«ski [MS83][MS84], conforme o
próximo Teorema 1.16. Em 2003 Leszczy«ski e Skowro«ski classi�caram as álgebras de
grupo de representação in�nita e mansa [LS03], conforme o Teorema 1.17.

Para a classi�cação das álgebras de grupo mansas, de�nimos algumas álgebras de quiver
com relações, utilizando as mesmas notações de [LS03]. De�nimos Ln e Cn com n > 1,
pelos quivers a seguir:

Ln : 1
α1 // 2

α2 // . . . // n
αn // n + 1

n
αn

wwCn : 1 α1
// 2 α2

// · · · // n− 2 αn−2
// n− 1.

αn−1

jj

Alertamos, que embora Cn = Ãn−1 para n > 2, há o caso C1 abaixo:

C1 : 1 α1
yy

.

Dizemos queA é uma álgebra de Nakayama se os módulos projetivos à esquerda e à direita
têm uma única decomposição como série de potências. É conhecido que uma álgebra é de
Nakayama se, e somente se, seu quiver de Gabriel é igual a Ln ou Cn.

Para n > 2 e inteiros 1 6 ni 6 n − 1, tais que ni + 1 < ni+1, de�nimos as seguintes
álgebras de quiver com relações:

1. An = kLn/I
n, com In = 〈αiαi+1 | 1 6 i 6 n− 1〉;

2. An(n1,...,ns) = kLn/I
n
(n1,...,ns)

, com In(n1,...,ns) = 〈αiαi+1 | 1 6 i 6 n− 1 e i 6= n1, . . . , ns〉;

3. Bn = kCn/J
n, com Jn = 〈αiαi+1 | 1 6 i 6 n〉;

4. Bn
(n1,...,ns)

= kCn/J
n
(n1,...,ns)

, com Jn(n1,...,ns) = 〈αiαi+1 | 1 6 i 6 n e i 6= n1, . . . , ns〉.

Na de�nição de Jn e Jn(n1,...,ns), consideramos αn+1 = α1.

Destacamos o grupo cíclico Zm = 〈g | gm = 1〉 e alguns 2-grupos de ordem 2m+1

de�nidos abaixo:

1. grupo diedral D(m) = 〈g, h | g2 = h2
m

= 1, hg = gh−1〉, em que m > 1;

2. grupo semidiedral S(m) = 〈g, h | g2 = h2
m

= 1, hg = gh2
m−1−1〉, em que m > 3;
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3. grupo dos quatérnios Q(m) = 〈g, h | g2 = h2
m−1

, g4 = 1, hg = gh−1〉, com m > 2.

Teorema 1.16. Sejam G um grupo �nito, k um corpo de característica p e B uma k-
álgebra associativa, básica, conexa de dimensão �nita. A álgebra de grupo B[G] é de
representação �nita se, e somente se, satisfaz um dos seguintes casos:

1. p não divide a ordem de G e B é de representação �nita;

2. p divide a ordem de G e ocorre um dos seguintes casos:

(a) B ∼= k e um p-subgrupo de Sylow de G é cíclico;

(b) p = 3, um 3-subgrupo de Sylow de G é isomorfo a Z3 e B ∼= kA2;

(c) p = 2, um 2-subgrupo de Sylow de G é isomorfo a Z2 e B é isomorfo a kA2,
An(n1), A

n ou uma das álgebras abaixo:

i. kQ em que Q é um dos quiver abaixo;

1 // 2 3,oo 1 2oo // 3;

ii. kQ/I em que (Q, I) é um dos quivers com relações abaixo;

1 // 2 3oo 4,oo 1 2oo // 3 // 4;

Teorema 1.17. [[LS03], Teorema 5.2] Sejam G um grupo �nito, k um corpo de carac-
terística p e B uma k-álgebra associativa, básica, conexa de dimensão �nita. Então a
Álgebra de Grupo B[G] é de representação in�nita e mansa se, e somente se, satisfaz um
dos seguintes casos:

1. p não divide a ordem de G e B é de representação in�nita e mansa;

2. p divide a ordem de G e ocorre um dos seguintes casos:

(a) p = 3, um 3-subgrupo Sylow de G é isomorfo a Z3 e B é isomorfo a álgebra
de quiver com relações A2;

(b) p = 2 e ocorre um dos seguintes casos:

i. B ∼= k e um 2-subgrupo de Sylow de G é isomorfo a um dos grupos D(m),
S(m) ou Q(m),

ii. B ∼= kA2 e um 2-subgrupo de Sylow de G é isomorfo a Z4,
iii. um 2-subgrupo de Sylow de G é isomorfo a Z2 e B é isomorfo a uma das

álgebras de quiver com relações An(n1,...,ns), A
n, Bn

(n1,...,ns)
ou Bn.

Nos Teoremas 1.16 e 1.17, os casos em que p divide a ordem de G são tratados sepa-
radamente. Por volta de 1898-1899, Heinrich Maschke (1853-1908) demonstrou que estes
casos são equivalentes a kG ser uma álgebra não semissimples, conforme o Teorema 1.18
a seguir:

Teorema 1.18. Sejam G um grupo �nito e k um corpo de característica p. A álgebra de
grupo kG é semissimples se, e somente se, p não divide a ordem de G.
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Na classi�cação dos tipos de representação das álgebras de grupo, a relevância dos
p-subgrupos de Sylow é notória, conforme os Teoremas 1.16 e 1.17. Segundo Skowro«ski
em [Sko87], obtemos a partir dos trabalhos de Bodarenko e Drozd [[BD77], Seção 1] e
[Dro79], a relação entre o tipo de representação da álgebra de grupo e de um dos seus
p-subgrupos de Sylow, enunciada no Lema 1.19.

Lema 1.19. Sejam B uma álgebra sobre um corpo k de característica p, G um grupo
�nito e H um p-subgrupo de Sylow de G. Valem as seguintes a�rmações:

1. B[G] é mansa se, e somente se, B[H] também é.

2. B[G] é de representação �nita se, e somente se, B[H] também é.

Pela importância do tipo de representação das álgebras de grupos dos p-subgrupos de
Sylow, é natural que se estude seus respectivos quivers de Gabriel. Segundo Erdmann
em [[Erd90], III.13], para um corpo de característica 2, as álgebras de grupo dos gru-
pos diedral, semidiedral e quatérnios têm o mesmo quiver de Gabriel, cujas respectivas
álgebras de quiver com relações estão descritas no Lema 1.20.

Lema 1.20. Sejam k um corpo de característica 2, q = 2m−1 e Q o quiver abaixo:

1 α
yy

β
%%

.

Temos os seguintes isomor�smos:

1. kD(m)
∼= kQ/I, em que I = 〈α2, β2, (αβ)q − (βα)q〉;

2. kS(m)
∼= kQ/I ′, em que I ′ é o ideal〈

(αβ)q − (βα)q , α2 − (βα)q−1 β − c(αβ)q, β2 − b(αβ)q, (αβ)q α
〉
,

para quaisquer c, b ∈ k;

3. kQ(m)
∼= kQ/I ′′,em que I ′′ é o ideal〈

(αβ)q − (βα)q , α2 − (βα)q−1 β − c(αβ)q, β2 − (αβ)q−1 α− b(αβ)q, (αβ)q α, (βα)q β
〉
,

para quaisquer c, b ∈ k.

O Lema 1.21 fornece as álgebras de quiver com relações dos grupos cíclicos de ordem
pn, obtidas por um conhecido isomor�smo de álgebras.

Lema 1.21. Sejam k um corpo de característica p e G um grupo cíclico de ordem pn

para algum natural n. Então k[G] ∼= k[x]/〈xpn〉. Isto é, k[G] ∼= kQ/I, em que I = 〈αpn〉
e Q é o quiver abaixo:

1 α
yy

.

Demonstração. Seja G = 〈g〉. Tomamos o epimor�smo de álgebras ϕ : k[x] // k[G] ,
de�nido por ϕ(x) = g. Segue que um polinômio f(x) ∈ Ker(ϕ) se, e somente se, f(x) ∈
〈xpn − 1〉. Além disso, pela característica p de k, xp

n − 1 = (x− 1)p
n

. Portanto, fazendo
as devidas mudanças de variáveis, obtemos:

k[G] ∼= k[x]/〈xpn − 1〉 ∼= k[x]/〈(x− 1)p
n

〉 ∼= k[y + 1]/〈ypn〉 ∼= k[y]/〈ypn〉.
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1.5 Álgebras de Matrizes e Álgebras Envolventes

Nesta seção, trabalhamos com as álgebras das matrizes triangulares inferiores Tn(B) e as
álgebras envolventes Ae, que estão de�nidas nos Exemplos 13 e 14, respectivamente.

Leszczy«ski e Skowro«ski classi�caram casos particulares de álgebras do tipo T2(B)
selvagens [[LS00], lista W]. Selecionamos alguns destes casos no Lema 1.22. A omissão
do sentido nas �echas, indica que devemos considerar todos os quivers com os dois sentidos.

Lema 1.22. Se A = kQ/I for uma das álgebras listadas abaixo, então a álgebra de
matrizes triangulares inferiores T2(A) é selvagem.

1 // 2 5 1 // 2 1 // 2 1 // 2

��
3

OO

// 4

OO

3

OO

// 4

OO

5 3

OO

// 4

OO

// 5 3

OO

// 4

OO

5

1 2oo 3oo 4,oo 1 2 3 4.

5 5

1 // . . . // i

%%
i + j + 1

99

%%

i + j + 2,

i + 1 // . . . // i + j

99

em que i, j > 1 e i + j > 3;

Em 2003 [LS03], Leszczy«ski e Skowro«ski classi�caram as álgebras de matrizes tri-
angulares inferiores Tn(A) com n > 3. Enunciamos esta classi�cação nos teoremas a
seguir:

Teorema 1.23. Sejam n > 3 e B uma k-álgebra associativa, básica, conexa de dimensão
�nita. Tn(B) é de representação �nita se, e somente se, ocorre um dos casos abaixo:

1. B ∼= k;

2. n = 3 e a álgebra B é isomorfa a uma das álgebras de Nakayama de radical quadrado
igual a zero Am ou Bm.

Teorema 1.24. Sejam n > 3 e B uma k-álgebra associativa, básica, conexa de dimensão
�nita. Tn(B) é de representação in�nita e mansa se, e somente se, ocorre um dos casos
abaixo:

1. n = 5 e B ∼= kA2;
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2. n = 4 e a álgebra B é isomorfa a uma das álgebras de Nakayama de radical quadrado
igual a zero Am ou Bm;

3. n = 3 e ocorre um dos seguintes casos:

(a) B ou Bop é isomorfa a álgebra de caminhos kQ, em que Q é o quiver abaixo:

1 // 2 3oo ,

(b) B é isomorfa a uma das álgebras Bm
(m1,...,ms)

ou Am(m1,...,ms)
.

No mesmo trabalho [LS03], Leszczy«ski e Skowro«ski classi�caram as álgebras envol-
ventes Ae = A⊗kA

op mansas e as de representação �nita, que enunciamos nos Teoremas
1.25 e 1.26. Dizemos que uma álgebra A é simplesmente conexa se o grupo fundamental
Π1(Q, I) é trivial, para qualquer presentação kQ/I de A. Segue de [[Les94],2.3], que as
álgebras de Nakayma A = kQ/I são simplesmente conexas se, e somente se, Q = Ln.
Caso contrário, Q = Cn. Para maiores detalhes sobre álgebras simplesmente conexas,
recomendamos [Ass99].

Teorema 1.25. Seja A uma k-álgebra associativa, básica, conexa, não simples de dimen-
são �nita. Ae é de representação �nita se, e somente se, A é uma álgebra de Nakayama
simplesmente conexa de radical quadrado igual a zero. Isto é, A ∼= An.

Teorema 1.26. Seja A uma k-álgebra associativa, básica, conexa, não simples de di-
mensão �nita. Ae é de representação in�nita e mansa se, e somente se, ocorre um dos
seguintes casos:

1. A ou Aop é isomorfa a álgebra de um dos seguintes quivers com relações:

1 2 //oo 3, 1 // 2 // 3, 1 // 2 // 3 // 4 ,

2. A é isomorfa a uma álgebra de Nakayama de radical quadrado igual a zero, que não
é simplesmente conexa, isto é, A ∼= Bn.

1.6 Categoria Triangulada e Categoria Derivada

Sejam C uma categoria aditiva e T um automor�smo de C, usualmente chamado de funtor
translação, com inversa T−1. Um triângulo (X, Y, Z, u, v, w) em C é de�nida por três
objetos X, Y, Z ∈ C e três mor�smos u : X // Y , v : Y // Z e w : Z // T(X) .
Além da notação (X, Y, Z, u, v, w), usamos:

X u // Y v // Z w // T(X),

ou
Z

w

~~
X u // Y.

v

``
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Um mor�smo de triângulos de (X, Y, Z, u, v, w) para (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) é uma tripla
(f, g, h) de mor�smos que comutam o diagrama abaixo:

X
u //

f

��

Y
v //

g

��

Z
w //

h
��

T(X)

T(f)

��
X ′

u′ // Y ′
v′ // Z ′

w′ // T(X ′)

Se f , g e h são isomor�smos, dizemos que (f, g, h) é um isomor�smo de triângulos .

Uma triangulação τ é uma coleção de triângulos em C, chamados distinguidos , que
satisfazem as hipóteses TR1, TR2, TR3 e TR4, listadas a seguir.

(TR1) Todo triângulo isomorfo a um triângulo distinguido, também é distinguido. Para

cada objeto X ∈ C, o triângulo X
1X // X // 0 // T(X) é distinguido e para

cada mor�smo u : X // Y , existem mor�smos v e w e um objeto Z, tais que o
triângulo X u // Y v // Z w // T(X) é distinguido;

(TR2) se (X, Y, Z, u, v, w) é distinguido, então (Y, Z,T(X), v, w,−T(u)) também é;

(TR3) se existem dois triãngulos distinguidos (X, Y, Z, u, v, w) e (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′), e
dois mor�smo f : X // X ′ e g : Y // Y ′ , tais que g ◦ u = u′ ◦ f , então existe

um mor�smo h : Z // Z ′ , tal que (f, g, h) é um mor�smo de triângulos, conforme
diagrama abaixo:

X u //

f

��

Y v //

g

��

Z w //

h
��

T(X)

T(f)

��
X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′ w′ // T(X ′);

(TR4) Sejam u : X // Y e v : Y // Z dois mor�smos em C, que por (TR1) garantem
a existência dos triângulos distinguidos abaixo:

X u // Y i // Z ′ i′ // T(X),

Y
v // Z

j // X ′
j′ // T(Y ),

X
v◦u // Z

k // Y ′
k′ // T(X).

Existem mor�smos f : Z ′ // Y ′ e g : Y ′ // X ′ em C, tais que o triângulo
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Z ′
f // Y ′

g // X ′
T(i)◦j′// T(X) é distinguido e comuta o diagrama abaixo:

T−1(Y ′)
T−1(k′) //

g

��

X
1X //

u

��

X

v◦u
��

T−1(X ′)
T−1(j′) // Y v //

i
��

Z
j //

k
��

X ′
j′ //

1X′

��

T(Y )

T(i)

��
Z ′

f //

i′

��

Y ′
g //

k′

��

X ′
T(i)◦j′// T(Z ′)

T(X)
1T(X) // T(X)

A hipótese (TR4) é conhecida como Axioma do Octaedro.

Uma categoria aditiva C, um funtor translação T e uma triangulação τ de�nem uma
categoria triangulada C = (C,T, τ).

Sejam C = (C,T, τ) e C′ = (C′,T′, τ ′) categorias trianguladas. Dizemos que um funtor
F : C // C′ é exato, se existe uma transformação natural invertível α : F ◦ T // T′ ◦ F ,
tal que (F(X),F(Y ),F(Z),F(u),F(v), αX ◦ F(w)) ∈ τ ′ sempre que (X, Y, Z, u, v, w) ∈ τ .
Dizemos que um funtor exato F : C // C′ é uma equivalência triangulada, se é um
quase isomor�smo. Nesta caso, dizemos que as categorias C = (C,T, τ) e C′ = (C′,T′, τ ′)
são equivalentes como categorias trianguladas .

Um subconjunto S ⊂ C gera C como categoria triangulada, se C é a menor categoria
triangulada que contém S.

Seja C uma categoria abeliana, que em particular, pode ser mod−A. Um complexo
X• =

(
Xi, di

)
i∈Z sobre C é uma coleção de objetos X i ∈ C e mor�smos di : Xi // Xi+1 ,

tais que di+1 ◦ di = 0 para qualquer i. Usualmente, descrevemos um complexo como uma
sequência, conforme abaixo:

. . . // Xi−1 di−1
// Xi di // Xi+1 // . . .

Um complexo X• =
(
Xi, di

)
i∈Z é limitado inferiormente se existe i ∈ Z tal que Xk = 0

para qualquer k < i, de maneira análoga, é limitado superiormente se existe j ∈ Z, tal
que Xk = 0 para qualquer k > j. Se satisfaz ambas as condições, dizemos apenas que é
limitado. X• =

(
Xi, di

)
é um complexo stalk , se existe k tal que Xj = 0 para qualquer

j 6= k.

Dados dois complexos X• =
(
Xi, di

)
e Y• =

(
Yi, di

)
, de�nimos um mor�smo de

complexos f• : X• // Y• , por uma sequência de mor�smos fi : Xi // Yi , tais que

fi+1 ◦ di = di ◦ fi para qualquer i, comutando os diagramas abaixo:

. . . // Xi−1 di−1
//

fi−1

��

Xi di //

fi

��

Xi+1 //

fi+1

��

. . .

. . . // Yi−1 di−1
// Yi di // Yi+1 // . . .
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Os complexos e os mor�smos de complexos de�nem a categoria C(C), que trivialmente
contém uma cópia de C, tomando os complexos stalks na posição k = 0. Para um objeto
Z ∈ C, denotamos por Z•, o complexo stalk com X0 = Z. Denotamos as subcatego-
rias plenas dos complexos limitados inferiormente, superiormente e limitados, por C+(C),
C−(C) e Cb(C), respectivamente.

Dizemos que dois mor�smos f• : X• // Y• e g• : X• // Y• são homotopicamente

equivalentes f•
H∼ g•, se existe uma sequência de mor�smos si : Xi // Yi−1 , tais que

fi − gi = di−1 ◦ si + si+1 ◦ di, conforme diagrama abaixo:

. . . // Xi−1 di−1
//

fi−1−gi−1

��

Xi di //

fi−gi
��

si

ww

Xi+1 //

fi+1−gi+1

��
si+1

ww

. . .

. . . // Yi−1 di−1
// Yi di // Yi+1 // . . .

Dizemos que um mor�smo de complexos f• : X• // Y• é homotópico a zero se f•

é homotopicamente equivalente ao mor�smo nulo. Segue da de�nição que f•
H∼ g• se, e

somente se, f•−g• é homotópico a zero. A categoria homotópica K(C) é a categoria cujos
os objetos são os mesmos de C(C) e os mor�smos são os mor�smos de complexos módulo

os homotópicos a zero. Isto é, f• e g• são iguais em K(C) sempre que f•
H∼ g•. De maneira

análoga, de�nimos as subcategorias plenas K+(C), K−(C) e Kb(C), inserindo a relação de
equivalência homotópica nos mor�smos das subcategorias plenas C+(C), C−(C) e Cb(C),
respectivamente.

Para cada i ∈ Z, de�nimos o i-ésimo funtor cohomologia H i : C(C) // C , que leva
cada complexo X• na i-ésima cohomologia H i(X•) = Ker(di)/Im(di−1) e cada mor-
�smo f• : X• // Y• no mor�smo H i(f•) : H i(X•) // H i(Y•) , de�nido pela igualdade

H i(f•)(x) = fi(x). O funtorH i está bem de�nido emK(C), pois a equivalência homotópica
f• ∼ g• implica na igualdade das cohomologias H i(f•) = H i(g•), cuja demonstração pode
ser vista em [Pic10]. Um complexo X• tem cohomologia limitada se H i(X•) 6= 0 somente
para uma quantidade �nita de índices i. Denotamos por, C+,b(C), C−,b(C), K+,b(C)
e K−,b(C) as subcategorias de complexos com cohomologia limitada de C+(C), C−(C),
K+(C) e K−(C), respectivamente.

Um mor�smo entre complexos f• : X• // Y• é um quase isomor�smo se H i(f•) é um
isomor�smo para qualquer i. O conjunto Quis de todos os quase isomor�smos de C(C) é
um conjunto multiplicativo na categoria K(C), e em especial, chamamos sua localização
D(C) := K(C)[Quis−1] de categoria derivada de C. De maneira análoga, de�nimos D−(C),
D+(C) e Db(C).

A partir de um mor�smo de complexos f• : X• // Y• , de�nimos outro complexo

C•f = (Xi+1 ⊕ Yi, diC•f ), chamado de complexo cone, conforme sequência a seguir:

. . . // Xi+1 ⊕ Yi


−di+1 0

fi+1 di

.
// Xi+2 ⊕ Yi+1 // . . .



1.7. EQUIVALÊNCIA DERIVADA 27

Fixado j ∈ Z, o automor�smo T[j] : K(C) // K(C) , leva o complexo X• = (Xi, di) e o

mor�smo f• nos respectivos X•[j] = (Xi[j], di[j]) e f•[j], em que Xi[j] = Xi+j, di[j] = di+j

e fi[j] = fi+j. A categoria homotópica K(C) = (K(C),T[1], τ) é triangulada, em que os
triângulos distinguidos em τ , são os triângulos isomorfos aos seguintes:

X•
f• // Y•

α(f•) // C•
β(f•)// X•[1] ,

em que α(f•)i =

[
0

1Yi

]
e β(f•)i =

[
1Xi+1 0

]
. Esta triangulação de K(C) induz uma

triangulação emD(C) via localização, que se encontra mais detalhada em [Fre16]. Dizemos
que duas categorias aditivas C e B são derivadamente equivalentes se Db(C) e Db(B) são
equivalentes como categorias trianguladas.

Neste trabalho, focamos nas categorias de complexos, homotópica e derivada demod−A,
que usualmente são denotadas por simplesmente C(A), K(A) e D(A), respectivamente.
Usamos uma notação análoga para a subcategoria plena PA dos módulos projetivos de
mod−A. Em geral, descrever os mor�smos ou identi�car os indecomponíveis em Db(A)
não é tão simples. O Lema 1.27 minimiza estas di�culdades, obtendo informações de
Db(A) via K−,b(A). Este resultado está demonstrado no trabalho de König e Zimmer-
mann [KZ98].

Lema 1.27. Seja A uma álgebra. A categoria D−(A) é equivalente a categoria K−(PA).
Em particular, Db(A) é equivalente a K−,b(PA).

Se adicionarmos a hipótese de dimensão global �nita, obtemos uma equivalência entre
Db(A) e Kb(PA). Um complexo minimal P• = (Xi, di) em C(PA), é um complexo tal
que di(Xi) ⊂ rad(Xi+1). Chamamos a subcategoria plena dos complexos minimais de
categoria minimal de A e a denotamos por P•

min
(A). Em [GM09], Giraldo e Merklen

demonstraram o Lema 1.28 atribuido a Drozd.

Lema 1.28. Todo complexo P• ∈ C(PA) é isomorfo a um complexo minimal em K(PA).

1.7 Equivalência Derivada

Morita em [Mor58], deu as condições necessárias e su�cientes para que duas categorias de
módulos mod−A e mod−B sejam equivalentes. Nestes casos, dizemos que A e B são
Morita equivalentes . A equivalência entre as categorias de módulos preserva o tipo da
representação.

Dizemos que duas álgebras A e B são derivadamente equivalentes se suas categorias
derivadas Db(A) e Db(B) são equivalentes como categorias trianguladas. Denotamos a
equivalência derivada entre A e B por A 'd B. Um complexo P• ∈ Kb(PA) é dito
inclinante se satisfaz as seguintes condições:

1. HomKb(PA)(P
•,P•[i]) = 0 para i 6= 0,
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2. add(P•) gera Kb(PA) como categoria triangulada,

em que add(P•) é a subcategoria plena das somas diretas �nitas dos somandos diretos de
P•.

Rickard demonstrou um resultado similar ao de Morita, dando as condições necessárias
e su�cientes para que se tenha uma equivalência derivada [[Ric89], Teorema 6.4]. Este
resultado é conhecido como o Teorema de Rickard . O Teorema 1.29 é um dos resultados
enunciados no Teorema de Rickard.

Teorema 1.29. Duas álgebras A e B são derivadamente equivalentes se, e somente se,
existe um complexo inclininante P• ∈ Kb(PA), tal que B ∼= EndKb(PA)(P

•).

Uma das vantagens do Teorema 1.29 é que o complexo inclinante depende exclusiva-
mente dos mor�smos em Kb(PA). Conforme discutido na Seção 1.6, em geral, preferimos
trabalhar em Kb(PA) a detalhar os mor�smo de Db(PA). O próximo Lema 1.30 também
é um dos resultados enunciados em outro teorema demonstrado por Rickard, desta vez
em [Ric91].

Lema 1.30. Sejam A, B e C álgebras de dimensão �nita. Se B e C são derivadamente
equivalentes, então os produtos tensoriais A⊗k B e A⊗k C também são.

Exemplo 17. O produto tensorial kA2 ⊗k kA2 é derivadamente equivalente a álgebra de
Dynkin kD4.

De fato, conforme Exemplo 16 da Seção 1.3, kA2⊗kkA2 é isomorfo a álgebra de quiver
com relações k(A2 ⊗ A2)/I�I, em que I�I = 〈αβ − βα〉 e A2 ⊗ A2 é o quiver abaixo:

1 α //

β
��

2

β
��

3 α // 4.

Mantemos a notação da Seção 1.1 dos projetivo indecomponíveis Pi = εiAA. Seja T•i o
complexo com entradas iguais a zero nas posições diferentes de −1, 0 e 1, e nestas posições
as entradas a seguir:

T•i =

 0 // Pi
// 0 , se i 6= 1,

0 // P2 ⊕ P3

[
α β

]
// P1 , se i = 1.

De�nimos o complexo

T• =

4⊕
i=1

T•i .

A�rmamos que T• é um complexo inclinante. De fato, é óbvio que para k 6= −1, 0, 1,
Hom

K
b(PA)

(T•,T•[k]) = 0 . Além disso, Hom
K
b(PA)

(T•i ,T
•
j [k]) = 0, para quaisquer i, j 6= 1

e k ∈ {−1, 1}, conforme diagramas abaixo:

0 //

��

Pi

��

// 0

��

0

��

// Pi

��

// 0

��
Pj

// 0 // 0 0 // 0 // Pi
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Restando os casos que envolvem T•1. Segue que, HomK
b(PA)

(T•1,T
•
i [−1]) e Hom

K
b(PA)

(T•i ,T
•
1[1])

são iguais a zero para qualquer i 6= 1, conforme os diagramas abaixo:

0

��

// P2 ⊕ P3

��

[
α β

]
// P1

��

Pi
//

��

0 //

��

0

��
Pi

// 0 // 0 0 // P2 ⊕ P3

[
α β

]
// P1

Segue também, que Hom
K
b(PA)

(T•1,T
•
i [1]) = 0 para qualquer i, por não existir nenhum

caminho no quiver A2⊗A2, que tenha �nal em 1 e início em i 6= 1, �cando mais evidente
nos diagramas abaixo:

0

��

// P2 ⊕ P3

��

[
α β

]
// P1

@f1
��

P2 ⊕ P3

��

[
α β

]
// P1

@f1
��

// 0

��
0 // 0 // Pi 0 // P2 ⊕ P3

[
α β

]
// P1

Já nos casos Hom
K
b(PA)

(T•i ,T
•
1[−1]) para i = 2, 3 e 4, temos os respectivos três diagramas

abaixo, em que x, y, z ∈ k:

0 //

��

P2

r0

||

xα

��

0

��

// P3

s0

||

yβ

��

0

��

// P4

zαβ

��

t0

||
P2 ⊕ P3

[
α β

]
// P1 P2 ⊕ P3

[
α β

]
// P1 P2 ⊕ P3

[
α β

]
// P1

De�nimos nos três diagramas acima, as três respectivas sequências de mor�smos {ri}i∈Z,
{si}i∈Z e {ti}i∈Z iguais a:

1. r0 =

[
xε2
0

]
e ri = 0, para i 6= 0;

2. s0 =

[
0
yε3

]
e si = 0, para i 6= 0;

3. t0 =

[
zβ
0

]
e ti = 0, para i 6= 0.

Compondo
[
α β

]
com os mor�smos r0, s0 e t0, obtemos xα, yβ e zαβ, respectivamente.

Logo, os três mor�smos de complexos dos diagramas anteriores são homotópicos a zero,
implicando em Hom

K
b(PA)

(T•i ,T
•
1[−1]) = 0, para i = 2, 3 e 4. De maneira análoga,
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Hom
K
b(PA)

(T•1,T
•
1[−1]) = 0, conforme o diagrama abaixo:

0

��

// P2 ⊕ P3

 xε2 0
0 yε3



||

[
xα yβ

]

��

[
α β

]
// P1

0

}} ��
P2 ⊕ P3

[
α β

]
// P1

// 0

Logo, Hom
K
b(PA))

(T•,T•[k]) = 0 para k 6= 0. Restando provar que add(T•) gera Kb(PA)

como categoria triangulada. De fato, basta provar que o complexo 0 // P1 // 0 é
gerado pelos complexos de add(T•).

Seja g• = (gk)k∈Z o mor�smo entre os complexos T•1 e T•2
⊕

T•3 em add(T•), dado nas
posições −1, 0 e 1 por:

0 //

g−1=0

��

P2 ⊕ P3

[
α β

]
//

g0=

 1A 0
0 1A


��

P1

g1=0

��
0 // P2 ⊕ P3

// 0

Obtemos o complexo cone C•g, detalhado abaixo nas posições −2, −1, 0 e 1:

0 // P2 ⊕ P3


−α −β
1A 0
0 1A


// P1 ⊕ P2 ⊕ P3

// 0

A�rmamos que o complexo cone C•g é isomorfo a 0 // P1 // 0 em Kb(PA). De fato,
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tomamos os mor�smos de complexos f• = (fk)k∈Z e h• = (hk)k∈Z, dados por:

P2 ⊕ P3

��


−α −β
1A 0
0 1A


// P1 ⊕ P2 ⊕ P3

//

f0=
[

1A α β
]

��

0

��
0 // P1 // 0

0 //

��

P1 //

h0=


1A

0
0


��

0

��
P2 ⊕ P3


−α −β
1A 0
0 1A


// P1 ⊕ P2 ⊕ P3

// 0

Diretamente da composição dos mor�smos de complexos, obtemos que f•◦h• é o mor�smo
identidade. Enquanto que h• ◦ f• é igual a:

(h ◦ f)k =



[
0 0
0 0

]
, se k = −1,

 1A α β
0 0 0
0 0 0

 , se k = 0,

0 , se k 6∈ {−1, 0}.

De�nimos a sequência de mor�smos s = (sk)k∈Z, em que

sk =


[

0 −1A 0
0 0 −1A

]
, se k = 0,

0 , se k 6= 0.



32 CAPÍTULO 1. CONCEITOS E RESULTADOS INICIAIS

Pelo diagrama abaixo e a composição dos mor�smos, h• ◦ f• H∼ 1C•g :

P2 ⊕ P3

 0 0
0 0

−
 1A 0

0 1A



��


−α −β
1A 0
0 1A


// P1 ⊕ P2 ⊕ P3


1A α β
0 0 0
0 0 0

−


1A 0 0
0 1A 0
0 0 1A



��

s0=

 0 −1A 0
0 0 −1A



~~
P2 ⊕ P3 

−α −β
1A 0
0 1A


// P1 ⊕ P2 ⊕ P3

Com isto, concluimos que add(T•) gera Kb(PA) como categoria triangulada. Portanto,
T• é um complexo inclinante. Pelo Teorema 1.29, o produto tensorial kA2 ⊗k kA2 é
derivadamente equivalente a álgebra de endomor�smos End

K
b(PA)

(T•).

A�rmamos que End
K
b(PA)

(T•) ∼= kD4. De fato, os mor�smos identidades entre os
complexos indecomponíveis T•i formam um conjunto completo de idempotentes ortogonais
primitivos de End

K
b(PA)

(T•), fazendo com que seu quiver de Gabriel Q tenha quatro vér-
tices, identicados por i para cada T•i . Consequentemente, as �echas de Q de início i e
�nal j estão em bijeção com os mor�smos de qualquer base �xada de Hom

K
b(PA)

(T•i ,T
•
j ).

Para i, j ∈ {2, 3, 4}, as bases de Hom
K
b(PA)

(T•i ,T
•
j ) repetem o comportamento das

�echas de A2 ⊗ A2 invertendo o sentido. Enquanto que os mor�smos entre complexos
não nulos que envolvem T•1, são múltiplos escalares dos listados abaixo:

P2 ⊕ P3

[
ε2 0

]
��

[
α β

]
// P1

��

P2 ⊕ P3

[
0 ε2

]
��

[
α β

]
// P1

��

P4
//

 β
−α


��

0

��
P2

// 0 P3
// 0 P2 ⊕ P3 [

α β
] // P1

Finalmente, temos que os mor�smos de complexos de Hom
K
b(PA)

(T•4,T
•
2) são multiplos

escalares das composições do terceiro diagrama acima com o primeiro, enquanto que os
mor�smos de Hom

K
b(PA)

(T•4,T
•
3) são multiplos escalares das composições do terceiro di-

agrama acima com o segundo. Segue que End
K
b(PA)

(T•) é isomorfo a kQ em que Q é o
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quiver abaixo:

4

��
2 1 //oo 3

Portanto, kA2 ⊗k kA2 'd kD4.

A equivalência derivada do Exemplo 17, obtida via Teorema de Rickard, também é uma
consequência dos Lemas 1.31 e 1.36, demonstrados por Ladkani [[Lad13], Corolário 1.2]
e por Happel e Seidel [[HS10], Teorema Principal], respectivamente. Nestes resultados,
são estabelecidas equivalências derivadas envolvendo as álgebras de Nakayama A(m,n),
de�nidas pela álgebra de quiver com relações kLm−1/R

n
Lm−1

, em que Lm−1 é o quiver
de�nido na Seção 1.4 e Rn

Lm−1
é o ideal gerado pelos caminhos de comprimento n. O

Lema 1.36 também indica quais destas álgebras são ditas hereditárias por partes, objeto
de estudo da Seção 1.8. A equivalência derivada do Lema 1.32 é garantida pelo trabalho
sobre álgebras de poset de Ladkani [Lad08].

Lema 1.31. Sejam m,n > 1. As álgebras kAm⊗kkAn e A(m·n, n+1) são derivadamente
equivalentes. Consequentemente, A(m · n, n + 1) e A(m · n,m + 1) são derivadamente
equivalentes.

Lema 1.32. Sejam A = kQ/I e B = kQ′/I ′, tais que (Q, I) e (Q′, I ′) são os quiver com
as relações de comutatividade abaixo. Então A 'd B.

5

��

5

��
3

��

@@

// 1 // 2 3

��

@@

// 1 // 2

4

@@

4

@@

No Corolário 1.34, listamos as álgebras de quiver com relações derivadamente equiva-
lentes a kAn, devido ao protagonismos das mesmas no Teorema Principal. Esta lista é uma
consequência direta do Lema 1.33, cuja demonstração pode ser vista em [[Hap88], IV 6.7].

Lema 1.33. Uma álgebra de quiver com relações A = kQ/I é derivadamente equivalente
a kAn se, e somente se, satisfaz todas as cinco condições a seguir:

1. Q é uma árvore com exatamente n vértices;

2. I pode ser gerado por caminhos de comprimento dois;

3. todo vértice tem no máximo quatro vértices vizinhos;
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4. se um vértice tem quatro vizinhos, então kQ′/I ′ é uma subálgebra plena de kQ/I,
em que I ′ = 〈αβ, γϕ〉 e Q′ é o quiver abaixo:

1 2

γ
��

3
β

^^

ϕ
��

4 5.
α

^^

5. se um vértice tem três vizinhos, então kQ′′/I ′′ é uma subálgebra plena de kQ/I, em
que I ′′ = 〈αβ〉 e Q′′ é um dos quivers abaixo:

4

γ

��

4

1 α // 2
β // 3 1 α // 2

β //

γ

OO

3

A omissão da orientação de uma �echa na lista de quivers do Corolário 1.34 indica que
se deve considerar todos os quivers com os dois sentidos em cada �echa não orientada.

Corolário 1.34. Seja n 6 5. Uma álgebra A é derivadamente equivalente a kAn se, e
somente se, é isomorfa a kQ/I, em que (Q, I) é um dos quivers com relações listados
abaixo:

1. A1;

2. A2;

3. 1 2 3, 1 // 2 // 3 ;

4. 1 2 3 4 , 1 // 2 // 3 4 , 1 // 2 // 3 // 4 ,

4

1 // 2 // 3, 1 2 // 3 // 4;

5. 1 2 3 4 5, 1 // 2 // 3 4 5 ,

1 2 // 3 // 4 5, 1 2 3 // 4 // 5 ,

1 // 2 // 3 // 4 5, 1 2 // 3 // 4 // 5,

1 // 2 // 3 // 4 // 5, 1 // 2 // 3 4oo 5oo

1 2oo 3 //oo 4 // 5, 1 // 2 // 3 // 4 // 5,



1.7. EQUIVALÊNCIA DERIVADA 35

5 5 5

��
1 2 // 3 // 4, 1 2 3oo 4,oo 1 2 3 // 4,

5 5

��

5

1 2 // 3

OO

4, 1 2 3oo 4, 1 // 2 // 3 // 4,

5 5 5

��
1 2oo 3oo 4,oo 1 // 2 // 3

OO

4,oo 1 2oo 3oo

OO

4,oo

5 5

��
1 // 2 // 3

OO

4, 1 2oo 3oo 4

1 2

3

^^ ??

4

@@

5.

^^

As álgebras derivadamente equivalentes a kD4 estão classi�cadas na Proposição 1.35,
conforme artigo de B. Keller [Kel91]. Veja também o trabalho de Assem e Skowro«ski
[[AS88], Lema 4.10 (F1)-(F5)].

Proposição 1.35. Uma álgebra é derivadamente equivalente a kD4 se, e somente se, é
isomorfa a kQ/I, em que (Q, I) é um dos quivers com relações listados abaixo:

4 4 4

��

1

��

// 2

��
1 2 3, 1 // 2

OO

3,oo 1 2 //oo 3, 3 // 4,

1 // 2 // 3 // 4

A lista das álgebras derivadamente equivalentes as álgebras de Dynkin kE6 e kE8 é
consideravelmente extensa. A saber, considerando somente as álgebras do tipo árvore,
Barot, Brüstle e de la Peña classi�caram todas as 208 classes não isomorfas de álgebras
derivadamente equivalentes a kE6 [[BBdlPn00], 3].



36 CAPÍTULO 1. CONCEITOS E RESULTADOS INICIAIS

1.8 Álgebras Hereditárias por partes

Dizemos que uma álgebra de dimensão �nita A é hereditária por partes se existe uma
categoria abeliana hereditáriaH, tal que Db(H) e Db(A) são equivalentes como categorias
trianguladas. Segundo Happel [Hap01], se uma álgebra de dimensão �nita A é hereditária
por partes, então A é derivadamente equivalente a uma álgebra hereditária B = kQ ou
a uma categoria de feixes coerentes de uma reta projetiva com pesos (ver Seção 1.9).
No primeiro caso, dizemos que A é hereditária por partes do tipo Q. Enquanto que no
segundo caso, dizemos que A é hereditária por partes do tipo feixe. Conforme o Teorema
1.4 da Seção 1.1, B = kQ é uma álgebra hereditária se, e somente se, Q é um quiver
�nito, conexo e acíclico.

Exemplo 18. Vimos no exemplo 17, que kA2 ⊗k kA2 'd kD4. Portanto, kA2 ⊗k kA2 é
uma álgebra hereditária por partes.

Conforme discutido na Seção 1.7, Happel e Seidel classi�caram as álgebras hereditárias
por partes do tipo A(m,n) = kLm−1/R

n
Lm−1

, em que Lm−1 é o quiver do tipo Am
da álgebra de Nakayama e Rn

Lm−1
é o ideal gerado pelos caminhos de comprimento n

[[HS10], Teorema Principal]. O resultado envolve álgebras hereditárias por partes do tipo
Dynkin, Dynkin estendido, feixes coerentes e T23q. Detalhamos o primeiro e o segundo
tipos na Seção 1.2. O terceiro tipo está na Seção 1.9. Enquanto que T23q é de�nido pela
árvore abaixo:

q + 2

q + 1

::

T23q : 1 //

==

!!

2 // 3 // . . . // q

q + 3

Lema 1.36. Sejam m e n naturais tais que m > n > 2. Então A(m,n) é hereditária
por partes se, e somente se, a entrada na coluna m e linha n da Tabela 1.1 é diferente de
−. Nestes casos, a respectiva entrada, indica o tipo da álgebra hereditária por partes de
A(m,n).

Com os Lemas 1.31 e 1.36, obtemos todas as álgebras kAm⊗kkAn que são hereditárias
por partes.
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Tabela 1.1: Tabela de Happel e Seidel das álgebras A(m,n) hereditárias por partes

n\m 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 . . .
2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11 A12 A13 . . .
3 D4 D5 E6 E7 E8 Ẽ8 X236 X237 − − . . .

4 D5 E6 E7 Ẽ7 X244 X245 − − − . . .

5 D6 E7 E8 Ẽ8 T237 − − − . . .

6 D7 E8 Ẽ8 X236 X237 − − . . .

7 D8 Ẽ8 T237 X237 − − . . .
8 D9 T237 T238 X238 − . . .

9
. . . . . . . . . . . . . . .

1.9 Álgebras Canônicas e Retas Projetivas com Pesos

Para t > 2 e p = (p1 . . . pt) com pi > 2 para 1 6 i 6 t, de�nimos Qp = Q (p1 . . . pt) pelo
quiver abaixo:

11
α12 // 12

α13 // . . .
αp1−1// 1p1−1

αp1

��

21 α22
// 22 α23

// . . . αp2−1
// 2p2−1

αp2
  

a
αt1

��

α21

AA
α11

HH

...
... b

t1
αt2 // t2

αt3 // . . .
αpt−1// tpt−1

αpt

>>

De�nimos λ por:

λ =

{
(λ3, . . . , λt) ∈ kt−2, se t > 3,

0, se t = 2,

em que λi 6= 0 ∀i. Sem perda de generalidade podemos supor que λ3 = 1.

A álgebra canônica C(p, λ) é a álgebra de quiver com relações kQp/Ip, em que Ip é o
ideal gerado pelas relações α11 . . . αp1 + λiα21 . . . αp2 − αi1 . . . αpi para qualquer 3 6 i 6 t.
Segue da de�nição, que para t = 2, temos C(p, λ) = kQp.

De�nimos Xp, pela fórmula abaixo:

Xp = 2
t∑

i=1

(
1− 1

pi

)
.

A Proposição 1.37 relaciona o valor de Xp com o tipo de representação da álgebra. Além
disso, se Xp = 0, C(p, λ) é uma álgebra tubular, cuja de�nição e resultados podem ser
vistos em [SS07] e [Rin84]. Happel e Ringel demonstraram em [[HR86], 1], que uma
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álgebra tubular é derivadamente equivalente a uma álgebra canônica, conforme o Lema
1.38. Maiores detalhes e resultados envolvendo álgebras canônicas estão em [Rin90].

Proposição 1.37. Seja A = C(p, λ) uma álgebra canônica. A é mansa se, e somente
se, Xp > 0. Em particular, é uma álgebra tubular se, e somente se, Xp = 0

Lema 1.38. Dada uma álgebra tubular A, existe uma álgebra canônica tubular C(p, λ),
tal que A e C(p, λ) são derivadamente equivalentes.

Mantendo propositalmente a notação usada na de�nição das álgebras canônicas, seja
t > 3. Uma reta projetiva com pesos X = X(p, λ) é de�nida por uma sequência de
pesos p = (p1, . . . , pt) e uma sequência de parâmetros λ = (λ3, . . . , λt) ∈ kt−2, tais que
pi ∈ Z, λi ∈ k, pi > 2, λi 6= 0 e os λi's são distintos entre si. Novamente, sem perda da
generalidade, supomos que λ3 = 1.

Seja L = L(p, λ) o grupo abeliano gerado por elementos x1, . . . , xt com as relações
pixi = pjxj para quaisquer 1 6 i, j 6 t. Chamamos c = pixi de elemento canônico de
L. De�nimos o mapa grau δ : L // Z , dado por δ(xi) = m/pi, em que m é o mínimo
múltiplo comum de p1, . . . , pt.

Seja S = k [X1, . . . , Xt] /I, em que I = 〈Xp1
1 +λiX

p2
2 −X

pi
i | 3 6 i 6 t〉. Segue que S é L-

graduada, em que Xi tem grau xi. Seja modL(S) a categoria dos S-módulos L-graduados
�nitamente gerados e modL

0 a subcategoria de Serre de modL(S) dos submódulos de
dimensão �nita. De�nimos a categoria dos feixes coerentes de uma reta projetiva com
pesos X, por coh(X) = modL(S)/modL

0 (S). Em especial, coh(X) é uma k-categoria
noetheriana, conexa e abeliana, dando sentido à categoria derivada Db(coh(X)).

Segue de [GL87] e [GL91] a seguinte equivalência derivada:

Teorema 1.39. As categorias Db(coh(X(p, λ))) e Db(mod(C(p, λ))) são equivalentes.

Dentre as categorias de feixes coerentes de uma reta projetiva com pesos, desta-
camos X333. Pelo Teorema 1.39, ela é derivadamente equivalente a álgebra canônica
C333, que por sua vez, é derivadamente equivalente a kA2 ⊗k kA2 ⊗k kA2, conforme
[[Len99], Exemplo 18.6.2]. Enunciamos este resultado no Lema 1.40.

Lema 1.40. A álgebra kA2 ⊗k kA2 ⊗k kA2 é derivadamente equivalente a categoria de
feixes coerentes da reta projetiva com pesos X333.

1.10 Tipos de Representações da Categoria Derivada

De�nimos a dimensão cohomológica de um complexo de A-módulos X• ∈ Db(A), pelo
vetor h- dim(X•) = (dimk(H i(X•)))i∈Z, em que dimk(H i(X•)) é a dimensão da i-ésima
cohomologia de X•.

De�nição 1.41. Seja A uma álgebra de dimensão �nita.
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1. A é derivadamente �nita se a menos do automor�smos T [i] e de isomor�smos,
existe somente uma quantidade �nita de complexos indecomponíveis em Db(A);

2. A é derivadamente discreta se para cada vetor com entradas naturais −→n = (ni)i∈Z,
a menos de automor�smos T [i] e de isomor�smos, existe somente uma quantidade
�nita de complexos indecomponíveis X• ∈ Db(A), tais que h- dim(X•) = −→n ;

3. A é derivadamente mansa se para cada vetor com entradas naturais −→n = (ni)i∈Z,
existe uma localização R = k[t]f para algum f ∈ k[t], e um número �nito de com-
plexos limitados de R-A-bimódulos X•j , tais que:

(a) cada Xi
j é �nitamente gerado e livre como R-módulo à esquerda,

(b) a menos de uma quantidade �nita, todo complexo indecomponível X• ∈ Db(A)
com dimensão cohomológica h- dim(X•) = −→n é isomorfo a um complexo da
forma S⊗RX•j =

(
S ⊗R Xi

j, 1S ⊗R di
)
para algum j e algum R-módulo simples

S;

4. A é derivadamente selvagem se existe P• ∈ P•
min

(k〈x, y〉 ⊗k A), tal que o funtor

⊗k〈x,y〉 P
• : �n mod-k〈x, y〉 // Db(A) preserva classes de isomor�smos e obje-

tos indecomponíveis, em que L⊗k〈x,y〉 P
• =

(
L⊗k〈x,y〉 P

i, 1L ⊗k〈x,y〉 d
i
)
i∈Z

Segundo Geiÿ e Krause em [GK02], a grosso modo, uma álgebra é derivadamente
mansa, se para cada vetor com entradas naturais −→n = (ni)i∈Z, os complexos indecom-
poníveis com h- dim(X•) = −→n ocorrem parametrizados por uma quantidade �nita de
famílias a um parâmetro contínuo. Segue da de�nição que as álgebras derivadamente
�nitas são derivadamente discretas e que as derivadamente discretas são derivadamente
mansas. Bekkert e Drozd demonstraram em [BD03], que as álgebras são divididas em
duas classes disjuntas, as derivadamente mansas e as derivadamente selvagens, conforme
Teorema 1.42 enunciado a seguir:

Teorema 1.42. Toda álgebra de dimensão �nita é derivadamente mansa ou derivada-
mente selvagem, mas não ambas.

Exemplo 19. Conforme Happel [Hap88], se A é uma álgebra do tipo Dynkin, então A é
derivadamente �nita.

Exemplo 20. Seja A =
k[x]

(x2)
descrita no Exemplo 6, que é isomorfa a kQ/I, em que

I = 〈α2〉 e Q é o quiver abaixo:
1 αee .

Pelo Exemplo 9, A é de representação �nita. Mas segundo o trabalho de Vossieck [Vos01],
A é derivadamente discreta, cujos complexos indecomponíveis são da forma:

. . . // 0 // S1 // 0 // . . .

e
. . . // 0 // P1

α // P1
α // . . . α // P1

α // P1
// 0 // . . . ,



40 CAPÍTULO 1. CONCEITOS E RESULTADOS INICIAIS

Derivadamente Finitas

Derivadamente Discretas

Derivadamente Mansas

Derivadamente Selvagens

Figure 1.2: Tipos de Representação Derivada

Exemplo 21. Seja B =
k[x]

(x3)
. Pelo Exemplo 9, B é de representação �nita, com ape-

nas três classes não isomorfas de módulos indecomponíveis. Mas segundo o trabalho de
Bekkert, Drozd e Futorny [BDF09], B é derivadamente selvagem.

Observamos nos exemplos anteriores, que mesmo nos casos em que uma álgebra A é
de representação �nita não podemos a�rmar o tipo da representação derivada. Mesmo
tendo uma quantidade �nita de módulos indecomponíveis, podemos perder o controle da
quantidade de indecomponíveis na categoria derivada. Outra curiosidade é que A pode
ser derivadamente mansa, mas A/I pode ser derivadamente selvagem para algum ideal I.
A equivalência derivada preserva o tipo da representação derivada, conforme o enunciado
do Lema 1.43. O caso em que a equivalência derivada preserva álgebras derivadamente
mansas foi demonstrado por Geiÿ e Krause em [[GK02], Teorema1.1]. Enquanto que o
caso derivadamente discreto foi demonstrado por Vossieck [[Vos01], Proposição 1.1].

Lema 1.43. Sejam A e B álgebras derivadamente equivalentes. Valem as seguintes a�r-
mações:

1. A é derivadamente discreta se, e somente se, B também é.

2. A é derivadamente mansa se, e somente se, B também é.

A Proposição 1.44, relaciona o tipo de representação na categoria de módulos com o
da categoria derivada, e o tipo de representação derivada da álgebra com o tipo de uma
de suas subálgebras plenas. Nesta Proposição, o item 1 foi demonstrado por Vossieck em
[Vos01]. Os itens 3 e 4 estão no trabalho de Bekkert, Drozd e Futorny [BDF09]. Enquanto
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que os itens 2 e 5 seguem do Teorema 1.42. O item 2 também está demonstrado com
mais detalhes na tese de Freitas [Fre16].

Proposição 1.44. Seja A uma k-álgebra. Valem as seguintes a�rmações:

1. Se A é derivadamente discreta, então A é de representação �nita;

2. Se A é derivadamente mansa, então A é mansa;

3. Se A é selvagem, então A é derivadamente selvagem;

4. Se ε é um idempotente de A e a subálgebra plena εAε é derivadamente selvagem,
então A também é derivadamente selvagem;

5. Se ε é um idempotente de A e A é derivadamente mansa, então a subálgebra plena
εAε também é derivadamente mansa.

Os dois próximos teoremas fazem parte dos principais resultados de [BDF09], quando
restringimos às álgebras de dimensão �nita. O primeiro classi�ca o tipo de representação
derivada das álgebras locais, enquanto que o segundo classi�ca as álgebras de dois pontos.

Teorema 1.45. Seja A uma k-álgebra local, associativa, básica, conexa de dimensão
�nita. Então A é derivadamente mansa se, e somente se, A é isomorfa a uma das
seguintes álgebras:

1. L1 = k

2. L2 = k[x]/(x2)

�

Teorema 1.46. Seja A = kQ/I uma k-álgebra conexa de dimensão �nita, em que Q tem
exatamente dois vértices. A é derivadamente mansa se, e somente se, kQ/I é isomorfa
a uma das seguindes álgebras de quiver com relações:

1. 1 α // 2 , I = 0;

2. 1
α //

β
// 2 , I = 0;

3. 1
α //

2
β
oo , I = 〈αβ〉 ou I = 〈αβ, βα〉;

4. 1

β
!!

α

��
2

γ

`` , em que I = 〈αγ, γβ〉;
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5. 1α
%% β // 2 , I = 〈α2〉;

6. 1
β // 2 αee , I = 〈α2〉;

7. 1α
%%

β
!!
2

γ

`` , em que I = 〈α2, γβ, βγ〉;

8. 1α
%% β // 2 γee , I = 〈α2, γ2〉.

Thomas Brüstle classi�cou as álgebras do tipo árvore derivadamente mansas, a menos
de equivalência derivada [[Bru01], Teorema 1.2]. Enunciamos este resultado no teorema
1.47, que envolve álgebras tubulares, hereditárias por partes do tipo Ep e Ẽp, e as álgebras
de semicadeia S(n,m), de�nidas pela álgebra de poset do quiver abaixo, em que todos os
quadrados comutam.

1+ //

��

2+ //

��

3+ (m− 1)+ //

��

m+

##
m + 1 // . . . // m + n

1− //

GG

2− //

GG

3− (m− 1)− //

CC

m−

;;

Teorema 1.47. Seja A uma k-álgebra associativa, básica, conexa, não simples de di-
mensão �nita. Se A é uma álgebra do tipo árvore derivadamente mansa, então A é
derivadamente equivalente a uma álgebra tubular, ou a uma das álgebra hereditária dos
tipos Ep ou Ẽp (p = 6, 7, 8), ou a uma das álgebras de semicadeia S(n,m).

Os casos das álgebras dos tipos Ep, Ẽp e tubulares estão caracterizados na Proposição
1.48, enunciada por Castonguay em [[Cas05], Proposição 2.6].

Proposição 1.48. Seja A uma k-álgebra associativa, básica, conexa, não simples de
dimensão �nita. Se A é uma álgebra do tipo árvore derivadamente mansa, então as
a�rmações abaixo são equivalentes:

1. A é derivadamente equivalente a uma álgebra tubular ou a uma das álgebras here-
ditárias dos tipos Ep ou Ẽp (p = 6, 7, 8).

2. A tem uma subcategoria plena derivadamente equivalente a álgebra hereditária do
tipo E6.

Lema 1.49. As álgebras tubulares são derivadamente mansas. Consequentemente, as
álgebras canônicas tubulares C236, C244 e C333 são derivadamente mansas.

Bekkert e Drozd classi�caram as álgebras com radical quadrado igual zero derivada-
mente mansas em [[BD09], Teorema 3.1]. O Lema 1.50 reproduz este resultado limitando-
se às álgebras de dimensão �nita.
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Lema 1.50. Uma álgebra A = kQ/I de dimensão �nita, conexa, com radical quadrado
igual a zero é derivadamente mansa se, e somente se, Q é um dos grafos de Dynkin ou
Dynkin estendidos.



44 CAPÍTULO 1. CONCEITOS E RESULTADOS INICIAIS



Capítulo 2

A Categoria Derivada de A⊗k B

Todas as álgebras deste capítulo são associativas, básicas, conexas de dimensão �nita, que
pelo Teorema 1.3, são isomorfas a álgebras de quivers com relações kQ/I. Para evitar
con�itos nas notações, denotamos por {εi | i ∈ Q0}, {ε′i | i ∈ Q′0} e {ε′′i | i ∈ Q′′0}
os conjuntos dos caminhos triviais das álgebras de quiver com relações kQ/I, kQ′/I ′ e
kQ′′/I ′′, respectivamente. Conforme a Seção 1.1, este conjuntos são exemplos de conjuntos
completos de idempotentes ortogonais primitivos.

2.1 Álgebras A⊗k B Derivadamente Selvagens

Nesta seção, demonstramos que algumas álgebras são derivadamente selvagens. Estas
álgebras foram estrategicamente escolhidas para facilitar a demonstração do Teorema
Principal.

Lema 2.1. A álgebra kA3 ⊗k kA4 é selvagem e derivadamente selvagem.

Demonstração. Conforme a Proposição 1.12, a álgebra kA3 ⊗k kA4 é isomorfa a álgebra
de quiver com relações k(A3⊗A4)/I�I ′, em que I�I ′ = 〈αβ − βα〉 e A3⊗A4 é o quiver
abaixo:

1 α //

β
��

2 α //

β
��

3 α //

β
��

4

β
��

5 α //

β
��

6 α //

β
��

7 α //

β
��

8

β
��

9 α // 10 α // 11 α // 12

Seja B, a subálgebra plena de kA3 ⊗k kA4 com vértices 2, 5, 6, 7, 8 e 10. Então a
subálgebra plena B é isomorfa a álgebra de quiver sem relações kQ, em que Q é o quiver

45
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acíclico abaixo:
2

β
��

5 α // 6 α //

β
��

7 α // 8

10

Pelo Teorema 1.4, B é uma álgebra hereditária. Além disso, Q não é um grafo de Dynkin
nem Dynkin estendido. Pelo Teorema 1.10, kQ é selvagem. Mas segundo o item 2 do
Lema 1.9, se uma subálgebra plena é selvagem, então a álgebra também é. Portanto,
kA3 ⊗k kA4 é selvagem.

Finalmente, pelo item 3 da Proposição 1.44, toda álgebra selvagem é derivadamente
selvagem. Portanto, kA3 ⊗k kA4 é derivadamente selvagem.

Corolário 2.2. Sejam m e n naturais tais que m > 3 e n > 4. A álgebra kAm ⊗k kAn é
selvagem e derivadamente selvagem.

Demonstração. Temos que kA3 e kA4 são subálgebras plenas de kAm e kAn, respectiva-
mente. Consequentemente, pelo Corolário 1.13, kA3 ⊗k kA4 é uma subálgebra plena de
kAm ⊗k kAn. Além disso, pelo Lema 2.1, kA3 ⊗k kA4 é selvagem. Mas segundo o item 2
do Lema 1.9, se uma subálgebra plena é selvagem, então a álgebra também é. Portanto,
kAm ⊗k kAn é selvagem,

Finalmente, pelo item 3 da Proposição 1.44, toda álgebra selvagem é derivadamente
selvagem. Portanto, kAm ⊗k kAn é derivadamente selvagem.

Lema 2.3. Seja B uma álgebra não semissimples. A álgebra kAn ⊗k B é derivadamente
selvagem, para qualquer n > 6.

Demonstração. Suponha que n > 6. Pelo item 3 do Lema 1.15, kAn⊗kB é selvagem para
qualquer B não semissimples, que consequentemente é derivadamente selvagem, conforme
o item 3 da Proposição 1.44.

Lema 2.4. A álgebra do produto tensorial kA2 ⊗k kDn é derivadamente selvagem, para
qualquer n > 5.

Demonstração. Seja n > 5. Segue que o grafo subjacente A2 ⊗Dn do quiver de Gabriel
de kA2 ⊗k kDn é o descrito abaixo:

n + 1

1

n + 2 n + 3 n + 4 . . . 2n

2 3 4 . . . n.
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Tomando o subquiver pleno Q′ dos vértices 1, 2, . . . , n e n + 3, obtemos a subálgebra
plena sem relações kQ′, em que Q′ é o grafo abaixo:

1

2 3 4 . . . n

n + 3

Pelo Teorema 1.4, kQ′ é uma álgebra hereditária. Além disso, como n > 5, Q não é um
grafo de Dynkin nem Dynkin estendido. Pelo Teorema 1.10, kQ′ é selvagem. Mas segundo
o item 2 do Lema 1.9, se uma subálgebra plena é selvagem, então a álgebra também é.
Portanto, kA2 ⊗k kDn é selvagem.

Finalmente, pelo item 3 da Proposição 1.44, toda álgebra selvagem é derivadamente
selvagem. Portanto, kA2 ⊗k kDn é derivadamente selvagem.

Lema 2.5. A álgebra kA2 ⊗k kE6 é derivadamente selvagem.

Demonstração. Pelos Lemas 1.36 e 1.31, obtemos as seguintes equivalências derivadas:

kE6 'd A(6, 3) 'd kA2 ⊗k kA3.

Logo, pelo Lema 1.30, obtemos:

kA2 ⊗k kE6 'd kA2 ⊗k kA2 ⊗k kA3.

Mas pelo item 1 do Lema 1.15, kA2⊗kkA2⊗kkA3 é selvagem. Finalmente, pelo item 3 da
Proposição 1.44, toda álgebra selvagem é derivadamente selvagem. Portanto, kA2⊗k kE6

é derivadamente selvagem.

Corolário 2.6. Se B é uma álgebra hereditária por partes do tipo Ep ou Ẽp (p = 6, 7, 8),
então kA2 ⊗k B é derivadamente selvagem.

Demonstração. Temos que B 'd kQ, em que Q é igual a Ep ou Ẽp (p = 6, 7, 8). Logo,
kQ tem uma subálgebra plena isomorfa a kE6, isto é, existe idempotente ε ∈ kQ tal que
kE6
∼= εkQε. Pelo isomor�smo proposto no Corolário 1.13, temos que:

kA2 ⊗k kE6
∼= kA2 ⊗k εkQε ∼= (1kA2 ⊗k ε) (kA2 ⊗k kQ) (1kA2 ⊗k ε).

Pelo isomor�smo descrito acima e o Lema 2.5, obtemos que kA2⊗kkQ tem um subálgebra
plena derivadamente selvagem. Pelo item 4 da Proposição 1.44, concluímos que kA2⊗kkQ
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é derivadamente selvagem. Além disso, a hipótese B 'd kQ e o Lema 1.30 fornecem a
seguinte equivalência derivada:

kA2 ⊗k kQ 'd kA2 ⊗k B.

Finalmente, pela equivalência derivada preservar o tipo de representação derivada, con-
cluímos que kA2 ⊗k B é derivadamente selvagem.

Lema 2.7. O produto tensorial da Álgebra de Kronecker com qualquer álgebra não se-
missimples é selvagem e derivadamente selvagem.

Demonstração. Seja A ∼= kQ/I uma álgebra não semissimples. Pela não semissimpli-
cidade de A, garantimos a existência de pelo menos uma �echa α ∈ Q1. Segue da
Proposição 1.12, que o quiver de Gabriel do produto tensorial de A com a álgebra de
kronecker contem pelo menos um dos subquivers (não necessáriamente plenos) abaixo:

1
//
// 2 3αoo 1α

%% //
// 2.

Consequentemente, pelo Lema 1.8, este produto tensorial é selvagem. Além disso, pelo
item 3 da Proposição 1.44, toda álgebra selvagem é derivadamente selvagem. Portanto, o
produto tensorial de uma álgebra não semissimples com a álgebra de Kronecker é derivada-
mente selvagem.

Consideremos a álgebra kW1 = kA2⊗kkA6. Logo W1 é o quiver com relações abaixo:

W1 1

β1

��

α1 // 2

β2

��

α2 // 3

β3

��

α3 // 4

β4

��

α4 // 5

β5

  

α5 // 6

β6

  
7

α7 // 8
α8 // 9

α9 // 10
α10 // 11

α11 // 12

Pelo item 3 do Lema 1.15, kW1 é selvagem. Portanto, existe um k〈x, y〉-kW1-bimódulo
M(W1) que satisfaz o item 4 da De�nição 1.5. Isto é, M(W1) é �nitamente gerado
como k〈x, y〉-módulo e o funtor induzido abaixo preserva indecomponíveis e classes de
isomor�smos.

⊗K<x,y> M(W1) : �n mod-k < x, y > // mod-kW1

Pela equivalência entre as categorias de módulos e de representações, citada na Seção 1.1,
tomamos o bimódulo M(W1) como a k < x, y >-representação abaixo:

M1

Mβ1

  

Mα1 //M2

Mβ2

  

Mα2 //M3

Mβ3

  

Mα3 //M4

Mβ4

  

Mα4 //M5

Mβ5

!!

Mα5 //M6

Mβ6

!!
M7

Mα7 //M8

Mα8 //M9

Mα9 //M10

Mα10 //M11

Mα11 //M12
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Nas demonstrações dos Lemas 2.8 e 2.9, utilizamos o bimódulo M(W1) para obtermos
um complexo de bimódulos que satisfaz o item 4 da De�nição 1.41 tornando a álgebra
derivadamente selvagem.

Lema 2.8. Seja B2 = kC2/J
2 a álgebra de Nakayama com dois vértices, não simples-

mente conexa, com radical quadrado igual a zero. Então B2 ⊗k B
2 é derivadamente

selvagem.

Demonstração. Conforme já de�nimos na Seção 1.4, J2 = 〈βγ, γβ〉 e C2 é o quiver abaixo;

1
β //

2
γ
oo

Pela Proposição 1.12, obtemos que B2 ⊗k B
2 = k (C2 ⊗ C2) /J

2�J2, em que J2�J2 é o
ideal dado por 〈ψγ, γψ, τϕ, ϕτ, ψτ − τψ, γϕ− ϕγ〉 e C2 ⊗ C2 é o quiver abaixo:

1

τ
��

ψ //
2γ

oo

τ
��

3

ϕ

OO

ψ // 4

ϕ

OO

γ
oo

A partir do k〈x, y〉-kW1-bimódulo M(W1) e dos B2 ⊗k B
2-módulos projetivos indecom-

poníveis Pi, de�nimos os k〈x, y〉−B2⊗kB
2−bimódulos P̃

dj

i e os mor�smos de bimódulos
Mwc, como a seguir:

P̃
dj

i =

 dj⊕
k=1

k〈x, y〉

⊗k Pi e Mwc = Mw ⊗k c,

em que dj é posto de Mj como k〈x, y〉−módulo, w ∈ {αi, βi} é uma �echa de W1 e c é um
caminho do quiver C2 ⊗ C2.

Em seguida, a partir do diagrama abaixo, de�nimos o complexo P•W1
, descrito logo em

seguida:

P̃
d1

1

Mβ1
ϕ

��

Mα1γ // P̃
d2

2

−Mβ2
ϕ

��

Mα2ψ // P̃
d3

1

Mβ3
ϕ

��

Mα3γ // P̃
d4

2

−Mβ4
ϕ

��

Mα4ψ // P̃
d5

1

Mβ5
ϕ

��

Mα5γ // P̃
d6

2

−Mβ6
ϕ

��

P̃
d7

3 Mα7γ
// P̃
d8

4 Mα8ψ
// P̃
d9

3 Mα9γ
// P̃
d10

4 Mα10ψ
// P̃
d11

3 Mα11γ
// P̃
d12

4
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. . . // 0 // P̃
d1

1

 Mα1γ
Mβ1ϕ


// P̃
d2

2 ⊕ P̃
d7

3

 Mα2ψ 0
−Mβ2ϕ Mα7γ



// P̃
d3

1 ⊕ P̃
d8

4

 Mα3γ 0
Mβ3ϕ Mα8ψ


// P̃
d4

2 ⊕ P̃
d9

3

 Mα4β 0
−Mβ4ϕ Mα9γ


// P̃
d5

1 ⊕ P̃
d10

4 Mα5γ 0
Mβ5ϕ Mα10ψ


// P̃
d6

2 ⊗ P̃
d11

3

[
−Mβ6ϕ Mα11γ

]
// P̃
d12

4
// 0 // . . .

A�rmamos que o funtor ⊗k〈x,y〉 P
•
W1

: �n mod-k〈x, y〉 // P•
min

(B2 ⊗k B
2) preserva

indecomponíveis e classes de isomor�smos. De fato, de�nimos o funtor F da categoria das
representações repk(W1) na categoria dos complexos projetivos minimais P•

min
(B2 ⊗k B

2),
que leva uma representação N(W1) = N(A2 ⊗ A6) = (Ni,Nw) no complexo F(N), que é
obtido de maneira análoga a P•W1

a partir do diagrama abaixo:

N1 ⊗ P1

Nβ1⊗ϕ

��

Nα1⊗γ// N2 ⊗ P2

−Nβ2⊗ϕ

��

Nα2⊗ψ// N3 ⊗ P1

Nβ3⊗ϕ

��

Nα3⊗γ// N4 ⊗ P2

−Nβ4⊗ϕ

��

Nα4⊗ψ// N5 ⊗ P1

Nβ5⊗ϕ

  

Nα5⊗γ // N6 ⊗ P2

−Nβ6⊗ϕ

  
N7 ⊗ P3

Nα7⊗γ// N8 ⊗ P4

Nα8⊗ψ// N9 ⊗ P3

Nα9⊗γ// N10 ⊗ P4

Nα10⊗ψ// N11 ⊗ P3

Nα11⊗γ// N12 ⊗ P4

Cada mor�smo de representações f = (fi)i∈(A2⊗A6)0
é levado no mor�smo de complexos

F(f), de�nido nas sete entradas não nulas dos complexos F (N) por:

f1 ⊗ ε1,
[
f2 ⊗ ε2 0

0 f7 ⊗ ε3

]
,

[
f3 ⊗ ε1 0

0 f8 ⊗ ε4

]
,

[
f4 ⊗ ε2 0

0 f4 ⊗ ε3

]
,

[
f5 ⊗ ε1 0

0 f10 ⊗ ε4

]
,

[
f6 ⊗ ε2 0

0 f11 ⊗ ε3

]
, f12 ⊗k ε4.

Concluímos que F preserva indecomponíveis e classes de isomor�smo. Além disso,M(W1)

é um bimódulo, tal que ⊗K〈x,y〉M(W1) : �n mod-k〈x, y〉 // mod-kW1 preserva in-

decomponíveis e classes de isomor�smo. Logo, a composição F ◦
(
⊗K〈x,y〉M

)
é um

funtor isomorfo a ⊗k〈x,y〉 P
•
W1

que preserva indecomponíveis e classes de isomor�smo.
Portanto, B2 ⊗k B

2 é derivadamente selvagem.

Lema 2.9. Sejam n > 2 e Bn = Cn/J
n a álgebra de Nakayama de radical quadrado igual

a zero, que não é simplesmente conexa. O produto tensorial kA2 ⊗k B
n é derivadamente

selvagem.

Demonstração. Conforme a Seção 1.4, Bn = kCn/J
n, em que Jn é o ideal gerado pelos

caminhos de comprimento dois e Cn é um ciclo orientado com n vértices. Pela Proposição
1.12, obtemos kA2 ⊗k B

n ∼= k (A2 ⊗ Cn) /I�Jn em que I�Jn = 〈ϕγ − γϕ, γ2〉 e A2 ⊗Cn
é o quiver abaixo:
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n− 1
γ // n− 2

n

γ
44

1

γ

CC

2n− 1

ϕ

OO

α // 2n− 2

ϕ

OO

2n

ϕ

OO

γ
55

2

γ

cc

3

γ

jj

4
γoo

n + 1

ϕ

OO

γ

EE

n + 2

γ

dd
ϕ

OO

n + 3

γ
jj

ϕ

OO

n + 4

ϕ

OO

γoo

De�nimos os k〈x, y〉-kA2⊗kB
n-bimódulos P̃

dj

i e os mor�smos de bimódulos Mαjc, com
a mesma construção da demonstração do Lema 2.8, dada por:

P̃
dj

i =

 dj⊕
k=1

k〈x, y〉

⊗k Pi e Mαjc = Mαj ⊗k c,

em que dj = dimk〈x,y〉Mj e c é um caminho do quiver A2 ⊗ Cn.

Supondo n > 6, de�nimos o complexo P•W1
a partir do diagrama abaixo:

P̃
d1

1

Mβ1
ϕ

��

Mα1γ // P̃
d2

2

−Mβ2
ϕ

��

Mα2γ // P̃
d3

3

Mβ3
ϕ

��

Mα3γ // P̃
d4

4

−Mβ4
ϕ

��

Mα4γ // P̃
d5

5

Mβ5
ϕ

��

Mα5γ // P̃
d6

6

−Mβ6
ϕ

��

P̃
d7

n+1 Mα7γ
// P̃
d8

n+2 Mα8γ
// P̃
d9

n+3 Mα9γ
// P̃
d10

n+4 Mα10γ
// P̃
d11

n+5 Mα11γ
// P̃
d12

n+6



52 CAPÍTULO 2. A CATEGORIA DERIVADA DE A⊗K B

Nos casos em que n 6 5, obtemos o mesmo complexo repetindo os projetivos de maneira
análoga à construção do complexo da demonstração do Lema 2.8.

De maneira análoga ao Lema 2.8, o funtor ⊗k〈x,y〉 P
•
W1

preserva indecomponíveis e
classes de isomor�smo. Portanto, kA2 ⊗k B

n é derivadamente selvagem.

Lema 2.10. Se B = kQ/I é uma álgebra do tipo Ãn com radical quadrado igual a zero,
então a álgebra kA2 ⊗k B é derivadamente selvagem.

Demonstração. Os casos em que B é a álgebra de Kronecker ou Q é um ciclo orientado
estão demonstrados nos Lemas 2.7 e 2.9, respectivamente. Logo, podemos supor que Q é
um ciclo não orientado com pelo menos 3 vértices.

Seja m a quantidade de vértices de Q. Sem perda de generalidade, supomos que no
vértice 2, há uma mudança de orientação no quiver Q, conforme abaixo:

Q : 2
α1

xx

α2

&&1
αm

3

α3

Tomamos o quiver da álgebra kA2, abaixo:

1
β // 2.

Obtemos o quiver A2 ⊗Q, abaixo:
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m + 3

m + 2

αm+2

AA

αm+1

&&
3

β

OO

m + 1
α2m

2

β

OO

α2

AA

α1

&& 1
αm

β

OO

Tomamos a subálgebra plena A de kA2⊗k B, com vértices 1, 2, 3, . . . ,m e m+ 2, em que
m + 2 é o único vértice que é �nal de uma �echa β, conforme o quiver abaixo:

m + 2

Q : 2

β

OO

α1

ww

α2

''1
αm

3

α3

Como B tem radical ao quadrado igual a zero e β composto com qualquer �echa desta
subálgebra é igual a zero, concluímos que a subálgebra plena A também tem radical ao
quadrado igual a zero. Mas pelo Lema 1.50, uma álgebra com radical ao quadrado igual a
zero é derivadamente mansa se, e somente se, é do tipo Dynkin ou Dynkin estendido. Logo
A é derivadamente selvagem. Pelo item 4 da Proposição 1.44, se uma subálgebra plena é
derivadamente selvagem, então a álgebra também é. Portanto, kA2⊗kB é derivadamente
selvagem.
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Lema 2.11. Seja B = kQ/I uma álgebra, tal que (Q, I) é um dos dois quivers com
relações abaixo. O produto tensorial kA2 ⊗k B é derivadamente selvagem.

5 5

(I) 3 // 4

AA

(II) 3 // 4

AA

1 //

OO

2

OO

1 //

OO

2

OO

Demonstração. A�rmamos que as álgebras de quiver com relações (I) e (II) são derivada-
mente equivalentes as álgebras de quiver com relações abaixo, respectivamente:

1 2oo

��

3oo 4,oo 1 // 2 // 3 // 4.

5 5

OO

De fato, para demonstrarmos esta a�rmação, nomeamos as �echas dos quivers de (I) e
(II) como abaixo, diferenciando na demonstração por Caso (I) e Caso (II):

5

3
ϕ // 4

ψ
@@

1 α //

β

OO

2

γ

OO

Sejam T•i os complexos com entradas iguais a zero nas posições diferentes de −1, 0 ou 1,
e nestas posições temos as seguintes entradas:

T•i =

 0 // Pi
// 0 , se i 6= 1,

0 // P2 ⊕ P3

[
α β

]
// P1 , se i = 1.

De�nimos o complexo

T• =
5⊕

i=1

T•i .

A�rmamos que T• é um complexo inclinante de ambos os casos. De fato, observamos que
em ambos os casos, a subálgebra plena dos vértices 1, 2, 3 e 4 é a álgebra kA2⊗kkA2. Segue
do complexo inclinante do Exemplo 17, feito de maneira análoga ao desta demonstração,
que basta veri�car os mor�smos envolvendo T•5 para termos Hom

K
b(PA)

(T•,T•[k]) = 0.

É óbvio que Hom
K
b(PA)

(T•,T•[k]) = 0 para k 6= −1, 0, 1. Nos casos que envolvem T•5 e
T•k, com k 6= 1, teremos:

0 //

��

P5

��

// 0

��

0

��

// P5

��

// 0

��

0 //

��

Pk

��

// 0

��

0

��

// Pk

��

// 0

��
Pk

// 0 // 0 0 // 0 // Pk P5
// 0 // 0 0 // 0 // P5
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Restando os casos que envolvem T•1 e T•5. Mas pelos diagramas abaixo, recebemos
Hom

K
b(PA)

(T•1,T
•
5[−1]) = 0 e Hom

K
b(PA)

(T•5,T
•
1[1]) = 0.

0

��

// P2 ⊕ P3

��

[
α β

]
// P1

��

P5
//

��

0 //

��

0

��
P5

// 0 // 0 0 // P2 ⊕ P3

[
α β

]
// P1

Como não há caminhos não triviais com início em 5, concluímos que Hom
K
b(PA)

(T•1,T
•
5[1])

também é igual a zero, restando apenas veri�car Hom
K
b(PA)

(T•5,T
•
1[−1]). Mas em ambos

os casos, não há caminhos do vértice 1 para 5 que não pertencem a I, que implica em
Hom

K
b(PA)

(T•5,T
•
1[−1]) = 0. Logo, Hom

K
b(PA))

(T•,T•[k]) = 0 para k 6= 0. Restando

provar que add(T•) gera Kb(PA) como categoria triangulada. De fato, basta provar que o
complexo 0 // P1 // 0 é gerado pelos complexos de add(T•). Mas este complexo é
isomorfo ao complexo cone C•g em Kb(PA), em que g• = (gk)k∈Z é o mor�smo de complexos
descrito abaixo. A demonstração detalhada desta a�rmação está no Exemplo 17, que
independe de T•5.

0 //

g−1=0

��

P2 ⊕ P3

[
α β

]
//

g0=

 1A 0
0 1A


��

P1

g1=0

��
0 // P2 ⊕ P3

// 0

Concluímos que add(T•) gera Kb(PA) como categoria triangulada. Portanto, T• é um
complexo inclinante. Pelo Teorema 1.29, B é derivadamente equivalente a álgebra de
endomor�smos End

K
b(PA)

(T•).

Para i, j ∈ {2, 3, 4, 5}, as bases de Hom
K
b(PA)

(T•i ,T
•
j ) repetem o comportamento das

�echas invertendo o sentido, mas mantendo as relações. Enquanto que os mor�smos entre
complexos não nulos que envolvem T•1, são múltiplos escalares dos listados abaixo:

(1◦) (2◦) (3◦)

P2 ⊕ P3

[
ε2 0

]
��

[
α β

]
// P1

��

P2 ⊕ P3

[
0 ε2

]
��

[
α β

]
// P1

��

P4
//

 γ
−ϕ


��

0

��
P2

// 0 P3
// 0 P2 ⊕ P3 [

α β
] // P1
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(4◦) Caso (I) (5◦) Caso (II)

P5
//

 0
ϕψ


��

0

��

P5
//

 0
0


��

0

��
P2 ⊕ P3 [

α β
] // P1 P2 ⊕ P3 [

α β
] // P1

Em ambos os Casos (I) e (II), os mor�smos de Hom
K
b(PA)

(T•4,T
•
2) são múltiplos escalares

da composição do terceiro com o primeiro diagrama acima, enquanto que os mor�smo de
Hom

K
b(PA)

(T•4,T
•
3) são múltiplos escalares da composição do terceiro e o segundo diagrama

acima. No Caso (I), os mor�smos de Hom
K
b(PA)

(T•5,T
•
1) são múltiplos escalares do quarto

diagrama acima, os de Hom
K
b(PA)

(T•5,T
•
3) são múltiplos escalares da composição do quarto

com o segundo diagrama acima, enquanto que Hom
K
b(PA)

(T•5,T
•
2) só tem o mor�smo nulo.

No Caso (II), Hom
K
b(PA)

(T•5,T
•
1) só tem o mor�smo nulo, conforme o quinto diagrama

acima. Obtemos, respectivamente, para os Casos (I) e (II), que End
K
b(PA)

(T•) é isomorfo
a kQ′/I ′ e kQ′′/I ′′, em que (Q′, I ′) e (Q′′, I ′′) são os quivers com relações abaixo:

5

��

5

��
(I) 4

��

(II) 4

��
2 1 //oo 3 2 1 //oo 3

Isto completa a equivalência derivada do Caso (I). Mas para o Caso (II), nomeamos as
�echas como abaixo e chamamos de A = kQ′′/I ′′ a álgebra de quiver com relações desta
álgebra derivadamente equivalente a álgebra do Caso (II).

5

α
��
4

β
��

2 1
γ //ϕoo 3

Sejam T•i os complexos com entradas iguais a zero nas posições diferentes de −1, 0 ou 1,
e nestas posições temos as seguintes entradas:

T•i =

{
0 // Pi

// 0 , se i 6= 5,

0 // P4
α // P5 , se i = 5.

De�nimos o complexo

T• =
5⊕

i=1

T•i .
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De maneira análoga aos complexos anteriores. Basta analisar os casos que envolvem T•5.

0

��

// P4
α //

��

P5

��

Pi
//

��

0 //

��

0

��
Pi

// 0 // 0 0 // P4
α // P5

0

��

// P4
α //

��

P5

0
��

P4
α //

��

P5

0
��

// 0

��
0 // 0 // Pi 0 // P4

α // P5

0 //

��

P4

xε4

��

xα

��

0 //

��

P4

0

��

α //

yα

��

P5

��

yε5

��
P4

α // P5 P4
α // P5

// 0

Logo, Hom
K
b(PA))

(T•,T•[k]) = 0 para k 6= 0. Restando provar que add(T•) gera Kb(PA)

como categoria triangulada. De fato, basta provar que o complexo 0 // P5 // 0 é
gerado pelos complexos de add(T•).

Seja g• = (gk)k∈Z o mor�smo entre os complexos T•5 e T
•
4 em add(T•), dado nas posições

−1, 0 e 1 por:

0 //

g−1=0

��

P4
α //

g0=1A

��

P5

g1=0

��
0 // P4

// 0

Obtemos o complexo cone C•g, detalhado abaixo nas posições −2, −1, 0 e 1:

0 // P4

 −α
1A


// P5 ⊕ P4

// 0

A�rmamos que o complexo cone C•g é isomorfo a 0 // P5 // 0 em Kb(PA). De fato,
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tomamos os mor�smos de complexos f• = (fk)k∈Z e h• = (hk)k∈Z, dados por:

P4

��

 −α
1A


// P5 ⊕ P4

//

f0=
[

1A α
]

��

0

��
0 // P5 // 0

0 //

��

P5 //

h0=

 1A

0


��

0

��
P4

 −α
1A


// P5 ⊕ P4

// 0

Diretamente da composição dos mor�smos de complexos, obtemos que f•◦h• é o mor�smo
identidade. Enquanto que h• ◦ f• é igual a:

(h ◦ f)k =


[

1A α
0 0

]
, se k = 0,

0 , se k 6= 0.

De�nimos a sequência de mor�smos s = (sk)k∈Z, em que

sk =


[

0 1A

]
, se k = 0,

0 , se k 6= 0.

Pela composição de mor�smos, segue que h• ◦ f• H∼ 1C•g :

P4

1A−0

��

 −α
1A


// P5 ⊕ P4

s0=
[

0 1A

]

zz

//

 1A 0
0 1A

−
 1A α

0 0



��

0

��
P4

 −α
1A


// P5 ⊕ P4

// 0

Concluímos que add(T•) gera Kb(PA) como categoria triangulada. Portanto, T• é um
complexo inclinante. Pelo Teorema 1.29, A é derivadamente equivalente a álgebra de
endomor�smos End

K
b(PA)

(T•).



2.2. A ÁLGEBRA KA2 ⊗K B 59

Analisando os mor�smos que envolvem o complexo T•5, obtemos:

P4
α //

0

��

P5

��

P4
α //

0

��

P5

��

P4
α //

0

��

P5

��

P4
α //

1A

��

P5

��
P1

// 0 P2
// 0 P3

// 0 P4
// 0

P1
//

β

��

0

��

P2
//

βϕ

��

0

��

P3

βγ

��

// 0

��

P4

0

��

// 0

��
P4

α // P5 P4
α // P5 P4

α // P5 P4
α // P5

Observamos que os mor�smos de T•2 e T•3 para T•5, fatoram-se por T•1. Além disso,
os mor�smos para T•4, fatoram-se por T•5. Segue que A é derivadamente equivalente a
álgebra de quiver sem relações kD5, descrita abaixo:

2 // 1 // 5 // 4

3

OO

Concluímos que em ambos os casos, B é derivadamente equivalente a uma álgebra
A, que está listada no Lema 1.22. Mas isto implica que em ambos os casos, T2(A) é
selvagem, que por sua vez é isomorfa a kA2 ⊗k A, conforme o Lema 1.14. Segue que
kA2 ⊗k B 'd kA2 ⊗k A, conforme o Lema 1.30. Além disso, o item 3 da Proposição 1.44
diz que toda álgebra selvagem também é derivadamente selvagem. Finalmente, utilizando
o Lema 1.43, que diz que equivalência derivada preserva o tipo da representação derivada,
obtemos que kA2 ⊗k B é derivadamente selvagem.

Alertamos que as álgebras do Lema 2.11 são derivadamente equivalentes a álgebras sel-
vagens, mas isto não implica que as álgebras deste lema são selvagens. Uma equivalências
derivada nem sempre preserva o tipo da representação da categoria de módulos.

2.2 A Álgebra kA2 ⊗k B

Nesta seção, demonstramos que a não mansidão da categoria derivada de kA2 ⊗k B
implica na retirada de B da lista de álgebras A⊗kB derivadamente mansas. Além disso,
demonstramos que se A⊗kB é uma álgebra derivadamente mansa, então A e B também



60 CAPÍTULO 2. A CATEGORIA DERIVADA DE A⊗K B

são. Ressaltamos que em nossos resultados as álgebras são sempre associativas, básicas,
conexas de dimensão �nita, que pelo Teorema 1.3, são isomorfas a álgebras de quivers
com relações kQ/I. Para evitar con�itos nas notações, denotamos por {εi | i ∈ Q0},
{ε′i | i ∈ Q′0} e {ε′′i | i ∈ Q′′0} os conjuntos dos caminhos triviais das álgebras de quiver
com relações kQ/I, kQ′/I ′ e kQ′′/I ′′, respectivamente. Conforme a Seção 1.1, estes
conjuntos são exemplos de conjuntos completos de idempotentes ortogonais primitivos.

Lema 2.12. Uma álgebra local derivadamente mansa não é isomorfa ao produto tensorial
de duas álgebras não semissimples.

Demonstração. Vamos supor por absurdo, que A⊗k B = k(Q⊗Q′)/I�I ′ é uma álgebra
local derivadamente mansa, em que A = kQ/I e B = kQ′/I ′ são álgebras não semis-
simples. Pela construção de Q⊗Q′, descrita na De�nição 1.11, Q e Q′ tem somente um
vértice. Além disso, a não semissimplicidade de A = kQ/I e B = kQ′/I ′ implica na
existência de laços α e β em Q e Q′, respectivamente. Consequentemente, Q ⊗ Q′ tem
pelo menos dois laços. Mas pelo Lema 1.45, a menos de isomor�smo, k e k[x]/(x2) são
as únicas álgebras locais derivadamente mansas e ambas não tem mais que um laço nos
seus respectivos quivers de Gabriel.

Lema 2.13. Uma álgebra derivadamente mansa cujo quiver de Gabriel tem exatamente
dois vértices não é isomorfa ao produto tensorial de duas álgebras não semissimples.

Demonstração. Vamos supor por absurdo, que existem álgebras A = kQ/I e B = kQ′/I ′

não semissimples, tais que o produto tensorial A⊗k B = k(Q⊗Q′)/I�I ′ é uma álgebra
derivadamente mansa, em que Q⊗Q′ tem exatamente dois vértices. Pela construção de
Q⊗Q′, descrita na De�nição 1.11, podemos supor sem perda de generalidade, que Q tem
somente um vértice e Q′ tem exatamente dois. A não semissimplicidade de A = kQ/I
implica na existência de um laço α em Q, enquanto que a conexidade de B = kQ′/I ′

implica na existência de uma �echa β emQ′ que liga seus dois vértices. Consequentemente,
Q⊗Q′ tem pelo menos uma �echa ligando seus dois vértices e um laço em cada vértice.
Mas pelo Lema 1.46, a menos de isomor�smo, a única álgebra de quiver com relações
derivadamente mansa com estas hipóteses é a álgebra kQ′′/I ′′, em que I ′′ = 〈ϕ2, τ 2〉 e Q′′
é o quiver abaixo:

1ϕ
%% γ // 2 τee

Segue da unicidade do quiver de Gabriel, que Q′′ = Q ⊗ Q′. Logo Q e Q′ são os quivers
abaixo, respectivamente:

1,α
''

1
β // 2.

Isto implica que B ∼= kA2 e A ∼= k[x]/(xn) para algum n. Além disso, pelo isomor�smo
proposto no Corolário 1.13, A é uma álgebra local não semissimples isomorfa a uma
subálgebra plena de A⊗k B, conforme a descrição abaixo:

A ∼= A⊗k k ∼= (ε1Aε1)⊗k (ε′1Bε
′
1)
∼= (ε1 ⊗k ε

′
1) (A⊗k B) (ε1 ⊗k ε

′
1) .

Pelo item 5 da Proposição 1.44, uma subálgebra plena de uma álgebra derivadamente
mansa também é derivadamente mansa. Então A é uma álgebra local não semissimples
que é derivadamente mansa. Segue que A é isomorfa a k[x]/(x2), conforme o Lema 1.45.
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Concluimos que A ∼= k[x]/(x2) e B ∼= kA2. O que é um absurdo, pois a dimensão de
k[x]/(x2)⊗k kA2 é igual a 6, enquanto que a dimensão de kQ′′/I ′′ é igual a 8.

Lema 2.14. Sejam A = kQ/I e B = kQ′/I ′ álgebras não semissimples. Se A ⊗k B é
uma álgebra derivadamente mansa, então εiAεi ∼= k e ε′jBε

′
j
∼= k para quaisquer i ∈ Q0

ou j ∈ Q′0.

Demonstração. Vamos supor por absurdo que existe i ∈ Q0 tal que εiAεi 6∼= k, isto é,
εiAεi é uma álgebra local não semissimples. Trataremos primeiro o caso em que Q′0 tem
apenas um vértice e em seguida o caso em que tem pelo menos dois.

Se Q′0 = {j}, então B = ε′jBε
′
j é uma álgebra local não semissimples. Pelo isomor�smo

citado no Corolário 1.13, obtemos:

(εiAεi)⊗k B ∼= (εiAεi)⊗k (ε′jBε
′
j)
∼= (εi ⊗k ε

′
j)(A⊗k B)(εi ⊗k ε

′
j).

Logo (εiAεi)⊗k B é isomorfa a uma subálgebra plena local de A⊗k B, que consequente-
mente é derivadamente mansa, conforme item 5 da Proposição 1.44. Mas isto contradiz
o Lema 2.12 que con�rma o absurdo.

Se Q′0 tem pelo menos dois vértices, pela conexidade de B, existe uma �echa α ∈ Q′1
entre vértices distintos j, k ∈ Q′0. Segue que (ε′j + ε′k)B(ε′j + ε′k) é uma álgebra conexa,
não semissimples e com exatamente dois vértices. Novamente pelo isomor�smo citado no
Corolário 1.13, obtemos:

(εiAεi)⊗k (ε′j + ε′k)B(ε′j + ε′k)
∼= (εi ⊗k ε

′
j + εi ⊗k ε

′
k)(A⊗k B)(εi ⊗k ε

′
j + εi ⊗k ε

′
k).

Logo (εiAεi) ⊗k (ε′j + ε′k)B(ε′j + ε′k) é isomorfa a uma subálgebra plena de A ⊗k B com
exatamente dois vértices, que consequentemente é derivadamente mansa, conforme item
5 da Proposição 1.44. Mas isto contradiz o Lema 2.13 que con�rma o absurdo.

Portanto, εiAεi ∼= k. De maneira análoga, ε′jBε
′
j
∼= k para qualquer j ∈ Q′0.

Os isomor�smos εiAεi ∼= k e ε′jBε
′
j
∼= k são equivalentes a inexistência de ciclos em Q

ou Q′ que não pertencem a I ou I ′, respectivamente. Uma das consequências deste Lema
é que A e B também são derivadamente mansas, conforme o Corolário 2.15 a seguir.

Corolário 2.15. Sejam A = kQ/I e B = kQ′/I ′ álgebras não semissimples. Se A⊗k B
é derivadamente mansa, então A e B também são.

Demonstração. Seja i ∈ Q0. Temos que a subálgebra plena (εi ⊗k 1B) (A⊗k B) (εi ⊗k 1B)
é derivadamente mansa, conforme o item 5 da Proposição 1.44. Usando o Lema 2.14 e o
isomor�smo do Corolário 1.13, obtemos:

(εi ⊗k 1B) (A⊗k B) (εi ⊗k 1B) ∼= (εiAεi)⊗k (1BB1B) ∼= (εiAεi)⊗k B ∼= k⊗k B ∼= B.

De maneira análoga, (1A ⊗k εj) (A⊗k B) (1A ⊗k εj) ∼= A, para qualquer j ∈ Q′. Portanto,
A e B são derivadamente mansas.
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Lema 2.16. Sejam A = kQ/I e B = kQ′/I ′ álgebras não semissimples, i e j vértices
distintos de Q. Se a álgebra do produto tensorial A⊗k B é derivadamente mansa, então
a subálgebra plena (εi + εj)A(εi + εj) é isomorfa a kA2 ou k2. Em particular, a menos
de isomor�smo, kA2 é a única subálgebra plena de A = kQ/I não semissimples com
exatamente dois vértices.

Demonstração. Pelo Lema 2.14, εiAεi ∼= εjAεj ∼= k. Logo, se não existe caminho c 6∈ I
entre os vértices i e j, temos que (εi + εj)A(εi + εj) ∼= k2.

Suponhamos que existe um caminho c 6∈ I entre os vértices i e j. Pelo Lema 2.14,
(εi + εj)A(εi + εj) ∼= kQ′′/I ′′ é uma subálgebra plena não semissimples de A, em que Q′′

tem exatamente dois vértices e qualquer ciclo pertence a I ′′. Além disso, pelo Corolário
2.15 e o item 5 da Proposição 1.44, (εi+εj)A(εi+εj) ∼= kQ′′/I ′′ também é derivadamente
mansa. Segue do Lema 1.46, que a menos de isomor�smo, as únicas possibilidades para
kQ′′/I ′′ são quando Q′′ e I ′′ são iguais a um dos seguintes casos:

1. o quiver i α // j e o ideal 〈0〉;

2. o quiver i
α //

β
// j e o ideal 〈0〉;

3. o quiver i
α //

j
β
oo e o ideal 〈αβ, βα〉.

Pelo Lema 2.14 e a não semissimplicidade de B = kQ′/I ′, existe uma �echa γ ∈ Q′

que liga dois pontos distintos k e l. De maneira análoga a (εi+εj)A(εi+εj), a subálgebra
plena (ε′k +ε′l)B(ε′k + ε′l) é isomorfa a kQ′′′/I ′′′, em que Q′′′ e I ′′′ também são iguais a uma
das três possibilidades listadas para Q′′ e I ′′. A primeira possibilidade é kA2, a segunda
é a álgebra de Kronecker e a terceira é a álgebra de Nakayama B2.

Tomando os idempotentes εik = εi ⊗k ε
′
k, εil = εi ⊗k ε

′
l, εjk = εj ⊗k ε

′
k e εjl = εj ⊗k ε

′
l

em A ⊗k B, obtemos via o isomor�smo proposto no Corolário 1.13, a subálgebra plena
abaixo:

(εik + εil + εjk + εjl) (A⊗k B) (εik + εil + εjk + εjl) ∼= kQ′′/I ′′ ⊗k kQ
′′′/I ′′′.

Esta subálgebra plena é derivadamente mansa, conforme item 5 da Proposição 1.44.
Mas demonstramos nos Lemas 2.9, 2.8 e 2.7, que kA2 ⊗k B

2, B2 ⊗k B
2 e qualquer

produto tensorial com a álgebra de Kronecker são derivadamente selvagens. Portanto,
(εi + εj)A(εi + εj) ∼= kA2.

Se A⊗kB é derivadamente mansa, o Lema 2.16 garante a inexistência de mais de uma
�echa entre quaisquer dois pontos do quiver de A = kQ/I ou de qualquer subálgebra
plena de A. Neste caso, Q e qualquer grafo de uma das suas subálgebras plenas não
podem coincidir com Ã1.

1 2.
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Lema 2.17. Sejam A e B álgebras não semissimples. Se a álgebra do produto tensorial
A⊗k B é derivadamente mansa, então valem as seguintes a�rmações:

1. A e qualquer uma das suas subálgebras plenas não semissimples não são álgebras
locais.

2. A tem uma subálgebra plena isomorfa a kA2.

Demonstração. Seja Q o quiver de Gabriel de A, isto é, A = kQ/I. Demonstramos cada
a�rmação acima separadamente a seguir:

1. Suponhamos por absurdo que A tem uma subálgebra plena local não semissimples.
Isto é, existe um vértice i em Q0 tal que εiAεi é uma álgebra local não semissimples.
Mas isto contradiz o isomor�smo εiAεi ∼= k garantido pelo Lema 2.14. Portanto,
A não tem subálgebras plenas locais não semissimples. Consequentemente, A não
é uma álgebra local.

2. A não semissimples implica na existência de pelo menos uma �echa α ∈ Q1. Pelo
Lema 2.14, (s(α))A (s(α)) ∼= k. Por sua vez, (s(α))A (s(α)) ∼= k implica em
s(α) 6= t(α). Isto é, existem pelo menos dois vértices distinto s(α) = i e t(α) = j em
Q. Finalmente, pelo Lema 2.16 e a existência de α em (εi+εj)A(εi+εj), concluímos
que (εi + εj)A(εi + εj) ∼= kA2.

Lema 2.18. Seja B uma álgebra não semisimples. Se a álgebra kA2⊗kB é derivadamente
selvagem, então A⊗kB é derivadamente selvagem para qualquer álgebra não semisimples
A.

Demonstração. Por contraposição, suponhamos que existe uma álgebra não semissimples
A = kQ/I, tal que A ⊗k B é derivadamente mansa. Pelo item 2 do Lema 2.17, A tem
uma subálgebra plena isomorfa a kA2. Usando o isomor�smo proposto no Corolário 1.13,
obtemos que kA2 ⊗k B é isomorfa a uma subálgebra plena de A⊗k B. Finalmente, pelo
item 5 da Proposição 1.44, que diz que uma subálgebra plena de uma álgebra derivada-
mente mansa também é derivadamente mansa, obtemos que kA2 ⊗k B é derivadamente
mansa.

Corolário 2.19. Seja B = kQ/I, tal que uma de suas subálgebras plenas é derivadamente
equivalente a uma das álgebras listadas abaixo. Então A⊗kB é derivadamente selvagem,
para qualquer álgebra não semissimples A.

1. álgebra local não semissimples;

2. álgebra do tipo Ãn com radical quadrado igual a zero;

3. álgebra do tipo Ep ou Ẽp (p = 6, 7, 8);

4. álgebra do tipo Dn com n > 5.
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Demonstração. Suponhamos que εBε é derivadamente equivalente a uma das quatro ál-
gebras listadas acima. Demonstramos nos Lemas 2.17, 2.10, 2.6 e 2.4 que kA2 ⊗k εBε
é derivadamente selvagem em ambos os casos. Segue do Lema 2.18, que A ⊗k εBε é
derivadamente selvagem para qualquer A não semissimples. Além disso, pelo Corolário
1.13, A ⊗k εBε é uma subálgebra plena de A ⊗k B. Pelo item 4 da Proposição 1.44, se
uma subálgebra plena é derivadamente selvagem, então a álgebra também é. Portanto,
A⊗k B é derivadamente selvagem.

2.3 Álgebras do tipo Árvore

Nesta seção, mostramos que se A ⊗k B é derivadamente mansa, então as álgebras A e
B são álgebras do tipo árvore ou uma delas é isomorfa a kA2 ⊗k kA2. Ressaltamos que
em nossos resultados as álgebras são sempre associativas, básicas, conexas de dimensão
�nita, que pelo Teorema 1.3, são isomorfas a álgebras de quivers com relações kQ/I.
Para evitar con�itos nas notações, denotamos por {εi | i ∈ Q0}, {ε′i | i ∈ Q′0} e {ε′′i |
i ∈ Q′′0} os conjuntos dos caminhos triviais das álgebras de quiver com relações kQ/I,
kQ′/I ′ e kQ′′/I ′′, respectivamente. Conforme a Seção 1.1, estes conjuntos são exemplos
de conjuntos completos de idempotentes ortogonais primitivos.

Lema 2.20. Seja A = kQ/I uma álgebra não semissimples, que não é do tipo árvore, tal
que para quaisquer vértices distintos i, j ∈ Q, tenhamos as seguintes hipóteses:

1. εiAεi ∼= k,

2. (εi + εj)A (εi + εj) isomorfo a k2 ou kA2.

Então A tem uma subálgebra plena do tipo Ãn com pelo menos 3 vértices.

Demonstração. Pela não semissimplicidade de A, existe uma �echa α ∈ Q. Pela hipótese
1, s(α) 6= t(α), que garante a existência de pelo menos dois vértices em Q. Mas, pela
hipótese 2, não podemos ter um ciclo não orientado com somente dois vértices. Portanto,
Q tem pelo menos três vértices.

SeA não é do tipo árvore, então existe um subquiverQC1 ⊂ Q, com vértices {1, 2, . . . , n1},
não necessariamente pleno, cujo grafo subjacente QC1 é um ciclo, conforme abaixo:

C1 : 1
α1 // 2

n1

αn1

<<

α(n1−1)

��

3

α2

^^

n1 − 1 4

α3

OO
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Se o quiver da subálgebra plena (ε1 + · · ·+ εn1)A(ε1 + · · ·+ εn1) coincide com QC1 , está
demonstrado, caso contrário, existe um caminho w1 ∈ (ε1 + · · · + εn1)A(ε1 + · · · + εn1),
que não pertence a QC1 nem a I. Sejam i e j, os vértices s(w1) e t(w1), que pertecem à
{1, 2, . . . , n1}.

i
w1 // j

Para facilitar nossa notação, identi�camos os vértices k e k + n1. Pelas hipóteses 1 e 2,
concluímos que i 6= j, i 6= j − 1 e i 6= j + 1. Desta maneira, o caminho w1 divide QC1

em dois subquivers, cujos grafos também são ciclos no grafo subjacente de Q, com pelo
menos três vértices, conforme abaixo:

j
αj

  
j− 1

αj−1

>>

j + 1

i + 1

αi
!!

i− 1

αi−1
}}

i

w1

OO

Excluímos um dos lados, de�nindo QC2 o subquiver com vértices {j, j + 1, . . . , i − 1, i}
e �echas {αj, αj+1, . . . , αi−1,w1}, que para facilitar a notação, renomeamos seus vértices
e �echas por {1, 2, . . . , n2 − 1, n2} e {α1, α2, . . . , αn2−1, αn2}, respectivamente. Segue da
construção de QC2 , que 3 6 n2 < n1 e que cada αk não é combinação linear de outras
�echas do quiver da subálgebra plena (ε1+ · · ·+εn1)A(ε1+ · · ·+εn1) nem de outras �echas
de (ε1 + · · ·+ εn2)A(ε1 + · · ·+ εn2), conforme abaixo:

1
α1

##
2

n2 − 1

αn2−1{{
n2

αn2

OO

Se o quiver da subálgebra plena (ε1 + · · · + εn2)A(ε1 + · · · + εn2) coincide com QC2 ,
está demonstrado, caso contrário, repetimos o processo, que a cada passagem diminui a
quantidade de vértices, obtendo um subquiver QCk cujo quiver subjacente tem pelo menos
três vértices.

Pela �nitude de n1, obtemos um subquiver pleno QCn de vértices {1, 2, . . . , n}, tal que
QCn = Ãn−1, com pelo menos três vértices.

Observamos, que no processo de demonstração do Lema 2.20, se o subquiver inicial
QC1 for um ciclo orientado, é possível escolher cada QCm de maneira que ainda tenhamos
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um ciclo orientado.

j
αj

  

j

ym−1

��

αj

  
j− 1

αj−1

>>

j + 1

��

j− 1

αj−1

>>

j + 1

��
i + 1

OO

i− 1

αi−1
}}

i + 1

OO

i− 1

αi−1
}}

i

ym−1

OO

αi

aa

i
αi

aa

j
αj

  

j

ym−1

��

j + 1

��

j− 1

αj−1

>>

i− 1

αi−1
}}

i + 1

OO

i

ym−1

OO

i
αi

aa

Lema 2.21. Seja A = kQ/I uma álgebra não semissimples, que não é do tipo árvore, tal
que para quaisquer vértices distintos i, j ∈ Q, tenhamos as seguintes hipóteses:

1. εiAεi ∼= k,

2. (εi + εj)A (εi + εj) isomorfo a k2 ou kA2.

Então A tem uma subálgebra plena do tipo Ãn com pelo menos três vértices e radical
quadrado igual a zero, ou uma subálgebra plena igual a kA2 ⊗k kA2.

Demonstração. Pelo Lema 2.20, A tem uma subálgebra plena εAε do tipo Ãn com pelo
menos 3 vértices. Supomos primeiro, que o quiver de Gabriel εAε é um ciclo orientado,
isto é, igual a Cm da de�nição da álgebra de Nakayama Bm = Cm/J

m, conforme o quiver
abaixo:

1
α1 //

2
α2 //

. . .
αm−1 //

m
αm

ll

Para facilitar a notação, identi�camos os vértices k e m + k. Pela hipótese 1, escolhendo
um vértice aleatório i ∈ Cm, existe o caminho β = αi . . . αj−1 que não pertence a I, tal que
βαj ∈ I. Em seguida, novamente pela hipótese 1, existe caminho βk = αk . . . αi−1β 6∈ I
tal que αk−1βk ∈ I. Ao retirarmos os vértices k + 1, . . . , j − 1, obtemos uma subálgebra
plena, cujo quiver de Gabriel é um ciclo Cm2 com pelo menos três vértices, garantidos
pelas hipóteses 1 e 2. Renumerando os índices, fazendo k = 1, temos que Cm2 é o quiver
abaixo, em que αm2β, βα2 ∈ I

1
β1 //

2
α2 //

. . .
αm2−1//

m2
αm2

ll
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Em seguida, iniciamos o processo a partir de 2. Repetindo quantas vezes for necessário,
obtemos uma subálgebra plena do tipo Ãn, com pelo menos 3 vértices e radical quadrado
igual a zero.

Supomos que há exatamente dois sentidos entre as �echas de εAε, conforme o quiver
abaixo.

2
α2 // 3 // p2 − 1

αp2−1

""
1

α1

AA

αn
��

p2

n αn−1
// n− 1 // p2 + 1

αp2

<<

Se não houver relações em εAε, a subálgebra plena dos vértices 1 e p2 é a álgebra de
Kronecker, que contradiz a hipótese 2. Concluímos que o quiver de εAε tem uma das
seguintes relações:

1. α1α2 . . . αp2−1 ∈ I,

2. αnαn−1 . . . αp2 ∈ I,

3. α1α2 . . . αp2−1 6∈ I e α1α2 . . . αp2−1 = λαnαn−1 . . . αp2 , para algum λ 6= 0 em k.

Nos dois primeiros casos, repetimos o processo do caso Cm nos dois sentidos, que obtemos
uma subálgebra plena do tipo Ãn, com pelo menos 3 vértices e radical quadrado igual a
zero. No terceiro caso, renomeamos os caminhos β1 = α1, β3 = αn, β2 = α2 . . . αp2−1,
β4 = αn−1 . . . αp2 e tomamos a subálgebra plena B = (ε1+ε2+εp2 +εn)A(ε1+ε2+εp2 +εn),
que tem o quiver A2 ⊗ A2 com relações I = 〈β1β2 − λβ3β4〉, conforme abaixo:

2
β2

��
1

β1

@@

β3 ��

p2

n
β4

??

Neste caso, por uma simples mudança de base, obtemos B ∼= kA2 ⊗k kA2.

Finalmente, nos casos com mais de dois sentidos, repetimos a estratégia realizada no
caso Cm em cada sentido. No �m do processo, obtemos uma subálgebra plena do tipo Ãn
com pelo menos 3 vértices e radical ao quadrado igual a zero.

Lema 2.22. Sejam A = kQ/I e B álgebras não semissimples. Se A⊗kB é derivadamente
mansa, então A é uma álgebra do tipo árvore ou é isomorfa a kA2⊗kkA2. Em particular,
se A ∼= kA2 ⊗k kA2, então B ∼= kA2.

Demonstração. Suponhamos que A não é do tipo árvore.
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Então Q possui ciclos. Pelos Lemas 2.14 e 2.16, a álgebra A satisfaz as hipótese 1 e
2 do Lema 2.20. Segue do Lema 2.21, que A tem uma subálgebra plena do tipo Ãn com
n > 2 e radical quadrado igual a zero, ou uma subálgebra plena igual a kA2⊗k kA2. Mas
pelo item 2 do Corolário 2.19, A não pode ter uma subálgebra plena do tipo Ãn com
radical quadrado igual a zero. Concluímos que A tem uma subálgebra plena isomorfa a
kA2 ⊗k kA2.

A�rmamos que A ∼= kA2 ⊗k kA2. De fato, suponhamos que existe vértice k ∈ Q, tal
que k 6∈ A2 ⊗ A2. Tomando a subálgebra plena dos vértices do quiver A2 ⊗ A2 com o
vértice k, obtemos uma subálgebra plena εAε = kQ′/I ′. Para atender os Lemas 2.14,
2.16 e o item 2 do Corolário 2.19, εAε = kQ′/I ′ é isomorfo a um dos quiver com relações
abaixo ou seus duais.

1 // 2 5 1 // 2 1 // 2 1 // 2

��
3

OO

// 4

OO

3

OO

// 4

OO

5 3

OO

// 4

OO

// 5 3

OO

// 4

OO

5

(I) (II) (III) (IV )

1 // 5

��

5

��

5 5

3

&&

@@

2 3

��

@@

// 1 // 2 1 // 2

@@

1 // 2

@@

4

88

4

@@

3 //

OO

4

OO

3 //

OO

4

OO

(V ) (V I) (V II) (V III)

Se εAε é uma das cinco primeiras álgebras de quiver com relações acima, então εAε
é umas das álgebras listadas no Lema 1.22. Isto é, T2(εAε) é uma álgebra selvagem.
Consequentemente, pelo item 3 da Proposição 1.44, T2(εAε) é derivadamente selvagem.
Além disso, o isomor�smo kA2⊗kεAε ∼= T2(εAε) garante que kA2⊗kεAε é derivadamente
selvagem. Finalmente, pelo Lema 2.18, εAε⊗k B é derivadamente selvagem.

Se εAε é a sexta álgebra de quiver com relações acima, então o Lema 1.32 garante que
εAε é derivadamente equivalente a álgebra de quiver com relações a seguir:

5

��
3

��

@@

// 1 // 2

4

@@

Mas este quiver com relações contradiz o Lema 2.7, pois a subálgebra plena de vértices 3
e 2 é isomorfa a álgebra de Kronecker.
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Desta maneira, restam apenas a sétima e oitava álgebras de quiver com relações. Mas
demonstramos no Lema 2.11, que em ambas, kA2⊗k εAε é derivadamente selvagem. Pelo
Lema 2.18, εAε ⊗k B é derivadamente selvagem. Portanto, não existe k 6∈ A2 ⊗ A2 e
A ∼= kA2 ⊗k kA2.

Em particular,A ∼= kA2⊗kkA2 faz com que tenhamosA⊗kB ∼= kA2⊗kkA2⊗kB. Mas
pelo item 1 do Lema 1.15, se B não é isomorfo a kA2, então kA2⊗k kA2⊗kB é selvagem.
Por outro lado, pelos Lemas 1.40 e 1.49, se B é isomorfo a kA2, então kA2 ⊗k kA2 ⊗k B
é derivadamente mansa. Portanto, B ∼= kA2.
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Capítulo 3

O Teorema Principal e Suas
Consequências

3.1 Demonstração do Teorema Principal

Teorema Principal. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não
simples de dimensão �nita. As a�rmações abaixo são equivalentes:

1. A⊗k B é derivadamente mansa.

2. as álgebras A e B satisfazem um dos seguintes casos:

(a) uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kD4;

(b) uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kAn, em que 2 6 n 6 5;

(c) ambas são derivadamente equivalentes a kA3.

3. A ⊗k B é derivadamente equivalente a uma das álgebras de Dynkin kD4, kE6 ou
kE8, ou a uma das categorias de feixes coerentes das retas projetivas com pesos
X236, X244 ou X333.

Nestes casos, a álgebra A⊗k B é hereditária por partes.

Nesta seção, demonstramos o Teorema Principal, seguindo a ordem abaixo:

2 ⇒ 3 ⇒ 1 ⇒ 2.

Dividimos a demonstração do primeiro caso, A�rmaçao 2 implica na A�rmação 3, nas Sub-
seções 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3, analisando cada um dos três itens 2a, 2b e 2c, separadamente.
Em seguida, na Subseção 3.1.4, demostramos que a A�rmação 3 implica na A�rmação
1. Encerramos a demonstração na Subseção 3.1.5, onde demonstramos que a A�rmação
1 implica na A�rmação 2. Lembramos que as hipótese do Teorema Principal são que as
álgebras A e B são associativas, básicas, conexas, não simples de dimensão �nita.

71
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(2 ⇒ 3)

3.1.1 A 'd kA2 e B 'd kD4

Se A e B satisfazem o item 2a, então

A⊗k B 'd kA2 ⊗k kD4.

Pelos Lemas 1.36 e 1.31, temos que

kD4 'd A(4, 3) 'd kA2 ⊗k kA2.

Consequentemente, pelo Lema 1.30

kA2 ⊗k kD4 'd kA2 ⊗k kA2 ⊗k kA2.

Finalmente, pelo Lema 1.40

kA2 ⊗k kA2 ⊗k kA2 'd X333.

3.1.2 A 'd kA2 e B 'd kAn, em que 2 6 n 6 5

Se A e B satisfazem o item 2b, então A ⊗k B é derivadamente equivalente a uma das
álgebras abaixo:

kA2 ⊗k kA2, kA2 ⊗k kA3, kA2 ⊗k kA4, kA2 ⊗k kA5.

Pelos Lemas 1.31 e 1.36, temos as seguintes equivalências derivadas:

kA2 ⊗k kA2 'd A(4, 3) 'd kD4,

kA2 ⊗k kA3 'd A(6, 3) 'd kE6,

kA2 ⊗k kA4 'd A(8, 3) 'd kE8,

kA2 ⊗k kA5 'd A(10, 3) 'd X236.

3.1.3 A 'd B 'd kA3

Se A e B satisfazem o item 2c, então A ⊗k B é derivadamente equivalente a álgebra
abaixo:

kA3 ⊗k kA3.

Pelos Lemas 1.31 e 1.36, temos as seguintes equivalências derivadas:

kA3 ⊗k kA3 'd A(9, 4) 'd X244.
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(3 ⇒ 1)

3.1.4 Feixes Coerentes e Álgebras de Dynkin

Pelo Lema 1.43, a equivalência derivada preserva o tipo de representação derivada. Conse-
quentemente, se A⊗kB é derivadamente equivalente a uma das álgebras de Dynkin kD4,
kE6 ou kE8, ou a uma das categorias de feixes coerentes das retas projetivas com pesos
X236, X244 ou X333, então A⊗k B herdará o tipo da representação derivada da respectiva
categoria. A�rmamos que ambas são derivadamente mansas.

De fato, no Exemplo 19, vimos que as álgebras de Dynkin são derivadamente mansas,
conforme Happel em [Hap88]. Enquanto que no Teorema 1.39, vimos que a categoria
de feixes coerentes das retas projetivas com pesos X236, X244 e X333 são derivadamente
equivalentes as categorias de módulos das álgebras canônicas C236, C244 e C333, respec-
tivamente. Que por sua vez, são álgebras tubulares canônicas derivadamente mansas,
conforme o Lema 1.49.

Portanto, a A�rmação 3 do Teorema Principal implica que A ⊗k B é derivadamente
mansa.

(1 ⇒ 2)

3.1.5 A⊗k B Derivadamente Mansa

Seja A ⊗k B derivadamente mansa. Pelo Corolário 2.15, A e B também são álgebras
derivadamente mansas. Além disso, pelo Lema 2.22, A e B são álgebras do tipo árvore
ou uma delas é isomorfa a kA2 ⊗k kA2 e a outra a kA2.

No segundo caso, sem perda de generalidade, supomos que A ∼= kA2 ⊗k kA2. Pelos
Lemas 1.31 e 1.36, temos que:

kA2 ⊗k kA2 'd A(4, 3) 'd kD4.

Portanto, A e B são derivadamente equivalentes a kD4 e kA2, respectivamente. Isto
implica no item 2a da A�rmação 2.

Desta maneira, restam os casos em que A e B são álgebras derivadamente mansas
do tipo árvore. Pelo Teorema 1.47, uma álgebra derivadamente mansa do tipo árvore é
derivadamente equivalente a uma álgebra tubular, ou a uma álgebra hereditária por partes
do tipo Ep ou Ẽp (p = 6, 7, 8), ou a uma álgebra de semicadeias S(n,m). A�rmamos que os
dois primeiros casos não ocorrem. De fato, supomos por absurdo que estes casos ocorrem
nos dois itens abaixo:

1. Se A é uma álgebra tubular, pelo Lema 1.38, A 'd C(p, λ), em que C(p, λ) é uma
álgebra tubular canônica, cujos possíveis quivers de Gabriel estão de�nidos na Seção
1.9. Mas pelo Lema 2.22, o grafo subjacente Q de A é uma árvore e não pode ser
igual a um quiver de uma álgebra canônica;
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2. se A é uma álgebra hereditária por partes do tipo do tipo Ep ou Ẽp (p = 6, 7, 8),
então A⊗k B é derivadamente selvagem, conforme item 3 do Corolário 2.19, que é
uma contradição.

Com isto, restam apenas os casos que A e B são derivadamente equivalentes a álgebras
de semicadeias S(n,m).

1+ //

��

2+ //

��

3+ (m− 1)+ //

��

m+

##
m + 1 // . . . // m + n

1− //

GG

2− //

GG

3− (m− 1)− //

CC

m−

;;

Seja A 'd S(n,m). Se m > 1, o quiver de S(n,m) não será uma árvore, contradizendo
o Lema 2.22. Portanto, m 6 1 e S(n,m) é a álgebra kDn+2 ou kAn.

1+

��
2 // . . . // n + 1

1−

??

1 // 2 // . . . // n

Mas pelo Lema 2.3 e o item 4 do Corolário 2.19, A e B não são derivadamente equiv-
alentes a kAm nem kDn, para m > 6 e n > 5. Restando somente os casos kA2, kA3,
kA4, kA5 e kD4. Mas a álgebra kD4 'd kA2 ⊗k kA2 já foi tratada no início desta seção,
implicando no item 2a da A�rmação 2.

Finalmente, restam somente os casos em que A e B são derivadamente equivalentes as
álgebras kA2, kA3, kA4 ou kA5, os quais analisamos separadamente a seguir:

kA2 ⊗k kAn com 2 6 n 6 5

Conforme a Subseção 3.1.2, as álgebras kA2 ⊗k kAn com 2 6 n 6 5 são derivadamente
mansas. Con�rmando o item 2b da A�rmação 2.

kA3 ⊗k kA3

Conforme a Subseção 3.1.3, a álgebra kA3 ⊗k kA3 é derivadamente mansa. Con�rmando
o item 2c da A�rmação 2.
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kA3 ⊗k kA4, kA3 ⊗k kA5, kA4 ⊗k kA4, kA4 ⊗k kA5 e kA5 ⊗k kA5

Demonstramos no Corolário 2.2, que kAm⊗kkAn é derivadamente selvagem para qualquer
par m e n, em que m > 3 e n > 4, impossibilitando estes casos.

Portanto, a A�rmação 1 implica na A�rmação 2. E assim, encerramos a demonstração
do Teorema Principal.

3.1.6 Corolários do Teorema Principal

Corolário 1. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não simples de
dimensão �nita. O produto tensorial das álgebras A e B é derivadamente discreto se, e
somente se, uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kAn, em que 2 6 n 6 4.
Nestes casos, A⊗k B é derivadamente equivalente a kD4, kE6 ou kE8.

Demonstração. Inicialmente, supomos queA⊗kB é derivadamente discreta. Pela de�nição
1.41, A⊗kB é derivadamente mansa. Além dissso, pelo item 1 da Proposição 1.44, A⊗kB
é de representação �nita. Logo, a álgebraA⊗kB é de representação �nita e derivadamente
mansa. Mas pelo Teorema Principal, os únicos casos em que A⊗k B é de representação
�nita derivadamente mansas são as derivadamente equivalentes as listadas a seguir:

kA2 ⊗k kA2 'd kD4, kA2 ⊗k kA3 'd kE6, kA2 ⊗k kA4 'd kE8.

Para a recíproca, se uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kAn, em que
2 6 n 6 4, então A ⊗k B é derivadamente equivalente a kD4, kE6 e kE8, conforme as
equivalências derivadas acima. Que por sua vez, são derivadamente discretas.

Corolário 2. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não simples
de dimensão �nita. A álgebra A⊗kB é derivadamente discreta se, e somente se, A⊗kB
é derivadamente �nita.

Demonstração. Inicialmente, supomos queA⊗kB é derivadamente discreta. Pelo Corolário
1, A ⊗k B é derivadamente equivalente a kD4, kE6 ou kE8. Por sorte, kD4, kE6 e kE8

são álgebras do tipo Dynkin. Portanto, A⊗k B é derivadamente �nita.

A recíproca é uma consequência imediata da De�nição 1.41.

Corolário 3. Dados um número natural n > 3 e n álgebras Λ1, . . . ,Λn associativas, bási-
cas, conexas, não simples de dimensão �nita. A álgebra Λ1⊗k . . .⊗k Λn é derivadamente
mansa se, e somente se, n = 3 e Λ1

∼= Λ2
∼= Λ3

∼= kA2. Neste caso, o produto tensorial
kA2 ⊗k kA2 ⊗k kA2 é derivadamente equivalente a categoria de feixes coerentes da reta
projetiva com pesos X333.

Demonstração. Suponhamos que n = 3 e Λ1
∼= Λ2

∼= Λ3
∼= kA2. Pelos Lemas 1.31 e 1.36,

temos que

Λ1 ⊗k . . .⊗k Λn
∼= kA2 ⊗k kA2 ⊗k kA2 'd kA2 ⊗k A(4, 3) 'd kA2 ⊗k kD4.



76 CAPÍTULO 3. O TEOREMA PRINCIPAL E SUAS CONSEQUÊNCIAS

Por sorte, kA2⊗k kD4 é derivadamente mansa, conforme o Teorema Principal. Portanto,
Λ1 ⊗k . . .⊗k Λn é derivadamente mansa.

Suponhamos que a álgebra Λ1 ⊗k . . . ⊗k Λn é derivadamente mansa. Pelo item 2 da
Proposição 1.44, a álgebra Λ1 ⊗k . . . ⊗k Λn também é mansa. Mas pelo item 1 do Lema
1.15, Λ1 ⊗k . . .⊗k Λn é mansa se, e somente se, n = 3 e Λ1

∼= Λ2
∼= Λ3

∼= kA2.

Finalmente, pelo Lema 1.40,

kA2 ⊗k kA2 ⊗k kA2 'd X333.

3.2 Álgebras de Grupo Derivadamente Mansas

Na Seção 1.4 discutimos a importância das álgebras de grupo e o longo histórico da
classi�cação de suas categorias de módulos. Uma das consequências do Teorema Principal
é a classi�cação das álgebras de grupo derivadamente mansas.

Lema 3.1. Seja G um grupo �nito, k um corpo de característica p e B uma k-álgebra
associativa, básica, conexa de dimensão �nita. Então a álgebra de grupo B[G] é derivada-
mente mansa se, e somente se, ocorre um dos seguintes casos:

1. B é derivadamente mansa e k[G] é semissimples;

2. B é semissimples e k[G] é derivadamente mansa.

Demonstração. Seja B[G] uma álgebra derivadamente mansa. Supomos por absurdo que
ambas as álgebras B e k[G] não são semissimples. Do isomor�smo B ⊗k k[G] ∼= B[G]
segue que B[G] é um produto tensorial de duas álgebras não semissimples. Pelo Teorema
Principal, k[G] é derivadamente equivalente a kD4 ou a kAn, em que 2 6 n 6 5. Segue
da Proposição 1.35 e do Corolário 1.34 que k[G] é uma álgebra cujo quiver de Gabriel
é acíclico. Mas isto é um absurdo, pois segundo [Erd90], as álgebras de grupo k[G] são
álgebras simétricas cujos quivers de Gabriel possuem ciclos. Portanto, pelo menos uma
das álgebras B ou k[G] é semissimples.
A recíproca é imediata.

Teorema 1. Sejam G um grupo �nito, k um corpo de característica p e B uma k-álgebra
associativa, básica, conexa de dimensão �nita. A álgebra de grupo B[G] é derivadamente
mansa se, e somente se, ocorre um dos seguintes casos:

1. p não divide a ordem de G e B é derivadamente mansa;

2. p divide a ordem de G, B ∼= k e k[G] é derivadamente mansa.

Demonstração. Suponhamos que B[G] é uma álgebra de grupo derivadamente mansa.
Dividimos a demonstração nos dois casos distintos a seguir:
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1. Se p não divide a ordem de G, então kG é semissimples, conforme o Teorema 1.18
(Maschke). Mas pelo item 1 do Lema 3.1, a álgebra B é derivadamente mansa.
Portanto, p não divide a ordem de G e B é derivadamente mansa.

2. Se p divide a ordem de G, então kG não é semissimples, conforme o Teorema 1.18
(Maschke). Segue do item 2 do Lema 3.1 que a álgebra B é semissimples e kG é
derivadamente mansa. Além disso, a hipótese de B[G] ser derivadamente mansa
implica que B[G] é uma álgebra mansa, conforme o item 2 da Proposição 1.44. Mas
pelos Teoremas 1.16 e 1.17, os únicos casos com as hipóteses B[G] mansa, p divide
a ordem de G e B semissimples ocorrem com B ∼= k. Portanto, p divide a ordem
de G, B ∼= k e k[G] é derivadamente mansa.

Reciprocamente, segue do Teorema 1.18 (Maschke) que os casos 1 e 2 deste Teorema
implicam nos casos 1 e 2 do Lema 3.1, respectivamente. Portanto, B[G] é derivadamente
mansa.

Para classi�car melhor as álgebras do item 2 do Teorema 1, mantemos as hipóteses do
Teorema 1, supomos que B[G] é derivadamente mansa e que p divide a ordem de G. Segue
do item 2 do Teorema 1 que B ∼= k. Além disso, sabemos que se B[G] é derivadamente
mansa, então B[G] é uma álgebra mansa. Logo, B[G] é uma álgebra mansa, p divide a
ordem de G e B ∼= k. Segue diretamente dos Teoremas 1.16 e 1.17, que p e G satisfazem
um dos dois casos abaixo:

• Um p -subgrupo de Sylow de G é cíclico;

• p = 2 e um 2-subgrupo de Sylow de G é isomorfo a um dos grupos D(m), S(m) ou
Q(m).

Entretanto, nos Corolários 4 e 5 a seguir, provamos que existem álgebras que satisfazem
um dos casos acima e são derivadamente selvagens.

Corolário 4. Sejam k um corpo de característica 2 e B uma k-álgebra associativa, básica,
conexa de dimensão �nita. Se G é um dos grupos listados abaixo, então B[G] é derivada-
mente selvagem.

1. grupo diedral D(m) = 〈g, h | g2 = h2
m

= 1, hg = gh−1〉, em que m > 1;

2. grupo semidiedral S(m) = 〈g, h | g2 = h2
m

= 1, hg = gh2
m−1−1〉, em que m > 3;

3. grupo dos quatérnios Q(m) = 〈g, h | g2 = h2
m−1

, g4 = 1, hg = gh−1〉, com m > 2.

Demonstração. De fato, a característica de k é igual a 2 e divide a ordem de todos estes
três grupos. Além disso, o Lema 1.20 diz que o quiver de Gabriel de k[G] em todos os
três casos é o seguinte:

1 α
yy

β
%%

Mas conforme o Lema 1.45, k[G] é uma álgebra local que não é derivadamente mansa.
Portanto, pelo Teorema 1, B[G] é derivadamente selvagem.
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Corolário 5. Sejam k um corpo de característica p, G um grupo cíclico de ordem pn e
B uma k-álgebra associativa, básica, conexa de dimensão �nita. A álgebra de grupo B[G]
é derivadamente mansa se, e somente se, p = 2, B ∼= k e G é o grupo cíclico de ordem
2. Neste caso, B[G] é derivadamente discreta.

Demonstração. De fato, p divide a ordem de G. Pelo Teorema 1, B[G] é derivadamente
mansa se, e somente se, B ∼= k e k[G] é derivadamente mansa. Além disso, o Lema 1.21
diz que k[G] ∼= kQ/I, em que I = 〈αpn〉 e Q é o quiver abaixo:

1 α
yy

Segue que k[G] é uma álgebra local não semissimples. Finalmente, pelo Lema 1.45, a
álgebra local kQ/I é derivadamente mansa se, e somente se, pn = 2. Como queríamos
demonstrar.

Neste caso, conforme vimos no Exemplo 20, kQ/I é derivadamente discreta.

3.3 Álgebras Envolventes Derivadamente Mansas

Nesta seção, descrevemos as álgebras envolventes Ae = A⊗kA
op derivadamente discretas

e derivadamente mansas.

Teorema 2. Seja A uma k-álgebra associativa, básica, conexa, não simples de dimensão
�nita. A álgebra envolvente Ae é derivadamente discreta se, e somente se, A é isomorfa
a kA2. Neste caso, Ae é derivadamente equivalente a kD4.

Demonstração. Pelo Corolário 1, a álgebra A⊗kB é derivadamente discreta se, e somente
se, A 'd kA2 e B 'd kAn para 2 6 n 6 4. Logo, o único caso em que A ⊗k Aop

é derivadamente discreta ocorre quando A 'd kA2. Mas A 'd kA2 se, e somente se,
A ∼= kA2. Portanto A ∼= kA2

Neste caso, Ae ∼= kA2 ⊗k kA2 'd kD4.

Teorema 3. Seja A uma k-álgebra associativa, básica, conexa, não simples de dimensão
�nita. A álgebra envolvente Ae é derivadamente mansa se, e somente se, A é derivada-
mente equivalente a kA2 ou kA3. Nestes casos, Ae é derivadamente equivalente a kD4

ou X244.

Demonstração. Segue do Teorema Principal, que A⊗k A
op é derivadamente mansa se, e

somente se, A é derivadamente equivalente a kA2 ou kA3. Nestes casos, pelas equivalên-
cias derivadas demonstradas nas Subseções 3.1.2 e 3.1.3, Ae é derivadamente equivalente
a kD4 ou X244.

Em que pese a importância, observamos que embora tenhamos in�nitas classes não
isomorfas de A, em que a álgebra envolvente Ae é de representação �nita, há apenas
uma quantidade �nita de álgebras não isomorfas cujas respectivas álgebras envolventes
são derivadamente mansas.
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3.4 Álgebras de Matrizes Triangulares Inferiores

Conforme o Lema 1.14, uma álgebra de matrizes triangulares inferiores com coe�cientes
em uma álgebra B é isomorfa ao seguinte produto tensorial:

Tn(B) ∼= kAn ⊗k B.

Tendo em mente este isomor�smo e o resultado do Teorema Principal, obtemos a classi�-
cação das álgebras de matrizes triangulares inferiores derivadamente discretas e derivada-
mente mansas, nos teoremas a seguir;

Teorema 4. Sejam n > 1, B uma k-álgebra associativa, básica, conexa de dimensão �nita
e Tn(B) a álgebra de matrizes triangulares inferiores de ordem n×n com coe�cientes em
B. Tn(B) é derivadamente discreta se, e somente se, ocorre um dos seguintes casos:

1. B ∼= k;

2. n = 2 e B é derivadamente equivalente a Tm(k), em que 2 6 m 6 4;

3. n = 3 e B ∼= T2(k);

4. n = 4 e B ∼= T2(k).

Demonstração. De fato, Tn(B) ∼= kAn ⊗k B.

Inicialmente, supomos que B não é semissimples. Pelo Corolário 1, temos os casos:

(i) n = 2 e B 'd kAm, em que 2 6 m 6 4;

(ii) n = 3 e B 'd kA2;

(iii) n = 4 e B 'd kA2.

Pelo isomor�smo Tm(k) ∼= kAm e o Corolário 1.34, os Casos (i), (ii) e (iii) são equivalentes
aos Casos 2, 3 e 4, respectivamente.

Finalmente, se B é semissimples, então B ∼= k. Portanto, ocorre o Caso 1.

Teorema 5. Sejam n > 1, B uma k-álgebra associativa, básica, conexa de dimensão �nita
e Tn(B) a álgebra de matrizes triangulares superiores de ordem n×n com coe�cientes em
B. A álgebra Tn(B) é derivadamente mansa se, e somente se, ocorre um dos seguintes
casos:

1. B ∼= k;

2. n = 2 e B é derivadamente equivalente a um dos casos abaixo;

(a) Tm(k), em que 2 6 m 6 5,
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(b) T2 (T2(k));

3. n = 3 e B é derivadamente equivalente a Tm(k), em que m = 2 ou m = 3;

4. n = 4 e B ∼= T2(k);

5. n = 5 e B ∼= T2(k).

Demonstração. De fato, Tn(B) ∼= kAn ⊗k B.

Inicialmente, supomos que B não é semissimples. Pelo Teorema Principal, temos os
casos:

(i) n = 2 e B 'd kAm, em que 2 6 m 6 5;

(ii) n = 2 e B 'd kD4;

(iii) n = 3 e B 'd kAm, em que m = 2 ou m = 3;

(iv) n = 4 e B 'd kA2;

(v) n = 5 e B 'd kA2.

Pelo Corolário 1.34 e os isomor�smos Tm(k) ∼= kAm, os Casos (iii), (iv), (v), (i) e (ii) são
equivalentes aos Casos 3, 4, 5 e os itens (a) e (b) do Caso 2, respectivamente.

Finalmente, se B é semissimples, então B ∼= k. Portanto, ocorre o Caso 1.

3.5 Listas das Álgebras A⊗kB Derivadamente Mansas

Pelo Corolário 1.34 e a Proposição 1.35, listamos os pares de álgebras A e B do Teorema
Principal a menos de isomor�smo nas Tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4. Na Tabela 3.1, listamos os
pares de álgebras derivadamente equivalentes as álgebras kA2 e a kAn, em que 2 6 n 6 4.
Na Tabela 3.2, listamos os pares de álgebras em que uma é derivadamente equivalente a
kA2 e a outra a kA5. Na Tabela 3.3, listamos os pares de álgebras em que ambas são
derivadamente equivalentes a kA3. Na Tabela 3.4, listamos os pares de álgebras em que
uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kD4.

Teorema 6. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não simples de
dimensão �nita. A álgebra A ⊗k B é derivadamente mansa se, e somente se, o par de
álgebras A e B é isomorfo a um dos pares de álgebras listados nas Tabelas 3.1, 3.2, 3.3
e 3.4.

Demonstração. Pelo Teorema Principal, A⊗kB é derivadamente mansa se, e somente se,
o par de álgebras A e B satisfazem um dos seguintes casos:
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(i) uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kAn, em que 2 6 n 6 4;

(ii) uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kA5;

(iii) ambas são derivadamente equivalentes a kA3;

(iv) uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kD4.

Mas as álgebras dos Casos (i), (ii), (iii) e (iv) são exatamente as álgebras listadas a menos
de isomor�smos nas Tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, respectivamente.

Corolário 6. Sejam A e B duas k-álgebras associativas, básicas, conexas, não simples
de dimensão �nita. As a�rmações abaixo são equivalentes:

1. A⊗k B é derivadamente �nita.

2. A⊗k B é derivadamente discreta.

3. O par de álgebras A e B é isomorfo a um dos pares de álgebras da Tabela 3.1.

Demonstração. Pelo Corolário 2, A ⊗k B é derivadamente �nita se, e somente se, é
derivadamente discreta. Além disso, pelo Corolário 1, o produto tensorial de duas ál-
gebras é derivadamente discreto se, e somente se, uma é derivadamente equivalente a kA2

e a outra a kAn, em que 2 6 n 6 4. Mas estas são exatamente as álgebras listadas a
menos de isomor�smos na Tabela 3.1.

Portanto, as três a�rmações são equivalentes.

Tabela 3.1: Uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kAn, em que 2 6 n 6 4

1 2 1 2 1 2 1 2 3

1 2 1 // 2 // 3 1 2 1 2 3 4

1 2 1 // 2 // 3 4 1 2 1 // 2 // 3 // 4

1 2 1 2 // 3 // 4

4

1 2 1 // 2 // 3



82 CAPÍTULO 3. O TEOREMA PRINCIPAL E SUAS CONSEQUÊNCIAS

Tabela 3.2: Uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kA5

1 2 1 2 3 4 5 1 2 1 // 2 // 3 4 5

1 2 1 2 // 3 // 4 5 1 2 1 2 3 // 4 // 5

1 2 1 // 2 // 3 // 4 5 1 2 1 2 // 3 // 4 // 5

1 2 1 // 2 // 3 // 4 // 5 1 2 1 // 2 // 3 4oo 5oo

1 2 1 2oo 3 //oo 4 // 5 1 2 1 // 2 // 3 // 4 // 5

5

1 2 1 2 // 3 // 4

5

1 2 1 2 3oo 4oo

5

��
1 2 1 2 3 // 4

5

1 2 1 2 // 3

OO

4

5

��
1 2 1 2 3oo 4

5

1 2 1 // 2 // 3

OO

4oo

5

1 2 1 2oo 3oo 4,oo

5

1 2 1 // 2 // 3 // 4

5

1 2 1 2oo 3oo

OO

4oo

5

1 2 1 // 2 // 3

OO

4

5

��
1 2 1 2oo 3oo 4

1 2

1 2 3

^^ @@

4

@@

5

^^
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Tabela 3.3: Ambas são derivadamente equivalentes a kA3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 // 2 // 3

1 // 2 // 3 1 // 2 // 3

Tabela 3.4: Uma é derivadamente equivalente a kA2 e a outra a kD4

4

1 2 1 2 3

4

1 2 1 // 2

OO

3oo

4

��
1 2 1 2 //oo 3

1

��

// 2

��
1 2 3 // 4

1 2 1 // 2 // 3 // 4
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