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Resumo

Neste trabalho, tratamos de algumas questões relacionadas a sistemas elípticos do tipo{
−∆ui = λifi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω,
(1)

onde Ω ⊂ RN é um domínio suave e limitado, N ≥ 2, os parâmetros λ1, . . . , λm são

positivos e as funções fi : Ω×Rm → R satisfazem algumas condições de crescimento que

serão discutidas principalmente nos Capítulos 2 e 3 deste trabalho.

No primeiro Capítulo, consideramos o caso particular{
−∆ϕi = γiρi(x)|ϕi+1|αi−1ϕi+1, Ω

ϕi = 0, ∂Ω,
(2)

onde ϕm+1 = ϕ1, os números α1, . . . , αm são positivos satisfazendo
∏m

i=1 αi = 1, e as

funções peso ρi são positivas e pertencem a LN(Ω). Neste Capítulo mostramos que o

conjunto

Γ = {(γ1, . . . , γm) ∈ Rm | (γ1, . . . , γm) é um autovalor principal de (2)}

forma uma hipersuperfície em Rm−1
+ que chamaremos de hipersuperfície principal para

este sistema.

No Capítulo 2, utilizamos a hipersuperfície Γ para desenvolver a conceito de conjunto

extremal para o sistema (1). Denotando por U o conjunto dos (λ1, . . . , λm) ∈ Rm tais que

o sistema (1) tem solução positiva em C1(Ω) mostramos que o conjunto extremal Λ∗ pode

ser escrito na forma

Λ∗ = ∂U ∩ Rm
+ .

Ainda neste capítulo, provamos alguns resultados envolvendo este conjunto e as suas

soluções extremais, como existência, regularidade e estabilidade de tais soluções. Também
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provamos algumas propriedades qualitativas de Λ∗ como continuidade, comportamento

assintótico e limitação deste conjunto.

Finalmente, no capítulo 3, investigamos a regularidade das soluções extremais para

uma classe de sistemas elípticos que chamaremos sistemas do tipo gradiente. Este termo

deve-se ao fato de que estaremos interessados em estudar o sistema (1) no caso em que

fi(x, u1, u2) = Fui(u1, u2), ou seja,{
−∆ui = λiFui(u1, u2), Ω

ui = 0, ∂Ω.

As funções Fui deverão satisfazer uma certa classe de condições que são veri�cadas, em

particular, para F da forma F (u1, u2) = f1(u1)f2(u2), entre outras. Nesta parte do

trabalho, estendemos o resultado de regularidade para as soluções extremais devido a C.

Cowan e M. Fazly em dimensõesN = 2 ouN = 3 quandom = 2 ([15]), mais precisamente,

nosso resultado de regularidade é válido para uma classe de não-linearidades que estende

o resultado conhecido para m = 2.

Palavras-Chaves: Sistemas Elípticos; Soluções Extremais; Hipersuperfície Principal;

Regularidade de Soluções.



Abstract

In this paper, we discuss some questions related to elliptical systems of the type{
−∆ui = λifi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω,
(3)

were Ω ⊂ RN is a smooth e bounded domain, N ≥ 2, the parameters λ1, . . . , λm are

positives and the functions fi : Ω × Rm → R satisfy growth conditions that will be

discussed mainly in Chapters 2 and 3 of this paper.

In the �rst Chapter, we consider the particular case{
−∆ϕi = γiρi(x)|ϕi+1|αi−1ϕi+1, Ω

ϕi = 0, ∂Ω,
(4)

were ϕm+1 = ϕ1, the number α1, . . . , αm are positives, satisfy
∏m

i=1 αi = 1, and the weight

function ρi are positives and belong to LN(Ω). In this Chapter we show that the set

Γ = {(γ1, . . . , γm) ∈ Rm | (γ1, . . . , γm) é um autovalor principal de (4)}

de�ne a hypersurface in Rm−1
+ what shall we call principal hypersurface for this system.

In the Chapter 2, we use the hypersurface Γ to develop the concept of extremal set

for the system (3). Denoting by U the set of (λ1, . . . , λm) ∈ Rm such that the system (3)

has a positive solution in C1(Ω) we show that the extremal set Λ∗ can be written in the

form

Λ∗ = ∂U ∩ Rm
+ .

Still in this Chapter, we have proved some results involving this set and its solutions such

as existence, regularity and stability of such solutions. We also prove some qualitative

properties of Λ∗ such as continuity, behavior asymptotic and limitation of this set.
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Finally, in Chapter 3, we investigated the regularity of the extremal solutions for a class

of elliptical systems that we will call gradient-type systems. This term is due to the fact

that we will be interested in studying the system (3) in the case fi(x, u1, u2) = Fui(u1, u2),

that is, {
−∆ui = λiFui(u1, u2), Ω

ui = 0, ∂Ω.

The functions Fui must satisfy a certain class of conditions which are veri�ed, in particular,

to F (u1, u2) = f1(u1)f2(u2), among others. In this part of the work, we extend the

regularity result for the extremal solutions due to C. Cowan and M. Fazly in dimensions

N = 2 or N = 3 when m = 2 ([15]), more precisely, our regularity result holds for a class

of nonlinearities that extends the known result to m = 2.

Key-Words: Elliptic Systems; Extremal Solutions; Principal Hypersurface; Regularity

of solutions
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Introdução

Neste trabalho trataremos de algumas questões relacionadas a sistemas elípticos do

tipo {
−∆ui = λifi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω
(5)

onde Ω ⊂ RN é um domínio suave e limitado, N ≥ 2, os parâmetros λi são positivos e as

funções fi : Ω× Rm → R satisfazem algumas condições de crescimento.

Nosso trabalho foi inspirado pelo bem estudado problema escalar{
−∆u = λf(u), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(6)

onde λ > 0 é um parâmetro, Ω ⊂ RN denota um domínio suave e limitado, e f : R+ → R
satisfaz as condições

f é suave, não decrescente e convexa, f(0) > 0 e lim
u→+∞

f(u)

u
= +∞. (7)

Exemplos típicos de funções satistazendo as condição (7) são:

• f(u) = eu;

• f(u) = (1 + u)p, onde p > 1.

O caso f(u) = eu com Ω = B1, onde B1 é a bola unitária em RN , é conhecido

como problema de Bratu-Liouville-Gelfand (ver [2], [26], [29] e [32]) que em dimensões

N = 1, 2, 3 deriva do modelo matemático do fenômeno de auto-combustão (ver [19]). Para

mais detalhes o leitor pode consultar [1], [18], [22] e [39]. Neste contexto, o parâmetro

λ > 0 é chamado parâmetro de Frank-Kamenetskii e quanti�ca o equilíbrio entre a difusão

e a reação, isto sugere a possibilidade de não existência de soluções limitadas para λ
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su�cientemente grande. De fato, o primeiro resultado neste sentido foi obtido por J.

Liouville no ano de 1853 no caso N = 2 (ver [32]), os casos N = 1 e N ≥ 3 podem ser

encontrados em [19] e [30]. Para não linearidades mais gerais veja [40] e [41].

Dizemos que uma função não negativa u é uma solução fraca de (6), se u ∈ L1(Ω),

f(u)δ ∈ L1(Ω), e ∫
Ω

u(−∆ϕ)dx = λ

∫
Ω

f(u)ϕdx

para todo ϕ ∈ C2
0(Ω), onde δ(x) = dist(x, ∂Ω). Vale observar que a integral no membro

direito acima faz sentido, pois a condição ϕ ∈ C2
0(Ω) implica que |ϕ(x)| ≤ Cδ(x). Dizemos

ainda que, uma solução u de (6) é minimal se, dada qualquer outra solução v, tenhamos

u(x) ≤ v(x) ∀x ∈ Ω.

Para o problema (6), é conhecido que

Teorema 0.1 ([3], [5], [19], [31]). Suponha que N ≥ 1. Seja Ω ⊂ RN um domínio suave

e limitado, e f uma função satisfazendo (7). Então existe um parâmetro λ∗ ∈ (0,+∞)

tal que

(i) Para todo 0 < λ < λ∗, o problema (6) tem uma solução minimal clássica uλ;

(ii) Para todo λ > λ∗, o problema (6) não admite solução fraca;

(iii) Para λ = λ∗, o problema (6) admite uma única solução fraca.

A família de soluções minimais clássicas {uλ | 0 < λ < λ∗} é crescente em λ, e

seu limite quando λ ↗ λ∗ é a solução fraca u∗ = uλ∗ de (6) para λ = λ∗ (ver [3], [5]

e [19]). Esta solução é chamada solução extremal e pode ser mostrado que, para todo

λ ∈ [0, λ∗], uλ é solução estável de (2). Por soluções estáveis denominamos as soluções uλ
que veri�cam λ1(−∆− λf ′(uλ); Ω) > 0.

A regularidade e as propriedades da solução extremal depende fortemente da dimensão

N , do domínio Ω e da não linearidade f . Quando f(u) = eu, é conhecido que u∗ ∈ L∞(Ω)

se N ≤ 9 (para todo Ω) (ver [16], [34]), enquanto que u∗(x) = −2 log |x| e λ∗ = 2(N−2) se

N ≥ 10 e Ω = B1 (ver [30]). Para f(u) = (1 + u)p, com p > 1 e Ω = B1, vale u∗ ∈ L∞(Ω)

se N − 2 < 4p
p−1

+ 4
√

p
p−1

(ver [6] e [34]). O problema de determinar a regularidade de u∗

em função da dimensão N , para não linearidades gerais f satisfazendo (7), foi proposto

por H. Brezis e J. Vázquez no �nal dos anos 90's (ver [3] e [6]) e o primeiro resultado

importante neste sentido foi estabelecido em 2000 por G. Nedev [37]. Ele provou que, para

todo domínio Ω e toda não linearidade f sob a hipótese (7), a solução extremal satisfaz



Introdução 3

u∗ ∈ L∞(Ω) se N ≤ 3 enquanto que u∗ ∈ H1
0 (Ω) se N ≤ 5. Outros resultados recentes

importantes são:

Teorema 0.2 ([8]). Seja B1 a bola unitária de RN , f uma função satisfazendo a condição

(7), e u∗ a solução extremal de (6).

(i) Se N ≤ 9, então u∗ ∈ L∞(Ω);

(ii) Se N ≥ 10, então u∗ ∈ Lp(Ω) para todo p < pn, onde

pN = 2 +
4

N
2+
√
N−1
− 2

;

(iii) Para toda dimensão N , u∗ ∈ H3(Ω).

Teorema 0.3 ([7],[10]). Seja Ω ⊂ RN um domínio convexo, suave e limitado, f uma

função satisfazendo (7), e u∗ a solução extremal de (6).

(i) Se N ≤ 4, então u∗ ∈ L∞(Ω).

(ii) Se N ≥ 5, então u∗ ∈ Lp(Ω) para todo p < 2N
N−4

= 2 + 4
N
2
−2
.

O item (i) do Teorema 0.3 é esperado para 5 ≤ N ≤ 9 em domínios suaves e limitados

arbitrários, no entanto, ainda permanece em aberto. Extensões do problema (6) para o

operador p−laplaciano podem ser encontradas em [9], [11], [23], [24], [25] e [38]. Para

problemas relacionados a condições de Neumann não lineares o leitor pode consultar [17]

e [43].

Nosso objetivo é estudar a extensão natural do problema (6) no caso vetorial, em

outras palavras, vamos estudar o sistema{
−Liui = λifi(x, u1, . . . , um), em Ω

ui = 0, sobre ∂Ω,
(8)

onde Ω ⊂ RN é um domínio suave e limitado, N ≥ 2, Li são operador diferenciais elípticos
gerais de segunda ordem e os parâmetros λ1, . . . , λm são positivos.

As principais hipóteses sobre as não linearidades fi são:

Hipóteses gerais sobre as funções fi:

fi(x, ·, . . . , ·) ∈ C1(Rm
+ ), ∀x ∈ Ω; (9)
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0 ≤ fi(·, u1, . . . , um) ≤ fi(·, v1, . . . , vm), ∀uj ≤ vj; (10)

fi(·, 0, . . . , 0) ∈ LN(Ω); (11)

fi(·, u1, . . . , um) ≥ ρi(·)uαii+1, um+1 := u1 (12)

onde α1, . . . , αm > 0,
∏m

i=1 αi = 1, e ρ1, . . . , ρm ∈ LN(Ω) são funções positivas em quase

todo ponto.

Para iniciar o estudo do sistema (8) precisamos investigar a existência de um análogo

vetorial para o parâmetro λ∗, ou seja, um conjunto fechado Λ∗ ⊂ Rm, que chamaremos

de conjunto extremal, tal que a união Rm
+ = U ∪ Λ∗ ∪ V seja disjunta e de modo que

(i) Se Λ = (λ1, . . . , λm) ∈ U , então o problema (8) tem uma solução minimal em C1(Ω);

(ii) Se Λ = (λ1, . . . , λm) ∈ V , então o problema (8) não tem solução em C1(Ω).

A primeira contribuição para o estudo do conjunto Λ∗ e das soluções extremais as-

sociadas foi dada em 2005 por Marcelo Montenegro para o caso m = 2 (ver [35]). Para

construir o conjunto extremal Λ∗, Marcelo Montenegro, faz uso de algumas propriedades

da curva principal associada ao problema de autovalor não linear
−∆ϕ1 = γ1ρ1(x)|ϕ2|α1−1ϕ2, em Ω

−∆ϕ2 = γ2ρ2(x)|ϕ1|α2−1ϕ1, em Ω

ϕ1 = ϕ2 = 0, sobre ∂Ω,

(13)

onde Ω ⊂ RN é suave e limitado, α1, α2 > 0, α1α2 = 1 e as funções peso ρ1, ρ2 são positivas

em quase todo ponto e pertencem a Lp(Ω), com p ≥ N . Dizemos que o par (γ1, γ2) ∈ R2

é um autovalor principal de (13) se este problema admite uma solução positiva. Marcos

Montenegro mostrou (ver [36]) que o conjunto

Γ = {(γ1, γ2) ∈ R2 | (γ1, γ2) é um autovalor principal de (13)}

na verdade forma uma curva contínua em R2
+. Neste contexto, a curva Γ desempenha um

papel similar ao primeiro autovalor do operador Laplaciano com condições de Dirichlet

em Ω, e é usada em [35] para de�nir o conjunto extremal Λ∗ para m = 2.
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Um dos objetivos deste trabalho é estender estes resultados para sistemas com m ≥
3 equações. Para isso, necessitamos primeiramente de um conjunto que faça o papel

da autocurva Γ em Rm. Neste caso, considerando a extensão natural do sistema (13),

provamos o seguinte resultado:

Teorema 0.4. Seja Ω ⊂ RN suave e limitado. Suponha que α1, . . . , αm são números

positivos satisfazendo
∏m

i=1 αi = 1, as funções peso ρi são não negativas, não nulas q.t.p.

e pertencem a LN(Ω). Então, existe uma função contínua H : Rm → R e uma constante

γ∗ de modo que, o sistema{
−Liϕi = γiρi(x)|ϕi+1|αi−1ϕi+1, Ω

ϕi = 0, ∂Ω,
(14)

onde ϕm+1 = ϕ1, tem uma solução positiva em W 2,N
0 (Ω)m se, e somente se,

H(γ1, . . . , γm) = γ∗

Nossa abordagem para este Teorema consiste nas seguintes etapas:

Inicialmente, construímos um operador T : W 2,N
0 (Ω) → W 2,N

0 (Ω), e induzimos em

W 2,N
0 (Ω) uma ordem parcial considerando o cone positivo

K = {u ∈ W 2,N
0 (Ω) | u(x) ≥ 0, x ∈ Ω}.

Mais precisamente, de�nimos T = T1 ◦ . . . ◦ Tm, onde T1, . . . , Tm : W 2,N
0 (Ω) → W 2,N

0 (Ω),

são tais que

Ti(ϕ) = (−Li)−1(ρi(x)|ϕ|αi−1ϕ).

Feito isso, a próxima etapa é mostrar que T é completamente contínuo em W 2,N
0 (Ω) e

que T |K é positivamente 1-homogêneo, monótono e fortemente positivo na ordem parcial

induzida pelo cone K. O operador T é estritamente positivo se veri�ca

T (ϕ) ∈ intK para todo ϕ ∈ K\{0}.

A 1-homogeneidade segue imediatamente da condição
∏m

i=1 αi = 1 e da de�nição de T . Os

demais resultados seguem basicamente da Teoria de Regularidade Elíptica, do Princípio

do Máximo e do Princípio de Comparação.

Finalmente, fazemos uso da seguinte versão do teorema de Krein-Rutman não linear

para mostrar que o operador T tem um autovalor principal γ∗:
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Teorema 0.5 ([28]). Seja E um espaço de Banach real contendo um cone sólido K. Seja

T : E → E um operador completamente contínuo, com T |K : K → K positivamente 1-

homogêneo, monótono e fortemente positivo. Além disso, suponha que existam elementos

não nulos w, T (w) ∈ Im(T ) ∩K. Então, existe uma constante µ0 > 0 com as seguintes

propriedades:

(i) Existe u ∈ K\{0}, com u = µ0T (u);

(ii) Se v ∈ K\{0} e µ > 0 são tais que v = µT (v), então µ = µ0.

Este resultado combinado com a de�nição do operador T conduzirá à uma relação

entre os parâmetros γi, os expoentes αi e a constante γ∗, dada por

H(γ1, . . . , γm) = γ1γ
α1
2 · · · γα1···αm−1

m = γ∗.

Vale observar que a hipersuperfície Γ̃ = H−1(γ∗) extende o conceito de curva principal

para o caso m ≥ 3, por este motivo, denotamos simplesmente

Γ = H−1(γ∗)

e dizemos que Γ é a hipersuperfície principal do sistema (14).

Assim como no caso m = 2, a hipersuperfície Γ é usada para de�nir e estimar Λ∗. Na

verdade, se denotamos por ≤ a ordem parcial em Rm induzida pelo cone positivo Rm
+ ,

uma consequência imediata da construção de Λ∗ é que Γ e Λ∗ veri�cam

Λ∗ ≤ Γ.

Os principais resultados envolvendo o conjunto extremal Λ∗ são:

Teorema 0.6 (Existência). Existe um conjunto fechado Λ∗ ⊂ Rm
+ tal que a união Rm

+ =

U ∪ Λ∗ ∪ V é disjunta e vale as seguintes a�rmações:

(i) Se Λ = (λ1, . . . , λm) ∈ U , então o problema (8) tem uma solução minimal em C1(Ω);

(ii) Se Λ = (λ1, . . . , λm) ∈ V, então o problema (8) não tem solução em C1(Ω).

Teorema 0.7 (Propriedades Qualitativas). A função vetorial S : Rm−1
+ → Λ∗ ⊂ Rm dada

por S(Σ) = (λ∗1(Σ), . . . , λ∗m(Σ)) tem as seguintes propriedades:

(a) S é contínua;

(b) Se Σ ≤ Σ′, então λ∗1(Σ) ≥ λ∗1(Σ′) e λ∗i (Σ) ≤ λ∗i (Σ
′), onde i = 2, . . . ,m;

(c) λ∗1(Σ)→ 0 quando Σ→∞;
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(d) Se f1(·, t̂1) ≥ ζ1(·)t1−ω1(·) para todo t1 ≥ 0, onde ζ1, ω1 ∈ LN(Ω) são funções positivas

em quase todo ponto, então λ∗1 é limitado;

(e) Se para todo κ0 > 0, existem t01, . . . , t
0
m > 0 tais que

κ0‖f1(·, t01, . . . , t0m)‖LN (Ω) ≤ t01,

então λ∗1 é ilimitado.

Como consequência dos ítens (d) e (e) deste Teorema, temos

Corolário 0.1. O conjunto extremal do sistema{
−∆ui = λi(1 + a1(x)u1 + . . .+ am(x)um)ri , Ω

ui = 0, ∂Ω

onde ai(x) ∈ LN(Ω) e
∏m

i=1 ri > 1, é limitado em pelo menos uma direção λi.

Corolário 0.2. O conjunto extremal do sistema{
−∆ui = λie

ui+1 , Ω

ui = 0, ∂Ω
,

onde um+1 = u1 é ilimitado em todas as direções λi.

Teorema 0.8 (Existência de Soluções Fracas sobre Λ∗). O problema (8), com Li = ∆,

tem solução minimal fraca para Λ = (λ∗1, . . . , λ
∗
m) ∈ Λ∗.

A solução (u∗1, . . . , u
∗
m) ∈ L1(Ω)m associada ao parâmetro Λ = (λ∗1, . . . , λ

∗
m) ∈ Λ∗ é

chamada solução extremal.

Para o estudo da estabilidade das soluções, além das hipóteses citadas acima sobre as

fi devemos considerar as seguintes

Hipóteses gerais para o estudo da estabilidade das soluções:

sup
0<uj<k0
j=1,...,m

‖∇fi(·, u1, . . . , um)‖Rm ∈ LN(Ω), k0 > 0, i = 1, . . . ,m; (15)

∇fi(·, u1, . . . , um) 6≡ 0, ∀ui > 0, i = 1, . . . ,m. (16)
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Vale lembrar a de�nição de estabilidade para soluções do sistema (8) (ver também

[35]): Dizemos que uma solução (u1, . . . , um)Λ do sistema (8), associada ao parâmetro

Λ = (λ1, . . . , λm), é estável, se o sistema −∆ψi − λi
m∑
j=1

∂

∂uj
fi(x, (u1, . . . , um)Λ)ψj = ηψi, em Ω

ψi = 0, sobre ∂Ω

tem um primeiro autovalor η1 positivo.

Teorema 0.9 (Estabilidade das Soluções Minimais Abaixo de Λ∗). Suponha que as

funções fi, i = 1, . . . ,m, satisfazem as condições (9) - (12), (15) e (16). Então, a família

{(u1, . . . , um)Λ | Λ ∈ U}

de soluções minimais C1(Ω) de (8) é estável.

Neste ponto, observamos que a estabilidade das soluções minimais não depende da

convexidade das não linearidades f1, . . . , fm. Com isso, estendemos o resultado de esta-

bilidade conhecido para m = 2 (ver [35]).

O primeiro avanço na direção do estudo da regularidade das soluções extremais para

o caso vetorial com m = 2 foi dado em 2011 por C. Cowan (ver [14]). Considerando o

seguinte sistema do tipo Gelfand
−∆u = λev, Ω

−∆v = γeu, Ω

u = v = 0, ∂Ω

,

onde Ω é um domínio suave e limitado em RN ele mostrou que se 3 ≤ N ≤ 9 e o parâmetro

extremal (λ∗, γ∗) ∈ Λ∗ satisfaz

N − 2

8
<
γ∗

λ∗
<

8

N − 2
.

Então a solução extremal (u∗, v∗) é limitada.

Em 2014, C. Cowan e M. Fazly (ver [15]) estudaram os sistemas
−∆u = λf ′(u)g(v), Ω

−∆v = γf(u)g′(v), Ω

u = v = 0, ∂Ω,

(17)

e
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−∆u = λf(u)g′(v), Ω

−∆v = γf ′(u)g(v), Ω

u = v = 0, ∂Ω.

(18)

No primeiro caso eles consideraram Ω um domínio suave limitado e convexo em RN com

N = 2 ou N = 3 e as funções f e g satisfazendo a condição (7) e algumas condições

de crescimento. Nestas hipóteses eles mostraram que as soluções extremais (u∗, v∗) de

(17) são limitadas. Por outro lado, para o sistema (18) eles consideraram N = 3, g(v) =

(1 + v)q, 1 < q < +∞, f satisfazendo a condição (7) e f ′′(u) ≥ C > 0, então provaram

que as soluções extremais (u∗, v∗) são limitadas. Em 2015, M. Fazly (ver [20]) provou

que, no caso radial com (f1, . . . , fm) = ∇F , as soluções estáveis de (8) são limitadas para

2 ≤ N ≤ 9. Ressaltamos ainda o resultado obtido por C. Cowan em 2015 (ver [13]) para

o seguinte sistema do tipo Lane-Emden
−∆u = λ(1 + v)p, Ω

−∆v = γ(1 + u)θ, Ω

u = v = 0, ∂Ω,

onde Ω é um domínio suave e limitado em RN com 1 < p ≤ θ. Supondo que

N

2
= 1 +

2(θ + 1)

pθ − 1

√pq(p+ 1)

θ + 1
+

√
pq(p+ 1)

θ + 1
−
√
pq(p+ 1)

θ + 1

 ,

então as soluções extremais associadas ao sistema acima são limitadas.

Finalizamos este trabalho investigando a regularidade das soluções extremais para

uma classe de sistemas elípticos do tipo gradiente. Ou seja, consideramos o sistema{
−∆ui = λiFui(u1, u2), Ω

ui = 0, ∂Ω,
(19)

onde a função F : R2 → R é de classe C3(R2
+) e satisfaz a hipótese (7) em cada variá-

vel. Além das condições acima citadas, a função F deve satisfazer as condições, onde

denotamos û1 = (u1, 0) e û2 = (0, u2)

• Para todo i ∈ {1, 2}
lim inf
ui→∞

Fuiui(ûi) = +∞; (20)

• Existem constantes C,R > 0 tal que, para todo i ∈ {1, 2} vale
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C ≤ Fuiui(ûi)Fui
Fui(ûi)Fuiui

≤ 1, (21)

para todo ui ≥ R;

• Para todo ε > 0, existem R1, R2 > 0 de modo que, para i, j ∈ {1, 2} com i 6= j vale

Fuiui
(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj

≤ ε. (22)

onde esta condição deve ser satisfeita para todo ui ≤ R1 e todo uj ≥ R2, onde

Aj = Fuj(0, 0);

• Existe uma constante C > 0 tal que, para todo i, j ∈ {1, 2}, com i 6= j, vale

Fui(u1, u2)

Fui(ûi)F (ûj)
≤ C (23)

onde esta condição deve ser satisfeita para todo ui, uj ≥ R;

uniformemente em uj, j 6= i.

Nossa contribuição neste sentido é a seguinte:

Teorema 0.10. Suponha que Ω ⊂ RN é um conjunto suave, limitado e convexo com

N ≤ 3. Suponha ainda que Fui : R2 → R satisfaz as hipóteses (3.4) - (3.7). Então a

solução extremal minimal (u∗1, u
∗
2) de (19) é limitada.

Nosso teorema estende o caso gradiente provado por C. Cowan e M. Fazly em 2014 (ver

[15]), de fato, este Teorema se aplica a potenciais mais gerais do que o F (u, v) = f(u)g(v).

Como exemplo, temos o seguinte corolário:

Corolário 0.3. As soluções extremais dos sistemas
−∆u1 = λ1(pepu1+pu2 − pup−1

1 up2), Ω

−∆u2 = λ2(pepu1+pu2 − pup−1
2 up1), Ω

u1 = u2 = 0, ∂Ω

e 
−∆u1 = λ1(p(u1 + 1)p−1(u2 + 1)q − rur−1

1 ur2), Ω

−∆u2 = λ2(q(u1 + 1)q−1(u2 + 1)p − rur−1
2 ur1), Ω

u1 = u2 = 0, ∂Ω

com p, q > 2 e 2 ≤ r < min{p, q}, são limitadas.



Notações

Neste trabalho usamos as seguintes notações:

• RN : Espaço Euclidiano N -dimensional munido da norma ‖x‖RN =

(
N∑
i=1

x2
i

)1/2

.

• Rm
+ = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm | x1, . . . , xm > 0}: Conjunto das m-úplas de números

reais positivos.

• Ω: Domínio limitado e suave em RN , N ≥ 2.

• ∇u(x): Gradiente da função u, isto é, ∇u(x) =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
.

• ∆u(x) =
N∑
i=1

∂2u(x)

∂x2
i

: Operador Laplaciano.

• q.t.p.: Quase todo ponto, isto é, a menos de um conjunto de medida nula.

• x̂i = (0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0): Vetor em Rm cuja única coordenada diferente de zero é

a i-ésima, a qual é igual a xi.

• C(Ω): Espaço das funções contínuas de�nidas em Ω.

• Ck(Ω): Espaço das funções de�nidas em Ω que possuem derivadas contínuas até a

k-ésima ordem.

• Ck
0 (Ω): Espaço das funções Ck(Ω) tais que o suporte de u está compactamente

contido em Ω.

• C∞(Ω): Espaço das funções contínuas com derivadas de ordem k contínuas para

todo k ∈ N.
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• Lp(Ω): Espaço das funções mensuráveis u : Ω → R tais que
∫

Ω

|u|pdx <∞, onde

1 ≤ p <∞.

• L∞(Ω): Espaço das funções mensuráveis u : Ω→ R tais que sup
Ω
|u| <∞.

• Lpδ(Ω): Espaço das funções mensuráveis u : Ω → R tais que
∫

Ω

|u|pδ(x)dx <∞,

onde 1 ≤ p <∞.

• Ck,α(Ω): Espaço das funções com derivadas contínuas até a ordem k e cuja k-ésima

derivada é Hölder contínua com expoente α.

• Cα(Ω) = C0,α(Ω): Espaço das funções Hölder contínuas com expoente α.

• W k,p(Ω): Espaço de Sobolev das funções em Lp(Ω) que possuem derivadas fracas

até a ordem k pertencentes a Lp(Ω).

• W k,p
0 (Ω): Fecho de C∞0 (Ω) em W k,p(Ω).

• X ↪→ Y : Imersão de Sobolev de X em Y .

• f = O(x): Notação de "o grande", isto signi�ca que existe uma constante C > 0 tal

que f = Cx.



Capítulo

1
Problema de Autovalor Principal

1.1 Um Teorema do tipo Krein-Rutman Não-Linear

Nesta seção, apresentamos os conceitos básicos para o entendimento da teoria de

Krein-Rutman não-linear. O resultado principal desta seção é uma versão do Teorema de

Krein-Rutman, este resultado será fundamental para a próxima seção, onde estabelecemos

a noção de hipersupefície principal associada a um problema de autovalor do tipo Lane-

Emden. Em toda seção, o conjunto E será um espaço de Banach real.

De�nição 1.1. Um conjunto convexo K ⊂ E é chamado um cone fechado, se

(i) λK ⊂ K, para todo λ ≥ 0;

(ii) K ∩ (−K) = {0}.

De�nição 1.2. O cone K ⊂ E é chamado um cone sólido, se intK 6= ∅.

Um cone K ⊂ E induz uma ordem parcial em E da seguinte maneira

u � v ⇐⇒ v − u ∈ K.

De fato,

• (Re�exividade) Para todo u ∈ E, temos u � u, pois 0 ∈ K;

• (Anti-simétria) Se u � v e v � u, então (u− v) ∈ K ∩ (−K), logo u− v = 0.
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• (Transitividade) Se u � v e v � w, então v − u ∈ K e w − v ∈ K. Como K é um

conjunto convexo, temos que 1
2
(w−u) = 1

2
(w−v)+ 1

2
(v−u) ∈ K segue da de�nição

de cone que w − u ∈ K.

Dizemos que o espaço de Banach (E,K,�) está parcialmente ordenado e que K é o cone

positivo deste espaço.

De�nição 1.3. Um operador T : E → E é chamado crescente, se

u � v ⇒ T (u) � T (v).

Caso 0 � T (u), para todo u ∈ K, dizemos que T é um operador positivo. Isto signi�ca

que T (K) ⊂ K. Se T (K) ⊂ intK dizemos que T é estritamente positivo.

De�nição 1.4. Um operador T : E → E é dito completamente contínuo se, para toda

sequência fracamente convergente (xn) ⊂ E, a sequência T (xn) é fortemente convergente

em E.

De�nição 1.5. Um operador T : E → E é positivamente 1-homegêneo, se veri�ca a

condição

T (tx) = tT (x) para todo t > 0.

O teorema a seguir pode ser encontrado em [28]. Vale observar que, substituímos

no resultado original, a hipótese de operador forte, pela condição operador fortemente

positivo. Visto que, o cone no qual trabalhamos no decorrer deste capítulo será um cone

sólido, estas mudanças não trarão problemas no que diz respeito à aplicação do teorema.

Teorema 1.1 ([28]). Seja E um espaço de Banach real contendo um cone sólido K. Seja

T : E → E um operador completamente contínuo, com T |K : K → K positivamente 1-

homogêneo, monótono e fortemente positivo. Além disso, suponha que existam elementos

não nulos w, T (w) ∈ Im(T ) ∩K. Então, existe uma constante µ0 > 0 com as seguintes

propriedades:

(i) Existe u ∈ K\{0}, com u = µ0T (u);

(ii) Se v ∈ K\{0} e µ > 0 são tais que v = µT (v), então µ = µ0.

1.2 A Hipersuperfície Principal para Sistemas do Tipo

Lane-Emden

Sejam Ω um domínio suave e limitado em RN , N ≥ 2, ρi ∈ LN(Ω) funções positivas

q.t.p., i = 1, . . . ,m e αi números positivos, satisfazendo
∏m

i=1 αi = 1. Considere o sistema
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{
−∆ϕi = γiρi(x)|ϕi+1|αi−1ϕi+1, em Ω

ϕi = 0, sobre ∂Ω,
(1.1)

onde ϕm+1 := ϕ1. Nesta seção, investiregamos quais as condições sobre os números γi
de modo a garantir a existência de soluções positivas em C1

0(Ω) para o sistema (1.1).

Mostraremos que o conjunto

Γ = {(γ1, . . . , γm) ∈ Rm | (1.1) tem solução positiva em C1
0(Ω)}

na verdade, forma uma hipersuperfície suave em Rm
+ , a qual chamaremos de hipersuperfície

principal do sistema (1.1) por dois motivos:

(1) Γ é a extensão natural do conceito de curva principal, introduzida por M. Monte-

negro (ver [36]);

(2) A caracterização de Γ está fortemente conectada à noção de autovalor principal para

operadores não-lineares.

Neste contexto, temos a seguinte de�nição:

De�nição 1.1. Dizemos que (γ1, . . . , γm) ∈ Rm é um autovalor do sistema (1.1), se ele

admite uma solução não trivial. O ponto (γ1, . . . , γm) ∈ Rm é um autovalor principal, se

o sistema (1.1) admite uma solução positiva.

Usaremos o Teorema 1.1 para mostrar que o conjunto Γ pode ser visto como a imagem

inversa de um valor regular por uma função suave H : Rm → R, cuja expressão conduzirá
a várias propriedades qualitativas deste conjunto. Em particular, veremos que Γ ⊂ Rm

+

divide Rm
+ em dois conjuntos abertos, conexos e não-limitados.

Agora podemos enunciar o resultado principal deste capítulo

Teorema 1.2. Seja Ω ⊂ RN suave e limitado. Suponha que α1, . . . , αm > 0 e satisfazem∏m
i=1 αi = 1. Então, existe uma função H : Rm → R e uma constante γ∗ tais que, o

sistema (1.1) tem uma solução limitada positiva se, e somente se

H(γ1, . . . , γm) = γ∗.

A �m de aplicar o Teorema 1.1, vamos de�nir os conjuntos E := W 2,N
0 (Ω) e

K := {u ∈ W 2,N
0 (Ω) | u ≥ 0 em Ω} ⊂ E.
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Note que o conjunto K é um cone sólido em E. Este cone, de�ne uma ordem parcial em

E no sentido que foi de�nido na seção anterior. Agora, vamos à construção do operador

T com as propriedades do enunciado do Teorema 1.1.

Se ϕ ∈ E\{0}, então |ϕ|αi−1ϕ ∈ C(Ω). Assim, existe uma única solução u ∈ W 2,N(Ω)

para o problema {
−∆u = ρi(x)|ϕ|αi−1ϕ, Ω

u = 0, ∂Ω
, (1.2)

(ver [27], Teorema 9.15) onde ρi e αi, i = 1, . . . ,m, estão sob as hipóteses do problema

(1.1), ou seja, ρi ∈ LN(Ω) e α1, . . . , αm > 0,
∏m

i=1 αi = 1. Pela Teoria de Regularidade

Elíptica u ∈ C1(Ω).

De�nimos o operador solução Ti : E → E por Ti(ϕ) = u, onde u é a única solução

limitada de (1.2).

Lema 1.6. Para todo τ > 0 e ϕ ∈ E, temos Ti(τϕ) = ταiTi(ϕ).

Demonstração. Denote u = Ti(ϕ) e u = ταiu. Então

−∆u = ταi(−∆u) = ταiρi(x)|ϕ|αi−1ϕ = ρi(x)|τϕ|αi−1τϕ.

Portanto, Ti(τϕ) = u = ταiTi(ϕ).

�

De�nimos T := T1◦. . .◦Tm. Nosso próximo passo é mostrar que o operador T : E → E

é completamente contínuo e que T |K cumpre as hipóteses do Teorema 1.1.

Lema 1.7. T : E → E é positivamente 1-homogêneo.

Demonstração. Pelo Lema 1.6, se τ > 0 e ϕ ∈ E, então

T (τϕ) = (T1 ◦ . . . ◦ Tm)(τϕ) = τ
∏m
i=1 αiT (ϕ) = τT (ϕ).

�

Seja (−∆)−1 : L∞(Ω)→ L∞(Ω) o operador solução do problema de Dirichlet{
−∆u = h, Ω

u = 0, ∂Ω.

É conhecido que (−∆)−1 é contínuo e existe c > 0 independente de u tal que
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‖u‖W 2,N (Ω) ≤ c‖h‖W 2,N (Ω)

para todo h ∈ W 2,N(Ω) ∩W 1,N
0 (Ω) (Ver Lema 9.17 [27]).

Lema 1.8. T : E → E é compacto.

Demonstração. Basta mostrar que Ti é compacto. Seja M ⊂ E um conjunto limitado,

então Mαi = {|ϕ|αi | ϕ ∈M} é limitado em C(Ω). Assim

‖u‖L∞(Ω) ≤ c‖ϕ‖αiL∞(Ω) < +∞

onde u = Ti(ϕ). Segue que Ti(M) e limitado em C1,σ(Ω). Como a imersão C1,σ(Ω) ↪→
C1(Ω) é compacta, segue que Ti(M) é pré-compacto em E.

�

Lema 1.9. T : E → E é contínuo.

Demonstração. Basta mostrar que Ti é contínuo. Suponha que ϕn → ϕ em E, e seja

un = Ti(ϕn). Precisamos mostrar que un → Ti(ϕ). Note que {ϕn} é limitada em E,

além disso Ti é compacto, assim {un} tem uma subsequência convergente para u ∈ C1(Ω).

A�rmamos que u = Ti(ϕ). De fato, ϕn → ϕ implica que ρi(x)|ϕn|αi−1ϕn → ρi(x)|ϕ|αi−1ϕ.

Assim (−∆)−1(ρi(x)|ϕn|αi−1ϕn)→ (−∆)−1(ρi(x)|ϕ|αi−1ϕ) em C1,σ(Ω). Daí, u satisfaz{
−∆u = ρi(x)|ϕ|αi−1ϕ, Ω

u = 0, ∂Ω,

ou seja, u = Ti(ϕ).

�

Lema 1.10. T : K → K é fortemente positivo.

Demonstração. Seja ϕ ∈ K\{0}, então pelo Princípio do Máximo Forte (ver [27],

Teorema 3.1) e o Lema de Hopf (ver [27], Lema 3.4)

Ti(ϕ) ∈ {u ∈ C1
0(Ω) | u > 0 em Ω e

∂u

∂ν
< 0 sobre ∂Ω}.

Isto implica que Ti(ϕ) pertence ao interior de K.

�

Lema 1.11. T : K → K é monótono.
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Demonstração. Lembremos que ϕ1 � ϕ2 ⇔ ϕ2 − ϕ1 ∈ K ⇔ ϕ1(x) ≤ ϕ2(x), ∀x ∈ Ω.

Sejam ϕ1, ϕ2 ∈ K tais que ϕ1 � ϕ2, então ϕ
αi
1 (x) ≤ ϕαi2 (x), ∀x ∈ Ω. Se ϕ1 ≡ 0 o lema

segue da positividade de T . Suponhamos que ϕ1 6≡ 0, sejam u1 := Ti(ϕ1) e u2 := Ti(ϕ2),

daí 0 ≤ −∆u1 = ϕαi ≤ ϕαi2 = −∆u2 em Ω e u1 = u2 = 0, sobre ∂Ω. Segue do Princípio

da Máximo (ver [27], Teorema 3.3) que u1 ≤ u2 em Ω.

�

Finalmente estamos em posição de demonstrar o Teorema principal deste capítulo.

Teorema 1.3. Seja Ω ⊂ RN suave e limitado. Suponha que α1, . . . , αm > 0 e satisfazem∏m
i=1 αi = 1. Então, existe uma função H : Rm → R e uma constante γ∗ tais que, o

sistema (1.1) tem uma solução limitada positiva se, e somente se

H(γ1, . . . , γm) = γ∗.

Demonstração. Tomando um elemento ψ ∈ K\{0}, segue do Lema 1.10 que T (ψ) ∈
K\{0}, ou seja, ψ, T (ψ) são elementos não nulos que satisfazem ψ, T (ψ) ∈ Im(T ) ∩K.

Assim, visto que, o operador T está nas hipóteses do Teorema 1.1, existem γ∗ > 0 e

ϕ1 ∈ K\{0} tais que ϕ1 = γ∗T (ϕ1). Seja H : Rm
+ → R dada por

H(γ1, . . . , γm) = γ1γ
α1
2 · · · γα1···αm−1

m .

Suponhamos que (1.1) tenha solução (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ C1
0(Ω). Então, podemos escrever

ϕi = γiTi(ϕi+1), onde ϕm+1 := ϕ1. Segue do Lema 1.6 que

ϕ1 = γ1γ
α1
2 · · · γα1···αm−1

m T (ϕ1).

Pelo item (ii) do Teorema 1.1, concluímos que

H(γ1, . . . , γm) = γ∗.

Reciprocamente, suponhamos que o vetor (γ1, . . . , γm) ∈ Rm
+ satisfaz

γ1γ
α1
2 · · · γα1···αm−1

m = γ∗,

ou seja,

ϕ1 = γ1γ
α1
2 · · · γα1···αm−1

m T (ϕ1).

Pelo Lema 1.6, podemos escrever

ϕ1 = γ1γ
α1
2 · · · γ

α1···αm−2

m−1 (T1 ◦ . . . ◦ Tm−1)(γmTm(ϕ1)).
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Fazendo ϕm = γmTm(ϕ1), o Lema 1.10 garante que ϕm > 0. Analogamente, podemos

de�nir as funções positivas

ϕm−1 = γm−1Tm(ϕm), . . . , ϕ̃1 = γ1T1(ϕ2).

Segue imediatamente da de�nição de (ϕ̃1, . . . , ϕm) que ϕ̃1 = ϕ1. Assim, por construção,

o vetor (ϕ1, . . . , ϕm) é uma solução de (1.1).

�

Corolário 1.1. Dado um vetor Σ = (σ1, . . . , σm−1) ∈ Rm−1
+ , existe um µ1 = µ1(Σ) > 0

tal que

(µ1, µ1σ1, . . . , µ1σm−1) ∈ Γ.

Além disso, o número µ1(Σ) é dado por

µ1(Σ) =

 γ∗

m−1∏
i=0

σ
∏i
k=0 αk

i



1
m−1∑
i=0

i∏
k=0

αk
,

onde σ0 = α0 = 1.

Demonstração. Dado um vetor Σ = (σ1, . . . , σm−1) ∈ Rm−1
+ , de�na a função real

f(t) = H(t, tσ1, . . . , tσm−1) = t1+α1+...+α1···αm−1H(1, σ1, . . . , σm−1).

Assim, f é uma função contínua e vale

f(0) = 0 e lim
t→+∞

f(t) = +∞.

Pelo teorema do valor intermediário existe um t0 > 0 tal que f(t0) = γ∗ > 0, consequen-

temente

t0 = µ1(Σ) =

(
γ∗

H(1, σ1, . . . , σm−1)

) 1

1 + α1 + . . .+ α1 · · ·αm−1 .

De�nindo σ0 = α0 = 1 obtemos a conclusão do Corolário.

�



Capítulo

2
O Conjunto Extremal Λ∗

Neste capítulo, mostraremos que existe um conjunto-limite determinando a existência

e não existência de soluções limitadas para uma classe de sistemas elípticos semilineares.

Provaremos alguns resultados envolvendo este conjunto e as suas soluções extremais, como

existência, regularidade e estabilidade de tais soluções. Também provaremos algumas

propriedades qualitativas deste conjunto como continuidade, comportamento assintótico

e limitação. Nosso objetivo é uni�car a teoria vetorial existente, estendendo os resultados

conhecidos para sistemas elípticos 2x2.

2.1 Construção e Propriedades

Sejam f1, . . . , fm : Ω×Rm → R e λ1, . . . , λm > 0. Vamos considerar o seguinte sistema

semilinear {
−∆ui = λifi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω,
(2.1)

onde Ω é um domínio suave e limitado em RN , e i = 1, . . . ,m. Mostraremos que, assim

como no caso m = 2 (ver [35]), é possível construir um conjunto extremal, determinando

a existência e não existência de soluções C1(Ω) para o sistema (2.1), mais precisamente,

denotando por U o conjunto

U = {(λ1, . . . , λm) ∈ Rm
+ | (2.1) admite uma solução positiva em W 2,N(Ω)m},

podemos de�nir o principal objeto de estudo deste capítulo:
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De�nição 2.1. O conjunto extremal associado ao sistema (2.1) é de�nido por

Λ∗ = ∂U ∩ Rm
+ .

Mostraremos que, se as funções fi satisfazem algumas condições, que serão estabele-

cidas adiante, este conjunto é não vazio. Nosso objetivo é estudar algumas propriedades

qualitativas do conjunto Λ∗, como continuidade, separabilidade, comportamento assin-

tótico e dependência das não linearidades fi, além disso, investigaremos a existência de

soluções extremais, isto é, a existência de soluções para o problema (2.1) quando os pa-

râmetros (λ1, . . . , λm) pertencem a Λ∗. Quando m = 1, temos o problema escalar{
−∆u = λf(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω.
(2.2)

É conhecido desde os anos 70 (ver [31]) que, se a função f(x, ·) satisfaz certas condições
de crescimento, então existe um parâmetro λ∗ determinando a existência e não existência

de soluções clássicas para o problema (2.2). Como veremos, Λ∗ é o parâmetro vetorial

análogo à λ∗ no caso escalar. Além disso, mostraremos que, assim como no caso escalar,

sobre Λ∗ as soluções extremais (u∗1, . . . , u
∗
m) são minimais e estáveis.

Antes de iniciar a construção do conjunto extremal Λ∗, vamos estabelecer as condições

gerais sobre as funções fi:

Hipóteses gerais sobre as funções fi:

fi(x, ·, . . . , ·) ∈ C1(Rm
+ ), ∀x ∈ Ω; (2.3)

0 ≤ fi(·, u1, . . . , um) ≤ fi(·, v1, . . . , vm), ∀uj ≤ vj; (2.4)

fi(·, 0, . . . , 0) ∈ LN(Ω); (2.5)

fi(·, u1, . . . , um) ≥ ρi(·)uαii+1, um+1 := u1 (2.6)

onde α1, . . . , αm > 0,
∏m

i=1 αi = 1, e ρ1, . . . , ρm ∈ LN(Ω) são funções positivas q.t.p.

Os principais resultados desta seção são:

Teorema 2.1. Existe um conjunto fechado Λ∗ ⊂ Rm
+ tal que, a união Rm

+ = U ∪ Λ∗ ∪ V
é disjunta e valem as seguintes a�rmações:
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(i) Se Λ ∈ U , então o problema (2.1) tem uma solução minimal positiva em W 2,N(Ω)m;

(ii) Se Λ ∈ V, então o problema (2.1) não tem solução em W 2,N(Ω)m.

Teorema 2.2. A função vetorial S : Rm−1
+ → Λ∗ ⊂ Rm dada por S(Σ) = (λ∗1(Σ), . . . , λ∗m(Σ))

tem as seguintes propriedades:

(a) S é contínua;

(b) Se Σ < Σ′, então λ∗1(Σ) ≥ λ∗1(Σ′) e λ∗i (Σ) ≤ λ∗i (Σ
′) para i = 2, . . . ,m;

(c) λ∗1(Σ)→ 0 quando Σ→∞;

(d) Se fi(·, t̂i) ≥ ζi(·)ti−ωi(·) para todo ti ≥ 0, onde ζi, ωi ∈ LN(Ω) são funções positivas

q.t.p., então λ∗i é limitado;

(e) Se para todo κ0 > 0, existem t01, . . . , t
0
m > 0 tais que

κ0‖f1(·, t01, . . . , t0m)‖LN (Ω) ≤ t0i ,

então λ∗i é não limitado.

Corolário 2.1. O conjunto extremal do sistema{
−∆ui = λi(1 + a1(x)u1 + . . .+ am(x)um)ri , Ω

ui = 0, ∂Ω,
(2.7)

onde ai(x) ∈ LN(Ω) são funções positivas, r1, . . . , rm > 0 e
∏m

i=1 ri > 1, é limitado em

pelo menos uma direção λi.

Corolário 2.2. O conjunto extremal do sistema{
−∆ui = λie

ui+1 , Ω

ui = 0, ∂Ω,
, (2.8)

onde um+1 = u1 é não limitado em todas as direções λi.

Corolário 2.3. O conjunto extremal do sistema{
−∆ui = λi(1 + u2

1 + . . .+ u2
m), Ω

ui = 0, ∂Ω
, (2.9)

é limitado em todas as direções λi.
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O ponto chave para a construção do conjunto Λ∗ é o conceito de hipersuperfície prin-

cipal desenvolvido no Capítulo 1. Como veremos, a hipersuperfície Γ fornecerá uma es-

timativa para os parâmetros λ1, . . . , λm, de modo a garantir que o problema (2.1) tenha,

ou não, uma solução em C1(Ω). A hipersuperfície Γ atua de maneira similar ao primeiro

autovalor do operador Laplaciano com condições de Dirichlet no bordo, e também é usada

para mostrar algumas propriedades qualitativas de Λ∗.

Lema 2.1. Existe um ε0 > 0 su�cientemente pequeno, de modo que Bε0(0) ∩ Rm
+ ⊂ U .

Demonstração. Seja (un1 , . . . , u
n
m) =: Un ∈ W 2,N(Ω)m a sequência dada recursivamente

por {
U1 = (0, . . . , 0)

Un+1 = (λ1(−∆)−1f1(x, Un), . . . , λm(−∆)−1fm(x, Un)).

Fixado T = (t1, . . . , tm) ∈ Rm
+ , podemos escolher ε0 > 0 tal que

ε0(−∆)−1fi(x, t1, . . . , tm) ≤ ti

para i = 1, . . . ,m. Se Λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Bε0(0) ∩ Rm
+ , então da condição (2.4), temos

λifi(x, 0, . . . , 0) ≤ ε0fi(x, 0, . . . , 0) ≤ ε0fi(x, T ).

Segue que

u2
i = λi(−∆)−1fi(x, U1) ≤ ε0(−∆)−1fi(x, T ) ≤ ti.

Analogamente

u3
i = λi(−∆)−1fi(x, U2) ≤ ε0(−∆)−1fi(x, T ) ≤ ti,

e prosseguindo, obtemos a sequência de funções {Un}∞n=1. Esta sequência está bem de�-

nida, é monótona não-decrescente para cada x e, por construção, é limitada. Assim

Un → U em W 2,N(Ω)m.

Isto mostra que Λ ∈ U .

�



2.1 Construção e Propriedades 24

Observação 2.1. A demonstração do Lema 2.1 também mostra que o conjunto U é

o conjunto dos vetores tal que (2.1) tem solução minimal positiva. De fato, se V =

(v1, . . . , vm) é uma solução positiva W 2,N(Ω)m, o esquema acima com

T = (v1, . . . , vm)

gera uma sequência (un1 , . . . , u
n
m) satisfazendo uni ≤ vi para todo n. Portanto, a função

limite (u1, . . . , un) satisfaz

ui ≤ vi, i = 1, . . . ,m.

Para cada Σ = (σ1, . . . , σm−1) ∈ Rm−1
+ , de�nimos o conjunto τΣ por

τΣ = {λ > 0 | (λ, λσ1, . . . , λσm−1) ∈ U}.

Segue do Lema 2.1 que τΣ é um conjunto não-vazio para todo Σ ∈ Rm−1
+ .

Lema 2.2. Para cada Σ = (σ1, . . . , σm−1) ∈ Rm−1
+ , o conjunto τΣ é limitado.

Demonstração. Seja U = (u1, . . . , um) ∈ W 2,N(Ω)m uma solução, positiva de (2.1)

correspondente ao vetor (λ1, σ1λ1, . . . , σm−1λ1). Pela condição (2.6), temos{
−∆ui ≥ σi−1λ1ρi(x)uαii+1, em Ω

um+1 = u1,

onde σ0 = 1 e ρi ∈ LN(Ω). Segue do Corolário (1.1) do Capítulo 1 que existe uma

autofunção positiva (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ W 2,N(Ω)m para o sistema{
−∆ϕi = σi−1µ1ρi(x)ϕαii+1, Ω

ϕi = 0, ∂Ω,

onde ϕm+1 = ϕ1, e µ1 = µ1(Σ) > 0. A�rmamos que λ1 < µ1. De fato, de�nindo o

conjunto

S = {s > 0 | ui > s
∏m
k=i αkϕi em Ω},

temos

(i) S 6= ∅, pelo Lema de Hopf;

(ii) 0 < s∗ := supS < +∞.

Suponhamos que λ1 ≥ µ1, então
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−∆
(
ui − (s∗)

∏m
k=i αkϕi

)
≥ σi−1λ1ρi(x)uαii+1 − (s∗)

∏m
k=i αkσi−1µ1ρi(x)ϕαii+1

≥ σi−1λ1ρi(x)(s∗)αi
∏m
k=i+1 αkϕαii+1 − (s∗)

∏m
k=i αkσi−1µ1ρi(x)ϕαii+1

= σi−1(λ1 − µ1)ρi(x)(s∗)
∏m
k=i αkϕαii+1

≥ 0.

Pelo Princípio do Máximo Forte temos que ui > (s∗ + ε)
∏m
k=i αkϕi em Ω para ε > 0

su�cientemente pequeno. Isto contradiz a de�nição de s∗. Portanto λ1 < µ1.

�

Segue dos Lemas 2.1 e 2.2 que podemos de�nir o número

λ∗1(Σ) = sup τΣ.

Corolário 2.4. Para todo Σ ∈ Rm−1
+ , temos λ∗1(Σ) ≤ µ1(Σ).

Assim, podemos de�nir a função vetorial S : Rm
+ → Rm como segue

S(Σ) = (λ∗1(Σ), . . . , λ∗m(Σ)),

onde, para cada Σ = (σ1, . . . , σm−1) ∈ Rm−1
+ , temos λ∗i (Σ) = σi−1λ

∗
1(Σ), σ0 = 1. Note que,

o Teorema 2.1 estará demonstrado se mostrarmos que os conjuntos τΣ são, na verdade

intervalos. Antes de passarmos para demonstração do primeiro Teorema desta seção,

relembremos o conceito de sub e supersolução.

De�nição 2.1. Dizemos que (u1, . . . , um) ∈ (W 2,N(Ω))m é uma subsolução (supersolução)

do sistema (2.1) se as seguintes desigualdades são satisfeitas em quase todo ponto{
−∆ui ≤ (≥) λifi(x, u1, . . . , um), Ω

ui ≤ (≥) 0, ∂Ω.

Lema 2.3 ([36]). Suponhamos que as funções fi satisfazem as condições (2.3) - (2.6) e que

(2.1) admite uma subsolução (u1, . . . , um) não-negativa e uma supersolução (u1, . . . , um)

não-negativa, satisfazendo ui ≤ ui, para todo i = 1, . . . ,m em Ω. Então, o problema (2.1)

admite uma solução (u1, . . . , um) veri�cando ui ≤ ui ≤ ui para todo i = 1, . . . ,m.

Demonstração do Teorema 2.1: A existência segue dos Lemas 2.1 e 2.2. Deve-

mos mostrar que, para cada Σ ∈ Rm
+ , os conjuntos τΣ são intervalos. Seja λ0 ∈ τΣ e
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(u1, . . . , um)λ0 a solução do problema (2.1) com Λ0 = (λ0, λ0σ1, . . . , λ0σm−1). Temos, pela

condição (2.4), que

−∆ui ≥ λσi−1fi(x, ui) em Ω,

para todo 0 < λ < λ0, portanto (u1, . . . , um)λ0 é uma supersolução do problema (2.1) com

Λ = (λ, λσ1, . . . , λσm−1) para todo 0 < λ < λ0. Concluímos assim que

(0, λ0) ⊂ τΣ.

�

Demonstração do Teorema 2.2:

Item (a): Basta mostrar que λ∗1 é uma função contínua. Suponhamos, por contradição,

que λ∗1 é descontínua em um ponto Σ ∈ Rm−1
+ , então existe ε > 0 e uma sequência Σn → Σ

tal que

|λ∗1(Σn)− λ∗1(Σ)| ≥ ε, ∀n ≥ n0.

Tomando uma subsequência, se necessário, temos duas possibilidades:

λ∗1(Σn) < λ∗1(Σ)− ε

ou

λ∗1(Σn) > λ∗1(Σ) + ε

Suponhamos que vale a primeira opção. Tome λ′ < λ′′ de modo que

λ∗1(Σn) < λ′ < λ′′ < λ∗1(Σ),

daí, para n su�cientemente grande, podemos escrever

σni−1λ
∗
1(Σn) < σni−1λ

′ < σi−1λ
′′ < σi−1λ

∗
1(Σ).

Pelo Teorema 2.1, o sistema{
−∆ui = σi−1λ

′′fi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω

tem uma solução U = (u1, . . . , um)λ′′ que é supersolução do problema
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{
−∆ui = σni−1λ

′fi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω

Assim, o problema (2.1) tem uma solução positiva correspondente a Λ = λ′(σ0, σ1, . . . , σm−1),

portanto

λ′ ≤ λ∗1(Σn).

Contradição.

Item (b): Suponha que λ∗1(Σ) < λ∗1(Σ′). Temos

σi−1λ
∗
1(Σ) < σ′i−1λ

∗
1(Σ′).

Tome λ′ < λ′′ de modo que

λ∗1(Σ) < λ′ < λ′′ < λ∗1(Σ′),

daí

σi−1λ
∗
1(Σ) < σi−1λ

′ < σ′i−1λ
′′ < σ′i−1λ

∗
1(Σ′).

O sistema {
−∆ui = σ′i−1λ

′′fi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω

tem uma solução (u1, . . . , um)λ′′ que é supersolução do problema{
−∆ui = σi−1λ

′fi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω

Isto implica que λ′ ≤ λ∗1(Σ), contradição. Por outro lado, se λ∗i (Σ
′) < λ∗i (Σ), i = 2, . . . ,m.

Temos

σ′i−1λ
∗
1(Σ′) < σi−1λ

∗
1(Σ).

Tome λ′ < λ′′ de modo que

σ′i−1λ
∗
1(Σ′) < λ′ < λ′′ < σi−1λ

∗
1(Σ),

daí
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λ∗1(Σ′) <
λ′

σ′i−1

<
λ′′

σi−1

< λ∗1(Σ).

O sistema {
−∆ui = σi−1

(
λ′′

σi−1

)
fi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω

tem uma solução (u1, . . . , um) λ′′
σi−1

que é supersolução do problema{
−∆ui = σ′i−1

(
λ′

σ′i−1

)
fi(x, u1, . . . , um), Ω

ui = 0, ∂Ω
.

Isto implica que λ′

σ′i−1
≤ λ∗1(Σ′). Contradição.

Item (c): Pelo Corolário 2.4 a função não-negativa λ∗1(Σ) satisfaz λ∗1(Σ) ≤ µ1(Σ), onde

µ1(Σ) é dada pelo Corolário 1.1 do Capítulo 1. Temos

0 ≤ λ∗1(Σ) ≤ µ1(Σ).

Visto que µ1(Σ)→ 0 quando Σ→∞, devemos ter λ∗1(Σ)→ 0+ quando Σ→∞.

Item (d): Tome Σ ∈ Rm
+ e (u1, . . . , um)λ1 uma solução positiva de (2.1) correspondente a

(λ1, σ1λ1, . . . , σm−1λ1) com 0 < λ1 < λ∗1(Σ). Então, de (2.4), podemos a�rmar que (û1)λ1

é supersolução do problema escalar{
−∆u1 = λ1f1(x, û1), Ω

u1 = 0, ∂Ω.

Por outro lado, pela teoria escalar (ver [16]), a condição f1(x, t̂1) ≥ ζ1(x)t1−ω1(x) implica

que existe uma valor máximo, µ1, para o qual este problema tem solução em W 2,N(Ω),

ou seja,

λ1 ≤ µ1.

Segue da de�nição de λ∗1(Σ) que

λ∗1(Σ) ≤ µ1.

Item (e): Dado λ1 > 0, seja C > 0 tal que

‖u‖W 2,N (Ω) ≤ C‖∆u‖LN (Ω)



2.1 Construção e Propriedades 29

para u ∈ W 2,N(Ω) ∩ W 1,N
0 (Ω) (ver [27], Lema 9.17). Por hipótese, podemos escolher

t01, . . . , t
0
m > 0 tais que

Cλ1‖f1(·, t01, . . . , t0m)‖LN (Ω) ≤ t01.

Seja φ2 ∈ W 2,N(Ω) uma solução do problema{
−∆φ2 = f2(x, t01, . . . , t

0
m), Ω

φ2 = 0, ∂Ω.

Tome λ2 > 0 tal que u2 = λ2φ2 ≤ t02 em Ω. Assim, podemos obter uma solução φ3 ∈
W 2,N(Ω) para o problema{

−∆φ3 = f3(x, t01, u2, t
0
3, . . . , t

0
m), Ω

φ3 = 0, ∂Ω.

Tome λ3 > 0 tal que u3 = λ3φ3 ≤ t03 em Ω. Prosseguindo analogamente encontramos a

sequência u2, u3, . . . , um ∈ W 2,N(Ω) tal que

uj ≤ t0j , j = 2, . . . ,m.

Finalmente, seja u1 ∈ W 2,N(Ω) a solução do problema{
−∆u1 = λ1f1(x, t01, u2, u3, . . . , um), Ω

u1 = 0, ∂Ω.
.

Temos

u1 ≤ C‖∆u1‖ ≤ Cλ1‖f1(·, t01, . . . , t0m)‖Lp(Ω) ≤ t01 em Ω

Assim, por construção (u1, . . . , um) é uma supersolução do problema (2.1) associado aos

parâmetros (λ1, . . . , λm). Isto implica que

(λ1, . . . , λm) ∈ U .

Segue que λ1 ≤ λ∗1(Σ) para

Σ =

(
λ2

λ1

, . . . ,
λm
λ1

)
.

Como λ1 foi escolhido arbitrariamente, concluímos que o conjunto

{λ∗1(Σ) | Σ ∈ Rm
+}
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é não limitado.

�

2.2 Existência de Soluções Fracas sobre Λ∗

Nesta seção, mostraremos que o problema (2.1) admite solução fraca para todo Λ ∈ Λ∗.

De�nição 2.2. Dizemos que (u1 . . . , um) ∈ L1(Ω)m, u1, . . . , um ≥ 0 em Ω, é uma solução

fraca de (2.1) se ∫
Ω

fi(x, u1, . . . , um)δ(x)dx < +∞, i = 1, . . . ,m,

e ∫
Ω

ui(−∆ϕi)dx = λi

∫
Ω

fi(x, u1, . . . , um)ϕidx, i = 1, . . . ,m,

para todo (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ C2
0(Ω)m, ϕi ≥ 0, onde δ(x) é a função distância ao bordo de Ω,

isto é, δ(x) = dist(x, ∂Ω).

Observe que, pelo teorema do valor médio, se ϕi ∈ C2
0(Ω), então ϕi(x) ≤ Cδ(x), assim a

última integral acima faz sentido.

O principal resultado desta seção é o seguinte:

Teorema 2.3. O problema (2.1) tem solução minimal fraca positiva para Λ = (λ∗1, . . . , λ
∗
m) ∈

Λ∗.

Para enunciar os próximos resultados, precisaremos de�nir o espaço L1
δ(Ω):

De�nição 2.3. O espaço L1(Ω) com peso δ(x) é o conjunto

L1
δ(Ω) = {u ∈ L1(Ω) tal que

∫
Ω

|u|δdx <∞}.

Podemos munir este espaço com a norma ‖u‖L1
δ(Ω) =

∫
Ω
|u|δdx.

Agora podemos enunciar os lemas que irão conduzir a uma estimativa a priori L1(Ω)

para soluções C1(Ω) de (2.1) para parâmetros (λ1, . . . , λm) próximos de Λ∗.

Lema 2.4 (ver, [5]). Para cada h ∈ L1
δ(Ω), existe uma única solução fraca u ∈ L1(Ω)

para o problema
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{
−∆u = h(x), Ω

u = 0, ∂Ω.
(2.10)

Além disso, ‖u‖L1(Ω) ≤ C1‖h‖L1
δ(Ω), onde C1 = C1(Ω).

O próximo lema, fornece uma estimativa por baixo, para as soluções L1(Ω) do problema

(2.10).

Lema 2.5 (ver, [4]). Se h ∈ L1
δ(Ω) e h ≥ 0 em Ω, então a solução fraca u ∈ L1(Ω) de

(2.10) satisfaz u(x) ≥ C2δ‖h‖L1
δ(Ω), onde C2 = C2(Ω).

Apoiados nos Lemas 2.4 e 2.5, podemos obter a seguinte estimativa a priori:

Lema 2.6. Suponhamos que fi(x, u1, . . . , um) ≥ ki(x)urii+1− li(x) para todo x ∈ Ω, ui ≥ 0,

r1, . . . , rm > 0 onde
∏m

i=1 ri > 1, e funções não-negativas ki, li ∈ LN(Ω). Então, existe

uma constante C > 0, dependendo de Σ = (σ1, . . . , σm−1), tal que

‖ui‖L1(Ω) ≤ C, i = 1, . . . ,m

para toda solução positiva (u1, . . . , um) ∈ W 2,N(Ω)m do problema (2.1) associada ao vetor

(λ1, σ1λ1, . . . , σm−1λ1) ∈ U onde 1
2
λ∗1(Σ) < λ1 < λ∗1(Σ).

Demonstração. Se o lema não é verdadeiro, então existe uma sequência de soluções

{(un1 , . . . , unm)}∞n=1 ⊂ C1
0(Ω)m de (2.1) associadas à (λn1 , σ1λ

n
1 , . . . , σm−1λ

n
1 ), onde 1

2
λ∗1(Σ) <

λn1 < λ∗1(Σ), satisfazendo

m∑
i=1

‖uni ‖L1(Ω) → +∞.

Sejam s1, . . . , sm números positivos satisfazendo

1∏m
k=1 rk

<
sm∏m−1
k=1 rk

<
sm−1∏m−2
k=1 rk

< . . . <
s3

r1r2

<
s2

r1

< s1

Assim, escolhendo

s1 = 1 e αi =
si+1

si
, i = 1, 2, . . . ,m, (sm+1 = s1)

temos 0 < αi < ri; daí tomando uma subsequência, se necessário, a seguinte a�rmação

deve ser satisfeita para algum i ∈ {1, . . . ,m}

‖uni+1‖L1(Ω) → +∞ e ‖uni+1‖
αi
L1(Ω) ≥ ‖u

n
i ‖L1(Ω) para todo n, (2.11)
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onde unm+1 = un1 e os números α1, . . . , αm satisfazem, 0 < αi < ri e
∏m

i=1 αi = 1. Dado

Ci > 0, que será escolhido no �nal da demonstração, existe Di(Ci) > 0 tal que

fi(x, u1, . . . , um) ≥ Ciki(x)uαii+1 −Di(Ci)ki(x)− li(x)

para todo x ∈ Ω e u1, . . . , um ≥ 0, onde ki, li ∈ LN(Ω) são funções positivas. Seja ξ a

solução clássica do problema {
−∆ξ = 1, Ω

ξ = 0, ∂Ω.
(2.12)

Por simplicidade, denotemos por cn = ‖uni+1‖L1(Ω). Para todo n, temos

1 ≥ c−αin

∫
Ω

uni dx

= c−αin σi−1λ
n
1

∫
Ω

fi(x, u
n
1 , . . . , u

n
m)ξ(x)dx

≥ c−αin σi−1λ
n
1

(
Ci

∫
Ω

ki(x)(uni+1)αiξ(x)dx

−Di(Ci)

∫
Ω

ki(x)ξ(x)dx−
∫

Ω

li(x)ξ(x)dx

)
.

Vamos analisar o termo

c−αin

∫
Ω

ki(x)(uni+1)αiξ(x)dx.

Segue dos Lemas 2.4 e 2.5 que

uni+1(x) ≥ C2δ(x)

∫
Ω

σ0λ
n
1fi+1(un1 , . . . , u

n
m)δ(x)dx

≥ C1C2δ(x)‖uni+1‖L1(Ω)

o que implica que

c−αin

∫
Ω

ki(x)
(
uni+1

)αi ξ(x)dx ≥ (C1C2)αi
∫

Ω

ki(x)δ(x)αiξ(x)dx,

Onde C1 e C2 são as constantes dadas pelos Lemas 2.4 e 2.5, respectivamente. Tome

Ci > 0 tal que

σi−1λ
n
1Ci(C1C2)αi

∫
Ω

ki(x)δ(x)αiξ(x)dx ≥ 2.
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Finalmente, temos

1 ≥ c−αin σi−1λ
n
1

(
Ci

∫
Ω

ki(x)(uni+1)αiξ(x)dx

−Di(Ci)

∫
Ω

ki(x)ξ(x)dx−
∫

Ω

li(x)ξ(x)dx

)
≥ 2−O(c−αin ).

(2.13)

Fazendo n→∞ em 2.13 obtemos uma contradição.

�

Demonstração do Teorema 2.3: Dado Σ ∈ Rm−1
+ , sejam

Λ = (λ∗1(Σ), σ1λ
∗
1(Σ), . . . , σm−1λ

∗
1(Σ)) ∈ Λ∗

e {(un1 , . . . , unm)}∞n=1 ⊂ C1(Ω) uma sequência de soluções minimais de (2.1) associadas a

(λn1 , σ1λ
n
1 , . . . , σm−1λ

n
1 ), onde λn1 ↗ λ∗1(Σ). Como vimos na demonstração do Lema 2.1

a sequência (un1 , . . . , u
n
m) é monótona não-decrescente em cada componente, além disso,

pelo Lema 2.6 esta sequência é limitada em L1(Ω). Assim, concluímos que

uni ↗ ui em L1(Ω)m, i = 1, . . . ,m.

A�rmamos que (u1, . . . , um) é uma solução fraca de (2.1) associada a Λ ∈ Λ∗. De fato,

por construção, temos∫
Ω

uni (−∆ϕi)dx = σi−1λ
n
1

∫
Ω

fi(u
n
1 , . . . , u

n
m)ϕdx,

onde i = 1, . . . ,m e ϕi ∈ C2
0(Ω) são funções não-negativas. Tomando o limite n→∞ na

última equação e usando o teorema da convergência dominada veri�camos a a�rmação.

Finalmente, devemos veri�car que (u1, . . . , um) é solução minimal. Seja (v1, . . . , vm) uma

solução fraca de (2.1) associada a Λ ∈ Λ∗. Segue da Observação 2.1 que

uni ≤ vi, i = 1, . . . ,m,

para todo n ≥ n0. Fazendo n→∞, concluímos que ui ≤ vi, para i = 1, . . . ,m.

�
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2.3 Estabilidade das Soluções Minimais Abaixo de Λ∗

Ao longo desta seção estaremos supondo que as funções fi, satisfazem as seguintes

condições:

sup
0≤uj≤k0
j=1,...,m

‖∇fi(·, u1, . . . , um)‖Rm ∈ LN(Ω), i = 1, . . . ,m; (2.14)

e

∇fi(·, u1, . . . , um) 6≡ 0, ∀ui > 0, i = 1, . . . ,m. (2.15)

Denotaremos por (u1, . . . , um)Λ as soluções de (2.1) com Λ ∈ U e usaremos também a

seguinte notação

fij(x) = (fi)uj(x, (u1, . . . , um)Λ), i, j = 1, . . . ,m.

De�nição 2.4. Dizemos que a solução (u1, . . . , um)Λ de (2.1) é estável se o problema −∆ϕi − λi
m∑
j=1

fij(x)ϕj = ηϕi, em Ω

ϕi = 0, sobre ∂Ω

(2.16)

tem um primeiro autovalor positivo η1 com autofunção correspondente positiva.

Observação 2.2. Antes de passar ao Teorema principal desta seção, observemos alguns

fatos importantes relativos ao sistema (2.16): Podemos reescrever este sistema na forma{
(L−H)Φ = ηΦ, Ω

Φ = 0, ∂Ω
, (2.17)

onde

L =


−∆ 0

. . .

0 −∆

 e H =


λ1f11(x) · · · λ1f1m(x)

...
. . .

...

λmfm1(x) · · · λmfmm(x)


De�nição 2.2. Dizemos que a matriz A(x) = (Aij(x)), onde i, j ∈ {1, . . . ,m} é coopera-

tiva se Aij(x) ≥ 0 para todo i 6= j e x ∈ Ω.

De�nição 2.3. A matriz A(x) = (Aij(x)), onde i, j ∈ {1, . . . ,m} é totalmente acoplada

se o conjunto de índices {1, . . . ,m} não pode ser decomposto em dois conjuntos disjuntos

A e B tais que
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Aαβ(x) ≡ 0

para todo x ∈ Ω, α ∈ A e β ∈ B.

Segue das condições (2.5) e (2.6) que a matriz H é cooperativa e totalmente acoplada.

Lema 2.7. O sistema (2.17) tem uma supersolução estritamente positiva com η = 0.

Demonstração. Dada uma solução (u1, . . . , um)Λ de (2.1) onde Λ = (λ1, . . . , λm) ∈ U ,
para cada k ∈ {1, . . . ,m}, seja

Φk(x) =

(
∂u1

∂λk
(x), . . . ,

∂um
∂λk

(x)

)
.

Visto que ui |∂Ω≡ 0, temos Φk(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω. Assim

∂

∂λk
(−∆ui) = δikfi(x, u1, . . . , um) + λi

m∑
j=1

fij(x)
∂uj
∂λk

,

ou seja,

−∆

(
∂ui
∂λk

)
− λi

m∑
j=1

fij(x)

(
∂uj
∂λk

)
= δikfk(x, u1, . . . , um) em Ω. (2.18)

Portanto, a função Φk =
(
∂u1
∂λk

, . . . , ∂um
∂λk

)
∈ W 2,N(Ω)m veri�ca{

(L−H)Φk ≥ 0, Ω

Φk ≥ 0, ∂Ω
, para todo k = 1, . . . ,m. (2.19)

�

Para demonstrar o próximo teorema, precisaremos do seguinte resultado devido a G.

Sweers:

Teorema 2.4 ([42]). Suponha que a matriz H tenha coe�cientes limitados em Ω, seja

cooperativa, fortemente acoplada e que o sistema (2.17) tenha uma supersolução positiva.

Então, o sistema (2.17) tem uma única autofunção positiva Φ ∈ (W 2,N
loc

(Ω) ∩ C0(Ω))m

correspondente a um autovalor positivo η1 > 0.

Demonstração. Ver [42].

Teorema 2.5. Suponha que as funções fi, i = 1, . . . ,m, satisfazem as condições (2.3) -

(2.6), (2.14) e (2.15). Então, a família
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{(u1, . . . , um)Λ | Λ ∈ U}

de soluções minimais W 2,N(Ω) do problema (2.1) são estáveis. Além disso, η1 é o único

autovalor com autofunção positiva (em cada componente), e se (ϕ1, . . . , ϕm) e (ψ1, . . . , ψm)

são autofunções positivas correspondentes a η1, então existe uma constante c tal que ϕi =

cψi em Ω.

Demonstração. Seja (u1, . . . , um)Λ uma solução minimal correspondente a Λ ∈ U . Pela
condição (2.4) as funções fij(x) pertencem a LN(Ω). Tomemos uma sequência monótona

não-decrescente de funções {fnij(x)}∞n=1 ⊂ L∞(Ω), i, j = 1, . . . ,m, tais que

fnij(x)→ fij(x) em LN(Ω).

Segue do Teorema 2.4 que, para cada n, o problema (2.16) admite um autovalor ηn > 0

com autofunção correspondente (ϕn1 , . . . , ϕ
n
m) positiva em cada componente, ou seja, as

funções ϕni > 0 satisfazem o sistema −∆ϕni − λi
m∑
j=1

fnij(x)ϕnj = ηnϕ
n
i , em Ω

ϕni = 0, sobre ∂Ω,

com ηn > 0 para todo n. Primeiro vamos mostrar que a sequência {ηn}∞n=1 é decrescente.

Suponhamos, por contradição, que existe um n ∈ N tal que ηn < ηn+1. Seja

Si = {s > 0 | ϕn+1
i > sϕni em Ω} e 0 < s∗i = supSi < +∞.

Temos

−∆(ϕn+1
i − s∗iϕni ) = λi

m∑
j=1

fn+1
ij (x)ϕn+1

j + ηn+1ϕ
n+1
i

−s∗iλi
m∑
j=1

fnij(x)ϕnj − s∗i ηnϕni

≥ s∗i (ηn+1 − ηn)ϕni

≥ 0.

Segue do Princípio do Máximo Forte que podemos escolher um ε > 0 su�cientemente

pequeno, de modo que
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ϕn+1
i > (s∗i + ε)ϕni .

Isto contradiz a de�nição de s∗, com isso, concluímos que a sequência {ηn}∞n=1 é decres-

cente. Seja η1 = limn→∞ ηn ≥ 0. Considerando o espaço vetorial real W 2,N(Ω)m munido

com norma ‖(v1, . . . , vm)‖W 2,N (Ω)m =
∑m

i=1 ‖vi‖W 2,N (Ω), podemos supor, sem perda de ge-

neralidade, que

‖(ϕn1 , . . . , ϕnm)‖W 2,N
0 (Ω)m = 1.

Pela Teoria Lp, tomando uma subsequência, se necessário, temos

(ϕn1 , . . . , ϕ
n
m)→ (ϕ1, . . . , ϕm) em W 2,N

0 (Ω)m,

de modo que (ϕ1, . . . , ϕm) é uma autofunção não-negativa do problema (2.16) corres-

pondente ao autovalor η1. Na verdade, o Princípio do Máximo Forte, garante que esta

autofunção é positiva em Ω. A primeira parte do Teorema estará demonstrada se mos-

trarmos que η1 > 0.

Suponhamos que η1 = 0. Seja (ϕ1, . . . , ϕm) a autofunção positiva associada a η1 = 0,

temos

−∆ϕi − λi
m∑
j=1

fij(x)ϕj = 0, em Ω.

Por outro lado, pelo Lema 2.7 a função positiva Φk =
(
∂u1
∂λk

, . . . , ∂um
∂λk

)
satisfaz

−∆

(
∂ui
∂λk

)
− λi

m∑
j=1

fij(x)

(
∂uj
∂λk

)
= δikfi(x, u1, . . . , um) em Ω.

Suponhamos sem perda de generalidade que k = 1. De�namos

Si =

{
s > 0 |

(
∂ui
∂λ1

)
> sϕi em Ω

}
e 0 < s∗i = supSi < +∞.

Daí, para i = 2

−∆

((
∂u2

∂λ1

)
− s∗2ϕ2

)
= λ2

m∑
j=1

f2j(x)

(
∂uj
∂λ1

)
− s∗2λ2

m∑
j=1

f2j(x)ϕj

≥ 0.
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Segue do Princípio do Máximo Forte que podemos escolher um ε > 0 su�cientemente

pequeno, de modo que (
∂u2

∂λ1

)
> (s∗2 + ε)ϕ2.

Obtemos uma contradição com a de�nição de s∗2. Portanto η1 > 0.

Finalmente, vamos provar a unicidade de η1 e a proporcionalidade das autofunções

correspondentes. Para provar a unicidade de η1, vamos supor que o problema (2.16)

admite outro autovalor η0 6= η1. Suponhamos que 0 < η0 < η1 e, sejam (ϕ0
1, . . . , ϕ

0
m) e

(ϕ1
1, . . . , ϕ

1
m) as autofunções correspondentes a η0 e η1, respectivamente. De�nimos então

Si = {s > 0 | ϕ1
i > sϕ0

i em Ω} e 0 < s∗i = supSi < +∞.

Para obter uma contradição, vamos provar que ϕ1
i ≡ s∗iϕ

0
i , isto combinado com a de�nição

de (ϕ0
1, . . . , ϕ

0
m) e (ϕ1

1, . . . , ϕ
1
m) conduzirá à contradição η0 = η1. Se supomos que ϕ1

i 6≡
s∗iϕ

0
i para algum i ∈ {1, . . . ,m} temos

−∆(ϕ1
i − s∗iϕ0

i ) = λi

m∑
j=1

fij(x)ϕ1
j + η1ϕ

1
i

−s∗iλi
m∑
j=1

fij(x)ϕ0
j − s∗i η0ϕ

0
i

≥ λi

m∑
j=1

fij(x)(ϕ1
i − s∗iϕ0

i ) + η0(ϕ1
i − s∗iϕ0

i )

≥ 0.

Seque do Princípio do Máximo Forte que ϕ1
i > (s∗i + ε)ϕ0

i para ε > 0 su�cientemente

pequeno. Contradição. O caso η1 < η2, onde η2 é um segundo autovalor segue de maneira

análoga.

Agora a proporcionalidade das soluções associadas a η1. Dada (ϕ2
1, . . . , ϕ

2
m) uma se-

gunda solução de (2.16) associada a η1. De�nindo

Si = {s > 0 | ϕ1
i > sϕ2

i em Ω} e 0 < s∗i = supSi < +∞.

O mesmo argumento que provou a unicidade implica em

ϕ1
i ≡ s∗iϕ

2
i i = 1, . . . ,m.
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Capítulo

3
Regularidade das Soluções Extremais

para Sistemas do Tipo Gradiente para

m = 2

Neste capítulo, apresentaremos uma aplicação da teoria desenvolvida no Capítulo 2.

Estaremos interessados no caso particular do sistema (2.1) do capítulo anterior quando

m = 2 e (f1, f2) = ∇F .

3.1 Preliminares

Vamos considerar o seguinte sistema{
−∆U = Λ · ∇F (U), Ω

U = 0, ∂Ω,
(3.1)

onde U = (u1, u2), Λ = (λ1, λ2) e a notação Λ · ∇F signi�ca (λ1Fu1 , λ2Fu2). Além disso,

Ω é um domínio suave e limitado em RN , N ≥ 2 e os parâmetros λ1, λ2 são positivos. As

funções F : R2 → R são de classe C2(R2
+), não nulas, crescentes em u1, u2, convexas e

superlineares no in�nito, ou seja,

lim
ui→∞

Fui(u1, u2)

ui
= +∞ i = 1, 2 (3.2)

uniformemente em uj, j 6= i. Sob estas condições, foi provado no Capítulo 2 que existe

um conjunto fechado Λ∗ ⊂ R2
+ de modo que, a união R2

+ = U ∪ Λ∗ ∪ V é disjunta e vale

as seguintes a�rmações:
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O sistema (3.1)


tem solução (forte), se Λ ∈ U ;

tem solução (fraca), se Λ ∈ Λ∗;

não tem solução (forte), se Λ ∈ V .

A solução (u∗1, u
∗
2)Λ do problema (3.1) com Λ ∈ Λ∗ é chamada solução extremal, e, como

vimos na Seção 2.2 do Capítulo 2, cada componente u∗i desta solução, é o limite pontual

das componentes das soluções minimais (u1, u2)Λ, onde Λ ∈ U , ou seja,

(u∗1(x), u∗2(x)) = lim
Λ↗Λ∗

(u1(x), u2(x))Λ, ∀x ∈ Ω,

onde denotamos por Λ↗ Λ∗ o limite

lim
λ↗λ∗1

(
λ, λ

λ∗2
λ∗1

)
.

Mostramos também que as soluções (u1, u2)Λ para Λ ∈ U são estáveis. Isto signi�ca que

o problema 
−∆ϕi − λi

2∑
j=1

Fuiuj(u1, u2)ϕj = ηϕi, em Ω

ϕi = 0, sobre ∂Ω

(3.3)

tem um autovalor positivo η, o qual corresponde uma autofunção positiva (ϕ1, ϕ2) ∈
C2

0(Ω)2. Daqui em diante, escreveremos simplesmente Fuiuj em vez de Fuiuj(u1, u2) e

ûi = (0, . . . , 0, ui, 0, . . . , 0), onde ui está na i-ésima coordenada.

Lema 3.1. Seja (u1, u2) uma solução estável de (3.1). Então, para todo ϕi ∈ H1
0 (Ω),

i = 1, 2, vale ∑
i,j

∫
Ω

Fuiujϕiϕj ≤
∑
i

1

λi

∫
Ω

|∇ϕi|2.

Demonstração. Basta mostrar a desigualdade para ϕi ∈ C2
c (Ω) (para ϕi ∈ H1

0 (Ω) segue

por densidade). Pelo Teorema 2.5, existem funções positivas ζi ∈ H1
0 (Ω) tais que

−∆ζi ≥ λi
∑
j

Fuiujζj em Ω.

Multiplicando esta desigualdade pela função teste
ϕ2
i

ζi
e integrando por partes, encontramos

−
∫

Ω

|∇ζi|2
ϕ2
i

ζ2
i

+ 2

∫
Ω

∇ϕi∇ζi
ϕi
ζi
≥ λi

∑
j

∫
Ω

Fuiujϕ
2
i

ζj
ζi
.



3.1 Preliminares 42

Usando a desigualdade de Young no membro esquerdo, obtemos

∑
i

∫
Ω

|∇ϕi|2 ≥
∑
i,j

∫
Ω

Fuiujϕ
2
i

ζj
ζi
λi.

Fazendo
∑
i,j

=
∑
i

+
∑
i 6=j

, estimemos
∑
i 6=j

∫
Ω

Fuiujϕ
2
i

ζj
ζi
λi.

∑
i 6=j

∫
Ω

Fuiujϕ
2
i

ζj
ζi
λi =

∑
i<j

∫
Ω

Fuiujϕ
2
i

ζj
ζi
λi +

∑
i>j

∫
Ω

Fuiujϕ
2
i

ζj
ζi
λi

=
∑
i<j

∫
Ω

Fuiujϕ
2
i

ζj
ζi
λi +

∑
i<j

∫
Ω

Fuiujϕ
2
j

ζi
ζj
λj

=
∑
i<j

∫
Ω

Fuiuj

(
ϕ2
i

ζj
ζi
λi + ϕ2

j

ζi
ζj
λj

)
≥ 2

∑
i<j

Fuiujϕiϕj
√
λiλj.

Tomando ϕi :=
ϕi√
λi

vem

∑
i,j

∫
Ω

Fuiujϕiϕj ≤
∑
i

1

λi

∫
Ω

|∇ϕi|2.

�

Ao longo deste capítulo, além das condições acima citadas, a função F deve satisfazer

as condições

• Para todo i ∈ {1, 2}
lim inf
ui→∞

Fuiui(ûi) = +∞; (3.4)

• Existem constantes C,R > 0 tal que, para todo i ∈ {1, 2} vale

C ≤ Fuiui(ûi)Fui
Fui(ûi)Fuiui

≤ 1, (3.5)

para todo ui ≥ R;

• Para todo ε > 0, existem R1, R2 > 0 de modo que, para i, j ∈ {1, 2} com i 6= j vale

Fuiui
(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj

≤ ε. (3.6)
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onde esta condição deve ser satisfeita para todo ui ≤ R1 e todo uj ≥ R2, onde

Aj = Fuj(0, 0);

• Existe uma constante C > 0 tal que, para todo i, j ∈ {1, 2}, com i 6= j, vale

Fui(u1, u2)

Fui(ûi)F (ûj)
≤ C (3.7)

onde esta condição deve ser satisfeita para todo ui, uj ≥ R;

Exemplo 3.1. Uma classe simples de funções veri�cando as condições acima é:

F (u1, u2) = f1(u1)f2(u2)

onde as funções fi : R→ R são suaves, não nulas, f1(0) = f2(0) = 1, crescentes, convexas

e satisfazem (3.4). De fato,

Fuiui(ûi)Fui
Fui(ûi)Fuiui

= 1

para todo (u1, u2) ∈ R2
+, veri�cando assim a condição (3.5). Temos ainda para u1 ≤ C

Fuiui
(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj

=
f ′′1 (u1)

f ′1(u1)

f2(u2)

(f ′2(u2)− A2)f ′2(u2)
→ 0

este último segue da convexidade de f2 e da condição (3.6). Prossegindo, temos

Fui(u1, u2)

Fui(ûi)F (ûj)
= 1

o que veri�ca a condição (3.7).

Exemplo 3.2. Outros exemplos de funções satisfazendo as condições (3.4)-(3.7) são

(i) F (u1, u2) = epu1+pu2 − (u1u2)p, onde p ≥ 2;

(ii) G(u1, u2) = (u1 + 1)p(u2 + 1)q − (u1u2)r, onde p, q > 2 e 2 ≤ r < min{p, q}.

De fato, por simetria basta veri�car as condições acima para uma variável. Para F

temos

Fu1(u1, u2) = pepu1+pu2 − pup−1
1 up2 e Fu1u1(u1, u2) = p2epu1+pu2 − p(p− 1)up−2

1 up2.

Assim

Fu(u1, 0) = pepu1 e Fu1u1(u1, 0) = p2epu1
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Para veri�car a condição (3.5) devemos ter

p2epu1(pepu1+pu2 − pup−1
1 up2)

pepu1(p2epu1+pu2 − p(p− 1)up−2
1 up2)

=
pepu1+pu2 − pup−1

1 up2
pepu1+pu2 − (p− 1)up−2

1 up2
.

Esta expressão tende a 1 quando u1, u2 → +∞. Por outro lado, para u1 ≥ p− 1 temos

pepu1+pu2 − p2up−1
1 up2 ≤ pepu1+pu2 − p(p− 1)up−2

1 up2.

Para veri�car a condição (3.6), note que

Fu1u2 = p2eu1+u2 − p2(u1u2)p−1,

daí, para u1 ≤ C temos

p2epu1+pu2 − p(p− 1)up−2
1 up2

(peu2 − 1)(p2epu1+pu2 − p2(u1u2)p−1)
→ 0 para u2 → +∞.

Finalmente, para a condição (3.7), temos

pepu1+pu2 − pup−1
1 up2

pepu1epu2
→ 1 para u1, u2 → +∞.

Observe que o mesmo raciocínio também se aplica se considerarmos o termo P (u1, u2) no

lugar de (u1u2)p, onde P é um polinômio com coe�cientes positivos com

P (0, 0) = Pu1u1(u1, 0) = Pu1u2(0, u1) = Pu2u2(u, 0)) = 0,

onde grau(P (u1, ·)) = grau(P (·, u2)) ≥ 2.

O próximo Lema é um dos pontos chaves para a demonstração do Teorema principal

deste capítulo.

Lema 3.2. Suponha que Ω ⊂ RN é um domínio suave e limitado, Fui : R2 → R são

funções convexas, satistazendo (3.4)-(3.7). Seja (u∗1, u
∗
2)Λ a solução extremal de (3.1)

associada a Λ = (λ∗1, λ
∗
2) ∈ Λ∗, então existe uma constante C > 0 tal que

(i)

∫
Ω

(Fu1(û
∗
1)− A1)(Fu2(û

∗
2)− A2)Fu1u2(u

∗
1, u
∗
2) ≤ C;

(ii)
∑
i

∫
Ω

(Fui(û
∗
i )− Ai)Fuiui(u∗1, u∗2) ≤ C.

Demonstração. Seja (u1, u2)Λ uma solução do problema (3.1) com Λ ∈ U de modo que
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Λ↗ Λ∗. No Lema 3.1, tome ϕi = Fui(ûi)− Ai, onde Ai = Fui(0, 0), daí

∑
i

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)2Fuiui +
∑
i 6=j

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj

≤
∑
i

1

λi

∫
Ω

∇x(Fui(ûi)− Ai)∇x(Fui(ûi)− Ai)

=
∑
i

1

λi

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(−∆x(Fui(ûi)− Ai)), (3.8)

onde ∆x e ∇x são o Laplaciano e gradiente em relação à variável x respectivamente.

Desenvolvendo o Laplaciano temos

−∆xFui(ûi) = (−∆ui)Fuiui(ûi)− |∇ui|2Fuiuiui .

Usando o fato de que (u1, . . . , um) satisfaz a equação (3.1), encontramos

−∆x(Fui(ûi)− Ai) = λiFuiFuiui(ûi)− |∇ui|2Fuiuiui .

Substituindo na equação (3.8) vem

∑
i

1

λi

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)Fuiuiui(ûi)|∇ui|2 +
∑
i 6=j

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj

≤
∑
i

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(Fuiui(ûi)Fui − FuiuiFui(ûi) + AiFuiui).

De�nindo h(ui) :=
∫ ui

0
(Fui(t̂i)− Ai)Fuiuiui(t̂i)dti, temos

〈∇h(ui),∇ui〉 = (Fui(ûi)− Ai)Fuiuiui(ûi)|∇ui|2.

Integrando por partes, e usando mais uma vez que (u1, u2) é solução do sistema (3.1)

encontramos

∑
i

∫
Ω

h(ui)Fui +
∑
i 6=j

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj

≤
∑
i

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(Fuiui(ûi)Fui − FuiuiFui(ûi) + AiFuiui)

≤
∑
i

Ai

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui , (3.9)
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onde na última desigualdade utilizamos a condição (3.5). Suponha que ui > α > 0. Então

h(ui) ≥
∫ ui

α

(Fui(t̂i)− Ai)Fuiuiui(t̂i)dti

≥ (Fui(α̂i)− Ai)(Fuiui(ûi)− Fuiui(α̂i)).

Usando a condição (3.4) obtemos

lim inf
ui→∞

h(ui)

Fuiui(ûi)
≥ Fui(α̂i)− Ai.

Portanto, segue da superlinearidade de Fui que

lim
ui→∞

h(ui)

Fuiui(ûi)
=∞.

Vamos usar este fato para estimar a integral

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui.

Dada uma constante C > 0, existe um Ti > 1 tal que, para todo ui ≥ Ti temos

h(ui) ≥ C
Ai + 1

M
Fuiui(ûi).

Assim

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui
Fuiui(ûi)

Fuiui(ûi)
=

∫
ui≥Ti

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui
Fuiui(ûi)

Fuiui(ûi)

+

∫
ui<Ti

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui

≤ M

C(Ai + 1)

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)h(ui)
Fuiui

Fuiui(ûi)

+

∫
ui<Ti

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui .

≤ 1

C(Ai + 1)

∫
Ω

h(ui)Fui +

∫
ui<Ti

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui ,

onde na última desigualdade usamos a hipótese (3.5). Para Ti �xe ki ≥ 1 um número

inteiro. Assim
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∫
ui<Ti

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui =

∫
ui<Ti
uj<kiTi

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui +

∫
ui<Ti
uj≥kiTi

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui

≤ C(ki, Ti) +

∫
ui<Ti
uj≥kiTi

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui ,

onde j 6= i. Para a última integral, temos

∫
ui<Ti
uj≥kiTi

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui =

∫
ui<Ti
uj≥kiTi

Fuiui
(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj

(Fui(ûi)− Ai)(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj .

Tomando ki su�cientemente grande, concluímos que

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui ≤
1

C(Ai + 1)

∫
Ω

h(ui)Fui + C(ki, Ti)

+
1

2Ai

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj .

Substituindo essas estimativas em (3.9)

∑
i

∫
Ω

h(ui)Fui +
∑
i 6=j

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj

≤
∑
i

Ai

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui

≤
∑
i

Ai
C(Ai + 1)

∫
Ω

h(ui)Fui + C(ki, Ti)

+
1

2

∑
i 6=j

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj .

Escolhendo C = 1, concluímos que

∑
i

1

Ai + 1

∫
Ω

h(ui)Fui +
1

2

∑
i 6=j

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)(Fuj(ûj)− Aj)Fuiuj ≤ C(ki, Ti)

e, daí
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∑
i

Ai

∫
Ω

(Fui(ûi)− Ai)Fuiui ≤ C̃(ki, Ti).

�

Observação 3.1. Com Fui : R2 → R satisfazendo a condição (3.2), segue do Lema

2.6 que a sequência de soluções limitadas (u1, u2)Λn associadas a Λn = (λn1 , σ1λ
n
1 ), onde

1
2
λ∗1(Σ) < λn1 < λ∗1(Σ) e λn1 ↗ λ∗1(Σ) satisfazem

∑
i

‖ui‖L1(Ω) ≤ C

Se δ(x) = dist(x, ∂Ω), temos ainda

∑
i

∫
Ω

Fui(u1, u2)δ ≤ C̃.

Tomando o limite, temos que estas estimativas também são válidas para (u∗1, u
∗
2). Supondo

que Ω é um domínio convexo, segue do método dos planos móveis (ver, [44]) que existem

ε > 0 e C(Ω) > 0 tais que

∑
i

sup
Ωε

ui ≤ C
∑
i

‖ui‖L1(Ω),

onde Ωε = {x ∈ Ω : δ(x) < ε}, assim concluímos que u∗i ∈ L∞(Ωε). Além disso, pelo

Princípio do Máximo existe uma C1 > 0 tal que u∗i > C1 no complementar de Ω, para

todo i = 1, 2.

Lema 3.3. Suponhamos que N ≥ 3. Seja (u∗1, u
∗
2) a solução extremal do sistema (3.1)

com Λ ∈ Λ∗, então u∗i ∈ Lp(Ω) para p < 3.

Demonstração. Seja Λ = (λ∗1(Σ), σ1λ
∗
1(Σ)). Tomemos uma sequência λn1 ↗ λ∗1(Σ) e

seja (un1 , u
n
2 )Λn a sequência de soluções minimais associadas a Λn = (λn1 , σ1λ

n
1 ), segue da

Observação 3.1 que
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∫
Ω

(−∆uni ) = σi−1λ
n
i

∫
Ω

Fui(u
n
1 , u

n
2 )

= σi−1λ
n
i

∫
Ωε

Fui(u
n
1 , u

n
2 ) + σi−1λ

n
i

∫
Ωcε

Fui(u
n
1 , u

n
2 )

≤ C1 + σi−1λ
n
i

∫
Ωcε

Fui(u
n
1 , u

n
2 )
δ

δ

≤ C1 + C2

∫
Ω

Fui(u
n
1 , u

n
2 )δ ≤ C.

De modo que a constante C é independente de n. Isto implica que −∆u∗i ∈ L1(Ω).

Portanto,

u∗i ∈ Lp(Ω)

para p < 3.

�

Lema 3.4. Sejam Ω um conjunto convexo e (u∗1, u
∗
2) a solução extremal de (3.1) associada

a (λ∗1, λ
∗
2). Se as funções Fui satisfazem (3.4)-(3.6), então∫

Ω

Fu1u2(u
∗
1, u
∗
2)Fui(û

∗
1)Fu2(û

∗
2) ≤ C.

Demonstração. Do item (i) do Lema 3.2, temos∫
Ω

(Fu1u2Fu1(û
∗
1)Fu2(û

∗
2) + A1A2Fu1u2)

≤ C + A1

∫
Ω

Fu1u2Fu2(û
∗
2) + A2

∫
Ω

Fu1u2Fu1(û
∗
1).

Segue da Observação 3.1 que podemos escolher um ε > 0 tal que u∗i ∈ L∞(Ωε), para todo

i = 1, 2. Para estimar a última parcela do lado direito, vamos fazer
∫

Ω
=
∫

Ωε
+
∫

Ω\Ωε,

assim
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A2

∫
Ω

Fu1u2Fu1(û
∗
1) = A2

∫
Ωε

Fu1u2Fu1(û
∗
1) + A2

∫
Ω\Ωε

Fu1u2Fu1(û
∗
1)

≤ C1 + A2

∫
Ω\Ωε

Fu1u2(Fu1(û
∗
1)− A1)

(Fu2(û
∗
2)− A2)

(Fu2(û
∗
2)− A2)

+A1A2

∫
Ω\Ωε

Fu1u2
(Fu1(û

∗
1)− A1)(Fu2(û

∗
2)− A2)

(Fu1(û
∗
1)− A1)(Fu2(û

∗
2)− A2)

.

Usando que as funções u∗i estão uniformemente limitadas por baixo em Ω \Ωε (ver obser-

vação 3.1), podemos escrever

A2

∫
Ω

Fu1u2Fu1(u
∗
1) ≤ C1 + C2

∫
Ω\Ωε

Fu1u2(Fu1(u
∗
1)− A1)(Fu1(u

∗
2)− A2)

≤ C1 + C2

∫
Ω

Fu1u2(Fu1(u
∗
1)− A1)(Fu2(u

∗
2)− A2)

≤ C3.

A última desigualdade segue do item (i) do Lema 3.2. Analogamente mostra-se que o

termo A1

∫
Ω
Fu1u2Fu2(u

∗
2) é limitado.

�

3.2 Regularidade em Dimensões N = 2 e N = 3

Teorema 3.1. Suponha que Ω ⊂ RN é um conjunto suave, limitado e convexo com N ≤ 3.

Se F : R2 → R satisfaz (3.4) - (3.7), então as soluções extremais minimais de (3.1) são

clássicas.

Demonstração. Dada uma solução extremal (u∗1, u
∗
2) de (3.1), seja (u1, u2)Λ, com Λ ∈ U ,

uma sequência de soluções minimais limitadas tal que (u1, u2)Λ ↗ (u∗1, u
∗
2)Λ∗. Suponhamos

N = 3 (o caso N = 2, segue analogamente). Segue do Lema 3.4 que∫
Ω

Fu1u2(u
∗
1, u
∗
2)Fu1(u

∗
1, 0)Fu2(0, u

∗
2) ≤ C. (3.10)

Pela convexidade das funções Fu1 e Fu2 podemos escrever

Fu1(u
∗
1, u
∗
2)− Fu1(u∗1, 0) ≤ Fu1u2(u

∗
1, u
∗
2)

(
u∗2 +

1

2

)
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e

Fu2(u
∗
1, u
∗
2)− Fu2(0, u∗2) ≤ Fu1u2(u

∗
1, u
∗
2)

(
u∗1 +

1

2

)
.

Estas desigualdades fornecem

Fu1(u
∗
1, u
∗
2) ≤ Fu1u2(u

∗
1, u
∗
2)

(
u∗2 +

1

2

)
+ Fu1(u

∗
1, 0)

e

Fu2(u
∗
1, u
∗
2) ≤ Fu1u2(u

∗
1, u
∗
2)

(
u∗1 +

1

2

)
+ Fu2(0, u

∗
2).

Assim, podemos escrever

Fu1(u
∗
1, u
∗
2) + Fu2(u

∗
1, u
∗
2)

u∗1 + u∗2 + 1
≤ Fu1u2(u

∗
1, u
∗
2) +

Fu1(u
∗
1, 0)

u∗1 + u∗2 + 1
+

Fu2(0, u
∗
2)

u∗1 + u∗2 + 1
.

Usando a condição a convexidade de Fui temos

Fu1(u
∗
1, u
∗
2) + Fu2(u

∗
1, u
∗
2)

u∗1 + u∗2 + 1
≤ CFu1u2(u

∗
1, u
∗
2).

Multiplicando esta estimativa por Fu1(u
∗
1, 0)Fu2(0, u

∗
2) encontramos

Fu1(u
∗
1, u
∗
2)Fu1(u

∗
1, 0)Fu2(0, u

∗
2) + Fu2(u

∗
1, u
∗
2)Fu1(u

∗
1, 0)Fu2(0, u

∗
2)

u∗1 + u∗2 + 1

≤ CFu1u2(u
∗
1, u
∗
2)Fu1(u

∗
1, 0)Fu2(0, u

∗
2).

A convexidade de F nos dá

F (u∗1, 0)

u∗1 + 1
≤ Fu1(u

∗
1, 0) e

F (0, u∗2)

u∗2 + 1
≤ Fu2(0, u

∗
2).

Assim

Fu1(u
∗
1, u
∗
2)Fu1(u

∗
1, 0)F (0, u∗2) + Fu2(u

∗
1, u
∗
2)F (u∗1, 0)Fu2(0, u

∗
2)

(u∗1 + u∗2 + 1)2

≤ CFu1u2(u
∗
1, u
∗
2)Fu1(u

∗
1, 0)Fu2(0, u

∗
2).

Agora, usando a condição (3.7) podemos escrever

C1
Fu1(u

∗
1, u
∗
2)2 + Fu2(u

∗
1, u
∗
2)2

(u∗1 + u∗2 + 1)2
≤ CFu1u2(u

∗
1, u
∗
2)Fu1(u

∗
1, 0)Fu2(0, u

∗
2)
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Usando a estivativa (3.10) concluímos que∫
Ω

Fu1(u
∗
1, u
∗
2)2 + Fu2(u

∗
1, u
∗
2)2

(u∗1 + u∗2 + 1)2
≤ C2

Agora, podemos fazer a seguinte decomposição do domínio Ω:

Ω1 :=

{
x ∈ Ω :

Fu1(u
∗
1, u
∗
2)2

(u∗1 + u∗2 + 1)2
≥ Fu1(u

∗
1, u
∗
2)α
}
,

Ω2 := Ω \ Ω1 =
{
x ∈ Ω : Fu1(u

∗
1, u
∗
2) ≤ (u∗1 + u∗2 + 1)

2
2−α

}
,

onde α > 0 será escolhido a posteriori. Inicialmente notemos que∫
Ω1

Fu1(u
∗
1, u
∗
2)α ≤

∫
Ω

Fu1(u
∗
1, u
∗
2)2

(u∗1 + u∗2 + 1)2
≤ C, ∀α > 0.

Por outro lado, ∫
Ω2

Fu1(u
∗
1, u
∗
2)β ≤

∫
Ω

(u∗1 + u∗2 + 1)
2β

2−α .

Neste ponto, usaremos a notação u ∈ Lp−(Ω) quando u ∈ Ls(Ω) para todo s < p. Usando

que u∗1, u
∗
2 ∈ L3−(Ω), vemos que Fu1(u

∗
1, u
∗
2) ∈ Lβ−(Ω), onde β satisfaz a inequação{
α = β
2β

2−α < 3.

Assim tomando α = 6
5
na decomposição do domínio acima, concluímos que F1(u∗1, u

∗
2) ∈

L
6
5
−(Ω). Pela teoria de regularidade elíptica, temos

u∗1 ∈ W 2, 6
5
−(Ω) ↪→ L6−(Ω).

Analogamente conclui-se que u∗2 ∈ L6−(Ω). Usando este fato juntamente com a decompo-

sição do domínio, e repetindo o argumento acima temos{
α = β
2β

2−α < 6
.

Isto implica que, tomando α = 3
2
, encontramos Fu1(u

∗
1, u
∗
2) ∈ L

3
2
−(Ω). Pela teoria de

regularidade elíptica,

u∗1 ∈ W 2, 3
2
−(Ω) ↪→ Lp(Ω) para todo p < +∞.

Analogamente conclui-se que o mesmo para u∗2. Finalmente, tomando α = 3
2

+ 2ε, en-
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contramos que Fu1(u
∗
1, u
∗
2) ∈ L 3

2
+ε(Ω). Portanto u∗1 ∈ W 2, 3

2
+ε(Ω) ↪→ L∞(Ω) o mesmo vale

para u∗2.

�

Segue do Teorema 3.1 e das observações feitas no Exemplo 3.2 que as soluções extre-

mais dos sistemas 
−∆u1 = λ1(pepu1+pu2 − pup−1

1 up2), Ω

−∆u2 = λ2(pepu1+pu2 − pup−1
2 up1), Ω

u1 = u2 = 0, ∂Ω

e 
−∆u1 = λ1(p(u1 + 1)p−1(u2 + 1)q − rur−1

1 ur2), Ω

−∆u2 = λ2(q(u1 + 1)q−1(u2 + 1)p − rur−1
2 ur1), Ω

u1 = u2 = 0, ∂Ω

com p, q > 2 e 2 ≤ r < min{p, q}, são clássicas.
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