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Resumo

Neste trabalho, tratamos de algumas questoes relacionadas a sistemas elipticos do tipo

—Auz = )\ifl-(x,ul,...,um), Q (1)
Uu; = O, 897

onde Q C RY ¢ um dominio suave e limitado, N > 2, os parametros Ai,...,\,, sao
positivos e as funcoes f; : 2 x R™ — R satisfazem algumas condigoes de crescimento que
serao discutidas principalmente nos Capitulos 2 e 3 deste trabalho.

No primeiro Capitulo, consideramos o caso particular

—Ap; = 7ipi(@) || i, Q 2)
vi = 0, 09,
onde ©,,11 = @1, 08 NUMeros as,...,q,, sao positivos satisfazendo Hf;l a; = 1, e as

funcoes peso p; sdao positivas e pertencem a LV(Q2). Neste Capitulo mostramos que o

conjunto
F={(7,--s7%m) € R"™| (7,...,7m) ¢ um autovalor principal de (2)}

forma uma hipersuperficie em Rf’l que chamaremos de hipersuperficie principal para
este sistema.

No Capitulo 2, utilizamos a hipersuperficie I' para desenvolver a conceito de conjunto
extremal para o sistema (1). Denotando por U o conjunto dos (Aq, ..., \,) € R™ tais que
o sistema (1) tem solucdo positiva em C*(€2) mostramos que o conjunto extremal A* pode

ser escrito na forma

A* = QUNRY.

Ainda neste capitulo, provamos alguns resultados envolvendo este conjunto e as suas

solugoes extremais, como existéncia, regularidade e estabilidade de tais solugoes. Também

il



v

provamos algumas propriedades qualitativas de A* como continuidade, comportamento
assintotico e limitagao deste conjunto.

Finalmente, no capitulo 3, investigamos a regularidade das solugoes extremais para
uma classe de sistemas elipticos que chamaremos sistemas do tipo gradiente. Este termo
deve-se ao fato de que estaremos interessados em estudar o sistema (1) no caso em que

fz‘(iC, Uy, Uz) = Fui (U17U2)7 ou seja,

u; = 0, 9.

As funcoes F,, deverao satisfazer uma certa classe de condigoes que sao verificadas, em

{—Aul = )\iFui(Ul,UQ), Q

particular, para F' da forma F'(uy,us) = fi(u1)fo(us), entre outras. Nesta parte do
trabalho, estendemos o resultado de regularidade para as solugoes extremais devido a C.
Cowan e M. Fazly em dimensoes N = 2 ou N = 3 quando m = 2 (|15]), mais precisamente,
nosso resultado de regularidade é valido para uma classe de nao-linearidades que estende

o resultado conhecido para m = 2.

Palavras-Chaves: Sistemas Elipticos; Solucoes Extremais; Hipersuperficie Principal;

Regularidade de Solugoes.



Abstract

In this paper, we discuss some questions related to elliptical systems of the type

—Auz = )\ifl-(x,ul,...,um), Q (3)
Uu; = O, 897

were 2 C RY is a smooth e bounded domain, N > 2, the parameters \,...,\,, are
positives and the functions f; : 2 x R™ — R satisfy growth conditions that will be
discussed mainly in Chapters 2 and 3 of this paper.

In the first Chapter, we consider the particular case

—Api = vipi(@)pi|¥ T i, Q (4)
vi = 0, 09,
were @11 = @1, the number oy, . .., a,, are positives, satisfy []", oy = 1, and the weight

function p; are positives and belong to LV (). In this Chapter we show that the set

F'={(,.,7%m) €ER™| (7,...,7m) € um autovalor principal de (4)}

define a hypersurface in ]RT_l what shall we call principal hypersurface for this system.
In the Chapter 2, we use the hypersurface I' to develop the concept of extremal set

for the system (3). Denoting by U the set of (A1,..., ;) € R™ such that the system (3)

has a positive solution in C'(Q2) we show that the extremal set A* can be written in the

form

A* = OUNRT,

Still in this Chapter, we have proved some results involving this set and its solutions such
as existence, regularity and stability of such solutions. We also prove some qualitative

properties of A* such as continuity, behavior asymptotic and limitation of this set.
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Finally, in Chapter 3, we investigated the regularity of the extremal solutions for a class
of elliptical systems that we will call gradient-type systems. This term is due to the fact
that we will be interested in studying the system (3) in the case f;(z,u1,us) = F,, (u1, us),

that is,

—Au; = )\iFui(ulaUQ)a Q
U; = O, o092.

The functions F,,, must satisty a certain class of conditions which are verified, in particular,
to F(uy,uz) = fi(ur)f2(uz), among others. In this part of the work, we extend the
regularity result for the extremal solutions due to C. Cowan and M. Fazly in dimensions
N =2or N =3 when m = 2 ([15]), more precisely, our regularity result holds for a class

of nonlinearities that extends the known result to m = 2.

Key-Words: Elliptic Systems; Extremal Solutions; Principal Hypersurface; Regularity

of solutions
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Introducao

Neste trabalho trataremos de algumas questoes relacionadas a sistemas elipticos do

tipo

(5)

—Au; = Nifi(,ug, . u,),

onde Q C RY & um dominio suave e limitado, N > 2, os parametros \; sdo positivos e as
funcgoes f; : 2 x R™ — R satisfazem algumas condic¢oes de crescimento.

Nosso trabalho foi inspirado pelo bem estudado problema escalar

{—Au = Af(u), em Q (6)

u = 0, sobre 012,

onde A > 0 é um parametro, Q C RY denota um dominio suave e limitado, e f : R, — R
satisfaz as condigoes
f ()

f ésuave, nao decrescente e convexa, f(0) >0 e lim ——= = +o0. (7)
u——+o0 u

Exemplos tipicos de fun¢oes satistazendo as condigao (7) sdo:

o flu)=en
o f(u) = (14 u)?, onde p > 1.

O caso f(u) = e* com Q = Bj, onde B; é a bola unitaria em R, é conhecido
como problema de Bratu-Liouville-Gelfand (ver [2], [26], [29] e [32]) que em dimensoes
N = 1,2, 3 deriva do modelo matematico do fenomeno de auto-combustao (ver [19]). Para
mais detalhes o leitor pode consultar [1], [18], [22] e [39]. Neste contexto, o parametro
A > 0 é chamado parametro de Frank-Kamenetskii e quantifica o equilibrio entre a difusao

e a reagao, isto sugere a possibilidade de nao existéncia de solucoes limitadas para A
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suficientemente grande. De fato, o primeiro resultado neste sentido foi obtido por J.
Liouville no ano de 1853 no caso N = 2 (ver [32]), os casos N = 1 e N > 3 podem ser
encontrados em [19] e [30]. Para nao linearidades mais gerais veja [40] e [41].

Dizemos que uma fungio ndao negativa u é uma solugao fraca de (6), se u € L*(Q),
f(u)d € L), e

/Qu(—Anp)d:c:/\/Qf(u)god:c

para todo ¢ € C2(Q), onde §(x) = dist(x,09). Vale observar que a integral no membro
direito acima faz sentido, pois a condi¢do ¢ € CZ(Q) implica que |o(z)| < C§(z). Dizemos

ainda que, uma solucao u de (6) é minimal se, dada qualquer outra solu¢do v, tenhamos

u(z) <wv(x) Vrell
Para o problema (6), é conhecido que

Teorema 0.1 (|3], |5], [19], [31]). Suponha que N > 1. Seja Q@ C RN um dominio suave
e limitado, e f uma fungao satisfazendo (7). Entdo existe um parametro \* € (0,+00)

tal que
(i) Para todo 0 < A\ < \*, o problema (6) tem uma solugcdo minimal cldssica uy;
(ii) Para todo A > \*, o problema (6) nao admite solu¢ao fraca;

(11i) Para A = \*, o problema (6) admite uma tnica solug¢ao fraca.

A familia de solugbes minimais classicas {uy | 0 < A < A*} é crescente em \, e
seu limite quando A 7 A\* é a solucao fraca u* = uy de (6) para A = \* (ver 3], [5]
e [19]). Esta solugdo é chamada solugao extremal e pode ser mostrado que, para todo
A € [0, A*], uy € solucdo estavel de (2). Por solucoes estaveis denominamos as solugoes wuy
que verificam A (—A — Af'(uy); 2) > 0.

A regularidade e as propriedades da solucao extremal depende fortemente da dimensao
N, do dominio € e da néo linearidade f. Quando f(u) = e*, é conhecido que u* € L>(Q)
se N <9 (para todo ) (ver [16], [34]), enquanto que u*(z) = —2log |x| e A\* = 2(N —2) se
N >10e Q = By (ver [30]). Para f(u) = (1 +u)?, comp > 1e Q= By, vale u* € L>(Q)
se N —2< pA‘Tpl + 4\/;;1 (ver [6] e [34]). O problema de determinar a regularidade de u*
em funcdo da dimensdo N, para nao linearidades gerais f satisfazendo (7), foi proposto
por H. Brezis e J. Vazquez no final dos anos 90’s (ver [3] e [6]) e o primeiro resultado
importante neste sentido foi estabelecido em 2000 por G. Nedev [37]. Ele provou que, para

todo dominio €2 e toda nao linearidade f sob a hipotese (7), a solucdo extremal satisfaz
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u* € L>(Q) se N < 3 enquanto que u* € H}(Q) se N < 5. Outros resultados recentes

importantes sao:

Teorema 0.2 ([8]). Seja By a bola unitdria de RY, f uma funcao satisfazendo a condicio
(7), e u* a solugdo extremal de (6).
(i) Se N <9, entao u* € L>*(Q);
(i1) Se N > 10, entao u* € LP(Q)) para todo p < p,, onde

(iii) Para toda dimensio N, u* € H>(Q).
Teorema 0.3 ([7],]10]). Seja Q C RY um dominio convexo, suave e limitado, f uma
fungao satisfazendo (7), e u* a solugdo extremal de (6).
(i) Se N <4, entao u* € L>().
(ii) Se N > 5, entdo u* € LP(Q) para todo p < 2% =2+ @.

O item (i) do Teorema 0.3 ¢ esperado para 5 < N < 9 em dominios suaves e limitados
arbitrarios, no entanto, ainda permanece em aberto. Extensées do problema (6) para o
operador p—laplaciano podem ser encontradas em [9], [11], [23], [24], [25] e [38]. Para

problemas relacionados a condigoes de Neumann nao lineares o leitor pode consultar [17]
e [43].

Nosso objetivo é estudar a extensao natural do problema (6) no caso vetorial, em

outras palavras, vamos estudar o sistema

_Ezz = )\Z’L ) sy Um)y Q
{ u filz,uy Up), em s)

u; = 0, sobre 012,

onde Q C RY ¢ um dominio suave e limitado, N > 2, £; sdo operador diferenciais elipticos

gerais de segunda ordem e os parametros Aq, ..., A\, sa0 positivos.

As principais hipoteses sobre as nao linearidades f; sao:

Hipoteses gerais sobre as fungoes f;:

filz, - ...00) ECl(RT), Vo € Q; (9)
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ngi<'7u17"'7um)Sfi<'7vla"'avm)> VU]'SUJ'; (10)

fi(,0,...,0) € L¥(Q); (11)

fi('a Uy, .. 7um) Z Pz()uzafrp Um+1 = U1 (12)

onde aq,...,am >0, [[ i =1, € p1,..., pm € LN(Q) sdo fungdes positivas em quase

todo ponto.

Para iniciar o estudo do sistema (8) precisamos investigar a existéncia de um analogo
vetorial para o parametro \*, ou seja, um conjunto fechado A* C R™, que chamaremos

de conjunto extremal, tal que a uniao R?" = U A* UV seja disjunta e de modo que
(i) Se A = (\1,...,\n) €U, entdo o problema (8) tem uma solu¢io minimal em C*(Q);
(ii) Se A = (A1,...,A\n) €V, entdo o problema (8) nio tem solucio em C*(Q).

A primeira contribuicao para o estudo do conjunto A* e das solugoes extremais as-
sociadas foi dada em 2005 por Marcelo Montenegro para o caso m = 2 (ver [35]). Para
construir o conjunto extremal A*, Marcelo Montenegro, faz uso de algumas propriedades

da curva principal associada ao problema de autovalor nao linear

—Apr = mp1()]p2]* e, em Q
—Apy = Yopa(x)]p1]** "1, em Q (13)
o1 =y = 0, sobre 012,

onde Q C RY é suave e limitado, a1, s > 0, a1 = 1 e as funcoes peso p1, ps 530 positivas
em quase todo ponto e pertencem a LP()), com p > N. Dizemos que o par (71,72) € R?
¢ um autovalor principal de (13) se este problema admite uma solu¢ao positiva. Marcos

Montenegro mostrou (ver [36]) que o conjunto

I ={(71,7) € R?| (71,72) ¢éum autovalor principal de (13)}

na verdade forma uma curva continua em R?. Neste contexto, a curva I' desempenha um
papel similar ao primeiro autovalor do operador Laplaciano com condigoes de Dirichlet

em (2, e é usada em [35] para definir o conjunto extremal A* para m = 2.
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Um dos objetivos deste trabalho é estender estes resultados para sistemas com m >
3 equacgoes. Para isso, necessitamos primeiramente de um conjunto que faca o papel
da autocurva I" em R™. Neste caso, considerando a extensao natural do sistema (13),

provamos o seguinte resultado:

Teorema 0.4. Seja Q C RY suave e limitado. Suponha que aq, ..., 0, $do nimeros
positivos satisfazendo [[-, a; =1, as fung¢des peso p; sao ndao negativas, nao nulas q.t.p.
e pertencem a LY (Q). Entdo, existe uma funcdo continua H : R™ — R e uma constante

v* de modo que, o sistema

(14)

—Lipi = 7pi(@)| i1 | i1, Q
vi = 0, 09,

. .. 2N
onde i1 = @1, tem uma solucdo positiva em Wi (Q2)™ se, e somente se,

*

H(%,--.,%n) =7

Nossa abordagem para este Teorema consiste nas seguintes etapas:

Inicialmente, construimos um operador 7 : W™ (Q) — W2™N(Q), e induzimos em

2,N : : -
Wy (©) uma ordem parcial considerando o cone positivo

K={ueWyNQ) |ux) >0, zecQ}
Mais precisamente, definimos T'= Ty o ... 0 Ty, onde Ty, ..., Tp, : WoN(Q) — W2N(Q),

sao tais que

Ti(p) = (=L (pi(x) || o).

o L. ) ) ) 2,N
Feito isso, a proxima etapa ¢ mostrar que 7' é completamente continuo em Wy (2) e

que T'|x é positivamente 1-homogéneo, mondtono e fortemente positivo na ordem parcial

induzida pelo cone K. O operador T é estritamente positivo se verifica

T(p) € intK  para todo ¢ € K\{0}.

A 1-homogeneidade segue imediatamente da condicao [[;", a; = 1 e da definigao de T'. Os
demais resultados seguem basicamente da Teoria de Regularidade Eliptica, do Principio
do Maximo e do Principio de Comparacao.

Finalmente, fazemos uso da seguinte versao do teorema de Krein-Rutman nao linear

para mostrar que o operador 7" tem um autovalor principal v*:
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Teorema 0.5 (|28]). Seja E um espaco de Banach real contendo um cone sdlido K. Seja
T : E — E um operador completamente continuo, com T|x : K — K positivamente 1-
homogéneo, mondtono e fortemente positivo. Além disso, suponha que existam elementos
nao nulos w,T(w) € Im(T) N K. Entao, existe uma constante g > 0 com as sequintes

propriedades:
(1) Eziste w € K\{0}, com u = poT(u);
(i) Sev e K\{0} e u >0 sao tais que v = uT'(v), entdo p = pyo.

Este resultado combinado com a definicao do operador T conduzird & uma relagao

entre os parametros 7;, os expoentes «; € a constante v*, dada por

H(’}/l, e ,’ym) = ’ngl - %y--&nrl — ,y*

Vale observar que a hipersuperficie I = H ~1(y*) extende o conceito de curva principal

para o caso m > 3, por este motivo, denotamos simplesmente

L=H"(y)

e dizemos que T' é a hipersuperficie principal do sistema (14).
Assim como no caso m = 2, a hipersuperficie I' é usada para definir e estimar A*. Na
verdade, se denotamos por < a ordem parcial em R™ induzida pelo cone positivo R,

uma consequéncia imediata da construcao de A* é que I e A* verificam

A* <T.

Os principais resultados envolvendo o conjunto extremal A* sao:
Teorema 0.6 (Existéncia). Existe um conjunto fechado A* C R tal que a unido R =
UUN UV € disjunta e vale as sequintes afirmagoes:
(i) Se A= (\1,...,\m) €U, entio o problema (8) tem uma solugio minimal em C1(Q);
(i) Se A= (\1,...,\n) €V, entdo o problema (8) ndo tem solu¢io em C1(Q).
Teorema 0.7 (Propriedades Qualitativas). A fun¢do vetorial S : RT™' — A* C R™ dada
por S(X) = (A(X2),..., A5 (X)) tem as sequintes propriedades:
(a) S é continua;
(b) Se ¥ <X, entdo \j(X) > Ni(X) e Af(2) < A (X)), onde i = 2,...,m;
(c) Ni(¥) = 0 quando ¥ — oo;
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(d) Se fi(-, 1) > (- )ty —wi(-) para todo t; > 0, onde (1, wy € LN(Q) sio fungdes positivas

em quase todo ponto, entao N} € limitado;

(e) Se para todo ko > 0, existem t9,... 1% > 0 tais que

Roll f1(5 ], - to) vy < 8,
entao ] € ilimitado.
Como consequéncia dos itens (d) e (e) deste Teorema, temos

Corolario 0.1. O conjunto extremal do sistema

—Au; = NI+a(z)ug + ...+ ap(@)uy,),  Q
onde a;(z) € LN(Q) e [[[~,ri > 1, € limitado em pelo menos uma dire¢do \;.

Corolario 0.2. O conjunto extremal do sistema

)

—AUZ = /\ie“”l, Q

onde Uy = uy € thimitado em todas as direcoes ;.

Teorema 0.8 (Existéncia de Solugbes Fracas sobre A*). O problema (8), com L; = A,

tem solugao minimal fraca para A = (X},..., \5) € A*.
A solugao (uj,...,u,) € L'(Q2)™ associada ao parametro A = (A\},...,\") € A* ¢é

chamada solucao extremal.
Para o estudo da estabilidade das solucoes, além das hipdteses citadas acima sobre as

fi devemos considerar as seguintes
Hipoteses gerais para o estudo da estabilidade das solucgoes:

sup HVfZ'<',’l,L1, . ,um)HRm c LN(Q), ko > 0, 1= 1, o,y (15)

O<u]-<k0
Jj=1,....m

VSilur, .. uy) 20, Yu; >0, i=1,...,m. (16)
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Vale lembrar a definicdo de estabilidade para solugbes do sistema (8) (ver também

[35]): Dizemos que uma solugdo (uq,...,un)s do sistema (8), associada ao pardmetro
A= (A1,..., \n), é estavel, se o sistema
o)
— A —)\z’z%fi(iﬂ, (Wi um)a)y = iy, em §)
j=1 =

v, = 0, sobre 0f2

tem um primeiro autovalor n; positivo.

Teorema 0.9 (Estabilidade das Solu¢oes Minimais Abaixo de A*). Suponha que as
fungoes f;, i =1,...,m, satisfazem as condigoes (9) - (12), (15) e (16). Entao, a familia

{(Ul, ce ,um)A | A € Z/{}
de solugoes minimais C*(Q) de (8) € estdvel.

Neste ponto, observamos que a estabilidade das solu¢oes minimais nao depende da
convexidade das nao linearidades fi,..., f,,. Com isso, estendemos o resultado de esta-
bilidade conhecido para m = 2 (ver |35]).

O primeiro avancgo na direcao do estudo da regularidade das solugoes extremais para
o caso vetorial com m = 2 foi dado em 2011 por C. Cowan (ver [14]). Considerando o

seguinte sistema do tipo Gelfand

—Au = Xe¥,
—Av = e, Q
u=v = 0, 0N}

onde Q ¢ um dominio suave e limitado em R ele mostrou que se 3 < N < 9 e o parametro

extremal (\*,7*) € A* satisfaz

N-—-2

s v SN_2

Entao a solugao extremal (u*,v*) é limitada.

Em 2014, C. Cowan e M. Fazly (ver [15]) estudaram os sistemas

“Au = Af(uglr),  ©
—Av = yf(u)g(v), Q (17)
u=v = 0, 01,
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“Au = Mg (), ©

—Av = yf'(u)g(v), Q (18)
u=v = O, of).

No primeiro caso eles consideraram {2 um dominio suave limitado e convexo em RY com
N =2o0u N = 3 e as fungoes f e g satisfazendo a condi¢ao (7) e algumas condigbes
de crescimento. Nestas hipoteses eles mostraram que as solu¢oes extremais (u*,v*) de
(17) sao limitadas. Por outro lado, para o sistema (18) eles consideraram N = 3, g(v) =
(1+v)7, 1 < g < 400, [ satisfazendo a condic¢ao (7) e f’(u) > C > 0, entdo provaram
que as solugoes extremais (u*,v*) sdo limitadas. Em 2015, M. Fazly (ver [20]) provou
que, no caso radial com (fi,..., f,) = VF, as solugoes estaveis de (8) sdo limitadas para
2 < N <9. Ressaltamos ainda o resultado obtido por C. Cowan em 2015 (ver [13]) para

o seguinte sistema do tipo Lane-Emden

—Au = AMl+wv)P, Q
—Av = y(1+uw)?’ Q
u=v = 0, 09,

onde € é um dominio suave e limitado em RY com 1 < p < 6. Supondo que

N 20+1) [ [pg(p+1) v@qp+1 pq(p +1)

=1
2 +;ﬁ—1 0+ 1 0+1 0+1 ’

entao as solucoes extremais associadas ao sistema acima sao limitadas.
Finalizamos este trabalho investigando a regularidade das solucoes extremais para

uma classe de sistemas elipticos do tipo gradiente. Ou seja, consideramos o sistema

{—Aui = NIy, (u17u2) Q (19)

Uu; = 0, 89,
onde a fun¢do F : R? — R & de classe C*(R2) e satisfaz a hipotese (7) em cada varia-

vel. Além das condicoes acima citadas, a fungao F' deve satisfazer as condigoes, onde

denotamos 4y = (u1,0) e Uy = (0, uz)

e Para todo i € {1,2}
liminf F),,,, (u;) = +00; (20)

U;—>00

e Existem constantes C, R > 0 tal que, para todo i € {1,2} vale
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Fou, (@) F.
C< — 7 7 1] 21
N Fui (aZ)Fuzuz - ( )

para todo u; > R,

e Para todo ¢ > 0, existem Rj, Ry > 0 de modo que, para i,j € {1,2} com i # j vale

F, .
] < e. 22
(Fu () — A Fums = ° (22)

onde esta condicao deve ser satisfeita para todo u; < Ry e todo u; > Ry, onde

A; = F,.(0,0);

e Existe uma constante C' > 0 tal que, para todo i,j € {1,2}, com i # j, vale

Fu,(u1, ug)

i

<C (23)
onde esta condi¢ao deve ser satisfeita para todo u,;, u; > R;

uniformemente em u;, j # <.

Nossa contribui¢ao neste sentido é a seguinte:

Teorema 0.10. Suponha que Q C RY é um conjunto suave, limitado e convexo com
N < 3. Suponha ainda que F,, : R> — R satisfaz as hipdteses (3.4) - (3.7). Entio a

solugao extremal minimal (uf,ul) de (19) € limitada.

Nosso teorema estende o caso gradiente provado por C. Cowan e M. Fazly em 2014 (ver
[15]), de fato, este Teorema se aplica a potenciais mais gerais do que o F(u,v) = f(u)g(v).

Como exemplo, temos o seguinte corolério:

Corolario 0.3. As solugoes extremais dos sistemas

—Aup = \(pePurtruz — pufﬁlug), Q
—Auy = Ay(per i —pubThp),  Q
Uy = Uy = 0, 8(2

—Au; = M(p(ug + 1P ug + 1)7 — ruj'up),  Q
—Auy = Xo(g(ug + 1) Hug + 1)P — ruy'ul), Q
Uy = Uy = O, 89

com p,q>2 e 2 <r<min{p,q}, sio limitadas.



Notacoes

Neste trabalho usamos as seguintes notagoes:

=1

N 1/2
e RY: Espaco Euclidiano N-dimensional munido da norma ||z||gy = (Z xf) :

o RT = {(z1,...,2n) € R™ | 21,...,2, > 0}: Conjunto das m-tplas de nimeros

reais positivos.

e (: Dominio limitado e suave em RY, N > 2.

e Vu(z): Gradiente da func¢ao u, isto é, Vu(z) = %, e u :
0, ory
N 92
o Au(z) = 8;(3): Operador Laplaciano.
L

=1

e ¢.t.p.: Quase todo ponto, isto é, a menos de um conjunto de medida nula.

e ;= (0,...,0,24,0,...,0): Vetor em R™ cuja tinica coordenada diferente de zero é

a i-ésima, a qual é igual a x;.
e C(9): Espaco das fungoes continuas definidas em (.

e C*(Q): Espaco das funcgoes definidas em Q que possuem derivadas continuas até a

k-ésima ordem.

e C}(Q): Espaco das fungoes C*(2) tais que o suporte de u estd compactamente

contido em ().

e C°(Q): Espago das fungoes continuas com derivadas de ordem k& continuas para
todo k € N.
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e [P(Q): Espaco das fungdes mensuraveis u : @ — R tais que / |u|Pdx < oo, onde
Q
1 <p<oo.

o [>(Q): Espago das fungdes mensuraveis u : 2 — R tais que sup |u| < oo.
Q

o LU(2): Espago das fungdes mensuraveis u : 2 — R tais que / lulPd(z)dr < oo,
Q
onde 1 < p < o0.

e C*2(Q): Espaco das fungdes com derivadas continuas até a ordem k e cuja k-ésima

derivada ¢ Holder continua com expoente a.
o C?(Q) = C"(Q): Espago das fungdes Holder continuas com expoente a.

o WHP(Q): Espaco de Sobolev das fungoes em LP(2) que possuem derivadas fracas

até a ordem k pertencentes a LP(Q2).
o WiP(Q): Fecho de C3°(Q) em WHP(Q).
e X — Y: Imersao de Sobolev de X em Y.

e f = O(x): Notacao de "o grande", isto significa que existe uma constante C' > 0 tal

que f = Cux.



Capitulo

1

Problema de Autovalor Principal

1.1 Um Teorema do tipo Krein-Rutman Nao-Linear

Nesta secao, apresentamos os conceitos basicos para o entendimento da teoria de
Krein-Rutman nao-linear. O resultado principal desta secao é uma versao do Teorema de
Krein-Rutman, este resultado sera fundamental para a proxima secao, onde estabelecemos
a noc¢ao de hipersupeficie principal associada a um problema de autovalor do tipo Lane-

Emden. Em toda secao, o conjunto E serd um espaco de Banach real.

Definicao 1.1. Um conjunto convero K C E é chamado um cone fechado, se
(i) AK C K, para todo A > 0;

(i) K n(—=K) = {0}.

Definigao 1.2. O cone K C E ¢é chamado um cone sélido, se intK # ().

Um cone K C E induz uma ordem parcial em £ da seguinte maneira
u=v<=uv—uckK.
De fato,

e (Reflexividade) Para todo u € F, temos u < u, pois 0 € K;

e (Anti-simétria) Se u < v e v < u, entdo (u —v) € KN (—K), logou—v =0.
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e (Transitividade) Se u = vev S w,entdo v —u € K e w—v € K. Como K é um

conjunto convexo, temos que 3(w—u) = 3 (w—v)+3(v—u) € K segue da defini¢io

de cone que w —u € K.
Dizemos que o espaco de Banach (E, K, <) esta parcialmente ordenado e que K é o cone

positivo deste espaco.

Definicao 1.3. Um operador T : E — E ¢ chamado crescente, se
u=v="T(u) 2T(v).

Caso 0 = T(u), para todo u € K, dizemos que T é um operador positivo. Isto significa
que T(K) C K. Se T(K) C intK dizemos que T € estritamente positivo.

Definicao 1.4. Um operador T : E — E ¢é dito completamente continuo se, para toda
sequéncia fracamente convergente (x,) C E, a sequéncia T'(x,) € fortemente convergente

em FE.

Definicao 1.5. Um operador T : E — E € positivamente 1-homegéneo, se verifica a
condi¢cao
T(tx) =tT(x) para todot > 0.
O teorema a seguir pode ser encontrado em [28|. Vale observar que, substituimos
no resultado original, a hipotese de operador forte, pela condicao operador fortemente
positivo. Visto que, o cone no qual trabalhamos no decorrer deste capitulo serd um cone

solido, estas mudancas nao trarao problemas no que diz respeito & aplicagao do teorema.

Teorema 1.1 ([28]). Seja E um espago de Banach real contendo um cone sdlido K. Seja
T : E — E um operador completamente continuo, com T|x : K — K positivamente 1-
homogéneo, mondtono e fortemente positivo. Além disso, suponha que existam elementos
ndo nulos w,T(w) € Im(T) N K. Entao, existe uma constante pg > 0 com as seguintes

propriedades:
(1) Eziste u € K\{0}, com u = poT (u);

(ii) Se v e K\{0} e p> 0 sdo tais que v = pT'(v), entdo u = 1.

1.2 A Hipersuperficie Principal para Sistemas do Tipo

Lane-Emden

Sejam € um dominio suave e limitado em RY, N > 2, p; € L™ (Q) fungdes positivas

q.t.p., i =1,...,m e o; numeros positivos, satisfazendo [[*, o; = 1. Considere o sistema
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—Ap; = Yipi(x)|i1|* iy, em Q (1.1)
v; = 0, sobre 09,
onde ¢, 11 = 1. Nesta secao, investiregamos quais as condi¢oes sobre os nimeros -;

de modo a garantir a existéncia de solugdes positivas em CJ(Q) para o sistema (1.1).

Mostraremos que o conjunto
L'={(71,...,7%m) € R™| (1.1) tem solu¢do positiva em C;(Q)}

na verdade, forma uma hipersuperficie suave em R, a qual chamaremos de hipersuperficie

principal do sistema (1.1) por dois motivos:

(1) T é a extensao natural do conceito de curva principal, introduzida por M. Monte-

negro (ver [36]);

(2) A caracterizacao de I esta fortemente conectada a nogao de autovalor principal para

operadores nao-lineares.

Neste contexto, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.1. Dizemos que (71,...,%m) € R™ é um autovalor do sistema (1.1), se ele
admite uma solugdo nao trivial. O ponto (y1,...,vm) € R™ é um autovalor principal, se

o sistema (1.1) admite uma solugao positiva.

Usaremos o Teorema 1.1 para mostrar que o conjunto I' pode ser visto como a imagem
inversa de um valor regular por uma funcao suave H : R™ — R, cuja expressao conduziri
a varias propriedades qualitativas deste conjunto. Em particular, veremos que I' C R
divide R”* em dois conjuntos abertos, conexos e nao-limitados.

Agora podemos enunciar o resultado principal deste capitulo

Teorema 1.2. Seja Q C RY suave e limitado. Suponha que o, ..., a., > 0 e satisfazem
[, = 1. Entao, existe uma funcio H : R™ — R e wma constante v* tais que, o
sistema (1.1) tem uma solugdao limitada positiva se, e somente se

H(m,.ooym) =77

A fim de aplicar o Teorema 1.1, vamos definir os conjuntos E := Wy™ (Q) e

K={ueWN(Q)|u>0 em Q} C E.
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Note que o conjunto K é um cone sélido em E. Este cone, define uma ordem parcial em
E no sentido que foi definido na se¢ao anterior. Agora, vamos & construgao do operador
T com as propriedades do enunciado do Teorema 1.1.

Se v € E\{0}, entao |p

para o problema

@@=l € C(Q). Assim, existe uma tinica solucio u € W2N(Q)

—A = i o —1 Q
u = pi(x)]e[* e, | (1.2)
u = 0, o1}
(ver [27], Teorema 9.15) onde p; e c, © = 1,...,m, estdo sob as hipoteses do problema

(1.1), ou seja, p; € LN(Q) e ay,...,a, > 0, [[I"; a; = 1. Pela Teoria de Regularidade
Eliptica u € C'(9Q).

Definimos o operador solucao T; : E — E por T;(¢) = u, onde u é a unica solugao
limitada de (1.2).

Lema 1.6. Para todo 7 >0 e ¢ € E, temos T;(1p) = 7T;(yp).

Demonstracao. Denote u = T;(p) et = 7%u. Entdo

a;—1

—AT = 1Y(=Au) = 7% p;(T)|p

o = pi(z)|Te

TP.
Portanto, T;(1¢) =1 = 7%T;(p).

O

Definimos T" := Tjo...0T,,. Nosso proximo passo é mostrar que o operador T : £ — FE

é completamente continuo e que T'|x cumpre as hipoteses do Teorema 1.1.
Lema 1.7. T : E — E ¢ positivamente 1-homogéneo.

Demonstracao. Pelo Lema 1.6, se 7 >0 e p € E, entao

T(re)=(Tyo...0T,)(Tp) = THIZIO‘Z’T(@) =7T(p).

Seja (—A)7!: L>(Q) — L>®(Q) o operador solugio do problema de Dirichlet

—Au = h, Q
u = 0, 0.

E conhecido que (—A)~! & continuo e existe ¢ > 0 independente de u tal que
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ull w2 ) < cllh|lwzy o)

para todo h € W2N(Q) N W, N (Q) (Ver Lema 9.17 [27]).
Lema 1.8. T': E — E é compacto.

Demonstracao. Basta mostrar que T; ¢ compacto. Seja M C E um conjunto limitado,

entio M = {|o|* | p € M} é limitado em C(Q). Assim

ull (@) < elll% gy < +00
onde u = Tj(¢). Seque que T;(M) e limitado em C*°(Q). Como a imersio C*7(Q) —

CY(Q) € compacta, seque que T;(M) € pré-compacto em E.

Lema 1.9. T : F — FE ¢ continuo.

Demonstracao. Basta mostrar que T; é continuo. Suponha que p, — ¢ em E, e seja
un, = Ti(pn). Precisamos mostrar que u, — T;(¢). Note que {¢,} € limitada em E,
além disso T; é compacto, assim {u,} tem uma subsequéncia convergente parau € C*(€2).
Yo = pi(@)]p] M.
=lp) em C19(Q). Dai, U satisfaz

o —

Afirmamos que uw = T;(p). De fato, v, — ¢ implica que p;(x)|en
Assim (=A)7H(pi(2)]enl® " en) = (=A) " (pi(2)] ¢

—Au = pi(2)|el“ e,  Q
7 = 0, o9,

ou seja, uw = T;(p).

Lema 1.10. T': K — K € fortemente positivo.

Demonstragao. Seja ¢ € K\{0}, entdao pelo Principio do Mdzimo Forte (ver [27],
Teorema 3.1) e o Lema de Hopf (ver [27], Lema 3.4)

Ou

Ti(p) €{uecCyQ) |u>0 em Q e 5
1%

<0 sobre 0N}.

Isto implica que T;(p) pertence ao interior de K.

Lema 1.11. T : K — K € mondtono.
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Demonstracao. Lembremos que o1 = ps < o — 1 € K & p1(x) < pox), Vo € Q.
Sejam 1, o € K tais que @1 =X o, entdo ¢ (x) < ¢3'(x), Yo € Q. Se p; =0 o lema
seque da positividade de T. Suponhamos que @1 Z 0, sejam uy = T;(p1) e ug := Ti(p2),
dat 0 < —Auy = % < 95" = —Aug em Q) e up = uy = 0, sobre 0. Seque do Principio
da Mdzimo (ver [27], Teorema 3.83) que u; < uy em S.

O
Finalmente estamos em posicao de demonstrar o Teorema principal deste capitulo.

Teorema 1.3. Seja Q C RY suave e limitado. Suponha que ay, ..., a,, > 0 e satisfazem
[[%, «i = 1. Entao, existe uma fun¢ao H : R™ — R e uma constante v* tais que, o

sistema (1.1) tem uma solugao limitada positiva se, e somente se

H(yy oo Ym) ="

Demonstragao. Tomando um elemento ¢» € K\{0}, seque do Lema 1.10 que T(¢) €
K\{0}, ou seja, 1, T(¢) sao elementos nao nulos que satisfazem 1, T() € Im(T) N K.
Assim, visto que, o operador T estd nas hipoteses do Teorema 1.1, existem v* > 0 e
1 € K\{0} tais que o1 = v*T'(¢1). Seja H : RT — R dada por

o1 m—1

H(y, o 0m) =M% Y

Suponhamos que (1.1) tenha solucdo (@y,...,@,,) € Ci(Y). Entdo, podemos escrever
©; = 713(9,41), onde B, :=@,. Seque do Lema 1.6 que

B =m7" ().
Pelo item (ii) do Teorema 1.1, concluimos que

*

H(vi, oo ym) =75

4 m .
Reciprocamente, suponhamos que o vetor (V1,...,vm) € R satisfaz
Qi Qa1 Om—1 __ *
Y1V TVm =7,
ou seja,

01 =" Y T (1)

Pelo Lema 1.6, podemos escrever

1 =77 Y1 (T o0 Th) (ym T (1))
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Fazendo v, = YymTm(p1), o Lema 1.10 garante que ¢, > 0. Analogamente, podemos

definir as funcoes positivas

Pm—1 = ’Vm—le(QOm)v =1 (902)'

Seque imediatamente da defini¢ao de (Q1,...,om) que ¢1 = p1. Assim, por construcao,

o vetor (¢1,...,¢0m) € uma solugdo de (1.1).

O

Corolario 1.1. Dado um vetor ¥ = (01,...,0,_1) € RT eziste um jy = p1(X) > 0
tal que
(ps 101, -y p10gp—y) €T

Além disso, o nimero py1(X) € dado por

1
m—1 1
b
i (X) = e =0 k=0
H OZHZ:OO%
i=0
onde og = ag = 1.
Demonstracao. Dado um vetor ¥ = (01,...,0,_1) € RT‘17 defina a funcao real

f(t) = H(t, tO’l, R ,tO’mfl) = t1+a1+...+a1---o¢m_1H(1, 01, .- ,O'mfl).

Assim, f € uma funcdo continua e vale

f(0)=0 e lm f(t) = 4o0.

t—+o0

Pelo teorema do valor intermedidrio existe um ty > 0 tal que f(to) =" > 0, consequen-

temente

1
/7* 1+061+...+Oé1"’04m_1
ty = ) = .
0 Ml( ) (H(l,al,...,am_1)>

Definindo 0y = ag = 1 obtemos a conclusao do Coroldrio.




Capitulo

2

O Conjunto Extremal A*

Neste capitulo, mostraremos que existe um conjunto-limite determinando a existéncia
e nao existéncia de solucoes limitadas para uma classe de sistemas elipticos semilineares.
Provaremos alguns resultados envolvendo este conjunto e as suas solugoes extremais, como
existéncia, regularidade e estabilidade de tais solugoes. Também provaremos algumas
propriedades qualitativas deste conjunto como continuidade, comportamento assintotico
e limitacao. Nosso objetivo é unificar a teoria vetorial existente, estendendo os resultados

conhecidos para sistemas elipticos 2x2.

2.1 Construcao e Propriedades

Sejam f1,..., fin : O XR™ — Re \q,..., A, > 0. Vamos considerar o seguinte sistema
semilinear
—Aui = Alfl(x, Uty ... ,um), Q (21)
Uu; = 0, 89,
onde Q é um dominio suave e limitado em R™, e i = 1,...,m. Mostraremos que, assim

como no caso m = 2 (ver [35]), é possivel construir um conjunto extremal, determinando
a existéncia e nao existéncia de solugoes C1(f2) para o sistema (2.1), mais precisamente,

denotando por U o conjunto
U={(,. .., \n) €RT| (2.1) admite uma solugio positiva em W™ (Q)™},

podemos definir o principal objeto de estudo deste capitulo:
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Definicao 2.1. O conjunto extremal associado ao sistema (2.1) é definido por

A* = OU NRT.

Mostraremos que, se as funcgoes f; satisfazem algumas condigoes, que serao estabele-
cidas adiante, este conjunto é nao vazio. Nosso objetivo é estudar algumas propriedades
qualitativas do conjunto A*, como continuidade, separabilidade, comportamento assin-
totico e dependéncia das nao linearidades f;, além disso, investigaremos a existéncia de
solugbes extremais, isto é, a existéncia de solugdes para o problema (2.1) quando os pa-

rametros (A, ..., \y,) pertencem a A*. Quando m = 1, temos o problema escalar

(2.2)

—Au = Af(z,u),
u = 0, o).

E conhecido desde os anos 70 (ver [31]) que, se a funcdo f(x,-) satisfaz certas condigdes
de crescimento, entao existe um parametro \* determinando a existéncia e nao existéncia
de solugoes classicas para o problema (2.2). Como veremos, A* é o parametro vetorial
analogo 4 A\* no caso escalar. Além disso, mostraremos que, assim como no caso escalar,
sobre A* as solugbes extremais (uj,...,u" ) sdo minimais e estaveis.

Antes de iniciar a construcao do conjunto extremal A*, vamos estabelecer as condi¢oes

gerais sobre as funcoes f;:

Hipoteses gerais sobre as fungoes f;:

filz,-...,:) € Cl(RT), Vo € Q; (2.3)
0< fil,ur, .. um) < fil-, 01, 0m),  Yu; <wy; (2.4)
fi(-,0,...,0) € L™N(Q); (2.5)
Lilur, o ty) 2 pi()usly, Umpr = U (2.6)
onde i, ..., >0, [[2, s =1, p1,...,pm € LY () sdo fungdes positivas q.t.p.

Os principais resultados desta secao sao:

Teorema 2.1. Eziste um congunto fechado A* C R tal que, a uniao R =UUA* UV

€ disjunta e valem as sequintes afirmacoes:
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(i) Se A €U, entao o problema (2.1) tem uma solugdo minimal positiva em W2N(Q)™;

(ii) Se A €V, entdo o problema (2.1) naio tem solugio em W2N(Q)™.

Teorema 2.2. A funcdo vetorial S : RT™" — A* C R™ dada por S(X) = (A{(2), ..., A\5,(2))

tem as sequintes propriedades:

(a) S ¢ continua;

(b) Se X <X, entao \j(X) > A{(X) e Xi(2) < Xf(Y) parai=2,...,m;

(c) Ni(2) — 0 quando ¥ — oo;

(d) Se fi(-,t;) > G(-)ti—wi(+) para todo t; > 0, onde (;,w; € LN(Q) sio fungdes positivas

q.t.p., entao N\ € limitado;

(e) Se para todo ko > 0, existem 19, ... .19 > 0 tais que

HOHfl(‘Jt% cee 7t9n)HLN(Q) < t?,

entao \; € nao limitado.

Corolario 2.1. O conjunto extremal do sistema

—Au; = N1+ a(@)ug + ...+ ap(2)uy)",  Q 2.7)
u; = 0, 8Q, .
onde a;(z) € LN(Q) sao fungoes positivas, 1,...,1m > 0 e [[;2;ri > 1, € limitado em
pelo menos uma direcao \;.
Corolario 2.2. O conjunto extremal do sistema
—Aul = )\ie“"“, Q
) (2.8)
U; = O, 39,
onde Upy,11 = uy € nao limitado em todas as direcoes \;.
Corolario 2.3. O conjunto extremal do sistema
( 1 m) , (29)

¢ limitado em todas as diregcoes \;.
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O ponto chave para a construcao do conjunto A* é o conceito de hipersuperficie prin-
cipal desenvolvido no Capitulo 1. Como veremos, a hipersuperficie I' fornecerd uma es-
timativa para os parametros A, ..., \,,, de modo a garantir que o problema (2.1) tenha,
ou ndo, uma solucao em C*(Q). A hipersuperficie I atua de maneira similar ao primeiro
autovalor do operador Laplaciano com condicoes de Dirichlet no bordo, e também é usada

para mostrar algumas propriedades qualitativas de A*.

Lema 2.1. Eziste um g9 > 0 suficientemente pequeno, de modo que B.,(0) "R C U.

Demonstragao. Seja (uf,...,u") =: U, € W2N(Q)™ a sequéncia dada recursivamente

por

{ U, = (0,...,0)
Uit = M(=A)A(2 U, A (—A) " (2, Uy)).

Fizado T = (t1,...,t,) € RY, podemos escolher ¢g > 0 tal que
50(—A)_1fi(l’, tl, e ,tm) S tz
parat=1,....m. Se A= (\i,..., \n) € B;,(0) NRY, entdo da condicao (2.4), temos

)\Zfl(l‘, O, R ,0) < €0fi(SL’, 0, ceey 0) < 80]2’(51), T)

Seque que

up = N(=A) 7 fi(z, Ur) < eo(=A) " fi(a, T) < t;.

)

Analogamente

uj = Ni(=A) " i, Uz) < eo(=A) fi(z, T) < t;,

)

e prossequindo, obtemos a sequéncia de funcgoes {U,}°2 . FEsta sequéncia estd bem defi-

nida, € mondtona nao-decrescente para cada x e, por construcao, € limitada. Assim
U, —U em WN@Q)m.

Isto mostra que A € U.
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Observagao 2.1. A demonstracao do Lema 2.1 também mostra que o conjunto U é

o conjunto dos vetores tal que (2.1) tem solu¢io minimal positiva. De fato, se V =

m

(V1,...,0m) € uma solugdo positiva WAN(Q)™, o esquema acima com

T=(v,...,0n)

n

") satisfazendo ul! < v; para todo n. Portanto, a fun¢ao

gera uma sequéncia (uy,...,u
limite (uq,...,u,) satisfaz
) Y

w <y, t=1,...,m.

Para cada ¥ = (0y,...,0,_1) € RT™", definimos o conjunto 75 por

T ={A>0| (N Aoy, ..., \opm_1) EUY.
Segue do Lema 2.1 que 7 é um conjunto nao-vazio para todo > € RT‘I.
Lema 2.2. Para cada ¥ = (01,...,0,_1) € RT‘I, o conjunto Ts, € limitado.

Demonstragao. Seja U = (uy,...,uy,) € W2N(Q)™ uma solucdo, positiva de (2.1)

correspondente ao vetor (A, 011, ..., 0m_1A1). Pela condigao (2.6), temos

Um+1 = Uz,

{—Aui > oiahpi(@)uily, em Q

onde 09 = 1 e p; € LY(Q). Segue do Coroldrio (1.1) do Capitulo 1 que eziste uma

autofuncdo positiva (1, ..., 0m) € W2N(Q)™ para o sistema
—Ap; = oiippi(T)eii, Q
wi = 0, o0,

onde pmy1 = @1, € 1 = pi(X) > 0. Afirmamos que \y < py. De fato, definindo o

conjunto

S={s>0]|u >slli=%p, em Q},
temos
(i) S # 0, pelo Lema de Hopf;

(i) 0 < s* :=sup S < +o0.

Suponhamos que \i >y, entao
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v

Ui—l)\lpi(x)uioil - (3*)H;n:i akgi—lﬂlpi(x)‘ﬂﬁl

=4 (= (s Torg)

v

o hip(x) (%) i iz o (s li=iovg, g py(2) 05
o1 (A1 — ) pi() (%)= o
0.

o
Pit1

v

Pelo Principio do Mdzimo Forte temos que u; > (s* + 5)1_[2’; “*p; em ) para € > 0

suficientemente pequeno. Isto contradiz a definicao de s*. Portanto \; < ;.

Segue dos Lemas 2.1 e 2.2 que podemos definir o nimero
A1(X) = sup 7y

Corolario 2.4. Para todo X € R, temos Ni(3) < i (X).

Assim, podemos definir a funcao vetorial S : R' — R™ como segue
S(E) = (M), -, Au(E),

onde, para cada ¥ = (01, ...,0,_1) € RT™! temos A\ (2) = 0;_1A}(2), 0p = 1. Note que,
o Teorema 2.1 estard demonstrado se mostrarmos que os conjuntos 7s sao, na verdade
intervalos. Antes de passarmos para demonstracao do primeiro Teorema desta secao,

relembremos o conceito de sub e supersolucao.

Definigao 2.1. Dizemos que (uy, ..., uy) € (WY (Q))™ é uma subsolugao (supersolugio)

do sistema (2.1) se as sequintes desigualdades sao satisfeitas em quase todo ponto

—Au; < (Z) Aifi(z,un, o ug),  Q

Lema 2.3 ([36]). Suponhamos que as fungoes f; satisfazem as condigées (2.3) - (2.6) e que

(2.1) admite uma subsolu¢ao (uy,...,u,,) ndo-negativa e uma supersolu¢ao (ty,. .., Uy)
nao-negativa, satisfazendo u;, < u;, para todoi =1,...,m em . Entao, o problema (2.1)
admite uma solu¢ao (uy, ..., uy) verificando u; < u; < U; para todo i =1,...,m.

Demonstracao do Teorema 2.1: A existéncia segue dos Lemas 2.1 e 2.2. Deve-

mos mostrar que, para cada ¥ € R, os conjuntos 7y sdo intervalos. Seja Ay € 75 e
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(Ui, ..., Um)x, asolugdo do problema (2.1) com Ag = (Ao, A\oo1, - .-, Agom—_1). Temos, pela

condigao (2.4), que

—AU; > Ao fi(w,1;) em €,

para todo 0 < A < Ao, portanto (U, . .., Un)s, € uma supersolucao do problema (2.1) com
A=\ Aoy, ..., Ao,-1) para todo 0 < A < Ag. Concluimos assim que
(0, )\0) C 7x.
O

Demonstracao do Teorema 2.2:
Item (a): Basta mostrar que A} é uma fun¢do continua. Suponhamos, por contradigao,
que A} é descontinua em um ponto ¥ € RT‘l, entao existe € > 0 e uma sequéncia >,, — X

tal que
[A1(En) = AL(E)| =&, Vn = mno.

Tomando uma subsequéncia, se necessario, temos duas possibilidades:
AL(En) <A(E) —¢
ou
A(En) > A(2)+e
Suponhamos que vale a primeira opcao. Tome A < A" de modo que
A(Zn) <N < X' < A(D),
dai, para n suficientemente grande, podemos escrever

O':L_l)\i(zn) < 0'?_1)\/ < O-i—l)\” < Gi_l)\i(z).

Pelo Teorema 2.1, o sistema

_Auz = O—i—l)\,,fi<x7ula"'aum)a Q

tem uma solugdo U = (uq, ..., umy)r que é supersolu¢ao do problema
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—Au; = o Nfi(z,ug,. . ),  Q
Assim, o problema (2.1) tem uma solugao positiva correspondente a A = XN (0¢, 01, ...,0m-1),
portanto

A< A(En).
Contradicao.
Item (b): Suponha que A\{(3) < Aj(X'). Temos
ai,l)\’{(E) < 0271)\?(2’).
Tome X' < X de modo que
AT(D) <N < M < \[(X),
dai
0'2'_1)\1((2) < Ui—1>\/ < 0';71)\// < 0'271/\;(2/).

O sistema

—Au; = o N filz,ug,.o uy),  Q
tem uma solugao (uq, ..., Uy, )y que é supersolucao do problema

_Auz = O'ifl)\,fi(x>u17"'7um)7 Q
Isto implica que X < A\j(X), contradigao. Por outro lado, se Af(X) < Af(X),i=2,...,m.

Temos

o A () < oiaA(E).

Tome X' < X de modo que

ol A (E) <N <N <o A(D),

dai
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)\/ A//
A (Y) < < < A (D).
() < 2 < 2= <X
O sistema
_AUZ = 0;—1 (Uf;\i/l> fi(x,ul,...,um), Q
tem uma solucdo (ui,...,uy,) » que é supersolucdo do problema

9i—1

i—

{—Aui = 0,4 (%) filzyug, ..o ),
w = 0, o0

Isto implica que 22— < \5(X'). Contradigao.
1

!
g, _

Item (c): Pelo Corolario 2.4 a fun¢do nao-negativa Aj(X) satisfaz A\j(X) < py(X), onde
p1(X) é dada pelo Corolario 1.1 do Capitulo 1. Temos
0 < M) < m(E).

Visto que p;1(¥) — 0 quando ¥ — oo, devemos ter A\j(X) — 07 quando ¥ — .
Item (d): Tome ¥ € R7 e (u1,...,un)s, uma solucdo positiva de (2.1) correspondente a
(A, 011, .o Om—1 A1) com 0 < A < Af(X). Entdo, de (2.4), podemos afirmar que (uq)y,

é supersolucao do problema escalar

—Auy = Alfl(waal)a Q
uy = 0, 09.

Por outro lado, pela teoria escalar (ver [16]), a condicio fi(x,%1) > ¢ (z)t; —w; () implica
que existe uma valor maximo, u, para o qual este problema tem solu¢dao em W2V (Q),

ou seja,

A< .

Segue da defini¢ao de A\j(X) que

A(E) <

Item (e): Dado \; > 0, seja C' > 0 tal que

ullwzn ) < Cl|Aul| v @
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para u € W2N(Q) N WM (Q) (ver [27], Lema 9.17). Por hipotese, podemos escolher
19, ..., t% > 0 tais que
C)‘1||f1('7t?7 s 7t9n)||LN(Q) S t(l)

Seja ¢o € WAV (Q) uma solugao do problema

—A(bg = f2(x7t(1);--‘>t21)7 Q
¢y = 0, Q.

Tome Ay > 0 tal que uy = Aagy < £ em . Assim, podemos obter uma solugiao ¢3 €
W2N(Q) para o problema

—A¢3 = f3<$,t?,’d2,t§,...,t9n), Q
p3 = 0, o0f).
Tome A3 > 0 tal que uz = \3¢3 < tJ em 2. Prosseguindo analogamente encontramos a
sequéncia us, us, . . ., U, € WV(Q) tal que
u; <t),  j=2,...,m.

Finalmente, seja u; € W2 (Q) a solugio do problema

{—Aul = /\1f1($,f?,ﬂ2,U37...,um), Q

uy = 0, o012.
Temos
up < CllAus|| < CMIACE, o)l <1 em Q
Assim, por construgao (ug,...,u,) ¢ uma supersolucao do problema (2.1) associado aos
parametros (A1, ..., Ay). Isto implica que

ALy Am) €U

Ao Am
Y=, -
()\17 7)\1)

Como A foi escolhido arbitrariamente, concluimos que o conjunto

Segue que A\; < \j(X) para

M) [ X eRY}
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é nao limitado.

2.2 Existéncia de Solucoes Fracas sobre A*

Nesta se¢ao, mostraremos que o problema (2.1) admite solugao fraca para todo A € A*.

Definigao 2.2. Dizemos que (uy ..., Uy) € LY(Q)™, uy, ..., Uy >0 em Q, é uma solucio
fraca de (2.1) se

/ filz,ug, .. up)d(x)de < o0, i=1,...,m,
0

/ul(_Agpﬁdl‘ = )\1/ fi(xaulw .- 7um)(pidx7 1= 17' <y M,
Q Q

para todo (@1, ..., 0m) € C3(Q)™, w; >0, onde §(z) € a funcio distancia ao bordo de S,
isto €, 0(x) = dist(z, 09).
Observe que, pelo teorema do valor médio, se p; € C2(Q), entdo i(x) < C(x), assim a

dltima integral acima faz sentido.
O principal resultado desta secao é o seguinte:

Teorema 2.3. O problema (2.1) tem solug¢do minimal fraca positiva para A = (Xj,..., \f) €
A*.

Para enunciar os proximos resultados, precisaremos definir o espago L}(Q):

Defini¢ao 2.3. O espago L'(2) com peso §(x) € o conjunto

L) = {u e LY(Q) tal que / |ulddx < oo}
Q
Podemos munir este espago com a norma |[u| 1y q) = o, lulddz.

Agora podemos enunciar os lemas que irao conduzir a uma estimativa a priori L'(Q)

para solucdes C1(Q) de (2.1) para parametros (A1, ..., \,) proximos de A*.

Lema 2.4 (ver, [5]). Para cada h € L}(Q), existe uma tnica solugio fraca u € L'(12)

para o problema
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{—Au = h(z), (2.10)

u = 0, o).
Além disso, |ullrro) < Cil|hl|Lio), onde Cr = C1(Q).

O proximo lema, fornece uma estimativa por baixo, para as solugoes L' (Q) do problema
(2.10).

Lema 2.5 (ver, [4]). Se h € LYQ) e h > 0 em Q, entdo a solucio fraca u € L'(Q) de
(2.10) satisfaz u(x) > Cod||h|p1(q), onde Co = Co(Q2).
Apoiados nos Lemas 2.4 e 2.5, podemos obter a seguinte estimativa a priori:

Ty

Lema 2.6. Suponhamos que f;(z,u1,...,un) > ki(z)u’, —li(x) para todo x € Q, u; > 0,

T1yeooyTm > 0 onde [[2, i > 1, e fungdes nao-negativas k;,l; € LN(Q). Entdo, existe
uma constante C' > 0, dependendo de X2 = (01,...,0m_1), tal que

HuiHLl(Q)gC, izl,...,m
para toda solugao positiva (ui, ..., u,) € WN(Q)™ do problema (2.1) associada ao vetor

()\1,0'1/\1, c ;O-m—l)\l) €U onde %)\T(E) <M < )\T(E)

Demonstracao. Se o lema ndao € verdadeiro, entdo eriste uma sequéncia de solucoes
{(up, .. um) oo, C Co(Q)™ de (2.1) associadas a (A}, 1A}, ..., 0m_1AT), onde X} (2) <
AT < Xi(X), satisfazendo

Z i || L1 (@) — +00.
=1

Sejam s1, ..., Sy, nimeros positivos satisfazendo
1 S, Sm—1 S3 So
< < <L < <cZcgy
I, r m—1 m—2 rry T
k=1"k k=1 Tk k=1 Tk 172 1

Assim, escolhendo

s5=1 e o= ;o i=12,0.m, (Spy1 = 81)

temos 0 < «; < ry; dai tomando uma subsequéncia, se necessdrio, a sequinte afirmacao

deve ser satisfeita para algum i € {1,...,m}

i) = +oo e [luiyll7ig) 2 [uilleie)  para todo n, (2.11)
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onde ul, , = ul e os numeros a, ...,y satisfazem, 0 < a; < r; e [~ o = 1. Dado
C; > 0, que serd escolhido no final da demonstracao, existe D;(C;) > 0 tal que
filz,ur, . um) 2 Ciki(@)uy — Di(Ciki(z) — Li(2)

para todo x € Q e uy,...,uy, > 0, onde k;,l; € LN(Q) sdo funcoes positivas. Seja & a

solucao cldssica do problema

{_M =L 4 (2.12)

¢ = 0, o9

Por simplicidade, denotemos por ¢, = ||ul'\,||L1). Para todo n, temos

1 > c;ai/u?dx
Q

— oA / sl ol () de
(9]

v

Cp O AT <Ci/9kz‘(x)(u?+1)a’f($)dﬂﬁ
—Di(C) [ K dv — | 1; dr ) .
©) [ K@i [ ) )
Vamos analisar 0 termo
/ k() (u? ) € () .
Q

Seque dos Lemas 2.4 e 2.5 que

up () > Ch6(w) / oo AT fipr (ul, ... un )o(x)dx
Q
> GO0 () [luy [l

o que implica que

c;ai/ki(x) (upp))™ &(z)de > (0102)%/ki($)5($)aif($>dm7
Q

Q
Onde Cy e Cy sao as constantes dadas pelos Lemas 2.4 e 2.5, respectivamente. Tome

C; > 0 tal que

0'1_1)\?01<0102)a1/Qk?z(l‘)(S(fL‘)alf(l’)dl’ Z 2.
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Finalmente, temos

| > g, A (q- / () () € () da
Q

_Di(C) /Q ()€ (2)d — /Q Mx){(m)dm)

> 2—0(c,™).

(2.13)

Fazendo n — oo em 2.13 obtemos uma contradicao.
O

Demonstragdo do Teorema 2.3: Dado ¥ € R, sejam
A=(N(2),01A](2),...,0maA(X)) € A

e {(uf,...,ur)}2, € CQ) uma sequéncia de solugoes minimais de (2.1) associadas a
(AN o N o o1 AY), onde AT AT(X). Como vimos na demonstragdo do Lema 2.1
a sequéncia (uf,...,uy) é mondtona nao-decrescente em cada componente, além disso,

pelo Lema 2.6 esta sequéncia é limitada em L'(Q2). Assim, concluimos que

ul Su; em LYQ)™, di=1,...,m.

Afirmamos que (ug,...,u,) é uma solucdo fraca de (2.1) associada a A € A*. De fato,

por construcao, temos

/ ul (—Ap;)dr = ai_l)\’f/ filut, . un pde,
Q Q

ondei=1,...,me ¢; € CZ(Q) sao fungdes nao-negativas. Tomando o limite n — oo na
ultima equacao e usando o teorema da convergéncia dominada verificamos a afirmacao.
Finalmente, devemos verificar que (ug, ..., u,) é solu¢do minimal. Seja (vy,...,v,,) uma

solugdo fraca de (2.1) associada a A € A*. Segue da Observagao 2.1 que

n .
u, <v,, t=1,...,m,

para todo n > ng. Fazendo n — oo, concluimos que u; < v;, parat=1,...,m.
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2.3 Estabilidade das Solucoes Minimais Abaixo de A*

Ao longo desta segao estaremos supondo que as funcoes f;, satisfazem as seguintes

condicoes:
sup [|Vfi(,ur, .. um)|gm € LN(Q),  i=1,...,m; (2.14)
0<u;<kg
7j=1,....m
e
Vfl(,ub,um);é(), Yu; >0, 1=1,...,m. (215)
Denotaremos por (uq,...,Uy,)s as solugdes de (2.1) com A € U e usaremos também a

seguinte notacao

fl]<l') = (fl)u](.%’, (Ul, . ,um)A), Z,j = 1, NN 2

Defini¢ao 2.4. Dizemos que a solu¢do (uy, ..., um)p de (2.1) é estdvel se o problema
—Ap; — A Z fig(®)p; = i, em ()
— (2.16)

w; = 0, sobre 0f)
tem um primeiro autovalor positivo n1 com autofuncao correspondente positiva.

Observacao 2.2. Antes de passar ao Teorema principal desta secdo, observemos alguns

fatos importantes relativos ao sistema (2.16): Podemos reescrever este sistema na forma

{(L—H)CD = e, Q- (217

= 0, 00

onde

—-A 0 AMfu(x) oo Arfim(T)
L = . e H= : i :
0 ~A Amfma(€) =+ A fonm ()
Definigao 2.2. Dizemos que a matriz A(x) = (A;;(x)), onde i, j € {1,...,m} é coopera-
tiva se A;j(z) > 0 para todo i # j e x € ).
Definigao 2.3. A matriz A(z) = (Ai;(2)), onde i,j € {1,...,m} € totalmente acoplada

se o conjunto de indices {1,...,m} nao pode ser decomposto em dois conjuntos disjuntos

A e B tais que
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Aup(z) =0
para todo x € Q, a € A e € B.
Segue das condicoes (2.5) e (2.6) que a matriz H ¢ cooperativa e totalmente acoplada.
Lema 2.7. O sistema (2.17) tem uma supersolucao estritamente positiva com n = 0.

Demonstracao. Dada uma solu¢ao (uy,...,uy,)s de (2.1) onde A = (A1,..., ) €U,
para cada k € {1,...,m}, seja

Bu(o) = (Griio) - o).

Visto que u; |ao= 0, temos ®(x) = 0 para todo x € I. Assim

0 0u
a)\k( AUZ)— ikfi<x7u17"'a +)\ Zfzj J
ou seja,
ou; ou
(8/\k> -\ Zf” < ]) = O fe(x,ur,y ..., uy) em S (2.18)
Portanto, a funcao &), = (g%, c %‘ﬁ) e W2N(Q)™ wverifica
L—H)®, > 0 Q
( )k =0, . para todo k=1,...,m. (2.19)
o, > 0, 00
]

Para demonstrar o proximo teorema, precisaremos do seguinte resultado devido a G.

Sweers:

Teorema 2.4 ([42]). Suponha que a matriz H tenha coeficientes limitados em §2, seja
cooperativa, fortemente acoplada e que o sistema (2.17) tenha uma supersolucdo positiva.
Entdo, o sistema (2.17) tem wma tnica autofuncio positiva ® € (W2 (Q) N Co(Q))™

correspondente a um autovalor positivo n; > 0.
Demonstragao. Ver [42].

Teorema 2.5. Suponha que as fungées f;, i = 1,...,m, satisfazem as condi¢oes (2.8) -
(2.6), (2.14) e (2.15). Entdo, a familia
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{(ur,...,um)a | A €U}

de solugoes minimais WY (Q) do problema (2.1) sao estdveis. Além disso, 0y € o unico
autovalor com autofungdo positiva (em cada componente), e se (p1,...,¢0m) € (V1,...,Um)

sao autofuncoes positivas correspondentes a 11, entao existe uma constante c tal que p; =

c; em €.

Demonstracao. Seja (uy, ..., uy,)s uma solugao minimal correspondente a A € U. Pela
condigio (2.4) as fungoes fi;(x) pertencem a LY (Q). Tomemos uma sequéncia mondtona

ndo-decrescente de funcoes { f5(x)}pey C L>(Q), 4,5 =1,...,m, tais que

) = fij(x) em LN(Q).

(]
Seque do Teorema 2.4 que, para cada n, o problema (2.16) admite um autovalor n, > 0

com autofuncao correspondente (o7, ..., 0" ) positiva em cada componente, ou seja, as

Jungoes ¢ > 0 satisfazem o sistema

APy =N Y @) = nagl em
j=1
o = 0, sobre OS2,

com n, > 0 para todo n. Primeiro vamos mostrar que a sequéncia {n,}>°, € decrescente.

Suponhamos, por contradicao, que existe um n € N tal que 0, < np11. Seja

Si={s>0]| ' >s0" em Q} e 0<sf =supS; < +oo.

7

Temos

AT = siel) = N @)l el

—SiA Y fH(@)e) = sine)
j=1

v

S?(nn—i-l - 7771)90?
> 0.

Seque do Principio do Mdximo Forte que podemos escolher um ¢ > 0 suficientemente

pequeno, de modo que
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eIt > (st +e)ef

Isto contradiz a definicdo de s*, com isso, concluimos que a sequéncia {n,}>°, € decres-

cente. Seja 1, = lim, o1, > 0. Considerando o espaco vetorial real WM (Q)™ munido
m

com norma ||[(vi, ..., V) |lwey@m = Y00 [[villwen ), podemos supor, sem perda de ge-

neralidade, que

n

||(()017 R Spnm)HWOQ’N(Q)nL — 1

Pela Teoria LP, tomando uma subsequéncia, se necessdario, temos

(O, 00) = (P1,-- - om) em Woz’N(Q)m,

de modo que (p1,...,¢m) € uma autofungdo nao-negativa do problema (2.16) corres-
pondente ao autovalor ny. Na verdade, o Principio do Mdximo Forte, garante que esta
autofuncao € positiva em 2. A primeira parte do Teorema estard demonstrada se mos-
trarmos que 1 > 0.

Suponhamos que my = 0. Seja (v1,...,0m) a autofuncdo positiva associada a m = 0,

temos
j=1

DAL’ DA

—A (8/\k> — )\z;fz](l') (3_)\1<;) = 5Zkfl(x,u1,...,um) em S

Suponhamos sem perda de generalidade que k = 1. Definamos

Por outro lado, pelo Lema 2.7 a fun¢ao positiva Py = (ﬁ a"—m) satisfaz

Ou;
Siz{s>0|(a§f)>s<pi em Q} e 0<s =supS; < +o0.
1

Dat, para 1 = 2

Y
o
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Seque do Principio do Mdzimo Forte que podemos escolher um € > 0 suficientemente

pequeno, de modo que

8u2 %
(a—)\l> > (82 + 6)@2.

Obtemos uma contradigao com a definicao de si. Portanto n, > 0.

Finalmente, vamos provar a unicidade de 1ny e a proporcionalidade das autofungoes
correspondentes. Para provar a unicidade de ny, vamos supor que o problema (2.16)
admite outro autovalor ny # m1. Suponhamos que 0 < ny < 11 e, sejam (%,...,0%) e

(o1, ..., L) as aulofuncdes correspondentes a ny e 11, respectivamente. Definimos entdo

3i={=5‘>0|<ﬂ2-1>880? em Q} e 0<s;=supS; < +oo.

Para obter uma contradi¢ao, vamos provar que p; = si¢Y, isto combinado com a definigao
de (@9, ...,0%) e (p1,...,0L) conduzird a contradigio ny = m1. Se supomos que @} %

si¢ para algum i € {1,...,m} temos

—A(pf —s700) = N> fis(@)e) +mep)
j=1
Y Z fii()#5 = simoe]
j=1

> A fil@) (el = siel) +molp) — s5e))
j=1
> 0.
Seque do Principio do Mdzimo Forte que o > (sf + €)¢? para € > 0 suficientemente

pequeno. Contradicao. O caso my < 19, onde 1y € um sequndo autovalor seque de maneira

andloga.

Agora a proporcionalidade das solugoes associadas a 1. Dada (¢3,...,02) uma se-

gunda solu¢do de (2.16) associada a 1. Definindo

Si={s>0]p; >s07 em Q} e 0<s =supS; < +o0.

O mesmo argumento que provou a unicidade implica em

1 — % 2 -
p; =897 1=1,...,m.
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Capitulo

3

Regularidade das Solucoes Extremais

para Sistemas do Tipo Gradiente para

m = 2

Neste capitulo, apresentaremos uma aplicagao da teoria desenvolvida no Capitulo 2.

Estaremos interessados no caso particular do sistema (2.1) do capitulo anterior quando
m=2e (fl,fg) = VF.

3.1 Preliminares

Vamos considerar o seguinte sistema

{—AU = A-VFU), «Q 51)

U = 0, 012,

onde U = (uy,uz), A = (A1, A\2) e a notagdo A - VF significa (A F,,, \oF,). Além disso,
Q2 é um dominio suave e limitado em R™, N > 2 e os parametros A\;, \s sdo positivos. As
funcoes F : R? — R sdo de classe C’Q(Ri), nao nulas, crescentes em wuq, up, convexas e
superlineares no infinito, ou seja,
i Delintz) (3.2)
U; —00 U;
uniformemente em w;, j # ¢. Sob estas condigoes, foi provado no Capitulo 2 que existe
um conjunto fechado A* C R3 de modo que, a unido R% = U UA* UV ¢ disjunta e vale

as seguintes afirmacoes:
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tem solugao (forte), se A € U,
O sistema (3.1) tem solugao (fraca), se A € A*;
nao tem solucao (forte), se A € V.
A solucao (uf,u3)s do problema (3.1) com A € A* é chamada solugao extremal, e, como

vimos na Segao 2.2 do Capitulo 2, cada componente u; desta solugao, é o limite pontual

das componentes das solugoes minimais (u1,us2)s, onde A € U, ou seja,

(ui (@), uz(x)) = lim (u1(z),ua(x))r, Vo e,

Mostramos também que as solugdes (ug,uz)x para A € U sdo estaveis. Isto significa que

o problema

2

—A%—MZFWW(UMW)% = NPi, em ()

j=1

(3.3)
v; = 0, sobre 0f)

tem um autovalor positivo 7, o qual corresponde uma autofuncao positiva (@1, ps) €
CZ()?. Daqui em diante, escreveremos simplesmente F,,,, em vez de F,., (u1,us) e

u; = (0,...,0,u;0,...,0), onde u; estd na i-ésima coordenada.

Lema 3.1. Seja (uy,us) uma solucio estdvel de (3.1). Entao, para todo o; € H}(Q),

Z/QFuiuj%SOj SZ%/Q\V%P.
i,j i

Demonstragao. Basta mostrar a desigualdade para @; € C*(Q) (para ¢; € H}(Q) seque

1=1,2, vale

por densidade). Pelo Teorema 2.5, existem funcoes positivas ¢; € HL(Q) tais que
J

Multiplicando esta desigualdade pela funcao teste f—Q e integrando por partes, enconlramos

2(p2 ©; QCJ
_ V¢, —l—i—Q/V VG >\ /Fuzu i
/Q|<|Q2 | Vevas XJ:Q e

)
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Usando a desigualdade de Young no membro esquerdo, obtemos

Z/ |V901‘2 > Z/ UZUJSD2CJ)\
Fazendoz Z Z estimemos Z/ ulu]‘P??}‘

@ i#] i#]
2Gj G 2Gj
[ Rt En = ¥ [ Pugtgne T [ Rt
i#] 1<j v 1>]
2 Cz
- z/ N+ T [ R
1<j i<j
:Z/ ou(QCJ)\-i-Q<Z >
1<) C
> 22Fuin90i30j\/)\i)\j-
i<j
P
Tomando p; == — vem

VA
1
S [ Fuier < 5 [ 196

1,J

l

Ao longo deste capitulo, além das condicoes acima citadas, a funcao F' deve satisfazer

as condicgoes

e Para todo i € {1,2}
liminf F,,,, (u;) = +o0; (3.4)

U;—>00

e Existem constantes C, R > 0 tal que, para todo i € {1,2} vale

para todo u; > R;

e Para todo £ > 0, existem R;, Ry > 0 de modo que, para i,j € {1,2} com i # j vale

P .
o <e. 3.6
(Fuj (aj) - AJ>FUZUJ = ( )
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onde esta condicao deve ser satisfeita para todo u; < R; e todo u; > R, onde
A = Fuj(O, 0);
e Existe uma constante C' > 0 tal que, para todo i, € {1,2}, com i # j, vale
Fu. (ul, UQ>
< C (3.7)
Fo, (W) F(uy)

onde esta condigao deve ser satisfeita para todo u;, u; > R;

Exemplo 3.1. Uma classe simples de funcoes verificando as condigoes acima é:

F(ur,ug) = fi(w) f2(us)

onde as fungoes f; - R — R sdo suaves, nao nulas, f1(0) = f2(0) = 1, crescentes, convezas
e satisfazem (3.4). De fato,

Fu (az)FuﬂLz

i

=1
para todo (u1,us) € R2, verificando assim a condi¢io (3.5). Temos ainda para u; < C

Fuiui _ {/(ul) f2(u2)
(Fu, (U;) = Aj) Fur,  fi(ua) (f3(u2) — Az)f3(us)

este ultimo seque da converidade de fy e da condi¢io (3.6). Prossegindo, temos

—0

Fui(u17 Ug)
Fu, () F (u;)

i

=1

o que verifica a condi¢ao (3.7).

Exemplo 3.2. Outros exemplos de funcoes satisfazendo as condi¢oes (3.4)-(5.7) sao
(1) F(ui,ug) = P12 — (uguy)P, onde p > 2;

(i) G(ug,u2) = (ug + 1)P(uz + 1)? — (ugug)”, onde p,q > 2 ¢ 2 < r < min{p, ¢}.

De fato, por simetria basta verificar as condi¢oes acima para uma varidvel. Para F

temos

_ oy pPultpus p—1,p _ 2, puitpus p—2_p
Fu, (u1,up) = pel™ —puy uy e Fy(u,ug) = pte™ —p(p — 1)uy "us.

Assim
Fu(ub 0) = pepm € Fulul (ula 0) = p2€pu1
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Para verificar a condi¢ao (3.5) devemos ter

2 pui pult+puz p—1_p pul+pus p—1_p
per (pe puy_uy)  pe puy Uy

peru (pReratruz — p(p — Db~ >ub)  peruitruz — (p— )b >

ub
Esta expressao tende a 1 quando uy,us — 4+00. Por outro lado, para uy > p — 1 temos
peP P — pPul Tt < per P — p(p — Lup~ ub.

Para verificar a condi¢ao (3.6), note que

2 uitu 2 —1
Fuwz_pel z_p(u1u2)p )

dat, para u; < C temos

p26pu1+pu2 _ p(p _ 1)u113_2u127
(pev2 — 1)(p2eruatruz — p2(ujug)P)

— 0 para u, — +00.

Finalmente, para a condi¢ao (5.7), temos

puitpus _ P11, D
pe puy U
L 2 41 para up,us — +00.

pepul epu2
Observe que 0 mesmo raciocinio também se aplica se considerarmos o termo P(uy, u3) no
)

lugar de (uyug)?, onde P € um polindmio com coeficientes positivos com
P(O’ 0) = Puu (uh 0) = Pujus (Ovul) = Puyu, (u’ O)) =0,
onde grau(P(uq,-)) = grau(P(-,uz)) > 2.

O préximo Lema é um dos pontos chaves para a demonstracao do Teorema principal

deste capitulo.

Lema 3.2. Suponha que Q C RN ¢é um dominio suave e limitado, F,, : R* — R sdo
fungdes convezas, satistazendo (3.4)-(3.7). Seja (uf,us)n a solugao extremal de (3.1)

associada a A = (X5, \y) € A*, entao existe uma constante C' > 0 tal que
() [ (Puf@D) = A (Fun(3) = A2) P (0, 03) < C;
() 3 [ (Ruldn) = A) P g) < C.

Demonstracao. Seja (uq,uz)a uma solugao do problema (3.1) com A € U de modo que
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> / (Fu @) = AV Fu + Y / (Fur (@) — A)(Fu, (@) — A;) Fu,
<y L Vo Fn @) — A)VL(F (@) - A)
DY / (Fur (@) — A)(—An(Fu(@) — A)), (38)

onde A, e V, sao o Laplaciano e gradiente em relacdo o varidvel x respectivamente.

Desenvolvendo o Laplaciano temos

=D Fy, (i) = (—Aug) oy, (U0;) — |Vuz‘2Fuzuzuz
Usando o fato de que (uq, ..., uy) satisfaz a equagao (3.1), encontramos

_Ax(Fuz- (az) - Ai) = )‘iFuiFul-ui (@) - |VU2|2Fuzuzuz

Substituindo na equagdo (3.8) vem

Z / e (i) = Ai) Fugug, (W) [V * + Z/ u, (i) = Ai) (Fy, (Ug) — Aj) P,

i#]

Definindo h(u;) := Oui(Fuz. (z/f;) — A)Fy (fi)dti, temos

(Vh(ui), Vi) = (Fu, (W) = Ai) Fuug, (@) | V[

Integrando por partes, e usando mais uma vez que (uy,us) € solugao do sistema (3.1)

encontramos

Z/Qh(“i)F“i + Z/ us (W) — Ag) (B, (W) — Aj) Fugu,

i#]

IN

Z / ui (i) = Ai) (Fuu, (W) Fuy — Fuu, Fu, (W) + AiFu,)
ZA / (@) — A Fy,s (3.9)

IA
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onde na ltima desigualdade utilizamos a condi¢ao (3.5). Suponha que u; > o > 0. Entao

W) > / (Fu(B) = A) P (B,

—

Usando a condicdo (3.4) obtemos

h(u; -
Portanto, seque da superlinearidade de F,, que
h(w;)

lim Z
ui=00 [y, (ul)

Vamos usar este fato para estimar a integral /(Ful (W;) — Ai) Fuu,-
Q

Dada uma constante C' > 0, existe um T; > 1 tal que, para todo u; > T; temos

A +1

Assim

T / (Fu (@) — A))Fo,
u; <Tj

M

Fuu

< s /Q (Fun (1) = Ah{us) s

s Eu@) - AP
u; <Tj

o hwp
< —— [ hu)F, +
O+ 1) Jo "t )

onde na ultima desigualdade usamos a hipdtese (3.5). Para T; fize k; > 1 um nimero

inteiro. Assim
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/ (Fu(@) — A)Fuy = / oo (Fus(@) — A)Fo + / wen, (Fur(@) — A9 Fu,
u; <T; u

j<k)iTi ’u]ZkZTZ

< C(hT)+ / o (Fu(@) — Ao

wj >k;T;

onde j # i. Para a dltima integral, temos

E o
v or (Fu(@) — A)F, 0, :/u_< | s Fo (@) — A)(F, (@) — A))Fy ..
/( @) - A) o, T i o8~ AP ()~ A)

Tomando k; suficientemente grande, concluimos que

~ 1
/Q (Ful@) = AP < T / h(u) Foy + C (ki T)

: /Q(FuZ (i) — Ai) (Fu, (U)) — Aj) Fupu, -

Yy

Substituindo essas estimativas em (3.9)

S [ R+ 3 [ (Ru@) = APy (@)~ 45) P

IA
™
=
S
&3
5

INA
™
Q
S
_|_
t

SO /Q W) Fy, + Clhks, T))

+ —Z/(Fui@i) —Ai)(Fuj(aj) _Aj)F“i“.j’

Escolhendo C =1, concluimos que

1 1 N .
. R () — A () — A < . T
§i o /Q h(u;)F,, + 5 ;#j Q(Fuz(ul) A)(Fy, (W) — Aj)Fypu; < C(k;, T;)

e, dai
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i Q
]

Observagdo 3.1. Com F,, : R? — R salisfazendo a condigio (3.2), seque do Lema
2.6 que a sequéncia de solugoes limitadas (uy,us)y, associadas a A, = (A}, 01A}), onde
IN(D) < AT < A(D) e AT S A[(D) satisfazem

Z il < C

Se §(x) = dist(z, 092), temos ainda

Z/ Fui(”LL17UQ)(5 S é
i Q

Tomando o limite, temos que estas estimativas também sao vdlidas para (uf, us). Supondo
que Q) é um dominio convexo, seque do método dos planos mdveis (ver, [{4]) que existem
e>0eC(Q) >0 tais que

ngpui < CZ [ill 21 ()
i ¢

onde Q. = {z € Q: 0(z) < e}, assim concluimos que uf € L>(Q.). Além disso, pelo
Principio do Mdzimo eziste uma Cy; > 0 tal que uf > C no complementar de §, para
todo 1 =1, 2.

Lema 3.3. Suponhamos que N > 3. Seja (uj,u}) a solu¢ao extremal do sistema (3.1)
com A € A*, entao u; € LP(Q2) para p < 3.

Demonstracido. Seja A = (A\[(X),01A7(2)). Tomemos uma sequéncia N} 7 Xj(2) e
seja (uf,ul)y, a sequéncia de solugoes minimais associadas a N, = (A}, 01A}), seque da

Observacao 3.1 que
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/ (AWT) = Al / Fy ()
0

IN
Q
_l’_
D
L
>
e
S’"ij
=
=
N
N3
STl

< C;+ CQ/ F,,(uf,uy)d < C.
Q

De modo que a constante C' € independente de n. Isto implica que —Au; € L'(Q).

Portanto,

u; € LP(Q)
para p < 3.
0

Lema 3.4. Sejam Q um congunto convezo e (uf,ul) a solugdo extremal de (3.1) associada
a (A}, N\5). Se as fungdes F,, satisfazem (3.4)-(3.6), entao

| P ) Pu@ () < ©
Demonstracao. Do item (i) do Lema 3.2, temos

/ (Fuvas Foy (@) Foa (@) + A1 A Fory)
Q

SC+A1/FU1U2FU2(a;)+A2/FUl“ZFul(aT)'
Q Q

Segue da Observagdao 3.1 que podemos escolher um € > 0 tal que uf € L*>(Q.), para todo
1 = 1,2. Para estimar o dltima parcela do lado direito, vamos fazer fQ = fQ —i—fQ\Q ,

assim
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AQ/ Fu1u2Fu1<a>(1() = AQ/ Fulusz(aD +A2/ FU1U2FU1(a>{)
Q . O\Q.

< C1+ A, /Q\Q Fuwz(Ful(ﬁD )E UQEUQg ﬁzi

(Fu (1) ~ A(FL() — 4
+A,A, /Q\Qs Fu1u2 (Fu1 (al) Al)( ug (UQ) )

Usando que as fungoes u} estao uniformemente limitadas por baizo em Q\ S (ver obser-

vagao 3.1), podemos escrever

A [ FunFulul) £ Ot Ca [ Fupns(Fuy(ud) = A)(Fu(u) - 49
Q 2\ Qe

IN

Cr+ Co / Fovus (Fuy (1) — Ay)(Fu (1) — Ay)
Q
< (4.

A dltima desigualdade seque do item (i) do Lema 3.2. Analogamente mostra-se que o
termo Ay [o Fuyus Fu,(u3) € limitado.

3.2 Regularidade em Dimensoes N =2e N =3

Teorema 3.1. Suponha que 2 C RY ¢ um conjunto suave, limitado e convezo com N < 3.
Se F : R? — R satisfaz (3.4) - (3.7), entao as solugdes extremais minimais de (3.1) sdo

cldssicas.

Demonstrac¢ao. Dada uma solugdao extremal (uf,ud) de (3.1), seja (uy,ug)n, com A € U,
uma sequéncia de solugoes minimais limitadas tal que (uy, ug)p 7 (uf, us)a«. Suponhamos

N =3 (0 caso N = 2, seque analogamente). Seque do Lema 8.4 que

/ P (63 03) Foy (5, 0) Foy (0, 5) < C. (3.10)
Q

Pela convezidade das funcoes F,, e F,, podemos escrever

* * * * * * 1
Ful (u17u2) - Ful (ulv 0) < Fu1u2(u17 u2) (u2 + 5)
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* * * * * * 1
FU2 (u17u2) - FU2 (0,’&2) < FU1U2 (ulv u2> (ul + 5) .

Estas desigualdades fornecem

* * * * * 1 *
Ful (uh u2> < Fu1u2(u17u2) <u2 + 5) + Ful (uh O)

1
Fuf18) < P, ) (154 3 ) + Fua(0,05),

Assim, podemos escrever

Fu, (ui, uy) + Fu, (uf, u3)
ui +u;+1

Fy, (u1, 0) Fuy (0, u3)
witus+1 wi4uy+1

< Fuyu, (i, u3) +
Usando a condi¢ao a convezidade de F,, temos

Fuy (w1, up) + Fu, (ui, u3)
ui +uy +1

< CFypu (uy, ).
Multiplicando esta estimativa por F,, (uf,0)F,,(0,u}) encontramos

Fo, (u], UZ)FW (u], O)Fuz (0, UZ) + Fu, (UT, uy) Py (Uika 0)Fu, (07 uy)
ul +u;y+1

< CFuyu, (uT, u;>FU1 (Ujlﬁa 0>FU2 (0, u;)

A converidade de F nos dd

UI 1 1(“17 ) € u; 1 — 2( >u2)

Assim

Ful (UT7 u;)Ful (UT7 O)F(O7 u;) + FUZ <UT7 u;)F(UT7 O)FUQ (07 u;)
(u} + uj + 1)

< OFyyuy(ut, us) Fouy (ug, 0) Fouy (0, u3).

Agora, usando a condigao (3.7) podemos escrever

Fu >k7 5)? Fu *7 5)?
(g, u3)” 4 Fup (uf, ug)” C Fuyus (ur, uz) Fu, (1, 0) Fuy (0, u3)

C
! (uf +us + 1)2 =




3.2 Regularidade em Dimensoes N =2e¢ N =3 52

Usando a estivativa (3.10) concluimos que

/ Fu, (uf, u§)2 + Fu, (7, UE)Z <O,
0 (ui +uj + 1) B

Agora, podemos fazer a sequinte decomposicao do dominio €:

EL *’ *) 2
s { e il Ful<u;u;>“}’

(uf +ub+1)2 —
Oy = Q\ Q= {x €0 By (uhul) < (o +u;+1)ﬁ},

onde a > 0 serd escolhido a posteriori. Inicialmente notemos que

Fu *, *\2
/ Ful(uiauz)aﬁ/%ﬁc, VOJ>O.
91 Q(u1+u2+1)

Por outro lado,
* *\ 3 * * 28
Fuy (ui,uy)” <[ (uy + us + 1) 2.
Qs Q

Neste ponto, usaremos a notagao u € LP~(Q) quando u € L*(2) para todo s < p. Usando

que ui,uy € L37(Q), vemos que F,,(uj,u3) € LP=(Q), onde B salisfaz a inequagdo

a = pf
2B < 3.
6

Assim tomando o = 2 na decomposicio do dominio acima, concluimos que Fy(uj,us3) €

Ls=(Q). Pela teoria de reqularidade eliptica, temos

Wi e Wi (Q) < LS (Q).

Analogamente conclui-se que vl € L°~(Q2). Usando este fato juntamente com a decompo-

steao do dominio, e repetindo o arqumento acima temos

a = f
28 < 6
Isto implica que, tomando o = 3, encontramos F,, (u},u3) € L:=(Q). Pela teoria de

reqularidade eliptica,

uy € WQ’%_(Q) — LP(Q2) para todo p < +oo.

Analogamente conclui-se que o mesmo para uy. Finalmente, tomando o = g + 2¢, en-
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contramos que F,, (u,u3) € L2T(Q). Portanto u} € W23(Q) < L®() 0 mesmo vale

*
para uj.
O

Segue do Teorema 3.1 e das observacoes feitas no Exemplo 3.2 que as solucoes extre-

mais dos sistemas

—Auy = M (per i — pub ), Q)
—Auy = Ag(pePrrtruz — pug_luﬁ?), Q
Uy = Uy = 0, (‘)Q

—Auy = A(plug +1)7 ug + 1) — ruj~tup),  Q
—Auy = Na(q(ur + 1) (ug + 1P — rup~'up),  Q
Uy = Uy = O, 89

com p,q > 2 e 2 <r <min{p, ¢}, sdo classicas.
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